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Estruturas laminares sao freqiientemente encontradas nos mais diversos tipos de inds-
trias. Podendo-se citar: industria automotiva, para producao de carrocerias de veiculos;
industria aeroespacial, no projeto de fuselagens de aeronaves; industria naval, no projeto
de cascos de navios. O presente trabalho apresenta a implementagao computacional de
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Capitulo 1

Introducao

A Engenharia Computacional é uma das areas da engenharia que mais se desenvolve-
ram nas tultimas décadas; com o auxilio de ferramentas computacionais de alto desempe-
nho aliada ao avango cientifico de métodos numéricos a engenharia computacional vem

sendo responsavel por estudar, prever e resolver iniimeros problemas de interesse da soci-

edade.

A predicao de eventos, incluindo o comportamento de aeronaves, automdveis, veiculos
espaciais; a simulagao de fenomenos climaticos e meteorologicos, dispersao de poluentes
em bacias hidrograficas; a simulacao de fendmenos biologicos, desenvolvimento de sis-
temas biomecanicos; sao alguns exemplos de aplicagoes que ilustram a importancia da

engenharia computacional.

O crescente desenvolvimento dos métodos numéricos tem permitindo que a engenha-
ria computacional simule, através de modelos computacionais, problemas cada vez mais
detalhados e realisticos, podendo-se destacar os seguintes métodos: Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF), Método dos Elementos de Contorno (MEC), Método das Diferencas
Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Discretos (MED).

A fiel idealizacao de modelos computacionais é um dos grandes desafios da engenharia
computacional. A utilizacao de experimentos, em laboratério em escala real ou reduzida,

torna-se indispensavel para calibrar os modelos computacionais, evidenciando assim uma



dependéncia sadia entre os modelos computacionais e os experimentais.

1.1 Estado-da-Arte da Engenharia Computacional

A figura 1.1 representa uma confrontacao entre os resultados experimentais e com-
putacionais de uma colisao de um automével incluindo carroceria, partes mecanicas e
passageiros. A modelagem computacional neste caso envolve areas de conhecimento de
biomecanica, para representar a estrutura do passageiro; de ciéncia dos materiais, para
representar o comportamento mecanico dos materiais envolvidos no modelo; engenharia
estrutural, para representar o resisténcia dos materiais sujeitos ao carregamento; dentre

outras areas.

STATE 5. 00740032

Figura 1.1: Simulacao computacional e real de impacto.

Segundo Oden (2002) a confiabilidade de uma simulagdo computacional depende de

trés fatores basicos:
1. Do objetivo da simulacao;
2. Do modelo matematico a ser utilizado para descrever o fenomeno fisico de interesse;

3. Da precisao que o modelo matematico serd resolvido.



O modelo matematico é uma abstracao de um evento natural caracterizado por hipéte-
ses, relagoes matematicas e leis constitutivas. Apds a construcao do modelo matematico
busca-se a sua solucao via procedimentos numéricos ou analiticos. A escolha de um mo-
delo matematico é, inquestionavelmente, a parte mais importante na elaboracao de uma
simulagao computacional, (Oden, 2002).

Apoés obtida a solucdao do modelo matematico torna-se necessario avaliar a sua res-
posta sob dois importantes aspectos que sao: a verificacao e a validacao do modelo. A
verificacao trata-se de um procedimento que avalia se 0 modelo computacional, obtido por
uma discretizacao do modelo matematico, e a sua implementacao podem ser utilizados
para representar fielmente o evento com uma precisao suficiente. A validagao trata-se

de avaliar se modelo matematico é uma representacao suficientemente precisa do evento

fisico, (Babuska e Oden, 2004).

1.2 Motivacao

A principal motivacao deste trabalho foi desenvolver uma ferramenta de baixo custo
computacional para realizar simulagoes em grande escala. Dentro deste contexto, buscou-
se dar continuidade aos trabalhos de Alves (1991), Quaranta (2002) e Silva (2003), todos
eles desenvolvidos no Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ. Estes trabalhos
desenvolveram estratégias e ferramentas de implementacao computacional destinadas a
analise nao-linear transiente em mecanica do continuo via MEF. Problemas que deman-
dem esse tipo de andlise sao encontrados em diversos ramos de atividades, por exemplo:
a industria automotiva, para predicao do comportamento de carrocerias de automoveis
sob colisoes; industria aeroespacial, que tem interesse em simular impacto de aeronaves
com obstaculos, simular o efeito de fadiga de elementos estruturais sob carregamentos pe-
riddicos; industria offshore, para andlise de seguranga de estruturas sob efeitos de cargas

acidentais, como explosdes por exemplo.



1.3 Objetivos

A idealizacao de estruturas de cascas propiciaram um notavel avango na engenharia.
Sao inumeras as circunstancias em que a utilizacao de elementos estruturais formados
por cascas proporcionam solugdes com excelente relagao custo/beneficio. A seguir sao

apresentadas algumas aplicagoes de cascas.

Arquitetura e Edificagao: O desenvolvimento de estruturas de alvenaria em forma de
abdébodas na Idade Média ja tornara as construgoes mais espaciais. Com o advento do con-
creto de alto desempenho essas estruturas foram ainda mais utilizadas para construcao de
grandes coberturas. Outra concepcao estrutural bastante recente sao as tenso-estruturas

que sao cascas onde o comportamento de flexao é desprezado.

Engenharia Nuclear e Petroquimica: As estruturas formadas por cascas sao muito co-
muns em concepgoes estruturais de projetos das industrias nuclear e petroquimica. Os

vasos de pressao e linhas de transporte de fluidos sao alguns exemplos dessas estruturas.

Engenharia Automotiva: Outra aplicacao das cascas é encontrada na conformacgao de
chapas de metais utilizadas para fabricacao de carrocerias de automoveis, estrutura e mo-

nobloco.

Inimeros outros exemplos podem ainda serem citados, por exemplo: Cascos de navios,

submarinos e fuselagens de aeronaves.

Dentro deste contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar uma implementacao
computacional de um elemento finito de casca triangular de continuidade C°. A imple-
mentacao realizada buscou incorporar estratégias de implementacao adequadas a plata-
formas dotadas de processamento vetorial /paralelo. Este elemento destina-se a simulagao
de estruturas laminares sujeitas a grandes deslocamentos e grandes deformacgoes com ro-

tagoes finitas.



Técnicas abordadas e desenvolvidas em Quaranta (2002) sao utilizadas para simular
problemas de contato-impacto em estruturas laminares discretizadas com o elemento im-

plementado.

Anélises de exemplos extensivamente abordados na literatura sao apresentadas para

avaliar a implementacao realizada.

1.4 Revisao da Literatura

Modelagem de estruturas laminares de natureza nao-lineares em regime transiente vem
sendo nas ultimas décadas uma das principais demandas para o método dos elementos

finitos.

As estruturas laminares formadas por geometrias curvas sao chamadas de cascas. As
cascas podem ser representadas, fisicamente, através de um acoplamento de comporta-
mentos de membrana e flexao. Este acoplamento é uma das principais dificuldades en-

contradas nas formulagoes de elementos de cascas, (Stolarski et al., 1995).

Basicamente os elementos de casca podem ser formulados a partir de duas teorias:
A teoria de Kirchhoff, conhecida como teoria classica de placas, e a teoria de Reissner-
Mindlin. A teoria de Reissner-Mindlin tem duas vantagens atrativas em relagao a teoria
classica. A primeira vantagem caracteriza-se pela melhor representacao das deformacoes
de cisalhamento. A outra vantagem estd relacionada ao fato de que a teoria de Reissner-
Mindlin requer somente continuidade C° para o campo de deslocamentos, enquanto que a
formulacao variacional da teoria de Kirchhoff requer continuidade C! para os deslocamen-
tos, acarretando em dificuldades para construcao de fungoes de interpolagao, (Hughes,
2000). A teoria de Reissner-Mindlin pode ser interpretada como uma formulac¢ao penali-
zada da teoria de Kirchhoff para cascas finas, onde penalizacao ¢é a rigidez de cisalhamento

da casca que normalmente é muito maior que a rigidez a flexao, (Loula et al., 1989).

As hipdteses cinemaéticas assumidas para a teoria de Kirchhoff consideram que as se-



¢Oes transversais permanecem retas e normais a superficie média do elemento. Para a
teoria de Reissner-Mindlin as secoes transversais destes elementos permanecem planas,
mas nao necessariamente normais a superficie média do elemento. Resultados experimen-
tais confirmam que as hipéteses de Kirchhoff sao boas representagoes do comportamento
de cascas delgadas. Para cascas espessas a teoria de Reissner-Mindlin é melhor indicada,
(Belytschko et al., 2000). Na teoria de Reissner-Mindlin o campo de deformagoes de ci-

salhamento é constante ao longo da espessura; para a teoria classica este campo é nulo.

Os elementos C° sao propensos ao aparecimento dos travamentos de cisalhamento e de
membrana. O fenomeno de travamento de cisalhamento torna-se mais proeminente nas
cascas espessas e ocorre devido a uma possivel rotacao relativa da se¢ao transversal em
relagao a superficie média do elemento, (Belytschko et al., 2000). Este travamento é dado
por uma rigidez excessiva de cisalhamento que pode ocorrer inclusive em casos de flexao

pura, (Stolarski et al., 1995), evidenciando uma grave inconsisténcia fisica.

O travamento de membrana pode ocorrer em ambas as teorias. Este fenomeno é
responsavel pelo aparecimento de deformagoes extensionais excessivas. A origem deste
travamento estd na incapacidade da interpolacao do campo de deslocamento representar
modos ausentes de deformacoes de membrana. O tratamento das inconsisténcias geradas
por esses dois fendomenos de travamento, via técnicas de integracao reduzida, é apresen-

tado nos trabalho de (Hughes et al., 1978; Stolarski e Belytschko, 1982).

Os elementos formulados com técnicas de integracao reduzida dotados de somente um
ponto de integracao tém sido bastante atrativos para andlise de problemas nao-lineares
em regime transiente, pois os elementos de alta ordem, quadraticos por exemplo, perdem
suas propriedades de convergirem mais rapidamente, frente aos elementos de baixa ordem,

para problemas de solucoes nao suaves.

Implementagoes de elementos com um ponto de integracao e que utilizam algoritmos

explicitos de integragao no tempo sao bastante robustas para aplicagoes industriais de



grande escala, em particular para simulagoes de contato-impacto sob altas velocidades.
Elementos quadrilateros baseados nestas formulagoes podem ser encontrados nos trabalhos
de Hughes e Liu (1981), Belytschko et al. (1984a), Belytschko et al. (1992), Belytschko e
Leviathan (1994a), Belytschko e Leviathan (1994b), Zhu e Zacharia (1996) , Silva (1997)
e Silva (2003).

Estimulados por demandas de problemas nao-lineares com geometrias complexas Belyts-
chko et al. (1984b) e Kennedy et al. (1986) apresentam uma implementagao de elementos

triangulares de continuidade C°.

Os elementos de casca triangulares de baixa ordem exibem baixas taxas de convergeéen-
cia; entretanto, estratégias computacionais podem melhorar seu desempenho, (Carpenter
et al., 1986b). Computar corretamente os modos de corpo rigido do elemento é a principal
estratégia para melhorar a taxa de convergéncia desses elementos. Uma maneira bastante
eficaz de incorporar corretamente estes modos de corpo rigido é utilizar uma formula-
¢ao corotacional para representar o comportamento nao-linear geométrico dos elementos,

(Belytschko et al., 1984a; Stolarski et al., 1995; Crisfield, 1997).

1.4.1 Descricao de Alguns Elementos Triangulares de Casca

Os elementos triangulares sao bastante atrativos para confeccao de modelos compu-
tacionais adaptativos, (Boisse et al., 1992). Outra importante vantagem dos elementos
triangulares lineares é a necessidade de apenas um ponto de integracao das funcoes de

interpolacao tornando-os bastante economico computacionalmente.

O trabalho de Clough e Johnson (1968) apresentou um dos primeiros elementos tri-
angulares de casca. Esse elemento possui 15 graus de liberdade, sendo duas rotacoes e
trés translagoes nodais. O campo de deslocamento utilizado assume uma variacao linear
para as translagoes de membrana, e uma variacao ciibica para os deslocamentos de placa.

A formulacao desse elemento destina-se a analise linear estatica de cascas e apresentou



resultados bastante satisfatérios para alguns tipos de estruturas. Entretanto, para estru-

turas com curvatura acentuada o elemento mostrou-se ineficaz.

Belytschko et al. (1984b) apresentam um elemento de placa triangular C° com um
ponto de quadratura baseado na teoria de Mindlin. A principal contribuicao deste tra-
balho foi a decomposicao dos deslocamentos em modos de flexao e de cisalhamento que
estao associados as parcelas de energias de flexao e de cisalhamento, respectivamente. A
taxa de convergéncia desse elemento é da ordem de h%. Em problemas com superficie do-
tada de curvatura irregular esse elemento apresentou-se mais eficiente quando comparado
com o elemento quadrilatero com um ponto de quadratura desenvolvido no trabalho de
Belytschko et al. (1981). As aplicagoes contidas nesse trabalho sdo voltadas para proble-

mas estaticos lineares.

Um elemento triangular de casca C° para andlise nao-linear transiente explicita com
grandes deformagoes foi apresentado por Kennedy et al. (1986). Esse elemento utilizou
uma formulacao corotacional para contemplar o comportamento nao-linear geométrico da
estrutura. Nessa formulagao os autores utilizaram o critério de escoamento de Ilyushin
para a lei constitutiva do elemento. Neste trabalho sao apresentados alguns estudos
quanto ao passo de tempo critico para garantir a estabilidade no algoritmo de integra-
¢ao no tempo. Outra contribuicao deste trabalho foi apresentar fatores de cisalhamentos,
desenvolvidos em Carpenter et al. (1986a), para tratar o problema de travamento de ci-

salhamento.

Duas formulagoes para descrever o comportamento de membrana sao apresentados no
trabalho de Carpenter et al. (1986b). A primeira trata-se de um esquema de projegao
de deformacoes de membrana. Esse esquema elimina os deslocamentos de corpo rigido
utilizando uma descrigao corotacional para os deslocamentos. A segunda baseia-se na
utilizagao de um campo linear para representar os deslocamentos de membrana, que é

governado pelas rotagoes normais ao plano do elemento.



Hsiao (1987) apresenta uma formulagdo para problemas nao lineares, utilizando um
elemento triangular desenvolvido por Bathe e Ho (1981). A formulagao é baseada em uma
descricao lagrangeana atualizada que utiliza um método incremental-iterativo combinado
com um controle de comprimento de arco do procedimento de integracao das equacoes de
equilibrio. Esse elemento considera para o campo de deslocamento trés translagoes e trés

rotacoes, sendo duas no plano do elemento e outra normal ao elemento.

Um procedimento para evitar o travamento de cisalhamento baseado no conceito de
sélido degenerado é apresentado por Boisse e Gellin (1994). Esse trabalho teve como
principal motivagao a simulagao de conformacao de metais, bastante comum na industria

automotiva.

Uma formulagao mista que modifica a energia potencial do elemento é apresentada
por Bucalem e Nébrega (2000). Nesse trabalho é formulado um elemento triangular qua-

dréatico também baseado na teoria de sélido degenerado.

Um estudo sobre como evitar o travamento de membrana e de cisalhamento utilizando-
se modelos discretos de placas, baseados na teoria de Mindlin, é apresentado no trabalho
de Sydenstricker e Landau (2000), que também discute a relagdo entre o grau de refina-

mento da malha e o fenomeno de travamento de membrana.

Argyris et al. (2003) apresentam um procedimento implicito para representar proble-
mas nao-lineares dependentes do tempo. Duas formulacoes para construcao da matriz de
massa discreta do elemento sao apresentadas. Este trabalho também formula uma matriz
de massa consistente que inclui as inércias de rotagao e de translacao. Além disso, as
deformagoes de cisalhamento transversal sao consideradas afim de evitar-se o fenomeno

de travamento de cisalhamento.



1.5 Organizacao do Texto

O capitulo 2 apresenta uma descricao da formulacao corotacional do continuo. Além
disso, algumas medidas de deformagoes e de tensoes sao apresentadas e discutidas nesse
capitulo. Alguns modelos constitutivos, em particular o modelo de material hipoelasto-
plastico empregado na formulacao do elemento deste trabalho, também sao apresentados.

As hipdteses assumidas na formulagao do elemento e todos os seus detalhes, sistemas

de coordenadas e descricao cinematica, por exemplo, estao contidos no capitulo 3.
O capitulo 4 apresenta os procedimentos e estratégias computacionais da implemen-
tagao. Os algoritmos de integracao no tempo e das equagoes constitutivas também sao

discutidos.

Resultados de alguns exemplos de aplicacoes que avaliam a eficiéncia do elemento sao

apresentados no capitulo 5.

Por fim, no capitulo 6 sao discutidos alguns topicos da implementacao e sao apresen-

tadas sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Formulacao Corotacional do

Continuo

Neste capitulo serao abordados procedimentos da descricao cinematica do continuo
via uma descri¢ao corotacional. O uso desta descricao torna-se indispensavel para descre-
ver as relagoes cinematicas de corpos orientados, cascas e vigas por exemplo, (Belytschko
et al., 2000). Na descrigao corotacional do continuo o sistema de referéncia acompanha
o corpo durante seu movimento, ou seja, o sistema de referéncia desloca-se e deforma-se
com o corpo. Em um procedimento incremental este sistema é atualizado de maneira a
computar giros e deslocamentos de corpo rigido, distor¢oes e deslocamentos decorrentes de
um campo de deformacoes atuante no corpo. O movimento de um corpo, quando descrito
por uma formulacao corotacional, é separado em trés configuracoes: uma configuracao
inicial, uma configuracao intermedidria chamada de corotacional e uma configuracao fi-
nal. A configuracao intermediaria representa o mesmo estado extensional e tensional da
configuracgao inicial, ou seja, o campo de deslocamento que leva a configuragao inicial na
configuragao corotacional é um campo de deslocamento de corpo rigido; identificar e com-
putar corretamente esse deslocamento de corpo rigido é uma etapa crucial na formulacao

corotacional, (Belytschko e Hsieh, 1973).
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2.1 Descricao do Movimento de um Corpo

Um corpo continuo é configurado por um conjunto de infinitas particulas. Uma pre-
missa necessaria para que este corpo seja continuo é que a posicao das particulas possa
ser descrita por fungoes continuas em um determinado instante. O movimento de um
corpo dito como continuo é caracterizado por uma sequéncia de configuracoes durante um
intervalo de tempo t; a rigor, essas sequéncias devem ser suficientementes suaves a ponto

de nao permitirem qualquer falha geométrica do corpo.

Considere um corpo em um estado inicial indeformado, conforme Figura 2.1. O domi-

nio do corpo para a configuracao inicial é dado por 2.

f(x,t)

X

Figura 2.1: Configuragoes indeformada e deformada de um corpo.

A posicao de uma determinada particula P, na configuracao inicial deste corpo, pode

ser representada por um vetor posicao X;

X = (X17X27X3) (2-1)

as coordenadas X; sao chamadas de coordenadas materiais ou Lagrangeanas.

O movimento que expressa a passagem da configuragao ) para a configuragao corrente

), ilustrado na Figura 2.1, pode ser descrito por
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x = (21,22, 23) = f (X, 1) (2.2)

onde a fungao f (X,t) mapeia a configuragao de referéncia (inicial) na configuragao cor-
rente. As coordenadas x; sao conhecidas por coordenadas espaciais ou eulerianas. Esta
funcao assume como hipdteses a condicao de ser continuamente diferenciavel, responsavel
por garantir suavidade no campo de deformagoes; a condicao de ser bijetora, que garante
a impenetrabilidade do material e uma ultima condigao que garanta conservagao de massa

do material.

2.2 Gradiente de Deformacao

Considerando uma base ortonormal e;, os vetores posicao (2.1) e (2.2) podem ser

escritos, respectivamente, por:

X = Xie; (2.3)
e
X = 1;€; (2.4)
O vetor
u=x-X (2.5)

é chamado de vetor deslocamento e as fungdes u; = u; (X,t) sdo as componentes de
deslocamentos referidos a base e;.

O movimento representado pela equagao (2.2) pode ser acompanhado de uma mudanca
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de forma da geometria. Esta mudanca caracteriza a presenca de um campo de deformacao
atuante no corpo.

Sejam dS e ds os comprimentos de uma determinada fibra nas configuracoes inicial e
final, respectivamente.

Esses segmentos podem ser escritos, conforme a Figura 2.2, por:

PP =dS? = dX - dX (2.6)
e
2 2 _
pp =ds® =dx-dx (2.7)
VY
P u (X+dX y

X

Figura 2.2: Configuragoes indeformada e deformada de um segmento dX.

A relagao entre os quadrados dos comprimentos da fibra nas duas configurages pode

ser dada por:

ds® — dS? (2.8)

Se ds* — dS? = 0 em todo o corpo entdo o movimento é um movimento de corpo rigido,

ou seja, ausente de um campo de deformacio; por outro lado, se a relacao ds? — dS? # 0,
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entao, o corpo estd sob um campo de deformacao.

A posicao do ponto P’ pode ser dada, por:

X' =X +dX (2.9)

e sua respectiva posi¢ao na configuragao final é dada por:

X =x+dx (2.10)

Logo, o deslocamento sofrido por este ponto pode ser escrito, segundo a equagao (2.5),

CO1Mo:

u(X +dX,t) =x+ dx — (X + dX) (2.11)

isolando dx e reagrupando os termos, tem-se:

dx = dX +u(X + dX, t) — (x — X) (2.12)

Substituindo (2.5) em (2.12)

dx = dX +u(X +dX,t) —u(X,t) (2.13)

As duas tltimas parcelas da Equacao (2.13) podem ser interpretadas como sendo o
gradiente de deslocamento ! aplicado em dX.

Entao:

lda=a(r +dr) —a(r) = (V®a)dr
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dx = dX + (Vu)dX (2.14)

A Equacao (2.14) pode ser escrita como:

dx =F - dX (2.15)

onde F, chamado de gradiente de deformacao, pode ser expresso por:

F=1+Vu (2.16)

A Equacao (2.16) exprime o gradiente de deformagao em funcao do gradiente do campo
de deslocamento. Porém, é bastante usual, conforme (Malvern, 1969; Belytschko et al.,
2000; Oden, 1972), exprimir o gradiente de deformagcao por:

of (X,t)  0x

O gradiente de deformacao possibilita mapear um segmento infinitesimal, na con-
figuracao de referéncia, dX, no seu correspondente,dx na configuracao corrente. Este
mapeamento trata-se de uma transformacao linear, ou seja, o gradiente de deformagao é
um tensor de segunda ordem.

Utilizando-se notacao indicial pode-se demonstrar que as relagoes (2.16) e (2.17) sdo

equivalentes.

Y 0X;

&

(2.18)
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Usando a equagao (2.1), tem-se:

F..= = 2.1
9T T 0X,  oX, | ox, (2.19)

0X; __
ox,

sabendo-se que dj, entao:

8ui
0X;

by = + 0y (2.20)

que, finalmente, pode ser escrito como:

F=Vu+lI (2.21)

O tensor gradiente de deformacao, embora esteja intimamente ligado ao campo de de-
formacao de um corpo, nao é nulo para um movimento ausente de deformacao, evidenciando-
se assim ser inconveniente o seu uso como uma medida de deformacao. Entretanto, me-
didas de deformacao podem ser criadas a partir do gradiente de deformacgao de modo a

contornar este problema.

2.3 Descricao do Movimento de Corpo Rigido

Um importante procedimento necessario na descricao corotacional é a determinacao

das rotagoes de corpo rigido.

Um movimento de corpo rigido, ilustrado na Figura 2.3, consiste de uma translagao e

uma rotagao em torno de um ponto fixo e pode ser escrito como

x (X, ) = R () X + x p(t) (2.22)
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dX dx

[aV)

A
0, Q

Figura 2.3: Movimento de corpo rigido.

onde o tensor R (t) é o tensor rotagao. Este tensor tem uma importante propriedade dada

pela sua ortogonalidade, ou seja, a sua inversa é dada pela sua transposta;

R'R=1 (2.23)

2.3.1 Transformacao de Coordenadas e Tensor Rotacao

Uma transformacao de coordenadas, em duas dimensoes, ¢ ilustrada na Figura 2.4.

Ay Ay
A
Yy

> 5 -
(M X

Figura 2.4: Rotagao de corpo rigido.

A Figura 2.4 ilustra o vetor r representado nas bases ortogonais e; e €;, respectiva-

mente. A ortogonalidade dessas bases é expressa por:
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onde 0;; é o delta de Kronecker.
Visto que um vetor v qualquer é independente do sistema ao qual esteja representado,
embora suas componentes sejam dependentes do sistema ao qual esteja referido, logo o

vetor r pode ser escrito como,

Realizando o produto escalar de (2.25) com e;

i€ - €j =€ - €, 2.26
J j (

e usando a equacao (2.24), obtém-se a seguinte expressao

Ty =€ 8 Ty, (2.27)

ou na forma tensorial

r=e;®er (2.28)

onde ® representa um produto tensorial.

A Equagao (2.28) pode ser vista como uma transformagao linear ortogonal, e pode ser

escrita da seguinte maneira:
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r = Rf. (2.29)

Pré-multiplicando ambos os lados por R? e usando (2.23), tem-se, finalmente

t=Rr. (2.30)

2.4 Gradiente de Deformacao Corotacional

O gradiente de deformagcao corotacional mapeia uma particula na configuracao corota-
cional em sua respectiva configuracao deformada. A configuracao corotacional €2 difere-se
da configuracao inicial {2y somente de um giro e um deslocamento de corpo rigido. A

Figura (2.5) ilustra essas configuragoes.

u, F

Figura 2.5: Configuracao corotacional.

Utilizando-se os procedimentos representados pelas Equagoes (2.9)-(2.16), o gradiente

de deformacao corotacional F pode ser escrito como:

F=1+Vu (2.31)
onde o operador gradiente V refere-se a configuracao corotacional Q. O campo de des-

20



locamento a, ilustrado na Figura (2.5), refere-se a passagem do corpo da configuragao

corotacional para a configuracao final.

2.5 Medidas de Deformacoes

A descricao da deformacao e a sua medida sao partes essenciais da mecanica do con-
tinuo nao linear. Dois enfoques podem ser usados para descrever o movimento de um

corpo, seja este movimento composto de deformagoes ou movimentos de corpo rigido.

No primeiro enfoque as variaveis cinematicas sao descritas em relacao ao referencial
material, ou seja, as variaveis independentes sao as particulas do material referidas a confi-

guracao inicial e o tempo. Este tipo de descricao é conhecida como descricao Lagrangeana.

O segundo enfoque considera como variaveis independentes a posicao da particula no
instante de tempo corrente e o tempo. Essa descricao, conhecida como descricao Euleri-
ana, ¢ muito utilizada em mecanica dos fluidos, pois fixa a atencao sobre uma determinada
regiao do espago ao invés de fixar-se sobre um determinado volume de material, como é o

caso da descricao Lagrangeana.

Outras descricoes podem ser obtidas como combinagoes dessas duas, por exemplo:
descrigao Lagrangeana atualizada, descricao Corotacional e Lagrangeana Euleriana arbi-

traria.
As medidas de deformacoes podem ser avaliadas, basicamente, por medidas de de-
formagoes totais (tensor de Green-Lagrange e tensor de Almansi) e medidas de taxas de

deformagoes (tensor taxa de deformacao).

Uma importante propriedade comum a essas medidas consiste em todas elas serem

identicamente nulas para um movimento de corpo rigido.
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2.5.1 Tensor de Green-Lagrange

O tensor de Green-Lagrange (E) é definido como sendo a variagao do quadrado de um

segmento, na configuracao material, dX. Esta variagao pode ser escrita como

ds® —dS? = 2dX - E - dX,

ou

dx -dx —dX -dX =2dX - E - dX,

onde o tensor de Green-Lagrange é definido por:

E:;(FTF—I)

em coordenadas cartesianas e em funcao dos deslocamentos, pode-se escrever:

Y2\ 0X; 09X, 0X,0X;

2.5.2 Tensor Taxa de Deformacao

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

O tensor taxa de deformagao (D) também conhecido como velocidade de deformagao

¢ uma importante medida de deformacao para problemas que envolvam viscosidade e

plasticidade, (Malvern, 1969). Essa medida corresponde a parcela simétrica do gradiente

de velocidade L, na descricao Euleriana, que é dado por:

_Ov

L=
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e pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico e um antimétrico

L=D+W (2.37)
A taxa de deformacao é dada por
D:l(L+LT) (2.38)
5 .
ou
1 (0v; Ovy
D == ! J 2.39

A parte antimétrica do gradiente de velocidade define a taxa de rotagdo ou tensor

Spin, que pode ser expressa por:

W =k (a”i L ) (2.40)

As medidas (2.39) e (2.40) permitem, quando utilizadas conjuntamente, descrever um
comportamento nao-linear geométrico, embora suas componentes relacionem-se linear-
mente com as velocidades. Esta caracteristica, juntamente com o fato de que a rotagao do
corpo, seja ela de corpo rigido ou nao, ser medida diretamente do tensor W, tornam essas
medidas bastante atrativas para problemas que envolvam ciclos, expressos por taxas, em

regime linear de deformacao.

A taxa de deformacao e a taxa de Green-Lagrange relacionam-se por:
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D=F'EF! (2.41)

A Equagao (2.41) evidencia que sob pequenas deformagcoes as duas taxas se aproxi-
mam; por outro lado, se as componentes de deformacoes sao grandes as duas medidas
diferem completamente uma da outra. Uma comparacao direta entre as duas taxas fica
comprometida, uma vez que, elas se relacionam, respectivamente, com as descrigoes Eu-

leriana e Lagrangeana.
Uma importante propriedade da taxa de deformacao é dada por sua invariancia no
tempo com relagao ao seu referencial, (Malvern, 1969). Esta propriedade, também conhe-

cida por objetividade, pode ser expressa por:

D=R’DR (2.42)

2.5.3 Tensor Taxa de Deformagao Corotacional

O gradiente de velocidade na descrigao corotacional é dado por:

L=vv (2.43)

e assim como em (2.37) pode ser escrito por:

L=D+W (2.44)

O tensor taxa de deformacao na descricao corotacional é dado por:
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- 100 o3
Dis=35 (a@j * a@) (2:45)

O tensor taxa de deformacao corotacional pode ser escrito a partir do tensor taxa de

deformagao na descricao Euleriana, como:
D=R'DR (2.46)

2.5.4 Tensor de Almansi

As componentes do tensor de Green-Lagrange (E) podem ser expressas em termos da

configuragao deformada através da seguinte expressao

X =x—-u(x,t) (2.47)

Substituindo a Equagao (2.47) em (2.35) pode-se definir o seguinte tensor, conhecido como

tensor de Almansi (E*),

1 (0u; Ou;  Ouy Ouy
El=- 7 2.48
Y2 ((%j + ox; Oz, 8xj> ( )
A taxa do tensor de Almansi pode ser expressa por:
E'=D- (E'L+L" E) (2.49)

A Equagao (2.49) ilustra a diferenca entre os tensores E* ¢ D, mesmo os dois estando
referidos a descricao espacial. A aplicabilidade dos dois tensores estd intimamente ligada
a ordem de grandeza das deformacoes para um incremento de deformacao. Estando um

problema sujeito a pequenos incrementos de deformagoes a taxa de deformacao torna-se
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mais atrativa, pois suas componentes sao formadas por relagoes lineares de deslocamentos,

algo que nao acorre na taxa de Almansi, tornado-a incoveniente neste caso.

2.6 Medidas Objetivas de Taxas de Tensao

Uma importante propriedade para construir modelos constitutivos nao-lineares é dada
pela idéia de indiferenca referencial das grandezas tensoriais utilizadas na descricao do
campo de tensoes de um determinado corpo. O principio de material indiferente de refe-
rencial, conhecida também por objetividade, exige que as equagoes constitutivas exprimam
o mesmo campo de tensoes para quaisquer sistemas de referéncia, (Oden, 1972). Essas
taxas podem ser elaboradas tanto a partir do tensor de Cauchy quanto do tensor de

Kirchhoff.

2.6.1 Tensor Taxa de Jaumann - Taxa Corotacional

O tensor de Cauchy é uma medida objetiva de tensao, entretanto, a sua taxa nao
preserva esta propriedade. Uma variante de corregoes da taxa de Cauchy pode ser obtida
via parcelas de rotagdes oriundas do tensor Spin (2.40). Esta corregao é a taxa de Jaumann

que pode ser dada por:

oV =6—-Wo—oWT (2.50)

Um procedimento que explicite a objetividade da taxa de Jaumann pode ser encon-
trado no trabalho de Alves (1991), que utiliza a taxa de Jaumann para problemas axissi-
métricos. A taxa de Jaumann embora seja computacionalmente pouco onerosa, pois suas
parcelas de rotacao sao obtidas diretamente do tensor Spin, traz consigo o inconveniente
de acumular residuos de deformagoes espurias para ciclos fechados de deformagoes, (Ko-
jic e Bathe, 1987); outro inconveniente é o seu comportamento oscilatério em ciclos de

cisalhamento puro, (Atluri, 1984).
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2.6.2 Tensor Taxa de Green-Nagdhi

Outra taxa objetiva criada a partir do tensor de Cauchy é dada pela taxa de Green-

Nagdhi que pode ser expressa por:

oN =6 - Qo — Q" (2.51)

onde:

Q =RRT (2.52)

A utilizacao da taxa de Green-Nagdhi é conveniente para problemas que contemplem
o fenomeno de endurecimento nas suas relagoes constitutivas; entretanto, devido a ne-
cessidade de uma decomposicao polar para obter o tensor rotacao, o emprego desta taxa

dispende um maior esfor¢o computacional quando comparada a taxa de Jaumann.

2.6.3 Tensor Taxa de Truesdell

A taxa de Truesdell é dada por:

o7 =6 +div(v)o — Lo — oLT (2.53)

A taxa de Truesdell para um movimento de corpo rigido pode ser dada por:

ol =6 -Wo—oW7T (2.54)
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A Equagao (2.54) evidencia que, quando ausentes de deformacao, que as taxas de

Jaumann e Truesdell sao equivalentes.

2.7 Modelos Constitutivos

Nas secoes anteriores foram descritas algumas medidas de tensoes e deformacoes para
descricao cinematica e cinética do continuo, porém nao foi mencionada nenhuma relacao
entre estas grandezas. As propriedades fisicas macroscopicas dos materiais podem ser
inseridas, em um dado modelo matematico, através das relacoes constitutivas. Estas
relagoes exprimem o comportamento de um corpo, composto de um determinado material,
sob a acao de um determinado estado tensional ou extensional.

Existem inimeras possibilidades de se relacionarem tensoes com deformagoes e por
essa razao torna-se conveniente assumir modelos que tratam os materiais de duas maneiras
somente, que sao: materiais em que as tensoes se relacionam com as deformacoes totais e

materiais que relacionam as tensoes com taxas de deformagoes.

2.7.1 Modelo de Material Elastico de Cauchy

O material elastico de Cauchy nao depende da historia de seu movimento, ou seja, a
resposta de um material de Cauchy depende somente do campo de deformacoes em sua
configuracao corrente. A relacao constitutiva de um material elastico de Cauchy pode ser

dada por, (Belytschko et al., 2000):

o =G (F) (2.55)

onde G é uma funcao que exprime o campo de tensoes através do gradiente de deformacao

medido na configuragao corrente.

Duas importantes propriedades deste material podem ser mencionadas aqui; a primeira
¢ dada pela sua objetividade e a segunda refere-se ao fato de seu campo de tensoes ser

independente do caminho de deformacao. Entretanto as parcelas de energia do material
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podem nao ser.

2.7.2 Modelo de Material Elastico de Kirchhoff

Problemas com grandes rotagoes e pequenas deformagoes sao propicios a serem repre-
sentados pelo modelo de material de Kirchhoff. Este modelo utiliza a medida de tensao de

Kirchhoff que refere-se a configuracao indeformada e se relaciona com a tensao de Cauchy

por:

7= Jo =FSF” (2.56)
onde:

S=JF 'oF T (2.57)
(§

J = Det (F). (2.58)

A medida (S) é conhecida como segundo tensor de Piola-Kirchhoff.

Logo a lei elastica do material de Kirchhoff é dada por:

S=CE (2.59)

onde C ¢ tensor de quarta ordem que exprime as propriedades elasticas do material e E

¢ o tensor de Green-Lagrange (2.34).

Esta medida de tensao ¢ idéntica a medida de Cauchy para um movimento isocérico,
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(Belytschko et al., 2000). Igualmente a tensao de Cauchy, a tensao de Kirchhoff é também
objetiva, entretanto a sua taxa nao é objetiva assim como ocorre também para a taxa de

Cauchy.

2.7.3 Modelo de Material Hipoelastico

A lei constitutiva de uma material hipoelastico relaciona taxas objetivas de deforma-
¢oes com taxas objetivas de tensoes. O comportamento de um material hipoelastico pode
representar, principalmente, a resposta elastica de materiais elasto-plasticos sob pequenas
deformagoes e que tenham pequenos efeitos dissipativos.

A forma geral de uma lei hipoelastica pode ser expressa por:

oV =CD (2.60)

A lei (2.60) assume que os incrementos de deformagoes e de tensoes sejam lineares
e recuperem-se linearmente sob um estado de descarregamento. Entretanto, para ciclos
fechados de grandes deformacoes a energia nao é necessariamente conservada e o tra-
balho produzido nao é nulo. Este fenomeno evidencia um inconveniente ao uso da lei
hipoeléstica.

O procedimento de integracao das equagoes constitutivas de um material hipoeléstico
permite admitir a lei de decomposigao aditiva, (Simo e Hughes, 1998), que é extensamente

utilizada em modelos de plasticidade que nao dependam da histéria de deformacoes.

2.7.4 Modelo de Material Hipoelasto-Plastico

A utilizacao de modelos hipoelasto-plasticos é bastante usual quando a parcela de de-
formacao elastica é pequena em relacao a parcela plastica. O balango de energia para esse
modelo nao é completamente satisfeito para ciclos fechados de deformacoes, entretanto,
nos casos em que as deformacoes eldsticas sao pequenas esse balanco de energia é satisfeito
de forma bastante precisa, (Belytschko et al., 2000). Neste tipo de modelo o tensor taxa

de deformagao (2.39) pode ser decomposto em parcelas elastica e pléstica:
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D = D¢ + D? (2.61)

essa expressao € conhecida como lei de decomposigao aditiva, que assume como hipdtese
principal que as deformacoes eldsticas sejam pequenas.

O modelo constitutivo espresso em forma de taxa pode ser escrito por:

oV’ =C (D - D) (2.62)

J

onde oV’ é a taxa de Jaumann (2.50).

A parcela de taxa de deformagcao plastica é dada por:

D? = Ar (0, q) (2.63)

onde A é a taxa de fluxo pldstico e r (0,q) ¢ o vetor diregao de fluxo plastico que pode ser

exXpresso por:

oY
Oo

..1
I

(2.64)

onde v é o potencial de fluxo plastico. A grandeza q esta relacionada ao fendmeno fisico
de endurecimento do material.

O espaco de tensoes admissiveis (E,) é dado por:

E, = {f € R|f (0,q) < 0} (2.65)

onde a fungao f (o,q) é conhecida como condigao de escoamento. A Figura (2.6) ilustra

o dominio e os estados admissiveis do espaco (E,).
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rcs (f=0)

/ f>0

(NnGo-admissivel)

Figura 2.6: Espaco de fungoes de escoamento.

As condigoes de carregamento e descarregamento, também denominadas de condicoes

de complementaridade de Kuhn-Tucker sao dadas por:

A >0, <o, M =0 (2.66)

Durante o carregamento em regime plastico (/\ > () o campo de tensoes deve perma-

necer na superficie de escoamento (f = 0). Este fenomeno pode ser expresso por:

A =0 (2.67)

esta expressao € conhecida como condicao de persisténcia.

As possiveis situagoes referentes as condigoes (2.66) e (2.67) sao dadas por:

f<0<(0,q) € UE,) = A =0 (eldstico) (2.68)
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f<0 = A=0 (descarregamento eldstico)
f=0<+= (0.q) € I'(E,) f=0 e A=0 (carregamento neutro) (2.69)

f=0 e A>0 (carregamento pldstico)

A condigao 2.67, para um carregamento em regime plastico, pode ser dada por:

: 0 0
f:():}(ai.(ﬂrafl.q:() (2.70)

onde a parcela df /0o indica a diregdo normal a superficie de escoamento, conforme ilustra
a figura 2.7. Se o potencial de fluxo plastico for a prépria fungao de escoamento o modelo
constitutivo é dito associativo. A lei associativa para superficies de escoamentos conve-
xas garante, quando o endurecimento é caracterizado por deformacoes positivas, modelos

constitutivos estaveis para pequenas deformagoes, (Belytschko et al., 2000).

I's (=0

S
do

Figura 2.7: Componentes de deformagao para uma lei associativa.
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Capitulo 3

Elemento Triangular de Casca CV

A formulacao do elemento, aqui apresentada, foi realizada com o objetivo de extrair-se
o maior proveito possivel das caracteristicas das aplicacoes as quais o elemento destina-se,
ou seja, buscou-se utilizar procedimentos numéricos propicios a serem usados para repro-
duzirem fenomenos fisicos de curta duracao. Esses procedimentos baseiam-se na classe de

métodos explicitos para analise nao-linear de estruturas.

Utilizou-se uma descri¢ao corotacional para representar o comportamento nao-linear
do elemento. Nessa descricao as relagoes cinematicas e cinéticas sao tratadas em forma de
taxas objetivas de deformacao e tensao, tornando-as basicamente lineares e evitando-se
complexidades provenientes do comportamento nao-linear do elemento. O uso da descri-
cao corotacional credencia o elemento a tratar problemas com grandes rotagoes de corpo
rigido e grandes deformagoes extensionais. O comportamento fisico do elemento inclui
o modelo elasto-plastico de von Mises com endurecimento isotropico. A integracao das
equagoes constitutivas do elemento é realizada por meio de laminas ao longo da espessura,

conforme apresentado por Hughes (2000).

Dois procedimentos foram incluidos na formulacao para evitar-se o surgimento de
deformacoes espurias de cisalhamento, que sao responsaveis pelo aparecimento de tra-
vamento de cisalhamento. O primeiro procedimento baseia-se na eliminacao da parcela
de rotagao de corpo rigido do campo de deslocamento do elemento. O segundo trata-se

da utilizacao de fatores de flexibilidade responsaveis pela correcao da parcela de energia
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excessiva de deformacao de cisalhamento que sao comuns em elementos de baixa ordem.

A integracao no tempo das equacoes resultantes do processo de discretizacao temporal
emprega o operador de diferengas centrais de modo explicito. Com intuito de evitar-se
a solucao de um sistema de equacoes de movimento, empregou-se uma matriz de massa
discreta para o elemento. Essa matriz apresenta um artificio para computar a inércia

rotacional referentes aos graus de liberdade de rotacao do elemento.

3.1 Hipédteses da Formulacao do Elemento

A formulacao do elemento assume as hipéteses da teoria de Mindlin, ou seja, as secoes
transversais permanecem planas, mas nao necessariamente normais a superficie, conforme

a figura 3.1.

Normal a Sup. Media —a dw

Deformagao Real

Figura 3.1: Teoria de Mindlin.

A teoria de Mindlin impoe que o segmento de reta C'P ao longo da espessura da casca,
gire conforme uma rotacao de corpo rigido. Esta teoria trata o campo de deslocamento
independente das rotagoes; além disso a teoria de Mindlin considera a parcela de rotacao

devido ao cisalhamento (¢;), conforme ilustra a Figura 3.1. Assume-se que a deflexao W
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seja pequena, quando comparada com as dimensoes da estrutura, para um dado passo de

tempo do procedimento de integracao das equagoes de movimento.

Uma importante propriedade da teoria Mindlin é a consideracao de um estado plano

de tensdes ao longo da espessura do elemento, ou seja, (o, = 0).

3.2 Geometria

A definicao da geometria do elemento é descrita através de um mapeamento isopara-
métrico com fungoes de forma lineares. A figura 3.2 ilustra os sistemas de coordenadas e

interpolacao da geometria.

<>
N
x>

Figura 3.2: Sistema de coordenadas do elemento.

Define-se o sistema de coordenadas locais a partir da geometria do elemento segundo:

Irig X I3
es -
[r12 X 13|
o
e = (31)
[ri2
€y = e3 X e

onde r;; = X; — X;. As coordenadas nodais X; no sistema global sao dadas por:
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Através do sistema de coordenadas local, pode-se definir a matriz rotacao deste sistema

por:

€1z ely €1z

R = €2z €y €2, (33)

€3z 6?)y €3z

A construcao do sistema local (3.1) refere-se somente a informagoes geométricas dos
lados 1-2 e 1-3, ou seja, nao considera o giro devido ao campo de deformagoes computado
no baricentro do elemento. Esse giro define um sistema de coordenadas material €; do
elemento. O sistema co-rotacional do elemento é construido computando um giro relativo
entre o sistema local e material do elemento.

A Figura 3.3 ilustra o sistema corotacional para uma configuragao indeformada e os

sistemas local, material e co-rotacional do elemento para uma configuracao deformada.
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Figura 3.3: Sistema de coordenadas local, material €; e corotacional €; do elemento.

Figura 3.4: Detalhe de construcao do sistema corotacional &; do elemento.

A taxa da defasagem <b pode ser obtida, conforme ilustra a Figura 3.4, através de:
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<b =W, —w, (ra) (3.4)

onde w, (ra1) é o giro relativo do lado 1-2 do elemento:

(r&y? — f)yl) (35)

W, (rg) = 21|

A taxa de giro, spin (Malvern, 1969), do material é:

. 1(00, o0,
“= 75 (8:% 97 ) (3.6)

Os cossenos diretores entre a configuragao local e material podem ser computados

através de uma série trigonométrica dada por:

Cos (gb”“) = cos(¢") — A¢sin (¢") — ;Ang cos (¢™)
sin ((b”“) = sin(¢") + Apcos (¢") — ;A¢2 sin (¢™) (3.7)
Ap = ¢"TEAL

Os cossenos diretores (3.7) sao normalizados por:

s = y/cos? (¢nt1) + sin? (¢n 1)
cos ((b"“) PN (0")

s
sin ((b"“) — sin (@77 ) (¢")

S
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Finalmente, tem-se a transformacao entre o sistema global e o sistema co-rotacional

dada por:

cos (") sin(¢™*) 0
R=| —sn (") cos(o"l) 0 [R (3.9)
0 0 1

>
I
=
o

(3.10)

As coordenadas nodais no sistema co-rotacional X; podem ser expressas através da
equagao (3.10). Um ponto no interior do elemento tem suas coordenadas nodais interpo-

ladas por:

X = Ni(&n)x; (3.11)

I=1

As fungoes de interpolacao Ny sao;

Ni(€n) =& No(§,m)=n N3(§,m)=1-E—1 (3.12)
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3.3 Descricao Cinematica

O campo de velocidades para um ponto da casca, segundo a teoria de Mindlin, apre-

sentado por (Belytschko et al., 1984a), é dado por;

V=" — 285 x 0 (3.13)

onde, v sao as velocidades na superficie média da casca e 6 é o vetor de velocidades
angulares.

A Equacao (3.13) desenvolvida para as velocidades nodais v; resulta em:

o+ 20,
V=1 0 — 20, (3.14)

07y
O campo de velocidades (3.13) sob hipdteses de comportamento nao-linear geométrico

serd tratado através de uma descri¢ao corotacional das variaveis cinematicas do elemento.

A medida de deformacao aqui considerada é expressa pelo tensor taxa de deformacao

na descrigao corotacional (Belytschko et al., 2000):

A 1 (00, 00
D;; = B (8@- + 8@1‘) (3.15)

As taxas de deformagoes do elemento sdo encontradas substituindo a equagao (3.14)

em (3.15).
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od, = =44 2q.=2 _§ 3.16
oz + v Y ay ( )

N

Vale observar nas equagoes (3.16) que as componentes de deformagao dy, e dy. sao
constantes na espessura do elemento. Por esse motivo surge um modo de energia nula no
elemento, ou seja, uma possivel rotacao das faces superior e inferior em relagao a superficie
média. Entretanto, esse comportamento comprometedor desaparece para qualquer malha

com dois ou mais elementos, (Belytschko et al., 1984b).

Para evitar-se o surgimento do travamento de cisalhamento deve-se eliminar as parcelas

de corpo rigido das rotagdes contidas na equagao (3.16), segundo:

gief =9 — g9 (3.17)

Uma forma de medir as rotagoes que geram as deformagoes esptrias de cisalhamneto

¢ dada por Kennedy et al. (1986) conforme as seguintes relagoes:

1

0719 = —— [(3 — D21) &g — (D29 — 0s1) 23] (3.18)
T2Y3
grio = - (D21 — s2) (3.19)
Yy :i.2
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3.4 Equacoes Constitutivas

As relacoes constitutivas adotadas sao consideradas por meio de um comportamento
hipoelasto-plastico do material com critério de escoamento de von Mises. O esquema de
integracao do processo nao-linear ¢ realizado via o emprego de taxas objetivas de tensao,
ou seja, taxas que preservam o estado tensional para um movimento de corpo rigido.
Utilizou-se a taxa de tensao de Cauchy na descricao corotacional que é equivalente a
taxa Jaumann, conforme serd visto adiante. A taxa de Jaumann é conveniente por nao
necessitar de uma decomposicao polar para o cdlculo da matriz de rotagao, pois sua parcela
de rotagao é obtida de forma direta através do tensor spin (3.6). Um procedimento para
problemas axisimétricos utilizando a taxa de Jaumann pode ser encontrado em (Alves,

1991). A integragao ¢ feita por meio de laminas conforme a Fig. 3.5.

Figura 3.5: Esquema de definicao das laminas de integracao.

A lei constitutiva (2.62) pode ser expressa por parcelas de tensoes no plano do elemento

vJ

m

vJ

/) na espessura do elemento, ou seja:

(oy”) e por tensoes de cisalhamento (o

oy ={0y 077 0y (3.20)
e
asv‘] = {UXZJ, %VZJ (3.21)
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A relagao constitutiva do material pode entao ser expressa por:

oY) =C,, (D,, — DP) (3.22)
e pela lei elastica
oY’ = C, (D,) (3.23)
onde
1 v 0
E
C,= 3.24
—, vt 0 (3.24)
00 4
C; = Koo | (3.25)
l—v 0 Ll
2

onde E e v sao o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, respectivamente.

Os fatores Kk e ¢ que aparecem na equagao (3.25) sao fatores de corre¢ao da energia
de deformagao de cisalhamento. O coeficiente x é 5/6 segundo Hughes (2000). J& o

coeficiente ¢, desenvolvido em Carpenter et al. (1986a), é dado por:

1
MES 2
“T1+c (3:26)
onde
_ 2(1+v)h?
= 7 2
¢ T2 (3.27)
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Aqui h é a espessura do elemento e o comprimento caracteristico L é dado por:

onde A, e [; sao a area e os lados do elemento, respectivamente.

I =

2A,
max (ll, lg, lg) ’

3.5 Matriz de Massa

(3.28)

A matriz de massa discreta do elemento utilizada sofre uma correcao referente aos

graus de liberdade de rotacao tornando-se uma matriz massa escalonada obtida pela re-

gra da quadratura de Lobatto, procedimento esse desenvolvido por Hughes (2000).

A matriz de massa M, do elemento é separada em duas parcelas m

e m", referentes

aos graus de liberdade de deslocamento e rotagao, respectivamente. Essas parcelas devem

ser normalizadas segundo:

mdesl - (

3
“rdesl desl
M = "m;
I=1

3
Trrot rot
M™ =Y "m]
I=1

)mglesl

(2 K3

Mdesl
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(3.29)

(3.30)

(3.31)



—)m;* (3.32)

A parcela m" deve ser ajustada por um fator referente & inércia rotacional do elemento

da seguinte maneira:

h2
rot A rot
m"—mazx {a, 8} m; (3.34)
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Capitulo 4

Implementacao Computacional

Neste capitulo serao apresentados os procedimentos utilizados para aproximar o campo
das varidveis cinematicas do elemento, assim como da avaliacao das forcas internas. As-
pectos da implementacao das forcas internas, da integracao temporal e da avaliacao da

plasticidade do elemento também sao apresentados.

4.1 Equacao Governante do Problema

A condicao necessaria e suficiente que garanta os principios de conservacao de energia
que regem um problema da mecanica do continuo é a existéncia de um campo tensorial o

dado por, (Holzapfel, 2000):

t(x,t,n) =o(x,t)n VvV Q x ]0,T] (4.1)

onde t é o vetor tensao de Cauchy (forga por unidade de superficie definida na configuragao
deformada) e n o vetor unitario normal & essa superficie.
Integrando ambos os lados da equacao 4.1 no contorno e usando o teorema da diver-

géncia tem-se:
t,t,d:/ t d:/d‘ H)nd 42
/89 (x,t,n)ds - o(x,t)nds | div o(x,t)nds (4.2)
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Usando a relagao acima na seguinte equacao de conservacao de quantidade de movimento

linear

/ pvdQ) = / tds + / bdQ) (4.3)
Q o0 Q

pode-se chegar a seguinte equacao:

I b= p— (4.4)

que ¢é conhecida como equacao de movimento que estabelece o equilibrio dinamico de um

corpo.

A forma fraca ou formulagao variacional da equagao (4.4) é dada por:

doj; . _
/957% (3:5] + pb; — pvz> dQ =0 (4.5)

onde b sao as componentes de forgas de volume.

O desenvolvimento da equagao (4.5) resulta no principio das poténcias virtuais Malvern

(1969) que é uma variante dos principio dos trabalhos virtuais, e pode ser expresso:

Q 81']‘ Q r @

onde €2 e I' sao, respectivamente, o dominio e o contorno da casca ainda nao discretizada.

A primeira parcela da equagao (4.6) pode ser interpretada como
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7

Essa expressao é conhecida como a poténcia virtual interna integrada no dominio. As
segunda e a terceira parcelas de (4.6) sdo poténcias virtuais externas e a ultima trata-se

da poténcia cinética interna.

4.2 Avaliacao das Forcas Internas

As forcas internas dos elementos sao definidas por:

oP t :6Uil ilt:/n 51']- 044 dQ:(S’Uu/Qe T%Uﬂd@ (48)
portanto
; ON;
= ——0,;d 4.9
f; Qe 81:7 J] ( )

onde I = 1...3 para o elemento triangular.
O campo de velocidades lineares e angulares na superficie média do elemento é apro-

ximado, via uma formulacao tipica de elementos finitos, por:

3
V"= Z Nr(&,m)vr (4.10)
=1
~ 3 ~
6= Nile.n)ly (4.11)
=1

Substituindo as aproximagoes (4.10) e (4.11) em (3.16);

49



5 0 g 0 0 0
d, ! 0 #5-4y 0 —2 0 &
= — Tg — T -7 z
Y $2y3 3 2 3 2
24 Ty — I9 —13 —I3 Y3 T2 0
Yy
k.
0 —U3 0 U3 0 O
. ~1
by b=— | #y—2 0 i3 0 —@ 0
1’2y3 2 3 3 2
iy Ys B3 —I2 —ys —I3 0 I
d =B

20

Uz1
Uy1
Uz2
Vy2
Vg3

Vy3

(4.12)

(4.13)

(4.14)

def

(4.15)

(4.16)



def

- B (4.17)

1

= —— 4.18
6Z2ys3 (4.18)

BS

—¥s3 U3 (229 + Z3) 3 Us (32y — T3) 0 T3

G (B3 — 285) 42— 42— (Bp+23) g (B3 —209) —3dady & (203 — o)

As equagoes (4.14), (4.15) e (4.18) explicitam os operadores diferenciais de membrana,

flexao e cisalhamento, respectivamente.

A forma semi-discreta da equacao (4.4) é dada por:

Ma = F*t — F™ (4.19)

onde M ¢ a matriz de massa diagonal discreta e as forcas internas podem ser dadas por:
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Fxl
Fy
szQ N
o =ABY g, (4.20)
Fyo
Ngy
F:p3
Fys
Ma:l
M,
def
MxQ M n
T Tz
) = A (BY) { m, + A, (BT (4.21)
Myg Ny
My
Mx3
My

onde A, é a area do elemento. As componentes das forcas resultantes sao dadas por:

h/2

J 7h/201 ( )
h/2

J /h/2 Oij ( )

Essas integrais serao avaliadas segundo uma regra de Simpson com 3 ou 5 pontos de in-
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tegracao ao longo da espessura. Esses pontos caracterizam as laminas de integracao.

As equagoes (4.20) e (4.21) referem-se ao sistema corotacional do elemento, portanto

deve-se fazer a transformagao inversa deste sistema para o sistema global, segundo:

Fint — RTEm (4.24)

Fint = ANEFint (4.25)

onde A ¢é o operador assembly definido em Hughes (2000) ¢ NE é o numero total de

elementos. O algoritmo da Fig. 4.1 apresenta a avaliacao das forgas internas.
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Loop nos Elementos
Monta sistema local (e;)
Monta sistema corotacional (¢;)
Transforma coordenadas = RX
Transforma velocidades & = RV
Calcula operadores diferenciais
Calcula taxas de deformacao
Calcula deformacgoes nas laminas
Fim do Loop nos Elementos
Loop nas Laminas
Avalia tensoes nas laminas (EPT) von Mises (4.49)
Fim do Loop nas Laminas
Loop nos Elementos
Calcula esforcos por laminas
Integra os esforcos ao longo da espessura
Monta forgas internas no sistema corotacional
Transforma forgas internas para sistema global Fit = RTf

Fim do Loop nos Elementos

Figura 4.1: Algoritmo para avaliar as forcas internas
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4.3 Integracao das Equacoes de Movimento

A Equacao (4.19) pode ser escrita da seguinte forma:

a=M"(F" —F™) (4.26)

Usando a matriz de massa na sua forma diagonal pode-se reescrever em notacgao indicial

a equagao (4.26) como:

a; = 0y ]\;ij (Fiext - Fimt> (4.27)
ou ainda
a; = ]\;“ (Fviewt - lemt) (428)

Utilizando um procedimento de marcha no tempo baseado no operador de diferenca

central pode-se escrever a discretizacao temporal da equacao 4.28 por:

1 .
a" = M (Feact,n _ ant,n) (429)
vil2 — 2 L Adan (4.30)
un—l—l —u" + AtVn+1/2 (431)

95



A discretizagao temporal da equacao (4.19) é realizada através de um operador de
diferengas centrais de modo explicito. Este procedimento de integracao é condicionalmente
estavel e a condicao suficiente para garantir a sua estabilidade é dada pelo limite de

Courant, (Alves, 1991), segundo:

2
At < (4.32)
wmaa}
L
INE— (4.33)
C

onde L, e ¢ sao, respectivamente, o comprimento caracteristico e a velocidade de propa-

gacao da onda dilatacional no meio, respectivamente, que sao dados por:

¢ = p(lE—lﬂ) (4.34)

2A
Ly=—"—"° 4.
® max (ll, lQ, lg) ( 35)

onde, I; sao os comprimentos dos lados do elemento. O algoritmo resultante do procedi-

mento de integragao no tempo encontra-se na Fig. 4.2.
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Condicoes iniciais
u® = u(0),vY2 = v(0),n =0
Avalia Matriz de Massa
M = AZE M,
Inverte Matriz de Massa
Mﬁl = M%,
Loop no tempo (n =1 até n° de passos)
Avalia Forcas Externas Fe*tn
Avalia Forcas Internas F"t" ) (4.1)
Computa Aceleragoes a” = M~ (Ferbn — Fintn)
Atualiza Velocidades v /2 = v"~1/2 4 Ata”

Atualiza Deslocamentos u”t! = u” 4+ Atvnt1/2

Fim do Loop no Tempo

Figura 4.2: Algoritmo de integracido no tempo
4.4 Integracao das Equacoes Constitutivas

As equagoes constitutivas do elemento obedecem o critério de escoamento de von Mises
que é bastante utilizada para representar o comportamento de metais. Utilizou-se um pro-
cedimento subincremental, fundamentado no algoritmo Euler pra frente ’Fuler forward’,
para atualizar o campo de tensoes do elemento (Owen e Hinton, 1980; Alves, 1991). A
relacao constitutiva inclui em sua idealizacao a hipétese de grandes deformacoes e grandes
rotacoes via a utilizacao de taxas objetivas de deformacao e de tensao ambas descritas na

configuragao corotacional.
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4.4.1 Critério de Escoamento de von Mises

O critério de von Mises assume que o escoamento plastico pode ocorrer somente quando
o segundo invariante do tensor desviatério de tensao Ji, atinge o valor critico k2. Logo,

para o caso de estado plano de tensao, tem-se:

J,—k2=0 (regime pldstico) (4.36)

J, < K2 (regime eldstico) (4.37)

Em termos das tensoes principais a equagao (4.36) é:

02 — 0109 + 02 = 3K? (4.38)

Para determinar a constante x adota-se o estado de tragao simples, ou seja:

oc1=0y € o09=03=0 (4.39)

(4.40)
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4.4.2 Atualizacao do Estado de Tensoes

O estado de tensoes do elemento é atualizado segundo

Ont1 = Op + Até'n+1/2 (441)

A taxa de tensao ,41/2 quando descrita na configuracdo deformada (tensdo de Cauchy)
nao tem sua objetividade garantida, (Belytschko et al., 2000), tornando necesséria sua
corre¢ao via, por exemplo, a taxa de Jaumann (2.50). Entao a taxa de Cauchy é dada

por:

G2 = Oni1ss+ Whgaya - 0n — 0 - Wogap (4.42)

onde

UTYJZl/z = C(Dn+1/2 - Dﬁﬂm) (4.43)

Na Equagao (4.43) ambas as medidas de tensdo e deformagao sao objetivas.

As Equagoes (4.41),(4.42) e (4.43) estao descritas na configuragdo deformada, entre-
tanto essas relagoes podem ser descritas propositadamente na descricao corotacional, haja
visto que a corregao (4.42) é dispensédvel quando a taxa de Cauchy é descrita na configu-

racao corotacional, conforme verifica-se adiante.

A tensao de Cauchy na configuragao corotacional é dada por:

& =R"0R (4.44)

e sua taxa

29



ds  dRToR

=R7sR +R'6R +R70R 4.45
o o cR+R'6R+R'0o (4.45)
mas na configuracio corotacional R =I e R = W, logo:
6=W'o+5+oW (4.46)
Substituindo (4.42) em (4.46) tem-se:
&§=W'o+ oW + (0¥ + Wo — oW) (4.47)

Sabendo-se que o tensor spin W é antissimétrico (W7

—W) pode-se concluir que:

vJ

Q>
I
Q

(4.48)

provando assim que a taxa do tensor de Cauchy descrita na configuragao corotacional é

objetiva. Esta taxa é também conhecida como a derivada de Lie da tensao de Cauchy,

(Marsden e Hughes, 1994) . Logo a Equagao (4.41) pode ser escrita como:

Ont1 = On + Ato-n—i—l/2

(4.49)
onde

5n+1/2 = C(Dn+1/2 - DZ+1/2)

(4.50)
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Capitulo 5

Aplicacoes Numéricas

Para avaliar a implementacao do elemento sao apresentados resultados que ilustram
seu comportamento sob efeitos de grandes deslocamentos e grandes deformacgoes. Inici-
almente avaliou-se o desempenho do elemento em duas estruturas de placa quadrada e
circular, respectivamente. O terceiro exemplo estudado trata-se de um painel cilindrico,
que verifica o comportamento do elemento para estruturas com apenas uma curvatura.
O problema da calota abatida avalia o elemento para uma lei constitutiva elasto-plastica
com endurecimento isotrépico. Além disso, este problema avalia o comportamento do
elemento para estruturas com dupla curvatura. O quinto exemplo refere-se a uma apli-
cacdo de contato-impacto (Pipe-Whip). Por fim apresenta-se uma simulagao em grande

escala de um submarino sob condigoes iniciais que representam uma explosao em seu casco.

O elemento implementado é referenciado nos exemplos a seguir pela sigla pt e os

elementos BWC' e BLT foram implementados por Silva (2003).

5.1 Placa Quadrada

Esta aplicagao trata-se de uma placa sob um carregamento uniforme aplicado perpen-
dicularmente ao seu plano, conforme ilustra a Figura 5.1. Somente 1/4 do modelo foi
discretizado com um total de 25 nés e 32 elementos. Para avaliar o seu comportamento

nao-linear fisico utilizou-se 5 laminas de integracao ao longo da espessura.
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- L Dados do Problema

A N Comprimento L=10
N Espessura h =0.50
N Moédulo de elasticidade | £, =1 x 1047
L ] Massa especifica p=2.588x10—-4
- Poisson v=20.3
: Tensao de escoamento | oy = 30000.0
L, Carga de pressao P =300.0
i Passo de tempo At=1x10-6
A S T S
A A

Figura 5.1: Dados fisicos e geométricos da placa.

(a) (b)

Figura 5.2: Campo de deslocamento ¢t = 1.14 x 10 — 2 (fator de escala da deformada 5)

O gréfico 5.3 ilustra a boa performance do elemento implementado pt quando compa-

rado com o elemento quadrildtero implementado por Silva (2003).

PLACA QUADRADA
0.1 x
pt - linear
pt - 5 LAM -
0.05 bwe 5 LAM -+
0 \
0.05 <
g 0.1 A e
0.15 4
R -
»\_/ -
0.2 “t::_% -
e ok =
0.25
-0.3
0 0. 0002 0. 0004 0. 0006 0. 0008 0.001

t

Figura 5.3: Histéria de deslocamento do né central da placa.
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5.2 Placa Circular

Neste exemplo analisa-se uma placa circular sob um comportamento elastico-linear.
O carregamento é composto de uma carga pontual aplicado no centro da placa, conforme

ilustra a Figura 5.5. Somente 1/4 do modelo foi discretizado com um total de 61 nés ¢ 96

elementos.
Dados do Problema
Raio R =10
d Espessura h =0.10
w Y Moédulo de elasticidade | £, = 3 x 10 + 6
+ -E Massa especifica p=25x10—-4
R Poisson v=20.3
« » Carga Pontual P =100.0
Passo de tempo At=1x10-6
Figura 5.4: Dados fisicos e geométricos da placa circular.
Y
oo

Figura 5.5: Discretizacao de 1/4 da placa circular.

Os resultados contidos na Fig. 5.6 ilustram boa concordancia quando comparados
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deslocamento[Z]

. o 000 deslocamento[Z]
-8.954¢-002 z %954 _08(2)
Y -8.954e-
Y “ -1.791¢-001 x , . -1.791e-001 g
-2.686¢-001 -2.686e-001
-3.582e-001 -3.582e-001
(a) 2% 10— 3 (b) 2x10-3

deslocamento[Z]
, 0.0006+000 deslocamento[Z]
-8.954e-002 2 ()8()9()5(:1”-88(2)
Y -8.954e-
Y M -1.791e-001 ﬂ , . -1.791e-001 g
-2.686e-001 -2.686e-001
-3.582¢-001 -3.582e-001
(c) 3x10—3 (d) 3x10-3

deslocamento[Z]
) 0.0006+000 deslocamento[Z]
-8.954¢-002 z (:;‘0905941 002
Y Dustis

v . -1.791e-001 N -1.791e-001 |
-2.686e-001 X -2.686e-001

-3.582¢-001 -3.582e-001

(e) 4% 10—3 (f) 4x10-3

Figura 5.6: Campo de deslocamento (fator de escala da deformada 10)

qualitativamente com as referéncias Silva (2003). A avaliacdo quantitativa deste problema

pode ser verificada na Fig. 5.7.
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PLACA Cl RCULAR

-0.1 ‘% é?%% % ! : f i
Ny
-0.15 / X‘\( j A ;

/

Wi

-0.25 ﬁg b Ay

U S
-0.35

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t

? A\
STEA Y
i
i ]f;
I3
,.;
i
H
v #
i
p
[
i
S
v g

Wt)

¥ pt linear ——
BLT linear ———
BWC |inear -~

Figura 5.7: Histéria de deslocamento do né central da placa.

5.3 Painel Cilindrico

Este exemplo trata-se de uma estrutura laminar sob condigoes iniciais que simulam
uma explosao na regiao RE do painel. A condicao inicial é apresentada através de um
campo de velocidades radiais (V,, = 5650) aplicada na regiao RE, (Belytschko et al.,
1984a). As condigdes de contorno do problema prescrevem deslocamentos que caracte-
rizam as extremidades (bordo circular) simplesmente apoiadas e as laterais (bordo reto)
engastadas. A estrutura tem seu comportamento fisico regido pelas seguintes proprieda-
des: médulo de elasticidade F = 10.5 x 10°, coeficiente de poisson v = 0.33, tensao de
escoamento o, = 4.4 x 10%, massa especifica p = 2.5 x 107%. A discretizacao do painel
possui 1024 elementos dispostos como (16 x 32 x 2) totalizando 2975 graus de liberdade.
Foi adotado um passo de tempo dt = 4.50 x 10~7 que é um pouco menor que o passo
critico (dtc = 4.53 x 1077), calculado pela Eq. 4.33. Ressalta-se que somente metade da
estrutura foi discretizada. Utilizou-se fator de escala 1.0 para visualizar as configuragoes

deformadas.
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2.94

R

(b) malha

(a) Geometria

Figura 5.8: Dados geométricos e malha 1/2 de dominio discretizado.

Para verificar quantitativamente os resultados da anélise, a historia do deslocamento

vertical do né (y = 9.42) e (y = 6.28) sao apresentados. As curvas pt e bq sao do presente

O resultado bg apresentado corresponde ao

trabalho e Silva (2003), respectivamente.

A malha

elemento denominado de BWCTOT com parametro de hourglass = 0.01.

referente ao trabalho Silva (2003) tem a mesma topologia e grau de refinamento contidos

na Fig. 5.8, consequentemente o mesmo nimero de nés e equagoes embora com a metade

de elementos.

O NN OO N
N AN

©Co©oo

o
S>> > >

=+ O T
0000

0. 0004 0. 0006 0. 0008 0. 001

0. 0002

Figura 5.9: Histérias de deslocamentos do painel.
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deslocamento

1.383e+000
1.037e+000
def.sssemw 6.914¢-001
z 1.037¢+000 ! 3.457¢-001
L . byapon 0.000¢+000
0.000e+000
(a) Tempo=2.25e-4 (b) Tempo=2.25¢-4

deslocamento
1.383¢+000 py
1.037e+000
1.383¢+000 6'9140-“)1 1
z 1.037e+000 3.457e-001
L . Bytsgos 0.000+000
0.000e+000
(¢) Tempo=1.00e-3 (d) Tempo=1.00e-3

Figura 5.10: Campo de deslocamento (fator de escala da deformada 1.0).

Os resultados quantitativos contidos na Fig. 5.9 ilustram o bom desempenho do ele-
mento quando comparado ao elemento quadrildtero implementado em Silva (2003). O
campo de deformagoes ilustrado na Fig. 5.10 evidencia a aplicabilidade do elemento em

problemas com grandes deformagoes.
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5.4 Calota Abatida

O modelo de uma calota abatida, aqui proposto, permite verificar o comportamento
do elemento para estruturas com dupla curvatura. As condigoes de contorno prescre-
vem o bordo engastado. O carregamento da estrutura é composto por uma carga radial

distribuida sobre a calota, a geometria e dados fisicos sao apresentados na Fig. 5.11.

VA
Dados do Problema
Espessura t =041
\ Angulo a = 26.27°
H Modulo de elasticidade | £ = 10.5 x 10 + 6
Massa especifica p=245x10—-4
Poisson v=20.3
Tensao de escoamento | o, = 24000.0
Modulo Plastico E,=021x10+6
Carga de pressao P =6000.0
R=22.27 Passo de tempo At=6x10—-38
X

Figura 5.11: Dados fisicos e geométricos da calota.

Figura 5.12: Malha estruturada por blocos(384 elementos triangulares).
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Figura 5.13: Malha nao-estruturada (996 elementos triangulares).
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iRt
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Figura 5.14: Malha estruturada por blocos (12288 elementos quadrilateros (Silva, 2003
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z deslocamento deslocamento
7.935¢-002 : 7.935¢-002
JA_ v 5.951e-002i v 5.951e-002i
3.967e-002 3.967e-002
1.984e-002 1.984e-002
0.000e+000 0.000e+000
(a) Tempo=6.6e-4 (b) Tempo=6.6e-4

Figura 5.15: Campo de deslocamentos malha elemento triangular estruturada por blocos.

P

z deslocamento deslocamento
7.935e-002 : 7.935e-002
L v 5.951e-002 '\1 X 5.951e-002
3.967e-002 3.967e-002
1.984e-002 1.984e-002
0.000e+000 0.000e+000

(a) Tempo=6.6e-4 (b) Tempo=6.6e-4

Figura 5.16: Campo de deslocamentos malha triangular nao estruturada.
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P

z deslocamento e deslocamento
7.935¢-002 : 7.935¢-002
JA_ v 5.951e-002i v 5.951e-002i
3.967e-002 3.967e-002
1.984e-002 1.984e-002
0.000e+000 0.000e+000
(a) Tempo=6.6e-4 (b) Tempo=6.6e-4

Figura 5.17: Campo de deslocamentos malha de elementos quadrilateros estruturados por
blocos.

0 ' '
pt n-struc 5
pt struc 5 LAM -
oo bq struc 5

-0.02
-0.03
-0.04 \
-0.05 \

-0.06

Wt)

-0.07

-0.08
Oe+0 le-4 2e-4 3e-4 4e-4 5e-4 6e-4 Te-4

t

Figura 5.18: Histérias de deslocamentos para o centro da calota.

Comparando-se globalmente os resultados contidos nas figuras 5.15, 5.16 e 5.17 percebe-
se que somente a malha nao-estruturada representa corretamente o comportamento axis-
simétrico esperado. O gréfico 5.18 quando comparado com (Belytschko et al., 1984a;
Alves, 1991) evidencia que o resultado do elemento triangular melhor se aproxima dessas

referéncias.
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5.5 Contato-Impacto (Pipe-Whip)

Neste exemplo é avaliado o desempenho do elemento em problemas de contato-impacto
que neste caso consiste na colisao entre dois tubos, este problema é conhecido na literatura
por Pipe-Whip, (Belytschko e Yeh, 1993; Quaranta, 2002; Silva et al., 2004b). A malha
triangular tem 384 elementos e 229 nds e a malha hibrida é formada por 288 elementos (96
quadrildteros e 112 triangulares) e 229 nds. Os dados geométricos e fisicos sao ilustrados

na Fig. 5.19.

s
<

Dados do Problema

J

Comprimento L =0.46
Espessura t = 0.006
Raio R=0.1

Modulo de elasticidade | E = 2.5 x 10 + 10

Massa especifica p = 7640

Poisson v=20.3

Tensao de escoamento | oy = 1.0 x 10+ 8

Moédulo Pléstico E,=23x10+38

Velocidade Inicial V =35.0

Passo de tempo At =7x10—-6

i

Figura 5.19: Dados fisicos e geométricos do problema (Pipe-Whip).
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Figura 5.20: Detalhe das Pinball e splitting pinball - Malha Triangular.

Figura 5.21: Detalhe das Pinball e splitting pinball - Malha Hibrida.
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fpin
3.331e4003
2.498+003
1.665¢+003
8.3276+002
0.000¢+000

(a) Tempo=1.40 x 10 — 3 (b) Tempo=3.32 x 10 — 3

Figura 5.22: Campo de deslocamento - Malha Triangular.

fpin
3.331e+003
2.498e+003
1.665e+003
8.327e+002
0.000e+000

(a) Tempo=1.40 x 10 — 3 (b) Tempo=3.32 x 10 — 3

Figura 5.23: Campo de deslocamento - Malha Hibrida.

4

deslocamento

1.270e-001
9.478¢-002 u
7.074-002
5.280e-002 | |
3.940e-002

deslocamento

1.270e-001
9.478¢-002 ‘
7.074-002
5.280-002 | |
3.940e-002



deslocamento deslocamento

1.270e-001 1.270e-001
9.478e-002 9.478e-002
7.(T74e-002 L:Zx 7.074¢-002 |
5.280-002 5.2800-002 |
3.9400-002 3.940-002
(a) Tempo=6.65 x 10 — 3 (b) Tempo=6.65 x 10 — 3

Figura 5.24: Campo de deslocamento - Malha Triangular e Hibrida..

0.18

0.16 [hybri -

0.14

0.12

Wt)

0.08

0. 06

0 0.001 0. 002 0. 003 0. 004 0. 005 0. 006 0. 007

Figura 5.25: Historias de deslocamentos para o ponto a A.

O grafico 5.25 ilustra uma boa conformacao dos resultados para as diferentes malhas
adotadas, assinalando um bom desempenho em casos que contenham malhas hibridas em
sua discretizacao. As configuragoes deformadas 5.22, 5.23 e 5.24 apresentam o desempenho

sob grandes rotacoes e grandes deslocamentos.
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5.6 Explosao no Casco de um Submarino

Este exemplo ilustra a simulagdo de um submarino (Classe Los Angeles) sob um car-
regamento inicial composto por um campo de velocidade radial de 509km/h aplicado
lateralmente ao casco, este efeito aproxima-se de uma explosao. Este exemplo foi avaliado

com 5 laminas de integracao ao longo da espessura.

Dados do Problema

Comprimento L =105.00
Espessura t = 0.0508
Diametro Maximo D =10.0

Mododulo de elasticidade

E=210x10+9

Massa especifica

p = 8500

Poisson

v =20.3

Tensao de escoamento

oy =440.0 x 1046

Velocidade Inicial V., =141.40
Passo de tempo At=2x10-6
Numero de Nés 33685

Numero de elementos 67366
Ntimero de Laminas (EPT) | 336830
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deslocamento
1.570e-001
1.156e-001
7.565e-002
3.714e-002
0.000e+000

(a) Tempo=4.02e-4

deslocamento
1.570e-001
1.156e-001
7.565e-002
3.714e-002
0.000e+000

(b) Tempo=1.00e-3

deslocamento
1.570e-001
1.156e-001
7.565e-002
3.714e-002
0.000e+000

(¢) Tempo=1.80e-3

Figura 5.27: Campo de deslocamentos.
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velocidade
2.103e+001
1.577e+001
1.051e+001
5.256e+000
0.000e+000

(a) Tempo=8.02e-4

velocidade
2.103e+001
1.577e+001
1.051e+001
5.256e+000
0.000e+000

(b) Tempo=1.40e-3

velocidade
2.103e+001
1.577e+001
1.051e+001
5.256e+000
0.000e+000

(¢) Tempo=1.80e-3

Figura 5.28: Campo de velocidades e detalhes das ondas de choque (O-C).
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Este exemplo é caracterizado por altas taxas de deformagoes referentes a condigao
inicial imposta evidenciando a robustez do elemento em problemas de transientes de curta
duragao. Uma importante propriedade do elemento, verificada neste, problema foi a

capacidade de simular o efeito de propagacao de ondas de choque ao longo do casco do

submarino.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os aspectos relevantes da implementacao compu-

tacional de um elemento de casca para problemas nao-lineares em regime transiente.

Com relagao ao problema do painel cilindrico, primeiro exemplo estudado, pode-se
perceber que os resultados foram bastante satisfatérios quando comparados com o ele-
mento quadrilatero desenvolvido em Belytschko et al. (1984a); Silva (2003). Este exemplo
avaliou o desempenho do elemento para grandes deslocamentos e deformacoes, assegu-

rando, assim, confiabilidade no uso deste elemento para estes tipos de problemas.

Para o exemplo da calota, o elemento também ofereceu resultados satisfatorios, porém
neste exemplo, em particular, deve-se salientar que o emprego da malha estruturada por
blocos, que nao preserva simetria axissimétrica, leva a resultados pouco satisfatérios, tanto
do ponto de vista qualitativo quanto quantitativo. Esse exemplo é melhor representado
por malhas uniformes e nao estruturadas e que preservem a simetria, neste caso malhas
com elementos triangulares se adaptam melhor do que malhas com elementos quadrilate-

Ios.

Uma caracteristica importante desta implementacao foi contemplar o comportamento
dos modos de instabilidade presentes, por exemplo do painel cilindrico. Os resultados do
problema de contato-impacto evidenciam o bom desempenho do elemento quando com-

parado com Belytschko e Yeh (1993).
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A simulacao do comportamento estrutural do submarino assinala a aplicabilidade do

elemento em aplicagoes em grande escala.

Sugestoes para trabalhos futuros:

e Incorporacao na formulacao do elemento de leis constitutivas que contemplem pro-

blemas de hiperelasticidade;

e Interacao do elemento com formulacoes discretas, método dos elementos discretos,

por exemplo;

e Inclusao de formulagoes ALE para contemplar problemas de interacao fluido-estrutura,

por exemplo o problema do AIRBAG;

e Anadlise de desempenho computacional dos algoritmos implementados.

82



Bibliografia

Alves, J. L. D., 1991. Andlise Transiente de Grandes Deformacioes em Computadores
de Arquitetura Vetorial/Paralela. Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ,

Brasil.

Argyris, J., Papadrakakis, M., Mouroutis, Z. S., 2003. Nonlinear Dynamic Analysis of
Shells with the Triangular Element TRIC. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, vol. 192, pp. 3005-3038.

Atluri, S. N., 1984. On Constitutive Relations at Finite Strain: Hypoelasticity and Elasto-
Plasticity with Isotropic or Kinematic Hardening. Computer Methods in Applied Me-

chanics and Engineering, vol. 43, pp. 137-171.

Babuska, [. Oden, J. T., 2004. Verification and Validation in Computational Engineering
and Science: Basic Concepts. Computer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring, vol. 193, pp. 4057-4066.

Bathe, K. J. Ho, L. W.,; 1981. A Simple and Effective Element for Analysis of General

Shell Structures. Computers and Structures, vol. 13, pp. 673—681.

Belytschko, T. Hsieh, B. J., 1973. Nonlinear Transient Finite Element Analysis with
Convected Coordinates. International Journal for Numerical Methods in Engineering,

vol. 7, pp. 255-271.

Belytschko, T. Leviathan, 1., 1994a. Physical Stabilization of the 4-Node Shell Element
with One Point Quadrature. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,

vol. 113, pp. 321-350.

Belytschko, T. Leviathan, I., 1994b. Projetion Schemes for One-Point Quadrature Shell

83



Elements. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 115, pp.
227-286.

Belytschko, T., Lin, J. I.; Tsay, C. S., 1984a. Explicit Algorithms for the Dynamics of

Shells. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 42, pp. 225-251.

Belytschko, T., Liu, W. K., Moran, B.; 2000. Nonlinear Finite Element for Continua

and Structures. John Wiley.

Belytschko, T., Stolarski, H., Carpenter, N., 1984b. A C° Triangular Plate Element with
One-Point Quadrature. International Journal for Numerical Methods in Engineering,

vol. 20, pp. 787-802.

Belytschko, T., Tsay, C. S., Liu, W. K., 1981. A stabilization Matrix for the Bilinear
Mindlin Plate Element. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol.
29, pp. 313-327.

Belytschko, T., Wong, B. L., Chiang, H. Y., 1992. Advances in One-Point Quadrature
Shell Elements. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 96, pp.
93-107.

Belytschko, T. Yeh, I. S.; 1993. The Splitting Pinball Method for Contact-Impact Pro-

blems. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 105, pp. 375-393.

Boisse, P., Daniels, J. L., Gelin, J. C., 1992. A Simple Isoparametric Tree-Node Shell

Finite Element. Computers and Structures, vol. 44, pp. 1263—-1273.

Boisse, P. Gellin, J. L. D. J. C.; 1994. A CO Three-Node Shell Elements for Non-Linear
Structural Analysis. International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol.

37, pp. 2339-2364.

Bucalem, M. L. Nébrega, S. H. S., 2000. A Mixed Formulation for General Triangular
Isoparametric Shell Elements Based on the Degenerated Solid Approach. Computers

and Structures, vol. 78, pp. 35—44.

Carpenter, N., Belytschko, T., Stolarski, H., 1986a. Locking and Shear Scaling Factors

in CO Bending Elements. Computers and Structures, vol. 22, pp. 39-52.

84



Carpenter, N., Stolarski, H., Belytschko, T., 1986b. Improvements in 3-Node Triangular
Shell Elements. International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 23,

pp. 1643-1667.

Clough, R. W. Johnson, C. P.; 1968. A finite Element Approximation For the Analysis

of Thin Shells. International Journal of Solids and Structures, vol. 4, pp. 43-60.

Crisfield, M. A., 1997. Non-linear Finite Element Analysis of Solids and Structures. John
Wiley.

Holzapfel, G. A., 2000. Nonlinear Solid Mechanics. John Wiley.

Hsiao, K. M., 1987. Nonlinear Analysis of General Shell Structures by Flat Triangular

Shell Element. Computers and Structures, vol. 25, pp. 665—675.

Hughes, T. J. R., 2000. The Finite Element Method, Linear Static and Dynamic Finite

Element Analysis. Dover. New York.

Hughes, T. J. R., Cohen, M., Haroun, M., 1978. Reduced and Selective Integrations
Techniques in the Finite Element Analysis of Plates. Nuclear Engineering and Design,

vol. 46, pp. 203-222.

Hughes, T. J. R. Liu, W. K., 1981. Nonlinear Finite Element Analysis of Shells: Parte I.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 26, pp. 331-362.

Kennedy, J. M., Belytschko, T., Lin, J. I., 1986. Recent Developments in Finite Element
Techniques and Their Applications to Reactor Structures. Nuclear Engineering and

Design, vol. 97, pp. 1-24.

Kojic, M. Bathe, K. J., 1987. Studies of Finite Element Procedures - Stress Solutions of a
Closed Elastic Strain Path with Stretching and Shearing Using the Updated Lagrangian

Jaumann Formulations. Computers and Structures, vol. 26, pp. 175-179.

Loula, A. F. D., Miranda, I., Hughes, T. J. R., Franca, L. P., 1989. On Mixed Fi-
nite Element Methods for Axisymmetric Shell Analysis. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, vol. 72, pp. 201-231.

85



Malvern, L. E., 1969. Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. Prentice-
Hall.

Marsden, J. E. Hughes, T. J. R., 1994. Mathematical Foundations of FElasticity. Dover.
New York.

Oden, J. T., 1972. Finite Elements of Nonlinear Continua. McGraw-Hill. New York.

Oden, J. T., 2002. The Promise of Computacional Engineering and Scince: Will it be
Kept? IACM EXPRESSIONS, vol. 12, pp. 12-15.

Owen, D. R. J. Hinton, E., 1980. Finite Element in Plasticity, Theory and Practice.

Pineridge Press. Swansea.

Quaranta, F., 2002. Modelagem de Problemas de Contato-Impacto Empregando Formu-
lagoes Penalizadas do Método dos Elementos Finitos. Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ,
Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

Silva, C. E., Alves, J. L. D.; Toledo, E. M., 2004a. Computational Implementation
of the triangular CO Shell Element. In XXV Iberian Latin American Congress on

Computational Methods in Engineering. Recife, PE, Brasil.

Silva, C. E., Silva, E. F., Quaranta, F., Alves, J. L. D., 2004b. Using C0 Triangular
and Quadrilateral Shell Elements for Modelling Contact-Impact Problems. In XXV

Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering. Recife,

PE, Brasil.

Silva, E. F., 1997. Implementacao Computacional do Elemento de Casca na Formula¢ao
Co-rotacional em Regime Transiente. Tese de M.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro,
RJ, Brasil.

Silva, E. F., 2003. Implementacao Computacional do Elemento Quadrildatero de Casca Bi-
linear com Formulagdo Co-rotacional para Andlise Transiente de Estruturas Laminares.

Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

Simo, J. C. Hughes, T. J. R., 1998. Computational Inelasticity. Springer-Verlag. New
York.

86



Stolarski, H. Belytschko, T., 1982. Membrane Locking and Reduced Integration for

Curved Elements. Nuclear Engineering and Design, vol. 49, pp. 172-177.

Stolarski, H., Belytschko, T., Lee, S. H., 1995. A review of Shell Finite Elements and
Corotational Theories. Computational Mechanics Advances, An oficial publication of

the International Association for Computational Mechanics (IACM), vol. 2, pp. 125—
212.

Sydenstricker, R. M. Landau, L., 2000. A Study of Some Triangular Discrete Reissner-

Mindlin Plate and Shell Elements. Computers and Structures, vol. 78, pp. 21-33.

Zhu, Y. Zacharia, T., 1996. A New One-Point Quadrature, Quadrilateral Shell Ele-
ment with Drilling Degrees of Freedom. Computer Methods in Applied Mechanics and

Engineering, vol. 136, pp. 165-203.

87



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

