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Resumo

()ptica atomica e em particular a fisica de ondas de matéria ultrafrias tiveram um
grande desenvolvimento tedrico e experimental em muito devido a realizacao experi-
mental da condensagao de Bose-Einstein em vapores atomicos. A gama de interesse
nesses sistemas é muito ampla ja que eles proporcionam reais aplicacoes praticas
de assuntos inovadores em fisica fundamental de sistemas de muitos corpos com
parametros altamente controlaveis e até mesmo na implementacao de computacao
quantica, teleporte e lasers atomicos. Com efeito, demonstramos numa formulagao
completamente quantica que a colisao cruzada entre atomos aprisionados num poten-
cial de poco duplo pode aumentar significativamente a taxa de tunelamento atémico
em configuragoes especificas da armadilha, levando a um regime de oscilacao Rabi da
populacao dos pogos do potencial. Ainda, mostramos que os fendomenos de colapso e
ressurgimento do condensado sao suprimidos devido a competicao entre autocolisao
e colisao cruzada intermediada pelo tunelamento.

Um aspecto da condensacao de Bose-Einstein que tem atraido muita discussao
teodrica é a idéia de fase. Nesse sentido, o modelo de pogo duplo aqui discutido pode
resultar em condigoes ideais para esquemas de deteccao homoddina atomica de fase.
Propomos uma técnica de medi¢ao nao destrutiva para monitorar oscilacoes do tipo
Josephson entre dois condensados de Bose-Einstein de atomos neutros espacialmente
separados. Um condensado ¢é disposto em uma cavidade 6ptica, fortemente dirigida
por um campo coerente. O sinal de saida é monitorado langando-se mao de um
esquema de deteccao homdédina balanceada. O campo da cavidade é escolhido de
forma que esteja muito fora de sintonia com quaisquer transicoes atomicas. Assim,
esse campo ganha uma fase proporcional ao niimero de atomos na cavidade devido
a interacao dispersiva entre os campos atomico e fotonico. A corrente detectada
¢ entao modulada pela corrente de oscilacao devida ao tunelamento dos modos
condensados. De fato, mesmo quando ambos os pogos estao igualmente populados,
uma fase é estabelecida pelo processo de medigao e oscilagoes do tipo Josephson
acabam ocorrendo. Nesse contexto, mostramos que a presenca de colisao cruzada
aprimora as condi¢oes necessarias para se adquirir informagoes sobre a fase quantica

relativa de um condensado de Bose-Einstein num potencial de poco duplo.
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Abstract

Recently, atom optics and the physics of ultracold matter waves have witnessed
rapid theoretical and experimental progress due to the achievement of atomic va-
por Bose-Einstein condensation (BEC). The interest in such systems is quite wide
ranged since it opens new applicative frontiers such as investigations on fundamental
many-body physics in model systems with highly controllable parameters and even
quantum computation, teleportation and atom-lasers besides several other ground
breaking subjects. Henceforth, we demonstrate in an exact quantum formulation
that cross-collisions between atoms trapped in a double well can significantly in-
crease the atom tunnelling rate for special trap configurations leading to an effective
linear Rabi regime of population oscillation between the trap wells. Typical collapse
and revival of the condensate are suppressed as well as due to cross- and self-collision
competition intermediated by tunnelling.

One aspect of BECs that has attracted much theoretical work is the idea of
phase. In this sense if we face this double-well BEC model as a temporal atomic
beam splitter it may result in optimal conditions for homodyne atomic detection
schemes. A nondestructive measurement technique to monitor Josephson-like oscil-
lations between two spatially separated neutral atom Bose-Einstein condensates is
investigated. One condensate is placed in an optical cavity, which is strongly driven
by a coherent optical field. The cavity output field is monitored using a homodyne
detection scheme. The cavity field is well detuned from any atomic resonance and
experiences a dispersive phase shift proportional to the number of atoms in the cav-
ity. The detected current is modulated by the coherent tunnelling oscillations of
the condensate. Even when there is an equal number of atoms in each well initially,
a phase is established by the measurement process and Josephson-like oscillations
develop. Hence we show that the presence of cross-collisions enhances the possi-
bility of acquiring information about the relative quantum phase of a double-well

Bose-Einstein condensate.

X



Relacao das Figuras

1.1

1.2

1.3

2.1

2.2

2.3

Representacao esquematica de uma rede éptica com espagamento con-

troldvel entre os sitios. . . . . . . . ...

Esquema de aprisionamento de condensados de Bose-Einstein em mi-
crochips. Combina-se um campo de quadrupolo com um campo con-

stante externo, obtendo-se o perfil de aprisionamento mostrado.

Representacao esquematica do processo de aprisionamento de um con-
densado de Bose-Einstein num potencial de poco duplo. O CBE é

armazenado magneticamente a alguns p-metros do substrato. . . . . .

Representagao esquematica de uma armadilha de potencial de pogo
duplo com sobreposi¢ao da fungao de onda dos pogos vizinhos (colisao

cruzada). . . ...

Comparagao entre as freqiiéncias de colisao e tunelamento corrigida
e nao corrigida segundo as Egs. (2.10-13). No inset representamos
a geometria da armadilha de poco duplo. Note o forte aumento na
taxa de tunelamento devido a presenca da colisdo cruzada. Ambos os

eixos sao adimensionais, sendo o oordenado normalizado em unidades

Resultados numéricos para os auto-valores do Hamiltoniano na Eq.
(2.39) na base de J,. Espectros de energia para diferentes regimes
da razao n/k. Cada espectro foi deslocado por um fator constante.
Observamos a mudancga de um espectro de fonons para um de rotons
conforme aumentamos a taxa de colisao cruzada entre os modos. Os
calculos ilustrados acima foram levados a cabo, diagonalizando-se nu-
mericamente a matriz (2.39) com um nimero total de atomos da or-

dem de N=1000. . . . . . . . . . .



2.4 Resultados numéricos para valor médio do desbalango de populacao
para N = 100, kN = 2, (a)n = /10, (b)n = /100 e (¢)n = K/2.
Normalizamos o tempo em unidades de tunelamento. As contas foram
feitas calculando-se numericamente o operador unitario evolugao tem-
poral usual segundo o Hamiltoniano em (2.39). Os “kets” evoluidos
no tempo e a dependéncia temporal dos valores médios sao entao

encontrados. . . . .. ..,

3.1 Esquema de deteccao homédina. . . . . . . . ..o 0oL
3.2 Esquema de detecgao homoédina balanceada. . . . . . . . . . ... ..
3.3 Circuito representando o processo de deteccao homoddina. As linhas
cinzas indicam os modos condensados e as linhas escuras os modos
6pticos do processo exemplificado na seccao 3.4. O divisor de feixes
1 é o potencial de aprisionamento de poco duplo. Atomos no modo
de dentro da cavidade interagem com o campo resultando numa fase
condicionada ao niimero de atomos no modo. A fase da luz é detec-
tada num esquema de deteccao homddina atomica dando informacao
sobre a fase relativa do condensado. . . . . . . ... ... ...
3.4 Representagao do esquema de deteccao homoédina proposto para mon-
itorar a dinamica interna de um CBE em potencial de pogo duplo. . .
3.5 Evolugao temporal da corrente homddina segundo a Eq. (43). Para
ambos os graficos y=0.01, 2'=25 Hz, w=30 Hz e N = 10000 atomos.
Em (a) supomos um momentum (quadratura de fase) inicial muito
grande de (jéo)(0)>:1667 e em (b) um pequeno momentum inicial de
(JOON=0.001. . . . ..o
3.6 Simulagao numérica para a evolucao condicionada da corrente homoddina
quando x|co|?/Q = 0.04, ['/2Q" = 0.065. As unidades de tempo estao
normalizadas em unidades de Q. . . . . ... ... ... ..
3.7 Simulagao numérica para a evolucao condicionada da corrente homédina
quando x|co|?/Q = 0.04, T'/2Q' = 0.065. As unidades de tempo estao

normalizadas em unidades de €. . . . . . . .. ... ... ...

X1



Lista de Simbolos e Abreviacoes

Essa lista inclui alguns dos simbolos matematicos e abreviagoes mais importantes

utilizados ao longo do texto.

CBE Condensado de Bose-Einstein

GP Equacao de Gross-Pitaevskii
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Capitulo 1

Condensacao de Bose-Einstein

“E a sina do tapejara

nos somos herdeiros dela
bombear a barra amarela
do dia, quando se aclara
sentir que a mente dispara

nos rumos que o tempo traga.”

- Jayme Caetano Braun

Desde os primeiros trabalhos em teoria quantica, a interpretacao da natureza por
ela exposta tem sido um dos aspectos mais controversos e ao mesmo tempo belos e
interessantes. Nesse contexto, a interpretacao de Copenhagen para essa teoria traz
consigo a conceituagao da funcao de onda de um sistema de particulas e é exatamente
esse conceito deveras fundamental que alicerca os pilares da condensacao de Bose-
Einstein.

Introduzimos entao, nesse capitulo, uma breve discussao histérica e qualitativa
da condensacgao de Bose-Einstein e algumas de suas possiveis aplica¢oes como objeto

de pesquisa.

1.1 Introducao histérica

Antes mesmo que as discussoes acerca da nova teoria quantica fossem comple-
tamente estruturadas, Albert Einstein [1] investigara as propriedades estatisticas
de particulas massivas. Bose estudara a luz como um gés quantico de fétons [2] e
generalizando esse trabalho, Einstein concluiu que particulas de matéria deveriam
se comportar, sob determinadas condigoes, de maneira analoga aos fotons. Entre al-
gumas das previsoes de Einstein estava a de que, abaixo de uma certa temperatura,
parte de um gés de matéria deveria condensar no estado de mais baixa energia,

criando entdo uma ocupagao macroscépica de um tnico estado quantico [1, 2].



Durante muito tempo, a existéncia de tal estado da matéria foi tratada com
extremo ceticismo pela comunidade cientifica. Mesmo que a teoria estivesse correta,
muitos acreditavam que essa condensacao nao poderia existir na natureza e muito
menos ser realmente concebida em um laboratério, ja que as temperaturas requeridas
eram extremamente baixas ao ponto das for¢as atomicas forcarem o gas a condensar
numa fase solida, por exemplo. Contudo, a natureza se mostra pela simplicidade
e nao por meio de ardis, e apds muita especulagao a condensacao de Bose-Einstein
comecou a ser levada mais a sério como um principio fundamental na compreensao
do fenomeno de superfluidez do hélio liquido. Todavia, a natureza desses fenomenos
difere da condensacao de um gas de Bose no sentido de que as interagoes entre as
particulas é muito forte e o sistema obviamente nao pode ser tratado como um gas
diluido de particulas massivas. Com o advento de novas técnicas experimentais de
confinamento e resfriamento necessarias para a producao de amostras ultrafrias de
baixa densidade, a condensacao do que se pode chamar, hoje em dia, de gas de Bose
foi finalmente alcancada em 1995, por volta de 70 anos apds as primeiras predi¢oes
de Einstein e Bose [3, 4, 5].

Na realidade nao sao todas as particulas massivas que podem atingir esse estado
da matéria. Tudo no mundo e certamente todas as particulas, mas também sistemas
compostos, bolas de futebol e carros podem ser divididos em duas grandes classes
chamadas de bdsons e férmions. Aquelas possuem a funcao de onda total simétrica
frente a troca de duas particulas quaisquer do sistema e essas conseqiientemente
tém uma funcao de onda total anti-simétrica. Alguns exemplos classicos podem
ser rapidamente citados. Tanto fétons quanto fonons sao bésons. Ainda, a maioria
dos atomos neutros sao bdsons, rubidio-87, por exemplo. Sem contar que todas as
particulas de campo intermediadoras das forcas fundamentais conhecidas sao bdosons.
Férmions sao ainda mais comuns. Os blocos fundamentais da estrutura da matéria
sao férmions: elétrons, néutrons, prétons, quarks, etc... Contudo, se agregarmos um
nimero par de férmions, obtemos um sistema composto com spin inteiro, que é um
béson.

E resultado experimental que particulas com spin inteiro obedecem a estatistica
de bdsons e as com spin semi-inteiro a de férmions. Assim, o spin dessas particulas
nos diz muito sobre a “personalidade” delas. Devido a essa simetrizacao da funcao
de onda total, sendo a funcao de onda espacial simétrica ou anti-simétrica a proba-
bilidade das particulas que compoem o ensemble estarem proximas ou distantes
aumenta ou diminui. Por exemplo, a probabilidade de dois férmions estarem no
mesmo estado quantico é nula o que resulta no principio da exclusao de Pauli. Para
bésons nao ha essa restricao e o comportamento agregador desse tipo de sistema

comeca a se mostrar importante.



Esse fenomeno pode ser melhor entendido com a seguinte analise. Conforme
atomos ficam mais e mais frios, seu comprimento de onda térmico (de Broglie)
aumenta. Num gas de atomos bosonicos idénticos, conforme as particulas se aproxi-
mam, ou em outras palavras quando o comprimento de onda de de Broglie de um
atomo sobrepoe o de seu vizinho mais imediato, o sistema inteiro comeca a se com-
portar como se apenas uma fun¢ao de onda caracterizasse o ensemble inteiro. Nesse
momento a condensacao de Bose-Einstein ocorre. Antes desse ponto, se observar-
mos o numero de particulas no estado de mais baixa energia, encontraremos apenas
algumas particulas. Se tivermos a temperaturas abaixo dessa transicao, os atomos
se empilham no mesmo estado fundamental e essa ocupacao se torna macroscopica,

caracterizando o estado da matéria conhecido como condensacao de Bose-Einstein.

1.2 Motivacao e outros temas

Nessa dissertacao estudamos, entre outros temas, a configuracao do potencial de
aprisionamento necessaria para produzir efeitos de sobreposicao da fungao de onda
de modos atomicos vizinhos na dinamica quantica de um vapor de atomos bosonicos
ultra resfriados num potencial de poco duplo. Esse tratamento leva a regimes
dinamicos distintos relacionados a forga da colisao cruzada e entao ao nimero to-
tal de particulas no condensado e a localizacao dos modos condensados dada pela
dispersao na funcao de onda de cada modo e pela distancia entre os minimos do po-
tencial. Para um determinado regime de colisao cruzada, os auto-valores do Hamil-
toniano de muitos corpos determinam uma fase dinamica nao prevista em trabalhos
anteriores. Abaixo desse ponto de transicao, o fenomeno de auto-aprisionamento
[6] é observado em concordancia com as previsoes tedricas na literatura [7, 8, 9].
Uma das conseqiiéncias mais importantes do modelo aqui apresentado é que perto
do ponto de transicao, a colisao cruzada pode ser forte ao ponto de inibir completa-
mente o auto-aprisionamento, resultando numa oscilagdo coerente e estavel (regime
efetivo de Rabi) da populagao atomica entre os pogos com uma freqiiéncia carac-
teristica. Esse regime permite que a armadilha de pogo duplo seja encarada como
um separador de feixes atomico-temporal de extrema importancia pratica em pro-
tocolos de comunicagao quantica [10, 11] e, principalmente, em detecgao homdédina
atomica de fase [12].

Além disso, a aproximagao de dois modos [6, 7, 8, 9] levada a cabo como pro-
cedimento padrao é valida apenas quando as interacoes de muitos corpos produzem
apenas pequenas modificagoes do estado fundamental dos pocos individuais. Nesse
sentido, um calculo direto dos termos estaticos mostra que a presenca da colisao

cruzada aumenta o limite de validade desse ansatz. Muitos artigos tém discutido o



papel da medicao ao estabelecer uma fase na forma de interferéncia entre dois con-
densados ou tunelamento Josephson coerente entre os condensados. Nesse sentido,
condicoes ideais para tais medidas sao necessarias. Esse processo induz oscilagoes
devido ao tunelamento e uma diferenca de fase entre os condensados separados es-
pacialmente. O tunelamento entao impoe uma modulagao no campo de luz que é
detectado na corrente homddina. Com base nisso, mostramos que o regime efetivo
de Rabi é obtido como condicao étima e ideal para esquemas de deteccao atomica

de fase.

Sao muitas as aplica¢oes da condensacgao de Bose-Einstein. Por exemplo, podemos
fazer experiéncias interessantes com Optica atomica quantica como procurar por cor-
relagoes [13]. Além disso, podemos estudar lasers atomicos [13]. No momento em que
desligamos a armadilha que confina os bésons no potencial, os atomos todos fluiriam
como uma fonte monocromatica ideal de um feixe atomico. Tal feixe pode ser usado
para estudos analogos aqueles para correlacoes de fétons em Optica quantica. Nesse
sentido, podemos construir estados emaranhados que sao de interesse particular na
compreensao da medicao quantica e dos fenomenos de comunicagao quantica como
teletransporte e computagao quantica [13]. Ainda, o condensado pode ter aplicagoes
em metrologia de precisao ja que em experimentos de ressonancia o alargamento
heterogéneo desaparece completamente e conseguimos observar ressonancias muito
finas. Essa possibilidade experimental comeca, hoje em dia, a ser chamada de laser
atomico ou numa denominagao mais antiga de boser [13]. Assim, notamos a vasta
gama de aplicagoes desses gases degenerados e justificamos o estudo deles nessa

dissertacao de mestrado.

1.3 Potenciais de confinamento

Nos capitulos ulteriores dessa dissertacao, estudaremos a dinamica quantica de
um CBE aprisionado em potenciais de pogo duplo resultando numa dinamica ideal
para processos de deteccao de fase. Nesse sentido, ilustramos nessa secao a real
possibilidade de se construir tais potenciais de aprisionamento para condensados
de Bose-Einstein, mostrando brevemente algumas caracteristicas de certos tipos de
potenciais de aprisionamento recentemente realizados experimentalmente. Atual-
mente, novas técnicas de confinamento se tornaram possiveis devido a convergéncia
de dois campos anteriormente distintos da fisica atomica: gases quanticos e redes

opticas.



1.3.1 Redes 6pticas

Uma rede éptica é essencialmente um cristal artificial de luz. Isto é, um padrao
peridédico de intensidade que é formado pela interferéncia de dois ou mais feixes
de laser. O exemplo mais simples de redes épticas consiste em regides claras e
escuras formadas quando dois feixes de laser com o mesmo comprimento de onda
viajando em direcoes opostas se encontram e formam um padrao de interferéncia.
Essa estrutura tem um periodo de meio comprimento de onda. Com mais lasers,
¢é possivel formar uma estrutura espacialmente tridimensional. Contudo, é mais

complicado de armazenar atomos nesse tipo de padrao de interferéncia.

Uma rede éptica pode armazenar atomos uma vez que o campo elétrico dos
lasers induzem um momento de dipolo no atomo. A interacao entre esse momentos
de dipolo e o campo elétrico do laser modifica a energia do dtomo. Se a freqiiéncia
do laser é menor do que uma dada transicao eletronica do atomo, ele é atraido para
as regioes de maximo de intensidade do laser. Por outro lado, se a freqiiéncia do
laser é maior que a freqiiéncia de transicao, os atomos sao repelidos dos maximos.
Com efeito, em ambos o0s casos, os atomos podem ser armazenados nas regioes claras
e escuras da rede éptica, e a intensidade do potencial 6ptico de confinamento pode

ser aumentada aumentando-se a intensidade do laser.

Para transferir um condensado de Bose-Einsten de uma armadilha magnética
para uma rede 6ptica, o condensado ¢é iluminado por seis feixes de lasers necessarios
para formar uma rede 3D e a intensidade dos lasers é aumentada. Esse processo
de carregamento ¢ controlado por computadores para assegurar reprodutibilidade
perfeita em diferentes experimentos. Contudo, é dificil de provar que o condensado
foi realmente tranferido para a armadilha éptica ja que o espagamento tipico en-
tre os sitios na rede é muito pequeno (por volta de 430 nm) para os dtomos serem
resolvidos diretamente. Todavia, um padrao periédico pode mostrar efeitos de in-
terferencia quando iluminados por ondas coerentes mostrando se o condensado foi
realmente transferido. Podemos também desligar o potencial da rede e usar padroes
de interferéncia dos condensados para analisar como os atomos de sitios diferentes
se sobrepoem. Uma vez que os atomos no condensado tém coeréncia de fase, um

padrao de interferéncia aparece conforme os condensados se sobrepoem.

Além de dar acesso a novas fases quanticas de estados de muitos corpos, con-
densados de Bose-Einstein em redes opticas oferecem grandes oportunidades para o
processamento de informagao quantica. Atomos num estado isolante de Mott po-
dem ser vistos como um registrador quantico no qual cada qubit é representado por
um unico atomo. A transicao Mott pode entao ser usada para iniciar um grande

conjunto de qubits (da ordem de 100000) num tinico passo experimental. O desafio



entao ¢ o de construir portas légicas quanticas entre atomos que estao aprisionados
em diferentes sitios da rede. Em 1999 Dieter Jaksch, Ignacio Cirac, Peter Zoller et
al [14] sugeriram um modo de se fazer isso. Nessa proposta, os potenciais épticos
dependentes do estado podem ser usados para fazer com que atomos de sitios vizi-
nhos acabem no mesmo sitio. A idéia é de que ambos os atomos sofrem colisoes que
resultam numa mudanca de fase definida no estado de duas particulas. Assim, esse

sistema constituiria uma porta de fase quantica.

Um grande problema em se usar redes oOpticas para o processamento de in-
formagao quantica é dirigir-se a atomos particulares em diferentes sitios da rede.
Esse acesso nos permitiria ler e escrever informagao em atomos selecionados do
mesmo modo que é feito no registro de um bit individual num computador classico.
Recentemente, Wolfgang Alt et al [15] mostraram que campos magnéticos podem
ser usados para selecionar atomos individuais que estao separados por alguns sitios.
Ainda, Phillips et al [16] estao explorando outras possibilidades nas quais atomos
sao carregados de trés em trés sitios sobrepondo uma chamada super-rede sobre um

padrao de rede regular.

Figura 1.1: Representacao esquematica de uma rede éptica com espagamento con-

trolavel entre os sitios

Esse mesmo grupo mostrou como ¢ possivel manipular o espacamento da rede
controlando-se o angulo sobre o qual os feixes de laser interferem de tal forma
que se consegue experimentalmente ir rapidamente de uma situacao de pequeno
espagamento entre os sitios para uma de grande espacamento nessa rede tipo gaita
(ver Fig. 1.1). Esse resultado é extremamente importante em vista dos resultados

encontrados nessa dissertagao, como serd visto posteriormente.



1.3.2 Microchips

A técnica mais moderna e mais utilizada atualmente para armazenamento e
interferometria de condensados de Bose-Einstein consiste em armadilhas magneto-
Opticas em superficies de chips micrométricos. A possibilidade de integrabilidade
e precisao de manipulagao de um tnico atomo mostram a importancia tecnolégica
desse processo*.

O esquema de armazenamento consiste numa trilha condutora inserida sobre
o substrato. Por essa trilha passa uma corrente elétrica DC que gera um campo
magnético entorno desse fio. Em seguida, combina-se esse campo com um campo
magnético externo constante By conforme a Fig. 1.2. Assim, a superposicao dos
campos da trilha e externo cria uma armadilha de quadrupdlo bi-dimensional, ou
guia atomico, com uma forga restauradora transversa proporcional ao campo. Arran-
jos experimentais de varias trilhas paralelas com ou sem um campo externo podem

também ser usadas para criar tais guias.

Campo do fio Campo externo By Campo total

Figura 1.2: Esquema de aprisionamento de condensados de Bose-Einstein em mi-
crochips. Combina-se um campo de quadrupolo com um campo constante externo,

obtendo-se o perfil de aprisionamento mostrado.

Com esse processo de armazenamento em maos pode-se construir um potencial
de aprisionamento de pogo duplo como segue. Um fio reto carregando uma corrente
estédtica (~ 1A) é usado para aprisionar um condensado de Bose-Einstein num chip

atomico diretamente abaixo de uma segunda trilha carregando uma corrente de

*Para uma discussao mais detalhada verifique a Ref. [17]



radio freqiiéncia (~ 60mA e 500kH z). A trilha DC tem uma largura de 50um e é
separada 80um da trilha de RF(10um de largura). Colocando-se a armadilha 80um
da superficie do chip na posicao indicada na Fig. 1.3 consegue-se um desdobramento
horizontalmente simétrico [17]. O campo de RF acopla diferentes estados atomicos
de spin. Assim, o potencial de aprisionamento inicial DC é deformado para um
potencial efetivo adiabatico sob a influéncia do campo de RF com a freqiiéncia
abaixo da freqiiéncia de Larmor no minimo do potencial (~ 1G). Na diregao vertical
(y), a intensidade de acoplamento espacialmente homogénea de RF leva a uma leve
relaxacdo da armadilha estatica. Na direcao (x), o efeito adicional de variagoes
locais do acoplamento RF quebra a simetria rotacional da armadilha e permite a
formagao de um potencial de poc¢o duplo com separagao (d) entre os pogos e barreira

de potencial de altura (Vpq,)-

correnie DC L3
'\k E
* 1
. CBE e=me=>
¥
RN 4
canipo Bias

Figura 1.3: Representacao esquematica do processo de aprisionamento de um con-
densado de Bose-Einstein num potencial de poco duplo. O CBE é armazenado

magneticamente a alguns p-metros do substrato.

1.4 Estrutura

O trabalho apresentado nesta dissertacao pode ser separado em duas grandes
partes. A primeira, discutindo a dinamica quantica de um condensado de Bose-

Einstein num potencial de poco duplo na aproximagao de dois modos num ansatz



em que as colisoes cruzadas sao consideradas relevantes, e a segunda, estudando
a aplicagao desses regimes dinamicos em propostas de deteccao homoddina de fase
nesses sistemas condensados. Sendo assim, a discussao da dinamica é feita no Cap.
2 e da deteccao em si no Cap. 3, restando o Cap. 4 como uma discussao das
duas frentes de pesquisa aqui apresentadas e dos resultados principais de forma
concatenada. Os capitulos seguem segundo a ordem na qual eles foram desenvolvidos
originalmente. Todavia, o leitor pode comecar a leitura em qualquer se¢ao. Nos
pontos em que uma secao € conseqiiéncia direta de outra, as referéncias cruzadas
necessarias sao fornecidas. Uma vez que esse texto aborda varios campos distintos
de pesquisa, uma literatura adequada revisa a dissertacao inteira na quinta secao.
Espero, assim, que o leitor consiga acompanhar os raciocinios aqui explorados com

suficiente desenvoltura.



Capitulo 2

Gases de Bose em potenciais de poco duplo

“Que for? Ah! quebrou-se a ponta do ldpis?
Amanha vancé escreve o resto;
olhe que dd para encher um par de tarcas!”

- Simoes Lopes Neto

Esse capitulo trata extensivamente da dinamica de um CBE de espécie atomica

Unica, aprisionado num potencial de poco duplo conforme ilustra a Fig. 2.1 abaixo.

u,(x) uy(x)

Figura 2.1: Representacao esquematica de uma armadilha de potencial de poco

duplo com sobreposi¢ao da fungao de onda dos pogos vizinhos (colisao cruzada).

Essa dinamica é estudada em diversos regimes e segundo formalismos semi-
classico e completamente quantico. Serve esse texto, entao, de justificativa tedrica e
conceitual para o cerne do trabalho que é a aplicacao do entendimento denso da na-
tureza desses condensados nos processos que envolvem detec¢ao homddina atomica

em condensados de Bose-Einstein.
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2.1 Introducao

Observagoes recentes da condensacao de Bose-Einstein (CBE) em sistemas de
atomos neutros aprisionados [3, 4, 5], abre um novo contexto para o estudo da
mecanica quantica de sistemas mesoscopicos. Em particular, CBE atomicos a-
presentam uma variedade de fenomenos de interferéncia quantica e ja foi sugerido
por Javanainen [18] e Grossman and Holthaus [19] a possibilidade de tunelamento
de particulas condensadas entre duas armadilhas atomicas adjacentes. Esse tunela-
mento resultando numa troca harmonica dos atomos entre as armadilhas é andlogo
ao efeito Josephson [20] para dtomos neutros no qual a troca se d& devido a fase
relativa entre as funcoes de onda macroscopicas nos dois sitios. Contudo, esses
dois autores nao levaram em conta interacoes do tipo esfera rigida entre os atomos.
Nesse sentido, a natureza de CBEs aprisionados em um potencial duplo com a pre-
senca dessas colisoes foi muito estudada por Milburn et al [6], fazendo-se uso de
métodos de teoria quantica de campos e de 6ptica nao-linear segundo uma apro-
ximagao de dois modos. Todavia, esses ultimos autores nao levaram em conta em
suas discussoes uma presenca possivelmente importante dos fenomenos de colisao
cruzada entre os atomos de cada modo do potencial. Consideramos aqui o caso
de um CBE atomico confinado por um potencial duplo com minimos suficiente-
mente separados, onde cada pogo de potencial representa uma armadilha atomica.
Usando a suposigao de fatorizacdo de campo médio (aproximagcdo semi-cldssica),
junto com uma aproximacao de dois modos, encontramos solugoes para a equagao
de Gross-Pitaevskii [21] incluindo interagoes de muitos corpos e colisao cruzada. Em
seguida, um tratamento completamente quantico é levado a cabo. A observacao de
tunelamento quantico nesse sistema pode ser feita de forma mais simples do que em
outros sistemas condensados [22], ou o acoplador direcional nao linear [23], devido

a pequenas dissipacoes em contextos de éptica atomica.

O restante desse capitulo é organizado da seguinte maneira. Apresentamos
nosso modelo basico e em particular a aproximacao de dois modos para a dinamica
quantica dos condensados acoplados. Discutimos assim os limites de validade desse
modelo. Na secao subseqiiente é feita uma digressao sobre a solucao de campo
médio do problema quantico. A seguir, estudamos a dependéncia dos fenomenos de
colisao cruzada, auto-colisao e tunelamento com a geometria da armadilha que con-
fina os atomos neutros no estado condensado. Vemos assim, que os termos de colisao
cruzada podem se tornar muito importantes conforme a natureza dos atomos usa-
dos, sendo dependente do comprimento de espalhamento desses. Mostramos que na
dinamica quantica completa o termo de colisao cruzada compete com a auto-colisao

e ainda auxilia o fenéomeno de tunelamento quantico. Quando as taxas de colisao
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cruzada e auto-colisao sao da mesma ordem, a dinamica implica numa oscilagao
coerente do tipo Rabi tornando o experimento ideal para processos que envolvem
deteccao homodina. Este iltimo assunto é que sera abordado nos capitulos seguintes.
Enfim, algumas conclusoes sao apresentadas e discussoes sao feitas na tltima secgao

desse capitulo.

2.2 Modelo basico

2.2.1 Aproximacgao de dois modos

O modelo aqui estudado consiste num potencial de poco duplo simétrico de
particula tnica V(r) com minimos em r; e ry, e onde sem perda de generalidade
escolhemos V(11 2) = 0. Assumimos ainda que esse potencial é tal que os dois estados
de menor energia sao muito proximos um do outro e muito separados dos outros
possiveis estados de energia do potencial. Nesse sentido, supomos que as interacoes
de muitos corpos nao mudam significativamente a situagao. Assim, expandimos o

potencial em torno de cada minimo como segue

V)=V —r)+.,5=1,2 (2.1)

onde ‘7(2)(7‘ —rj) é a aproximacao parabdlica para o potencial na vizinhanca de cada
minimo. Definimos a seguir, o estado ug(r) como o modo de particula tnica do
estado fundamental do potencial local, com energia Ej, e definimos as solugoes de
modo local dos pogos individuais u 2(7) = ue(r — r12). Os auto-estados de energia
do potencial de poco duplo global podem entao ser aproximados por combinagoes

simétricas (+) e anti-simétricas (-) da fungao de onda

1
us(r) =~ ﬁ[ul(r) + uy(r)], (2.2)

com correspondentes autovalores £, = Fy+ R e

R = /d3rui (M [V(r) = VO>r —r)]ug(r). (2.3)
A freqiiéncia de tunelamento €2 entre os dois minimos é entao dada pelo desdo-
bramento dos dois menores estados de energia 2 = %. A matriz de elementos R

descreve o acoplamento entre os modos locais.
O Hamiltoniano de muitos corpos descrevendo o CBE atomico num potencial

arbitrario é dado por [24]
; s M2 a0 U s o
() = [ @[5 VitVi + Vi + ity (2.4
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onde m a massa atomica, Uy = mede a intensidade das interagoes de dois
corpos, e a é o comprimento de espalhamento de onda-s ja que somente espalhamento
do tipo esfera rigida é considerado. Ainda, Qﬂ(r,t) e ﬁT(r,t) sao os operadores de
campo que destroem e criam particulas na posicao r e tempo ¢ na representagao
de Heisenberg. Vale lembrar que o ordenamento normal foi utilizado em todos os
calculos. Assim, em termos dos modos locais podemos escrever os operadores de

criacao e aniquilagao na seguinte forma

¢i(t) = / dru’ (r)d(r, t). (2.5)

Assim, o Hamiltoniano de muitos corpos se reduz a seguinte aproximacao de dois

modos*

H = Ey(a'a+b'b) +h(2A(N — 1)+ Q)[a'd + bla] 4+ hnla’d + ba]?
+ Nk —n)[(a')*(a®) + (b)*(0*)] + IgN(N — 2), (2.6)

Uo
2h
termo é devido a auto-colisao e os dois tltimos a colisao cruzada. Ainda, Ve}} =

onde K = 25(‘]/72”,17 = (82) [ dPruguojus;ueg, A = (52) [ dPruf ugjug;ue;. O primeiro
[ dr|ug| é o volume efetivo de cada modo do potencial.

Exploramos entao as conseqiiéncias desse modelo para um CBE atomico num
pogo de potencial duplo. E f4cil de ver que no caso em que hn — 0 e hA — 0, o
Hamiltoniano se reduz aquele discutido em [27, 28] que tem a forma de uma equagao
discreta de auto-aprisionamento e ja foi anteriormente estudado no contexto de um
“quantum dimer” [29] para um modelo de oscilagoes anarmonicas em pequenas
moléculas e também no contexto de um acoplador éptico direcional nao linear [46,
23]. Ainda, é direto que quando ik — 0 , o Hamiltoniano (2.6) se reduz aquele

previamente empregado no estudo de tunelamento em condensados [18, 19].

2.2.2 Sistema de poco duplo

Podemos ilustrar as caracteristicas gerais do sistema de pogo duplo considerando

o seguinte potencial

d 1
V(r) =b(z* - %)2 + §mwt2(y2 + 2%), (2.7)

onde o acoplamento ocorre ao longo de x, e w; é a freqiiéncia da armadilha no
plano y-z. Esse potencial tem minimos locais em r; = qox e 19 = —qox, onde

g2 = d/2b. Nesses pontos, o movimento linearizado ¢ harmonico com freqiiéncia

*Para detalhes das contas, consulte o apéndice A.
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wo = (4d/m)'/2. Assim, sem perda de generalidade escolhamos por simplicidade

wp = wy. Nesse sentido, seja

72r) = ;mwg((x )P+ ), (2.8)

Com efeito, fixaremos wy mantendo d constante e considerando apenas variagoes
de qo. Isso é equivalente a variar a altura da barreira D separando os dois pogos
de modo que D = dg?. E ainda conveniente reescalar o comprimento em unidades
da incerteza na posicao do estado fundamental do oscilador harménico ro = VA,
onde A = ;- A altura do potencial é entdo dada por D = (hwo/8)(%). Assim,

2mwo

para uma escolha adequada de D, apenas dois auto-estados de energia se encontram

abaixo da barreira. O modo local de cada poco pode entao ser dado por

1 3 —(r—qp)?

wolr) = (5™, (29)

que é o estado fundamental do oscilador harmonico simples. Esses estados sao
Gaussianos, o que nos permite calcular explicitamente todas as integrais necessarias.
Nesse sentido, as taxas de tunelamento, auto-colisao e colisao cruzada sao dados

respectivamente por

2
0 = %e—qgm, (2.10)
U() ]. 3/2
_ (Yo 1
ko= ()5 (2.11)
U, 1 2
1= () (ox) e, (212)
1 2
A= (e, (213)
Podemos ainda supor um potencial do tipo
2,.2
V(r):muér 25 e~ /207 (2.14)
o

onde o confinamento novamente é na direcao do eixo x por uma perturbacao Gaus-
siana, 3 da a altura da perturbacao e o da o desvio padrao no pacote da perturbacao.
Nesse caso, podemos também supor uma certa localizacao dos modos em cada pogo
do potencial. Assim, um calculo direto mostra que os termos devido as colisoes sao

os mesmos que nas Egs. (2.11-13) e a taxa de tunelamento é dada por

JT 5

h 47r2:c8h[ (202 + x3)

— madw?]e /. (2.15)

Em que a é o minimo do potencial obviamente dado por a = o4/In( %) quando

esse potencial é extremado e seus pontos de maximo e minimo locais sao encontrados.

14



Vale notar ainda que xy é a incerteza na aproximagao harmonica de cada modo.
Nesse sentido, a relagao entre os fenomenos de tunelamento, colisao cruzada e auto-
colisao sao analizados adiante para varios regimes de localizagao onde é discutido a
aproximacao feita por Milburn et al [6] ao se desprezar os termos de colisdo cruzada.

Vale lembrar ainda que um tratamento mais completo seria o de realizar calculos
exatos nos quais a sobreposi¢ao dos modos atomicos individuais mostrasse os respec-
tivos padroes de interferéncia, modificando assim, os modos locais com relagao as
fungoes gaussianas recém utilizadas. Isso pode ser feito a partir de uma integragao
direta das fungoes de Schrodinger nao polinomiais [25] ou através das solugoes esta-
cionérias de GP como exemplifica a ref. [26]. Nesse sentido, mantivemos a aprox-
imacao de dois modos e investigamos o efeito das colisoes cruzadas nesse modelo.
Isso faz com que o trabalho se torne muito menos penoso e permite a verificacao de
uma dinamica dessarte rica. Assim, é espantoso que esse modelo extremamente sim-
plificado do problema de muitos corpos forneca essencialmente os mesmos resultados

qualitativos que os procedimentos acima referidos.

2.2.3 Limites de validade

A aproximacao de dois modos é valida quando as interacoes de muitos corpos pro-
duzem apenas pequenas modificagoes das propriedades dos potenciais individuais.

Isso equivale a dizer que

i i > v 1%l (2.16)
Wy = e — :

0 2mr, 8 ‘/e ff

Como ¢ sabido, as colisdes diminuem a energia total de sistemas condensados [30]
(para um volume de modo nao fixo). Conforme mostraremos na Fig. 2.3, as colisoes
cruzadas também diminuem os auto-valores do Hamiltoniano de interacao. No mod-
elo aqui discutido, as colisoes cruzadas competem com a auto-colisao de tal modo
que podemos definir uma nova taxa de colisao ' = k — 1. Da mesma forma, essa
competigao leva a um volume efetivo de cada modo V/;, = % ja que as colisoes

cruzadas diminuem mais ainda a energia do estado fundamental, aumentando o vol-

ume efetivo do modo de cada pogo. Assim, usando V,; ~ 873223, 0 novo volume
. 8 3/2..3 . , .

de modo effetivo se escreve Ve’ff ~ u %)12) e o ansatz de dois modos é valido

0

— g2
(1—e" %
sempre que a seguinte condicao for satisfeita para o nimero total de dtomos

Zo

N )
< al(1 = e722%)

(2.17)
Assim, para valores adequados da geometria da armadilha podemos fazer com que os

termos a direita da equagao acima sejam suficientemente grandes ao ponto de serem

da ordem de valores usados nos experimentos tipicos de condensacao. Essa discussao
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pode ser melhor ilustrada da seguinte maneira. Ao aumentarmos a sobreposicao
entre as funcoes do onda dos modos vizinhos, diminuimos a densidade de atomos
em cada sitio. Como conseqiiéncia direta, a colisao entre atomos do mesmo sitio
diminui e a taxa de tunelamento é aumentada. Com efeito, no modelo tipico em
que as colisoes cruzadas sao desprezadas obtemos valores maximos da ordem de 100
atomos. J4 no modelo aqui discutido, valores reais da ordem de 10% a 10° podem
ser alcancados sob condigoes adequadas da geometria do potencial de confinamento.
Ja que valore tipicos sdo xg ~ um, |a| ~ nm e qo ~ pm. Por outro lado, se
as interagoes de muitos corpos dominam sobre a energia cinética, as propriedades
do estado fundamental sao fortemente modificadas com respeito as lineares. Nesse
caso, a aproximacao de dois modos empregada aqui nao é aplicavel e o ansatz de
Thomas-Fermi [31, 32] deve ser utilizado.

toma a potencial validade funcional da

2.3 Aproximagao semi-classica

Antes de procedermos a uma andlise completamente quantica do Hamiltoni-
ano (2.6), consideramos a aproximagao de campo médio (semi-cldssica). Para isso,
empregamos a aproximagao de Hartree [33] para um numero fixo de dtomos N, e

escrevemos o vetor de estado atoémico como
1 o
U (t :—/dgr r )01 (r, 0Y1V]0), 2.18
U (t)) T\f![ on(r, )" (r, 0)]7]0) (2.18)

onde |0) é o vdcuo do campo bosonico. Assim, a equacdo de Schrédinger nao linear
auto-consistente ou simplesmente equacao de Gross-Pitaevskii para a funcao de onda
do condensado segue da equagao de Schrodinger, e é dada por [21]

Do h?

ih—= = [—%v2 +V(r) + NUy|pn|*]én- (2.19)

Para uma escolha adequada do potencial global V(r), a Eq. (2.19) pode ser re-
solvida numericamente para dadas condicoes iniciais. Em particular, essa equacao
permite simulagoes do tunelamento do condensado sem as limitacoes impostas pela
aproximacao de dois modos. Nessa aproximagao, contudo, usamos os modos locais

descritos acima de forma a escrevermos
o (r,t) = e B Rby (H)uy (r) + by(t)ua(r)]. (2.20)
Se negligenciarmos as colisoes cruzadas, obtemos
db;  —if) 9

E = Tbg_]‘ — 2@/@N|bj| bj. (221)
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O ntmero de atomos no j-ésimo pogo ¢ dado por
N;(t) = (Un (8)[E6]Un () = Nibs(6)]*, (2.22)

o que nos fornece a ligagao entre as amplitudes acopladas dos modos e os valores
esperados do problema quéantico. As Eq.(2.21) tém uma solucao exata [18, 19, 20].
Para o caso em que N dtomos estao inicialmente localizados no poco 1, N;(0) =

Nbi|> = N, o ntimero de dtomos no pogo 1 varia com o tempo conforme
N 2 /A2

com N; + Ny = N. Onde cn(¢|m) é uma fungao eliptica de Jacobi e N, é o niimero

critico de atomos dado por

N, = —. 2.24
- (224)

Para N < N, essa solucao exibe oscilagoes periddicas entre os modos com periodo
K(N?/N?) que depende do ntimero de atomos, onde K (m) é uma integral eliptica
completa da primeira espécie. Para N < N,, cn muda para cosseno e as oscilagoes
sao precisamente como aquelas no efeito Josephson [27]. Conforme o ntimero de
atomos é aumentado, o periodo de oscilacao aumenta até o ponto em que N = N, e
o periodo se torna infinito. Essa bifurcagao no sistema nao linear implica nesse ponto
o sistema evoluir assintéticamente a um nimero igual de d&toms N/2 em cada pogo.
Para N > N,., o periodo de oscilacao se reduz novamente mas a transferéncia de
populacao entre os pocos nao é completa. Em outras palavras, as oscilagoes coerentes
sao inibidas para muitos atomos e o fenomeno de auto-aprisionamento comeca a
acontecer. Isso ocorre mesmo para um numero fixo de atomos N e nao depende
entdo da coeréncia entre estados de nimero diferentes. E preciso contudo que haja
uma fase relativa definida entre as amplitudes b, » dos dois pogos de potencial.

A escolha das condicoes iniciais depende do estado do condensado. Num caso
tipico esperamos que haja um nimero igual de atomos em cada pogo do potencial,
e entao o estado fundamental de muitos corpos refletiria a simetria fundamental
do potencial. Isso significa que a quantidade (|be|*> — |b1|?) seria inicialmente nula.
Contudo, como o ntimero total de particulas é conservado (|bs|*+]b1]?) = 1, devemos
ter

biby = ;e“’, (2.25)
onde # ¢é a fase relativa entre as amplitudes b; e by, respectivamente. O condensado
deve entao ter uma fase bem definida entre os pogos do potencial. De acordo com a
no¢ao usual de quebra espontanea de simetria [34, 35, 36|, essa fase é escolhida de

forma aleatoria para uma dada realizacao do sistema e, se calculada a média sobre
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muitas realizagoes obterfamos uma contribuicao nula do termo dependente da fase
no ensemble. Para investigarmos as conseqiiéncias da quebra espontanea de simetria

para a dinamica semi-classica, sera conveniente definir trés novas variaveis

1
Sy = §(|b2|2—|171|2), (2.26)
S, = ;(b’{bg—c.c), (2.27)
s, — ;<|b;bg+c.c). (2.28)

Na secao seguinte, mostraremos que S, ¢ o momentum médio do condensado, en-
quanto que S, é a diferenca de nimero atomico entre os dois auto-estados de
particula individual do sistema de potencial de poco duplo. Ora, se S, = 0 devemos
ter S, = %@ esS, = %@. Se o momentum médio do condensado é inicialmente
zero, t = 0 e 5,(0) = 1/2. Tal condigao inicial é um ponto estacionario da dinamica,
como ¢ facil de observar se escrevermos as equagoes de movimento em termos das

varidveis reais acima dadas pelas Eqs. (2.26-28). Com efeito

S, = —2h[Q+2A(N —1)]S, — 2AnNS,S., (2.29)
S, = 2h[Q+2A(N —1)]S, — 4h(k — 3n)NS.S,, (2.30)
S. = 4h(k —1n)NS,S,. (2.31)

E direto que essas equagoes indicam precessoes nao lineares entorno dos eixos S;, Sy
e S,. Ainda, 3, S? = 1/4(i = x,y, 2) é uma constante de movimento, o que corres-

ponde a uma conservacao do numero total de particulas.

Estudamos agora o comportamento de S, para valores diversos das taxas x, 7, A
dadas pelas Egs. (2.11-13). O valor critico para o qual o auto-aprisionamento ocorre
é aumentado. O auto-aprisionamento ainda é presente, apesar de ser relativamente
inibido pela presenca da colisao cruzada uma vez que conforme mostram as Egs.
(2.29-2.31), a colisao cruzada compete com a auto-colisdo. Para situagoes adequadas
da geometria do potencial de confinamento, quando a colisdo cruzada é forte o
suficiente de modo n — « (no sentido de k — 7 < Q) o comportamento de auto-
aprisionamento é totalmente suprimido fazendo com que haja puramente oscilagoes
coerentes entre os modos do condensado (regime que chamaremos de Rabi efetivo).
Assim, é razoavel de se entender a presenca da colisao cruzada como um fenémeno
auxiliar ao do efeito Josephson que conseqiientemente compete com a auto-colisao

e com o auto-aprisionamento, até mesmo inibindo-a.
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2.4 Dinamica quantica
2.4.1 Modelo quantico

Seguindo um ansatz de dois modos, podemos obter uma solugao exata do pro-
blema quantico de forma a acessar o efeito das flutuacoes quanticas sobre as solugoes
da equacao de Gross-Pitaevskii. O operador de niimero total N = (a'a+bTb) é uma
constante de movimento e entao ¢ escolhido de modo a ser igual ao niimero total de
atomos N. Definimos agora trés operadores que obedecem as relacoes de comutagao

do grupo SU(2), segundo um formalismo de Schwinger

. 1
- 5(bTb —a'a), (2.32)
j, = %(bTa —a'b), (2.33)
R 1
J. = 5(cffb+ ba). (2.34)
Onde o invariante de Casimir é dado por
.. N N
J?="—(=+1). 2.35
5 ( 5 T ) (2.35)

Ora, esse modelo é analogo a um modelo de momentum angular com autovalor total
igual j = N/2. O operador J, corresponde a diferenca no nimero de ocupacao
da particula entre os auto-estados de energia. Por exemplo, o auto-estado de peso
méximo |j, j), corresponde a todas as particulas ocupando o maior auto-estado de
energia, ¥y(x). O operador J, nos dé a diferenca no nimero de particulas entre os
estados localizados de cada pogo (uj,us). De fato, para o caso unidimensional, o

operador posicao na representacao de campo é dada por
2q0 -
r— —Jy, 2.36
TN (2:36)

entao os auto-estados de pesos maximo e minimo de J, correspondem a localizacao
de todas as particulas num poco ou no outro. A interpretacao de J, é crucial para
uma real compreensao do tunelamento. Em uma dimensao, o operador momentum

ih(%) na representacao de campo é dado por

2R(Q + 2A(N — 1))

GowWo

A

Jy, (2.37)

donde ¢ direto que J, corresponde ao momentum do condensado. Nesse modelo de
momentum angular, o Hamiltoniano de dois modos com colisdo cruzada pode ser

reescrito na versao de interagao (Dirac) como

Hy = 2h[Q + 20(N — 1)]J. + 4hnJ? + 2h(k — n)J2, (2.38)
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onde negligenciamos deslocamentos de energia devidos a termos proporcionais ao
nimero total de atomos N e suas poténcias ja que eles correspondem apenas a
deslocamentos no zero de energia. Esse Hamiltoniano descreve precessoes nao li-
neares em torno dos eixos z e z. A Eq. (2.38) é ainda simétrica sob rotagdes de
7 rad em torno do eixo z. Tal transformacdo corresponde a .J, — —J, que em
vista da interpretacao de J, discutida acima corresponde a simetria de paridade
do potencial de poco duplo. Com efeito, todos os auto-estados advém de uma das
classes de paridade correspondendo aos dois auto-estados dessa transformacao. E
interessante notar que esse Hamiltoniano é similar aos modelos considerados por
Haake [37] quando as taxas de colisdo cruzada sao pequenas. E mais conveniente
trabalhar agora numa versao de interacao ao invés da de Schrodinger ou Heisenberg.
Escrevemos entao

Hy =1 J, + 4hnJ? + 25(k — n)J> (2.39)

com ' = 2[Q+2A(N —1)]. Assim, a colisdo cruzada corrige a taxa de tunelamento
por uma freqiiéncia efetiva ' que depende diretamente do nimero de particulas
condensadas e da geometria do potencial através de A.

Na Fig. 2.2, mostramos rapidamente a relagao entre a taxa tunelamento €2 e a
taxa corrigida pela colisao cruzada €2 bem como uma comparagao entre as outras
taxas de colisao e um esquema do potencial de poco duplo. Com efeito A é muito
pequeno se comparado com {2 mas para um numero grande de bdsons, o termo
adicional de tunelamento pode levar a efeitos observaveis sempre que 2A(N —1) > Q.
Além disso, o tltimo termo da Eq. (2.39) mostra que o termo de colisdo cruzada
1 compete com o de auto-colisao x levando a uma taxa efetiva de colisao in sito
k' = k —n. Tipicamente, n, A < €2, mas os efeitos de colisdo cruzada podem ser
desprezados somente quando 2A(N — 1)/Q < 1, isto é, se

AsTo 2

(N —1) e %/ < 1. (2.40)

m2q3

Considerando-se valores experimentais de N=1300, a;,=>5.3nm, para o isétopo 87 do
Rubidio e gy = 2.2um, obtemos que somente quando xg < 0.82¢y os efeitos da co-
lisao cruzada podem ser desprezados. Esse valor depende fortemente no ntimero de
atomos da amostra e crescera rapidamente conforme N é aumentado. Além disso,
igualando ' a freqiiéncia de oscilacao observada no experimento recente realizado
por Albiez et al [25] de 25 Hz e Q a freqiiéncia de tunelamento esperada de 2 Hz,
encontramos que somente quando xy ~ 6.57¢qy a freqiiéncia de tunelamento mudaria
significativamente devido as nao linearidades advindas das colisoes cruzadas. Es-
tando assim, dentro da aproximacao de dois modos, considerando que as fungoes de

onda sao aproximadamente dadas por aquelas do estado fundamental do oscilador.
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Figura 2.2: Comparacao entre as freqiiéncias de colisao e tunelamento corrigida e
nao corrigida segundo as Eqgs. (2.10-13). No inset representamos a geometria da
armadilha de poco duplo. Note o forte aumento na taxa de tunelamento devido a
presenca da colisao cruzada. Ambos os eixos sao adimensionais, sendo o oordenado

normalizado em unidades de k.

Isso implica o sistema estar dentro do regime efetivo de Rabi de tunelamento como
discutiremos nos capitulos a seguir. Com efeito, para dado ¢y, a razao xy/qo decresce
rapidamente conforme o numero de particulas aumenta. Ainda, para N=1300 e
qo = 0.5pm uma mudanga substancial na taxa de tunelamento seria observada para

0 &~ ¢o. Vale notar que a analise acima pode também ser aplicada considerando-
se os modos locais dados aproximadamente pelos estados excitados do oscilador
harmonico. Em tal caso, as condicoes sobre a dispersao na funcao de onda em
relacao a distancia entre os minimos do potencial de armazenamento seriam signi-

ficativamente relaxadas [38].

2.4.2 Auto-estados de energia

O conjunto de estados mais natural que exibe quebra espontanea de simetria
para esse sistema condensado no modelo de momentum angular de Schwinger sao os

estados coerentes de momentum angular [39] definidos em termos dos auto-estados
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de J, por
J m+j
_ 2j 12 @
’a> Z '<Cm+j> (1 _|_ |Oz|2)j

m=—j

l7,m), (2.41)

com a = e “tan(/2). Para esses estados temos (J,) = (N/2)sen(8)cos(), (J,) =
(N/2)sen(0)sen(¢) e (J.) = (N/2)cos(f). Ao invés de terem uma distribuicdo
Poissoniana, esses estados tém uma distribuicao binomial do ntimero de particulas
sobre os dois auto-estados de energia do potencial. Esses estados foram usados por
Wong et al. [40] para testar aspectos de quebra de simetria. Obviamente, para um
condensado de momentum nulo devemos ter ¢ = 0 e para a situacao de dois pogos
igualmente populados ¢ = 7/2.

Nesse sentido, é de se esperar que para N pequeno, o termo 2h() — 2A)jz na Eq.
(2.38) domine o comportamento do Hamiltoniano. Sendo os auto-estados de energia
préximos aos N + 1 auto-valores de jz, o estado do condensado estara proximo ao
estado de peso minimo |j, —j),. Esse é de fato o estado fundamental do potencial
de poco duplo e entao a funcao densidade do condensado serd simétrica como o
esperado. Assim, a dinamica é dominada por uma precessao em torno do eixo z. Se

o sistema comeca entao com simetria quebrada de forma que
(J,) = NS, #0 (2.42)

(que corresponde a um estado de momentum nao nulo), a precessao em torno do eixo
z fard com que J, oscile numa freqiiéncia Q—2A menor do que a prevista por Milburn
et al [6] por um fator 4A, que depende de quao forte é o fendmeno de colisdo cruzada.
Contudo, isso nos diz que o condensado se acumula primeiro num dos pocos e depois
de um periodo determinado se acumula no outro. Isso é andlogo ao caso geral para
superfluidez quando uma quebra espontanea de simetria da ao condensado uma fase
e um momentum nao nulo [34]. Quando N é relativamente pequeno a presenga
da colisao cruzada nao modifica muito a dinamica do condensado em comparacao
com o modelo onde esse fendmeno é considerado muito pequeno frente aos outros,
acarretando apenas num aumento na taxa de tunelamento para atomos atrativos e
uma diminuicao no caso de atomos repulsivos.

Por outro lado, quando N é suficientemente grande, o sistema tende a ser do-
minado pelos dois termos nao lineares no Hamiltoniano em (2.38) além do termo
4ANJ,. Ora, o Hamiltoniano aqui usado difere daquele usado em [6] pelo termo
nao linear 4hnj22 e por 2AN J,. Esses fazem com que o estado fundamental e entao
o estado do condensado difira do estado de peso nulo |j,0),, com todos os outros
estados estando duplamente degenerados. Estados esses que corresponderiam a um

numero igual de particulas em cada um dos estados localizados em cada poco, tendo

22



também uma funcao densidade simétrica. Assim, o que ocorre é que a presenca da
colisao cruzada causa uma quebra de simetria no sistema, mostrando que o estado
do condensado nao é mais aquele de uma distribuicao simétrica entre os pogos do

potencial, ocorrendo entao que a funcao densidade também nao é mais simétrica.

Na Fig. 2.3, plotamos o espectro de auto-valores para um condensado com 1000
atomos e razao fixa de /k = 50. Cada curva representa uma razao especifica n/x
como ilustrado. Paran/x = 1/1000 vemos que os auto-valores correspondem aqueles
do modelo sem colisao cruzada discutido na Ref. [11]. Os auto-estados pouco exci-
tados sao muito proximos aos do operador J, dados por |j, —j).. Estados altamente
excitados, estao mais perto dos auto-estados do operador j:f, dados aproximada-
mente por |j,0),. Esse ltimo estado sugere uma situacgao ideal para a ocorréncia
de auto-aprisionamento de populacao para grandes valores de N. O ponto de in-
flexao na figura para valores intermediarios representa a fronteira para a ocorréncia
de auto-aprisionamento. Conforme a razao n/k é aumentada, o comportamento dos

auto-valores muda dramaticamente devido a influéncia do termo proporcional a JZ2.

| 171000

20 40 60 80 100
m
Figura 2.3: Resultados numéricos para os auto-valores do Hamiltoniano na Eq.
(2.39) na base de J,. Espectros de energia para diferentes regimes da razao n/k.
Cada espectro foi deslocado por um fator constante. Observamos a mudanca de
um espectro de fonons para um de rotons conforme aumentamos a taxa de colisao
cruzada entre os modos. Os calculos ilustrados acima foram levados a cabo, diag-

onalizando-se numericamente a matriz (2.39) com um numero total de dtomos da
ordem de N=1000.
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Uma caracteristica importante é a de que o ponto de inflexdo é deslocado para
auto-valores maiores quando n/k = 1/100 — 1/10 e desaparece completamente
quando n/k > 1/5. Para nn/k ~ 1 o termo proporcional a JE ¢ desprezivel em com-
paracao com os outros termos e os auto-valores do Hamiltoniano se aproximam dos
auto-valores de jZQ conforme 1n/k — 1. Observamos entao, que as colisdes cruzadas
destacam o comportamento quadratico dos auto-valores. Identificamos assim, essa
situacao com a de superfluidez. Nesse sentido, quando essas colisoes aumentam, mais
proximos nos encontramos de excitagoes do tipo rotonicas [8]. As colisdes aumen-
tam as correlacoes interatomicas de forma a produzir assim, um minimo rotonico no
espectro de excitagoes. Pode ser entao possivel reproduzir esse espectro experimen-
talmente para adequadas condicoes do potencial de aprisionamento. Nesse sentido,
as colisoes cruzadas atuam como um analogo a um atrito atomico conforme n — & ja
que a excitagao do tipo roton corresponde ao escoamento normal de um superfluido.
Apesar da similaridade entre a superfluidez e o modelo aqui estudado é importante
notar que a superfluidez e o regime efetivo de Rabi tém fisicas muito distintas. Na
superfluidez temos solucoes deslocalizadas enquanto que no regime efetivo de Rabi
as funcoes de onda ainda estao localizadas nos minimos do potencial. Além disso,
apesar das duas situagoes serem compativeis observacionalmente, o regime efetivo
de Rabi reproduz um espectro de rotons enquanto que a superfluidez se concentra
no regime linear (fonons)do espectro. Nos limites em que a taxa de colisao cruzada

é muito pequena, o Hamiltoniano (2.39) se reduz a
H =hQJ, + 2hkJ2, (2.43)

que corresponde exatamente ao modelo de dois-modos localizado, onde a colisao
cruzada é dita pequena, derivado em [6], mostrando a validade do modelo completo

nos limites conhecidos para os auto-estados de energia.

2.4.3 Regimes quanticos

Determinemos agora a dinamica quantica completa desse modelo. Com efeito,
as equacoes de movimento na versao de Heisenberg para os operadores momentum

angular sao dadas por

~

o= —R), — 4Bl s, (2.44)
Jy = B, = 205 = 30)LJ. ol (2.45)
Jo = (k- )yl (2.46)

Se considerarmos agora as equagoes de movimento para os valores médios e fatori-

zarmos as médias, podemos definir um modelo de campo médio equivalente aquele
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obtido nas Egs. (2.29-31). E facil de ver que caso a taxa de colisao cruzada seja tal

que 1 — k (para Q' > k') as equagdes acima se reduzem a

I = R[], — ksl ], (2.47)
I, = hQ)J, + 4hkl,, T, (2.48)
J. = 0. (2.49)

Com .J, sendo uma constante de movimento, o conjunto de Egs. (2.44-46) ¢ facil-

mente resolvido resultando em
Jo(t) = J.(0) cos (Q"t) + J,(0)sen(Q"t), (2.50)

onde Q" = Q' + 8nJ, = 2[Q + 2A(N — 1)] 4+ 8nJ, é a nova freqiiéncia de Rabi, que
depende explicitamente tanto do nimero total de bdsons condensados quanto da
condicao inicial para J, através dos parametros nao lineares de colisao cruzada A e
n. Uma vez que n < §2, J, apenas da um pequeno deslocamento em 2. Assim, se
o condensado estd inicialmente num auto-estado do tipo |7, —j)., que corresponde
a uma ocupacao maxima de um dos pogos do potencial e momentum inicial zero, a

solucao para o operador de desbalanco d&
Jo(t) = J,(0) cos (Q"t), (2.51)
e para a situacao em que ambos os pogos estao igualmente ocupados é direto que
Jo(t) = J,(0)sin(Q"t). (2.52)

Para obtermos a dinamica quantica completa desse modelo, representamos o Hamil-
toniano de dois modos na base de J, e expandimos os estados na mesma base. A
evolucao temporal pode entao ser encontrada integrando-se a equacao de Schrodinger
nessa dada base.

Na Fig. 2.4, mostramos o valor médio do operador de desbalango para o estado
inicial correspondente a localizagao de todas as particulas num poco do potencial.
Exatamente como em [6], devido a flutuagdes quanticas intrinsecas nas condigoes
iniciais ocorrem algumas oscilagoes do decaimento quantico médio como esperado.
Ainda, dinamica de colapso e ressurgimento também é modificada nesse modelo.
O ressurgimento da oscilagao é novamente devido a natureza discreta do espectro
do Hamiltoniano de muitos corpos. Notemos que o tunelamento coerente domina
a dinamica mesmo quando xk/n ~ 10. Isso ocorre devido exclusivamente as co-
lisdes cruzadas que suprimem o auto-aprisionamento. Conforme a colisao cruzada

aumenta, a dinamica de colapso e ressurgimento muda. Para grandes periodos de
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tempo ha um colapso total do valor médio que dura por grandes intervalos de tempo
de modo que esse periodo diminui conforme 7 se aproxima de x, ficando préximo de
um limite de Rabi em que apenas oscilagoes coerentes da média ocorrem. Além disso,
observamos a ocorréncia de uma modulacao decrescente do colapso e ressurgimento.
Isso ocorre por causa da relaxacao de amplitude devida a nao linearidade intro-
duzidas nas Eqs. (2.44-46) pelas colisdes cruzadas. Novamente, conforme n — & a
amplitude das oscilagoes coerentes da diferenca de populacao se aproxima de uma
constante com freqiiéncia de oscilagao Q.

Para observarmos esses resultados quanticos seria necessario preparar o conden-
sado num auto-estado maximo de jw, isto é, inteiramente localizado num pogo ou no
outro. Para observar a dinamica de colapso e ressurgimento, precisariamos moni-
torar o poco inicialmente desocupado. Isso pode ser alcancado fazendo-se uso de
espalhamento de luz nao ressonante dependente do desbalango de particulas. Para
tanto, contamos que o laser usado possa ser focado de modo a distinguir os dois pogos

do potencial. Essa discussao ¢ feita com o devido cuidado no capitulo seguinte.

50

T T T
(a) oscilac@io coerente 50 ‘

40
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<JX>

20 &
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rota para o regime de Rabi efetivo

auto-aprisionamento (b)

0 100 200 300 400 500
tempo

Figura 2.4: Resultados numéricos para valor médio do desbalanco de populagao para

N =100, kN = 2, (a)n = /10, (b)n = /100 e (c)n = k/2. Normalizamos o tempo

em unidades de tunelamento. As contas foram feitas calculando-se numericamente

o operador unitario evoluc¢ao temporal usual segundo o Hamiltoniano em (2.39). Os

“kets” evoluidos no tempo e a dependéncia temporal dos valores médios sao entao

encontrados.
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Capitulo 3

Medicoes homdédinas num condensado Bosonico

“E a sina dos tapejaras

Essa de beber mensagens

Que o vento traz nas aragens
Do fundo das noites calmas
Bordoneando nas taquaras

E pelas frinchas da porta
Porque reanima e conforta

O velho e gaudério destino

De levar a todos o ensino

79

E a distancia pouco importa.

- Jayme Caetano Braun

Nesse capitulo introduziremos os conceitos mais fundamentais da teoria de de-
teccao homodina em condensados de Bose-Einstein. Nas secoes anteriores, discuti-
mos extensivamente alguns regimes da dinamica quantica de condensados atomicos
aprisionados em potenciais de pogo duplo. Nesse sentido a discussao anterior serve
de fundamentagao para o estudo referente a deteccao de quadratura de fase nesses
experimentos como sera discutido a seguir. Comecamos entao essa digressao intro-
duzindo os conceitos mais fundamentais de deteccao homddina, passando ao estudo
da deteccao atomica em condensados que é o cerne desse trabalho. Por termo,

propomos algumas possiveis realizacoes experimentais desses esquemas atomicos.

3.1 Medidas de quebra de simetria

Descrevemos nesse capitulo uma técnica de medigao nao destrutiva que monitora
oscilacoes do tipo Josephson entre as componentes de um condensado de Bose-
Einstein aprisionado num potencial de poco duplo. Essa andlise é embasada no

sistema de dois condensados espacialmente separados que foi introduzido no Cap.
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2. Em amostras condensadas, o nimero total de &tomos é geralmente fixo mas pode
existir uma incerteza em como esse nimero ¢ distribuido. Essa incerteza no niimero
relativo implica existir uma diferenca de fase relativa entre as fungoes de onda de
duas componentes quaisquer. Nesse sentido, para detectar uma diferenca de fase
relativa, devemos acoplar as duas componentes do sistema. A medida da fase induz,
através do acoplamento, uma incerteza na varidvel conjugada, que é o nimero de
atomos. Isso leva o sistema a um estado no qual a fase relativa é mais definida, o
que de certa forma é a fase que medimos. Esse processo quebra a simetria de nao
haver informagao da fase e define uma diferenca de fase [41].

Muitos autores ja discutiram processos de quebra de simetria usando modelos
condensados duplos para investigar, por exemplo, a estabilidade da funcao de onda
espacialmente simétrica do estado fundamental [42], a existéncia de solugbes de
Hartree-Fock néo simétricas [43] ou o processo de quebra de simetria que leva a
condensacao [44]. A maioria dos modelos de medigao envolvem detecgao direta de

atomos [45], apesar de algumas técnicas nao destrutivas ja terem sido propostas.

3.2 Teoria de detecgcao homoddina

Experimentos de contagem direta de particulas, nos quais a distribuicao do
nimero dessas incide diretamente no detector, fornecem apenas informagoes so-
bre o numero médio de particulas. Tais medidas de intensidade sao particular-
mente sensiveis aos fenémenos de agrupamento (bunching) e anti-agrupamento (anti-
bunching) de particulas bem como a estatisticas de distribui¢oes sub e super-Poissoni-
anas. Contudo, elas nao conseguem acessar a fase e conseqiientemente nada nos
dizem sobre a qualificacao de estados comprimidos, por exemplo. Assim, a detecgao
desse tipo de estado e o acesso a esse tipo de informagcao de fase requer um esquema
que meca a variancia da quadratura do campo bosonico.

De fato, o chamado esquema de detecgao homdédina resolve esse problema [46,
47, 48, 49]. Essa proposta consiste em sobrepor o campo de entrada ao de um
oscilador local, sobre o qual temos controle, a partir da atuagao de um divisor de
feixes (beam-splitter) ideal com transmissividade T e reflexividade R de modo que
R+ T = 1. Com efeito, o modo de entrada e o do oscilador sao descritos pelos

T

operadores de criacao e destruicio €', 6" e €1, és, respectivamente. Escrevendo os

dois modos de saida que alcancam os detetores 1 e 2 por ¢ e d, obtemos

¢ = VTé +iV1—Té,, (3.1)
iV1—Té 4+ VTé,. (3.2)

Ainda, é direto que hd uma mudanga de fase de 7/2 entre as ondas refletidas e

L,
I
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transmitidas para um divisor de feixes simétrico. Esse fator foi incluido no nimero
complexo i presente nas Egs. (3.1) e (3.2). Também, os sinais medidos sao deter-

minados pelos operadores

de = Télér+ (1 —T)é 6 +iyyT(1 —T) (616 — é'é), (3.3)
did = (1-=T)é éL+Télé, —i/T(1 —T(é,1é; — é'é). (3.4)

Donde é facil de ver que
e+ dtd = éé; + 616, (3.5)

Ora, a freqiiéncia do oscilador local é igual a freqiiéncia de entrada, de modo que
os operadores acima nao tém dependéncia temporal. Fica assim caracterizado o
esquema de interferometria homdédina. Isolemos agora, os casos de deteccao simples
e balanceada.

3.2.1 Deteccao homdédina simples

Nesse caso de deteccao homddina, a transmissividade do divisor de feixes é

préxima da unidade, ou seja
T>R, (3.6)

e a medigao ¢ feita apenas no detector 1 da Fig. 3.1. O modo do oscilador local é
entdo excitado num estado coerente |3;) de grande amplitude e fase ¢;. Ora, da Eq.

(3.1) ¢ direto que o sinal recebido pelo detector 1 é dado por

®%>ZTEU@%+O—TN@F+2VTG—7N@war+ﬁ», (3.7)

em que,

X@ozxf—;@ew+@%%. (3.8)
Vemos que esse sinal contém a parte transmitida da entrada, o campo refletido do
oscilador local e 0 que é mais importante, um termo de interferéncia entre o campo de
entrada e o campo do oscilador local. De fato, é exatamente dessa interferéncia que
obtemos uma quadratura do campo de entrada dependendo da fase do oscilador local
como mostra a Eq. (3.8). Nesse esquema, um oscilador local forte em comparagao
com a entrada é usado de modo que

(1 =TGP > T é). (3.9)

As desigualdades (3.6) e (3.9) implicam em quase todo campo de entrada alcangar o

detetor mas a fracao do campo local detectada ainda ser dominante. Podemos entao,
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desprezar o primeiro termo da Eq. (3.7) e escrever o nimero médio de particulas no

modo ¢ como

(ne) = (E6) = (L= T)|BP +2/T(T - DIAIX (G +3).  (310)

Fotodetector

Divisor
ile
feixes

Divisor
ile
feixes

Espelh spelho

Figura 3.1: Esquema de deteccao homddina.

O primeiro termo é constituido de uma constante que pode ser subtraida do sinal
e o resultado acaba contendo apenas a quadratura da entrada. A compressao do
estado é entao manifestada numa estatistica sub-Poissoniana em detec¢ao homddina
simples uma vez que uma das quadraturas X ou Ay é comprimida, informagao que
¢ dada pelo termo X'(¢; + 7).

Notemos ainda, que medidas de intensidade em deteccao homdédina sao muito
diferentes das em deteccao direta. Assim, as flutuacoes na intensidade nesse caso
medem diretamente as flutuagoes na quadratura da entrada e no sinal, e sua variancia
depende da fase do oscilador local (ou seja, da fase do feixe que é refletido no divisor),

que é um parametro externo sobre o qual temos controle.

3.2.2 Deteccao homddina balanceada

Na discussao acima, assumimos que o oscilador local é completamente coerente e
muito mais intenso do que o campo de entrada. Contudo, um certo ruido residual
do oscilador local e o ruido excessivo que passa pelo divisor de feixes com uma
reflexividade R nao podem ser suprimidos em uma deteccao homddina ordinéria ja

que T, em principio, nunca pode ser unitario. Ilustramos esse esquema na Fig. 3.2.
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L. Fotodetector
Divisor

e
feixes

Fotodetector

Meio dispersivo . .
Divisor

e

feixes

Espelh

Espelho

Figura 3.2: Esquema de deteccao homdédina balanceada.

O ruido do oscilador local pode entao limitar a deteccao homédina simples. Em
particular essa deteccao nao é limitada quanticamente se o ruido de entrada que é
transmitido for menor do que o do oscilador local, como pode ser o caso quando esse
for muito pequeno. Com efeito, um esquema alternativo é embasado na detecgao
homddina em duas portas, balanceando as saidas do divisor de feixes. O fato de que
os termos de interferéncia aparecem com sinais opostos e os demais com 0s mesmos
sinais nas Eqgs. (3.3) e (3.4), pode ser usado para eliminar completamente os fatores
que nao sao de interferéncia. Nesse esquema, um divisor de feixes de 50/50 é usado
e a diferenca nas medidas dos dois detetores é obtida. Assim, o sinal de saida é

determinado pelo operador
heg = ¢le —d'd = —i(éTé, — éé)), (3.11)

e o sinal medido é dado por
(ea) = =2181(2(01 + 3)), (3.12)

donde vemos que a contribuicao do oscilador local ao sinal foi eliminada e apenas a
interferéncia entre o campo médio de entrada do oscilador local e a quadratura da

entrada sobrevivem. Com efeito a variancia no sinal de saida é dada por
. 5 T
(Nivea)? = UGPIAZ (6 + TP (313)

Onde o termo dominante é agora devido apenas a interferéncia e o ruido devido ao

oscilador local é totalmente eliminado.
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3.2.3 Fotodeteccao

Segundo as teorias de fotodetecgao tanto de Srnivas e Davies [50] quanto a
dos operadores de fase exponenciais [51] os momenta de (¢¢) sdo convertidos em
fotoelétrons. Contudo, a quantidade mensuravel é o nimero de fotoelétrons ativados
pelo feixe incidente. Com efeito, para a teoria de SD [50] o ntimero médio de fétons

contados no periodo t é dado por
ksp =>_ Psp(k,t)k = (1 —e")(n). (3.14)
k
e a variancia no numero de fotocontagens é dada por
Ak2g5p = (An?)(1 — e )2, (3.15)

onde Psp(k,t) é a probabilidade de ocorrerem k medidas no tempo ¢, 7 é o termo
de relaxamento (eficiéncia da cavidade) e (n) é o nimero médio de fétons. Ja na
teoria dos operadores de fase exponenciais [51] o nimero de fotocontagens é dado

por
k= (n)—e™ Z ijk - kzp] (3.16)

e a variancia de contagens
Ak? =

t k oo ) B e’} ‘
n’) — 6‘“2%[2]% kzZpJ ] +2(n '”Z [Z ik
k Y=k =k

—k ;)pj] - 672”[%: W,?(ijpk —k ;)pj)]Z- (3.17)

onde py, é a probabilidade de £ medidas na teoria dos operadores de fase exponenciais.
Ora, a contagem de fotoelétrons é proporcional a fase do campo da cavidade apenas
para tempos grandes ou para detectores com alta eficiéncia. Em outras palavras
lim;_.ok = (n). Reescrevendo as equacdes acima em funcao dos resultados (3.10) e

(3.12), obtemos para a detecgdo homddina simples

Fsp = (1 (o) +18) (3.18)

_ )\|ﬂ| o 00 k
k== ({Xpamp2) + 18]) — VZ k' z:: — k> pjl. (3.19)

Além disso, a variancia na teoria de SD é dada por

)\2‘B‘2 V2 —7t\2
Akgp = = ({AXZ, o) + (1 —e7) (3.20)
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AI%D =
A16f?
4

SOWHIEVR SN0 SR 9

((AXZ ) + 1) + ABI(Xpry2) + 18])

Ea

=k

e S = k) (3:21)

Nesse sentido para tempos grandes ou com alta eficiéncia, ambas as variancias acima

de fotocontagem resultam em

N8P

limey 0o A2 = ((AXZ o) +1). (3.22)

Podemos agora obter resultados andlogos aos obtidos acima para o esquema de
deteccao homddina balanceada. Como nesse esquema o nimero médio de fétons e

a variancia sao dados pelas Egs. (3.12, 3.13), obtemos no modelo de SD

ksp = —(1— e "AB(Xpirs2), (3.23)

e para os operadores de fase exponenciais

k= —2|B(Xpinjo) — e Z ijk - kZpJ (3.24)

Em tempo, para as variancias, dadas pela Eq. (3.13) obtemos para SD
AkZ, = AN (B (AXD, o) (1 — e )2 (3.25)
e para os operadores de fase exponenciais
Ak? =
AN IBIHARS, o) — ANB(Xpm2)e

k ! j=k

—k Zopj)] e M Z Z] pe — K Zopj)] -
> (”k!(;m - @W. (3:26)

Assim, no limite de tempos grandes e alta eficiéncia obtemos

LMoo A2 = AN|BIP(AXT ). (3.27)
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Ou seja, as variancias no numero de fotocontagens reais permitem a inferéncia da
variancia na quadratura do campo no interior da cavidade.

O campo local é considerado classico, o que implica a estatistica do campo na
saida do divisor de feixes depender fortemente da estatistica do campo na cavidade.
Assim, no modelo quantico descrito acima, podemos obter informagoes sobre o com-
portamento transiente do sistema antes de atingir o limite estacionario dado pela
Eq. (3.27). Podemos ainda inferir dessa discussado que a variancia das quadratu-
ras do campo é sempre limitada inferiormente pela varidncia de contagens, o que
torna impossivel aquela assumir valores menores do que o limite estabelecido pela
Eq. (3.27). E consequéncia direta entao que o campo nao possa ser comprimido no

processo de detecgao homodina.

3.3 Divisor de feixes atomico

Nessa secao discutiremos um esquema para determinacao da fase atomica entre
dois condensados bosonicos aprisionados em um potencial de poco duplo similar
a medicao 6ptica homoddina balanceada. Nessa proposta o acoplamento Josephson
atua como um divisor de feixes atomicos. Consideremos, a principio, dois modos
condensados separados por uma barreira de potencial, como em [6]. Assumindo
uma aproximacao de dois modos e negligenciando os termos de colisao cruzada
(supondo que a sobreposi¢ao das fun¢oes de onda dos condensados é muito pequena),
o Hamiltoniano para os dois modos é dado pela Eq. (2.38) no limite em que n, A — 0.

K

Suponhamos a seguir que ¢ = § < 1. Assim, uma solugiao semi-cldssica para S,

dada até primeira ordem em € por

Se(t) = [S:(0) + et(2N zoyo — ixo)] cos (2t) — [Sy(0) —
et(2N zoyo + iyo)]sen(2t), (3.28)

que é valida somente quando e N < 1, .e., para k < (), ou seja para um numero
pequeno de particulas e para tempos curtos. Com efeito, ao assumirmos que os ope-
radores podem ser expandidos como S; — Y, e”Si(") onde ¢ € x,y, z e considerando
também um mesmo nimero de particulas em ambos os pocos a solugao se reescreve
como

Sz(t) = —S,(0)sen(Qt) + 2et N zgyg cos (£2t) + tetygsen(Qt). (3.29)

Consideramos agora que o modo B, por exemplo, tenha sido preparado num estado

coerente dado por 3 = |B|e?. Assim,

(5,) = 11({ah)e® — {a)e™) = ~15](Xo_rps) (330)
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Ora, para eN < 1 et = 7w/2Q, a Eq. (3.29) resulta em

(Su(wt/20)) = 1B](Xo-n/2) + i (30, (3.31)

que é o resultado ja conhecido para deteccao homddina a menos de uma pequena
correcao. Isto é, a diferenca entre o nimero de atomos entre os dois pocos determina
a fase de quadratura de um campo de matéria em relacao ao outro. A Fig. 3.3 abaixo
mostra um circuito representando o divisor de feixes atomico bem como o processo

de detecgao homddina que sera discutido na secgao seguinte.

=&

—— |

. 2=l UIET

Figura 3.3: Circuito representando o processo de detecgao homdédina. As linhas cin-

=

zas indicam os modos condensados e as linhas escuras os modos épticos do processo
exemplificado na seccao 3.4. O divisor de feixes 1 é o potencial de aprisionamento
de poco duplo. Atomos no modo de dentro da cavidade interagem com o campo
resultando numa fase condicionada ao numero de dtomos no modo. A fase da luz é
detectada num esquema de deteccao homddina atomica dando informacao sobre a

fase relativa do condensado.

Se considerarmos agora o modelo proposto no capitulo 2 em que as colisoes
cruzadas nao sao negligenciadas, encontramos condig¢oes 6timas para o esquema de
separador de feixes atomicos. Novamente, se a diferenca no nimero de particulas é

nulo no tempo inicial, a solugao mais genérica para o operador S, é dada por
(Ja(1)) = |Blsen(Qt)(Xo_r/a(1)), (3.32)

que é exatamente o resultado para deteccao homodina balanceada multiplicada por
uma amplitude que depende através de 2 da geometria da armadilha, do niimero
total de particulas e da condicao inicial de J,. Ainda, nesse regime a freqiiéncia
de oscilagao aumenta com o numero total de bdsons no sistema de tal forma que
o periodo correspondente diminui. Com efeito, esse regime efetivo de Rabi nos

permite interpretar o potencial de poco duplo como uma realizagao de um divisor
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de feixes atomico-temporal. Assim, a fungao seno que modula a corrente homddina
¢ analoga a transmissividade do divisor de feixes. Para o caso ideal de um divisor
50/50 devemos ter

Q= 2n+1)7/2, (3.33)

com n um numero inteiro. Por termo, escrevemos a Eq. (3.32) (divisor 50/50) como

(Xo—rnj2) = |;|<jw>> (3.34)

ja que a quantidade medida experimentalmente é a diferenca de populagao dada
pelo lado direito da Eq. (3.34).

3.4 Esquema de deteccao homddina

A figura 3.4 ilustra o sistema estudado nessa se¢ao. O esquema consiste em
dispor um dos pocos do potencial num bracos de uma cavidade éptica. A cavidade
¢ dirigida por um campo 6éptico coerente na freqiiéncia da cavidade. Nesse sentido,
ha uma interagao dispersiva entre o campo de luz e o gas atomico de tal modo
que o campo Optico esta muito fora de sintonia com quaisquer transi¢oes de dipolo
da espécie atomica. Assim, o efeito dessa interacao é deslocar a fase do campo
da cavidade por um valor que depende do balanco de bdsons nos dois minimos do
potencial que confina o condensado. Com efeito, se o nimero de atomos na cavidade
oscila, também oscilara a mudanca de fase. De fato, qualquer efeito de tunelamento
no condensado se manifestarda numa mudanca de fase modulada do campo éptico
que deixa a cavidade. Para ter acesso a essa mudanca de fase, consideramos um
esquema de deteccao homédina. A luz que deixa a cavidade é combinada com o
feixe de referéncia e detectada logo em seguida no fotodetector num processo de
interferometria homédina balanceada [12].

Se a luz incidente estiver dessintonizada de qualquer ressonancia atomica, o

Hamiltoniano de interacao sera dado por *

A~

H;, = —hyéléata
N . A
= —FL?XCTC — hxéled,, (3.35)

em que y d4 a intensidade da interacdo e ¢' é o operador de criacao fotonico. Se o

modo éptico tem uma seccao transversal w, entao a intensidade da interagao pode

\ = V2u |
\/2(ro/w)? + 1

*Para maiores detalhes verifique o apéndice B.

ser escrita como

(3.36)
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Fotodetecior

Fotodetecior

Espelho

Divisor de feixes

Espelho

LASER

Figura 3.4: Representacao do esquema de deteccao homddina proposto para moni-

torar a dinamica interna de um CBE em potencial de poco duplo.

Por razoes praticas ¢ interessante notar que para cerca de N = 100 dtomos na
armadilha, y > 1073 Hz que resulta em mudancas de fase detectdveis de cerca de
0.1 rad que devem ser observaveis experimentalmente. Notemos ainda que valores
maiores de x podem ser alcancados reduzindo-se a dessintonia ou a intensidade do
feixe incidente [12].

Apesar do nimero total de fétons dentro da cavidade ser uma constante de
movimento (j4 que comuta com o Hamiltoniano em 3.35), a sua fase pode variar
com o tempo segundo a dinamica interna do condensado. A evolugao temporal
dessa fase pode entao ser encontrada, considerando-se a equacao de Heisenberg para
os operadores de criacao e destruicao de fétons dentro da cavidade se o campo de

luz é considerado estar num estado coerente. Assim, é direto que

. N A

6= —x(5 + (), (3.37)
mostrando a dependéncia direta da fase do feixe de laser com o valor esperado do
desbalanco de populacao dado por <j$) Se supusermos agora que os CBE estao
sendo monitorados pelo esquema de deteccao homddina balanceada ilustrado nas
Fig 3.2 e 3.3, entao, é facil de ver que a diferenca de niimero entre ambos os feixes

que alcancam os fotodetectores é proporcional a diferenca de fase, de modo que
(Tag) = —1d[{Xs-r/2), (3.38)

em que (J,s) define a corrente homédina medida e |d| é o auto-valor do operador
destruicao do campo fotonico que nao entra na cavidade. Nessa ultima equagao,

a fase ¢ varia com o tempo dependendo da dinamica interna do condensado como
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mostra a Eq. (3.37). Assim, a diferenca medida de fétons, dé informagao indireta
sobre a estrutura interna do condensado ja que se relaciona diretamente com a fase
relativa do condensado em ambos os pogos do potencial de aprisionamento. Isso é

facil de se observar se escrevermos

(Xp—r/2(t) = (Xo(t)-r/2) = —§(<CT>6”’(” — (@)= W), (3.39)
uma vez que o campo que vai através do outro brago do dispositivo nao tem a priori
nenhuma dependéncia temporal e ¢(t) é dado pela Eq. (3.37). Se assumirmos que

ambos os feixes se mantém num estado coerente, entao
(JTay) = —|c||d|sen[p(?)]. (3.40)

Temos em maos agora uma relacao explicita entre a quantidade medida experi-
mentalmente ((jx 7)) € o valor esperado do operador de desbalango de populagao do
condensado. Para termos acesso a fase do condensado é preciso obter uma relacao
direta entre o operador de quadratura de fase e o de desbalanco. A seguir, encon-
tramos tal relacao e provemos o leitor de algum insight sobre as possiveis quan-
tidades medidas experimentalmente. Assumindo que a cavidade é dirigida por um

campo fotonico coerente muito forte, no limite 7 ~ Kk as equacoes de Heisenberg se

escrevem
o= ', — 4k, ), (3.41)
J, = QJ, +4k[J,, L]y + xéted., (3.42)
J, = —xéted,. (3.43)

E direto que o numero total de fétons dentro da cavidade é uma constante de
movimento ja que comuta com o Hamiltoniano de muitos corpos. Supomos entao
que o CBE esta fortemente embebido no campo fotonico da cavidade de modo que
(=1 «1, (3.44)
XNy

com Ny = (¢'¢). Em outras palavras, a densidade do BEC ¢ extremamente pequena
se comparada com a de fétons na cavidade. E ipso facto que tal aproximagao é bem
acurada ja que densidades tipicas de CBE variam de 10'? a 10'® d&tomos/cm? [13].
Podemos agora calcular uma solucao para o conjunto de equacgoes diferenciais
dada pelas Eqs. (3.41-43) até primeira ordem em (, expandindo os operadores de

Schwinger como segue
Ji =3¢k J®. (3.45)
k
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A solucao de ordem zero segue diretamente por integracao

(O0) = L 181K0, olt — m/20), (3.46)

com w? = Q?+x*N7. A solucao em primeira ordem pode ser encontrada consideran-
do-se a solugdo homogénea (ordem zero) e aplicando-se o método da variagdo de

parametros aquela solucao

3w| |

0?3t 1
VL + cos?(20)] [37(5 + 1 o8 (2wt)sen(2wt))
—isen® (wi)|(X42, (1) (3.47)

Nesse sentido, até primeira ordem em (, a solugao completa pode ser escrita como
(o) 2= (I + C(LY). (348)

Essa é uma funcao complicada do tempo, mas como ja foi mencionado, mostra
claramente como o desbalanco de populacao entre os pocos do potencial revela in-
formagoes importantes sobre a fase relativa entre ambos os CBE como expresso
pelo operador de quadratura de fase Xo_r /2(t). Esse resultado ¢ importante por si
mesmo uma vez que mostra que a barreira de potencial atua como um divisor de
feixes atomico-temporal resultando num esquema homaédino analogo.

Integrando-se a Eq. (3.37), obtemos em ordem zero em ¢

600 = (%O, ) - 2, (3.49)
e em primeira ordem
o(t) =
_X[]zvt T aon —|—3:(f?|(2wt)] [gj(?f * 15&82'”2(2”))
= Lsen(or) cos Lot (X{0, (1) (3.50)

Entao, até primeira ordem, a solugao completa é dada por

¢~ ¢ + oM. (3.51)

Com efeito, é possivel obter informacao sobre a quadratura do gés atomico a partir da
quadratura do campo de luz por um esquema de deteccao atomica-temporal seguido

de um esquema tradicional de deteccao homodina balanceada de um campo de luz.
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Apesar dessa solucao ser acurada, dados experimentais mostram que é suficiente
escrever a solucao até ordem zero em (. Consideremos por exemplo £/Q = 0.02, y =
107%Hz,Q = 10°Hz, Ny = 101°,Q0 = 9Hz e N = 1000 [12]. Para tal situacao,
€ ~ 107?, corroborando uma aproximacao em ordem zero do problema. Assim, a

fase ¢ é dada por
4]

w2

(X, ,0) 5D (352)

o(t) ~ ¢O(t) = x(

E interessante ainda, escrever o desbalanco de populacao em termos da fase do
campo de luz ja que essa fase pode ser medida experimentalmente dando a necessaria

informacao sobre a estrutura interna do gas atomico. Assim, é direto que

5 21 N
Ep0) = gz ot ) (3:53)

2
Podemos agora escrever a solucao completa em ordem zero para os valores esperados

dos operadores de Schwinger de forma a obtermos uma equagao para a fase do campo

de luz dependendo explicitamente do tempo
= = —[— cos (wt){J,”(0)) + —-]. (3.54)

Essa ultima expressao nos diz que para um momentum (quadratura) inicial (J;SO) (0))
suficientemente grande, o comportamento harmonico domina a evolugao temporal e
para valores menores, o regime deve ser linear com o tempo e o que mais importante,
que o momentum (quadratura de fase) é expresso nas perturbagoes desse regime
linear.

Para dados tipicos do sistema descrito aqui, os termos em ordem zero em ¢ domi-
nam e apenas oscilacoes coerentes sao observadas para o desbalanco de populagao
atomica dado pelo valor esperado do operador de Schwinger J,. Esses resultados
mostram que o modelo aqui discutido é ideal para a deteccao de fase do condensado
via dois processos homdédinos: um atomico temporal e outro balanceado sobre um
campo coerente de luz como mostra o circuito representado na Fig. 3.4.

Podemos observar agora como a corrente homédina se relaciona diretamente com
a evolugao da dinamica interna do condensado. Combinando as Egs. (3.53) e (3.40)
vemos que /

(Zeg) = Ielldlsen[x( 5 cos () (100 + ). (3.55)
A expressao acima mostra claramente a relacao entre a corrente homédina e a
quadratura de fase do condensado. Nesse sentido, experimentais devem conseguir

medir tal corrente (J,s) e obter a informacao necesséria sobre a fase relativa do
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condensado wvia as Eqs. (3.40, 3.55). Vemos entdo que a evolugdo da corrente
homdédina com o momentum inicial do condensado (quadratura de fase) é simples-
mente senoidal e sua dependéncia temporal é muito similar mas com uma funcao
de envelope como mostra a Fig 3.5. Tal resultado é evidentemente 6timo para es-
quemas de detecao homoddina uma vez que reflete a dinamica de Rabi discutida

anteriormente no envelope do comportamento harmonico.

W‘ ﬂw (a) i)
0.5/ ]

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 s
tempo tempo

Figura 3.5: Evolucao temporal da corrente homddina segundo a Eq. (43). Para
ambos os gréficos xy=0.01, =25 Hz, w=30 Hz e N = 10000 atomos. Em (a)
supomos um momentum (quadratura de fase) inicial muito grande de (JAZSO)(O)>21667

e em (b) um pequeno momentum inicial de <jy(0)(0)>20.001.

deal with zeroth order expressions in €. Egs. (26,28)

3.5 Um modelo mais realista

3.5.1 Evolugao nao condicionada

Tratamos agora do processo de fotodetecgao segundo um modelo mais elegante
e completo do processo de medicao. Assim, o conceito de trajetorias quanticas, de-
vido a Carmichael [52], serd usado adiante. No amago dessa teoria de trajetérias
quanticas esta o postulado de que o operador que representa o campo incidente num
fotodetector fora da cavidade é também o operador que transforma o ket do sistema

no novo ket condicionado a deteccao de um féton no detector. Assim, o acoplamento
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irreversivel do modo da cavidade ao continuo externo de modos é simples e direta-
mente incorporado na teoria de trajetérias quanticas. Ora, a cavidade ¢ bombeada
por um campo coerente forte (¢) e extremamente amortecido na taxa 7, e entdo o
campo da cavidade estd proximo ao estado coerente ¢y = 2ie/y. A equagdo mestra

para o sistema inteiro é

létot =
Cfr A itad A . NX\rata
_Z[Hlu ptot] + lX[CTCJam ptot} - 2(6 - 9 )[CTQ ptot]

—ie[et + &, pror] + %(2@%@* — &epuy — pite), (3.56)

onde a dessintonia inicial da cavidade § = % foi escolhida de modo a remover a
dispersao dependende linearmente de N.

O campo 6ptico pode agora ser eliminado adiabaticamente da equacao mestra
[53, 54], sob a hipétese de que os termos de direcionamento e amortecimento domi-
nam sobre o termo de acoplamento. Para tanto, transformamos a equagao mestra
numa representacao de deslocamento usando o operador b(co) = exp(ce’ — c*é) que

cria um estado coerente |cg) do estado de vacuo

/N3 = DT(COﬁtotf))CO
= Sp+ix[(ée + c5e + o’ + |cof*) Sz, P + %(2@@@* —élep — pete), (3.57)

onde S incorpora a dinamica do condensado. Para um amortecimento v muito forte,

obtemos

xleo(Ja)

5
Oy ) <1 (3.58)

f)/
e o campo 6ptico deslocado estara proximo do estado de vacuo. Com efeito, a matriz

densidade ,;3 pode ser expandida em poténcias de ¢ até segunda ordem

£010)e{0] 4+ 1] 1) (1] + pp[0) (1] + p2|1)c(1]
+pr|2)e(0] 4 pL,0)e(2] + O(). (3.59)

Ot

Substituindo-se essa expressao na Eq. (3.57) e igualando termos semelhantes obte-

mos
po = Spo+p2+ixlcol* [z, pol — ixco(Jupr + A J2), (3.60)
b= Spr— 2t ixleol e, o) + ixco( oo — o e = V2. )
+ixJep1, (3.61)
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Py = Spa— b2+ ix|col*[Jus o] + ixcolJup} + 1) + ix(Jupo
—paTy), (3.62)
por = Spy —py +ix|co]* [, po] +iV2xc0Jupl + V2ixJopy.  (3.63)

Para obtermos uma equacao mestra reduzida para o sistema atomico, tragamos sobre

as variaveis do campo como segue:

~

ﬁ = TrcampO(btot) = TrcamPO(p) = ﬁO + ﬁ2
= S(po + p2) + ix|col* [, Po + pr] + ixcolJe, oL — pr1] +70(ef).  (3.64)

Para eliminar p; dessa expressao, podemos fazer uso da Eq. (3.59), notando que

lcoleo € que, para um forte amortecimento, p;, < |yp;. Assim

2 A
XD T b0 + O(ed). (3.65)

p=

Substituindo essa expressao na Eq. (3.62) nos dd a equagdo mestra em termos das

variaveis atomicas:

. A S
b= il ]+ ixleoP L 7] — e (8 1) + O(ED), (3.66)
em que a forca da medicao aparece em I' = 16;‘562. O comutador duplo representa

um efeito da decoeréncia produzindo flutuagoes do nimero de fétons no campo
optico. Esse é um termo de contra-acao quantica da medida, consistente com a
interpretacao de que o campo 6ptico realiza uma medida no condensado. Nesse
sentido, esse ultimo termo destréi a coeréncia quantica na auto-base de jx, inibindo
de certa forma as oscilagoes devidas ao tunelamento.

Observamos a seguir, o efeito da média sobre o ensemble da medida através das

equacoes para os momenta quando n — k < €

(o)~ —(,), (3.67)
(T = QUL+l - 5 ), (3.68)
()~ el — 5 ). (3.69)

As equagbes acima sao as mesmas para o caso em que k£ = 0. Contudo, agora o
regime de oscilagao coerente é alcancado através de um fundo fisico completamente
diferente. O regime efetivo de Rabi é obtido quando ha uma grande sobreposicao
entre as funcgoes de onda de cada modo enquanto ainda ha uma certa localizagao
das fungoes de onda em torno de cada minimo do potencial. Por outro lado, quando

rk = 0 consideramos que a penetragao da barreira de potencial é muito pequena
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Figura 3.6: Simulacao numérica para a evolugao condicionada da corrente homdédina
quando x|cg|?/€Y = 0.04, T'/2Q = 0.065. As unidades de tempo estdao normalizadas

em unidades de ).

de modo que as taxas de colisao cruzada e tunelamento sao despreziveis e o gas é
extremamente diluido. Resolvemos numericamente esse conjunto de equagoes difer-
enciais e encontramos numericamente a evolucao temporal da corrente homddina
medida conforme ilustra a Fig. 3.6. Num regime de deteccao eficiente como o
ilustrado, em que a relaxacao da cavidade é muito pequena, a corrente homédina é
essencialmente aquela ilustrada na Fig. 3.5, indicando como podemos acessar a fase

atomica através da corrente homodina.

3.5.2 Evolugao condicionada a uma medida

Em optica quantica, uma técnica comum lida com equagoes mestras descrevendo
sistemas abertos por realizacoes estocéasticas de trajetérias quanticas. Podemos es-
colher a equacao estocastica apropriada para corresponder a um dado modelo em
particular. Nesse sentido, trajetérias individuais correspondem a medidas de um
experimento no qual fases relativas podem ser evidentes mesmo com o comporta-
mento incondicional (quando feita a média sobre muitos caminhos). Esse método
tem sido usado por muitos autores investigando o efeito da medida na fase relativa de
condensados bindrios [56, 57, 58]. Consideramos assim, que o processo estocastico
resultante é uma evolucao difusiva e nao um processo de “salto” que ocorre na

medicao direta de atomos ou fétons individuais.
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No que segue, faremos uso do modelo de deteccao homddina no limite ideal
proposto por Wiseman [54]. Assim, a fotocorrente acarreta uma série de eventos de
fotodeteccao e no limite ideal, a taxa de deteccao de fétons diverge ao mesmo tempo
que a amplitude do oscilador local de modo que o ruido de contra-acao no sistema
permanece finito. A equacao mestra condicional, na qual a evolugao é condicionada
ao resultado da medicao, para o condensado e o campo 6ptico passando por detecgao
homddina é [54]

dﬁtot,c -
P a3 . NX . .
(_Z[Hb ptot,c] + ZX[CTCJM ptot,c] - Z( - TX[CTQ ptot,c]
_ZE[éT + é) létot,c] + ’YD[é] ﬁtot,c)dt + ﬁdW(t)H[é]ﬁtot,cu (370)

em que dW(t) é o incremento infinitesimal de Wiener [55]. Nessa equagao es-
tocastica, Pt ¢ a matriz densidade que estd condicionada a uma realizacao par-
ticular da corrente homédina até o tempo t. Os super-operadores de Wiseman sao
definidos por [54]

~

1
Dlep = épel — 5(@*@;3 + péte), (3.71)

4

~

Hdp = ép+ pet —Tr(ep+ peh)p. (3.72)

Da mesma forma que na evolucao nao condicional, podemos eliminar as variaveis do
campo da cavidade adiabaticamente das Eqs. (3.65), substituindo para o operador

densidade a expressao Eq. (3.57). Tragando sobre as varidveis do campo
ﬁc = ﬁo + ﬁ2
= S(po + p2) + ixlcol* [z, o + pr] + ixcol e, ] — i

aw., .. A O
Vg (o + AL = (po + p2)Tr(pr + 1)) +70(e))- (3.73)

Para v ~ ¢;2 > 1, podemos substituir p; pela Eq. (3.13), dando
dpAc =
T A L. -
_Z[HIJ Pc]dt + 5[‘]177 [J$7 Pc]]dt
VT (Jape + pede = 2(Ja)epe)dW + dtyO(e)). (3.74)

Assim, a decoeréncia no campo de luz é transferida diretamente para uma de-
coeréncia nos operadores atomicos e constitui uma contra-acao a medi¢ao homaédina
do condensado. Da equacao mestra condicional, podemos escrever uma equagao de

Schrodinger estocastica que da uma dependéncia explicita com a corrente medida:

4G, (1) = dt[—zf[l—gjg—#I(t)ijé(t)), (3.75)
I(t) = 2T(J,). + VTE(D). (3.76)
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Onde |V.(t)), é o “ket” nao normalizado descrevendo o estado condicional do sis-
tema e £ é o termo estocéastico. Para os objetivos do presente trabalho, é mais 1util
considerar a equacao de Schrodinger para os “kets” normalizados sem fazer mencao

direta a corrente de deteccao:

- T
(1)) = dt[~iH; - 5

(Jo = (Ja)e)* + 1(6) (o = (Ta)e)]IE(E)). (3.77)
O termo devido & medida depende da quantidade .J, — (jx)c que é minima para
trajetérias semi-classicas para as quais (jx>(2; = (JE)C Assim, a incerteza reduzida
na posicao leva a flutuagoes no momentum do condensado que pode fazer com que
haja oscilagoes de tunelamento.

Derivemos agora as equacoes de movimento para os momenta condicionais. Mes-
mo quando 7" = 0, os termos estocasticos nas equagoes sempre se acoplam a momenta
maiores. Para um estado inicial de niimero, obtemos o seguinte conjunto de equacoes

no regime efetivo de Rabi (n — &, k' < '):

d(Jo) = —((J,) +4n(T))dt +2VT((J2) = (J2)*)dW, (3.78)
d(J,) = (2 ;>—g<fy>+4n<<f>>>dt+2\/f(;<ﬁ>—<Jz><Jy>>dW, (3.79)
AT = byt~ 2V, (3.80)
d(J? = —Q(Ndt, (3.81)
d(J3) = ((A) =T ((J2) = (J2)))dt, (3.82)
d(J2) = T((J;) = (J2))dt, (3.83)
d(h) = (29’(<A§>—<J§>)—g<ﬁ>)dt, (3.84)
ATy = —Q(d)dt, (3.85)
d(d) = Q(T)dt (3.86)

As equagoOes acima sao as mesmas para o caso em k = (0 com excessao dos ter-
mos ¢ e T devidos a colisao cruzada. Novamente, vale lembrar a grande diferenca
na fisica dessas duas situagoes (k — 0 e n — k). Naquela, temos um gds muito
diluido em que conseqiientemente as taxas de tunelamento e colisao cruzada sao
pequenas. Nessa, supomos uma grande penetracao da funcao de onda entre os sitios
vizinhos de modo que a densidade local de bésons por sitio diminui (aumento na
colisao cruzada e na taxa de tunelamento). As médias mostram entao que as os-
cilagoes coerentes sao amortecidas. Contudo, para pequenos intervalos de tempo,
essas equagoes reproduzem toda a dinamica vista nos resultados quanticos. Resol-

vendo numericamente o conjunto de equagoes acima, podemos graficar a Fig. 3.7
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representando a evolucao temporal da corrente homédina condicionada a uma certa
medida. Novamente, um processo eficiente de deteccao com um momentum ini-
cial atomico relativamente grande, nos permite evidenciar a fase condensada ao se
inverter a Eq. (3.54) conforme os dados experimentais encontrados.

Ora, as equacoes aqui desenvolvidas diferem daquelas encontradas por Corney
et al [12] pelos termos ® e T e respectiva evolucao temporal. Todavia, esses termos
sao do tipo harmonico de modo que o efeito da colisao cruzada nesse sistema de
deteccao é o de rodar coerentemente na esfera de Bloch as médias dos operadores de
Schwinger. A colisao cruzada introduz entao uma modulagao harmonica no modelo
nao condicionado. Com efeito, o regime efetivo de Rabi aqui estudado mostra que a
partir de medicoes condicionadas recuperamos os mesmos resultados que obteriamos
quando Kk — 0 a nao ser pelo termo harmonico que modula a diferenca no niimero

de particulas entre ambos os pocos.
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Figura 3.7: Simulacao numérica para a evolugao condicionada da corrente homdédina
quando x|cg|?/€Y = 0.04, T'/2Q = 0.065. As unidades de tempo estdao normalizadas

em unidades de ).

Quando as interagoes estao presentes mas apenas de forma fraca, o tunelamento
ainda ocorre, mas a amplitude colapsa rapidamente devido a um processo de perda
de fase nao linear. Esse colapso é seguido, algum tempo depois, por pequenos
ressurgimentos. Ha& um comportamento limite a partir do o qual tunelamento é
suprimido e recuperamos o auto-aprisionamento. Novamente, a presenca da colisao

cruzada aumenta esse valor critico, suprimindo-o totalmente quando n — k. As-
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sim, um comportamento similar é observado para a corrente do sistema monitorado.
Para tempos longos, a amplitude das oscilacoes de tunelamento comeca a flutuar.
Nesse sentido, o efeito das auto-colisoes é de parar o colapso das oscilagoes vistas
no sistema nao monitorado. A presenca da colisao cruzada entao nao muda signi-
ficativamente a discussao ji levada a cabo em [12]. Contudo, no limite em que a
colisao cruzada ¢é forte o suficente ao ponto de termos n — k a presenga da colisao
¢ mascarada pelo regime efetivo de Rabi, ocorrendo que o comportamento do sis-
tema em que k — 0 é recuperado suprimindo o auto-aprisionamento, a dinamica
de colapso e ressurgimento fazendo com que a amplitude da corrente medida se
mantenha conforme a modulagao coerente o que indica que nessas condicoes esse
sistema facilita a real deteccao homoddina de fase atomica. Se o sistema comega com
um mesmo nimero de atomos em ambos 0s pocos, entao nao ¢ esperado nenhum tipo
de oscilagao coerente na auséncia de um aparato de deteccao. Contudo, a presenca
do campo afeta a medida no sistema condensado. Isso estabelece entao uma fase
relativa que pode ser medida pela corrente. Vale lembrar que os resultados obtidos
seguem direto da teoria tradicional de foto-deteccao de Srinivas e Davies, ja que ela

serve de base para os célculos de Carmichael [52].
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Capitulo 4

Resultados e discussao geral

Em suma, propusemos um modelo dinamico de um condensado de Bose-Einstein
atomico num potencial de poco duplo. Nesse modelo, uma aproximagao de dois-
modos é levada a cabo no sentido em que colisoes cruzadas entre os bdsons de
ambos 0s pogos ¢ considerada, o que nao havia sido feito em trabalhos anteriores
6, 7, 12]. Assim, mostramos que as colisdes cruzadas inibem o fenomeno de auto-
aprisionamento até mesmo para pequenos valores da taxa de colisao cruzada. Para
uma dada geometria do potencial de confinamento do condensado de Bose-Einstein,
o Hamiltoniano de muitos corpos determina uma nova dinamica que resulta em os-
cilagoes coerentes estaveis (regime efetivo de Rabi) entre a popula¢do de ambos os
pocos. Nesse regime ha uma freqiiéncia efetiva de Rabi, que depende explicitamente
do ntimero total de atomos e das condigoes iniciais. O limite de validade da aprox-
imacao de dois modos aumenta com a suposicao de que as colisoes cruzadas sao fortes
de modo que esse limite pode estar de acordo com dados experimentais. Além disso
a dinamica de colapso e ressurgimento ¢ alterada resultando em grandes periodos
de colapso. Contudo, conforme n — k (k' < V'), a freqiiéncia de colapso e ressurgi-
mento aumenta, aproximando-se do regime de oscilagao Rabi efetiva de populagao.
Ora, esse regime além de ser de grande interesse para investigagoes experimentais
dos efeitos de colisdes nao lineares da dinamica de tunelamento [6, 7, 8, 9], é de
importancia fundamental em medigoes de interferometria atomica [59] sobre con-
densados e entao para implementacao de protocolos de comunicagao quantica com

amostras atomicas [10, 11].

Como possivel aplicagao desse regime efetivo de Rabi, propomos exequivelmente
um processo de deteccao homddina de fase em condensados bosonicos confinados
em potenciais de poco duplo. Esse regime resulta entao em condigoes ideais para es-
quemas de deteccao homddina da fase de quadratura desses campos atomicos. Com
efeito, o potencial de poco duplo atua como um divisor de feixes atomico-temporal

com o fator de transmissividade variando com o tempo e dependendo diretamente
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do numero total de bdsons e da taxa de colisao cruzada n através da freqiiéncia
corrigida . Quando a densidade de fétons na cavidade é muito maior do que a de
bosons até primeira ordem em ( as equagoes de movimento de Heisenberg para os
valores médios dos operadores de Schwinger sao exatamente soliveis. Contudo, da-
dos tipicos experimentais indicam que é suficiente considerarmos apenas os termos
de ordem zero. Isso resulta numa relacao linear entre a fase do campo de luz e a
quadratura do campo atomico.

A forma detectavel do nimero de fétons de um campo no esquema de deteccao
homddina é entao convertida em fotoelétrons, segundo um modelo de Srnivas e
Davies ou de operadores de fase exponencial [50, 51]. Assim, mostramos que nesse
formalismo para tempos suficientemente grandes de deteccao quando se alcanca o
estado estacionario o numero médio de fétons contados é proporcional a quadratura
do campo de luz na cavidade que por sua vez depende diretamente da dinamica
quantica do condensado. Os resultados encontrados mostram também que a exata
descricao da deteccao homdédina de quadraturas via teorias quanticas de fotocon-
tagem continua, permite a inferéncia do comportamento das fotocontagens antes de
atingirem o limite estacionario.

Nesse sentido o sistema dinamico estudado aqui pode ser encarado como uma
escolha adequada no sentido de se detectar a fase relativa entre os dois modos de
um condensado de Bose-Einstein disposto num potencial de pogo duplo na forma
de tunelamento Josephson num regime exclusivamente de troca de populagao entre
ambos os pocgos devido a forte presenca das colisoes cruzadas entre os atomos da
espécie atomica condensada. Assim, a corrente medida no foto-detector reflete a
dinamica interna do condensado, permitindo-nos monitorar fenémenos como o de
tunelamento e auto-aprisionamento causado por colisoes atomicas. Essa discussao
também mostra como uma medida pode estabelecer uma fase relativa num sistema
que inicialmente nao exibia nenhuma informacao sobre a fase.

Como jé foi ressaltado por Milburn et al [12] esse esquema de detec¢ao homddina
pode ser muito 1util para detectar fases relativas na forma de tunelamento do tipo
Josephson entre dois condensados num potencial de poco duplo. A dinamica da
corrente medida reflete o tunelamento do condensado bem como o efeito de auto-
aprisionamento e o regime efetivo de Rabi. Para condensados “pequenos”, a diferenca
no numero de dtomos oscila vigorosamente apenas para pequenos periodos de tempo.
Mostramos que a presenca da colisao cruzada nao muda significativamente o processo
de deteccao homddina condicionada. Contudo, a presenca do regime efetivo de Rabi
faz com que se obtenha o caso em que a dinamica de colapso e ressurgimento seja
suprimida bem como o auto-aprisionamento, fazendo com que a amplitude de tunela-

mento se mostre de forma direta na corrente medida, dando assim a informagcao dese-
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jada para se conhecer a quadratura de fase. Levando em conta os efeitos quanticos
sobre a medicao de uma das quadraturas do campo introduzimos o conceito de
trajetorias quanticas. Num formalismo de equacao mestra, mostramos que apos
eliminarmos adiabaticamente o campo éptico, o regime efetivo de Rabi resulta em
equagoes de movimento para os valores médios das variaveis de deteccao que sao
analogas ao caso em que as colisoes sao completamente desprezadas a excessao de
uma precessao coerente devido a supressao da dinamica de colapso e ressurgimento.
O regime em que nao ha colisoes resulta numa situacao analoga a existéncia apenas
de oscilagao coerente de populacao que é um regime ideal para esquemas de de-
teccao homdédina. Assim, o regime efetivo de Rabi efetivo alcanga condigoes ideais
da dinamica para processos de deteccao de fase num modelo muito geral e com maior
limite de validade do que aqueles propostos anteriormente na literatura.

Com base nisso, esperamos que esses resultados sirvam de auxilio em futuros
estudos experimentais e tedricos sobre o estado quantico de condensados de Bose-
Einstein além de possiveis aplicacoes em éptica atomica quando tal sistema é ex-
trapolado para uma rede de condensados bosonicos. Por termo, esses resultados
podem ainda ser tteis em estudos futuros em comunicacao quantica e reconstrucao

e medigao de estados quanticos atomicos [10, 60, 61].

4.1 Resumo dos resultados principais

Esse trabalho de pesquisa pode ser sumarizado no estudo dos efeitos quanticos
da superposicao dos modos de um condensado de Bose-Einstein aprisionado num
potencial de poco duplo. Segundo o escopo dessa dissertacao podemos separar es-
sas correcoes devido a colisao cruzada em dois grupos: os resultados exclusivos da
dinamica quantica e a conseqiiéncia desses em processos de medicao homédina. A
colisao cruzada resulta numa supressao do fenomeno de auto-aprisionamento cor-
rigindo a taxa de tunelamento e na presenga de um regime efetivo de Rabi (1 ~ k)
onde a dinamica de colapso e ressurgimento é também suprimida resultando num
regime de puro tunelamento coerente dos bésons (Rabi). Esse regime é justificado ja
que a colisao cruzada aumenta o limite de validade da aproximagao de dois modos

no seguinte sentido:
Lo

N < .
al(T = e %)

(4.1)

Ja nos processos de medigao, a colisao cruzada resulta em condicoes ideais para
esquemas de deteccao homodina quando no regime dinamico de Rabi. Isso possibilita
medir-se indiretamente a fase relativa do CBE aprisionado. A barreira de potencial

atua como um separador de feixes atomico-temporal com transmissividade variando
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temporalmente conforme o numero total de atomos e a taxa de colisao cruzada.
Encontramos entao numa relagao direta entre a fase do campo de luz medida por

um processo usual de deteccao homoddina e a quadratura do condensado

N Qf . Nt
(Tar) = lelldlsen[x(— cos (wt)( 3(0)) + -l (4.2)
Essa relagao nos permite ter acesso indireto a fase do CBE bem como sua dinamica
interna. Tal conclusao é fortemente corroborada pelos calculos analiticos e numéricos

acima estudados.

4.2 Possibilidade de trabalhos futuros

Essa discussao pode se tornar mais interessante ainda, se considerarmos o estudo
do impacto dos termos de correlagao cruzada nao apenas para o sistema simples de
pogo duplo, mas também em sistemas (sob aproximagoes analiticas ou numéricas
para parametros experimentais relevantes) relacionados com mais de dois pogos.
Assim, a dinamica é muito mais rica e efeitos adicionais podem ocorrer como con-
seqiiéncia dos termos cruzados. Para citar apenas alguns exemplos diretos, podemos
relacionar esse trabalho com os resultados de (a) Mahmud et al [62] que estudou o
potencial de pogo duplo e entdo o caso de muitos pogos; (b) ao problema de Bloch
para um numero finito de pogos [63], ou para o sistema aberto estendido [64].

Questoes muito interessantes a serem respondidas sao se o resultado encontrado
para o caso de dois pogos pode ser estendido e disposto no quadro mais genérico de
tunelamento entre muitos pocos de potencial. Ha uma discussao genérica para os
termos de colisao cruzada analoga ao sistema de Bose-Hubbard discreto estendido?

O Hamiltoniano de Bose-Hubbard é um paradigma no campo de transicoes de
fase quanticas [65]. Recentemente, esse modelo foi realizado experimentalmente em
atomos ultra-frios aprisionados em armadilhas de redes épticas [65, 66], abrindo
novas perspectivas no estudo de sistemas bosonicos correlacionados. A resposta
desses sistemas a campos estaticos desloca o foco do estado fundamental para as
propriedades espectrais do sistema. Isso por sua vez esta associado com oscilacoes de
Block no dominio de tempo e com o aparecimento de uma escada de Wannier-Stark
no dominio de energia [67]. Nesse sentido, a presenca dos termos de colisdo cruzada
alteram significativamente o modelo Hamiltoniano para decoeréncia induzida por
interacao?

O resultado de Wimberger et al [64] vai nesse mesmo sentido mostrando como
num potencial de rede 6ptica, interagoes atomo-atomo aumentam a taxa de tunela-
mento destruindo eventualmente os picos de tunelamento. Também, o efeito da

colisao cruzada nesse sistema pode levar a novos efeitos.
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Mahmud et al [62] mostraram também na aproximagao de dois modos que o
diagrama de correlagao de energia indica uma transicao de um regime deslocalizado
para um fragmentado quando a colisao cruzada é desprezada. Ao estender esse
estudo para multiplos pocos, é proposto um esquema para a geracao de emara-
nhamento de condensados e um método para a criacao de estados comprimidos sem
limitagoes adiabaticas e a altura da barreira de potencial. E criado assim um estado
com emaranhamento altamente controlavel. Nesse sentido, a presenca da colisao
cruzada e conseqiiente aparecimento do regime efetivo de Rabi pode aumentar ainda
mais o grau de controle desses parametros, estendendo o estudo desses autores e
possivelmente resultando em condicoes ideais para implementacao de protocolos de
comunicag¢ao quantica.

E possivel encontrar uma discussdo mais genérica dos termos de colisao cruzada
para a derivagao de um modelo discreto extendido do tipo Bose-Hubbard e para
o efeito Wannier-Stark embasado somente em solugoes do estado fundamental da
armadilha. Com efeito, um ansatz de n-modos da extensao natural da Eq. (2.6)

resulta no Hamiltoniano de Bose-Hubbard de n-modos

Hr =" (ki — ) fu(fu — 1) + > mpa (af,,a + Hee.)?
[ l

+ Z[Ql,l—i—l + 2Al,l+l (fll + ﬁl-‘,—l - 1)(&2L+1€Ll + H.C), (43)
l

com todos os parametros relacionados aqueles para o sistema de poco duplo. Os
regimes dinamicos dados pela Eq. (4.3) tém em parte um aspecto similar aqueles
apresentados para o potencial de poco duplo mas podem ser estendidos de modo
que todos os parametros do mesmo sitio ou sitios diferentes possam ser variados
independentemente.

Com base nessa sucinta discussao vemos que o presente trabalho abre muitas
portas para trabalhos futuros na area tanto tedrica quanto experimental da fisica
quantica de sistemas de muitos corpos e 6ptica atomica. Enfim, ha uma fisica muito

rica a ser ainda descoberta nessa area moderna e multidisciplinar da fisica.
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Apéndice A

Dinamica quantica

A.1 O Hamiltoniano de dois modos

Nessa sec¢ao pretendemos encontrar de forma mais explicita o Hamiltoniano dado
na Eq. (2.6) e consecutivamente, também aquele da relagao (2.39). Comecemos pela

Eq. (2.6). Lembrando das relagdes de campo para bdsons

2.4 (r)¥(ry) = 16(ry —1y) (A1)

& = / drey (v) ¥ (r, 1), (A.2)

onde ¢ ¢ a funcao de onda solugao da equacao de Klein-Gordon e U é o operador de
campo, ¢ direto que o Hamiltoniano de muitos corpos mais genérico dado pela Eq.

(2.4) resulta em
0= eala, + 3 ala / et (r)V (r)d(r)
k kil
+ 3 alalandn [ dre0o(r)e;, (0)6ur). (A.3)

Numa aproximacao de dois modos, se supusermos que os estados de energia dos
potenciais sao muito préoximos e deveras distantes dos modos excitados podemos
identificar os termos nas integrais acima com A, 7, k e 2 definidos no Cap. 2. Onde
propusemos ainda que os modos locais estao localizados em torno dos minimos do
potencial de modo a podermos aproxima-los do estado fundamental do oscilador

harmoénico com solucgoes Gaussianas. Se notarmos agora as relagoes

A A A

N? = N +2N,N, + (a")%a® + (b1)20? (A.4)
(@"20? + a2 (b")? = (a'b + oM — N2 + N + [(ah)%a? + (b1)2?], (A.5)
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onde N, = ala e N, = I;TE, obtemos apds alguma algebra o Hamiltoniano a seguir

no Ansatz de dois modos

H = Ey(a'a + b'b) + 2h(A(N — 1) + Q)[a'b + bld]
+hnla'b + bTal® + h(k — n)[(a")*(a®) + (b)?(b*)] + -nN(N —2), (A.6)

ja que
N =ata+b'b, (A7)

define o nimero total de a&tomos aprisionados na armadilha. Essa quantidade obvi-
amente comuta com a Eq. (A.6) e ululantemente é uma constante de movimento.

Introduzindo agora os operadores de Schwinger obtemos apds rearranjar os termos
- A A s~ R
Hy = YT, + 4hnJ? + 2h(k — ) J2 + 7”N(N —1). (A.8)

que resulta por fim, ao desprezarmos os termos proporcionais a poténcias de N j&

que esses sao constantes de movimento,
Hy =Y J. + 4hnJ? + 20(k — n)J2. (A.9)

Quod Erat Demonstrandum.
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Apéndice B

Deteccao homoddina

B.1 O Hamiltoniano de interacao

Supondo que a luz incidente no sistema atomico esta fora de sintonia com quais-

quer transicoes atomicas, o Hamiltoniano de interacao é dado por
H = / Prit (r)hpg(r)et el (v), (B.1)

com ¢'é os operadores de campo da cavidade, g(r) a funcao de intensidade do modo
e n = g3/4A a intensidade do acoplamento luz-matéria, com gy a constante de
acoplamento de dipdlo e dessintonia 6ptica A.

Tirando-se a média sobre o modo 6ptico em termo dos operadores de campo do

condensado a', a e lembrando das relagoes de campo (A.1, A.2) vem

A

A = =X [ @l [ @ ol O huag)etel [ d's, @) ()
Iym
- -y / Prat ¥t (o) hug(r)étéad (r), (B.2)
lym
e apés alguma dlgebra encontramos finalmente
H; = —hyé'eata, (B.3)

com Y dando a intensidade da interacao e J, 0 operador desbalanco atomico. Se o

modo Optico tem uma seccao transversal w e um perfil Gaussiano como por exemplo
g(r) = cos(kz) exp (—(2? + y?) Jw?), (B.4)

entao a intensidade da interagao é dada por

_ £ _ B.
X 2,/2(ro/w)? + 1 (B.5)
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Uma vez que
= [ drd ) g(n)b(r). (B.6)

Lembrando agora que N = ala + b'b e J, = %(ZSTIA) —a'a), a Eq. (B.3) resulta
diretamente em N
H; = —hEXéTé — hxéfed,, (B.7)

que é exatamente a Eq. (3.35) como queriamos mostrar (QED).
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