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Resumo

Óptica atômica e em particular a f́ısica de ondas de matéria ultrafrias tiveram um

grande desenvolvimento teórico e experimental em muito devido à realização experi-

mental da condensação de Bose-Einstein em vapores atômicos. A gama de interesse

nesses sistemas é muito ampla já que eles proporcionam reais aplicações práticas

de assuntos inovadores em f́ısica fundamental de sistemas de muitos corpos com

parâmetros altamente controláveis e até mesmo na implementação de computação

quântica, teleporte e lasers atômicos. Com efeito, demonstramos numa formulação

completamente quântica que a colisão cruzada entre átomos aprisionados num poten-

cial de poço duplo pode aumentar significativamente a taxa de tunelamento atômico

em configurações espećıficas da armadilha, levando a um regime de oscilação Rabi da

população dos poços do potencial. Ainda, mostramos que os fenômenos de colapso e

ressurgimento do condensado são suprimidos devido à competição entre autocolisão

e colisão cruzada intermediada pelo tunelamento.

Um aspecto da condensação de Bose-Einstein que tem atráıdo muita discussão

teórica é a idéia de fase. Nesse sentido, o modelo de poço duplo aqui discutido pode

resultar em condições ideais para esquemas de detecção homódina atômica de fase.

Propomos uma técnica de medição não destrutiva para monitorar oscilações do tipo

Josephson entre dois condensados de Bose-Einstein de átomos neutros espacialmente

separados. Um condensado é disposto em uma cavidade óptica, fortemente dirigida

por um campo coerente. O sinal de sáıda é monitorado lançando-se mão de um

esquema de detecção homódina balanceada. O campo da cavidade é escolhido de

forma que esteja muito fora de sintonia com quaisquer transições atômicas. Assim,

esse campo ganha uma fase proporcional ao número de átomos na cavidade devido

à interação dispersiva entre os campos atômico e fotônico. A corrente detectada

é então modulada pela corrente de oscilação devida ao tunelamento dos modos

condensados. De fato, mesmo quando ambos os poços estão igualmente populados,

uma fase é estabelecida pelo processo de medição e oscilações do tipo Josephson

acabam ocorrendo. Nesse contexto, mostramos que a presença de colisão cruzada

aprimora as condições necessárias para se adquirir informações sobre a fase quântica

relativa de um condensado de Bose-Einstein num potencial de poço duplo.
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Abstract

Recently, atom optics and the physics of ultracold matter waves have witnessed

rapid theoretical and experimental progress due to the achievement of atomic va-

por Bose-Einstein condensation (BEC). The interest in such systems is quite wide

ranged since it opens new applicative frontiers such as investigations on fundamental

many-body physics in model systems with highly controllable parameters and even

quantum computation, teleportation and atom-lasers besides several other ground

breaking subjects. Henceforth, we demonstrate in an exact quantum formulation

that cross-collisions between atoms trapped in a double well can significantly in-

crease the atom tunnelling rate for special trap configurations leading to an effective

linear Rabi regime of population oscillation between the trap wells. Typical collapse

and revival of the condensate are suppressed as well as due to cross- and self-collision

competition intermediated by tunnelling.

One aspect of BECs that has attracted much theoretical work is the idea of

phase. In this sense if we face this double-well BEC model as a temporal atomic

beam splitter it may result in optimal conditions for homodyne atomic detection

schemes. A nondestructive measurement technique to monitor Josephson-like oscil-

lations between two spatially separated neutral atom Bose-Einstein condensates is

investigated. One condensate is placed in an optical cavity, which is strongly driven

by a coherent optical field. The cavity output field is monitored using a homodyne

detection scheme. The cavity field is well detuned from any atomic resonance and

experiences a dispersive phase shift proportional to the number of atoms in the cav-

ity. The detected current is modulated by the coherent tunnelling oscillations of

the condensate. Even when there is an equal number of atoms in each well initially,

a phase is established by the measurement process and Josephson-like oscillations

develop. Hence we show that the presence of cross-collisions enhances the possi-

bility of acquiring information about the relative quantum phase of a double-well

Bose-Einstein condensate.
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armazenado magneticamente a alguns µ-metros do substrato. . . . . . 8
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sobre a fase relativa do condensado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 Representação do esquema de detecção homódina proposto para mon-
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ĉ†, ĉ Operadores de criação e destruição do modo óptico
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Caṕıtulo 1

Condensação de Bose-Einstein

“É a sina do tapejara

nós somos herdeiros dela

bombear a barra amarela

do dia, quando se aclara

sentir que a mente dispara

nos rumos que o tempo traça.”

- Jayme Caetano Braun

Desde os primeiros trabalhos em teoria quântica, a interpretação da natureza por

ela exposta tem sido um dos aspectos mais controversos e ao mesmo tempo belos e

interessantes. Nesse contexto, a interpretação de Copenhagen para essa teoria traz

consigo a conceituação da função de onda de um sistema de part́ıculas e é exatamente

esse conceito deveras fundamental que alicerça os pilares da condensação de Bose-

Einstein.

Introduzimos então, nesse caṕıtulo, uma breve discussão histórica e qualitativa

da condensação de Bose-Einstein e algumas de suas posśıveis aplicações como objeto

de pesquisa.

1.1 Introdução histórica

Antes mesmo que as discussões acerca da nova teoria quântica fossem comple-

tamente estruturadas, Albert Einstein [1] investigara as propriedades estat́ısticas

de part́ıculas massivas. Bose estudara a luz como um gás quântico de fótons [2] e

generalizando esse trabalho, Einstein concluiu que part́ıculas de matéria deveriam

se comportar, sob determinadas condições, de maneira análoga aos fótons. Entre al-

gumas das previsões de Einstein estava a de que, abaixo de uma certa temperatura,

parte de um gás de matéria deveria condensar no estado de mais baixa energia,

criando então uma ocupação macroscópica de um único estado quântico [1, 2].
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Durante muito tempo, a existência de tal estado da matéria foi tratada com

extremo ceticismo pela comunidade cient́ıfica. Mesmo que a teoria estivesse correta,

muitos acreditavam que essa condensação não poderia existir na natureza e muito

menos ser realmente concebida em um laboratório, já que as temperaturas requeridas

eram extremamente baixas ao ponto das forças atômicas forçarem o gás a condensar

numa fase sólida, por exemplo. Contudo, a natureza se mostra pela simplicidade

e não por meio de ardis, e após muita especulação a condensação de Bose-Einstein

começou a ser levada mais a sério como um prinćıpio fundamental na compreensão

do fenômeno de superfluidez do hélio ĺıquido. Todavia, a natureza desses fenômenos

difere da condensação de um gás de Bose no sentido de que as interações entre as

part́ıculas é muito forte e o sistema obviamente não pode ser tratado como um gás

dilúıdo de part́ıculas massivas. Com o advento de novas técnicas experimentais de

confinamento e resfriamento necessárias para a produção de amostras ultrafrias de

baixa densidade, a condensação do que se pode chamar, hoje em dia, de gás de Bose

foi finalmente alcançada em 1995, por volta de 70 anos após as primeiras predições

de Einstein e Bose [3, 4, 5].

Na realidade não são todas as part́ıculas massivas que podem atingir esse estado

da matéria. Tudo no mundo e certamente todas as part́ıculas, mas também sistemas

compostos, bolas de futebol e carros podem ser divididos em duas grandes classes

chamadas de bósons e férmions. Aquelas possuem a função de onda total simétrica

frente a troca de duas part́ıculas quaisquer do sistema e essas conseqüentemente

têm uma função de onda total anti-simétrica. Alguns exemplos clássicos podem

ser rapidamente citados. Tanto fótons quanto fônons são bósons. Ainda, a maioria

dos átomos neutros são bósons, rubidio-87, por exemplo. Sem contar que todas as

part́ıculas de campo intermediadoras das forças fundamentais conhecidas são bósons.

Férmions são ainda mais comuns. Os blocos fundamentais da estrutura da matéria

são férmions: elétrons, nêutrons, prótons, quarks, etc... Contudo, se agregarmos um

número par de férmions, obtemos um sistema composto com spin inteiro, que é um

bóson.

É resultado experimental que part́ıculas com spin inteiro obedecem a estat́ıstica

de bósons e as com spin semi-inteiro a de férmions. Assim, o spin dessas part́ıculas

nos diz muito sobre a “personalidade” delas. Devido a essa simetrização da função

de onda total, sendo a função de onda espacial simétrica ou anti-simétrica a proba-

bilidade das part́ıculas que compõem o ensemble estarem próximas ou distantes

aumenta ou diminui. Por exemplo, a probabilidade de dois férmions estarem no

mesmo estado quântico é nula o que resulta no prinćıpio da exclusão de Pauli. Para

bósons não há essa restrição e o comportamento agregador desse tipo de sistema

começa a se mostrar importante.

2



Esse fenômeno pode ser melhor entendido com a seguinte análise. Conforme

átomos ficam mais e mais frios, seu comprimento de onda térmico (de Broglie)

aumenta. Num gás de átomos bosônicos idênticos, conforme as part́ıculas se aproxi-

mam, ou em outras palavras quando o comprimento de onda de de Broglie de um

átomo sobrepõe o de seu vizinho mais imediato, o sistema inteiro começa a se com-

portar como se apenas uma função de onda caracterizasse o ensemble inteiro. Nesse

momento a condensação de Bose-Einstein ocorre. Antes desse ponto, se observar-

mos o número de part́ıculas no estado de mais baixa energia, encontraremos apenas

algumas part́ıculas. Se tivermos a temperaturas abaixo dessa transição, os átomos

se empilham no mesmo estado fundamental e essa ocupação se torna macroscópica,

caracterizando o estado da matéria conhecido como condensação de Bose-Einstein.

1.2 Motivação e outros temas

Nessa dissertação estudamos, entre outros temas, a configuração do potencial de

aprisionamento necessária para produzir efeitos de sobreposição da função de onda

de modos atômicos vizinhos na dinâmica quântica de um vapor de átomos bosônicos

ultra resfriados num potencial de poço duplo. Esse tratamento leva a regimes

dinâmicos distintos relacionados à força da colisão cruzada e então ao número to-

tal de part́ıculas no condensado e à localização dos modos condensados dada pela

dispersão na função de onda de cada modo e pela distância entre os mı́nimos do po-

tencial. Para um determinado regime de colisão cruzada, os auto-valores do Hamil-

toniano de muitos corpos determinam uma fase dinâmica não prevista em trabalhos

anteriores. Abaixo desse ponto de transição, o fenômeno de auto-aprisionamento

[6] é observado em concordância com as previsões teóricas na literatura [7, 8, 9].

Uma das conseqüências mais importantes do modelo aqui apresentado é que perto

do ponto de transição, a colisão cruzada pode ser forte ao ponto de inibir completa-

mente o auto-aprisionamento, resultando numa oscilação coerente e estável (regime

efetivo de Rabi) da população atômica entre os poços com uma freqüência carac-

teŕıstica. Esse regime permite que a armadilha de poço duplo seja encarada como

um separador de feixes atômico-temporal de extrema importância prática em pro-

tocolos de comunicação quântica [10, 11] e, principalmente, em detecção homódina

atômica de fase [12].

Além disso, a aproximação de dois modos [6, 7, 8, 9] levada a cabo como pro-

cedimento padrão é válida apenas quando as interações de muitos corpos produzem

apenas pequenas modificações do estado fundamental dos poços individuais. Nesse

sentido, um cálculo direto dos termos estáticos mostra que a presença da colisão

cruzada aumenta o limite de validade desse ansatz. Muitos artigos têm discutido o
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papel da medição ao estabelecer uma fase na forma de interferência entre dois con-

densados ou tunelamento Josephson coerente entre os condensados. Nesse sentido,

condições ideais para tais medidas são necessárias. Esse processo induz oscilações

devido ao tunelamento e uma diferença de fase entre os condensados separados es-

pacialmente. O tunelamento então impõe uma modulação no campo de luz que é

detectado na corrente homódina. Com base nisso, mostramos que o regime efetivo

de Rabi é obtido como condição ótima e ideal para esquemas de detecção atômica

de fase.

São muitas as aplicações da condensação de Bose-Einstein. Por exemplo, podemos

fazer experiências interessantes com óptica atômica quântica como procurar por cor-

relações [13]. Além disso, podemos estudar lasers atômicos [13]. No momento em que

desligamos a armadilha que confina os bósons no potencial, os átomos todos fluiriam

como uma fonte monocromática ideal de um feixe atômico. Tal feixe pode ser usado

para estudos análogos àqueles para correlações de fótons em óptica quântica. Nesse

sentido, podemos construir estados emaranhados que são de interesse particular na

compreensão da medição quântica e dos fenômenos de comunicação quântica como

teletransporte e computação quântica [13]. Ainda, o condensado pode ter aplicações

em metrologia de precisão já que em experimentos de ressonância o alargamento

heterogêneo desaparece completamente e conseguimos observar ressonâncias muito

finas. Essa possibilidade experimental começa, hoje em dia, a ser chamada de laser

atômico ou numa denominação mais antiga de boser [13]. Assim, notamos a vasta

gama de aplicações desses gases degenerados e justificamos o estudo deles nessa

dissertação de mestrado.

1.3 Potenciais de confinamento

Nos caṕıtulos ulteriores dessa dissertação, estudaremos a dinâmica quântica de

um CBE aprisionado em potenciais de poço duplo resultando numa dinâmica ideal

para processos de detecção de fase. Nesse sentido, ilustramos nessa seção a real

possibilidade de se construir tais potenciais de aprisionamento para condensados

de Bose-Einstein, mostrando brevemente algumas caracteŕısticas de certos tipos de

potenciais de aprisionamento recentemente realizados experimentalmente. Atual-

mente, novas técnicas de confinamento se tornaram posśıveis devido à convergência

de dois campos anteriormente distintos da f́ısica atômica: gases quânticos e redes

ópticas.
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1.3.1 Redes ópticas

Uma rede óptica é essencialmente um cristal artificial de luz. Isto é, um padrão

periódico de intensidade que é formado pela interferência de dois ou mais feixes

de laser. O exemplo mais simples de redes ópticas consiste em regiões claras e

escuras formadas quando dois feixes de laser com o mesmo comprimento de onda

viajando em direções opostas se encontram e formam um padrão de interferência.

Essa estrutura tem um peŕıodo de meio comprimento de onda. Com mais lasers,

é posśıvel formar uma estrutura espacialmente tridimensional. Contudo, é mais

complicado de armazenar átomos nesse tipo de padrão de interferência.

Uma rede óptica pode armazenar átomos uma vez que o campo elétrico dos

lasers induzem um momento de dipolo no átomo. A interação entre esse momentos

de dipolo e o campo elétrico do laser modifica a energia do átomo. Se a freqüência

do laser é menor do que uma dada transição eletrônica do átomo, ele é atráıdo para

as regiões de máximo de intensidade do laser. Por outro lado, se a freqüência do

laser é maior que a freqüência de transição, os átomos são repelidos dos máximos.

Com efeito, em ambos os casos, os átomos podem ser armazenados nas regiões claras

e escuras da rede óptica, e a intensidade do potencial óptico de confinamento pode

ser aumentada aumentando-se a intensidade do laser.

Para transferir um condensado de Bose-Einsten de uma armadilha magnética

para uma rede óptica, o condensado é iluminado por seis feixes de lasers necessários

para formar uma rede 3D e a intensidade dos lasers é aumentada. Esse processo

de carregamento é controlado por computadores para assegurar reprodutibilidade

perfeita em diferentes experimentos. Contudo, é dificil de provar que o condensado

foi realmente tranferido para a armadilha óptica já que o espaçamento t́ıpico en-

tre os śıtios na rede é muito pequeno (por volta de 430 nm) para os átomos serem

resolvidos diretamente. Todavia, um padrão periódico pode mostrar efeitos de in-

terferência quando iluminados por ondas coerentes mostrando se o condensado foi

realmente transferido. Podemos também desligar o potencial da rede e usar padrões

de interferência dos condensados para analisar como os átomos de śıtios diferentes

se sobrepõem. Uma vez que os átomos no condensado têm coerência de fase, um

padrão de interferência aparece conforme os condensados se sobrepõem.

Além de dar acesso a novas fases quânticas de estados de muitos corpos, con-

densados de Bose-Einstein em redes ópticas oferecem grandes oportunidades para o

processamento de informação quântica. Átomos num estado isolante de Mott po-

dem ser vistos como um registrador quântico no qual cada qubit é representado por

um único átomo. A transição Mott pode então ser usada para iniciar um grande

conjunto de qubits (da ordem de 100000) num único passo experimental. O desafio
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então é o de construir portas lógicas quânticas entre átomos que estão aprisionados

em diferentes śıtios da rede. Em 1999 Dieter Jaksch, Ignacio Cirac, Peter Zoller et

al [14] sugeriram um modo de se fazer isso. Nessa proposta, os potenciais ópticos

dependentes do estado podem ser usados para fazer com que átomos de śıtios vizi-

nhos acabem no mesmo śıtio. A idéia é de que ambos os átomos sofrem colisões que

resultam numa mudança de fase definida no estado de duas part́ıculas. Assim, esse

sistema constituiria uma porta de fase quântica.

Um grande problema em se usar redes ópticas para o processamento de in-

formação quântica é dirigir-se a átomos particulares em diferentes śıtios da rede.

Esse acesso nos permitiria ler e escrever informação em átomos selecionados do

mesmo modo que é feito no registro de um bit individual num computador clássico.

Recentemente, Wolfgang Alt et al [15] mostraram que campos magnéticos podem

ser usados para selecionar átomos individuais que estão separados por alguns śıtios.

Ainda, Phillips et al [16] estão explorando outras possibilidades nas quais átomos

são carregados de três em três śıtios sobrepondo uma chamada super-rede sobre um

padrão de rede regular.

Figura 1.1: Representação esquemática de uma rede óptica com espaçamento con-

trolável entre os śıtios

Esse mesmo grupo mostrou como é posśıvel manipular o espaçamento da rede

controlando-se o ângulo sobre o qual os feixes de laser interferem de tal forma

que se consegue experimentalmente ir rapidamente de uma situação de pequeno

espaçamento entre os śıtios para uma de grande espaçamento nessa rede tipo gaita

(ver Fig. 1.1). Esse resultado é extremamente importante em vista dos resultados

encontrados nessa dissertação, como será visto posteriormente.
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1.3.2 Microchips

A técnica mais moderna e mais utilizada atualmente para armazenamento e

interferometria de condensados de Bose-Einstein consiste em armadilhas magneto-

ópticas em superf́ıcies de chips micrométricos. A possibilidade de integrabilidade

e precisão de manipulação de um único átomo mostram a importância tecnológica

desse processo∗.

O esquema de armazenamento consiste numa trilha condutora inserida sobre

o substrato. Por essa trilha passa uma corrente elétrica DC que gera um campo

magnético entorno desse fio. Em seguida, combina-se esse campo com um campo

magnético externo constante B0 conforme a Fig. 1.2. Assim, a superposição dos

campos da trilha e externo cria uma armadilha de quadrupólo bi-dimensional, ou

guia atômico, com uma força restauradora transversa proporcional ao campo. Arran-

jos experimentais de várias trilhas paralelas com ou sem um campo externo podem

também ser usadas para criar tais guias.

Figura 1.2: Esquema de aprisionamento de condensados de Bose-Einstein em mi-

crochips. Combina-se um campo de quadrupolo com um campo constante externo,

obtendo-se o perfil de aprisionamento mostrado.

Com esse processo de armazenamento em mãos pode-se construir um potencial

de aprisionamento de poço duplo como segue. Um fio reto carregando uma corrente

estática (∼ 1A) é usado para aprisionar um condensado de Bose-Einstein num chip

atômico diretamente abaixo de uma segunda trilha carregando uma corrente de

∗Para uma discussão mais detalhada verifique a Ref. [17]
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rádio freqüência (∼ 60mA e 500kHz). A trilha DC tem uma largura de 50µm e é

separada 80µm da trilha de RF(10µm de largura). Colocando-se a armadilha 80µm

da superf́ıcie do chip na posição indicada na Fig. 1.3 consegue-se um desdobramento

horizontalmente simétrico [17]. O campo de RF acopla diferentes estados atômicos

de spin. Assim, o potencial de aprisionamento inicial DC é deformado para um

potencial efetivo adiabático sob a influência do campo de RF com a freqüência

abaixo da freqüência de Larmor no mı́nimo do potencial (∼ 1G). Na direção vertical

(y), a intensidade de acoplamento espacialmente homogênea de RF leva a uma leve

relaxação da armadilha estática. Na direção (x), o efeito adicional de variações

locais do acoplamento RF quebra a simetria rotacional da armadilha e permite a

formação de um potencial de poço duplo com separação (d) entre os poços e barreira

de potencial de altura (Vbar).

Figura 1.3: Representação esquemática do processo de aprisionamento de um con-

densado de Bose-Einstein num potencial de poço duplo. O CBE é armazenado

magneticamente a alguns µ-metros do substrato.

1.4 Estrutura

O trabalho apresentado nesta dissertação pode ser separado em duas grandes

partes. A primeira, discutindo a dinâmica quântica de um condensado de Bose-

Einstein num potencial de poço duplo na aproximação de dois modos num ansatz
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em que as colisões cruzadas são consideradas relevantes, e a segunda, estudando

a aplicação desses regimes dinâmicos em propostas de detecção homódina de fase

nesses sistemas condensados. Sendo assim, a discussão da dinâmica é feita no Cap.

2 e da detecção em si no Cap. 3, restando o Cap. 4 como uma discussão das

duas frentes de pesquisa aqui apresentadas e dos resultados principais de forma

concatenada. Os caṕıtulos seguem segundo a ordem na qual eles foram desenvolvidos

originalmente. Todavia, o leitor pode começar a leitura em qualquer seção. Nos

pontos em que uma seção é conseqüência direta de outra, as referências cruzadas

necessárias são fornecidas. Uma vez que esse texto aborda vários campos distintos

de pesquisa, uma literatura adequada revisa a dissertação inteira na quinta seção.

Espero, assim, que o leitor consiga acompanhar os racioćınios aqui explorados com

suficiente desenvoltura.
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Caṕıtulo 2

Gases de Bose em potenciais de poço duplo

“Que foi? Ah! quebrou-se a ponta do lápis?

Amanhã vancê escreve o resto;

olhe que dá para encher um par de tarcas!”

- Simões Lopes Neto

Esse caṕıtulo trata extensivamente da dinâmica de um CBE de espécie atômica

única, aprisionado num potencial de poço duplo conforme ilustra a Fig. 2.1 abaixo.

Figura 2.1: Representação esquemática de uma armadilha de potencial de poço

duplo com sobreposição da função de onda dos poços vizinhos (colisão cruzada).

Essa dinâmica é estudada em diversos regimes e segundo formalismos semi-

clássico e completamente quântico. Serve esse texto, então, de justificativa teórica e

conceitual para o cerne do trabalho que é a aplicação do entendimento denso da na-

tureza desses condensados nos processos que envolvem detecção homódina atômica

em condensados de Bose-Einstein.
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2.1 Introdução

Observações recentes da condensação de Bose-Einstein (CBE) em sistemas de

átomos neutros aprisionados [3, 4, 5], abre um novo contexto para o estudo da

mecânica quântica de sistemas mesoscópicos. Em particular, CBE atômicos a-

presentam uma variedade de fenômenos de interferência quântica e já foi sugerido

por Javanainen [18] e Grossman and Holthaus [19] a possibilidade de tunelamento

de part́ıculas condensadas entre duas armadilhas atômicas adjacentes. Esse tunela-

mento resultando numa troca harmônica dos átomos entre as armadilhas é análogo

ao efeito Josephson [20] para átomos neutros no qual a troca se dá devido à fase

relativa entre as funções de onda macroscópicas nos dois śıtios. Contudo, esses

dois autores não levaram em conta interações do tipo esfera ŕıgida entre os átomos.

Nesse sentido, a natureza de CBEs aprisionados em um potencial duplo com a pre-

sença dessas colisões foi muito estudada por Milburn et al [6], fazendo-se uso de

métodos de teoria quântica de campos e de óptica não-linear segundo uma apro-

ximação de dois modos. Todavia, esses últimos autores não levaram em conta em

suas discussões uma presença possivelmente importante dos fenômenos de colisão

cruzada entre os átomos de cada modo do potencial. Consideramos aqui o caso

de um CBE atômico confinado por um potencial duplo com mı́nimos suficiente-

mente separados, onde cada poço de potencial representa uma armadilha atômica.

Usando a suposição de fatorização de campo médio (aproximação semi-clássica),

junto com uma aproximação de dois modos, encontramos soluções para a equação

de Gross-Pitaevskii [21] incluindo interações de muitos corpos e colisão cruzada. Em

seguida, um tratamento completamente quântico é levado a cabo. A observação de

tunelamento quântico nesse sistema pode ser feita de forma mais simples do que em

outros sistemas condensados [22], ou o acoplador direcional não linear [23], devido

a pequenas dissipações em contextos de óptica atômica.

O restante desse caṕıtulo é organizado da seguinte maneira. Apresentamos

nosso modelo básico e em particular a aproximação de dois modos para a dinâmica

quântica dos condensados acoplados. Discutimos assim os limites de validade desse

modelo. Na seção subseqüente é feita uma digressão sobre a solução de campo

médio do problema quântico. A seguir, estudamos a dependência dos fenômenos de

colisão cruzada, auto-colisão e tunelamento com a geometria da armadilha que con-

fina os átomos neutros no estado condensado. Vemos assim, que os termos de colisão

cruzada podem se tornar muito importantes conforme a natureza dos átomos usa-

dos, sendo dependente do comprimento de espalhamento desses. Mostramos que na

dinâmica quântica completa o termo de colisão cruzada compete com a auto-colisão

e ainda auxilia o fenômeno de tunelamento quântico. Quando as taxas de colisão
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cruzada e auto-colisão são da mesma ordem, a dinâmica implica numa oscilação

coerente do tipo Rabi tornando o experimento ideal para processos que envolvem

detecção homódina. Este último assunto é que será abordado nos caṕıtulos seguintes.

Enfim, algumas conclusões são apresentadas e discussões são feitas na última seção

desse caṕıtulo.

2.2 Modelo básico

2.2.1 Aproximação de dois modos

O modelo aqui estudado consiste num potencial de poço duplo simétrico de

part́ıcula única V(r) com mı́nimos em r1 e r2, e onde sem perda de generalidade

escolhemos V (r1,2) = 0. Assumimos ainda que esse potencial é tal que os dois estados

de menor energia são muito próximos um do outro e muito separados dos outros

posśıveis estados de energia do potencial. Nesse sentido, supomos que as interações

de muitos corpos não mudam significativamente a situação. Assim, expandimos o

potencial em torno de cada mı́nimo como segue

V (r) = Ṽ (2)(r − rj) + ..., j = 1, 2 (2.1)

onde Ṽ (2)(r−rj) é a aproximação parabólica para o potencial na vizinhança de cada

mı́nimo. Definimos a seguir, o estado u0(r) como o modo de part́ıcula única do

estado fundamental do potencial local, com energia E0, e definimos as soluções de

modo local dos poços individuais u1,2(r) = u0(r − r1,2). Os auto-estados de energia

do potencial de poço duplo global podem então ser aproximados por combinações

simétricas (+) e anti-simétricas (-) da função de onda

u±(r) ≈ 1√
2
[u1(r)± u2(r)], (2.2)

com correspondentes autovalores E± = E0 ±R e

R =
∫

d3ru∗1(r)[V (r)− Ṽ (2)(r − r1)]u2(r). (2.3)

A freqüência de tunelamento Ω entre os dois mı́nimos é então dada pelo desdo-

bramento dos dois menores estados de energia Ω = 2R
h̄

. A matriz de elementos R

descreve o acoplamento entre os modos locais.

O Hamiltoniano de muitos corpos descrevendo o CBE atômico num potencial

arbitrário é dado por [24]

Ĥ(t) =
∫

d3r[
h̄2

2m
∇ψ̂†.∇ψ̂ + ψ̂†V ψ̂ +

U0

2
ψ̂†ψ̂†ψ̂ψ̂], (2.4)
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onde m a massa atômica, U0 = 4πh̄2

2ma2 mede a intensidade das interações de dois

corpos, e a é o comprimento de espalhamento de onda-s já que somente espalhamento

do tipo esfera ŕıgida é considerado. Ainda, ψ̂(r, t) e ψ̂†(r, t) são os operadores de

campo que destroem e criam part́ıculas na posição r e tempo t na representação

de Heisenberg. Vale lembrar que o ordenamento normal foi utilizado em todos os

cálculos. Assim, em termos dos modos locais podemos escrever os operadores de

criação e aniquilação na seguinte forma

cj(t) =
∫

d3ru∗j(r)ψ̂(r, t). (2.5)

Assim, o Hamiltoniano de muitos corpos se reduz à seguinte aproximação de dois

modos∗

H = E0(a
†a + b†b) + h̄(2Λ(N − 1) + Ω)[a†b + b†a] + h̄η[a†b + b†a]2

+ h̄(κ− η)[(a†)2(a2) + (b†)2(b2)] + h̄ηN(N − 2), (2.6)

onde κ = U0

2h̄Veff
,η = (U0

2h̄
)
∫

d3ru∗0iu0ju
∗
0iu0j, Λ = (U0

2h̄
)
∫

d3ru∗0ju0ju
∗
0iu0i. O primeiro

termo é devido à auto-colisão e os dois últimos à colisão cruzada. Ainda, V −1
eff =

∫
d3r|u4

0| é o volume efetivo de cada modo do potencial.

Exploramos então as conseqüências desse modelo para um CBE atômico num

poço de potencial duplo. É fácil de ver que no caso em que h̄η → 0 e h̄Λ → 0, o

Hamiltoniano se reduz àquele discutido em [27, 28] que tem a forma de uma equação

discreta de auto-aprisionamento e já foi anteriormente estudado no contexto de um

“quantum dimer” [29] para um modelo de oscilações anarmônicas em pequenas

moléculas e também no contexto de um acoplador óptico direcional não linear [46,

23]. Ainda, é direto que quando h̄κ → 0 , o Hamiltoniano (2.6) se reduz àquele

previamente empregado no estudo de tunelamento em condensados [18, 19].

2.2.2 Sistema de poço duplo

Podemos ilustrar as caracteŕısticas gerais do sistema de poço duplo considerando

o seguinte potencial

V (r) = b(x2 − d

2b
)2 +

1

2
mω2

t (y
2 + z2), (2.7)

onde o acoplamento ocorre ao longo de x, e ωt é a freqüência da armadilha no

plano y-z. Esse potencial tem mı́nimos locais em r1 = q0x e r2 = −q0x, onde

q2
0 = d/2b. Nesses pontos, o movimento linearizado é harmônico com freqüência

∗Para detalhes das contas, consulte o apêndice A.
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ω0 = (4d/m)1/2. Assim, sem perda de generalidade escolhamos por simplicidade

ω0 = ωt. Nesse sentido, seja

Ṽ 2(r) =
1

2
mω2

0((x− q0)
2 + y2 + z2). (2.8)

Com efeito, fixaremos ω0 mantendo d constante e considerando apenas variações

de q0. Isso é equivalente a variar a altura da barreira D separando os dois poços

de modo que D = dq2
0. É ainda conveniente reescalar o comprimento em unidades

da incerteza na posição do estado fundamental do oscilador harmônico r0 =
√

∆,

onde ∆ = h̄
2mω0

. A altura do potencial é então dada por D = (h̄ω0/8)(
q2
0

∆
). Assim,

para uma escolha adequada de D, apenas dois auto-estados de energia se encontram

abaixo da barreira. O modo local de cada poço pode então ser dado por

u0(r) = (
1

2π∆
)

3
4 e

−(r−q0)2

4∆ , (2.9)

que é o estado fundamental do oscilador harmônico simples. Esses estados são

Gaussianos, o que nos permite calcular explicitamente todas as integrais necessárias.

Nesse sentido, as taxas de tunelamento, auto-colisão e colisão cruzada são dados

respectivamente por

Ω =
q2
0ω0

2∆
e−q2

0/2∆, (2.10)

κ = (
U0

16h̄
)(

1

π∆
)3/2, (2.11)

η = (
U0

16h̄
)(

1

π∆
)3/2e−q2

0/2∆, (2.12)

Λ = (
U0

16h̄
)(

1

π∆
)3/2e−3q2

0/4∆, (2.13)

Podemos ainda supor um potencial do tipo

V (r) =
mω2r2

2
+

β√
2πσ

e−x2/2σ2

, (2.14)

onde o confinamento novamente é na direção do eixo x por uma perturbação Gaus-

siana, β dá a altura da perturbação e σ dá o desvio padrão no pacote da perturbação.

Nesse caso, podemos também supor uma certa localização dos modos em cada poço

do potencial. Assim, um cálculo direto mostra que os termos devido às colisões são

os mesmos que nas Eqs. (2.11-13) e a taxa de tunelamento é dada por

Ω =

√
π

4π2x3
0h̄

[β

√
2

π(2σ2 + x2
0)
−mα2

0ω
2]e−α2/x2

0 . (2.15)

Em que α é o mı́nimo do potencial obviamente dado por α = σ
√

ln( β2

2πm2ω4σ6 ) quando

esse potencial é extremado e seus pontos de máximo e mı́nimo locais são encontrados.
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Vale notar ainda que x0 é a incerteza na aproximação harmônica de cada modo.

Nesse sentido, a relação entre os fenômenos de tunelamento, colisão cruzada e auto-

colisão são analizados adiante para vários regimes de localização onde é discutido a

aproximação feita por Milburn et al [6] ao se desprezar os termos de colisão cruzada.

Vale lembrar ainda que um tratamento mais completo seria o de realizar cálculos

exatos nos quais a sobreposição dos modos atômicos individuais mostrasse os respec-

tivos padrões de interferência, modificando assim, os modos locais com relação às

funções gaussianas recém utilizadas. Isso pode ser feito a partir de uma integração

direta das funções de Schrödinger não polinomiais [25] ou através das soluções esta-

cionárias de GP como exemplifica a ref. [26]. Nesse sentido, mantivemos a aprox-

imação de dois modos e investigamos o efeito das colisões cruzadas nesse modelo.

Isso faz com que o trabalho se torne muito menos penoso e permite a verificação de

uma dinâmica dessarte rica. Assim, é espantoso que esse modelo extremamente sim-

plificado do problema de muitos corpos forneça essencialmente os mesmos resultados

qualitativos que os procedimentos acima referidos.

2.2.3 Limites de validade

A aproximação de dois modos é valida quando as interações de muitos corpos pro-

duzem apenas pequenas modificações das propriedades dos potenciais individuais.

Isso equivale a dizer que

h̄ω0 =
h̄2

2mr2
0

À N
|U0|
Veff

. (2.16)

Como é sabido, as colisões diminuem a energia total de sistemas condensados [30]

(para um volume de modo não fixo). Conforme mostraremos na Fig. 2.3, as colisões

cruzadas também diminuem os auto-valores do Hamiltoniano de interação. No mod-

elo aqui discutido, as colisões cruzadas competem com a auto-colisão de tal modo

que podemos definir uma nova taxa de colisão κ′ ≡ κ − η. Da mesma forma, essa

competição leva a um volume efetivo de cada modo V ′
eff ≡ U0

2h̄(κ−η)
já que as colisões

cruzadas diminuem mais ainda a energia do estado fundamental, aumentando o vol-

ume efetivo do modo de cada poço. Assim, usando Veff ∼ 8π3/2x3
0, o novo volume

de modo effetivo se escreve V ′
eff ∼ 8π3/2x3

0

(1−e
−q2

0
/2x2

0)
e o ansatz de dois modos é válido

sempre que a seguinte condição for satisfeita para o número total de átomos

N ¿ x0

|a|(1− e−q2
0/2x2

0)
. (2.17)

Assim, para valores adequados da geometria da armadilha podemos fazer com que os

termos à direita da equação acima sejam suficientemente grandes ao ponto de serem

da ordem de valores usados nos experimentos t́ıpicos de condensação. Essa discussão
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pode ser melhor ilustrada da seguinte maneira. Ao aumentarmos a sobreposição

entre as funções do onda dos modos vizinhos, diminuimos a densidade de átomos

em cada śıtio. Como conseqüência direta, a colisão entre átomos do mesmo śıtio

diminui e a taxa de tunelamento é aumentada. Com efeito, no modelo t́ıpico em

que as colisões cruzadas são desprezadas obtemos valores máximos da ordem de 100

átomos. Já no modelo aqui discutido, valores reais da ordem de 103 a 106 podem

ser alcançados sob condições adequadas da geometria do potencial de confinamento.

Já que valore t́ıpicos são x0 ∼ µm, |a| ∼ nm e q0 ∼ µm. Por outro lado, se

as interações de muitos corpos dominam sobre a energia cinética, as propriedades

do estado fundamental são fortemente modificadas com respeito às lineares. Nesse

caso, a aproximação de dois modos empregada aqui não é aplicável e o ansatz de

Thomas-Fermi [31, 32] deve ser utilizado.

toma a potencial validade funcional da

2.3 Aproximação semi-clássica

Antes de procedermos a uma análise completamente quântica do Hamiltoni-

ano (2.6), consideramos a aproximação de campo médio (semi-clássica). Para isso,

empregamos a aproximação de Hartree [33] para um número fixo de átomos N , e

escrevemos o vetor de estado atômico como

|ΨN(t)〉 =
1√
N !

[
∫

d3rφN(r, t)ψ̂†(r, 0)]N |0〉, (2.18)

onde |0〉 é o vácuo do campo bosônico. Assim, a equação de Schrödinger não linear

auto-consistente ou simplesmente equação de Gross-Pitaevskii para a função de onda

do condensado segue da equação de Schrödinger, e é dada por [21]

ih̄
∂φ0

∂t
= [− h̄2

2m
∇2 + V (r) + NU0|φN |2]φN . (2.19)

Para uma escolha adequada do potencial global V(r), a Eq. (2.19) pode ser re-

solvida numericamente para dadas condições iniciais. Em particular, essa equação

permite simulações do tunelamento do condensado sem as limitações impostas pela

aproximação de dois modos. Nessa aproximação, contudo, usamos os modos locais

descritos acima de forma a escrevermos

φN(r, t) = e−iE0t/h̄[b1(t)u1(r) + b2(t)u2(r)]. (2.20)

Se negligenciarmos as colisões cruzadas, obtemos

dbj

dt
=
−iΩ

2
b3−j − 2iκN |bj|2bj. (2.21)
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O número de átomos no j-ésimo poço é dado por

Nj(t) = 〈ΨN(t)|ĉ†j ĉj|ΨN(t)〉 = N |bj(t)|2, (2.22)

o que nos fornece a ligação entre as amplitudes acopladas dos modos e os valores

esperados do problema quântico. As Eq.(2.21) têm uma solução exata [18, 19, 20].

Para o caso em que N átomos estão inicialmente localizados no poço 1, N1(0) =

N |b1|2 = N , o número de átomos no poço 1 varia com o tempo conforme

N1(t) =
N

2
[1 + cn(Ωt|N2/N2

c )], (2.23)

com N1 + N2 = N . Onde cn(φ|m) é uma função eĺıptica de Jacobi e Nc é o número

cŕıtico de átomos dado por

Nc =
Ω

κ
. (2.24)

Para N < Nc essa solução exibe oscilações periódicas entre os modos com peŕıodo

K(N2/N2
c ) que depende do número de átomos, onde K(m) é uma integral eĺıptica

completa da primeira espécie. Para N ¿ Nc, cn muda para cosseno e as oscilações

são precisamente como aquelas no efeito Josephson [27]. Conforme o número de

átomos é aumentado, o peŕıodo de oscilação aumenta até o ponto em que N = Nc e

o peŕıodo se torna infinito. Essa bifurcação no sistema não linear implica nesse ponto

o sistema evoluir assintóticamente a um número igual de átoms N/2 em cada poço.

Para N > Nc, o peŕıodo de oscilação se reduz novamente mas a transferência de

população entre os poços não é completa. Em outras palavras, as oscilações coerentes

são inibidas para muitos átomos e o fenômeno de auto-aprisionamento começa a

acontecer. Isso ocorre mesmo para um número fixo de átomos N e não depende

então da coerência entre estados de número diferentes. É preciso contudo que haja

uma fase relativa definida entre as amplitudes b1,2 dos dois poços de potencial.

A escolha das condições iniciais depende do estado do condensado. Num caso

t́ıpico esperamos que haja um número igual de átomos em cada poço do potencial,

e então o estado fundamental de muitos corpos refletiria a simetria fundamental

do potencial. Isso significa que a quantidade (|b2|2 − |b1|2) seria inicialmente nula.

Contudo, como o número total de part́ıculas é conservado (|b2|2+|b1|2) = 1, devemos

ter

b∗1b2 =
1

2
e−iθ, (2.25)

onde θ é a fase relativa entre as amplitudes b1 e b2, respectivamente. O condensado

deve então ter uma fase bem definida entre os poços do potencial. De acordo com a

noção usual de quebra espontânea de simetria [34, 35, 36], essa fase é escolhida de

forma aleatória para uma dada realização do sistema e, se calculada a média sobre
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muitas realizações obteŕıamos uma contribuição nula do termo dependente da fase

no ensemble. Para investigarmos as conseqüências da quebra espontânea de simetria

para a dinâmica semi-clássica, será conveniente definir três novas variáveis

Sx =
1

2
(|b2|2 − |b1|2), (2.26)

Sy =
−i

2
(b∗1b2 − c.c), (2.27)

Sz =
1

2
(|b∗1b2 + c.c). (2.28)

Na seção seguinte, mostraremos que Sy é o momentum médio do condensado, en-

quanto que Sx é a diferença de número atômico entre os dois auto-estados de

part́ıcula individual do sistema de potencial de poço duplo. Ora, se Sx = 0 devemos

ter Sy = sen(θ)
2

e Sz = cos(θ)
2

. Se o momentum médio do condensado é inicialmente

zero, t = 0 e Sz(0) = 1/2. Tal condição inicial é um ponto estacionário da dinâmica,

como é fácil de observar se escrevermos as equações de movimento em termos das

variáveis reais acima dadas pelas Eqs. (2.26-28). Com efeito

Ṡx = −2h̄[Ω + 2Λ(N − 1)]Sy − 2h̄ηNSySz, (2.29)

Ṡy = 2h̄[Ω + 2Λ(N − 1)]Sx − 4h̄(κ− 3η)NSzSx, (2.30)

Ṡz = 4h̄(κ− η)NSySx. (2.31)

É direto que essas equações indicam precessões não lineares entorno dos eixos Sx, Sy

e Sz. Ainda,
∑

i S
2
i = 1/4(i = x, y, z) é uma constante de movimento, o que corres-

ponde a uma conservação do número total de part́ıculas.

Estudamos agora o comportamento de Sx para valores diversos das taxas κ, η, Λ

dadas pelas Eqs. (2.11-13). O valor cŕıtico para o qual o auto-aprisionamento ocorre

é aumentado. O auto-aprisionamento ainda é presente, apesar de ser relativamente

inibido pela presença da colisão cruzada uma vez que conforme mostram as Eqs.

(2.29-2.31), a colisão cruzada compete com a auto-colisão. Para situações adequadas

da geometria do potencial de confinamento, quando a colisão cruzada é forte o

suficiente de modo η → κ (no sentido de κ − η ¿ Ω) o comportamento de auto-

aprisionamento é totalmente suprimido fazendo com que haja puramente oscilações

coerentes entre os modos do condensado (regime que chamaremos de Rabi efetivo).

Assim, é razoável de se entender a presença da colisão cruzada como um fenômeno

auxiliar ao do efeito Josephson que conseqüentemente compete com a auto-colisão

e com o auto-aprisionamento, até mesmo inibindo-a.
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2.4 Dinâmica quântica

2.4.1 Modelo quântico

Seguindo um ansatz de dois modos, podemos obter uma solução exata do pro-

blema quântico de forma a acessar o efeito das flutuações quânticas sobre as soluções

da equação de Gross-Pitaevskii. O operador de número total N̂ = (a†a+ b†b) é uma

constante de movimento e então é escolhido de modo a ser igual ao número total de

átomos N . Definimos agora três operadores que obedecem as relações de comutação

do grupo SU(2), segundo um formalismo de Schwinger

Ĵx =
1

2
(b†b− a†a), (2.32)

Ĵy =
i

2
(b†a− a†b), (2.33)

Ĵz =
1

2
(a†b + b†a). (2.34)

Onde o invariante de Casimir é dado por

Ĵ2 =
N̂

2
(
N̂

2
+ 1). (2.35)

Ora, esse modelo é análogo a um modelo de momentum angular com autovalor total

igual j = N/2. O operador Ĵz corresponde à diferença no número de ocupação

da part́ıcula entre os auto-estados de energia. Por exemplo, o auto-estado de peso

máximo |j, j〉z corresponde a todas as part́ıculas ocupando o maior auto-estado de

energia, ψ2(x). O operador Ĵx nos dá a diferença no número de part́ıculas entre os

estados localizados de cada poço (u1, u2). De fato, para o caso unidimensional, o

operador posição na representação de campo é dada por

x̂ → 2q0

N
Ĵx, (2.36)

então os auto-estados de pesos máximo e mı́nimo de Ĵx correspondem à localização

de todas as part́ıculas num poço ou no outro. A interpretação de Ĵy é crucial para

uma real compreensão do tunelamento. Em uma dimensão, o operador momentum

ih̄( d
dx

) na representação de campo é dado por

p̂ → −2h̄(Ω + 2Λ(N − 1))

q0ω0

Ĵy, (2.37)

donde é direto que Ĵy corresponde ao momentum do condensado. Nesse modelo de

momentum angular, o Hamiltoniano de dois modos com colisão cruzada pode ser

reescrito na versão de interação (Dirac) como

ĤI = 2h̄[Ω + 2Λ(N − 1)]Ĵz + 4h̄ηĴ2
z + 2h̄(κ− η)Ĵ2

x , (2.38)
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onde negligenciamos deslocamentos de energia devidos a termos proporcionais ao

número total de átomos N e suas potências já que eles correspondem apenas a

deslocamentos no zero de energia. Esse Hamiltoniano descreve precessões não li-

neares em torno dos eixos x e z. A Eq. (2.38) é ainda simétrica sob rotações de

π rad em torno do eixo z. Tal transformação corresponde a Ĵx → −Ĵx que em

vista da interpretação de Ĵx discutida acima corresponde à simetria de paridade

do potencial de poço duplo. Com efeito, todos os auto-estados advém de uma das

classes de paridade correspondendo aos dois auto-estados dessa transformação. É

interessante notar que esse Hamiltoniano é similar aos modelos considerados por

Haake [37] quando as taxas de colisão cruzada são pequenas. É mais conveniente

trabalhar agora numa versão de interação ao invés da de Schrödinger ou Heisenberg.

Escrevemos então

ĤI = h̄Ω′Ĵz + 4h̄ηĴ2
z + 2h̄(κ− η)Ĵ2

x (2.39)

com Ω′ = 2[Ω+2Λ(N − 1)]. Assim, a colisão cruzada corrige a taxa de tunelamento

por uma freqüência efetiva Ω′ que depende diretamente do número de part́ıculas

condensadas e da geometria do potencial através de Λ.

Na Fig. 2.2, mostramos rapidamente a relação entre a taxa tunelamento Ω e a

taxa corrigida pela colisão cruzada Ω′ bem como uma comparação entre as outras

taxas de colisão e um esquema do potencial de poço duplo. Com efeito Λ é muito

pequeno se comparado com Ω mas para um número grande de bósons, o termo

adicional de tunelamento pode levar a efeitos observáveis sempre que 2Λ(N−1) ≥ Ω.

Além disso, o último termo da Eq. (2.39) mostra que o termo de colisão cruzada

η compete com o de auto-colisão κ levando a uma taxa efetiva de colisão in sito

κ′ ≡ κ − η. Tipicamente, η, Λ ¿ Ω, mas os efeitos de colisão cruzada podem ser

desprezados somente quando 2Λ(N − 1)/Ω ¿ 1, isto é, se

(N − 1)
asx0

π1/2q2
0

e−q2
0/4x2

0 ¿ 1. (2.40)

Considerando-se valores experimentais de N=1300, as=5.3nm, para o isótopo 87 do

Rub́ıdio e q0 = 2.2µm, obtemos que somente quando x0 ¿ 0.82q0 os efeitos da co-

lisão cruzada podem ser desprezados. Esse valor depende fortemente no número de

átomos da amostra e crescerá rapidamente conforme N é aumentado. Além disso,

igualando Ω′ à freqüência de oscilação observada no experimento recente realizado

por Albiez et al [25] de 25 Hz e Ω à freqüência de tunelamento esperada de 2 Hz,

encontramos que somente quando x0 ≈ 6.57q0 a freqüência de tunelamento mudaria

significativamente devido às não linearidades advindas das colisões cruzadas. Es-

tando assim, dentro da aproximação de dois modos, considerando que as funções de

onda são aproximadamente dadas por aquelas do estado fundamental do oscilador.
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Figura 2.2: Comparação entre as freqüências de colisão e tunelamento corrigida e

não corrigida segundo as Eqs. (2.10-13). No inset representamos a geometria da

armadilha de poço duplo. Note o forte aumento na taxa de tunelamento devido à

presença da colisão cruzada. Ambos os eixos são adimensionais, sendo o oordenado

normalizado em unidades de h̄.

Isso implica o sistema estar dentro do regime efetivo de Rabi de tunelamento como

discutiremos nos caṕıtulos a seguir. Com efeito, para dado q0, a razão x0/q0 decresce

rapidamente conforme o número de part́ıculas aumenta. Ainda, para N=1300 e

q0 = 0.5µm uma mudança substancial na taxa de tunelamento seria observada para

x0 ≈ q0. Vale notar que a análise acima pode também ser aplicada considerando-

se os modos locais dados aproximadamente pelos estados excitados do oscilador

harmônico. Em tal caso, as condições sobre a dispersão na função de onda em

relação à distância entre os mı́nimos do potencial de armazenamento seriam signi-

ficativamente relaxadas [38].

2.4.2 Auto-estados de energia

O conjunto de estados mais natural que exibe quebra espontânea de simetria

para esse sistema condensado no modelo de momentum angular de Schwinger são os

estados coerentes de momentum angular [39] definidos em termos dos auto-estados

21



de Ĵz por

|α〉 =
j∑

m=−j

(C2j
m+j)

1/2 αm+j

(1 + |α|2)j
|j, m〉, (2.41)

com α = e−iφtan(θ/2). Para esses estados temos 〈Ĵx〉 = (N/2)sen(θ)cos(φ), 〈Ĵy〉 =

(N/2)sen(θ)sen(φ) e 〈Ĵz〉 = (N/2)cos(θ). Ao invés de terem uma distribuição

Poissoniana, esses estados têm uma distribuição binomial do número de part́ıculas

sobre os dois auto-estados de energia do potencial. Esses estados foram usados por

Wong et al. [40] para testar aspectos de quebra de simetria. Obviamente, para um

condensado de momentum nulo devemos ter φ = 0 e para a situação de dois poços

igualmente populados φ = π/2.

Nesse sentido, é de se esperar que para N pequeno, o termo 2h̄(Ω−2Λ)Ĵz na Eq.

(2.38) domine o comportamento do Hamiltoniano. Sendo os auto-estados de energia

próximos aos N + 1 auto-valores de Ĵz, o estado do condensado estará próximo ao

estado de peso mı́nimo |j,−j〉z. Esse é de fato o estado fundamental do potencial

de poço duplo e então a função densidade do condensado será simétrica como o

esperado. Assim, a dinâmica é dominada por uma precessão em torno do eixo z. Se

o sistema começa então com simetria quebrada de forma que

〈Ĵy〉 = NSy 6= 0 (2.42)

(que corresponde a um estado de momentum não nulo), a precessão em torno do eixo

z fará com que Ĵx oscile numa freqüência Ω−2Λ menor do que a prevista por Milburn

et al [6] por um fator 4Λ, que depende de quão forte é o fenômeno de colisão cruzada.

Contudo, isso nos diz que o condensado se acumula primeiro num dos poços e depois

de um peŕıodo determinado se acumula no outro. Isso é análogo ao caso geral para

superfluidez quando uma quebra espontânea de simetria dá ao condensado uma fase

e um momentum não nulo [34]. Quando N é relativamente pequeno a presença

da colisão cruzada não modifica muito a dinâmica do condensado em comparação

com o modelo onde esse fenômeno é considerado muito pequeno frente aos outros,

acarretando apenas num aumento na taxa de tunelamento para átomos atrativos e

uma diminuição no caso de átomos repulsivos.

Por outro lado, quando N é suficientemente grande, o sistema tende a ser do-

minado pelos dois termos não lineares no Hamiltoniano em (2.38) além do termo

4ΛNĴz. Ora, o Hamiltoniano aqui usado difere daquele usado em [6] pelo termo

não linear 4h̄ηĴ2
z e por 2ΛNĴz. Esses fazem com que o estado fundamental e então

o estado do condensado difira do estado de peso nulo |j, o〉x, com todos os outros

estados estando duplamente degenerados. Estados esses que corresponderiam a um

número igual de part́ıculas em cada um dos estados localizados em cada poço, tendo
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também uma função densidade simétrica. Assim, o que ocorre é que a presença da

colisão cruzada causa uma quebra de simetria no sistema, mostrando que o estado

do condensado não é mais aquele de uma distribuição simétrica entre os poços do

potencial, ocorrendo então que a função densidade também não é mais simétrica.

Na Fig. 2.3, plotamos o espectro de auto-valores para um condensado com 1000

átomos e razão fixa de Ω/κ = 50. Cada curva representa uma razão espećıfica η/κ

como ilustrado. Para η/κ = 1/1000 vemos que os auto-valores correspondem àqueles

do modelo sem colisão cruzada discutido na Ref. [11]. Os auto-estados pouco exci-

tados são muito próximos aos do operador Ĵz dados por |j,−j〉z. Estados altamente

excitados, estão mais perto dos auto-estados do operador Ĵ2
x , dados aproximada-

mente por |j, 0〉x. Esse último estado sugere uma situação ideal para a ocorrência

de auto-aprisionamento de população para grandes valores de N . O ponto de in-

flexão na figura para valores intermediários representa a fronteira para a ocorrência

de auto-aprisionamento. Conforme a razão η/κ é aumentada, o comportamento dos

auto-valores muda dramaticamente devido à influência do termo proporcional a Ĵ2
z .

Figura 2.3: Resultados numéricos para os auto-valores do Hamiltoniano na Eq.

(2.39) na base de Ĵx. Espectros de energia para diferentes regimes da razão η/κ.

Cada espectro foi deslocado por um fator constante. Observamos a mudança de

um espectro de fônons para um de rôtons conforme aumentamos a taxa de colisão

cruzada entre os modos. Os cálculos ilustrados acima foram levados a cabo, diag-

onalizando-se numericamente a matriz (2.39) com um número total de átomos da

ordem de N=1000.
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Uma caracteŕıstica importante é a de que o ponto de inflexão é deslocado para

auto-valores maiores quando η/κ = 1/100 − 1/10 e desaparece completamente

quando η/κ ≥ 1/5. Para η/κ ≈ 1 o termo proporcional a Ĵ2
x é despreźıvel em com-

paração com os outros termos e os auto-valores do Hamiltoniano se aproximam dos

auto-valores de Ĵ2
z conforme η/κ → 1. Observamos então, que as colisões cruzadas

destacam o comportamento quadrático dos auto-valores. Identificamos assim, essa

situação com a de superfluidez. Nesse sentido, quando essas colisões aumentam, mais

próximos nos encontramos de excitações do tipo rotônicas [8]. As colisões aumen-

tam as correlações interatômicas de forma a produzir assim, um mı́nimo rotônico no

espectro de excitações. Pode ser então posśıvel reproduzir esse espectro experimen-

talmente para adequadas condições do potencial de aprisionamento. Nesse sentido,

as colisões cruzadas atuam como um análogo a um atrito atômico conforme η → κ já

que a excitação do tipo rôton corresponde ao escoamento normal de um superfluido.

Apesar da similaridade entre a superfluidez e o modelo aqui estudado é importante

notar que a superfluidez e o regime efetivo de Rabi têm f́ısicas muito distintas. Na

superfluidez temos soluções deslocalizadas enquanto que no regime efetivo de Rabi

as funções de onda ainda estão localizadas nos mı́nimos do potencial. Além disso,

apesar das duas situações serem compat́ıveis observacionalmente, o regime efetivo

de Rabi reproduz um espectro de rôtons enquanto que a superfluidez se concentra

no regime linear (fônons)do espectro. Nos limites em que a taxa de colisão cruzada

é muito pequena, o Hamiltoniano (2.39) se reduz a

Ĥ = h̄ΩĴz + 2h̄κĴ2
x , (2.43)

que corresponde exatamente ao modelo de dois-modos localizado, onde a colisão

cruzada é dita pequena, derivado em [6], mostrando a validade do modelo completo

nos limites conhecidos para os auto-estados de energia.

2.4.3 Regimes quânticos

Determinemos agora a dinâmica quântica completa desse modelo. Com efeito,

as equações de movimento na versão de Heisenberg para os operadores momentum

angular são dadas por

˙̂
Jx = −h̄[Ω′]Ĵy − 4h̄η[Ĵy, Ĵz]+, (2.44)

˙̂
Jy = h̄[Ω′]Ĵx − 2h̄(κ− 3η)[Ĵz, Ĵx]+, (2.45)

˙̂
Jz = 2h̄(κ− η)[Ĵy, Ĵx]+. (2.46)

Se considerarmos agora as equações de movimento para os valores médios e fatori-

zarmos as médias, podemos definir um modelo de campo médio equivalente àquele
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obtido nas Eqs. (2.29-31). É fácil de ver que caso a taxa de colisão cruzada seja tal

que η → κ (para Ω′ À κ′) as equações acima se reduzem a

˙̂
Jx = −h̄[Ω′]Ĵy − 4h̄κ[Ĵy, Ĵz]+, (2.47)

˙̂
Jy = h̄[Ω′]Ĵx + 4h̄κ[Ĵz, Ĵx]+, (2.48)

˙̂
Jz = 0. (2.49)

Com Ĵz sendo uma constante de movimento, o conjunto de Eqs. (2.44-46) é facil-

mente resolvido resultando em

Ĵx(t) = Ĵx(0) cos (Ω′′t) + Ĵy(0)sen(Ω′′t), (2.50)

onde Ω′′ ≡ Ω′ + 8ηJz = 2[Ω + 2Λ(N − 1)] + 8ηJz é a nova freqüência de Rabi, que

depende explicitamente tanto do número total de bósons condensados quanto da

condição inicial para Jz através dos parâmetros não lineares de colisão cruzada Λ e

η. Uma vez que η ¿ Ω, Jz apenas dá um pequeno deslocamento em Ω′′. Assim, se

o condensado está inicialmente num auto-estado do tipo |j,−j〉x, que corresponde

a uma ocupação máxima de um dos poços do potencial e momentum inicial zero, a

solução para o operador de desbalanço dá

Ĵx(t) = Ĵx(0) cos (Ω′′t), (2.51)

e para a situação em que ambos os poços estão igualmente ocupados é direto que

Ĵx(t) = Ĵy(0)sin(Ω′′t). (2.52)

Para obtermos a dinâmica quântica completa desse modelo, representamos o Hamil-

toniano de dois modos na base de Ĵx e expandimos os estados na mesma base. A

evolução temporal pode então ser encontrada integrando-se a equação de Schrödinger

nessa dada base.

Na Fig. 2.4, mostramos o valor médio do operador de desbalanço para o estado

inicial correspondente à localização de todas as part́ıculas num poço do potencial.

Exatamente como em [6], devido a flutuações quânticas intŕınsecas nas condições

iniciais ocorrem algumas oscilações do decaimento quântico médio como esperado.

Ainda, dinâmica de colapso e ressurgimento também é modificada nesse modelo.

O ressurgimento da oscilação é novamente devido à natureza discreta do espectro

do Hamiltoniano de muitos corpos. Notemos que o tunelamento coerente domina

a dinâmica mesmo quando κ/η ∼ 10. Isso ocorre devido exclusivamente às co-

lisões cruzadas que suprimem o auto-aprisionamento. Conforme a colisão cruzada

aumenta, a dinâmica de colapso e ressurgimento muda. Para grandes peŕıodos de
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tempo há um colapso total do valor médio que dura por grandes intervalos de tempo

de modo que esse peŕıodo diminui conforme η se aproxima de κ, ficando próximo de

um limite de Rabi em que apenas oscilações coerentes da média ocorrem. Além disso,

observamos a ocorrência de uma modulação decrescente do colapso e ressurgimento.

Isso ocorre por causa da relaxação de amplitude devida à não linearidade intro-

duzidas nas Eqs. (2.44-46) pelas colisões cruzadas. Novamente, conforme η → κ a

amplitude das oscilações coerentes da diferença de população se aproxima de uma

constante com freqüência de oscilação Ω′′.

Para observarmos esses resultados quânticos seria necessário preparar o conden-

sado num auto-estado máximo de Ĵx, isto é, inteiramente localizado num poço ou no

outro. Para observar a dinâmica de colapso e ressurgimento, precisaŕıamos moni-

torar o poço inicialmente desocupado. Isso pode ser alcançado fazendo-se uso de

espalhamento de luz não ressonante dependente do desbalanço de part́ıculas. Para

tanto, contamos que o laser usado possa ser focado de modo a distinguir os dois poços

do potencial. Essa discussão é feita com o devido cuidado no caṕıtulo seguinte.

Figura 2.4: Resultados numéricos para valor médio do desbalanço de população para

N = 100, κN = 2, (a)η = κ/10, (b)η = κ/100 e (c)η = κ/2. Normalizamos o tempo

em unidades de tunelamento. As contas foram feitas calculando-se numericamente

o operador unitário evolução temporal usual segundo o Hamiltoniano em (2.39). Os

“kets” evolúıdos no tempo e a dependência temporal dos valores médios são então

encontrados.
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Caṕıtulo 3

Medições homódinas num condensado Bosônico

“É a sina dos tapejaras

Essa de beber mensagens

Que o vento traz nas aragens

Do fundo das noites calmas

Bordoneando nas taquaras

E pelas frinchas da porta

Porque reanima e conforta

O velho e gaudério destino

De levar a todos o ensino

E a distância pouco importa. ”

- Jayme Caetano Braun

Nesse caṕıtulo introduziremos os conceitos mais fundamentais da teoria de de-

tecção homódina em condensados de Bose-Einstein. Nas seções anteriores, discuti-

mos extensivamente alguns regimes da dinâmica quântica de condensados atômicos

aprisionados em potenciais de poço duplo. Nesse sentido a discussão anterior serve

de fundamentação para o estudo referente à detecção de quadratura de fase nesses

experimentos como será discutido a seguir. Começamos então essa digressão intro-

duzindo os conceitos mais fundamentais de detecção homódina, passando ao estudo

da detecção atômica em condensados que é o cerne desse trabalho. Por termo,

propomos algumas posśıveis realizações experimentais desses esquemas atômicos.

3.1 Medidas de quebra de simetria

Descrevemos nesse caṕıtulo uma técnica de medição não destrutiva que monitora

oscilações do tipo Josephson entre as componentes de um condensado de Bose-

Einstein aprisionado num potencial de poço duplo. Essa análise é embasada no

sistema de dois condensados espacialmente separados que foi introduzido no Cap.
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2. Em amostras condensadas, o número total de átomos é geralmente fixo mas pode

existir uma incerteza em como esse número é distribúıdo. Essa incerteza no número

relativo implica existir uma diferença de fase relativa entre as funções de onda de

duas componentes quaisquer. Nesse sentido, para detectar uma diferença de fase

relativa, devemos acoplar as duas componentes do sistema. A medida da fase induz,

através do acoplamento, uma incerteza na variável conjugada, que é o número de

átomos. Isso leva o sistema a um estado no qual a fase relativa é mais definida, o

que de certa forma é a fase que medimos. Esse processo quebra a simetria de não

haver informação da fase e define uma diferença de fase [41].

Muitos autores já discutiram processos de quebra de simetria usando modelos

condensados duplos para investigar, por exemplo, a estabilidade da função de onda

espacialmente simétrica do estado fundamental [42], a existência de soluções de

Hartree-Fock não simétricas [43] ou o processo de quebra de simetria que leva à

condensação [44]. A maioria dos modelos de medição envolvem detecção direta de

átomos [45], apesar de algumas técnicas não destrutivas já terem sido propostas.

3.2 Teoria de detecção homódina

Experimentos de contagem direta de part́ıculas, nos quais a distribuição do

número dessas incide diretamente no detector, fornecem apenas informações so-

bre o número médio de part́ıculas. Tais medidas de intensidade são particular-

mente senśıveis aos fenômenos de agrupamento (bunching) e anti-agrupamento (anti-

bunching) de part́ıculas bem como a estat́ısticas de distribuições sub e super-Poissoni-

anas. Contudo, elas não conseguem acessar a fase e conseqüentemente nada nos

dizem sobre a qualificação de estados comprimidos, por exemplo. Assim, a detecção

desse tipo de estado e o acesso a esse tipo de informação de fase requer um esquema

que meça a variância da quadratura do campo bosônico.

De fato, o chamado esquema de detecção homódina resolve esse problema [46,

47, 48, 49]. Essa proposta consiste em sobrepor o campo de entrada ao de um

oscilador local, sobre o qual temos controle, a partir da atuação de um divisor de

feixes (beam-splitter) ideal com transmissividade T e reflexividade R de modo que

R + T = 1. Com efeito, o modo de entrada e o do oscilador são descritos pelos

operadores de criação e destruição ê1
†, ê2

† e ê1, ê2, respectivamente. Escrevendo os

dois modos de sáıda que alcançam os detetores 1 e 2 por ĉ e d̂, obtemos

ĉ =
√

T ê1 + i
√

1− T ê2, (3.1)

d̂ = i
√

1− T ê1 +
√

T ê2. (3.2)

Ainda, é direto que há uma mudança de fase de π/2 entre as ondas refletidas e
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transmitidas para um divisor de feixes simétrico. Esse fator foi inclúıdo no número

complexo i presente nas Eqs. (3.1) e (3.2). Também, os sinais medidos são deter-

minados pelos operadores

ĉ†ĉ = T ê1
†ê1 + (1− T )ê2

†ê2 + i
√

T (1− T )(ê1
†ê2 − ê2

†ê1), (3.3)

d̂†d̂ = (1− T )ê1
†ê1 + T ê2

†ê2 − i
√

T (1− T (ê1
†ê2 − ê2

†ê1). (3.4)

Donde é fácil de ver que

ĉ†ĉ + d̂†d̂ = ê1
†ê1 + ê2

†ê2. (3.5)

Ora, a freqüência do oscilador local é igual à freqüência de entrada, de modo que

os operadores acima não têm dependência temporal. Fica assim caracterizado o

esquema de interferometria homódina. Isolemos agora, os casos de detecção simples

e balanceada.

3.2.1 Detecção homódina simples

Nesse caso de detecção homódina, a transmissividade do divisor de feixes é

próxima da unidade, ou seja

T À R, (3.6)

e a medição é feita apenas no detector 1 da Fig. 3.1. O modo do oscilador local é

então excitado num estado coerente |βl〉 de grande amplitude e fase φl. Ora, da Eq.

(3.1) é direto que o sinal recebido pelo detector 1 é dado por

〈ĉ†ĉ〉 = T 〈ê1
†ê1〉+ (1− T )|βl|2 + 2

√
T (1− T )|βl|〈X̂ (φl +

φ

2
)〉, (3.7)

em que,

X̂ (φ) ≡ X̂φ =
1

2
(ê1e

−iφ + ê1
†eiφ). (3.8)

Vemos que esse sinal contém a parte transmitida da entrada, o campo refletido do

oscilador local e o que é mais importante, um termo de interferência entre o campo de

entrada e o campo do oscilador local. De fato, é exatamente dessa interferência que

obtemos uma quadratura do campo de entrada dependendo da fase do oscilador local

como mostra a Eq. (3.8). Nesse esquema, um oscilador local forte em comparação

com a entrada é usado de modo que

(1− T )|βl|2 À T 〈ê1
†ê1〉. (3.9)

As desigualdades (3.6) e (3.9) implicam em quase todo campo de entrada alcançar o

detetor mas a fração do campo local detectada ainda ser dominante. Podemos então,
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desprezar o primeiro termo da Eq. (3.7) e escrever o número médio de part́ıculas no

modo c como

〈nc〉 ≡ 〈ĉ†ĉ〉 ∼= (1− T )|βl|2 + 2
√

T (T − 1)|βl|〈X̂ (φl +
π

2
)〉. (3.10)

Figura 3.1: Esquema de detecção homódina.

O primeiro termo é constitúıdo de uma constante que pode ser subtráıda do sinal

e o resultado acaba contendo apenas a quadratura da entrada. A compressão do

estado é então manifestada numa estat́ıstica sub-Poissoniana em detecção homódina

simples uma vez que uma das quadraturas X̂1 ou X̂2 é comprimida, informação que

é dada pelo termo X̂ (φl + π
2
).

Notemos ainda, que medidas de intensidade em detecção homódina são muito

diferentes das em detecção direta. Assim, as flutuações na intensidade nesse caso

medem diretamente as flutuações na quadratura da entrada e no sinal, e sua variância

depende da fase do oscilador local (ou seja, da fase do feixe que é refletido no divisor),

que é um parâmetro externo sobre o qual temos controle.

3.2.2 Detecção homódina balanceada

Na discussão acima, assumimos que o oscilador local é completamente coerente e

muito mais intenso do que o campo de entrada. Contudo, um certo rúıdo residual

do oscilador local e o rúıdo excessivo que passa pelo divisor de feixes com uma

reflexividade R não podem ser suprimidos em uma detecção homódina ordinária já

que T, em prinćıpio, nunca pode ser unitário. Ilustramos esse esquema na Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Esquema de detecção homódina balanceada.

O rúıdo do oscilador local pode então limitar a detecção homódina simples. Em

particular essa detecção não é limitada quanticamente se o rúıdo de entrada que é

transmitido for menor do que o do oscilador local, como pode ser o caso quando esse

for muito pequeno. Com efeito, um esquema alternativo é embasado na detecção

homódina em duas portas, balanceando as sáıdas do divisor de feixes. O fato de que

os termos de interferência aparecem com sinais opostos e os demais com os mesmos

sinais nas Eqs. (3.3) e (3.4), pode ser usado para eliminar completamente os fatores

que não são de interferência. Nesse esquema, um divisor de feixes de 50/50 é usado

e a diferença nas medidas dos dois detetores é obtida. Assim, o sinal de sáıda é

determinado pelo operador

n̂cd ≡ ĉ†ĉ− d̂†d̂ = −i(ê1
†ê2 − ê2

†ê1), (3.11)

e o sinal medido é dado por

〈n̂cd〉 = −2|βl|〈X̂ (φl +
π

2
)〉, (3.12)

donde vemos que a contribuição do oscilador local ao sinal foi eliminada e apenas a

interferência entre o campo médio de entrada do oscilador local e a quadratura da

entrada sobrevivem. Com efeito a variância no sinal de sáıda é dada por

(∆n̂cd)
2 = 4|βl|2[∆X̂ (φl +

π

2
)]2. (3.13)

Onde o termo dominante é agora devido apenas à interferência e o rúıdo devido ao

oscilador local é totalmente eliminado.
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3.2.3 Fotodetecção

Segundo as teorias de fotodetecção tanto de Srnivas e Davies [50] quanto a

dos operadores de fase exponenciais [51] os momenta de 〈ĉ†ĉ〉 são convertidos em

fotoelétrons. Contudo, a quantidade mensurável é o número de fotoelétrons ativados

pelo feixe incidente. Com efeito, para a teoria de SD [50] o número médio de fótons

contados no peŕıodo t é dado por

k̄SD =
∑

k

PSD(k, t)k = (1− e−γt)〈n〉. (3.14)

e a variância no número de fotocontagens é dada por

∆̄k2
SD = 〈∆n2〉(1− e−γt)2. (3.15)

onde PSD(k, t) é a probabilidade de ocorrerem k medidas no tempo t, γ é o termo

de relaxamento (eficiência da cavidade) e 〈n〉 é o número médio de fótons. Já na

teoria dos operadores de fase exponenciais [51] o número de fotocontagens é dado

por

k̄ = 〈n〉 − e−γt
∞∑

k=0

(γt)k

k!
[
∞∑

j=k

jpk − k
∞∑

j=0

pj], (3.16)

e a variância de contagens

∆̄k2 =

〈∆n2〉 − e−γt
∑

k

(γt)k

k!
[
∞∑

j=k

j2pk − k2
k∑

j=0

pj] + 2〈n〉e−γt
∑

k

(γt)k

k!
[
∞∑

j=k

jpk

−k
k∑

j=0

pj]− e−2γt[
∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

jpk − k
k∑

j=0

pj)]
2. (3.17)

onde pk é a probabilidade de k medidas na teoria dos operadores de fase exponenciais.

Ora, a contagem de fotoelétrons é proporcional à fase do campo da cavidade apenas

para tempos grandes ou para detectores com alta eficiência. Em outras palavras

limt→∞k̄ = 〈n〉. Reescrevendo as equações acima em função dos resultados (3.10) e

(3.12), obtemos para a detecção homódina simples

k̄SD = (1− e−γt)
λ|β|
2

(〈X̂φ+π/2〉+ |β|) (3.18)

e

k̄ =
λ|β|
2

(〈X̂φ+π/2〉+ |β|)− e−γt
∑

k

(γt)k

k!
[
∞∑

j=k

jpk − k
k∑

j=0

pj]. (3.19)

Além disso, a variância na teoria de SD é dada por

¯∆k2
SD =

λ2|β|2
4

(〈∆X̂ 2
φ+π/2〉+ 1)(1− e−γt)2 (3.20)
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e

¯∆k2
SD =

λ2|β|2
4

(〈∆X̂ 2
φ+π/2〉+ 1) + λ|β|(〈X̂φ+π/2〉+ |β|)e−γt[

∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

jpk

−k
k∑

j=0

pj)]− e−γt[
∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

j2pk − k2
k∑

j=0

pj)]

−e−2γt[
∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

jpk − k
k∑

j=0

pj)]
2. (3.21)

Nesse sentido para tempos grandes ou com alta eficiência, ambas as variâncias acima

de fotocontagem resultam em

limγt→∞∆̄k2 =
λ2|β|2

4
(〈∆X̂ 2

φ+π/2〉+ 1). (3.22)

Podemos agora obter resultados análogos aos obtidos acima para o esquema de

detecção homódina balanceada. Como nesse esquema o número médio de fótons e

a variância são dados pelas Eqs. (3.12, 3.13), obtemos no modelo de SD

k̄SD = −(1− e−γt)λ|β|〈X̂φ+π/2〉, (3.23)

e para os operadores de fase exponenciais

k̄ = −2|β|〈X̂φ+π/2〉 − e−γt
∑

k

(γt)k

k!
[
∞∑

j=k

jpk − k
k∑

j=0

pj]. (3.24)

Em tempo, para as variâncias, dadas pela Eq. (3.13) obtemos para SD

¯∆k2
SD = 4λ2|β|2〈∆X̂ 2

φ+π/2〉(1− e−γt)2 (3.25)

e para os operadores de fase exponenciais

∆̄k2 =

4λ2|β|2〈∆X̂ 2
φ+π/2〉 − 4λ|β|〈X̂φ+π/2〉e−γt[

∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

jpk

−k
k∑

j=0

pj)]− e−γt[
∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

j2pk − k2
k∑

j=0

pj)]−

e−2γt[
∑

k

(γt)k

k!
(
∞∑

j=k

jpk − k
k∑

j=0

pj)]
2. (3.26)

Assim, no limite de tempos grandes e alta eficiência obtemos

limγt→∞∆̄k2 = 4λ2|β|2〈∆X̂ 2
φ+π/2〉. (3.27)
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Ou seja, as variâncias no número de fotocontagens reais permitem a inferência da

variância na quadratura do campo no interior da cavidade.

O campo local é considerado clássico, o que implica a estat́ıstica do campo na

sáıda do divisor de feixes depender fortemente da estat́ıstica do campo na cavidade.

Assim, no modelo quântico descrito acima, podemos obter informações sobre o com-

portamento transiente do sistema antes de atingir o limite estacionário dado pela

Eq. (3.27). Podemos ainda inferir dessa discussão que a variância das quadratu-

ras do campo é sempre limitada inferiormente pela variância de contagens, o que

torna imposśıvel aquela assumir valores menores do que o limite estabelecido pela

Eq. (3.27). É consequência direta então que o campo não possa ser comprimido no

processo de detecção homódina.

3.3 Divisor de feixes atômico

Nessa seção discutiremos um esquema para determinação da fase atômica entre

dois condensados bosônicos aprisionados em um potencial de poço duplo similar

à medição óptica homódina balanceada. Nessa proposta o acoplamento Josephson

atua como um divisor de feixes atômicos. Consideremos, a prinćıpio, dois modos

condensados separados por uma barreira de potencial, como em [6]. Assumindo

uma aproximação de dois modos e negligenciando os termos de colisão cruzada

(supondo que a sobreposição das funções de onda dos condensados é muito pequena),

o Hamiltoniano para os dois modos é dado pela Eq. (2.38) no limite em que η, Λ → 0.

Suponhamos a seguir que ε = κ
Ω
¿ 1. Assim, uma solução semi-clássica para Sx

dada até primeira ordem em ε por

Sx(t) = [Sx(0) + εt(2Nz0y0 − ix0)] cos (Ωt)− [Sy(0)−
εt(2Nz0y0 + iy0)]sen(Ωt), (3.28)

que é válida somente quando εN ¿ 1, i.e., para κ ¿ Ω, ou seja para um número

pequeno de part́ıculas e para tempos curtos. Com efeito, ao assumirmos que os ope-

radores podem ser expandidos como Si → ∑
n εnS

(n)
i onde i ∈ x, y, z e considerando

também um mesmo número de part́ıculas em ambos os poços a solução se reescreve

como

Sx(t) = −Sy(0)sen(Ωt) + 2εtNz0y0 cos (Ωt) + iεty0sen(Ωt). (3.29)

Consideramos agora que o modo B, por exemplo, tenha sido preparado num estado

coerente dado por β = |β|eiθ. Assim,

〈Sy〉 =
i

2
|β|(〈a†〉eiθ − 〈a〉e−iθ) = −|β|〈Xθ−π/2〉. (3.30)
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Ora, para εN ¿ 1 e t = π/2Ω, a Eq. (3.29) resulta em

〈Sx(πt/2Ω)〉 = |β|〈Xθ−π/2〉+ i
πε

2Ω
〈y0〉, (3.31)

que é o resultado já conhecido para detecção homódina a menos de uma pequena

correção. Isto é, a diferença entre o número de átomos entre os dois poços determina

a fase de quadratura de um campo de matéria em relação ao outro. A Fig. 3.3 abaixo

mostra um circuito representando o divisor de feixes atômico bem como o processo

de detecção homódina que será discutido na secção seguinte.

Figura 3.3: Circuito representando o processo de detecção homódina. As linhas cin-

zas indicam os modos condensados e as linhas escuras os modos ópticos do processo

exemplificado na secção 3.4. O divisor de feixes 1 é o potencial de aprisionamento

de poço duplo. Átomos no modo de dentro da cavidade interagem com o campo

resultando numa fase condicionada ao número de átomos no modo. A fase da luz é

detectada num esquema de detecção homódina atômica dando informação sobre a

fase relativa do condensado.

Se considerarmos agora o modelo proposto no caṕıtulo 2 em que as colisões

cruzadas não são negligenciadas, encontramos condições ótimas para o esquema de

separador de feixes atômicos. Novamente, se a diferença no número de part́ıculas é

nulo no tempo inicial, a solução mais genérica para o operador Sx é dada por

〈Ĵx(t)〉 = |β|sen(Ω′t)〈X̂θ−π/2(t)〉, (3.32)

que é exatamente o resultado para detecção homódina balanceada multiplicada por

uma amplitude que depende através de Ω′ da geometria da armadilha, do número

total de part́ıculas e da condição inicial de Jz. Ainda, nesse regime a freqüência

de oscilação aumenta com o número total de bósons no sistema de tal forma que

o peŕıodo correspondente diminui. Com efeito, esse regime efetivo de Rabi nos

permite interpretar o potencial de poço duplo como uma realização de um divisor

35



de feixes atômico-temporal. Assim, a função seno que modula a corrente homódina

é análoga à transmissividade do divisor de feixes. Para o caso ideal de um divisor

50/50 devemos ter

Ω′ = (2n + 1)π/2, (3.33)

com n um número inteiro. Por termo, escrevemos a Eq. (3.32) (divisor 50/50) como

〈X̂θ−π/2〉 =
1

|β|〈Ĵx〉, (3.34)

já que a quantidade medida experimentalmente é a diferença de população dada

pelo lado direito da Eq. (3.34).

3.4 Esquema de detecção homódina

A figura 3.4 ilustra o sistema estudado nessa seção. O esquema consiste em

dispor um dos poços do potencial num braços de uma cavidade óptica. A cavidade

é dirigida por um campo óptico coerente na freqüência da cavidade. Nesse sentido,

há uma interação dispersiva entre o campo de luz e o gás atômico de tal modo

que o campo óptico está muito fora de sintonia com quaisquer transições de dipolo

da espécie atômica. Assim, o efeito dessa interação é deslocar a fase do campo

da cavidade por um valor que depende do balanço de bósons nos dois mı́nimos do

potencial que confina o condensado. Com efeito, se o número de átomos na cavidade

oscila, também oscilará a mudança de fase. De fato, qualquer efeito de tunelamento

no condensado se manifestará numa mudança de fase modulada do campo óptico

que deixa a cavidade. Para ter acesso a essa mudança de fase, consideramos um

esquema de detecção homódina. A luz que deixa a cavidade é combinada com o

feixe de referência e detectada logo em seguida no fotodetector num processo de

interferometria homódina balanceada [12].

Se a luz incidente estiver dessintonizada de qualquer ressonância atômica, o

Hamiltoniano de interação será dado por ∗

ĤI = −h̄χĉ†ĉâ†â

= −h̄
N

2
χĉ†ĉ− h̄χĉ†ĉĴx, (3.35)

em que χ dá a intensidade da interação e ĉ† é o operador de criação fotônico. Se o

modo óptico tem uma secção transversal w, então a intensidade da interação pode

ser escrita como

χ =

√
2µ√

2(r0/w)2 + 1
. (3.36)

∗Para maiores detalhes verifique o apêndice B.
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Figura 3.4: Representação do esquema de detecção homódina proposto para moni-

torar a dinâmica interna de um CBE em potencial de poço duplo.

Por razões práticas é interessante notar que para cerca de N = 100 átomos na

armadilha, χ > 10−3Hz que resulta em mudanças de fase detectáveis de cerca de

0.1 rad que devem ser observáveis experimentalmente. Notemos ainda que valores

maiores de χ podem ser alcançados reduzindo-se a dessintonia ou a intensidade do

feixe incidente [12].

Apesar do número total de fótons dentro da cavidade ser uma constante de

movimento (já que comuta com o Hamiltoniano em 3.35), a sua fase pode variar

com o tempo segundo a dinâmica interna do condensado. A evolução temporal

dessa fase pode então ser encontrada, considerando-se a equação de Heisenberg para

os operadores de criação e destruição de fótons dentro da cavidade se o campo de

luz é considerado estar num estado coerente. Assim, é direto que

φ̇ = −χ(
N

2
+ 〈Ĵx〉), (3.37)

mostrando a dependência direta da fase do feixe de laser com o valor esperado do

desbalanço de população dado por 〈Ĵx〉. Se supusermos agora que os CBE estão

sendo monitorados pelo esquema de detecção homódina balanceada ilustrado nas

Fig 3.2 e 3.3, então, é fácil de ver que a diferença de número entre ambos os feixes

que alcançam os fotodetectores é proporcional à diferença de fase, de modo que

〈Ĵxf〉 = −|d|〈X̂φ−π/2〉, (3.38)

em que 〈Ĵxf〉 define a corrente homódina medida e |d| é o auto-valor do operador

destruição do campo fotônico que não entra na cavidade. Nessa última equação,

a fase φ varia com o tempo dependendo da dinâmica interna do condensado como
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mostra a Eq. (3.37). Assim, a diferença medida de fótons, dá informação indireta

sobre a estrutura interna do condensado já que se relaciona diretamente com a fase

relativa do condensado em ambos os poços do potencial de aprisionamento. Isso é

fácil de se observar se escrevermos

〈X̂φ−π/2(t)〉 = 〈X̂φ(t)−π/2〉 = − i

2
(〈ĉ†〉eiφ(t) − 〈ĉ〉e−iφ(t)), (3.39)

uma vez que o campo que vai através do outro braço do dispositivo não tem a priori

nenhuma dependência temporal e φ(t) é dado pela Eq. (3.37). Se assumirmos que

ambos os feixes se mantêm num estado coerente, então

〈Ĵxf〉 = −|c||d|sen[φ(t)]. (3.40)

Temos em mãos agora uma relação expĺıcita entre a quantidade medida experi-

mentalmente (〈Ĵxf〉) e o valor esperado do operador de desbalanço de população do

condensado. Para termos acesso à fase do condensado é preciso obter uma relação

direta entre o operador de quadratura de fase e o de desbalanço. A seguir, encon-

tramos tal relação e provemos o leitor de algum insight sobre as posśıveis quan-

tidades medidas experimentalmente. Assumindo que a cavidade é dirigida por um

campo fotônico coerente muito forte, no limite η ∼ κ as equações de Heisenberg se

escrevem

˙̂
Jx = −Ω′Ĵy − 4κ[Ĵy, Ĵz]+, (3.41)

˙̂
Jy = Ω′Ĵx + 4κ[Ĵx, Ĵz]+ + χĉ†ĉĴz, (3.42)

˙̂
Jz = −χĉ†ĉĴy. (3.43)

É direto que o número total de fótons dentro da cavidade é uma constante de

movimento já que comuta com o Hamiltoniano de muitos corpos. Supomos então

que o CBE está fortemente embebido no campo fotônico da cavidade de modo que

ζ ≡ κ

χNf

¿ 1, (3.44)

com Nf ≡ 〈ĉ†ĉ〉. Em outras palavras, a densidade do BEC é extremamente pequena

se comparada com a de fótons na cavidade. É ipso facto que tal aproximação é bem

acurada já que densidades t́ıpicas de CBE variam de 1012 a 1013 átomos/cm3 [13].

Podemos agora calcular uma solução para o conjunto de equações diferenciais

dada pelas Eqs. (3.41-43) até primeira ordem em ζ, expandindo os operadores de

Schwinger como segue

Ĵi =
∑

k

ζkĴ
(k)
i . (3.45)
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A solução de ordem zero segue diretamente por integração

〈Ĵ (0)
x (t)〉 =

Ω′

ω
|β|〈X̂(0)

θ−π/2(t− π/2ω)〉, (3.46)

com ω2 ≡ Ω′2+χ2N2
f . A solução em primeira ordem pode ser encontrada consideran-

do-se a solução homogênea (ordem zero) e aplicando-se o método da variação de

parâmetros àquela solução

〈Ĵ (1)
x (t)〉 =

3ω|β|
Ω′[1 + cos2(2ωt)]

[
Ω′2

3ω
(
3t

2
+

1

4ω
cos (2ωt)sen(2ωt))

−isen2(ωt)]〈X̂(1)
θ−π/2(t)〉. (3.47)

Nesse sentido, até primeira ordem em ζ, a solução completa pode ser escrita como

〈Ĵx〉 ' 〈Ĵ (0)
x 〉+ ζ〈Ĵ (1)

x 〉. (3.48)

Essa é uma função complicada do tempo, mas como já foi mencionado, mostra

claramente como o desbalanço de população entre os poços do potencial revela in-

formações importantes sobre a fase relativa entre ambos os CBE como expresso

pelo operador de quadratura de fase X̂θ−π/2(t). Esse resultado é importante por si

mesmo uma vez que mostra que a barreira de potencial atua como um divisor de

feixes atômico-temporal resultando num esquema homódino análogo.

Integrando-se a Eq. (3.37), obtemos em ordem zero em ζ

φ(0)(t) = χ(
Ω′|β|
ω2

〈X̂(0)
θ−π/2(t)〉 −

Nt

2
), (3.49)

e em primeira ordem

φ(1)(t) =

−χ[
N

2
t +

3ω|β|
Ω′[1 + cos2(2ωt)]

[
Ω′2

3ω
(
3t2

4
+

1

16ω2
sin2(2ωt))

− i

2
(t− 1

ω
sen(ωt) cos (ωt))]〈X̂(1)

θ−π/2(t)〉]. (3.50)

Então, até primeira ordem, a solução completa é dada por

φ ' φ(0) + ζφ(1). (3.51)

Com efeito, é posśıvel obter informação sobre a quadratura do gás atômico a partir da

quadratura do campo de luz por um esquema de detecção atômica-temporal seguido

de um esquema tradicional de detecção homódina balanceada de um campo de luz.
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Apesar dessa solução ser acurada, dados experimentais mostram que é suficiente

escrever a solução até ordem zero em ζ. Consideremos por exemplo κ/Ω = 0.02, χ =

10−3Hz, Ω = 103Hz, Nf = 1010, Ω′ = 9Hz e N = 1000 [12]. Para tal situação,

ε ∼ 10−9, corroborando uma aproximação em ordem zero do problema. Assim, a

fase φ é dada por

φ(t) ' φ(0)(t) = χ(
Ω′|β|
ω2

〈X̂(0)
θ−π/2(t)〉 −

Nt

2
). (3.52)

É interessante ainda, escrever o desbalanço de população em termos da fase do

campo de luz já que essa fase pode ser medida experimentalmente dando a necessária

informação sobre a estrutura interna do gás atômico. Assim, é direto que

〈X̂(0)
θ−π/2(t)〉 '

ω2

Ω′|β|(
1

χ
φ +

Nt

2
). (3.53)

Podemos agora escrever a solução completa em ordem zero para os valores esperados

dos operadores de Schwinger de forma a obtermos uma equação para a fase do campo

de luz dependendo explicitamente do tempo

φ

χ
= −[

Ω′

ω2
cos (ωt)〈Ĵ (0)

y (0)〉+
Nt

2
]. (3.54)

Essa última expressão nos diz que para um momentum (quadratura) inicial 〈Ĵ (0)
y (0)〉

suficientemente grande, o comportamento harmônico domina a evolução temporal e

para valores menores, o regime deve ser linear com o tempo e o que mais importante,

que o momentum (quadratura de fase) é expresso nas perturbações desse regime

linear.

Para dados t́ıpicos do sistema descrito aqui, os termos em ordem zero em ζ domi-

nam e apenas oscilações coerentes são observadas para o desbalanço de população

atômica dado pelo valor esperado do operador de Schwinger Ĵx. Esses resultados

mostram que o modelo aqui discutido é ideal para a detecção de fase do condensado

via dois processos homódinos: um atômico temporal e outro balanceado sobre um

campo coerente de luz como mostra o circuito representado na Fig. 3.4.

Podemos observar agora como a corrente homódina se relaciona diretamente com

a evolução da dinâmica interna do condensado. Combinando as Eqs. (3.53) e (3.40)

vemos que

〈Ĵxf〉 = |c||d|sen[χ(
Ω′

ω2
cos (ωt)〈Ĵ (0)

y (0)〉+
Nt

2
)]. (3.55)

A expressão acima mostra claramente a relação entre a corrente homódina e a

quadratura de fase do condensado. Nesse sentido, experimentais devem conseguir

medir tal corrente 〈Ĵxf〉 e obter a informação necessária sobre a fase relativa do
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condensado via as Eqs. (3.40, 3.55). Vemos então que a evolução da corrente

homódina com o momentum inicial do condensado (quadratura de fase) é simples-

mente senoidal e sua dependência temporal é muito similar mas com uma função

de envelope como mostra a Fig 3.5. Tal resultado é evidentemente ótimo para es-

quemas de deteção homódina uma vez que reflete a dinâmica de Rabi discutida

anteriormente no envelope do comportamento harmônico.

Figura 3.5: Evolução temporal da corrente homódina segundo a Eq. (43). Para

ambos os gráficos χ=0.01, Ω′=25 Hz, ω=30 Hz e N = 10000 átomos. Em (a)

supomos um momentum (quadratura de fase) inicial muito grande de 〈Ĵ (0)
y (0)〉=1667

e em (b) um pequeno momentum inicial de 〈Ĵ (0)
y (0)〉=0.001.

deal with zeroth order expressions in ε. Eqs. (26,28)

3.5 Um modelo mais realista

3.5.1 Evolução não condicionada

Tratamos agora do processo de fotodetecção segundo um modelo mais elegante

e completo do processo de medição. Assim, o conceito de trajetórias quânticas, de-

vido a Carmichael [52], será usado adiante. No âmago dessa teoria de trajetórias

quânticas está o postulado de que o operador que representa o campo incidente num

fotodetector fora da cavidade é também o operador que transforma o ket do sistema

no novo ket condicionado à detecção de um fóton no detector. Assim, o acoplamento
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irreverśıvel do modo da cavidade ao cont́ınuo externo de modos é simples e direta-

mente incorporado na teoria de trajetórias quânticas. Ora, a cavidade é bombeada

por um campo coerente forte (ς) e extremamente amortecido na taxa γ, e então o

campo da cavidade está próximo ao estado coerente c0 = 2iε/γ. A equação mestra

para o sistema inteiro é

˙̂ρtot =

−i[ĤI , ρ̂tot] + iχ[ĉ†ĉĴx, ρ̂tot]− i(δ − Nχ

2
)[ĉ†ĉ, ρ̂tot]

−iε[ĉ† + ĉ, ρ̂tot] +
γ

2
(2ĉρ̂totĉ

† − ĉ†ĉρ̂tot − ρ̂ĉ†ĉ), (3.56)

onde a dessintonia inicial da cavidade δ = Nχ
2

foi escolhida de modo a remover a

dispersão dependende linearmente de N .

O campo óptico pode agora ser eliminado adiabaticamente da equação mestra

[53, 54], sob a hipótese de que os termos de direcionamento e amortecimento domi-

nam sobre o termo de acoplamento. Para tanto, transformamos a equação mestra

numa representação de deslocamento usando o operador D̂(c0) = exp(cĉ†− c∗ĉ) que

cria um estado coerente |c0〉 do estado de vácuo

˙̂̃ρ = D̂†(c0
˙̂ρtotD̂)c0

= Ŝ˜̂ρ + iχ[(ĉ†ĉ + c∗0ĉ + c0ĉ
† + |c0|2)Ĵx, ˜̂ρ] +

γ

2
(2ĉ†̃ρĉ† − ĉ†ĉ˜̂ρ− ˜̂ρĉ†ĉ), (3.57)

onde Ŝ incorpora a dinâmica do condensado. Para um amortecimento γ muito forte,

obtemos

| 〈Ŝ〉
γ
| ∼ |χ|c0〈Ĵx〉

γ
| = ε0 ¿ 1, (3.58)

e o campo óptico deslocado estará próximo do estado de vácuo. Com efeito, a matriz

densidade ˜̂ρ pode ser expandida em potências de ε0 até segunda ordem

˜̂ρ =

ρ̂0|0〉c〈0|+ ρ̂1|1〉c〈1|+ ρ̂†0|0〉c〈1|+ ρ̂2|1〉c〈1|
+ρ̂2′|2〉c〈0|+ ρ̂†2′ |0〉c〈2|+ O(ε3). (3.59)

Substituindo-se essa expressão na Eq. (3.57) e igualando termos semelhantes obte-

mos

˙̂ρ0 = Ŝρ̂0 + γρ̂2 + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂0]− iχc0(Ĵxρ̂1 + ρ̂†1Ĵx), (3.60)

˙̂ρ1 = Ŝρ̂1 − γρ̂1

2
+ iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂1] + iχc0(Ĵxρ̂0 − ρ̂2Ĵx −

√
2ĴxĴ2′)

+iχĴxρ̂1, (3.61)
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˙̂ρ2 = Ŝρ̂2 − γρ̂2 + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂2] + iχc0(Ĵxρ̂
†
1 + ρ̂1Ĵx) + iχ(Ĵxρ̂2

−ρ̂2Ĵx), (3.62)

˙̂ρ2′ = Ŝρ̂2′ − γρ̂2′ + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂2′ ] + i
√

2χc0Ĵxρ̂
†
1 +

√
2iχĴxρ̂2′ . (3.63)

Para obtermos uma equação mestra reduzida para o sistema atômico, traçamos sobre

as variáveis do campo como segue:

˙̂ρ = Trcampo( ˙̂ρtot) = Trcampo(
˙̂̃ρ) = ρ̂0 + ρ̂2

= Ŝ(ρ0 + ρ2) + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂0 + ρ̂1] + iχc0[Ĵx, ρ̂
†
x − ρ̂1] + γO(ε3

0). (3.64)

Para eliminar ρ̂1 dessa expressão, podemos fazer uso da Eq. (3.59), notando que

|c0|ε0 e que, para um forte amortecimento, ˙̂ρi ¿ |γρ̂i. Assim

ρ̂ =
2iχc0

γ
Ĵxρ̂0 + O(ε1

0). (3.65)

Substituindo essa expressão na Eq. (3.62) nos dá a equação mestra em termos das

variáveis atômicas:

˙̂ρ = −i[ĤI , ρ̂] + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂]− Γ

2
[Ĵx, [x̂, ρ]] + O(ε3

0), (3.66)

em que a força da medição aparece em Γ = 16χ2ε2

γ3 . O comutador duplo representa

um efeito da decoerência produzindo flutuações do número de fótons no campo

óptico. Esse é um termo de contra-ação quântica da medida, consistente com a

interpretação de que o campo óptico realiza uma medida no condensado. Nesse

sentido, esse último termo destrói a coerência quântica na auto-base de Ĵx, inibindo

de certa forma as oscilações devidas ao tunelamento.

Observamos a seguir, o efeito da média sobre o ensemble da medida através das

equações para os momenta quando η − κ ¿ Ω′

〈 ˙̂Jx〉 ' −Ω′〈Ĵy〉, (3.67)

〈 ˙̂Jy〉 ' Ω′〈Ĵx〉+ χ|c0|2〈Ĵz〉 − Γ

2
〈Ĵy〉, (3.68)

〈 ˙̂
Jz〉 ' −χ|c0|2〈Ĵy〉 − Γ

2
〈Ĵz〉. (3.69)

As equações acima são as mesmas para o caso em que κ = 0. Contudo, agora o

regime de oscilação coerente é alcançado através de um fundo f́ısico completamente

diferente. O regime efetivo de Rabi é obtido quando há uma grande sobreposição

entre as funções de onda de cada modo enquanto ainda há uma certa localização

das funções de onda em torno de cada mı́nimo do potencial. Por outro lado, quando

κ = 0 consideramos que a penetração da barreira de potencial é muito pequena
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Figura 3.6: Simulação numérica para a evolução condicionada da corrente homódina

quando χ|c0|2/Ω′ = 0.04, Γ/2Ω′ = 0.065. As unidades de tempo estão normalizadas

em unidades de Ω′.

de modo que as taxas de colisão cruzada e tunelamento são despreźıveis e o gás é

extremamente dilúıdo. Resolvemos numericamente esse conjunto de equações difer-

enciais e encontramos numericamente a evolução temporal da corrente homódina

medida conforme ilustra a Fig. 3.6. Num regime de detecção eficiente como o

ilustrado, em que a relaxação da cavidade é muito pequena, a corrente homódina é

essencialmente aquela ilustrada na Fig. 3.5, indicando como podemos acessar a fase

atômica através da corrente homódina.

3.5.2 Evolução condicionada a uma medida

Em óptica quântica, uma técnica comum lida com equações mestras descrevendo

sistemas abertos por realizações estocásticas de trajetórias quânticas. Podemos es-

colher a equação estocástica apropriada para corresponder a um dado modelo em

particular. Nesse sentido, trajetórias individuais correspondem a medidas de um

experimento no qual fases relativas podem ser evidentes mesmo com o comporta-

mento incondicional (quando feita a média sobre muitos caminhos). Esse método

tem sido usado por muitos autores investigando o efeito da medida na fase relativa de

condensados binários [56, 57, 58]. Consideramos assim, que o processo estocástico

resultante é uma evolução difusiva e não um processo de “salto” que ocorre na

medição direta de átomos ou fótons individuais.
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No que segue, faremos uso do modelo de detecção homódina no limite ideal

proposto por Wiseman [54]. Assim, a fotocorrente acarreta uma série de eventos de

fotodetecção e no limite ideal, a taxa de detecção de fótons diverge ao mesmo tempo

que a amplitude do oscilador local de modo que o rúıdo de contra-ação no sistema

permanece finito. A equação mestra condicional, na qual a evolução é condicionada

ao resultado da medição, para o condensado e o campo óptico passando por detecção

homódina é [54]

dρ̂tot,c =

(−i[ĤI , ρ̂tot,c] + iχ[ĉ†cĴx, ρ̂tot,c]− i(δ − Nχ

2
[ĉ†ĉ, ρ̂tot,c]

−iε[ĉ† + ĉ, ρ̂tot,c] + γD[ĉ]ρ̂tot,c)dt +
√

γdW (t)H[ĉ]ρ̂tot,c, (3.70)

em que dW(t) é o incremento infinitesimal de Wiener [55]. Nessa equação es-

tocástica, ρ̂tot,c é a matriz densidade que está condicionada a uma realização par-

ticular da corrente homódina até o tempo t. Os super-operadores de Wiseman são

definidos por [54]

D[ĉ]ρ̂ = ĉρ̂ĉ† − 1

2
(ĉ†ĉρ̂ + ρ̂ĉ†ĉ), (3.71)

H[ĉ]ρ̂ = ĉρ̂ + ρ̂ĉ† − Tr(ĉρ̂ + ρ̂ĉ†)ρ̂. (3.72)

Da mesma forma que na evolução não condicional, podemos eliminar as variáveis do

campo da cavidade adiabaticamente das Eqs. (3.65), substituindo para o operador

densidade a expressão Eq. (3.57). Traçando sobre as variáveis do campo

˙̂ρc = ˙̂ρ0 + ˙̂ρ2

= S(ρ̂0 + ρ̂2) + iχ|c0|2[Ĵx, ρ̂0 + ρ̂1] + iχc0[Ĵx, ρ̂
†
1 − ρ̂1]

+
√

γ
dW

dt
(ρ̂1 + ρ̂†1 − (ρ̂0 + ρ̂2)Tr(ρ̂1 + ρ̂†1)) + γO(ε3

0). (3.73)

Para γ ∼ ε−2
0 À 1, podemos substituir ρ̂1 pela Eq. (3.13), dando

dρ̂c =

−i[ĤI , ρ̂c]dt +
Γ

2
[Ĵx, [Ĵx, ρ̂c]]dt

+
√

Γ(Ĵxρ̂c + ρ̂cĴx − 2〈Ĵx〉cρ̂c)dW + dtγO(ε3
0). (3.74)

Assim, a decoerência no campo de luz é transferida diretamente para uma de-

coerência nos operadores atômicos e constitui uma contra-ação à medição homódina

do condensado. Da equação mestra condicional, podemos escrever uma equação de

Schrödinger estocástica que dá uma dependência expĺıcita com a corrente medida:

d|Ψ̃c(t)〉 = dt[−iĤI − Γ

2
Ĵ2

x + I(t)Ĵx]|c̃(t)〉, (3.75)

I(t) = 2Γ〈Ĵx〉c +
√

Γξ(t). (3.76)
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Onde |Ψ̃c(t)〉, é o “ket” não normalizado descrevendo o estado condicional do sis-

tema e ξ é o termo estocástico. Para os objetivos do presente trabalho, é mais útil

considerar a equação de Schrödinger para os “kets” normalizados sem fazer menção

direta à corrente de detecção:

d|Ψ̃c(t)〉 = dt[−iĤI − Γ

2
(Ĵx − 〈Ĵx〉c)2 + I(t)(Ĵx − 〈Ĵx〉c)]|c̃(t)〉. (3.77)

O termo devido à medida depende da quântidade Ĵx − 〈Ĵx〉c que é mı́nima para

trajetórias semi-clássicas para as quais 〈Ĵx〉2c = 〈Ĵ2
x〉c. Assim, a incerteza reduzida

na posição leva a flutuações no momentum do condensado que pode fazer com que

haja oscilações de tunelamento.

Derivemos agora as equações de movimento para os momenta condicionais. Mes-

mo quando T = 0, os termos estocásticos nas equações sempre se acoplam a momenta

maiores. Para um estado inicial de número, obtemos o seguinte conjunto de equações

no regime efetivo de Rabi (η → κ, κ′ ¿ Ω′):

d〈Ĵx〉 = −(Ω′〈Ĵy〉+ 4η〈Υ̂〉)dt + 2
√

Γ(〈Ĵ2
x〉 − 〈Ĵx〉2)dW, (3.78)

d〈Ĵy〉 = (Ω′〈Ĵx〉 − Γ

2
〈Ĵy〉+ 4η〈Φ̂〉)dt + 2

√
Γ(

1

2
〈Λ̂〉 − 〈Ĵx〉〈Ĵy〉)dW, (3.79)

d〈Ĵz〉 = −Γ

2
〈Ĵz〉dt− 2

√
Γ〈Ĵx〉〈Ĵz〉dW, (3.80)

d〈Ĵ2
x〉 = −Ω′〈Λ〉dt, (3.81)

d〈Ĵ2
y 〉 = (Ω′〈Λ̂〉 − Γ(〈Ĵ2

y 〉 − 〈Ĵ2
z 〉))dt, (3.82)

d〈Ĵ2
z 〉 = Γ(〈Ĵ2

y 〉 − 〈Ĵ2
z 〉)dt, (3.83)

d〈Λ̂〉 = (2Ω′(〈Ĵ2
2 〉 − 〈Ĵ2

y 〉)−
Γ

2
〈Λ̂〉)dt, (3.84)

d〈Υ̂〉 = −Ω′〈Φ̂〉dt, (3.85)

d〈Φ̂〉 = Ω′〈Υ̂〉dt. (3.86)

As equações acima são as mesmas para o caso em κ = 0 com excessão dos ter-

mos Φ e Υ devidos à colisão cruzada. Novamente, vale lembrar a grande diferença

na f́ısica dessas duas situações (κ → 0 e η → κ). Naquela, temos um gás muito

dilúıdo em que conseqüentemente as taxas de tunelamento e colisão cruzada são

pequenas. Nessa, supomos uma grande penetração da função de onda entre os śıtios

vizinhos de modo que a densidade local de bósons por śıtio diminui (aumento na

colisão cruzada e na taxa de tunelamento). As médias mostram então que as os-

cilações coerentes são amortecidas. Contudo, para pequenos intervalos de tempo,

essas equações reproduzem toda a dinâmica vista nos resultados quânticos. Resol-

vendo numericamente o conjunto de equações acima, podemos graficar a Fig. 3.7
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representando a evolução temporal da corrente homódina condicionada a uma certa

medida. Novamente, um processo eficiente de detecção com um momentum ini-

cial atômico relativamente grande, nos permite evidenciar a fase condensada ao se

inverter a Eq. (3.54) conforme os dados experimentais encontrados.

Ora, as equações aqui desenvolvidas diferem daquelas encontradas por Corney

et al [12] pelos termos Φ e Υ e respectiva evolução temporal. Todavia, esses termos

são do tipo harmônico de modo que o efeito da colisão cruzada nesse sistema de

detecção é o de rodar coerentemente na esfera de Bloch as médias dos operadores de

Schwinger. A colisão cruzada introduz então uma modulação harmônica no modelo

não condicionado. Com efeito, o regime efetivo de Rabi aqui estudado mostra que a

partir de medições condicionadas recuperamos os mesmos resultados que obteŕıamos

quando κ → 0 a não ser pelo termo harmônico que modula a diferença no número

de part́ıculas entre ambos os poços.

Figura 3.7: Simulação numérica para a evolução condicionada da corrente homódina

quando χ|c0|2/Ω′ = 0.04, Γ/2Ω′ = 0.065. As unidades de tempo estão normalizadas

em unidades de Ω′.

Quando as interações estão presentes mas apenas de forma fraca, o tunelamento

ainda ocorre, mas a amplitude colapsa rapidamente devido a um processo de perda

de fase não linear. Esse colapso é seguido, algum tempo depois, por pequenos

ressurgimentos. Há um comportamento limite a partir do o qual tunelamento é

suprimido e recuperamos o auto-aprisionamento. Novamente, a presença da colisão

cruzada aumenta esse valor cŕıtico, suprimindo-o totalmente quando η → κ. As-
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sim, um comportamento similar é observado para a corrente do sistema monitorado.

Para tempos longos, a amplitude das oscilações de tunelamento começa a flutuar.

Nesse sentido, o efeito das auto-colisões é de parar o colapso das oscilações vistas

no sistema não monitorado. A presença da colisão cruzada então não muda signi-

ficativamente a discussão já levada a cabo em [12]. Contudo, no limite em que a

colisão cruzada é forte o suficente ao ponto de termos η → κ a presença da colisão

é mascarada pelo regime efetivo de Rabi, ocorrendo que o comportamento do sis-

tema em que κ → 0 é recuperado suprimindo o auto-aprisionamento, a dinâmica

de colapso e ressurgimento fazendo com que a amplitude da corrente medida se

mantenha conforme a modulação coerente o que indica que nessas condições esse

sistema facilita a real detecção homódina de fase atômica. Se o sistema começa com

um mesmo número de átomos em ambos os poços, então não é esperado nenhum tipo

de oscilação coerente na ausência de um aparato de detecção. Contudo, a presença

do campo afeta a medida no sistema condensado. Isso estabelece então uma fase

relativa que pode ser medida pela corrente. Vale lembrar que os resultados obtidos

seguem direto da teoria tradicional de foto-detecção de Srinivas e Davies, já que ela

serve de base para os cálculos de Carmichael [52].
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Caṕıtulo 4

Resultados e discussão geral

Em suma, propusemos um modelo dinâmico de um condensado de Bose-Einstein

atômico num potencial de poço duplo. Nesse modelo, uma aproximação de dois-

modos é levada a cabo no sentido em que colisões cruzadas entre os bósons de

ambos os poços é considerada, o que não havia sido feito em trabalhos anteriores

[6, 7, 12]. Assim, mostramos que as colisões cruzadas inibem o fenômeno de auto-

aprisionamento até mesmo para pequenos valores da taxa de colisão cruzada. Para

uma dada geometria do potencial de confinamento do condensado de Bose-Einstein,

o Hamiltoniano de muitos corpos determina uma nova dinâmica que resulta em os-

cilações coerentes estáveis (regime efetivo de Rabi) entre a população de ambos os

poços. Nesse regime há uma freqüência efetiva de Rabi, que depende explicitamente

do número total de átomos e das condições iniciais. O limite de validade da aprox-

imação de dois modos aumenta com a suposição de que as colisões cruzadas são fortes

de modo que esse limite pode estar de acordo com dados experimentais. Além disso

a dinâmica de colapso e ressurgimento é alterada resultando em grandes peŕıodos

de colapso. Contudo, conforme η → κ (κ′ ¿ Ω′), a freqüência de colapso e ressurgi-

mento aumenta, aproximando-se do regime de oscilação Rabi efetiva de população.

Ora, esse regime além de ser de grande interesse para investigações experimentais

dos efeitos de colisões não lineares da dinâmica de tunelamento [6, 7, 8, 9], é de

importância fundamental em medições de interferometria atômica [59] sobre con-

densados e então para implementação de protocolos de comunicação quântica com

amostras atômicas [10, 11].

Como posśıvel aplicação desse regime efetivo de Rabi, propomos exequivelmente

um processo de detecção homódina de fase em condensados bosônicos confinados

em potenciais de poço duplo. Esse regime resulta então em condições ideais para es-

quemas de detecção homódina da fase de quadratura desses campos atômicos. Com

efeito, o potencial de poço duplo atua como um divisor de feixes atômico-temporal

com o fator de transmissividade variando com o tempo e dependendo diretamente
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do número total de bósons e da taxa de colisão cruzada η através da freqüência

corrigida Ω′. Quando a densidade de fótons na cavidade é muito maior do que a de

bósons até primeira ordem em ζ as equações de movimento de Heisenberg para os

valores médios dos operadores de Schwinger são exatamente solúveis. Contudo, da-

dos t́ıpicos experimentais indicam que é suficiente considerarmos apenas os termos

de ordem zero. Isso resulta numa relação linear entre a fase do campo de luz e a

quadratura do campo atômico.

A forma detectável do número de fótons de um campo no esquema de detecção

homódina é então convertida em fotoelétrons, segundo um modelo de Srnivas e

Davies ou de operadores de fase exponencial [50, 51]. Assim, mostramos que nesse

formalismo para tempos suficientemente grandes de detecção quando se alcança o

estado estacionário o número médio de fótons contados é proporcional à quadratura

do campo de luz na cavidade que por sua vez depende diretamente da dinâmica

quântica do condensado. Os resultados encontrados mostram também que a exata

descrição da detecção homódina de quadraturas via teorias quânticas de fotocon-

tagem cont́ınua, permite a inferência do comportamento das fotocontagens antes de

atingirem o limite estacionário.

Nesse sentido o sistema dinâmico estudado aqui pode ser encarado como uma

escolha adequada no sentido de se detectar a fase relativa entre os dois modos de

um condensado de Bose-Einstein disposto num potencial de poço duplo na forma

de tunelamento Josephson num regime exclusivamente de troca de população entre

ambos os poços devido a forte presença das colisões cruzadas entre os átomos da

espécie atômica condensada. Assim, a corrente medida no foto-detector reflete a

dinâmica interna do condensado, permitindo-nos monitorar fenômenos como o de

tunelamento e auto-aprisionamento causado por colisões atômicas. Essa discussão

também mostra como uma medida pode estabelecer uma fase relativa num sistema

que inicialmente não exibia nenhuma informação sobre a fase.

Como já foi ressaltado por Milburn et al [12] esse esquema de detecção homódina

pode ser muito útil para detectar fases relativas na forma de tunelamento do tipo

Josephson entre dois condensados num potencial de poço duplo. A dinâmica da

corrente medida reflete o tunelamento do condensado bem como o efeito de auto-

aprisionamento e o regime efetivo de Rabi. Para condensados “pequenos”, a diferença

no número de átomos oscila vigorosamente apenas para pequenos peŕıodos de tempo.

Mostramos que a presença da colisão cruzada não muda significativamente o processo

de detecção homódina condicionada. Contudo, a presença do regime efetivo de Rabi

faz com que se obtenha o caso em que a dinâmica de colapso e ressurgimento seja

suprimida bem como o auto-aprisionamento, fazendo com que a amplitude de tunela-

mento se mostre de forma direta na corrente medida, dando assim a informação dese-
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jada para se conhecer a quadratura de fase. Levando em conta os efeitos quânticos

sobre a medição de uma das quadraturas do campo introduzimos o conceito de

trajetórias quânticas. Num formalismo de equação mestra, mostramos que após

eliminarmos adiabaticamente o campo óptico, o regime efetivo de Rabi resulta em

equações de movimento para os valores médios das variáveis de detecção que são

análogas ao caso em que as colisões são completamente desprezadas à excessão de

uma precessão coerente devido à supressão da dinâmica de colapso e ressurgimento.

O regime em que não há colisões resulta numa situação análoga à existência apenas

de oscilação coerente de população que é um regime ideal para esquemas de de-

tecção homódina. Assim, o regime efetivo de Rabi efetivo alcança condições ideais

da dinâmica para processos de detecção de fase num modelo muito geral e com maior

limite de validade do que aqueles propostos anteriormente na literatura.

Com base nisso, esperamos que esses resultados sirvam de aux́ılio em futuros

estudos experimentais e teóricos sobre o estado quântico de condensados de Bose-

Einstein além de posśıveis aplicações em óptica atômica quando tal sistema é ex-

trapolado para uma rede de condensados bosônicos. Por termo, esses resultados

podem ainda ser úteis em estudos futuros em comunicação quântica e reconstrução

e medição de estados quânticos atômicos [10, 60, 61].

4.1 Resumo dos resultados principais

Esse trabalho de pesquisa pode ser sumarizado no estudo dos efeitos quânticos

da superposição dos modos de um condensado de Bose-Einstein aprisionado num

potencial de poço duplo. Segundo o escopo dessa dissertação podemos separar es-

sas correções devido à colisão cruzada em dois grupos: os resultados exclusivos da

dinâmica quântica e a conseqüência desses em processos de medição homódina. A

colisão cruzada resulta numa supressão do fenômeno de auto-aprisionamento cor-

rigindo a taxa de tunelamento e na presença de um regime efetivo de Rabi (η ∼ κ)

onde a dinâmica de colapso e ressurgimento é também suprimida resultando num

regime de puro tunelamento coerente dos bósons (Rabi). Esse regime é justificado já

que a colisão cruzada aumenta o limite de validade da aproximação de dois modos

no seguinte sentido:

N ¿ x0

|a|(1− e−q2
0/2x0)

. (4.1)

Já nos processos de medição, a colisão cruzada resulta em condições ideais para

esquemas de detecção homódina quando no regime dinâmico de Rabi. Isso possibilita

medir-se indiretamente a fase relativa do CBE aprisionado. A barreira de potencial

atua como um separador de feixes atômico-temporal com transmissividade variando
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temporalmente conforme o número total de átomos e a taxa de colisão cruzada.

Encontramos então numa relação direta entre a fase do campo de luz medida por

um processo usual de detecção homódina e a quadratura do condensado

〈Ĵxf〉 = |c||d|sen[χ(
Ω′

ω2
cos (ωt)〈Ĵ (0)

y (0)〉+
Nt

2
)]. (4.2)

Essa relação nos permite ter acesso indireto a fase do CBE bem como sua dinâmica

interna. Tal conclusão é fortemente corroborada pelos cálculos anaĺıticos e numéricos

acima estudados.

4.2 Possibilidade de trabalhos futuros

Essa discussão pode se tornar mais interessante ainda, se considerarmos o estudo

do impacto dos termos de correlação cruzada não apenas para o sistema simples de

poço duplo, mas também em sistemas (sob aproximações anaĺıticas ou numéricas

para parâmetros experimentais relevantes) relacionados com mais de dois poços.

Assim, a dinâmica é muito mais rica e efeitos adicionais podem ocorrer como con-

seqüência dos termos cruzados. Para citar apenas alguns exemplos diretos, podemos

relacionar esse trabalho com os resultados de (a) Mahmud et al [62] que estudou o

potencial de poço duplo e então o caso de muitos poços; (b) ao problema de Bloch

para um número finito de poços [63], ou para o sistema aberto estendido [64].

Questões muito interessantes a serem respondidas são se o resultado encontrado

para o caso de dois poços pode ser estendido e disposto no quadro mais genérico de

tunelamento entre muitos poços de potencial. Há uma discussão genérica para os

termos de colisão cruzada análoga ao sistema de Bose-Hubbard discreto estendido?

O Hamiltoniano de Bose-Hubbard é um paradigma no campo de transições de

fase quânticas [65]. Recentemente, esse modelo foi realizado experimentalmente em

átomos ultra-frios aprisionados em armadilhas de redes ópticas [65, 66], abrindo

novas perspectivas no estudo de sistemas bosônicos correlacionados. A resposta

desses sistemas a campos estáticos desloca o foco do estado fundamental para as

propriedades espectrais do sistema. Isso por sua vez está associado com oscilações de

Block no domı́nio de tempo e com o aparecimento de uma escada de Wannier-Stark

no domı́nio de energia [67]. Nesse sentido, a presença dos termos de colisão cruzada

alteram significativamente o modelo Hamiltoniano para decoerência induzida por

interação?

O resultado de Wimberger et al [64] vai nesse mesmo sentido mostrando como

num potencial de rede óptica, interações átomo-átomo aumentam a taxa de tunela-

mento destruindo eventualmente os picos de tunelamento. Também, o efeito da

colisão cruzada nesse sistema pode levar a novos efeitos.
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Mahmud et al [62] mostraram também na aproximação de dois modos que o

diagrama de correlação de energia indica uma transição de um regime deslocalizado

para um fragmentado quando a colisão cruzada é desprezada. Ao estender esse

estudo para múltiplos poços, é proposto um esquema para a geração de emara-

nhamento de condensados e um método para a criação de estados comprimidos sem

limitações adiabáticas e à altura da barreira de potencial. É criado assim um estado

com emaranhamento altamente controlável. Nesse sentido, a presença da colisão

cruzada e conseqüente aparecimento do regime efetivo de Rabi pode aumentar ainda

mais o grau de controle desses parâmetros, estendendo o estudo desses autores e

possivelmente resultando em condições ideais para implementação de protocolos de

comunicação quântica.

É posśıvel encontrar uma discussão mais genérica dos termos de colisão cruzada

para a derivação de um modelo discreto extendido do tipo Bose-Hubbard e para

o efeito Wannier-Stark embasado somente em soluções do estado fundamental da

armadilha. Com efeito, um ansatz de n-modos da extensão natural da Eq. (2.6)

resulta no Hamiltoniano de Bose-Hubbard de n-modos

ĤI =
∑

l

(κl − ηl,l+1)n̂l(n̂l − 1) +
∑

l

ηl,l+1(â
†
l+1â + H.c.)2

+
∑

l

[Ωl,l+1 + 2Λl,l+1(n̂l + n̂l+1 − 1)(â†l+1âl + H.c), (4.3)

com todos os parâmetros relacionados àqueles para o sistema de poço duplo. Os

regimes dinâmicos dados pela Eq. (4.3) têm em parte um aspecto similar àqueles

apresentados para o potencial de poço duplo mas podem ser estendidos de modo

que todos os parâmetros do mesmo śıtio ou śıtios diferentes possam ser variados

independentemente.

Com base nessa sucinta discussão vemos que o presente trabalho abre muitas

portas para trabalhos futuros na área tanto teórica quanto experimental da f́ısica

quântica de sistemas de muitos corpos e óptica atômica. Enfim, há uma f́ısica muito

rica a ser ainda descoberta nessa área moderna e multidisciplinar da f́ısica.
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Apêndice A

Dinâmica quântica

A.1 O Hamiltoniano de dois modos

Nessa secção pretendemos encontrar de forma mais expĺıcita o Hamiltoniano dado

na Eq. (2.6) e consecutivamente, também aquele da relação (2.39). Comecemos pela

Eq. (2.6). Lembrando das relações de campo para bósons

∑

l

φ∗l (r1)Ψ̂(r2) = 1̂δ(r1 − r2) (A.1)

e

ĉj =
∫

d3rφ∗j(r)Ψ̂(r, t), (A.2)

onde φ é a função de onda solução da equação de Klein-Gordon e Ψ̂ é o operador de

campo, é direto que o Hamiltoniano de muitos corpos mais genérico dado pela Eq.

(2.4) resulta em

Ĥ =
∑

k

εkâ
†
kâk +

∑

k,l

â†kâl

∫
d3rφ∗k(r)V (r)φl(r)

+
∑

k,l,m,n

â†kâ
†
mânâl

∫
d3rφ∗k(r)φl(r)φ

∗
m(r)φn(r). (A.3)

Numa aproximação de dois modos, se supusermos que os estados de energia dos

potenciais são muito próximos e deveras distantes dos modos excitados podemos

identificar os termos nas integrais acima com Λ, η, κ e Ω definidos no Cap. 2. Onde

propusemos ainda que os modos locais estão localizados em torno dos mı́nimos do

potencial de modo a podermos aproximá-los do estado fundamental do oscilador

harmônico com soluções Gaussianas. Se notarmos agora as relações

N̂2 = N̂ + 2N̂aN̂b + (â†)2â2 + (b̂†)2b̂2 (A.4)

e

(â†)2b̂2 + â2(b̂†)2 = (â†b̂ + b̂†)2 −N2 + N + [(â†)2â2 + (b̂†)2b̂2], (A.5)
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onde N̂a ≡ â†â e N̂b ≡ b̂†b̂, obtemos após alguma álgebra o Hamiltoniano a seguir

no Ansatz de dois modos

H = E0(a
†a + b†b) + 2h̄(Λ(N − 1) + Ω)[a†b + b†a]

+h̄η[a†b + b†a]2 + h̄(κ− η)[(a†)2(a2) + (b†)2(b2)] + h̄ηN(N − 2), (A.6)

já que

N̂ ≡ â†â + b̂†b̂, (A.7)

define o número total de átomos aprisionados na armadilha. Essa quantidade obvi-

amente comuta com a Eq. (A.6) e ululantemente é uma constante de movimento.

Introduzindo agora os operadores de Schwinger obtemos após rearranjar os termos

ĤI = h̄Ω′Ĵz + 4h̄ηĴ2
z + 2h̄(κ− η)Ĵ2

x +
h̄η

2
N(N − 1). (A.8)

que resulta por fim, ao desprezarmos os termos proporcionais a potências de N já

que esses são constantes de movimento,

ĤI = h̄Ω′Ĵz + 4h̄ηĴ2
z + 2h̄(κ− η)Ĵ2

x . (A.9)

Quod Erat Demonstrandum.
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Apêndice B

Detecção homódina

B.1 O Hamiltoniano de interação

Supondo que a luz incidente no sistema atômico está fora de sintonia com quais-

quer transições atômicas, o Hamiltoniano de interação é dado por

ĤI = −
∫

d3rΨ̂†(r)h̄µg(r)ĉ†ĉΨ̂(r), (B.1)

com ĉ†ĉ os operadores de campo da cavidade, g(r) a função de intensidade do modo

e µ = g2
d/4∆ a intensidade do acoplamento luz-matéria, com gd a constante de

acoplamento de dipólo e dessintonia óptica ∆.

Tirando-se a média sobre o modo óptico em termo dos operadores de campo do

condensado â†, â e lembrando das relações de campo (A.1, A.2) vem

ĤI = −∑

l,m

∫
d3r[

∫
d3r′φl(r

′)Ψ̂†(r′)]Ψ̂†(r)h̄µg(r)ĉ†ĉ[
∫

d3r′′φ∗m(r′′)Ψ̂(r′′)]Ψ̂(r)

= −∑

l,m

∫
d3râ†Ψ̂†(r)h̄µg(r)ĉ†ĉâΨ̂(r), (B.2)

e após alguma álgebra encontramos finalmente

ĤI = −h̄χĉ†ĉâ†â, (B.3)

com χ dando a intensidade da interação e Ĵx o operador desbalanço atômico. Se o

modo óptico tem uma secção transversal ω e um perfil Gaussiano como por exemplo

g(r) = cos2(kz) exp (−(x2 + y2)/ω2), (B.4)

então a intensidade da interação é dada por

χ =
µ

2
√

2(r0/ω)2 + 1
. (B.5)
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Uma vez que

χ = µ
∫

d3rΨ̂†(r)g(r)Ψ̂(r). (B.6)

Lembrando agora que N̂ = â†â + b̂†b̂ e Ĵx = 1
2
(b̂†b̂ − â†â), a Eq. (B.3) resulta

diretamente em

ĤI = −h̄
N

2
χĉ†ĉ− h̄χĉ†ĉĴx, (B.7)

que é exatamente a Eq. (3.35) como queŕıamos mostrar (QED).
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“Mas ande otro criollo passa, Mart́ın Fierro ha de pasar; nada lo hace recular ni

las fantasmas lo espantan, y dende que todos cantan yo también quiero cantar.”

-Mart́ın Fierro

62



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

