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RESUMO

Os métodos de penalidade tém sido aplicados com sucesso na resolucao de problemas de
contato envolvendo atrito. As vantagens da penalidade aproximada sao ébvias: a técnica é
simples, nao introduz equacdes adicionais e é rapidamente interpretada de um ponto de
vista fisico. Porém, existe também a desvantagem de mau-condicionamento que piora
quando os valores penalizados sdo aumentados, enquanto restricbes sdo satisfeitas
exatamente no limite do valor penalizado. Neste caso, é desejavel considerar a técnica de
Lagrangeano aumentado como uma alternativa aproximada capaz de contornar essas
dificuldades. O assunto do presente trabalho, problemas de contato com atrito, envolve
inequagbes variacionais, que podem ser reduzidas a equagdes variacionais através de
multiplicadores de Lagrange ou penalidades e podem ser manuseadas com a utilizagcao do
método dos elementos finitos. Devido a este fato, o uso de penalizagdo neste tipo de
problema é extremamente atrativo. Este trabalho tem como objetivo descrever o problema
de contato com atrito no contexto de deformacao finita do corpo com um obstaculo rigido e
aplicar o Lagrangeano aumentado no lugar do tradicional multiplicador de Lagrange e
técnicas de penalidade na elaboracio de novos algoritmos que solucionem o problema em

questao.



ABSTRACT

The penalty methods have been applied in the resolution of contact problems involving
friction. The advantages of the penalty approach are obvious: the technique is simple, it
introduces no additional equations and it is readily interpreted from a physical standpoint.
However, there is disadvantage from ill-conditioning that worsens as penalty values are
increased, too while constraints are satisfied exactly only for penalty values tending to
infinite. In this case, it is desirable to consider the augmented Lagrangian technique as an
alternative approach capable of circumventing these difficulties. The subject of the present
work, contact problems involving friction, constitute variational inequalities, that may be
reduces to variational equalities through Lagrange multipliers or penalty, such equalities may
be handled using finite element methods. Due to this fact, the use of penalty in this type of
problem is extremely comeliness. In this work will be characterize the contact problem
involving in the context of finite deformation of the body with a rigid obstacle and to apply the
augmented Lagrangeian to the wrong side of the traditional Lagrange multipliers and penalty
techniques in the elaboration of the news augmented Lagrangian algorithms that solve the

problem in discussion.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

A formulacdo matematica do problema de contato na sua forma forte € composta
pelas equacbes de equilibrio e condicbes de contorno sujeitas a restricobes de
impenetrabilidade e as condi¢cdes de Karush-Kuhn-Tucker para o atrito de Coulomb, no caso
do problema de contato com atrito.

Diversas formulagdes tém sido propostas na literatura, como por exemplo, SIMO &
LAURSEN (1990) E LAURSEN (1992), na tentativa de solucionar o problema de contato da
melhor maneira possivel. Em geral, aplicam-se os multiplicadores de Lagrange e
penalizacdo para eliminar as restricdbes de impenetrabilidade, o que causara, em alguns
casos, mau-condicionamento do problema, e entdo, utiliza-se métodos de Lagrangeano
aumentado para problemas com restricoes de desigualdade (ROCKAFELLAR, 1974) para
fugir desse mau-condicionamento.

Sendo assim, o interesse da presente dissertagdo esta voltado para a formulacéo do
problema de contato, assim como, principalmente, para a aplicagdo de novos métodos de
Lagrangeano aumentado na busca de uma solugio, tanto para o problema de contato sem
atrito quanto para o problema de contato com atrito. No entanto, é evidente que, para um
bom entendimento do trabalho, é necessario antes explicitar, com maiores detalhes,
técnicas e métodos que serdo utilizados na busca da solugdo do problema. Portanto, uma
importante parte do desenvolvimento deste trabalho encontra-se no Capitulo 5, onde os

novos métodos de Lagrangeano aumentado sao colocados de uma maneira mais geral.



1.1  MOTIVACAO

O problema de contato pode ser encontrado em inUmeras situacbes fisicas de
interesse. Um exemplo de problema de contato que vale a pena ser mencionado é o sistema
de dutos enterrados que estdo sendo cada vez mais utilizados como meio de transporte. A
introdugdo do contato, presente em grande parte dos problemas, acarreta em mais néo-
linearidades e consequentemente torna o problema ainda mais dificil de se resolver.
Trabalhos envolvendo tais problemas tém sido desenvolvidos nos ultimos anos com grande
sucesso, especialmente utilizando métodos de Lagrangeano aumentado, utilizando
penalidades classicas. No entanto, penalidades modernas também foram desenvolvidas, e
este trabalho, destina-se a aplicacdo destas penalidades, utilizando o método de

Lagrangeano aumentado.

1.2 JUSTIFICATIVA

E reconhecido que os métodos de penalidades, defendidos por apresentarem uma
técnica simples, nado introduzirem equagdes adicionais e, também, por serem rapidamente
interpretados do ponto de vista fisico; sofrem de mau-condicionamento que piora quando os
parametros de penalidade sdo aumentados, enquanto restrigbes sao satisfeitas exatamente
no limite do parametro de penalidade. Uma importante caracteristica dos métodos de
Lagrangeano aumentado é justamente a capacidade de sanar essas dificuldades. O método
consiste no melhoramento iterativo de uma solucédo penalizada até os multiplicadores de
Lagrange (exatos) serem obtidos. Este método tem sido aplicado com sucesso em
problemas de contato com e sem atrito, mas com a utilizacdo de penalidades classicas. O
surgimento de penalidades modernas fornece a possibilidade de um melhoramento na

busca e aproximacao da solucao de problemas onde a técnica possa ser empregada.



1.3 OBJETIVO

Dois sdo os procedimentos numéricos largamente empregados para a solugdo de
problemas de contato. O método empirico, que busca uma solucao de forma iterativa pelo
ajuste do estado de contato e 0 método de programacao matematica, que busca a solugao
via a minimizagdo de uma funcdo sujeita a certas restricoes. Comparado com o método
empirico, o método de programagdo matematica apresenta a vantagem de uma
convergéncia estavel e uma formulagdo simples. Sendo assim, o objetivo principal, do
presente trabalho, é a proposta de novos métodos de penalizagdo tipo Lagrangeano

aumentado na resolucdo de problemas de contato envolvendo atrito ou néo.

1.4 ESTRUTURA DA DISSERTAGCAO

A estrutura do trabalho € compreendida pelos capitulos a seguir:

Capitulo 2: Conceitos Basicos. Neste capitulo serdo definidos alguns conceitos
béasicos necessérios durante o desenvolvimento do trabalho. Conceitos, estes, presentes no
célculo, algebra linear e analise convexa.

Capitulo 3: Problema de Contato. Sera apresentado, na secdo 3.1, o problema de
contato de uma forma geral, um pouco da parte histérica e os procedimentos numéricos
utilizados na sua resolugéo. Na sec¢éo 3.2, algumas notagdes preliminares sdo introduzidas
e o problema de contato a ser considerado é apresentado geometricamente. Na se¢éo 3.3,
as devidas condicdes de contato sdo estabelecidas e justificadas. A secado 3.4 apresenta as
equacoes de equilibrio juntamente com as condigdes de contorno — forma forte do problema
de contato. E por fim, na secao 3.5, faz-se a formulacao variacional do problema, ou seja,
transforma-se a forma forte em forma fraca.

Capitulo 4: Introdugdo ao método de Elementos Finitos. Este capitulo d4 uma breve

explanagdo sobre o MEF, primeiro introduzindo os conceitos béasicos do método na



resolucao de um problema de valor de contorno unidimensional e depois na resolucado de
um problema bidimensional. Estes conceitos sobre o MEF estao presentes neste trabalho,
pois serdo utilizados na resolucédo do problema de contato.

Capitulo 5: Lagrangeano Aumentado. Serdo apresentados os métodos de
penalidades: métodos de barreira, métodos de penalidades externas e métodos de
Lagrangeano aumentado, o assunto do presente capitulo. Na secéo 5.1.3.1, é apresentado
0 método de Lagrangeano aumentado para problemas com restricdes de igualdade e na
secdo 5.1.3.2, para problemas com restricoes de desigualdade. Na seg¢do 5.1.3.3, é
apresentado o método de Lagrangeano aumentado com penalidades coercivas e na segao
5.1.3.4, Ultima deste capitulo, sdo construidas penalidades que utilizam uma funcao auxiliar
de uma variavel real, denominadas de penalidades da familia P.

Capitulo 6: Métodos de Lagrangeano Aumentado Aplicados ao Problema de Contato.
Neste capitulo, primeiramente, ser4 novamente formulado o problema de contato sem atrito,
na secao 6.1. Apos a formulagdo, serdo aplicados os multiplicadores de Lagrange e
penalizacdo ao problema, na secéo 6.1.1. E em seguida, na secéo 6.1.2, sera aplicado o
método de Lagrangeano aumentado para o problema de contato sem atrito. Na secéo 6.2,
sera aplicado o método de Lagrangeano aumentado para o problema de contato com atrito.
E, por fim, na secdo 6.3 serdo propostas novos métodos de Lagrangeano aumentado para o
problema de contato sem atrito e com atrito.

Capitulo 7: Consideracbes Finais. Neste capitulo o trabalho é encerrado sendo

apresentadas sugestdes para futuros trabalhos.

1.5 NOTACAO

A seqguir, serdo listadas algumas notagbes utilizadas com mais freqiiéncia no

decorrer do trabalho:

1. xe R" é um vetor colunaem R";



2. x" =(x,,x,,....x,) - vetor transposto;

3. K -inversa da matriz K ;

4. |x|=x —x - diferenga entre o fluxo que entra e o fluxo que sai;
5. |-| - norma Euclidiana;
6. (-) - Macauley bracket,

~

. dom f - dominio da fungdo f;

[oo)

. intdom f - interior do dominio da fungéo f ;

9. p (-, x) - derivada da fungdo p em relagdo & primeira variavel;
10. Jf () - subdiferencial da fungéo f ;

11. dX - fronteira do conjunto X ;

12. R" ={xe R" :x,20,i=1,2,...m};

18. R ={xe R" :x, >0,i=12,...m};

14. D@p(X,t) = hessiana da fungéo ¢(x,t?).



CAPITULO 2

CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, serdo apresentados alguns teoremas basicos e definicdes do calculo
e da dlgebra linear e sobre andlise convexa. No caso do célculo, a maioria dos teoremas e
definicdes pode ser encontrada nos livros de LEITHOLD (1994), GUIDORIZZI (1997) E
McCALLUM (1997), da algebra linear, no livro de GOLUB & VAN LOAN (1989) e da analise

convexa, no livro de ROCKAFELLAR (1970).

2.1 CALCULO E ALGEBRA LINEAR

Definicao 2.1.1 Seja f uma funcdo de duas variaveis, x e y. A derivada parcial de f em

of

relacdo a x é a funcdo denotada por P tal que seus valores funcionais em qualquer ponto
X

(x,y) no dominio de f sejam dados por

ai: lim f(x"‘Ax,y)—f(x,)’)
ax Ax—0 Ax

se o limite existir. Da mesma forma, a derivada parcial de f em relacdo a y é a fungéo,

of

denotada por P tal que seus valores funcionais em qualquer ponto (x,y) no dominio de
y

f sejam dados por

ai: lim f(xs}""A}’)_f(X,Y)
ay Ay—0 Ay




se o limite existir.

Definigdo 2.1.2 Considere f:R" - R e xedomf . Se d e R" tal que |d|=1, entdo a

derivada direcional de f em x na diregcao d € R" é definida por

Fnd) = lim L3 = F )
t—0 t

Definicao 2.1.3 A norma euclidiana de um vetor x € R" é definida por

| = \/)Cl2 +a2 4o x =2 x.

Definicao 2.1.4 O gradiente de uma fungdo escalar f , denotado por grad f ou Vf, é um

vetor, definido como

w2y T

ox, ox,  ox,

Definicdo 2.1.5 O conjunto de vérias fungbes a valores reais f,, f,.....f, em R", pode ser
visto como uma fungdo vetorial f(x). Essa fungdo determina o vetor f(x) definido por
f:R"— R", ou seja,

£ =[£G () £ (0]

Definicdo 2.1.6 Supondo f :R" — R™ uma fungdo continua com derivadas parciais
continuas. A matriz das derivadas parciais de f , é chamada de matriz Jacobiana, definida

como



EA
ox, oJx,  ox,
% % Y%
J=|ox, oJx, O,
S U P
dx, ox,  Ox,

Definicao 2.1.7 A matriz das derivadas parciais de segunda ordem de f :R" — R em um

ponto x, é chamada de matriz hessiana, definida como
i *f |
ox,0x, Ox0x,  Ox0x,

3’f  If o’f
H =|0x,0x, ox,0x, 0x,0x,

of  9f . Of
| 0x,0x, Ox,0x,  0Ox,0x, |

Definicdo 2.1.8 Seja F um campo vetorial numa bola aberta B em R’ tal que
F(x,y,2) =M (x,y,2)i+ N(x,y,2)j+ R(x,y,2)k . Entdo o divergente de F , denotado por

oM . 9 oR . .
Div F , sera definido por Div F(x,y,z) = a—i +8_N j +a—k se essas derivadas parciais
X ly 74

existirem.

Definicao 2.1.9 Diz-se que um conjunto de fungbes com valores reais

{@,(2),,(x),D,(x),..} é ortogonal em um intervalo [a,b] se

(®,.@,)= jcpm(x)cbn(x) dx=0.



Definicao 2.1.10 Dada uma série: f(x) = C)®,(x) + C,P,(x)+...+ C, P, (x) +...,onde temos
a representacdo de uma série generalizada e queremos determinar os seus coeficientes,

C,.C,...C,,... Se {®,(x),®,(x)...} é um conjunto ortogonal, entio a série

f(x)=C,P,(x)+CP,(x)+...+C P, (x)+... é denominada série de Fourier generalizada.

Teorema de Green 2.1.1 Sejam M e N fungbes de duas varidveis x e y, de tal modo que

tenham derivadas parciais primeiras continuas em um disco aberto B em R*. Se C for
uma curva fechada simples seccionalmente suave, contida inteiramente em B, e se R for a

regido limitada por C, entdo

ON oM

§CM(x, y) dx + §C N(x,y)dy = '“‘[a_x_gj dA.

Teorema da divergéncia 2.1.2 Sejam as fungcbes M e N, a curva C e a regido R
idénticas  aquelas que foram  definidas no teorema de  Green. Se

F(x,y)=M(x,y)i+N(x,y)j e N(s) for o vetor normal exterior unitario de C em P, onde
s unidades é o comprimento do arco medido no sentido anti-horario de um ponto particular

P, em C até P, entdo

:fCF-Nds:HDideA.
R

Definicao 2.1.11 Uma matriz nxn A é dita inversivel (ou ndo-singular) se existe uma
matriz B nxn tal que AB=BA=1,. A matriz B e chamada de inversa de A. Se ndo

existir tal matriz B , dizemos que A é singular (ou ndo-inversivel).
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Definicdo 2.1.12 Se A =[qa;] € uma matriz mxn , entdo a matriz nxm Al = la;], onde

(1<i<n, 1< j<m) é chamada de transposta de A . Portanto, a transposta de A ¢ obtida

trocando-se as linhas de A por suas colunas e vice-versa.

Definicdo 2.1.13 Uma matriz A é dita simétrica se A" = A. Isto é, A é simétrica se é uma

matriz quadrada onde a; =a;. Se A for simétrica, seus elementos s&o simétricos em

relagdo a diagonal principal.

Definicao 2.1.14 Um espaco vetorial real € um conjunto de elementos V. munido de duas
operacdes @ e ® tais que
() Seu ev sdoelementosde V ,entdou®v estaem V (ie., V éfechado em relacdo
a operagdo @ ).
(@ u®v=v®u seu ev pertencemaV .
B)uvew)=u®v)®w seu,v e w pertencemaV .
(c) Existe um elemento 0 em V tal que
u®0=0®@u=u, paratodou em}V.
(d) Para cada uemV , existe um elemento —uemV tal que
u®-u=0.
(f) Se u é um elemento qualquer de V e r é qualquer nimero real, entdo r ® u estd em
V (ie., V é fechado em relacdo a operacdo ® ).
(e) r®udv)=r®u®r®v, para todo nimero real r e todos os elementos u e v
emV.

) (r+s)Qu=r®u®s®u, para todos os numeros reais r e s e todo elemento u

emV.

(9) r®(s®u)=(rs)®u, para todos os numeros reais r e s e todo elemento u em
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(h) 1®u =u, para todo elemento u de V .

Definicao 2.1.16 Seja V um espaco vetorial e W um subconjunto ndo-vaziode V. Se W é
um espacgo vetorial em relacdo as operacoes em V , dizemos que W é um subespacgo de

V.

Definicao 2.1.17 Os vetores v,,v,,...,v, em um espaco vetorial V séo ditos linearmente
dependentes se existem constantes c,,c,,...,c, , nem todas nulas, tais que

vt e, oty =0.
Caso contrario, v,,v,,...,.v, 880 linearmente independentes, isto €& v,,v,,...v, S&0

linearmente  independentes se, sempre que ¢V, +c,V,+...tcve =0, temos

Definicao 2.1.18 Os vetores v,,v,,...,v, em um espago vetorial V formam uma base para
V se
(@) v;,vy,....,v, geramV ;

b) v.,v,,...,v. S0 linearmente independentes.
1°72 K
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2.2 CONVEXIDADE

Definicdo 2.2.1 O conjunto C c R" é chamado convexo se para todo x,x,€C e

ae0,1], ax +(1-a)x, e C.

Geometricamente, isto significa que o} segmento de reta

[x.x,]={ax +(1-a)x,,ac [0,1]} esta inteiramente contido em C.

Defini¢ado 2.2.2 Uma fungdo f definida em um convexo C é convexa se e somente se para
todo x,,x, € C, a € [0,1] se verifica que

flax, +(1-a)x,)<af(x)+1-a)f(x,)
Se para todo o € (0,1) e x, # x, vale que

flax +1-a)x,)<af(x)+1-a)f(x,),

diremos que f € estritamente convexa.



CAPITULO 3

PROBLEMA DE CONTATO

3.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

O problema de contato € um topico de extrema importancia na mecanica dos sélidos,
pois surge da interagdo entre corpos, forcas e deformacgdes locais elevadas, o que acarreta
uma concentracdo de tensbes. O fenbmeno do contato pode ser encontrado em
praticamente todas as estruturas civis ou mecanicas. Existem duas maneiras distintas onde
o contato pode ocorrer em engenharia:

- Contato intencional: é aquele contato planejado para dar a devida sustentacao ou
solicitacdo a uma estrutura.

- Contato acidental: & aquele contato que ocorre em situagdes de acidente.

Enquanto que no contato intencional deseja-se que o efeito seja 0 mais eficiente
possivel, no acidental deseja-se minimizar os efeitos do contato, o que sé € possivel quando
se conhece o fendbmeno do contato.

A consideragdo do contato levara a um problema de elevado grau de complexidade,
pois se trabalha com fendbmenos de nao-linearidade geométrica, causada pela variacdo da
area de contato, desconhecida a priori. Além disto, o contato é acompanhado de outro
fendbmeno complexo, que se comporta também de forma nao-linear, que é o atrito.

O tratamento analitico do problema de contato € uma tarefa extremamente dificil. Por

esse motivo, tradicionalmente os importantes efeitos do contato sobre as estruturas nao
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eram considerados. Isto s6 comecou a mudar recentemente com o desenvolvimento de
técnicas numéricas de tratamento do contato e atrito (BITTENCOURT, 2002).

Historicamente, o tratamento do problema de contato originou-se com o trabalho de
Heinrich Hertz (1882), que estudou o problema considerando pequenas deformacgdes
elasticas, sem atrito. Por esse motivo, as vezes, as tensdes que surgem na zona de contato
sdo denominadas tens6es de Hertz. A analise de Hertz é ainda usada hoje como base para
projetos em algumas situagdes industriais envolvendo contato elastico. A partir dai, o
problema de contato passou a ser objeto de pesquisa (ZHOU et al, 2002).

O problema de contato pode ser solucionado através de dois procedimentos
numéricos. O método empirico que busca a solugao de forma iterativa pelo ajuste do estado
de contato e o método de programacao matematica, que busca a solugdo via minimizagao
de uma funcao sujeita a restricbes. Em relacdo ao primeiro método, o segundo possui
convergéncia e uma formulagido mais simples.

Aqui, neste capitulo, sera feita a formulagao do problema de contato sem atrito com
detalhes. Apenas, no Capitulo 6, e sem muitos detalhes sera dada a formulagdo do

problema de contato com atrito.

3.2 NOTACAO

A atencdo nesta secdo sera voltada para a Figura 3.1 que mostra o problema de
contato em um corpo com deformagao finita restrito a presenca de um obstaculo rigido e
imoével. A notacio utilizada nesta secao sera semelhante a utilizada por SIMO & LAURSEN
(1990).

Como indicado na Figura 3.1, os pontos na configuracdo de referéncia em Q (um
subconjunto aberto do R* ou R®) serdo denotados por X . Os pontos na configuraco

corrente serdo dados por x = @(X,1), sendo que ¢ tem a propriedade do det(D¢(X 7)) > 0

para t >0 (0 que ir4 garantir que a matriz hessiana seja positiva definida e permitira o



15
célculo da matriz inversa), onde ¢ é a variavel tempo (que posteriormente sera omitida).
Sera denotado por I' a parte de JQ (fronteira de ) que se considera incluir todos os
possiveis pontos de contato, e yserd a imagem de I' em ¢ (fungdo que descreve o
movimento admissivel). Finalmente, define-se D, um subconjunto aberto do espacgo
ambiente que junto com dD (fronteira de D) compreende a regido admissivel para o
movimento de Q. O restante do espago ambiente é entdo considerado ocupado pelo

obstaculo rigido. D é considerado invariavel em relagao ao tempo.

D (h<0)

fronteira deD
{h=0}

h=0

FIGURA 3.1 — NOTAGAO PARA O PROBLEMA DE CONTATO.

Sera considerada uma funcdo gauge h, definida no espaco ambiente, sendo que
h<0em D, h=0em dD e h>0 forade D. Neste trabalho serd assumido que D é um
conjunto convexo (o motivo pelo qual se esta admitindo D como um conjunto convexo sera
explicitado no Capitulo 6). A forma especifica da funcao gauge nao é crucial para o que
segue, simplesmente sera enfatizado que para todo ponto admissivel x do espaco

ambiente, 1 <0.
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3.3 CONDICOES DE CONTATO

Estabelecidas as devidas notagbes, agora se torna possivel a introducdo das

condicbes de contato. Ou seja, para todo X € I', a deformacdo admissivel x = ¢(X,?),

deve satisfazer:

h(x)<0 (3.1)
ty =—n(x)- PN >0 (3.2)
ty(X)h(x) =0 (3.3)
t; =PN+t,n=0 (3.4)
onde:

P = primeiro tensor forga de Piola-Kirchhoff;
ty = presséo de contato em X ;
n=normal a x na configuracao corrente;
N =normal a X na configuracao de referéncia.

A equacéo (3.1) representa a restricdo de impenetrabilidade, ou seja, x ndo pode
estar no interior do obstaculo rigido, onde &> 0; (3.2) representa a restrigdo da forgca
superficial de contato em X ser sempre ndao negativa (pressdo);e (3.3) a condicdo de

complementaridade que admite que a pressao de contato ¢, seja diferente de zero somente

quando a fungéo gauge for igual a zero (h =0). As equagbes (3.1)-(3.3) sdo conhecidas

como as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker. A equacgao (3.4) apenas afirma que o atrito nao
esta presente (SIMO & LAURSEN, 1990).

Nas equacbes (3.1)-(3.4), P é desconhecido e as demais variaveis sdo conhecidas.
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3.4 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Com as notagbes colocadas anteriormente pode-se estabelecer as equagbes de

equilibrio. A forma forte, juntamente com as condi¢cdes de contorno e contato, é dada como

segue:

DivP+ f=0em Q 3

PN =; em I, > (3.5)
p=peml, )

onde: I, e T, s&o partes da fronteira de Q, Prepresenta o primeiro tensor de Piola-

Kirchhoff e é a variavel desconhecida, Div representa o operador divergente na geometria

de referéncia, f é a forga prescrita no corpo, N € a normal externa na configuragéo de

referéncia, t s&o forgas distribuidas no contorno I', ¢ é o campo de deslocamentos e (})
sdo os deslocamentos prescritos no contorno I' (SIMO & LAURSEN, 1990).

Considerando as regides de contorno especificadas, assume-se que I e I, ndo
variam com o tempo, € que segue as seguintes relacdes (LAURSEN, 1992):
rur,ur, = 2Q

Nl =0,N,=I,n[ =2 (3.6)

Em (3.5), PN =t representa as condicdes naturais de contorno e @ =¢ as
condicdes essenciais de contorno.

E importante observar que ndo foram feitas restricdes para P, o que significa que a

formulacao deste problema segue para outros problemas elasticos ou inelasticos.
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3.5 FORMULAGAO VARIACIONAL DO PROBLEMA

A forma forte das equagdes de equilibrio em (3.5) serdo agora convertidas para a
forma fraca, ou seja, sera feita a formulacéo variacional do problema em questdo. Mas,
primeiro, deve-se observar que as variagdes admissiveis para 0 movimento sdo restricdoes
das condicdes de contato. Esta restricio tem a seguinte forma
0p(X) - n(p(X)<0em I se h(p(X)) =0 (3.7)

onde dp(X) é uma variagdo admissivel da deformagao (supondo d¢ =0 em L,).

Mantendo este fato em mente, agora, pode-se converter a forma forte do problema
(3.5) para a forma fraca. Para isso, multiplica-se a equagédo DivP + f =0 por uma funcéo

teste suficientemente suave v definida em Q, e integra-se o produto resultante no dominio

Q. O resultado é da forma j(DivP+f)de=0,Vv, 0 que implica em

Q

[(DivPydQ+[ frva@=0v (forma fraca). Mas Div(S™v)=5 -Vv+vDivS , ou seja,
Q

Q

(DivS)v = Div(S™v)-S - Vv, entdo [Div(P'v)dQ— [P VvdQ+ [ fvdQ=0.vv.
Q Q Q
Pelo Teorema da divergéncia de Green,JDideV = JW-n ddV , e sendo assim,
|4 Vv
pode-se escrever que — IPTv n doQ+ JP -VvdQ — J.fde =0 Vv, ou melhor, pode-se
oQ Q Q
escrever que —IPTv-ndF+IP-Vde—jfde =0Vv, 0 que resultard em
T Q Q

—J.PTv~ndF¢—J.PTV‘n dF6+jP-Vde—jfde:0,Vv.
T Q Q

T, p

Fazendo v =0¢ e como op=0 em L, tem-se

- '[PT -n(op)drl’, +IP-V(5¢)dQ—jf(5(p)dQ =0Vv. Também, tem-se que pelas
T, Q Q
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equagdes de equilibrio (3.5) PN =1, entao — j;vdl“a +jP-Vde—jfde=o,vV, ou
T, Q Q

melhor,

[P-Grad (8p) dQ- [ f - 8p d@~ [t 8p aT, =0 (3.8)
Q Q T

4

Vg tal que op =0 em I, e satisfazendo (3.7).
Investigando a natureza do problema variacional, nota-se que

t-0¢p=—t,0p-n em I'. (3.9)
Usando (3.7) e (3.9) juntas tem-se que

[t-8par=o0. (3.10)
I

E, sendo assim, a formulagao variacional para o problema de contato sem atrito é
descrita como
G(9.8p) = [ P-Grad (8p) d~ [ f -8p dQ— [18p dT, 20 (3.11)
Q Q Lo

onde tem-se que encontrar P que satisfaga (3.11)

para todo J¢ tal que d¢ =0 em I, e satisfazendo (3.7) (SIMO & LAURSEN, 1990).



CAPITULO 4

INTRODUCAO AO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Grande parte dos problemas das engenharias pode ser formulada através dos
principios da Mecénica do Continuo, onde esses principios sao escritos sob a forma de
equacdes diferenciais.

O processo de modelagem desses problemas é realizado em duas etapas: a primeira
consiste na identificagdo dos fatores que influenciam de maneira relevante o problema, ou
seja, consiste na escolha adequada dos principios fisicos e das variaveis dependentes e
independentes que descrevem o problema, o que resultara em um modelo matematico
constituido por equacdes diferencias; a segunda consiste na obtencdo da solugdo do
modelo, tarefa esta atribuida aos métodos numéricos.

Um dos métodos utilizados na obtencao da solucao deste tipo de modelo matematico
€ o Método dos Elementos Finitos (MEF), que teve suas origens na analise estrutural e um
desenvolvimento maior na década de 50, com o surgimento dos computadores digitais. Na
década de 70, o MEF teve suas aplicagdes estendidas a outros problemas e, desde entao,
vem se consolidando como um método mais geral de solugdo de problemas envolvendo

equagoes diferenciais (RIBEIRO, 2004).
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4.1 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

Os conceitos basicos do MEF serdao introduzidos através de um problema
unidimensional de valor de contorno, problema este que consiste em determinar a funcao
gue satisfaz a uma determinada equacao diferencial em um dado dominio, conhecendo-se

os valores que a fungdo e/ou suas derivadas assumem no contorno do dominio.

4.1.1 Formulacao Classica

A situacdo mais geral de um problema de valor de contorno unidimensional linear e

de segunda ordem é dada pela equacao diferencial da forma

2
a0 D 4 () P 4 () = £(x) em (0,1)
dx dx
@ () + ﬁou(o) =%
* Condicdes de contorno
alw+,81u(l) =7
X

onde os coeficientes a,,a, e a,, assim como f, sdo fungdes de x no dominio dado e
a,, By, 7,2, B, € ¥, séo constantes (BECKER et al, 1981).

No entanto, para facilitar o entendimento do método, sera utilizado um exemplo de
problema de contorno unidimensional bem mais simples, como segue.
Dada f(x) = x, determinar u(x) tal que

—d*u
dx?

+u=x em (0,1) (4.1)

u(0)=0 -
Condigdes de contorno (4.2)

ul)=0
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E claro que, como o segundo membro da equacéo diferencial (4.1) é f(x)=x, a

solucao é facil de ser encontrada. No entanto, existem varios problemas de contorno em que
a solucao nao é tao simples, devido a este fato, necessita-se enfraquecer o problema, como

sera feito a seguir.

4.1.2 Formulacgao Variacional

A formulagéo variacional que corresponde ao problema (4.1)-(4.2) pode ser escrita

na seguinte forma:

Dada f(x), determinar u(x)e U tal que Vv(x)e H,'

j(_ diu + u}v dx :j.x.v dx (4.3)

0 dx 0

sendo o espacgo das fungdes admissiveis,
Lodu\’

U= {u(x)/u(l) =u(0)=0 e j(—} dx < oo} . (4.4)
o\ dx

Escrevendo (4.3) de uma forma mais compacta, tem-se,

o[ —d’u

I( +u—xj.v dx=0 Vve H|

0

(4.5)

" A notagéo Ho sera utilizada para descrever a classe de fungdes testes V, onde o sobrescrito “1” significa a derivada de

ordem 1 de V ser quadrado-integravel no intervalo 0 < x <1 e o subscrito “0” indica que V = 0 para X = 0e para
x=1.
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4.1.3 Formulacao Variacional Simétrica

Aplicando a técnica de integral por partes e as condicdes de contorno, tem-se que,

c—d’u du dv
J vdx = f— — dx . Sendo assim, reformulando (4.6), tem-se,

. dx’ dx dx

1

J(ﬂd—ﬂw va dx=0 VveH(l). (4.6)
o\dx dx

4.1.4 Aproximacoes de Galerkin

O problema, agora, é encontrar u € H, tal que

1 1
J(ﬂﬂ+uvj dx = Jxv dc« VveH,. (4.7)
o\dx dx 0

Existem duas propriedades fundamentais de H, que serdo importantes no tipo de

aproximacao que se tem em mente. A primeira é que H(l) € um espaco linear de fungdes, e a
segunda, com dimensao infinita.

Por ser um espaco vetorial entdo as combinagdes lineares das fun¢des em H(l)
também pertencem a H,, ou seja, se v,,v, € H, entdo av, + v, € H,, a e B constantes.

Por possuir dimensao infinita, percebe-se que é necessario especificar um nimero
infinito de parametros em ordem para definir unicamente uma funcdo peso arbitraria no
espaco. Mas, com algum conhecimento de séries de Fourier, ndo se tem dificuldade em

entender este conceito. De fato, introduzindo-se o conjunto de fungdes

¥ (x) =~/2.sen(nm), n =1,2.3,... (4.8)

e v uma fungéo peso em H|, entdo pode ser verificado que v pode ser escrita na forma

v(x) = ian‘l‘n(x) (4.9)

n=1
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onde o coeficiente escalar a, é dado por

v(x).W (x) dx. (4.10)

all =

S e —

Serd, suposto, dado um conjunto infinito de funcées {¢1(x),¢2(x),¢3(x),...}c H, que
tem a propriedade que cada funcao teste ve Hé pode ser representada como uma

combinagdo linear de ¢,(x)por uma série do tipo (4.10). E importante salientar que @.(x)

nao necessita ser uma fungao trigonométrica, mas que seja uma fungao suficientemente

suave®, devido ao fato de que as fungdes bases ¢.(x) precisam ter pelo menos primeira

derivada (para o problema de contorno unidimensional) . A Unica necessidade é que cada v

seja representada como uma combinagéo linear de tais fungdes do tipo
v(x) = B4.(x) (4.11)
i=1

onde f. s&o constantes e a série converge em um sentido apropriado para o espago H, .

As fungbes ¢.(x), sédo chamadas de fungdes bases.

Uma aproximagéao para v seria
N
vy ()= B (x). (4.12)
i=1

As N fungbes bases {¢,,d,.....d, } definem um subespago N-dimensional H\"’ de
H,. O subespago H " possui dimensdo N porque cada fungdo v, em H™ ¢é
determinada por uma combinacdo linear de N fungdes linearmente independentes
{4..4,.....0, } como em (4.13). H" & um subespaco de H.” porque cada ¢.,i =1,2,...,N,

por definigao pertence a H,. Por exemplo, {4,.4,.4,} definem o subespaco H.” de H,, e

assim por diante.

2 Fungdes suaves sdo aquelas infinitamente diferenciaveis. Para o problema em questdo, uma fungéo suficientemente suave
necessita ter pelo menos primeira derivada.



25

Com estas preliminares, pode-se, agora, considerar o método de Galerkin para
construcao de solugbes aproximadas do problema variacional de valor de contorno (4.8).

O método de Galerkin consiste em buscar uma solugado aproximada para (4.8) em

(N)

um subespago de dimens&o finita "’ de H, de fungdes admissiveis ao invés de todo o

espago H,. Entdo, busca-se uma solugéo aproximada u, em H"’ daforma

Uy (x) = Zowi(x) (4.13)

que satisfaca (4.8). Em outras palavras, a formulagao do problema aproximado é encontrar

uy € H" tal que

o du, dv ; N

J —X = tuv, |dx= J.va dcx Vvye H". (4.14)
X

0

0

Como as ¢, sdo conhecidas, u, sera completamente determinado, uma vez que os
N coeficientes &, em (4.14) s&o determinados.

Para determinar «,, substitui-se (4.13) e (4.14) em (4.15) que resulta em

iﬁi[isgaj—ajzo vj (4.15)
onde

S; = i[@f (D), () + 6,(x), () Jx (4.16)
e

F = jw,-(x) dx (4.17)

0

emque i,j=1,2,..,N.Sendo assim, a matriz de rigidez § = [S;] € uma matriz quadrada de

dimensdo N e o vetor forga F = [F,] possui dimensdo NxI.
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Sendo as ¢, conhecidas, S e F podem ser calculados. Para isso, faz-se

B=LB=0G#D;5=15=0G#2);5=L5=0G#3);.B,=16=0(=N)

Sendo assim, tem-se

N
>.S,a,=F,j=12..N (4.18)

Como as ¢, sdo linearmente independentes, é possivel mostrar que as equagoes

(4.19) sao linearmente independentes e S admite inversa, entao

N
a = Z(S‘l)ijFi j=12,.,N (4.19)

i=1
A solugéo u, é encontrada, substituindo-se (4.20) em (4.14) (BECKER et al, 1981).
E importante salientar que, na pratica, ou seja, quando se implementa o método, & é obtido

pela resolugdo de um sistema linear e nunca pela inversao da matriz S .
4.1.5 Funcoes Bases dos Elementos Finitos

No método de Galerkin uma ma escolha das ¢, pode resultar numa matriz mal

condicionada, tornando o sistema de equagdes dificil de se resolver. Estas dificuldades
podem ser sanadas usando-se o método dos elementos finitos.
A idéia principal do método é dividir o dominio em sub-regides chamadas elementos

finitos.
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Elemertos; £ £, £, £,
. - - - -
%=0 x=1 X
Moz 0 1 2 3 4
#4—nh |- h | o h - h

FIGURA 4.1 - PARTICAO DE ELEMENTOS FINITOS DA REGIAO 0 < x <1 COMPOSTA DE QUATRO

ELEMENTOS COM NOS NO PONTO FINAL DO ELEMENTO.

O tamanho de cada elemento finito €, é denotado por h,. Neste exemplo, sera
considerado que o comprimento de cada h, € o mesmo, ou seja, h. No entanto, vale
ressaltar que o comprimento de cada h, pode ser diferente. Os nés sdo os pontos

identificados. A colegdo de elementos e nés do dominio é chamada de malha de elementos
finitos.

No método de elementos finitos usa-se i no lugar de N . Pois, quanto menor o #,

mais elementos €, sdo introduzidos e, por isso, mais fungées bases sdo necessérias para

H!™ . Entao, sera usada a notagéo v,, u, € H.', nolugarde v,,u, e H .

Depois da construgdo da malha de elementos finitos para o problema em questao,
deve-se construir o conjunto de fungdes bases, usando os seguintes critérios:
1. As fungdes bases sdo funcbes simples definidas em cada elemento sobre a
malha.
2. As fungbes bases sdo suficientemente suaves, ou seja, para 0 caso

unidimensional que se esta considerando, as funcbes bases devem possuir pelo

menos primeira derivada; e, pertencem a classe H, de fungdes.
3. As funcdes bases sé&o escolhidas de tal maneira que o parametro ¢;,, definindo a

solugdo aproximada u, é precisamente o valor de u,(x) nos nos.



28

Se as coordenadas dos nés sdo denotadas x, (i =0,1,2,3,4), entdo as funcdes

bases dadas por i =1,2,3. Podem ser da forma

9,(x) =

onde h. = x, —x,_, € o tamanho do elemento ..

{pi .

k4

FIGURA 4.2 - GRAFICO DE ¢,(x).

(4.20)

Pode-se observar na Figura 4.2 que existe um “bico” no gréafico. No entanto, como

determinado no critério 1, as funcdes bases sao definidas elemento por elemento, ou seja,

entre os nés x,_, e x, definiu-se um elemento e entre os nos

x;, e x,,, definiu-se outro

elemento, portanto, as funcées bases possuem primeiras derivadas e elas sao da forma
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1
m X, <x<x
P.(x) = — X, <x<x, (4.21)
i+1
0 X<X_ e x>Xx,
Para satisfazer o critério 3,
o)== (4.22)
(x.) = .
Y 0 sei#]j

No exemplo em questédo, i =1,2,3 e j=0,1,2,3,4.

Acordando com (4.14) a nova notagao sera
N
v, () =Y B (x)
i=1

Sendo v; o valor da fungéo v, para um no arbitrario, v, =v,(x;). Para o exemplo

considerado,
3
v, =Y Bé(x;) =, de acordo com (4.23).
i=1
Segue que a representacdo dos elementos finitos de v, , é
N
v, (x) = ZV,.(,/Z. (x), v, =v,(x,) (4.23)
i=1

E importante entender como os termos em (4.24) somados dao uma representacéo

continua de v, (BECKER et al, 1981).

4.1.6 Calculos dos Elementos Finitos

Voltando a aproximacdo de Galerkin para o problema variacional de valor de

contorno (4.8), usando as técnicas dos elementos finitos para construir as fungées bases ¢,
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o problema consiste em: encontrar u, € H,, H; é sub-espaco de H, definido pelas

escolhas de ¢,, tal que

o —

N
onde u, = ZM,.g/ﬁi eu, =u,(x).

i=l1

De (4.19), tem-se que o sistema linear é

> Su,=F,i=12,..,N

j=1

1
- A
(uhvh +uhvh)dx = vah dx, Vv, e H|
0

(4.24)

(4.25)

onde S; e F, sao definidos, respectivamente, por (4.17) e (4.18) (BECKER et al, 1981).

4.1.7 Algumas Propriedades Fundamentais de Se F

41.7.1 Somatoriode S

Como a operagao de integracéo é aditiva

2h

Il
S S——

3h 4

+I¢¢ +09, dx+j¢¢ +00,)dx =" [(69,+09,)d

e=1 Q,
onde Q, =[0,4] Q, =[h.2h] Q, =[2h.3h] @, = [3A.1].
Logo,

= [(¢g, +09,) dx

Entao,

(0,0, +0.0,) dx I(M + 0,0, dx+j¢¢ +0,0,) dx

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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Similarmente,

F = iF Ff = [x4,(x) dx (4.29)

(BECKER et al, 1981).

4.1.7.2 Esparsidade de S

Se os nos i e j ndo forem consecutivos (por exemplo, i=1e j=3),entdo S, =0.

Isto implica que em uma malha com muitos elementos, muitos deles serdo zero. Matrizes

com muitos zeros sdo chamadas de matrizes esparsas e é a escolha particular de funcdes
bases ¢ que leva a esparsidade de S.

Se os elementos que nao forem nulos estiverem perto da diagonal principal, esta

matriz € chamada matriz de banda (BECKER et al, 1981).

41.7.3 Simetriade S

Trocando-se de lugar i e j naintegral de S, o valor calculado nao muda, ou seja,

S,; =S, 0 que torna a matriz de rigidez do problema tomado como exemplo simétrica.

ji
Porém nem sempre tem-se simetria de S, embora em muitos problemas fisicos baseados
em leis de conservacdo, esta simetria apareca naturalmente na forma fraca. E importante
salientar que a simetria de S néo tem nada a ver com a escolha das fun¢des bases ela é

inteiramente dependente da forma variacional do problema a ser resolvido (BECKER et al,

1981).



32

4.2 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO BIDIMENSIONAL

A grande popularidade do MEF se da pelo fato deste resolver complexos problemas
de duas e trés dimensbes, mesmo porque, a maioria dos problemas reais envolve, no
minimo, duas dimensdes. O desenvolvimento do problema de valor de contorno
descrevendo um fendbmeno fisico bidimensional segue as mesmas técnicas utilizadas no

problema de valor de contorno unidimensional, diferenciando apenas na dimensao.

4.2.1 Formulacao Classica

Na formulagéo cléassica para o problema de contorno bidimensional que sera dada a
seguir, as fronteiras dQ, e 0dQ,, e a interface I' (regido do dominio onde dQ, =0dQ,)
definem as equagbes paramétricas x = x(s), y= y(s), s€dQ ou sel'; f = f(x,y) éa

fonte de distribuicdo em Q.,i=1,2; k e b s&o coeficientes materiais e (x,y)eQ,,i=1,2;

p(s) é um fator de proporcionalidade; e, | o, (s) | = 0" (s)~ 6.7 (s), fisicamente, '~ é o

(+)

fluxo que saie o o fluxo que entra.

Dados k(x,y), b(x,y), f(x,y), determinar u tal que

=V (k(x, y)Vu(x, y)) +b(x, y)u(x,y) = f(x,¥), (x,y) € Q,, i =12 (4.30)
|kVu-n]=|0,(5)|=0, seT (4.31)
u(s) =u(s), s € dQ, (condicdo essencial de contorno) (4.32)
—k(s)au(s) = p(s)[u(s)—a(s)] = 6(s), s€ dQ, (cond. natural de contorno) (4.33)

on
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FIGURA 4.3 — DECOMPOSIGAO DO DOMINIO DO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO.

4.2.2 Formulacao Variacional

Primeiramente, constréi-se uma fungéo residual r, onde
’”(X»)’) = _V'[k(x’ y)VM(X, J’)]"‘b(x»)’)u(x»)’)— f(.X', )’) .
Entado, multiplica-se r por uma funcao teste v suficientemente suave definida no dominio Q

e cujo produto rv seja integravel em cada subdominio . e, finalmente, faz-se Irv: 0.
Q

Como pode-se verificar na Figura 4.3, é necessario fazer a integragao separadamente em

Q e Q,, portanto, a segunda derivada de u ndo é integravel em I', o que resultara em

[[=V - eVuy +bu— flvdxdy+ [[-V - (kVu) +bu - f]vdxdy =0 (4.34)

Sabe-se pela regra do produto de diferenciacao, que
V- -(wkVu) =kVu -Vv+vV - (kVu)
ou (4.35)
v (kVu) =V -(vkVu) —kVu -Vv

Substituindo-se (4.36) em (4.35), tem-se
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j(kVu-Vv+buv—fv)dxdy+ J(kVu-Vv+buv—fv)dxdy -

& & (4.36)
IV (kVu)dxdy— IV (vkVu)dxdy = 0.

Q

Utilizando-se nas duas ultimas integrais em (4.37), o teorema da divergéncia, onde

J.V.adxdy = IG-nds e utilizando (vkVu) no lugar de &, obtém-se
Q oQ

—jv (vkVu)dxdy - jv (kau)dxdy——j k—vd - j k—vds (4.37)

onde, a—M:Vu-n.
on

Na Figura 4.3, as partes de 9, que n&do coincidem com a interface I' séo
denotadas dQ,—TI',i =1,2. Decompondo cada integral no contorno (as duas Ultimas

integrais em (4.38)) em duas partes correspondentes, obtém-se

j k—vds— j k—vds j( ka—”j vds+f(—ka—uj vds (4.38)
9Q,-T on ), r on ),
. ou) . . Ju . . L
onde a notagéo —ka— indica que —ka— esta sendo avaliada na regiao i, i =1,2.
n i n

Sendo que, a normal n, na regido €, é o negativo de n, para cada ponto em I', podendo-

se escrever a soma das duas Ultimas integrais em (4.39) como

(+) (=)
j {—k(”g—u +k<->g—” }vds. (4.39)
T n n

Como —ka—u: o,, entdo J © _6O)ds =0.
on e

Voltando em (4.39), nota-se que as duas primeiras integrais podem ser combinadas

numa Unica integral na fronteira de d€2. Nota-se, também, que os integrandos das duas
primeiras integrais em (4.37) possuem primeiras derivadas de ue v, entdo, se ue v forem

suficientemente suaves, estas integrais podem ser combinadas numa Unica integral de

dominio €, o que resultara em
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J‘(kVu‘Vv+buv—fv)dxdy— Ika—uvds =0. (4.40)
o o on

Substituindo a condigdo natural de contorno em (4.41), tem-se

[ Vi Vv +buv = foydxdy + [ p(u—ayvds =0 (4.41)
Q 0Q

Vv etalque u =i em 0Q,.

Sendo,fp(u—ﬁ)vds: Ipuvds— vads, onde y=pii, o problema agora é
o0 20, 29,

encontrar uma fungdo u tal que u =i em dQ, e

I(kVu-Vv+buv)dxdy— J puvds =.[fvdxdy— J}/vds,Vv. (4.42)
Q 2Q, Q

Q,

E importante lembrar que, assim como para o problema unidimensional, u e v
devem pertencer a classe de funcées H'(Q), isto &, as primeiras derivadas devem ser
quadrado-integraveis e v=0 em 0Q,. Portanto, de uma maneira geral, o problema é
encontrar uma fungédo ue H'(Q) tal que u =it em 9Q, e (4.43) seja satisfeita para todo

ve H'(Q) tal que v=0em 0Q, (BECKER et al, 1981).

4.2.3 Aproximacao por Elementos Finitos

A aproximacdo de (4.43) segue as técnicas utilizadas no caso unidimensional.
Substitui-se o dominio £ por um dominio Q, que consiste de uma colecdo de E
elementos finitos e N pontos nodais e define-se um sub-espaco N-dimensional H" de
Hl(Qh) para a construcdo de um conjunto apropriado de fungdes base ¢.,i=1,2,...,N,
usando os mesmos procedimentos utilizados no problema unidimensional.

Uma tipica funcéo teste em H" pode ser da forma

v (6,) = 2v;6,(x.y) (4.43)



onde v, =v,(x;,y;).

A aproximagao de (4.43) consiste em encontrar uma fungéo u, em H",
N
Mh(xs y) = Zuj ¢j(x,y)
Jj=1

tal que u; =, em 0Q,, e

du, dv, du, dv
k| ==+ 2y by, |dxdy + ds = dxdy + d
é'.h{ ( ax ax ay ay j h h} y ad"% puhvh s (‘2[ ﬁ}h X y ad[f/vh s
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(4.44)

(4.45)

Vv,e H" tal que v,=0 em 0Q,, onde dQ, e 0Q, aproximam 0Q, e 0Q,,

respectivamente.

Substituindo (4.44) e (4.45) em (4.46) e simplificando os termos, obtém-se o sistema

de equacgdes

N
Z}Sijuj =F,i=12,..N
=

onde §; sao os elementos da matriz de rigidez do problema,

d¢, 09, 0¢, 99,
S. = | L+ L+ poo. |dxd Q. d,
Y dl:[ (ax ox " dy dy 009, & y+a§|‘2,:p¢1¢1 ’

e F, sdo as componentes do vetor forga,

F = [ f¢,dxdy+ [m,ds
Q,

0Q),

(BECKER et al,1981).

(4.46)

(4.47)

(4.48)



CAPITULO 5

LAGRANGEANO AUMENTADO

Métodos de Lagrangeano Aumentado sao aqueles baseados em penalizacao e sao
utilizados, em geral, para resolver problemas de programacao ndo-linear com restricdes.
Sao métodos que buscam resolver o problema através de um processo iterativo de maneira
gue em cada iteragao resolve-se um problema auxiliar irrestrito formado pela fungao objetivo
e um multiplo das restricdbes do problema original. O método sera descrito com mais
detalhes apds a apresentacdo dos métodos de penalidades classicos apresentados na

seqgliéncia.

5.1 METODOS DE PENALIDADES

Os métodos de penalidades sao utilizados para resolver problemas com restricoes,
sao iterativos e cada iteracdo transforma o problema original em outro problema que é
irrestrito. Eles servem tanto para problemas com restricdo de igualdade como para
restricdes de desigualdade ou mesmo para aqueles que sao formados por esses dois tipos
de restricoes. Por questdes didaticas serao tratados dois tipos de métodos de penalidades:
métodos de barreira, que sdo, também, conhecidos como penalidade interna e sdo mais
utilizados em problemas com restricoes de desigualdade e métodos de penalidade externa

gue sdo mais utilizados em problemas com restricoes de igualdade.



38

NOTA 1: Como o objetivo aqui é a apresentacdo de métodos de penalizacdo, ndo serao
feitas hipéteses sobre as fungbes que formam o problema penalizado. Sera suposto que

elas satisfazem as condicoes exigidas pelos métodos que serdo apresentados.

5.1.1 Métodos de Barreira

Os métodos de barreira sdo métodos de penalidade que, em geral, sdo utilizados
para resolver problemas com restricdes de desigualdade. Neste trabalho estes problemas
tém a forma:

(P) Minimizar f(x)
s.a 8:(x)<0,i=12,..m
xe R"

em que f:R" >R e g,:R" >R para i=12,..,m, sdo as fungbes que formam o

problema (P) e f é chamada de funcdo objetivo. Ja as funcgdes g,, i =1,2,...,m, séo

chamadas de restricdes e sao estas que formam o conjunto viavel.

Como descrito anteriormente na nota 1, ndo serdo impostas restricdes sobre estas
fungbes, pois foge ao objetivo deste trabalho. A fundamentagao tedrica destes métodos
pode ser encontrada na maioria dos livros de programacido matematica disponiveis na
literatura, NOCEDAL & WRIGHT (1999); FLETCHER (1986); GONZAGA (1989); MARTINEZ
(1995) e outros.

A funcao penalizada em relagao ao problema (P) € definida como
(x.p)€ R"XR,, > B(x,p) = f(x)+ p p(x) (5.1)

em que p € o parametro de penalidade e p: R" — R é uma funcao de penalidade, a qual

€ chamada, neste caso, de funcao barreira. Existem dois tipos bastante conhecidos na
literatura, a fungao barreira logaritmica e a fungdo barreira inversa, as quais séo definidas,

respectivamente, por
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xe R+ p(x) ==Y In(- g,(x) (5.2)

o]
xeR" B p(x)=-
,-Z:l:g,»(X)

emque g,,para i=12,..,m s&o as restrigdes do problema (P).

Algoritmo 5.1: Métodos de barreiras
Dados p° >0, K =0.

Enquanto o critério de parada néo for satisfeito,

encontre:

e Arg min{B(x,pK) (X€E R”}
K+1 K K+1 1 K
faca: p°" < p" (por exemplo: p :5'0 )

K=K+1

continue.

No algoritmo 5.1, B é a fungao barreira (5.1), que pode ser formada (neste trabalho)
pela barreira logaritmica dada na relacédo (5.2) ou a barreira inversa dada na relagéao (5.3). O
maior trabalho neste algoritmo é a resolugdo do subproblema gerado que consiste na
minimizagao da fungéo barreira. No entanto, este subproblema é irrestrito e, desta forma,
podendo ser resolvido por qualquer método de programacao nao-linear irrestrita, como por
exemplo: Newton, Gradiente Conjugado, Regido de Confianga, entre outros.

A palavra critério que aparece no algoritmo 5.1 exige algumas explicagbes. O
algoritmo esta apresentado como um algoritmo conceitual, no caso da implementacao deste,
haveria a necessidade da fixacdo do critério. Um critério bastante utilizado para a parada

dos algoritmos, para detectar a convergéncia do mesmo (ou uma solugdo para o problema)
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€ a norma do gradiente da funcao aproximadamente igual a zero, quando esta é possivel de

ser calculada. No caso do algoritmo 5.1, este critério seria H(VXB(xK“,pK))“ <g,emque €
é um valor pré-fixado e V B é o gradiente da funcdo penalizada B em relagéo a variavel

xe R", noponto x**' e p* >0 fixados a priori.

Uma dificuldade encontrada pelos métodos de barreira é quanto ao parametro de
penalidade. S6 se consegue mostrar a convergéncia do método quando o parametro de
penalidade, no algoritmo 5.1, tende a zero, NOCEDAL (1999); MINOUX (1986); MARTINEZ
(1995). Consequientemente, os subproblemas gerados pelo algoritmo de barreira 5.1 vao se
tornando dificeis de resolver, no sentido que a matriz hessiana vai se tornando mal

condicionada. Como exemplo, sera considerado o seguinte problema (MARTINEZ, 1995)

Minimizar (x1 + 1)2 + (x2 - 1)2

sa —x, <0
que tem soluggo x" = [0,1]".
Neste caso a barreira p(x) = —In(x,) e a fungéo penalizada (5.1)
B(x,p) = (x, +1) +(x, =1) = pIn(x,). (5.4)
Para verificar o que foi dito anteriormente sobre o mau-condicionamento da matriz

hessiana dos subproblemas gerados pelo algoritmo 5.1, sera calculado o gradiente e a

hessiana de B dado na relagéo (5.4).

2x +1)-2
V B(x,p) = X, (5.5)
2(x2 - 1)
2+£ 0
V2 B(x,p) = X; (5.6)
0 2




Em (5.6) os pontos estacionarios', com x, > 0 sdo da forma x" = {

Como p >0, tem-se em (5.6) que
. 24—
V2B(x',p)=|  pri-y1+2p . (5.7)

Como a convergéncia s6 ¢é obtida fazendo p tender a zero, tem-se

lim— P -, E, desta forma, a matriz ViXB(x ,p) em (5.7) € mal condicionada.
P20 p+1—4/1+2p

Este foi um dos fatos que motivou, como sera visto nas préximas secoes, métodos

de penalizacao, tipo, Lagrangeano aumentado.

5.1.2 Métodos de Penalidades Externas

Os métodos de penalizagbes externas sao utilizados tanto para resolver problemas
com restricbes de desigualdade como para problemas com restricdes de igualdade.
Consequentemente, pode ser utilizado para resolver problemas no formato geral, ou seja,
problemas que envolvam restricbes de igualdade e desigualdade.

Neste trabalho, o problema com restricdes de igualdade tem a seguinte forma

(P1) Minimizar f(x)
s.a h.(x) =0,i=12,..,p.

1

xe R"

emaque fe h,parai=12,..,p, sdo fungdes definidas em R" com valores em R.
Como foi feito anteriormente no caso da penalidade barreira logaritmica, ndo serao
dados detalhes quanto as particularidades das funcoes, para isto ver nota 1, apresentada na

secao anterior.

" Dada f:R" — R, x éum ponto estacionario de f se o gradienteda f em x for igual a zero.
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Uma das caracteristicas das penalidades externas € que os pontos gerados pelo
algoritmo (a ser apresentado adiante) caminham pelo exterior (“fora”) do conjunto viavel. Por
isso, sdo bastante utilizados em problemas com restricdes de igualdade como (Pl), em que
€ muito dificil satisfazer todas as restricbes exatamente iguais a zero, ou seja,
hi(x*)zo,izl,Z,...,p, sendo x gerado pelo algoritmo. Mas nada impede que sejam
utilizados também para problemas com restricbes de desigualdade como (P), apresentado
anteriormente.

Para o problema (P1) a penalidade externa mais utilizada na literatura é a seguinte
5 P
x€R" E(x) =|h)| =D h(x)’. (5.8)
i=1
Por outro lado, para o problema (P) pode ser utilizada a penalidade externa

xe R' b E() =Y (max{0.g, (1)) (5.9)

i=1
Observa-se na relagcao (5.9) que somente os pontos inviaveis sdo penalizados. As
componentes g.(x) positivas terdo um peso na fungdo penalizada E(x). Caso contrario, as
componentes correspondentes de E(x) seréo nulas.
No caso das penalidades externas a fungao penalizada é da forma
(x,t)e R"XR,_, > P(x,t) = f(x)+tE(x) (5.10)
em que, f € a fungao objetivo do problema (P) ou (Pl), t é o parametro de penalidade e

E é a fungao penalizada dada por (5.8) ou (5.9). Logicamente que existem outros tipos de
penalidades externas. Neste trabalho, serdo tratadas apenas estas duas por serem

consideradas as mais importantes.

Algoritmo 5.2: Penalidade externa
Dados t° >0, K =0.

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito,
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encontre:
' e Argmin{P(x,r*): xe R"}
fagca: t**' > t* (por exemplo: t**' = 2¢%)

K=K+1

continue.

Neste caso, P(x,tK) € a funcao de penalidade externa (5.10). Da mesma forma que

o algoritmo (5.1), este também é conceitual, pois o critério de parada nao esta definido no
algoritmo. No caso da implementacao deste, existe a necessidade de se fixar um critério.
Sobre a convergéncia deste algoritmo pode ser consultado NOCEDAL (1999),

MARTINEZ (1995) E MINOUX (1986). Nas provas de convergéncia deste algoritmo é

imposta a condicdo de que t* deve crescer, ou simbolicamente, t* — «, e da mesma
forma que no algoritmo de barreira (5.1), isto gera subproblemas dificeis de se resolver, no
sentido que a matriz hessiana da fungao objetivo deste subproblema é mal condicionada.

Uma vez apresentada a penalidade barreira e a penalidade externa é possivel, sem
muitas dificuldades, apresentar um algoritmo mais geral, que pode ser utilizado na resolucao
de problemas com restri¢des de igualdade e desigualdade.

Como foi visto, os métodos de penalidade tipo barreira e externa geram
subproblemas que vao se tornando mal condicionados a medida que os pontos gerados
pelos algoritmos, determinados por estes métodos, vao se aproximando da solugcao do
problema. Foi visto um exemplo muito simples, em que a condicdo da matriz hessiana do
subproblema gerado pelo algoritmo de barreira (5.1) tende ao infinito quando o parametro de
penalidade tende a zero. Isto torna os algoritmos muito lentos e na maioria das vezes
impraticaveis. Atualmente existem métodos de penalizacdo mais modernos e que sao
superiores, no sentido da rapidez de convergéncia e estabilidade, aos métodos classicos.
Estes métodos mais modernos envolvem um novo parametro que sdo os multiplicadores de

Lagrange —também chamados de variaveis duais, como serd visto nas préximas segoes.
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5.1.3 Métodos de Lagrangeano Aumentado

Os métodos de Lagrangeano aumentado foram inicialmente propostos por
HESTENES (1969) E POWELL (1969), para problemas com restricbes de igualdade, em
meados da década de 60. Sendo chamados, nesta época, de métodos de multiplicadores.
Mais tarde foram generalizados por ROCKAFELLAR (1974), para problemas com restricoes
de desigualdade.

Por questdes didaticas serdo tratados, em segbes distintas, os métodos de
Lagrangeano aumentado para problemas com restricbes de igualdade e restricbes de
desigualdade.

Com a introdugao das variaveis duais, também chamadas de multiplicadores de
Lagrange, a construgdo da teoria de convergéncia é feita via dualidade. Nos métodos de
Lagrangeano aumentado mais modernos, desenvolvidos nos ultimos anos, toda teoria de
convergéncia é desenvolvida utilizando métodos de ponto proximal com quase-distancias

generalizadas tipo Bregman e ¢ -divergéncias (IUSEM & TEBOULLE, 1995). Por outro lado,

a implementagdo destes métodos é feita no primal, isto é, os subproblemas resolvidos
envolvem somente variaveis primais estando as variaveis duais fixas, como sera visto
adiante.

O objetivo principal deste trabalho é a aplicacdo do método de Lagrangeano
aumentado, assim como a proposta de aplicacdo de novas metodologias de Lagrangeano
aumentado, recentemente desenvolvidas, para problemas de contato. Maiores detalhes
sobre este assunto serdo apresentados no préximo capitulo. E o problema de contato foi
apresentado no capitulo 3. Desta forma, ndo serd apresentada a teoria sobre a
convergéncia dos métodos de Lagrangeano aumentado, como é feito, geralmente, na
literatura. O leitor interessado podera consultar as referéncias que serdo apresentadas no

decorrer do capitulo.
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5.1.3.1 Lagrangeano aumentado para problemas com restricoes de

igualdade

Nesta secao sera apresentado o método de Lagrangeano aumentado em sua forma
classica, ou seja, em sua formulagcao semelhante a proposta inicialmente por HESTENES
(1969) E POWELL (1969).

O problema a ser tratado nesta seccdo é o problema (Pl) ja apresentado

anteriormente e sera reescrito novamente.

(P1) Minimizar f(x)
sa h(x)=0, i=L2,..,p

xe R"
emque f:R" >R eh:R"—>R,paratodo i=12,...,p.

Em relagédo ao problema (P1) sera definida a funcao Lagrangeana

(x,A)e R"XR" > I(x,A) = f(x) + A h(x) = f(x)+zp:2ihi(x) (5.11)

i=1

As condigdes necessarias de 12 ordem para o problema (P1) garantem que se x &
uma solucao deste problema, entdo existem multiplicadores de Lagrange /TIAZ/T; tal que
A (x*,/l*): 0, em que [ é a funcéo Lagrangeana (5.11).

Desta forma, os candidatos a pontos estacionarios para o problema (Pl) devem

satisfazer o seguinte sistema de n+ p equagdes nao-lineares por n+ p variaveis

{Vf(x) +A'Vh(x)=0 (5.12)

h(x)=0, i=12,..p

Sera visto que os muliiplicadores de Lagrange no método de Lagrangeano
aumentado a ser apresentado nesta se¢do sdo atualizados de maneira que a primeira

equacao em (5.12) seja satisfeita.
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Definicao 5.1: Diz-se que dois problemas A e B sio equivalentes quando toda solug¢do de

A é também uma solucdo de B e vice-versa.

No sentido da definicdo 5.1 é facil verificar que o problema (P1) é equivalente ao
seguinte problema

(P2)  Minimizar f(x)+ A h(x)
sa h(x)=0, i=12,..,p.

Utilizando a penalidade quadratica apresentada na secdo 5.1.2, tem-se a seguinte

funcéo penalizada para o problema (P2)

(x, A, p)e R"XR"XR,, 5> L(x, A, p) = f(x)+ Fh(x)+ ghT (0)h(x) =

_ f(x)+z/1ihi(x)+§2(hi(x))2. (5.13)

Neste caso, p é o pardmetro de penalidade e A é o vetor de multiplicadores de

Lagrange. Pode-se observar que o problema (5.13) muda para cada valor diferente de 1.
Logo, usa-se uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange e os valores do
parametro de penalidade para uma boa aproximacgao da solugdo do problema (P1) ou (P2)
nao precisam ser tdo grandes como nos métodos classicos de penalidades apresentados na
secdo 5.1.
Para determinar uma boa estimativa para os multiplicadores de Lagrange, deriva-se
a fungdo L dada na relagéo (5.13) em relagéo a variavel x, com A e p fixados, e iguala-

se a zero, ou seja,

V L(x,A,p) = Vf(x)+ AVh(x)+ ph" (x)Vh(x) =

(5.14)
=Vf(x)+(A+ ph(x)) Vh(x) =0.

Desta forma, uma boa estimativa para os multiplicadores é

A=A+ ph(x) (5.15)

pois (5.14) teria a forma
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V£ (x)+ AV h(x) =0
e esta ultima equacao é exatamente a primeira equacdo dada na relagao (5.12), ficando
apenas a segunda equacao, h(x) =0 (h(x) = (hl(x),...,hp (x))T), para ser satisfeita.
Recapitulando: Pretende-se descrever um algoritmo que gere pontos candidatos a
solucdo do problema (P1) (pontos candidatos sdao os pontos estacionarios). Estes pontos
devem satisfazer o sistema (5.12) e, por tabela, se o problema (P1) for penalizado através

da funcdo L dada em (5.13), bastara atualizar, neste algoritmo que se esta procurando, os
multiplicadores de Lagrange pela equacédo (5.15) que, entdo, pelo menos a primeira
equacao do sistema (5.12) estara satisfeita. A segunda equacgéo do sistema (5.12) é forcada
a ser satisfeita através do parametro de penalizagéo.

Portanto, tem-se o seguinte algoritmo de Lagrangeano aumentado:

Algoritmo 5.3 : Lagrangeano aumentado para o problema com restricdo de igualdade
(P1).
Dados p°>0,4 e R’,a>1,K =0.

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito,

encontre:

e Argminf{L(x, A, p¥): xe R"} (S)
(L é afuncao apresentada na relacao (5.13))
faca:

A = 25 4 pFn ()

se Hh(x’“l)\ > O,l”h(xK)H

faca p**' = ap* (por exemplo: @ =2)

sendao p**' = p*

K=K+1



48

continue.

Alguns comentarios sobre o algoritmo: o subproblema (S), ou se€ja,
x**'e Argmin{L(x, 2%, p¥): xe R"} é chamado subproblema interno, que consiste na

minimizagdo de uma fungao irrestrita. A fungdo L deste subproblema é conhecida como
fungdo Lagrangeano aumentado. Pode-se observar que a parte pesada do algoritmo é
encontrar uma solugao deste subproblema, o que pode ser executado por qualquer método
de programacao irrestrita, como Newton, Regido de Confianga, dentre outros.

Apos a resolucao do subproblema (S) atualizam-se os multiplicadores de Lagrange
A, pela relagdo (5.15), em seguida faz-se uma verificacdo da viabilidade, h(x)=0. Se

+1

houve pelo menos dez por cento de melhora do ponto x* para o ponto x**' mantém-se o
pardmetro de penalidade, caso contrario aplica-se uma penalizacdo aumentando-se o

parametro de penalidade. O processo € continuado até que o critério seja satisfeito. No caso
de implementagéo, o critério poderia ser, por exemplo, HVXL(xK,/i’(,p" )” <g,onde € é

uma precisao pré-fixada, mas podem ser outro (BERTSEKAS, 1992).

Como o parametro de penalidade sé é atualizado se as restricdes estiverem “pouco
satisfatorias”, o que ndo ocorre nos métodos de penalidades classicos apresentados nas
secdes precedentes, reduz-se a possibilidade de mau condicionamento dos subproblemas

gerados pelo método, o que os torna vantajosos.

5.1.3.2 Lagrangeano aumentado para problemas com restricoes de

desigualdade

Nesta secdo sera apresentado o método de Lagrangeano aumentado proposto por
ROCKAFELLAR (1974) para o problema com restricbes de desigualdade. Generalizando
desta forma o método de multiplicadores proposto por HESTENES (1969) E POWELL

(1969), apresentado na secgdo anterior. Além disso, serdo apresentados métodos de
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Lagrangeano aumentado mais modernos desenvolvidos nos Ultimos anos cuja teoria de
convergéncia é feita utilizando-se o método de ponto proximal aplicado ao problema dual

com alguma quase-distancia (Bregman ou ¢ -divergéncia) (IUSEM & TEBOULLE, 1995).
O problema tratado nesta seccdo possui restricoes de desigualdade e foi
apresentado anteriormente como problema (P), ou seja:

(P) Minimizar  f(x)
sa g (x)<0,i=12,..m

xe R"

emaque f e g,,parai=12,..,m,sdo fungdes definidas em R" com valores em R.

A generalizacao proposta por ROCKAFELLAR (1974) dos métodos de Lagrangeano
aumentado para o problema (P) foi através da introducdo de variavel de folga para as
restricdes de desigualdade g(x)<0 (g(x) :(gl(x),gz(x),...,gm(x))T) (MINOUX, 1986) e
(ROCKAFELLAR, 1974). Desta forma, o problema (P) com varidveis de folga s, 2 0 possui

o formato

(P3) Minimizar f(x)
sa g(x)+s,=0,i=12,...m
5,20

x€e R".
Pode-se observar que o problema (P3) difere do problema com restricbes de
igualdade (P1) apenas na nao negatividade da variavel de folga s, o que impede a

aplicacao do algoritmo de Lagrangeano aumentado (5.3) proposto na se¢éo anterior.
Como foi feito na segdo anterior, ao elaborar um algoritmo de Lagrangeano

aumentado aplicado ao problema (P3), o subproblema gerado teria a forma

Minimizar{f(x) + i,ui(gi(x) + si)+ ﬂi (gl.(x) +, f:xeR" s> 0}. (5.16)

Neste caso, u € o vetor de multiplicadores de Lagrange e 17 é o parametro de

penalidade.
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Para o parametro de penalidade positivo, ROCKAFELLAR (1974) mostrou que o

problema (5.16) reduz-se ao seguinte problema:

i=1

Minimizar{f(x)+iP(gi(x),,ui,77):xe R”} (5.17)

e neste caso, a fungdo P é dada pela férmula

ng,OF +1g,(x)  se g(x)>—20
2n

P(g,(x). ) =1 (5.18)
Y7

i

Cc.C.

_ e

Pode-se observar que a variavel de folga s nao aparece em (5.17) e nem em (5.18).
Portanto, o algoritmo de Lagrangeano aumentado desenvolvido por ROCKAFELLAR (1974)
para o problema com restricbes de desigualdade é o algoritmo 5.3 com subproblema interno
dado por (5.17) e (5.18), que nao sera reescrito agora pelo fato que na seqiiéncia serao
apresentados algoritmos de Lagrangeano aumentado que englobam o caso de

ROCKAFELLAR (1974).
5.1.3.3 Métodos de Lagrangeano aumentado com penalidades coercivas?

Nos ultimos anos muita pesquisa tem sido desenvolvida nesta classe de métodos de
Lagrangeano aumentado, devido ao fato de serem robustos e resolverem problemas de
grande porte. Duas grandes implementagdes foram desenvolvidas: LANCELOT (COON et
al, 1992) e BOX-QUACAN (MARTINEZ, 2000), esta ultima desenvolvida por professores da
Unicamp sob o comando do professor Martinez. O sucesso alcancado com os resultados
das implementagdes, através de testes com problemas de médio e grande porte, assim
como a solida teoria de convergéncia ja consolidada fez com que outras areas passassem a

utiliza-los, como é o caso da Engenharia Civil — problemas de contato com atrito e

. f(x)
2 Uma fungéo continua, f : R" — R, diz-se coerciva se Hlﬁm f =
=l
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Engenharia Elétrica — fluxo de poténcia 6timo, e outras tantas areas em que a formulagcao do
problema recai num problema de programacgado nao-linear com restricbes (MARTINEZ,
2000).

Nesta secdo sera apresentada uma familia de funcées de penalidades, incluindo a
penalidade de Rockafellar (5.17) e (5.18) — a menos da convexidade estrita, e
posteriormente serdo utilizadas no algoritmo de Lagrangeano aumentado aplicado ao
problema com restricdes de desigualdade (P).

Usaremos p(y,u) para denotar a derivada da fungdo p em relagdo a primeira

variavel.

Definicéo 5.2 Definimos a familia P de fungdes de penalidades
ye€ (—oo,b),ue R, — p(y,H)€e R

com dominio de p (em relagdo a variavel y) igual a (—e,b), b >0 e podendo ser +o e p
satisfazendo as seguintes propriedades: para todo yt€ R, ,

(P1)  pO.u)=0

(P2) p(,u) é estritamente convexa e diferencidvel em (—oo,b)
(P3)  pO,u)=pu

(P4) linl} p (v, 1) = +oo (coercividade pela direita)

(P5)  lim p(y,4)=0.

Na figura 5.1 a seguir estao plotadas algumas das possibilidades de penalidades da

familia P dadas na definigdo anterior. Neste caso u > 0 esta sendo considerado fixo.
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FIGURA 5.1 — FUNGOES DE PENALIDADES DA FAMILIA P.

Algumas caracteristicas das penalidades da familia P:
- Todas passam pela origem e possuem derivada igual a ¢ na origem.
- Sao estritamente convexas e diferenciaveis.
- Possuem derivada limitada quando y se aproxima de —oo.
- S0 coercivas a direita.

Estas propriedades sdo necessérias para se construir bons algoritmos de
Lagrangeano aumentado. Sem estas propriedades fica dificil construir a teoria de
convergéncia dos algoritmos.

Uma boa maneira de se perceber o efeito da penalizagcao é supor o problema (P)
unidimensional e y = g(x). Observe que quanto mais y se afasta da origem pelo lado
direito (aumenta a inviabilidade) maior é o valor da penalidade p - caracteristica da
coercividade a direita. Por outro lado, quando y = g(x) <0, ou seja, esta a esquerda da

origem, o efeito da penalidade é praticamente nulo — efeito da limitagdo da derivada a
esquerda. Em outras palavras, quando os pontos estéo inviaveis se penaliza, por outro lado,

quando estao vidveis nao se penaliza.
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Denotando-se y = g(x) na penalidade de ROCKAFELLAR (1974) dada na relagéao

(5.18), tem-se para i =1,2,...,m

ﬂyl'z +1Lliyi se yi = _%
Py.A.m)=1 (5.19)
—lu—i Cc.C.
4n

Considerando-se u e 7 fixos, tem-se que a menos da convexidade estrita exigida

no item (P2) da definicao 5.2, a penalidade de ROCKAFELLAR (1974) é da familia P. Para

0 caso particular unidimensionalcom u=1¢e n =1, tem-se

1
y+y se y=——
P(y,11) = 2

- c.C.
4

(5.20)

cujo grafico esta plotado da figura 5.2 a seguir.
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FIGURA 5.2 — PENALIDADE DE ROCKAFELLAR COM U =T) = 1.

Pode-se observar que a penalidade de ROCKAFELLAR (1974) possui derivada até
primeira ordem. No entanto, a segunda derivada ndo esta definida em toda reta, o que
acaba sendo um inconveniente, pois os subproblemas penalizados utilizando esta

penalidade nao podem ser resolvidos com métodos de programagao nao-linear irrestrita que
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usam derivadas até segunda ordem, como € o caso do método de Newton e Regido de

Confianca. Sera visto mais adiante outras funcdes de penalidades que sdo de classe C*

(possuem derivadas continuas pelo menos até segunda ordem).

5.1.3.4 Construindo penalidades da familia P

As metodologias modernas para construir penalidades em geral utilizam uma funcao

auxiliar de uma variavel real, com as caracteristicas a seguir.

Definicao 5.3 Considere € : R — R uma fungdo satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) intdom@ = (—o0,b), b > 0, possivelmente b = +oo
(intdom@ é o interior do dominio de )

(b) 0 é estritamente convexa e diferencidavel em (—eo,b)

(c) linl} 0 (y) =+ (coercividade pela direita)
(d) lim 6 (y) =0

(e) 0(0)=0 e 8(0)=1.

Exemplos:
A funcao exponencial
ye R 68(y) =exp(y)—1 (5.21)
satisfaz as propriedades (a)-(e) da definicao 5.3.
A funcao barreira logaritmica modificada
y€ (—oo,l) > 6(y) = —log(1-y) (5.22)

também satisfaz as propriedades (a)-(e) da definicao 5.3.
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Pode-se observar que o dominio da funcao exponencial (5.21) é toda reta e neste
caso b =+oo na definicdo 5.3. Por outro lado, o dominio da funcao barreira logaritmica
modificada € o intervalo (—,1) e neste caso b =1 na definigao 5.3.

Agora, utilizando a funcao auxiliar 8 apresentada na definicdo 5.3 juntamente com o
parametro u# (no Lagrangeano aumentado é o vetor de multiplicadores de Lagrange) serao
apresentadas duas metodologias para constru¢do de penalidades p da familia P dada na

definicdo 5.2. Para simplificar a notagdo e a explanacdo sera chamada de MET 1, a

metodologia numero 1, e MET 2, a metodologia numero 2.

MET 1 — Considere 6 : R — R satisfazendo as propriedades (a)-(e) da definicao 5.3. Entao,

p dada por

(y: 1) € RXR, = p(y,p) = u6(y) (5.23)

€ uma penalidade da familia P.

Esta metodologia é muito utilizada para construir métodos de Lagrangeano
aumentado. TSENG & BERTSEKAS (1993) mostraram a convergéncia do método de
Lagrangeano aumentado € este € um dos casos em que a funcdo de penalidade é de classe
C?*, o que ndo acontece com a penalidade de ROCKAFELLAR (1974) apresentado em
(5.18). Mais adiante sera apresentado o algoritmo de Lagrangeano aumentado para o caso
geral que engloba o que esta sendo discutido.

Considere 6 a fungao exponencial dada em (5.21) e p dada em (5.23) entéao

p(y. ) = plexp(y)—1). (5.24)

Nota-se que para cada valor de ¢ tem-se uma fungdo p diferente. Na figura 5.3 a

1
seguir serd plotada a penalidade (5.24)para u=L, u=2e u= 5
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FIGURA 5.3 — PENALIDADE ﬂe (y) COM 6 EXPONENCIAL E VALORES FIXOS DE M.

MET 2 — Considere 6 : R — R satisfazendo as propriedades (a)-(e) da definicao 5.3. Entao,

p dada por

(y,/)€ RXR,, > p(y, 1) =0(uy) (5.25)

€ uma penalidade da familia P.

Esta metodologia foi utilizada por MATIOLI e GONZAGA em (2000) para mostrar a
convergéncia do método de Lagrangeano aumentado. Neste caso foi utilizada a funcéao

barreira logaritmica modificada dada em (5.22) e p dada em (5.25), ou seja,

p(y, i) =—log(l—puy), para gy<1. (5.26)

2
A seguir segue o graficode p dadaem (5.26)para u=L u=2e u= E
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FIGURA 5.4 — PENALIDADE LOGARITMICA 9(,[1 y) COM VALORES FIXOS DE /.

A seguir, sera apresentada uma funcdo @ quadratica que nao satisfaz todas as
propriedades (a)-(e) da definicdo 5.3.

Considere 8 : R — R definida por
1,
yeRl—)B(y):Ey +y. (5.27)

Neste caso, lim @ =—w e a propriedade (d) da definicdo 5.3 ndo é satisfeita.

Pl
Consequentemente, as penalidades p dadas nas relagées (5.23) e (5.25) com a fungéo 6
(5.27) nao sao da familia P e, portanto, o método de Lagrangeano aumentado com esta
penalidade ndo tem convergéncia garantida. No entanto, em MATIOLI (2000) foram
mostradas algumas propriedades importantes sobre a penalidade (5.25) da metodologia 2
com @ quadratica dada na relacao (5.27), que serao resumidas a seguir.

No caso em que a fungao objetivo e as restricoes do problema (P) sao lineares, este

terd a forma

(P4)  Minimizar c'x
sa Ax<b

xe R"
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onde Ae R"™,be R" e ce R", com m>n. Em MATIOLI (2000), foi mostrado que as

direcOes duais geradas pelo método de Lagrangeano aumentado com penalidade dada na
relacdo (5.25) e 8 dada na relacdo (5.27) sao equivalentes as geradas pelo algoritmo afim
escala (sobre o algoritmo afim escala pode ser consultado GONZAGA (1992)). Na verdade,
toda teoria foi feita via dual e utilizando o método de ponto proximal, que nao serdo dados
detalhes aqui.

Do fato de as diregbes duais serem equivalentes as geradas pelo método afim escala
pode-se tirar algumas conclusdes: primeiramente, que o0s passos dados pelos pontos
gerados pelo algoritmo de Lagrangeano aumentado com esta metodologia serdao mais
longos do que com a metodologia 1, pois em Matioli (2000) foi mostrado que, no dual, as
curvas de nivel geradas se assemelham aos elips6ides de Dikin. Os métodos afim escala,
foram os que deram origem aos métodos de pontos interiores em programacao linear e, nos
ultimos anos, generalizados para programacao nao-linear.

A segunda conclusdo que se pode tirar € que nao é possivel mostrar convergéncia,
para o caso geral, do método de Lagrangeano aumentado com esta metodologia, pois estes
sdo equivalentes (no sentido acima descrito) aos métodos afim escala e sabe-se que o
método afim escala sé possui convergéncia para casos particulares de comprimento de
passo.

O fato de a penalidade p dada em (5.25) com @ dada em (5.27) ndo ser da familia

P faz com que as variaveis duais (multiplicadores de Lagrange) geradas na método de
Lagrangeano aumentado sejam negativas, e isso, ndo é permitido na classe de métodos de
Lagrangeano aumentado. Este problema foi considerado em MATIOLI (2000) através de
uma certa equivaléncia entre ponto proximal e regido de confianga. No entanto, nenhuma
implementacédo foi realizada com esta metodologia. A implementagédo foi realizada em
JUSSIANI (2004) e foram realizados testes com 82 problemas da colecao CUTE (1995) para
comparar a eficiéncia desta metodologia com outras existentes na literatura. Os resultados

foram bastante promissores (ver capitulo 6 em JUSSIANI, 2004).
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Na proxima secao sera apresentado o método de Lagrangeano aumentado para
penalidades da familia P e aplicados ao problema com restricdes de desigualdade, dado

anteriormente como problema (P), ou seja

(P) Minimizar f(x)
sa g(x)<0,i=12,...m

xeR"

as fungbes f e g,, para i =12,...m sao definidas em R" com valores em R (ver nota 1

na secao 5.1).
Antes de apresentar o método serdo descritas as condi¢cdes de Karush-Kuhn-Tucker

— KKT para o problema, que séo as condi¢gdes necessarias de primeira ordem e garantem

que se x & uma solucdo do problema (P), entdo x~ satisfaz as seguintes condicdes:
1) Vil u)=v(x)+ 1 vglx)=0
(C2) wg,(x)=0,i=12..m

(C3) w4 =0,i=12...m

1

C4) g(x)<0,i=12...m

emque (x,u)e R"XR!" — I(x,1) = f(x)+z,ul.gi(x) é a funcdo Lagrangeana.

i=1

Na relagdo (C1) u é o vetor de multiplicadores de Lagrange e Vg(-) € o gradiente
da fungdo g(-) (lembrando que g(x) = (g,(x)....g, (x))" é um vetor com m componentes).
Portanto J,(-) € uma matriz (Jacobiana). Esta condi¢do é conhecida como condigéo de

estacionaridade. Ja a condicdo (C2) é chamada de condicdo de complementaridade. As
outras duas, (C3) e (C4) sao a viabilidade dual e primal, respectivamente.

Desta forma, os pontos candidatos a solugdo do problema (P) devem satisfazer as
condigdes (C1)-(C4). Deve-se observar que a reciproca nao é verdadeira, ou seja, satisfazer

(C1)-(C4) nao significa que sera solugdo de (P), pois estas condigcbes sdo necessarias, mas
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nao suficientes. Este fato sera um indicador de como construir métodos de Lagrangeano

aumentado para o problema (P) com penalidade da familia P, como sera descrito agora.

Definicao 5.4 Associado ao problema (P) define-se a fun¢do Lagrangeano aumentado

g;(x)

(5,41 € R"XR!XR,, = L(x, f1,1) = f(x)+7), p( ﬂ,) (5.28)
i=1

em que p é uma penalidade da familia P dada na definigdo 5.2.

Considerando u e 7 fixos na fungdo Lagrangeano aumentado (5.28), derivando em

relagdo a x e igualando a zero, tem-se

Y, L(x, 1) = Vf (0) + ﬁp'(%’“),u,}vmm =0. (5.29)

i=1

Agora, denotando ﬁi = p(w ,uij e reescrevendo (5.29) tem-se
n

VF (x) + i;ngi(x) =0 (5.30)

i=1
e esta é a condicdo (C1) de KKT dada anteriormente.
Outro fato importante é que, sendo p da familia P, esta é estritamente convexa e
diferenciavel (propriedade (P2) da definigdo 5.2) e, portanto, a derivada de p é nao

negativa. Desta forma, tem-se

pi = p(M,ﬂiJ >0, paratodo i =1,2,....m
n

e a condicao (C3) de KKT também esta satisfeita, ficando apenas as condicdes (C2) e (C4)
de KKT a serem satisfeitas.

Logo, se p é uma penalidade da familia P, definida por 5.2 e L é a fungao
Lagrangeano aumentado dada na relacao (5.28), entdo o algoritmo de Lagrangeano

aumentado aplicado ao problema (P) é dado por:
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Algoritmo 5.4 — Lagrangeano aumentado aplicado ao problema (P)
Dados 1’ >0,7°>0, K =0, >1.

Enquanto o critério de parada néo for satisfeito,

encontre:

e Argmin{L(x, x*,7*): xe R"} (SL)

K+1
faca: "' = p'(LK),,U,-KJ; i=12,.,m.
n

' = an® (por exemplo: o =2)

K=K+1

continue.

O subproblema (SL) no algoritmo 5.4 é chamado de subproblema interno e a
resolucdo deste é a tarefa “mais pesada” do algoritmo. Os préximos passos do algoritmo
sao0: a atualizacao dos multiplicadores e do parametro de penalidade.

Na verdade este algoritmo é conceitual, uma vez que o critério de parada esta geral

e nado foi definido nenhum em particular. Poderia ser utilizado como critério de parada

VXL(xK utnt )“ < g, para algum ¢ pré-fixado anteriormente.

Outro fato importante é a atualizagdo do parametro de penalidade 77. Em geral, este
parametro é atualizado forcando-se o algoritmo a dar passos mais longos e a satisfazer a
viabilidade primal (g(x)<0), assim como a complementaridade Hg.(x)=0,i=12,.,m,
gue sao as condigdes (C2) e (C4) de KKT apresentadas anteriormente.

Pode-se observar que em cada iteracdo do algoritmo 5.4 as condicdes (C1) e (C3)
de KKT séo satisfeitas, pois os multiplicadores sdo atualizados forgando-se estas condicdes,
conforme apresentado anteriormente. Além disso, na prova de convergéncia, destes
métodos de Lagrangeano aumentado modernos como do algoritmo 5.4, o parametro de

penalidade pode ser considerado constante em todas as iteracées, contornando desta forma
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0 problema de mau condicionamento dos métodos de penalizacdo classicos vistos nas

sec¢des 5.1.1 € 5.1.2.



CAPITULO 6

METODOS DE LAGRANGEANO AUMENTADO APLICADOS

AO PROBLEMA DE CONTATO

Este é o principal capitulo deste trabalho. Aqui sera apresentado o método de
Lagrangeano aumentado para o problema de contato, proposto por SIMO & LAURSEN
(1990). Primeiro seré& considerado o problema de contato sem atrito, descrito no Capitulo 3 e
depois o problema de contato com atrito, considerando o atrito de Coulomb. SIMO &
LAURSEN (1990) usaram o método de Lagrangeano aumentado classico, proposto por
HESTENES (1969) E POWELL (1969) para problemas com restricdes de igualdade e,
também, o método de Lagrangeano aumentado proposto por ROCKAFELLAR (1974) para
problemas com restricdes de desigualdade. Estes métodos foram apresentados e discutidos
no Capitulo 5.

A proposta do presente trabalho é a introdugdo de novos métodos de Lagrangeano
aumentado, baseados em penalizagcbes modernas desenvolvidas nos Ultimos anos e que

foram apresentadas e discutidas, também, no Capitulo 5.

6.1 PROBLEMA DE CONTATO SEM ATRITO

Para fixar as idéias, sera reescrito o problema de contato sem atrito apresentado
anteriormente no Capitulo 3 e que sera resolvido através do método de Lagrangeano

aumentado. O problema de contato sem atrito é dado por (ver SIMO & LAURSEN [1990]).
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V dpe D tal que op =0 em T, e satisfazendo

0p(X)-n(p(X))<0 em I se h(p(X))=0. (6.2)
Sendo que dp(X) é uma variagdo admissivel na deformacgao e as demais variaveis

e objetos da inequacgao estao definidos no Capitulo 3, onde o problema foi deduzido através
das equacgoes de equilibrio e condigdes de contorno (relagao 3.5).

Pode-se observar que a relagédo (6.1) € uma inequagao variacional (ver KIKUCHI &
ODEN [1988]). Resolver esta inequacdo juntamente com a restricdo (6.2) se torna um
problema dificil. Uma das maneiras de se fugir deste problema é a utilizacdo dos
multiplicadores de Lagrange que reduzem o problema a uma equacao variacional sem o

inconveniente da restricdo (6.2) como sera visto na secao a seguir.

6.1.1 Multiplicadores de Lagrange e Penalizacao Aplicados ao Problema

de Contato sem Atrito

Sera introduzida uma variavel A, sobre I' e suposto que as seguintes condi¢cdes

sejam satisfeitas, também, sobre T

Ay 20 (6.3)
h(p(X))<0 (6.4)
Ayh(9(X))=0 (6.5)

onde (6.3) representa a ndo negatividade do multiplicador de Lagrange, (6.4) representa a
impenetrabilidade descrita com mais detalhe no Capitulo 3 e (6.5) representa a
complementaridade.

Sera considerada, ainda, a forma forte do problema de valor de contorno dada na

relacdo (3.5) sujeita as restricdes (6.3)-(6.5). Desta forma, tem-se as seguintes equacdes
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variacionais que correspondem a formulagdo de multiplicadores de Lagrange (ver SIMO &

LAURSEN [1990])

G(9,60)+ [ 4489 - n(p(X)) dT = 0 (6.6)
[[54, Jn(p(x)) ar =0 6.7)

as quais se verificam para todo admissivel dp e 4, com o4, =0 sendo a variagao de A,
e op avariagdo de ¢.

Como citado anteriormente, (6.6) e (6.7) sdo equacdes variacionais nao sujeitas a
restricdo (3.5) como era o caso da inequagdo variacional (6.1). No entanto, a dimenséo do
problema aumentou, uma vez que foram introduzidas as novas variaveis correspondentes
aos multiplicadores de Lagrange. Esse inconveniente é resolvido via penalizagao juntamente
com algum tipo de regularizagéo, aqui, neste trabalho, sera utilizada a funcdo gap, definida a
seguir 2 maneira de SIMO & LAURSEN (1990).

Para qualquer ponto x no espago dominante, sera definida a fungcdo g, chamada de

fungdo gap, como segue (ver Figura 6.1)
g(x)= Hx —)_c“ = min{”x - y|| 1ye D} (6.8)

em que D é aregido admissivel.
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D (g{x)=0)

o froneirs de D

M Qﬂmm
\

"

gix)=0

FIGURA 6.1 — DEFINIGAO DA FUNGAO GAP NO ESPAGO DOMINANTE.

Pode-se notar que (6.8) € uma regularizagao e x é projecao do ponto mais proximo
de x na regido admissivel. Nota-se, também, que se x €& admissivel entdo x=x e
consequientemente g(x) >0 apenas se x é inadmissivel.

A definicdo da funcdo gap demonstra porque foi admitido que D é um conjunto
convexo. Como pode-se verificar, 0 caso em que x é inadmissivel é de interesse apenas
quando se considera a penalidade regularizada. Se fosse admitido que a regido D nao é
convexa, a definicao de x poderia ndo ser Unica.

Como observado em SIMO & LAURSEN (1990) (ver nota 2.3, pagina 100), a funcao
h poderia ser definida como a fungdo gap g, porém, por algumas conveniéncias nao o
fizeram. No entanto, vale observar que g converte a desigualdade h(x) <0 para uma
igualdade g(x) =0 (comparar Figura 6.1 com a definicdo de fungdo gauge no Capitulo 3).

Com as definigdes acima, pode-se usar a penalidade regularizada e substituir as
relagdes (6.3)-(6.5) pela seguinte

A, =€y8(@(X)) em T (6.9)

em que &, é uma constante positiva e aqui representa o parametro de penalidade.
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¥

FIGURA 6.2 —- REPRESENTAGAO GRAFICA DO PARAMETRO DE PENALIDADE Ey-

Observa-se na Figura 6.2 que se €, — o entdo g — 0 e A, é limitado. Neste caso,
percebe-se o efeito da penalizagdo notando que quanto mais positivo € g (na linguagem do
problema de contato, inadmissivel) maior é &,, ou seja, a penalizagdo. Como no final
g — 0 (para se tornar admissivel) hd a necessidade de fazer &, aumentar e conforme

discutido no Capitulo 5, o problema se torna mal condicionado. O mau-condicionamento
serd remediado através do método de Lagrangeano aumentado ao invés da equacao
penalizada (6.9).

A equacao variacional (6.6) para o0 método de penalidade é alcancada substituindo-

se (6.9) em (6.6), ou seja

G(9.0)+ [ £,8(p(X))p-nlp(X)) dT' = 0 (6.10)

que se verifica para toda variagdo dpe D tal que ¢ =0 em L,.

A equacgao variacional (6.10), agora, esta somente em fungdo de ¢ e nao esta mais

sujeita a restricdo (6.2), o que a torna bastante atrativa e , por isso, muito utilizada

juntamente com a implementacao de elementos finitos.
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Para resolver, ou minimizar, o problema de mau-condicionamento dos subproblemas
gerados pelo método de penalizagao, utiliza-se, geralmente, o método de Lagrangeano

aumentado, apresentado na préxima secao.

6.1.2 Método de Lagrangeano Aumentado Aplicado ao Problema de

Contato sem Atrito

Sera considerada a equacao (6.9) alterada para
A=Ay +£,8(0(X)) (6.11)
em que A4, é o multiplicador de Lagrange. Agora, se A, é o multiplicador 6timo, no sentido
que corresponde a solugao do problema (6.6), entdo g sera nula sobre I'. A substituicao
de (6.11) em (6.10) conduz exatamente a equacao variacional (6.6) no caso em que o
multiplicador A é étimo. Infelizmente, ndo existe uma férmula magica para a determinagao
do multiplicador de Lagrange 6timo.

Assim, como nao se tem o multiplicador de Lagrange étimo, a idéia é fixar um
multiplicador de Lagrange inicial e, através de um processo iterativo, estima-lo em cada
iteracdo deste processo. Esta estimativa é feita forgando-se, os multiplicadores de
Lagrange, a satisfazer as condicbes necessarias de primeira ordem, como apresentado no
Capitulo 5.

Reescrevendo a equacéo (6.6) sob esta nova interpretacao tem-se

G(9.6p)+ [[4, + £,8(p(X))|G0 - n(p(x)) dT = 0 (6.12)
r

em que A, denota o multiplicador de Lagrange. Portanto, em um processo iterativo, em que

na iteragdo K ¢é conhecido o multiplicador de Lagrange estimado A|’, uma sugestéo para a

avaliacdo deste multiplicador para a proxima iteracdo é a seguinte (ver relacao (5.15) do

Capitulo 5)
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A = (A0 +ey8) (6.13)

em que <> € conhecido como Macauley bracket e definido por

1 x se x>0
<x>—5[x+|x|]—{0 se x<0. (6.14)

Agora, tém-se condicbes de apresentar o algoritmo de Lagrangeano aumentado

(classico) para o problema de contato sem atrito, elaborado por SIMO & LAURSEN (1990).

Algoritmo 6.1: Lagrangeano aumentado para o problema de contato sem atrito
Dados A >0, >0,K =0.

Enquanto o critério de parada néo for satisfeito,

resolva (usando alguma estratégia ndo-linear):

G(p™®.8p)+ [(AF + £ (0™ (X)) 8p- nlp™ (X)) dr =0 (S)

atualize (multiplicador de Lagrange):

ﬂ(}fm _ <}Lx<> + g](VK)g(¢(K))> (ver relacdo (6.14) para <>)
K=K+1
continue.

Alguns comentarios sobre o algoritmo:

Em SIMO & LAURSEN (1990), os autores inicializam A}’ = (4, +¢,g) do Gltimo

passo. Bem, como A é uma estimativa e o algoritmo ainda nem entrou no lago (/ooping),
significa que nao existe o Ultimo passo. Uma outra observacéao feita em SIMO & LAURSEN
(1990) é que &£\X esta fixo para todo K, 0 que também foi considerado no algoritmo 6.1.

Uma boa coisa a se fazer é verificar o quanto houve de ganho em relagéo a fungcado gap g
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(g(x) <0 - inadmissivel), da iteragdo K para a iteragdo K +1. Se o ganho foi pequeno,
aplica-se uma penalizagao para forgar o algoritmo dar passos mais longos, caso contrario,

mantém-se &, da prévia iteragcdo (ver comentarios apresentados apés algoritmo 5.3 do

Capitulo 5).

6.2 LAGRANGEANO AUMENTADO PARA O PROBLEMA DE CONTATO COM

ATRITO E PEQUENAS DEFORMAGOES

A discussao apresentada nesta secao é baseada na secao anterior e no trabalho de
SIMO & LAURSEN (1990). Sendo assim, sera dada a formulacdo do problema e,

posteriormente, os métodos para resolvé-lo (ver secao 3 de SIMO & LAURSEN [1990]).

Considere © um subconjunto aberto de R* ou R’ e x um ponto em Q. Sera
denotado por u 0 campo de deslocamentos sobre Q, suprimido a variavel ¢+ da qual u é
dependente. A normal ao corpo  em x é denotada por n(x) e aponta para forade Q. O
interior da regido admissivel é denotado por D e dQ denota a fronteira de Q, assim como
oD denota a fronteira de D (ver Figura 3.1).

Ser4 suposto que xe I' tem uma distancia inicial g, =0 do ponto mais proximo de
oD (é assumido que todos os pontos x estdo inicialmente na regido admissivel). Assim, as

condi¢des de contato na teoria linear (SIMO & LAURSEN, 1990) séo dadas por

gu)y=u-n—gy(x)<0 (6.15)
ty(w)=-n-ocu)n=0 (6.16)
ty(u)g(u)=0, (6.17)

paratodo xeI'.
Da mesma forma que no Capitulo 3, as equagdes de equilibrio e contorno sao dadas
por

Divo+ f=0em Q (6.18)
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on=tem I, (6.19)
u=u em L. (6.20)
D

FIGURA 6.3 — NOTACAO PARA O PROBLEMA DE CONTATO COM OBSTACULO E

PEQUENAS DEFORMAGOES.

A componente tangencial da tracao é definida por
t;(u)y=—0n—tyn, (6.21)
e a componente tangencial do deslizamento é definida por
u, =u—w-n)n em I'". (6.22)
Com as relacbes acima definidas, nesta secdo, pode-se definir as condi¢cdes de

Karush-Kuhn-Tucker para o atrito de Coulomb

® =|t,|-ut, <0 (6.23)
ur =@ (6.24)

ot,
£20 (6.25)

&b =0 (6.26)
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em que (6.23) representa o atrito de Coulomb com coeficiente de atrito £ > 0. As equacgdes
(6.24) e (6.25) asseguram que o deslizamento ocorre na direcdo oposta aquela aplicada a
tracdo tangencial. Por fim, a equagao (6.26) implica que o deslizamento sé pode ocorrer

quando ®=0, o que fornece em (6.23) |r,|=ut,. Agora, se |t,|< ut, tem-se a

aderéncia perfeita e a velocidade do deslizamento é zero, isto &, zh =0.

Na sequiéncia sera dada a formulacao fraca, como foi desenvolvida no Capitulo 3 e,
também, em SIMO & LAURSEN (1990). Antes, deve-se relembrar que as variacbes
admissiveis sdo restritas

ou-n<0emTI se g(u)=0. (6.27)

Segue que

G(u, ) =ja.gmd[&4] dQ—jf-& do - ji.é‘u dF:j[—an-é‘u—zT -8, | dT (6.28)
Q Q Iy I

4

talque ou =0 em I', e (6.27) é satisfeita.

Uma vez mais se tem um problema nao-linear restrito. Como realizado antes, na
secao 6.1 e no Capitulo 5, usa-se penalizagdo para transformar o problema (6.27)-(6.28)

restrito, em um problema irrestrito, como sera descrito a seguir.

6.2.1 Multiplicadores de Lagrange e Penalizacao Aplicados ao Problema

de Contato com Atrito

Introduzindo-se multiplicadores de Lagrange A, e A, associados, respectivamente,
as variagoes admissiveis du e du, da relagéo (6.28), tem-se o seguinte problema
G, d) = [[- Ayn- St = 4, - G | dT (6.29)
r

sujeito as restricoes, paratodo xe I’

gu)<0 (6.30)
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Ay =0 (6.31)

Ayg =0 (6.32)

D =|1,]|-pt, <0 (6.33)
ur = 5%61) (6.34)
£20 (6.35)

&0 =0. (6.36)

Como realizado anteriormente, as condi¢ées de Karush-Kuhn-Tucker (6.30)-(6.32)

sao substituidas através da penalizagao
ty = £,(gW)) (6.37)
em que <> € denominado Macauley bracket apresentado na relagao (6.14). Além disso, o

deslizamento (6.34) também sera penalizado e tera a forma

—-—P=—rt 6.38
ur galT & T ( )

em que &, é o parametro de penalidade. Nota-se que (6.38) € uma espécie de relaxamento

de (6.34), que é satisfeita apenas quando &, — oo.

Resumidamente o problema (6.29)-(6.36) tem a forma

G(u,&)=j[—an-&4—zT.&4T]dr (6.39)
r
sujeito as restricoes
ty = Ey{gW)) (6.40)
® =| |- pt, <0 (6.41)
ﬁT—fiqn:iz; (6.42)
dt, &

>0 (6.43)
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&p=0. (6.44)
O problema, agora, é resolver (6.39) com ¢, e t, dados pelas equacdes (6.40)-

(6.44).

Em SIMO & LAURSEN (1990) e LAURSEN (1992) foi utilizado o esquema de Euler
para integrar as equagbes (6.40)-(6.44), provavelmente porque havia, apenas, a
necessidade de uma precisdo de primeira ordem, mas seria interessante verificar se a
utilizacao de outros métodos forneceria uma solugao mais rapida (o que fica como sugestao
para trabalhos futuros) . Nao serdo dados detalhes a respeito do esquema, pois o interesse,
aqui, € no algoritmo final de Lagrangeano aumentado. O leitor interessado pode consultar as
referéncias citadas acima. Apenas sera reescrita a atualizacdo de algumas variaveis que
serdo auxiliares no algoritmo de Lagrangeano aumentado, dadas em SIMO & LAURSEN

(1990). Destaca-se que, em geral, resolve-se o problema (6.39)-(6.44) incrementalmente

N
sobre o intervalo de tempo [0,7] = U[t”,tm], e, em cada incremento de tempo, parte-se de

n=1

(6.39) sendo satisfeita no tempo ¢, e forga-se a satisfagcédo de (6.39) no incremento de

tempo subseqliente ¢ ., sujeito as restricoes (6.40)-(6.44) (também denominada, neste

n+l
esquema, de leis de evolugido). Sendo assim, tem-se o seguinte problema variacional, em

que {un,th I } sdo dadosem ¢ ,

Gluyndi)= [ty n- St - Gu|ar (6.45)

r

com ¢, ~em (6.45) dado por

ty, . =&y(gu,.,)) (6.46)

e a tentativa de aderéncia (stick), que sera denotada por fent , definida como

tent

tr.,, =, T & (”‘Tﬁ1 —Ur, ) (6.47)

flent
Ty

P = ‘

n+l

—ut, (6.48)

n+l

e por fim
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tent
__ glent Ty

ty =t —AS—2 (6.49)
T,

n+l

em que

0 se ®" <0

n+l
ZXéE — (I)mnt
—L se @ > 0.

n+l
6%

(6.50)

A seguir, apresenta-se o problema que sera aplicado o algoritmo de Lagrangeano
aumentado como em SIMO & LAURSEN (1990). Na sequéncia sera explicado o

funcionamento do mecanismo deste e a proposta de novos algoritmos de Lagrangeano

aumentado.

Glu,d)= [ty n-du—t, - Gu|ar (6.51)

r
ty =(Ay +€48) (6.52)
® = |1, - puty <0 (6.53)
- o= i, (6.54)

a T 6}

£>0 (6.55)
&b =0. (6.56)

Em que A, é o multiplicador associado as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker ja

apresentado anteriormente e A, é o multiplicador associado a 7, . Portanto, tem-se o

seguinte algoritmo de Lagrangeano aumentado, aplicado ao problema (6.51)-(6.56),
juntamente com o esquema de integragcdo de Euler (ver SIMO & LAURSEN [1990] e
LAURSEN [1992]).

Algoritmo 6.2: Lagrangeano aumentado para o problema de contato com atrito e

pequenas deformacdes
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Dados A >0, ALY =0, &, >0, K =0.

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito,

encontre:
t, (uflfl)) (esquema de Euler) e u'*) solugéo de
Gl du)+ [ (A0 + & gl e vty (k) duy [ar = 0 (6.22)

I

atualize:
A = (A0 +£,8)) (6.2b)
ALK (6.2¢c)
K=K+1

continue.

O algoritmo 6.2 merece algumas explicacoes:

Inicializa-se o multiplicador de Lagrange A, arbitrariamente, AA. =0 (utilizado na
N

atualizagdo de AL em (6.2c)) e o contador de iteragdes K =0 .

Para a palavra critério, deve ser utilizado algum critério que detecte quando o
problema foi resolvido (convergéncia do algoritmo). Em SIMO & LAURSEN (1990), o critério
utilizado é:

g(u(K))STOLl, Vxel e

n+l

“ up “ <TOL2,Vxel etalque

" tT” < :u(<gNg + 1N>)’
e neste caso, TOL1 e TOL?2 sao valores constantes pré-fixados e i é a constante de atrito

também conhecida a priori.

(K)
n+l

O parémetro t, (u ) utilizado no subproblema (6.2a) é encontrado pelo esquema de

integracao de Euler, que neste caso, é uma alteragao feita nas equagodes (6.46)-(6.50) para
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acomodar os multiplicadores de Lagrange A, e A,, associados, respectivamente, a ¢, e t,

da formulacao do problema (6.51)-(6.56) em que foi aplicado o algoritmo de Lagrangeano
aumentado.

A solucdo do subproblema (6.2a) é obtida, no artigo de SIMO & LAURSEN (1990)

utilizando o método de Newton-Raphson linearizado (linearizagdo das equacgdes), 0 que

também pode ser obtido utilizando 0 método dos elementos finitos introduzido no Capitulo 4,

assim como foi sugerido no algoritmo 6.1 para o problema de contato sem atrito.

- ; A A . KD [ 4K (K)
O préximo passo é a atualizagdo dos parametros: A, —<2N +€Ng(u )>

n+l
multiplicador de Lagrange associado a ¢, (ver equagéo (6.52)). Nota-se que para a iteracao
K +1 do algoritmo 6.2, A" utiliza A}’ do passo K ; &, , parametro de penalidade, que é
mantido constante no algoritmo e g aplicado no ultimo valor encontrado como solugao de
(6.2a). Os demais pardmetros atualizados sdo AAS™ e o contador de iteragbes. A

formula de atualizagdo de AAS*" resulta também do esquema de Euler e das equagdes

(6.46)-(6.50) e é dada por (para maiores detalhes ver SIMO & LAURSEN [1990] e
LAURSEN[1992])
AL e Mu se (1 + AAS + e, Au| < A

(K+1) _ (K) (K)
AL = tr + AL + & Au; sy
(K) (K) N
H t, + AL + & Auy “

. cc

O processo do algoritmo é continuado até que o critério seja satisfeito.
Até aqui os comentarios feitos foram sobre os paradmetros e o entendimento dos
passos do algoritmo. Na seqliiéncia serdo formuladas algumas propostas de algoritmos de

Lagrangeano aumentado, sendo esta a parte original e mais importante, desta dissertacao.
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6.3 PROPOSTA DE NOVOS METODOS DE LAGRANGEANO AUMENTADO

PARA O PROBLEMA DE CONTATO E PEQUENAS DEFORMAGCOES

A proposta sera feita em duas subsecdes, sendo que a primeira tratara do problema

de contato na auséncia de atrito e, a segunda com a presenga de atrito.

6.3.1 Uma Nova Proposta de Métodos de Lagrangeano Aumentado para o

Problema de Contato sem Atrito

Serao recapitulados os passos seguidos na secdo 6.1 que levaram ao algoritmo de
Lagrangeano aumentado para o problema de contato sem atrito proposto na literatura.

Problema inicial (ver relagdes (6.1)-(6.2))

Glop,5¢p) = jP-Gmd(aq)) dQ—jf .5 dQ — ji-aq) dr’, >0 (6.57)
Q Q Io

V d¢ tal que dp =0 em I, e satisfazendo

0p(X)-n(p(X))<0 em I se h(p(X))=0. (6.58)
Devido a dificuldade de resolvé-lo, este foi transformado em (acrescenta-se

multiplicadores de Lagrange — relacdes (6.3)-(6.7))

G(9.89)+ [ AySp-n(p(X)) T =0 (6.59)
[[62In(px)) dr = 0 (6.60)
sujeito a
Ay 20 (6.61)
h(p(X))<0 (6.62)

Ah(p(X))=0. (6.63)
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Agora, a dificuldade é em relagdo ao numero de variaveis que aumentou
(multiplicadores de Lagrange) e as condi¢des que estas devem satisfazer. Portanto, o
problema é novamente transformado, utilizando-se penalizagao (Capitulo 5) e a fungdo gap

dada na relacdo (6.8), ou seja,

G(9,5p)+ [ £42(p(X))Sp- nlp(X)) dT = 0 (6.64)

que se verifica para toda variagdo d¢ tal que dp =0 em L,.

Agora, o problema ficou mais simples, no entanto, devido ao mau-condicionamento
causado quando se faz &, — o (para obter convergéncia — ver Capitulo 5) é proposto, na

literatura, o0 método de Lagrangeano aumentado classico (HESTENES & POWELL, 1969) e

o problema a ser resolvido fica

G(9.6p)+ [ 4, + £, (p(X))|Gp- nlp(x)) dT =0 . (6.65)

Nota-se que o problema inicial (6.57) passou por varias transformacdes até chegar
nesta forma final, ao qual foi aplicado o algoritmo 6.1.

Agora, sera proposto um algoritmo de Lagrangeano aumentado com penalidades
modernas discutidas no Capitulo 5.

A idéia é muito semelhante ao que ja existe. Resolve-se um problema semelhante ao

(6.65) s6 que com outras penalidades, ou seja,

Glo.59)+ | ng( $ (i’(x)) ,ﬂN]&o nlp(x) dT = 0 (6.66)

N
em que p € uma das penalidades coercivas descritas na se¢do 5.3, do capitulo 5; €, é o
parametro de penalidade e A, é o multiplicador de Lagrange.
A atualizacao dos multiplicadores de Lagrange é realizada como descrito no Capitulo
5. Assim, num processo iterativo, supondo conhecido A}’ da iteragdo K, calcula-se A"

pela expressao
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A = P'[—g(¢(K—)(x)),ﬂé§)J,

N
em que &, e ¢ também s&o conhecidos. Além disso, A, ™ >0, pois p é uma
penalidade coerciva, e entdo a relagao (6.61) esta satisfeita. Para as relagées (6.62) e (6.63)

utiliza-se a fungdo gap g (definida pela relagdo (6.8)). Desta forma, se ¢(x) é
admissivel, g(¢(K)(x)) seranulae A >0, e portanto, as relagdes (6.62) e (6.63) também

estdo satisfeitas. Por outro lado se ¢’ (x) ndo é admissivel, g(¢(K)(x))> 0 e as relagdes

(6.62) e (6.63) nao estao satisfeitas. Portanto, como um critério de parada do algoritmo pode
ser utilizado as relagbes (6.62) e (6.63). Além disso, pode-se diminuir o parametro de

penalidade (neste caso ele nunca aumenta, pela propria construcao das penalidades — nota-

se que &, estd no denominador de p(-,/lﬁf))) sempre que as duas relagbes estiverem

longe de serem satisfeitas. Em outras palavras, aplica-se uma penalizagdo quando ¢'*'(-)

estiver longe de ser admissivel. Resumidamente, 0 processo algoritmico fica:

Algoritmo 6.3 — Lagrangeano aumentado para o problema de contato sem atrito e

penalidade coerciva
Dados A >0, ¢, >0, K =0, Aux=1, Eps > 0.

Enquanto Aux =0,

resolva (usando alguma estratégia nao-linear):

G(q,m, 5¢) " I &, p(g(%)(x)), ﬂxﬂJJ(o- n(p(x)) dl' =0

atualize (multiplicador):

A = p.(_g(<o<’<_> (x)),ﬂif)j

N

cheque convergéncia.

Se ¢(p™(x))< Eps,



81
Faca Aux=1.
K=K+1

continue.

Como no algoritmo proposto na literatura, o primeiro passo, deste algoritmo, consiste
em encontrar uma solugdo para a equagao variacional (6.64). A diferenca essencial esta na
forma de escolher a penalizagdo. Nesta proposta, qualquer penalidade da familia P,
incluindo a penalidade de Rockafellar (5.18), pode ser utilizada. Desta forma, tem-se uma
combinacdo de varios métodos de Lagrangeano aumentado que podem ser utilizados.
Todos com teoria de convergéncia ja construida.

Pelas caracteristicas, destas novas penalidades, coercividade, convexidade,

diferenciabilidade (pelo menos de classe C* - a menos a de Rockafellar) — ver Capitulo 5 -,
acredita-se que a convergéncia sera mais rapida do que nos métodos de Lagrangenao
aumentado propostos na literatura. Ao final da préxima segéo sera dada mais énfase a essa

discusséao.

6.3.2 Uma Nova Proposta de Métodos de Lagrangeano Aumentado para o

Problema de Contato com Atrito

Como foi realizado na seg¢do 6.2, o problema a ser resolvido pelo método de
Lagrangeano aumentado que sera discutido nesta secdo é dado pelas equagdes (6.51)-
(6.56). Aqui, ndo serao reescritas estas relacoes, pelo fato que, os passos de inclusdo de
multiplicadores de Lagrange, penalizacdo e por ultimo, de Lagrangeano aumentado séo
idénticos aos realizados na secéo 6.2.

Vale destacar que o problema com atrito apresenta dificuldades que o problema sem
atrito ndo apresenta. Do ponto de vista matematico (ndo observando a parte fisica —

significado real das variaveis), uma das dificuldades, a mais apresentada em relagdo ao
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problema sem atrito, € a equacdo do movimento (6.54) que necessita ser satisfeita. Por
causa dessa equacado foram introduzidos novos multiplicadores de Lagrange e
consequientemente mais um termo de penalizagao.

O novo algoritmo de Lagrangeano aumentado, que se esta propondo, para resolver o
problema (6.51)-(6.56), difere do algoritmo 6.2 somente na maneira de se escolher a
penalidade. No proposto, aqui, existe uma gama de penalidades, pois pode ser qualquer
penalidade da familia P. Assim, no algoritmo 6.2 o que ficaria diferente é a equacao
variacional e a atualizacdo dos multiplicadores referentes as condicées de Karush-Kuhn-
Tucker (6.30)-(6.32). Além disso, sera utilizado como critério de parada o mesmo utilizado

por SIMO & LAURSEN (1990). Portanto, tem-se o seguinte algoritmo:

Algoritmo 6.4 — Lagrangeano aumentado para o problema de contato com atrito e

pequenas deformagdes com penalidades da familia P
Dados AY >0, AL” =0,e, >0, K =0, Aux=1, Eps1 >0 e Eps2>0.

Enquanto Aux =0,

(K)
n+l

(K)
n+l

encontre tT(u ) e u,,, solugdo de

Gl | S o o ar o
r N

cheque convergéncia.

(K)
n+l

Se g(u )S Epsl (paratodo xeI')e

“ up —up H < Eps2 (paratodo xe I') tal que

Jor] <l 25 + )
faca Aux=1.

Senao, atualize:
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©E = p'[g(zifl))’ﬂf(*’mj

N
AASY " (como no algoritmo 6.2)

K=K+1

fim do enquanto.

Observa-se que as novas penalidades estdo presentes na equacado variacional e

neste algoritmo, assim como no desenvolvimento do Capitulo 5, denota-se os
multiplicadores de Lagrange por u, ao invés de A, (referentes as condigdes de Kuhn-

Tucker). As demais variaveis sdo as mesmas que as do algoritmo 6.2 e, portanto, ja foram
explicadas e comentadas naquele algoritmo (ou no algoritmo de SIMO & LAURSEN [1990]).

Para concluir este capitulo seréo feitas algumas consideragdes. Primeiramente, sera
salientado que os novos algoritmos propostos (6.2 e 6.3) devem conduzir a resultados
melhores do que os existentes na literatura. No entanto, ndo houve tempo habil para
implementacodes e entao nao foi possivel comparar com os atuais (Que seguem esta mesma
linha). A intuicdo de que devem ser melhores esta no fato de que estas penalidades

modernas tém propriedades que as outras ndo tém, como: convexidade estrita,
diferenciabilidade (pelo menos de classe C” - menos a de Rockafellar que é de classe C' e
nao é estritamente convexa), séo coercivas pela direita, podendo-se comparar pelas figuras

a seguir (nas figuras A, e u, estdo fixos).

T g @)
(a)

By ;’=ENP[£,#NJ

I=’1'N +e gl Er

b d

FIGURA 6.4 — COMPARAGAO ENTRE PENALIDADE CLASSICA E MODERNA.
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Observa-se que a penalidade da Figura 6.4(b) tem uma qualidade que a da figura

6.4(a) ndo tem, ou seja, se g >0 (ndo admissivel) o grafico da figura 6.4(b) cresce mais

rapidamente que o da Figura 6.4(a), a menos que &, seja muito grande. Além disso, esse

crescimento a direita da origem depende menos em ﬁ do que em 1, pois a prépria

construcao da penalidade tem esta caracteristica.
Uma segunda consideragao que deve ser feita € quanto ao parametro de penalidade

£, que foi introduzido para os multiplicadores de Lagrange referentes as condi¢bes de

Karush-Kuhn-Tucker. Este pardmetro ndo é atualizado em nenhum dos algoritmos. Nos
métodos de penalidades se o parametro de penalidade nao for atualizado, pode ocorrer

falha no algoritmo, o que ndo acontece nos algoritmos de Lagrangeano aumentado, em que

£, pode ser constante em todas as iteragbes. No entanto, tem aparecido na literatura

trabalhos em que, se estes permanecerem constantes, a convergéncia pode ser muita mais
lenta (ver por exemplo TSENG & BERTSEKAS [1993] E MATIOLI [2000]). Fica como
sugestao para trabalhos futuros implementacées e uma analise mais aprofundada referente
a atualizagédo do(s) parametro(s) de penalizacao.

Por fim, deve-se destacar que a penalidade quadratica descrita no Capitulo 5 e em
Matioli (2000) e Jussiani (2004) que nao é coerciva, mas que é uma alternativa as classicas.
No caso em que o problema (P) (ver Capitulo 5) é linear ou ainda se a funcao objetivo é
qguadratica e as restricoes sdo lineares, entdo os subproblemas gerados pelo métodos de

Lagrangeano aumentado sdo quadraticos e desta forma faceis de resolver (comparados a

outros que sao altamente nao-lineares).



CAPITULO 7

CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagdo, a formulagdo do problema de contato envolvendo ou néo atrito,
assim como, a aplicagdo de métodos de Lagrangeano aumentado na sua resolucéo, foram
extensivamente discutidos.

O sistema de equagodes gerado por um tipico problema de contato, particularmente
tridimensional, ¢ muito grande. O custo computacional para resolver tal sistema de
equacoes € muito alto e, portanto, melhorar as técnicas iterativas utilizadas é algo
extremamente atrativo. O efeito das condigdes de contato em tais técnicas iterativas é um
importante tépico de investigacdo, sendo que, os métodos iterativos sao altamente
importantes na determinagcdo do condicionamento das equacbes. Os métodos de
Lagrangeano aumentado, em especial, sdo reconhecidos por gerarem problemas bem
condicionados, 0 que os tornam mais atrativos que os outros na resolucao de alguns
problemas, como por exemplo, o problema de contato.

Técnicas de penalidades classicas ja sdo empregadas na resolugdo de problemas
utiizando métodos de Lagrangeano aumentado, como por exemplo, a penalidade de
Rockafellar (1974), mostrada neste trabalho. No entanto, nos Ultimos anos novas

penalidades foram desenvolvidas com caracteristicas extremamente relevantes:
coercividade, convexidade e diferenciabilidade (pelo menos de classe C?). Foram estas

caracteristicas que inspiraram a aplicacdo destas novas penalidades ao invés das

penalidades classicas como objeto de estudo deste trabalho.
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Embora nao houvesse tempo habil para a implementagdo desta nova metodologia
(implementagédo esta que se sugere para trabalhos futuros), acredita-se que esta
metodologia deve conduzir a resultados melhores que os existentes na literatura, justamente
devido as caracteristicas citadas anteriormente.

Outro tépico sugerido para futuros trabalhos juntamente com a implementacao da
nova metodologia sugerida aqui € uma analise mais aprofundada com relacédo a atualizacao
do(s) parametro(s) de penalizagdo. Pois, embora nao acarrete(m) problemas no algoritmo
ao manter(em) constante(s), este(s) pode(m) levar a uma convergéncia mais rapida quando

atualizado(s).
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