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Resumo
O objetivo deste trabalho ´e apresentar um estudo sobre a aplica¸c˜ao de
m´etodos num´ericos para a resolu¸c˜ao do modelo proposto por Barcelos, Boaventura
e Silva Jr. [7], para a elimina¸c˜ao de ru´ıdos em imagens digitais por meio de
uma equa¸c ˜ao diferencial parcial, e propor uma an´alise da estabilidade do m´etodo
iterativo comumente aplicado a este modelo. Uma an´alise comparativa entre os
v´arios m´etodos abordados ´e realizada atrav´es de resultados experimentais em
imagens sint´eticas e imagens da vida real.
Palavras-chave: M´etodos num´ericos, equa¸c˜ao diferencial parcial, estabilidade,
restaura¸c˜ao de imagens.
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Abstract
The purpose of this work is to present a study on the application of
numerical methods for the resolution of model considered by Barcelos, Boaventura
and Silva Jr [7], for image denoising through a partial diﬀerential equation, and to
consider a stability analysis of an iterative method usually applied to this model.
A comparative analysis among various c onsidered methods is carried out through
experimental results for synthetic and real images.
Key-words: Numerical methods, partial diﬀerential equation, stability, image
restoration.
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O uso de equa¸c˜oes diferenciais parciais (EDP) no processo de restaura¸c˜ao
de imagens tornou-se, nos ´ultimos anos, s´olido e proveitoso possibilitando o sur-
gimento de v´arios modelos matem´aticos. Dentre estes, estudamos o modelo, re-
centemente proposto p or Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7], que denominamos,
no contexto deste trabalho, modelo BBS, dado por:
u
t
= g|∇u|div

∇u
|∇u|

− λ(1 − g)(u − I), (1)
onde
u(x, y, 0) = I(x, y), g(s) =
1
1 + ks
2
, k constante,
s = |∇(G
σ
∗ u)|
e
G
σ
(x, y) =
1
2πσ
2
exp (−(x
2
+ y
2
)/2σ
2
)
´e um n´ucleo Gaussiano de escala temporal σ.
O primeiro termo do lado direito de (1) representa o termo de difus˜ao
que permite a elimina¸c˜ao dos ru´ıdos da imagem inicial I(x, y). O segundo, ´e um
termo for¸cante que faz com que a imagem u(x, y) permane¸ca perto de I(x, y). A
formula¸c˜ao desse modelo apresenta um balanceamento entre os dois termos da
equa¸c˜ao dada pela fun¸c˜ao g que funciona como um detector de bordas.
1
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A elimina¸c˜ao de ru´ıdos em imagens atrav´es de uma equa¸c˜ao diferencial
parcial baseia-se fundamentalmente num processo de evolu¸c˜ao dessas equa¸c˜oes
no tempo, ou seja, a partir de uma imagem inicial u(x, y, 0) no tempo t = 0,
calcula-se a solu¸c˜ao da equa¸c˜ao para sucessivos instantes de tempo, obtendo-se
imagens “melhoradas” a cada n´ıvel subseq¨uente.
A equa¸c˜ao diferencial ´e, em geral, resolvida por m´etodos num´ericos. Um
dos m´etodos mais tradicionais ´e o m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas em que as derivadas
presentes nas equa¸c˜oes s˜ao aproximadas por diferen¸cas entre valores da solu¸c˜ao
discretizada, ou seja, a equa¸c˜ao diferencial ´e substitu´ıda por uma equa¸c˜ao de
diferen¸cas cuja solu¸c˜ao ´e obtida, em cada instante de tempo t
n
, numa malha
bidimensional de pontos.
Se denotarmos
L(u) = g|∇u|div

∇u
|∇u|

− λ(1 − g)(u − I),
podemos escrever o problema (1) na forma
u
t
= L(u), (2)
com u(x, y, 0) = I(x, y).
A solu¸c˜ao deste problema ´e encontrada substituindo-se as derivadas pre-
sentes em L(u) por dif eren¸cas ﬁnitas e a equa¸c˜ao diferencial ´e ent˜ao aproximada,
numa malha regular de passo h = ∆x = ∆y, pela equa¸c˜ao discretizada
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆tL(u
n
i,j
), com u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
), (3)
onde ∆t representa o incremento temporal e u
n
i,j
a solu¸c˜ao aproximada de u(x
i
, y
j
)
no tempo t
n
.
Este processo iterativo tem sido utilizado, de um modo geral, para encon-
trar a solu¸c˜ao das equa¸c˜oes que modelam o problema de restaura¸c˜ao de imagens.
As pesquisas, nesta ´area, tˆem sido mais voltadas para quest˜oes envolvendo os
modelos matem´aticos.
2
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O nosso objetivo, neste trabalho, ´e aplicar m´etodos num´ericos, comu-
mente utilizados para a resolu¸c˜ao de equa¸c˜oes diferenciais ordin´arias, para a
resolu¸c˜ao do problema (2), considerado como sendo uma equa¸c˜ao diferencial or-
din´aria na vari´avel temporal, e mostrar, atrav´es de resultados experimentais, seus
efeitos na elimina¸c˜ao de ru´ıdos em imagens digitais. Tamb´em, apresentamos um
resultado sobre a estabilidade do esquema num´erico (3) aplicado ao modelo BBS.
Este trabalho encontra-se em cap´ıtulos.
No Cap´ıtulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados referentes `a
resolu¸c˜ao de uma equa¸c˜ao diferencial ordin´aria com a ﬁnalidade de apresentarmos
os m´etodos num´ericos que utilizamos para resolver o problema (2).
No Cap´ıtulo 2, apresentamos o modelo BBS fazendo um breve hist´orico
dos modelos matem´aticos que fundamentaram sua formula¸c˜ao. Em seguida, a-
presentamos a discretiza¸c˜ao da equa¸c˜ao diferencial que representa o modelo e
ﬁnalizamos com um resultado sobre a estabilidade do esquema num´erico (3) apli-
cado para a resolu¸c˜ao da equa¸c˜ao.
O Cap´ıtulo 3 destina-se aos resultados experimentais obtidos na recons-
tru¸c˜ao de imagens digitais pela resolu¸c˜ao da equa¸c˜ao (1) utilizando os m´etodos
num´ericos apresentados no Cap´ıtulo 1. Para fazermos uma an´alise comparativa do
desempenho dos v´arios m´etodos abordados, apresentamos um conceito de erro,
que utilizamos como uma medida de “precis˜ao”, al´em da compara¸c˜ao gr´aﬁca,
isto ´e, da visualiza¸c˜ao das imagens obtidas. Finalizamos o cap´ıtulo com algumas
considera¸c˜oes a respeito dos resultados.
3




Cap´ıtulo 1
Solu¸c˜oes Aproximadas para
Equa¸c˜oes Diferenciais Ordin´arias
As equa¸c˜oes diferenciais aparecem freq¨uentemente em problemas da
ciˆencia e engenharia que envolvem a mudan¸ca de alguma vari´avel com rela¸c˜ao
a outra. Muitos destes problemas requerem a solu¸c˜ao de um problema de valor
inicial, que ´e, a solu¸c˜ao para uma equa¸c˜ao diferencial a qual satisfaz uma condi¸c˜ao
inicial dada. Esta solu¸c˜ao pode ser obtida atrav´es de m´etodos anal´ıticos, os quais
se restringem a algumas formas especiais de fun¸c˜ao, e de m´etodos num´ericos, que
n˜ao possuem uma limita¸c˜ao, contudo, a solu¸c˜ao num´erica ´e encontrada como uma
tabela de valores da fun¸c˜ao calculada em diferentes valores da vari´avel indepen-
dente, em vez de uma rela¸c˜ao funcional como na solu¸c˜ao anal´ıtica.
Neste cap´ıtulo, trataremos de alguns m´etodos num´ericos para aproximar
solu¸c˜oes de equa¸c˜oes diferenciais ordin´arias, sujeitas `as condi¸c˜oes iniciais, com o
objetivo de aplic´a-los ao modelo BBS que estamos interessados em resolver.
4
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1.1 Problema de Valor Inicial
Consideremos o problema de valor inicial (P V I), de primeira ordem, da
forma









y

= f(x, y)
y(a) = η
a ≤ x ≤ b e −∞ < y < ∞
, (1.1.1)
onde f ´e uma fun¸c˜ao real.
Sua solu¸c˜ao ´e uma fun¸c˜ao y = y(x) cont´ınua e diferenci´avel que satisfaz
(1.1.1) e ´e ´unica dado que o PVI s atisfaz as condi¸c˜oes estabelecidas no seguinte
Teorema:
Teorema 1.1. Seja f(x, y), f : R × R
m
→ R
m
, uma fun¸c˜ao deﬁnida e cont´ınua
para todo (x, y) na regi˜ao D dada por a ≤ x ≤ b e −∞ < y < ∞, com a e b
n´umeros ﬁnitos, e L uma constante tal que
f(x, y) − f(x, y
∗
) ≤ Ly − y
∗
 (1.1.2)
´e v´alida para todo (x, y), (x, y
∗
) ∈ D. Ent˜ao, para algum η ∈ R, existe uma ´unica
solu¸c˜ao y(x) do P V I (1.1.1), onde y(x) ´e cont´ınua e diferenci´avel para todo
(x, y) ∈ D. (LAMBERT, [16], p.5)
A desigualdade (1.1.2) ´e conhecida como uma condi¸c˜ao de Lipschitz e L
como uma constante de Lipschitz.
Al´em da quest˜ao de existˆencia e unicidade da solu¸c˜ao do problema (1.1.1),
precisamos saber se a solu¸c˜ao depende continuamente dos dados do problema,
isto ´e, se pequenas perturba¸c˜oes nos dados implicam em pequenas varia¸c˜oes da
solu¸c˜ao.
1.1.1 Problema Bem-posto
O problema de valor inicial (1.1.1) ´e um problema bem-posto se:
i) existe uma solu¸c˜ao ´unica y(x) para o problema;
5
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ii) para qualquer ε > 0, existe uma constante positiva k(ε) com a propriedade
que, se mpre que |ε
0
| < ε e δ(x) for cont´ınua com |δ(x)| < ε em [a, b], existe uma
´unica solu¸c˜ao, z(x), para o problema
z

= f(x, z) + δ(x) , a ≤ x ≤ b , z(a) = η + ε
0
, (1.1.3)
com
|z(x) − y(x)| < k(ε)ε, para todo a ≤ x ≤ b.
O problema dado pela equa¸c˜ao (1.1.3) ´e denominado um problema per-
turbado associado ao problema original (1.1.1). Os m´etodos num´ericos estar˜ao
sempre sujeitos a resolver um problema perturbado, uma vez que qualquer erro
introduzido na representa¸c˜ao resultar´a em um problema deste tipo. A menos que
o problema original seja bem-posto, existe pouca raz˜ao para esperar que a solu¸c˜ao
num´erica de um problema perturbado se aproxime com exatid˜ao da solu¸c˜ao do
problema original.
O teorema seguinte fornece condi¸c˜oes que garantem que um problema
de valor inicial ´e bem-posto. A prova deste teorema pode ser encontrada em
(BIRKHOFF; ROTA, [8], p.142-147).
Teorema 1.2. Suponha D = {(x, y)/ a ≤ x ≤ b e − ∞ < y < ∞}. Se f ´e
cont´ınua e satisfaz uma condi¸c˜ao de Lipschitz na vari´avel y sobre o conjunto D,
ent˜ao o problema de valor inicial (1.1.1) ´e dito bem-posto. (BURDEN; FAIRES,
[9], p.237)
1.2 M´etodos Discretos
A principal meta de m´etodos discretos ´e a redu¸c˜ao de sistemas cont´ınuos
a equivalentes sistemas discretos.
A aproxima¸c˜ao b´asica envolve a substitui¸c˜ao de um dom´ınio cont´ınuo
D por um conjunto de pontos discretos limitados por D. Ao inv´es de encontrar
6
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uma solu¸c˜ao deﬁnida em toda parte do dom´ınio, s˜ao obtidas apenas aproxima¸c˜oes
nos pontos isolados x
i
. Valores intermedi´arios, integrais, derivadas, ou outros
operadores podem ser obtidos a partir de sta solu¸c˜ao discreta por t´ecnicas de
interpola¸c˜ao.
Os m´etodos num´ericos que apresentaremos s˜ao fundamentados da seguinte
maneira: dado o PVI (1.1.1), constru´ımos x
1
, x
2
, . . . , x
N
de modo que x
i
= a+ih,
h =
b−a
N
, i = 1, 2, . . . , N, e calculamos a aproxima¸c˜ao y
i
da solu¸c˜ao exata y(x
i
)
nestes pontos, usando informa¸c˜oes de passos anteriores.
Estes m´etodos podem ser escritos na forma geral
k

j=0
α
j
y
i+j
= hφ
f
(y
i+k
, y
i+k−1
, . . . , y
i
, x
i
; h), (1.2.4)
onde f indica que a dependˆencia de φ sobre y
i+k
, y
i+k−1
, . . . , y
i
, x
i
se d´a atrav´es
da fun¸c˜ao f(x, y). Duas condi¸c˜oes s˜ao impostas sobre (1.2.4):
φ
f≡0
(y
i+k
, y
i+k−1
, . . . , y
i
, x
i
; h) ≡ 0 e
|φ
f
(y
i+k
, y
i+k−1
, . . . , y
i
, x
i
; h) − φ
f
(y
∗
i+k
, y
∗
i+k−1
, . . . , y
∗
i
, x
i
; h)|
≤ M
k

j=0
|y
i+j
− y
∗
i+j
|, M constante.
Estas condi¸c˜oes n˜ao s˜ao de modo algum restritivas; para os m´etodos
num´ericos da forma (1.2.4), considerados neste trabalho, a primeira condi¸c˜ao ´e
satisfeita, enquanto a segunda ´e uma conseq¨uˆencia do fato de admitirmos que o
problema de valor inicial (1.1.1) satisfaz uma condi¸c˜ao de Lipschitz.
Deﬁni¸c˜ao 1.1. (M´etodos de Passo Simples)
Um m´etodo ´e de passo simples (ou passo um) quando a aproxima¸c˜ao y
i+1
for calculada a partir somente do valor y
i
do passo anterior. Sendo φ a fun¸c˜ao
incremento, um m´etodo de passo simples ´e deﬁnido na forma
y
i+1
= y
i
+ hφ(x
i
, y
i
; h).
7
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Deﬁni¸c˜ao 1.2. (M´etodos de Passo M´ultiplo)
Um m´etodo de passo m´ultiplo (ou passo m) a ser usado para a resolu¸c˜ao
do problema de valor inicial
y

= f(x, y), a ≤ x ≤ b, y(a) = η,
´e um m´etodo cuja equa¸c˜ao de diferen¸cas para determinar a aproxima¸c˜ao y
i+1
no
ponto da malha x
i+1
pode ser representada pela seguinte equa¸c˜ao, onde m ´e um
inteiro maior do que 1:
y
i+1
= α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
(1.2.5)
+ h[ β
m
f(x
i+1
, y
i+1
) + β
m−1
f(x
i
, y
i
) + . . . + β
0
f(x
i+1−m
, y
i+1−m
)],
para i = m − 1, m, . . . , N − 1, e os valores iniciais dados y
0
= η
0
, y
1
= η
1
,
y
2
= η
2
, . . . , y
m−1
= η
m−1
, com h =
b−a
N
.
Quando β
m
= 0, o m´etodo ´e chamado expl´ıcito ou aberto, e a equa¸c˜ao
(1.2.5) encontra y
i+1
explicitamente em termos de valores anteriormente determi-
nados. Quando β
m
= 0, o m´etodo ´e dito impl´ıcito ou fechado e, y
i+1
ocorre em
ambos os lados de (1.2.5) e assim ´e determinado implicitamente.
Deﬁni¸c˜ao 1.3. (Erro Local)
Supondo que o valor calculado por um m´etodo de passo m seja exato, isto
´e, y
i+j
= y(x
i+j
) para j = 0, 1, 2, . . . , m−1 , ent˜ao o erro local em x
i+m
´e deﬁnido
como
e
i+m
= y(x
i+m
) − y
i+m
.
Deﬁni¸c˜ao 1.4. (Ordem)
Um m´etodo de passo simples tem ordem q se a fun¸c˜ao incremento φ for
tal que
y(x + h) = y(x) + hφ(x, y; h) + O(h
q+1
).
8
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A ordem de aproxima¸c˜ao de um m´etodo indica que, `a medida que h tende
a zero, o termo O(h
q
) tende a zero na mesma velocidade que h
q
. Em geral, um
maior valor de q indica uma melhor aproxima¸c˜ao do m´etodo.
Deﬁni¸c˜ao 1.5. (Consistˆencia)
Um m´etodo num´erico ´e dito consistente com o P V I (1.1.1) se a sua
ordem q ≥ 1.
Deﬁni¸c˜ao 1.6. (Estabilidade)
O m´etodo dado por (1.2.5) ´e est´avel se todas as solu¸c˜oes da equa¸c˜ao de
diferen¸cas
y
i+1
= α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
s˜ao limitadas quando i → ∞.
De um modo geral, suponha que a um m´etodo num´erico, para a resolu¸c˜ao
do problema (1.1.1), associamos a equa¸c˜ao de diferen¸cas (1.2.5).
A estabilidade do m´etodo ´e analisada atrav´es das ra´ızes do polinˆomio
caracter´ıstico
p(λ) = α
m−1
λ
m−1
+ α
m−2
λ
m−2
+ . . . + α
1
λ + α
0
,
formado pelos coeﬁcientes α
i
usados na equa¸c˜ao de diferen¸cas (1.2.5).
Sejam λ
i
, i = 1, 2, . . . , m −1, as ra´ızes da equa¸c˜ao p(λ) = 0. Se |λ
i
| ≤ 1,
i = 1, 2, . . . , m − 1, e todas as ra´ızes com valor absoluto igual a 1, se existirem,
s˜ao ra´ızes simples (isto ´e, |λ
i
| = 1 ent˜ao p

(λ
i
) = 0), ent˜ao, dizemos que o m´etodo
satisfaz a condi¸c˜ao da raiz.
Num contexto mais amplo, a estabilidade de um m´etodo de discretiza¸c˜ao
para equa¸c˜oes diferenciais ´e caracterizada por meio da seguinte deﬁni¸c˜ao:
Deﬁni¸c˜ao 1.7.
i) Se um m´etodo satisfaz a condi¸c˜ao da raiz e λ = 1 ´e a ´unica possibilidade para
9
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as ra´ızes de m´odulo 1, ent˜ao ele ´e chamado fortemente est´avel;
ii) os m´etodos que satisfazem a condi¸c˜ao da raiz e tˆem mais de uma raiz com
m´odulo igual a 1 s˜ao chamados fracamente est´aveis;
iii) os m´etodos que n˜ao satisfazem a condi¸c˜ao da raiz s˜ao chamados inst´aveis.
(CUNHA, [13], p.192)
Deﬁni¸c˜ao 1.8. (Convergˆencia)
Um m´etodo de passo m ´e convergente se, para o P V I (1.1.1),
lim
h→0
y
i
= y(x
i
), ih = x − a
´e v´alido para todo x ∈ [a, b], e os valores iniciais s˜ao tais que
lim
h→0
y
j
(h) = η, j = 0, 1, . . . , m − 1.
A consistˆencia de um m´etodo signiﬁca que a solu¸c˜ao num´erica corres-
ponde `a solu¸c ˜ao do P V I. Esta consistˆencia limita a magnitude do erro local
cometido em cada passo e a estabilidade controla a propaga¸c˜ao do erro durante
os c´alculos. Um m´etodo ´e convergente se ele for consistente e est´avel.
Passamos agora para a deﬁni¸c˜ao dos m´etodos num´ericos que ser˜ao uti-
lizados na resolu¸c˜ao de um P V I da forma (1.1.1) associado `a equa¸c˜ao que modela
o problema de restaura¸c˜ao de imagens o qual tratamos neste trabalho.
1.3 M´etodo de Euler
O objetivo do m´etodo de Euler ´e obter uma aproxima¸c˜ao para o pro-
blema de valor inicial bem-posto (1.1.1). Para deﬁnir este m´etodo, usaremos o
desenvolvimento da s´erie de Taylor.
Teorema 1.3. Suponha que f ∈ C
n
[a, b], f
n+1
existe em [a, b], e x
0
∈ [a, b]. Para
todo x ∈ [a, b], existe ξ(x) entre x
0
e x tal que
f(x) = P
n
(x) + R
n
(x),
10
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onde
P
n
(x) = f(x
0
) + f

(x
0
)(x − x
0
) +
f

(x
0
)
2!
(x − x
0
)
2
+ ... +
f
(n)
(x
0
)
n!
(x − x
0
)
n
=
n

k=0
f
(k)
(x
0
)
k!
(x − x
0
)
k
,
e
R
n
(x) =
f
(n+1)
(ξ(x))
(n + 1)!
(x − x
0
)
n+1
.
(BURDEN; FAIRES, [9], p.8)
Aqui, P
n
(x) ´e chamado de en´esimo polinˆomio de Taylor para f sobre x
0
e R
n
(x) o termo restante (ou erro de truncamento) associado a P
n
(x). A s´erie
inﬁnita obtida tomando o limite de P
n
(x) quando n → ∞ ´e chamada s´erie de
Taylor para f sobre x
0
.
Atrav´es do desenvolvimento desta s´erie, tomando n = 1, podemos deﬁnir
o m´etodo de Euler como a seguir.
Suponha que y(x), solu¸c˜ao ´unica do PV I (1.1.1), tenha derivadas cont´ı-
nuas at´e segunda ordem em [a, b], tal que para cada i = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
y(x
i+1
) = y(x
i
) + (x
i+1
− x
i
)y

(x
i
) +
(x
i+1
− x
i
)
2
2
y

(ξ
i
), ξ
i
em (x
i
, x
i+1
).
Se h = x
i+1
− x
i
, ent˜ao
y(x
i+1
) = y(x
i
) + hy

(x
i
) +
h
2
2
y

(ξ
i
)
e desde que y(x) satisfaz a equa¸c˜ao diferencial (1.1.1),
y(x
i+1
) = y(x
i
) + hf (x
i
, y(x
i
)) +
h
2
2
y

(ξ
i
).
O m´etodo de Euler produz y
i
≈ y(x
i
) para cada i = 1, 2, . . . , N, excluindo
o termo restante
h
2
2
y

(ξ
i
).
Assim,



y
0
= η
y
i+1
= y
i
+ hf(x
i
, y
i
), i = 0, 1, 2, . . . , N − 1
(1.3.6)
´e chamada equa¸c˜ao de diferen¸cas associada ao m´eto do de Euler.
Note que, pela Deﬁni¸c˜ao 1.4, o m´etodo de Euler tem precis˜ao O(h).
11
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1.4 M´etodos de Runge-Kutta
Desenvolvemos, anteriormente, um dos m´etodos num´ericos mais simples
para problemas de valor inicial. Agora, mostraremos como obter uma melhor
precis˜ao sem mudar h, mas alterando a f´ormula recursiva (1.3.6). No presente
desenvolvimento, vamos supor que podemos usar casas decimais suﬁcientes de
modo que o erro de arredondamento possa ser desprezado.
Consideremos, ent˜ao, a f´ormula geral
y
i+1
− y
i
h
= ηf (x
i
, y
i
) + βf(x
i
+ γh, y
i
+ δh), (1.4.7)
onde η, β, γ e δ s˜ao parˆametros a serem determinados. Naturalmente, se η = 1 e
β = 0, a equa¸c˜ao (1.4.7) resulta na f´ormula de Euler. A raz˜ao para considerarmos
(1.4.7) est´a no fato de que f(x, y) ´e conhecida para todo x em [x
i
, x
i+1
] e para todo
y. Conseq¨uentemente, podemos incorporar este fato numa f´ormula que produzir´a
uma melhor precis˜ao.
Primeiramente, vamos reescrever (1.4.7) na forma equivalente
y
i+1
= y
i
+ ηhf(x
i
, y
i
) + βhf(x
i
+ γh, y
i
+ δh). (1.4.8)
Agora, usaremos a expans˜ao da f´ormula de Taylor para uma fun¸c˜ao de
duas vari´aveis para desenvolvermos f(x
i
+ γh, y
i
+ δh).
Teorema 1.4. Suponha que f (x, y) e todas as derivadas parciais de ordem menor
ou igual a n + 1 sejam cont´ınuas em D = {(x, y)/a ≤ x ≤ b e c ≤ y ≤ d}. Seja
(x
0
, y
0
) ∈ D. Para todo (x, y) ∈ D, existe ξ entre x e x
0
e η entre y e y
0
com
f(x, y) = P
n
(x, y) + R
n
(x, y), (1.4.9)
12
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onde
P
n
(x, y) = f(x
0
, y
0
) + [(x − x
0
)
∂f
∂x
(x
0
, y
0
) + (y − y
0
)
∂f
∂y
(x
0
, y
0
)]
+ [
(x − x
0
)
2
2
∂
2
f
∂x
2
(x
0
, y
0
) + (x − x
0
)(y − y
0
)
∂
2
f
∂x∂y
(x
0
, y
0
)
+
(y − y
0
)
2
2
∂
2
f
∂y
2
(x
0
, y
0
)] + ... (1.4.10)
+ [
1
n!

n
j=0


n
j


(x − x
0
)
n−j
(y − y
0
)
j
∂
n
f
∂x
n−j
∂y
j
(x
0
, y
0
)]
e
R
n
(x, y) =
1
(n + 1)!

n+1
j=0


n + 1
j


(x − x
0
)
n+1−j
(y − y
0
)
j
∂
n+1
f
∂x
n+1−j
∂y
j
(ξ, η).
A fun¸c˜ao P
n
´e chamada o n-´esimo polinˆomio de Taylor em duas vari´aveis
para a fun¸c˜ao f em (x
0
, y
0
), e R
n
(x, y) ´e o termo do resto associado a P
n
(x, y).
(BURDEN; FAIRES, [9], p.254-255)
Assim, usando a nota¸c˜ao
∂f
∂x
= f
x
,
∂f
∂y
= f
y
,
∂
2
f
∂x
2
= f
xx
,
∂
2
f
∂x∂y
= f
xy
,
∂
2
f
∂y
2
= f
yy
, . . . ,
temos
f(x
i
+ γh, y
i
+ δh) = f(x
i
, y
i
) + γhf
x
(x
i
, y
i
) + δhf
y
(x
i
, y
i
)
+
1
2
[γ
2
h
2
f
xx
(x
i
, y
i
) + 2γδh
2
f
xy
(x
i
, y
i
) (1.4.11)
+ δ
2
h
2
f
yy
(x
i
, y
i
)] + O(h
3
).
A substitui¸c˜ao de (1.4.11) em (1.4.8) e a reordena¸c˜ao dos termos nos d´a:
y
i+1
= y
i
+ h(η + β)f(x
i
, y
i
) +
h
2
2
[2βγf
x
(x
i
, y
i
) + 2βδf
y
(x
i
, y
i
)]
+
h
3
6
[3βγ
2
f
xx
(x
i
, y
i
) + 6βγδf
xy
(x
i
, y
i
) (1.4.12)
+ 3βδ
2
f
yy
(x
i
, y
i
)] + βO(h
4
).
13
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Note que o lado direito de (1.4.12) ´e da forma particular
y
i+1
= y
i
+ hF
1
+
h
2
2
F
2
+
h
3
6
F
3
+ O(h
4
), (1.4.13)
onde F
1
, F
2
e F
3
s˜ao os respectivos coeﬁcientes em (1.4.12).
Note tamb´em que (1.4.13) ´e um tanto parecida com uma expans˜ao de
Taylor para uma fun¸c˜ao de uma vari´avel. Assim, suponhamos que a solu¸c˜ao exata
de (1.1.1) ´e Y (x) e que esta pode ser escrita como a s´erie de Taylor
Y
i+1
= Y
i
+ hY

i
+
h
2
2
Y

i
+
h
3
6
Y

i
+ . . . . (1.4.14)
De Y

= f(x, Y ), segue pela regra da cadeia que
Y

= f
x
+ f
y
f ,
Y

= f
xx
+ 2ff
xy
+ f
2
f
yy
+ f
x
f
y
+ ff
2
y
,
e ap´os substitui¸c˜ao em (1.4.14), produz
Y
i+1
= Y
i
+ hf(x
i
, Y
i
) +
h
2
2
[f
x
(x
i
, Y
i
) + f
y
(x
i
, Y
i
)f(x
i
, Y
i
)]
+
h
3
6

f
xx
(x
i
, Y
i
) + 2f (x
i
, Y
i
)f
xy
(x
i
, Y
i
) + f
yy
(x
i
, Y
i
)[f(x
i
, Y
i
)]
2
+ f
x
(x
i
, Y
i
)f
y
(x
i
, Y
i
) + f (x
i
, Y
i
)[f
y
(x
i
, Y
i
)]
2

+ O(h
4
). (1.4.15)
Agora, (1.4.12) ´e uma expans˜ao para a solu¸c˜ao num´erica, enquanto
(1.4.15) ´e uma expans˜ao para a solu¸c˜ao exata. Vamos examinar quais as condi¸c˜oes
para a escolha de η, β, γ e δ tal que, se y
i
= Y
i
ent˜ao (1.4.12) para y
i+1
concorda
com (1.4.15) para Y
i+1
.
Para as escolhas especiais η = 1 e β = 0, (1.4.12) est´a de acordo com
(1.4.15), mas n˜ao incluindo os termos de h
2
. Esta escolha, como vista ante-
riormente, produz a f´ormula de Euler. Se desejamos construir uma f´ormula para
que (1.4.12) esteja de acordo com (1.4.15), pelo menos at´e os termos de h
2
, e
neste sentido, ´e uma melhor aproxima¸c˜ao que a f´ormula de Euler, necessitamos
apenas de coeﬁcientes correspondentes iguais para os termos de h e de h
2
. Logo,
14
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basta tomarmos



η + β = 1
2βγf
x
+ 2βδf
y
= f
x
+ ff
y
,
que ´e um sistema de duas equa¸c˜oes com quatro parˆametros η, β, γ e δ. Obser-
vando a segunda equa¸c˜ao deste sistema, podemos transform´a-lo em um sistema
de trˆes equa¸c˜oes









η + β = 1
2βγ = 1
2βδ = f
,
exigindo que os correspondentes coeﬁcientes de f
x
e f
y
sejam iguais. Agora, temos
um sistema de trˆes equa¸c˜oes para quatro parˆametros. Este sistema tem inﬁnitas
solu¸c˜oes. Consideremos, por exemplo,
η = β =
1
2
, γ = 1, δ = f(x
i
, y
i
) .
Substituindo estes parˆametros em (1.4.8), temos:
y
i+1
= y
i
+
h
2
f(x
i
, y
i
) +
h
2
f(x
i+1
, y
i
+ hf(x
i
, y
i
)) , (1.4.16)
que ´e uma f´ormula de Runge-Kutta de segunda ordem. O nome “Runge-Kutta”
prov´em de dois matem´aticos, os quais foram os primeiros a desenvolver os m´etodos
e as f´ormulas discutidas acima. A f´ormula particular (1.4.16) ´e uma f´ormula de
segunda ordem p orque a expans˜ao de Taylor (1.4.15) para a solu¸c˜ao exata Y
i+1
e
a expans˜ao de Taylor (1.4.12) para a solu¸c˜ao num´erica y
i+1
est˜ao de acordo, ou
s˜ao idˆenticas, at´e os termos da ordem de h
2
, supondo que y
i
= Y
i
. A f´ormula
(1.4.16) ´e uma melhor aproxima¸c˜ao que a f´ormula de Euler porque a expans˜ao de
Taylor para y
i+1
na f´ormula de Euler e a expans˜ao de Taylor para a solu¸c˜ao exata
est˜ao de acordo ape nas at´e os termos da ordem de h. Os termos da expans˜ao
da solu¸c˜ao num´erica que n˜ao concordam com os termos da expans˜ao da solu¸c˜ao
exata de Taylor s˜ao chamados o erro de truncamento.
15
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A f´ormula (1.4.16) pode ser calculada eﬁcientemente em trˆes passos,
deﬁnidos a seguir. Primeiramente, seja
K
0
= f(x
i
, y
i
).
Ent˜ao, (1.4.16) torna-se
y
i+1
= y
i
+
1
2
K
0
+
h
2
f(x
i+1
, y
i
+ K
0
). (1.4.17)
Em seguida, seja
K
1
= hf(x
i+1
, y
i
+ K
0
) .
Assim, (1.4.17) torna-se
y
i+1
= y
i
+
1
2
(K
0
+ K
1
) .
Resumindo, (1.4.16) ´e equivalente ao c´alculo dos trˆes passos:
K
0
= hf(x
i
, y
i
),
K
1
= hf(x
i+1
, y
i
+ K
0
),
y
i+1
= y
i
+
1
2
(K
0
+ K
1
) .
1.4.1 F´ormulas de Runge-Kutta de Ordem Superior
Em geral, uma aproxima¸c˜ao de Runge-Kutta de y

= f(x, y) em [x
i
, x
i+1
],
´e uma equa¸c˜ao de diferen¸cas da forma
y
i+1
= y
i
+ h[ η
1
f(ξ
1
, µ
1
) + η
2
f(ξ
2
, µ
2
) + . . . + η
k
f(ξ
k
, µ
k
)] , (1.4.18)
onde x
i
≤ ξ
j
≤ x
i+1
, j = 1, 2, . . . , k. Naturalmente, (1.4.7) ´e um caso especial de
(1.4.18).
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V´arias f´ormulas de Runge-Kutta de ordens superiores foram desenvolvi-
das, como por exemplo o m´etodo de terceira ordem dado por:
K
0
= hf(x
i
, y
i
) ;
K
1
= hf

x
i
+
h
2
, y
i
+
K
0
2

;
K
2
= hf

x
i
+
3
4
h, y
i
+
3
4
K
1

;
y
i+1
= y
i
+
2
9
K
0
+
1
3
K
1
+
4
9
K
2
.
Pode-se considerar que uma das f´ormulas mais pr´aticas, visando a pre-
cis˜ao e tempo computacional, ´e a f´ormula de Runge-Kutta de quarta ordem.
Freq¨uentemente, ´e a primeira f´ormula a ser aplicada na an´alise num´erica proﬁs-
sional para aproximar a solu¸c˜ao de um PVI, sendo esta, dada pela f´ormula:
K
0
= hf(x
i
, y
i
) ;
K
1
= hf

x
i
+
h
2
, y
i
+
K
0
2

;
K
2
= hf

x
i
+
h
2
, y
i
+
K
1
2

;
K
3
= hf(x
i
+ h, y
i
+ K
2
) ;
y
i+1
= y
i
+
1
6
(K
0
+ 2K
1
+ 2K
2
+ K
3
) .
Esta f´ormula, est´a de acordo com a expans˜ao de Taylor da solu¸c˜ao exata
at´e os termos da ordem de h
4
.
1.5 M´etodo Previsor-Corretor
Os m´etodos impl´ıcitos s˜ao usualmente implementados utilizando-se um
processo iterativo que requer um valor inicial. Este valor, pode ser obtido atrav´es
de um m´etodo expl´ıcito. Consideremos um par de m´etodos de passo m´ultiplo,
dados, conforme a Deﬁni¸c˜ao 1.2, por:
y
i+1
= α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
(1.5.19)
+ h[ β
m+1
f(x
i
, y
i
) + β
m
f(x
i−1
, y
i−1
) + . . . + β
0
f(x
i+1−m
, y
i+1−m
)],
17
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y
i+1
= α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
(1.5.20)
+ h[ β
m
f(x
i+1
, y
i+1
) + β
m−1
f(x
i
, y
i
) + . . . + β
0
f(x
i+1−m
, y
i+1−m
)],
dos quais o primeiro (conhecido como um previsor) ´e expl´ıcito e o segundo (co-
nhecido como um corretor) ´e impl´ıcito. Ent˜ao, os dois m´etodos usados juntos
constituem um par previsor-corretor. Por exemplo, (1.5.19) pode ser usado para
calcular uma quantidade y
(0)
i+1
(o valor preditado) e (1.5.20) pode ser modiﬁcado
substituindo-se o termo hβ
m
f(x
i+1
, y
i+1
), do lado direito, por hβ
m
f(x
i+1
, y
(0)
i+1
).
O valor y
i+1
calculado por esta vers˜ao modiﬁcada de (1.5.20) (o valor corrigido)
´e usado nos passos seguintes. A esta forma de aplica¸c˜ao do par de m´etodos
(1.5.19), (1.5.20) denominamos modo P ECE em que este nome representa os
quatro est´agios do c´alculo de y
i+1
e de f(x
i+1
, y
i+1
) assim descritos:
1. o c´alculo de y
(0)
i+1
como o valor preditado (P );
2. a avalia¸c˜ao (E) de f(x
i+1
, y
(0)
i+1
);
3. o c´alculo de y
i+1
como o valor corrigido (C) e,
4. a avalia¸c˜ao (E) de f(x
i+1
, y
i+1
) para ser usada nos passos seguintes.
Por outro lado, o m´etodo previsor-corretor pode ser usado no modo P EC
em que o passo (4) ´e omitido. Neste caso, a solu¸c˜ao ´e estabelecida pelas equa¸c˜oes
y
(0)
i+1
=
α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
+ h[ β
m+1
f(x
i
, y
(0)
i
) + β
m
f(x
i−1
, y
(0)
i−1
) + . . . + β
0
f(x
i+1−m
, y
(0)
i+1−m
)],
y
i+1
= α
m−1
y
i
+ α
m−2
y
i−1
+ . . . + α
0
y
i+1−m
+ h[ β
m
f(x
i+1
, y
(0)
i+1
) + β
m−1
f(x
i
, y
(0)
i
) + . . . + β
0
f(x
i+1−m
, y
(0)
i+1−m
)].
Tamb´em, temos os modos P ECEC e P ECECE nos quais uma segunda aplica¸c˜ao
da f´ormula do corretor ´e feita, usando no termo hβ
m
f(x
i+1
, y
i+1
) o valor de y
i+1
encontrado no primeiro uso do corretor.
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H´a uma literatura extensa sobre os m´etodos previsor-corretor, incluindo
compara¸c˜oes de eﬁciˆencia para modos diferentes. No presente trabalho, faremos
uma simples observa¸c˜ao a respeito da precis˜ao local de tais m´etodos.
Se y
(1)
i+1
, y
(2)
i+1
, . . . , y
(N)
i+1
denotam a seq¨uˆencia de N valores c orrigidos no
m´etodo P (EC)
N
E ou P (EC)
N
(note que (EC)
N
denota a seq¨uˆencia dos pares
EC), e se f
(n)
i+1
denota f(x
i+1
, y
(n)
i+1
), n = 1, 2, . . . , N, ent˜ao para o m´etodo
P (EC)
N
E temos
y
(0)
i+1
=
k

j=1
α
m−j
y
(N)
i+1−j
+ h
k

j=1
β
m−j
f
(N)
i+1−j
,
e para n = 1, 2, . . . , N
y
(n)
i+1
=
k

j=1
α
m−j
y
(N)
i+1−j
+ h[β
m
f
(n−1)
i+1
+
k

j=1
β
m−j
f
(N)
i+1−j
],
enquanto que no m´etodo P (EC)
N
,
y
(0)
i+1
=
k

j=1
α
m−j
y
(N)
i+1−j
+ h
k

j=1
β
m−j
f
(N−1)
i+1−j
,
e para n = 1, 2, . . . , N
y
(n)
i+1
=
k

j=1
α
m−j
y
(N)
i+1−j
+ h[β
m
f
(n−1)
i+1
+
k

j=1
β
m−j
f
(N−1)
i+1−j
].
´
E apropriado estimar |y
(N)
i+1
− y(x
i+1
)| para cada um destes esquemas
e |hf
(N)
i+1
− hf (x
i+1
, y(x
i+1
))| ou |hf
(N−1)
i+1
− hf (x
i+1
, y(x
i+1
))| para os m´etodos
P (EC)
N
E e P(EC)
N
respectivamente, visto que estes representar˜ao contribui-
¸c˜oes aos erros que s˜ao carregados nos passos posteriores.
Teorema 1.5. Se (1.5.19) ´e de ordem q e (1.5.20) ´e de ordem q e se y
i+1−j
=
y(x
i+1−j
), f
i+1−j
= f(x
i+1−j
, y(x
i+1−j
)) para j = 1, 2, ..., m e se f satisfaz uma
condi¸c˜ao de Lipschitz, ent˜ao para um m´etodo P (EC)
N
E ou P (EC)
N
|y
N
i+1
− y(x
i+1
)| = O(h
q+1
),
|hf
N−1
i+1
− hf(x
i+1
, y(x
i+1
))| = O(h
q+1
),
|hf
N
i+1
− hf(x
i+1
, y(x
i+1
))| = O(h
q+2
),
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em que ˜q = min(q + N, q). (BUTCHER, [10], p.142-143)
Nas pr´oximas se¸c˜oes, 1.6 e 1.7, apresentamos dois m´etodos impl´ıcitos, que
ser˜ao usados para a resolu¸c˜ao do modelo BBS. No c´alculo da equa¸c˜ao impl´ıcita
usamos um processo iterativo sendo o valor inicial calculado atrav´es de um m´etodo
expl´ıcito. Este procedimento constitui um par previsor-corretor.
1.6 Integra¸c˜ao Trapezoidal
Este ´e um m´etodo para a integra¸c˜ao num´erica de equa¸c˜oes diferenciais
ordin´arias de primeira ordem, ou sistemas, que tem precis˜ao O(h
2
).
Para a equa¸c˜ao diferencial de primeira ordem y

= f(x, y), podemos
deﬁni-lo implicitamente pela f´ormula recursiva
y
i+1
= y
i
+
h
2
[f(x
i
, y
i
) + f (x
i+1
, y
i+1
)] , (1.6.21)
em que h = x
i+1
− x
i
.
Dado um valor inicial y
0
= η e uma parti¸c˜ao π, a f´ormula (1.6.21) de-
ﬁne uma seq¨uˆencia de valores y
i+1
= y
π
(x
i+1
), ou seja, uma tabela de fun¸c˜oes
descrevendo aproximadamente a solu¸c˜ao da equa¸c˜ao diferencial y

= f(x, y) sa-
tisfazendo o valor inicial y(a) = η.
Note que, quando f = f(x), a f´ormula (1.6.21) ´e equivalente `a f ´ormula
de quadratura trapezoidal dada por

b
a
F (x)dx ≈ τ
π
[F ] =
n

i=1
[F (x
i
) + F (x
i+1
)]
h
2
.
1.6.1 M´etodo de Euler Melhorado
O m´etodo trapezoidal ´e muito conveniente para obter solu¸c˜oes aproxi-
madas para equa¸c˜oes diferenciais lineares, as quais podem ser resolvidas algebri-
camente para y
i+1
. Mas, por outro lado, torna-se inadequado quando temos uma
equa¸c˜ao diferencial n˜ao linear, pois encontramos diﬁculdades em resolver (1.6.21)
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para y
i+1
. Em geral, a express˜ao (1.6.21) n˜ao deﬁne os valores y
i+1
recursivamente
e sim de maneira impl´ıcita. Para determinar cada y
i+1
, temos que resolver uma
equa¸c˜ao do tipo (1.6.21) em que y
i+1
´e desconhecida e y
i
tenha sido previamente
determinada.
Podemos fazer isto atrav´es de um processo iterativo usando o par previsor-
corretor, onde o previsor ´e o m´etodo de Euler e o corretor ´e a regra do trap´ezio.
Temos, ent˜ao, o par
y
i+1
= y
i
+ hf(x
i
, y
i
),
y
i+1
= y
i
+
h
2
[f(x
i
, y
i
) + f (x
i+1
, y
i+1
)].
Ao inv´es de resolvermos a equa¸c˜ao impl´ıcita (1.6.21) atrav´es de v´arias
itera¸c˜oes, normalmente obtemos uma melhor precis˜ao, com o mesmo esfor¸co com-
putacional, usando uma malha mais ﬁna e parando depois de uma ou duas ite-
ra¸c˜oes. Se pararmos depois de uma simples itera¸c˜ao, temos o M´etodo de Euler
Melhorado, que ´e adequado para muitos problemas n˜ao lineares que requerem
precis˜ao moderada.
1.7 M´etodo de Euler Impl´ıcito
O m´etodo que deﬁne y
i+1
(uma aproxima¸c˜ao para y(x
i+1
)) em termos de
y
i
pela equa¸c˜ao
y
i+1
− hf(x
i+1
, y
i+1
) = y
i
, (1.7.22)
tem uma rela¸c˜ao evidente com o m´etodo de Euler e ´e conhecido como m´etodo de
Euler impl´ıcito.
O c´alculo de y
i+1
em (1.7.22), requer a solu¸c˜ao para z da equa¸c˜ao
z − hf(x
i+1
, z) = y
i
, (1.7.23)
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e esta pode ser encontrada, por exemplo, usando um esquema iterativo
z = y
i
+ hf(x
i+1
, z),
onde podemos calcular z
(0)
atrav´es do m´etodo de Euler, como deﬁnimos na se¸c˜ao
anterior. Se f satisfaz uma condi¸c˜ao de Lipschitz com constante L e h satisfaz
hL < 1, ent˜ao, pelo Teorema da Contra¸c˜ao (ORTEGA, [19], p.153), este esquema
converge para a solu¸c˜ao ´unica de (1.7.23).
Deﬁnimos aqui os m´etodos que ser˜ao utilizados na aproxima¸c˜ao do mo-
delo BBS, o qual apresentamos no pr´oximo cap´ıtulo.
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Cap´ıtulo 2
Modelo BBS para a Elimina¸c˜ao
de Ru´ıdos em Imagens
2.1 Representa¸c˜ao de uma Imagem Digital
Pode-se considerar uma imagem como sendo uma fun¸c˜ao limitada
u : Ω ⊂ R
n
→ R, n = 2, para imagens bidimensionais, ou n = 3, para ima-
gens tridimensionais. No caso bidimensional, o qual ser´a tratado aqui, a fun¸c˜ao
u(x, y) representa a imagem original que pretendemos reconstruir a partir de
uma imagem inicial I(x, y) deﬁnida por I(x, y) = u(x, y) + η(x, y), em que x e y
referem-se `as c oordenadas espaciais de brilho (ou grada¸c˜ao de cinza) de qualquer
par (x, y) e η(x, y) representa o ru´ıdo.
Uma imagem digital u(x, y) ´e resultante da discretiza¸c˜ao em coordenadas
espaciais e em intensidade luminosa.
´
E representada por uma matriz de pontos,
denominados elementos de imagem, elementos de ﬁgura ou pixeis.
Embora as dimens˜oes de uma imagem digital variem de acordo com a
aplica¸c˜ao a que se refere, ´e conveniente represent´a-la sob a forma de uma matriz
quadrada c omposta por elementos graduados em escala de cinza, com dimens˜oes
escalonadas em potˆencias de 2.
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2.2 Modelos para Elimina¸c˜ao de Ru´ıdos em
Imagens
Nos ´ultimos anos, o uso de equa¸c˜oes diferenciais parciais no processo
de restaura¸c˜ao de imagens tem sido amplamente difundido. Isto possibilitou
o surgimento de v´arios modelos matem´aticos para elimina¸c˜ao de ru´ıdos e seg-
menta¸c˜ao de imagens digitais. Dentre estes modelos, partindo do princ´ıpio de que
o uso da difus˜ao isotr´opica n˜ao preservava a localiza¸c˜ao das bordas da imagem,
Malik e Perona [20] desenvolveram um modelo atrav´es de uma equa¸c˜ao de difus˜ao
anisotr´opica objetivando preservar exatamente a localiza¸c˜ao destas bordas.
A formula¸c˜ao deste modelo ´e expressa por:
u
t
= div(g(|∇u|)∇u), em Ω x R
+
u(x, y, 0) = I(x, y), (2.2.1)
onde g =
1
1+|∇u|
2
´e uma fun¸c˜ao suave n˜ao-crescente, tal que g(0) = 1, g(s) ≥ 0, e
g(s) → 0 quando s → ∞.
A id´eia ´e que se |∇u| ´e grande, ent˜ao a difus˜ao ser´a pequena, e portanto
a localiza¸c˜ao exata das bordas ser´a preservada.
Esse modelo teve uma forte contribui¸c˜ao no que diz respeito `a
reconstru¸c˜ao de imagens. Por´em, apresentou problemas pr´aticos e te´oricos, como
por exemplo, quando aplicado a imagens com alto n´ıvel de ru´ıdo, produz um
valor bem grande para |∇u|. Isto implica em uma fun¸c˜ao g pr´oxima de zero, e
como conseq¨uˆencia a imagem reconstru´ıda ret´em quase todo o ru´ıdo da imagem
original.
Frente a este problema, Alvarez, Lions e Morel [1] propuseram um modelo
a partir da id´eia de Malik e Perona [20] e da equa¸c˜ao de difus˜ao degenerada,
tamb´em conhecida como ﬂuxo de curvatura m´edia, dada por
u
t
= |∇u|div

∇u
|∇u|

. (2.2.2)
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A combina¸c˜ao do modelo de Malik e Perona [20] com a equa¸c˜ao (2.2.2)
resultou no seguinte modelo:
u
t
= g(|∇(G
σ
∗ u)|)|∇u|div

∇u
|∇u|

,
com u(x, y, 0) = I(x, y) sendo a imagem inicial com ru´ıdo e
∂u
∂n


∂ Ω xR
+
= 0.
Nordstr¨om [17] tamb´em propˆos uma modiﬁca¸c˜ao no modelo de Malik
e Perona [20]. Ele introduziu um termo for¸cante (u − I) em (2.2.1) obtendo a
equa¸c˜ao
u
t
− div(g(|∇u|)∇u) = I − u. (2.2.3)
Este termo for¸cante tem a propriedade de manter u(x, y, t) pr´oxima `a
imagem inicial I(x, y). Assim, a equa¸c˜ao (2.2.3) tem a vantagem de possuir um
estado estacion´ario n˜ao trivial, e isto exclui a necessidade de um processo de
sele¸c˜ao para o tempo de parada. Por outro lado, tem a desvantagem de n˜ao
eliminar satisfatoriamente os ru´ıdos de uma imagem.
A principal meta dos pesquisadores, no processo de elimina¸c˜ao de ru´ıdos
em imagens, ´e encontrar a melhor maneira de suavizar uma imagem ruidosa
sem que esta perca as informa¸c˜oes nas bordas. Diante deste ideal e baseados
na fundamenta¸c˜ao te´orica apresentada pelos modelos descritos anteriormente,
Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7] apresentaram, recentemente, um modelo, o
qual ser´a tratado na pr´oxima se¸c˜ao.
2.3 Modelo BBS
O modelo proposto por Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [7], ´e um dos
modelos matem´aticos apresentados para a elimina¸c˜ao de ru´ıdos e segmenta¸c˜ao
de imagens digitais via equa¸c˜ao de difus˜ao. Este modelo apresenta resultados
satisfat´orios uma vez que elimina ru´ıdos de uma imagem, efetuando suaviza¸c˜ao
intensa nas regi˜oes homogˆeneas e superﬁcial nas regi˜oes de contorno.
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Ele ´e descrito pela seguinte equa¸c˜ao parab´olica
u
t
= g|∇u|div

∇u
|∇u|

− λ(1 − g)(u − I) , (2.3.4)
x ∈ Ω, t > 0, λ constante,
em que
(i) I(x, y) representa a imagem original com ru´ıdo;
(ii) u(x, y, t) ´e a vers˜ao suavizada de I no instante t;
(iii) g = g(|∇(G
σ
∗u)|), tal que G
σ
´e um n´ucleo de convolu¸c˜ao (aqui, uma fun¸c˜ao
Gaussiana) e (∇(G
σ
∗ u)) ´e a estimativa local de ∇u usada para elimina¸c˜ao de
ru´ıdos. A fun¸c˜ao g(s) ≥ 0 ´e real, n˜ao-crescente, e satisfaz g(0) = 1 e g(s) → 0 `a
medida que s → ∞.
A primeira parcela do lado direito da equa¸c˜ao (2.3.4) representa o modelo
de Alvarez, Lions e Morel [1]. A segunda ´e formada pelo termo for¸cante (u −I),
sugerido por Nordstr¨om [17], multiplicado pelo termo regularizador λ(1 −g), que
´e denominado seletor de modera¸c˜ao. Esta parcela de (2.3.4) age de forma seletiva
recuperando as caracter´ısticas iniciais da imagem I com mais intensidade nas
regi˜oes de fronteira, visto que nessas regi˜oes g ≈ 0 o que implica em (1 − g) ≈
1. Por outro lado, nas regi˜oes homogˆeneas, g ≈ 1 de modo que (1 − g) ≈ 0
e, conseq¨uentemente, o termo for¸cante ser´a inexpressivo, o que possibilita uma
melhor suaviza¸c˜ao na imagem [22].
Deﬁnido o modelo, fazemos agora a discretiza¸c˜ao dos termos envolvidos
na equa¸c˜ao (2.3.4).
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2.3.1 Termo de Difus˜ao
Na equa¸c˜ao (2.3.4), o termo de difus˜ao ´e dado por
|∇u|div

∇u
|∇u|

.
Considerando que
∇u =

∂u
∂x
,
∂u
∂y

,
temos
|∇u| =

u
2
x
+ u
2
y
,
∇u
|∇u|
=

u
x

u
2
x
+ u
2
y
,
u
y

u
x
2
+ u
y
2

e
div

∇u
|∇u|

=
∂
∂x

u
x

u
2
x
+ u
2
y

+
∂
∂y

u
y

u
2
x
+ u
2
y

.
Logo, obtemos
|∇u|div

∇u
|∇u|

=

u
2
x
+ u
2
y

∂
∂x

u
x

u
2
x
+ u
2
y

+
∂
∂y

u
y

u
2
x
+ u
2
y

=

u
2
x
+ u
2
y

u
xx

u
2
x
+ u
2
y
− u
x
∂
∂x


u
x
2
+ u
y
2

u
2
x
+ u
2
y
+
u
yy

u
2
x
+ u
2
y
− u
y
∂
∂y


u
x
2
+ u
y
2

u
2
x
+ u
2
y

.
Ainda,
∂
∂x


u
2
x
+ u
2
y

=
1
2

u
2
x
+ u
2
y

−
1
2
(2u
x
u
xx
+ 2u
y
u
yx
)
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e
∂
∂y


u
2
x
+ u
2
y

=
1
2

u
2
x
+ u
2
y

−
1
2
(2u
x
u
xy
+ 2u
y
u
yy
) .
Assim,
|∇u|div

∇u
|∇u|

=

u
2
x
+ u
2
y
u
xx

u
2
x
+ u
2
y
− u
x

1
2
√
u
2
x
+u
2
y
(2u
x
u
xx
+ 2u
y
u
yx
)

u
2
x
+ u
2
y
+

u
2
x
+ u
2
y
u
yy

u
2
x
+ u
2
y
− u
y

1
2
√
u
2
x
+u
2
y
(2u
x
u
xy
+ 2u
y
u
yy
)

u
2
x
+ u
2
y
=
u
xx
(u
2
x
+ u
2
y
) − u
x
(u
x
u
xx
+ u
y
u
yx
)
u
2
x
+ u
2
y
+
u
yy
(u
2
x
+ u
2
y
) − u
y
(u
x
u
xy
+ u
y
u
yy
)
u
2
x
+ u
2
y
=
u
xx
u
2
x
+ u
xx
u
2
y
− u
2
x
u
xx
− u
x
u
y
u
yx
+ u
yy
u
2
x
+ u
yy
u
2
y
− u
y
u
x
u
xy
− u
2
y
u
yy
u
2
x
+ u
2
y
=
u
xx
u
2
y
− 2u
x
u
y
u
xy
+ u
yy
u
2
x
u
2
x
+ u
2
y
.
Logo,
|∇u|div

∇u
|∇u|

=
u
2
x
u
yy
− 2u
x
u
y
u
xy
+ u
2
y
u
xx
u
2
x
+ u
2
y
. (2.3.5)
A aproxima¸c˜ao das derivadas presentes em (2.3.5) ser´a desenvolvida atra-
v´es do m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas que apresentamos a seguir.
2.3.2 M´etodo de Diferen¸cas Finitas
No m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas, as derivadas existentes na equa¸c˜ao dife-
rencial de interesse s˜ao aproximadas utilizando-se uma expans˜ao truncada da s´erie
de Taylor. Assim, a equa¸c˜ao alg´ebrica resultante de tal aproxima¸c˜ao ´e expressa
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em termos dos valores da fun¸c˜ao inc´ognita em alguns pontos espec´ıﬁcos da malha
utilizada, chamados pontos nodais.
Como queremos aproximar uma fun¸c˜ao de duas vari´aveis, vamos usar
o Teorema 1.4 enunciado no cap´ıtulo anterior. Para tanto, consideremos uma
malha regular de passo h, tal que a vizinhan¸ca do ponto (x, y) ´e representada a
seguir:
Figura 2.1: Regi˜ao dos pontos vizinhos a (x, y).
Tomando n = 2 em (1.4.9), encontramos:
u(x + h, y) = u(x, y) + hu
x
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y) +
h
3
3!
u
xxx
(ξ
1
, y),
ξ
1
∈ (x, x + h), (2.3.6)
e
u(x − h, y) = u(x, y) − hu
x
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y) −
h
3
3!
u
xxx
(ξ
2
, y),
ξ
2
∈ (x − h, x). (2.3.7)
Subtraindo (2.3.7) de (2.3.6), obtemos:
u
x
(x, y) =
u(x + h, y) − u(x − h, y)
2h
+ O(h
2
). (2.3.8)
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Agora, tomando n = 3 em (1.4.9), temos:
u(x + h, y) = u(x, y) + hu
x
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y) +
h
3
3!
u
xxx
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
3
, y),
ξ
3
∈ (x, x + h), (2.3.9)
e
u(x − h, y) = u(x, y) − hu
x
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y) −
h
3
3!
u
xxx
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
4
, y),
ξ
4
∈ (x − h, x). (2.3.10)
Somando (2.3.9) e (2.3.10), obtemos:
u
xx
(x, y) =
u(x + h, y) − 2u(x, y) + u(x − h, y)
h
2
+ O(h
2
).
Analogamente, para n = 2, temos:
u(x, y + h) = u(x, y) + hu
y
(x, y) +
h
2
2!
u
yy
(x, y) +
h
3
3!
u
yyy
(x, η
1
),
η
1
∈ (y, y + h),
e
u(x, y − h) = u(x, y) − hu
y
(x, y) +
h
2
2!
u
yy
(x, y) −
h
3
3!
u
yyy
(x, η
2
),
η
2
∈ (y − h, y),
que implicam em
u
y
(x, y) =
u(x, y + h) − u(x, y − h)
2h
+ O(h
2
). (2.3.11)
E para n = 3 ,
u(x, y + h) = u(x, y) + hu
y
(x, y) +
h
2
2!
u
yy
(x, y) +
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
yyyy
(x, η
3
),
η
3
∈ (y, y + h),
e
u(x, y − h) = u(x, y) − hu
y
(x, y) +
h
2
2!
u
yy
(x, y) −
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
yyyy
(x, η
4
),
η
4
∈ (y − h, y),
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que implicam em
u
yy
(x, y) =
u(x, y + h) − 2u(x, y) + u(x, y − h)
h
2
+ O(h
2
).
Tamb´em,
u(x + h, y + h) = u(x, y) + hu
x
(x, y) + hu
y
(x, y) + h
2
u
xy
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y)
+
h
2
2!
u
yy
(x, y) +
h
3
3!
u
xxx
(x, y) +
h
3
2!
u
xxy
(x, y) +
h
3
2!
u
xyy
(x, y)
+
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
5
, η
5
) +
h
4
3!
u
xxxy
(ξ
5
, η
5
)
+
h
4
4
u
xxyy
(ξ
5
, η
5
) +
h
4
3!
u
xyyy
(ξ
5
, η
5
) +
h
4
4!
u
yyyy
(ξ
5
, η
5
),
ξ
5
∈ (x, x + h) e η
5
∈ (y, y + h);
u(x − h, y − h) = u(x, y) − hu
x
(x, y) − hu
y
(x, y) + h
2
u
xy
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y)
+
h
2
2!
u
yy
(x, y) −
h
3
3!
u
xxx
(x, y) −
h
3
2!
u
xxy
(x, y) −
h
3
2!
u
xyy
(x, y)
−
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
6
, η
6
) +
h
4
3!
u
xxxy
(ξ
6
, η
6
)
+
h
4
4
u
xxyy
(ξ
6
, η
6
) +
h
4
3!
u
xyyy
(ξ
6
, η
6
) +
h
4
4!
u
yyyy
(ξ
6
, η
6
),
ξ
6
∈ (x − h, x) e η
6
∈ (y − h, y);
u(x + h, y − h) = u(x, y) + hu
x
(x, y) − hu
y
(x, y) − h
2
u
xy
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y)
+
h
2
2!
u
yy
(x, y) +
h
3
3!
u
xxx
(x, y) −
h
3
2!
u
xxy
(x, y) +
h
3
2!
u
xyy
(x, y)
−
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
7
, η
7
) −
h
4
3!
u
xxxy
(ξ
7
, η
7
)
+
h
4
4
u
xxyy
(ξ
7
, η
7
) −
h
4
3!
u
xyyy
(ξ
7
, η
7
) +
h
4
4!
u
yyyy
(ξ
7
, η
7
),
ξ
7
∈ (x, x + h) e η
7
∈ (y − h, y);
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u(x − h, y + h) = u(x, y) − hu
x
(x, y) + hu
y
(x, y) − h
2
u
xy
(x, y) +
h
2
2!
u
xx
(x, y)
+
h
2
2!
u
yy
(x, y) −
h
3
3!
u
xxx
(x, y) +
h
3
2!
u
xxy
(x, y) −
h
3
2!
u
xyy
(x, y)
+
h
3
3!
u
yyy
(x, y) +
h
4
4!
u
xxxx
(ξ
8
, η
8
) −
h
4
3!
u
xxxy
(ξ
8
, η
8
)
+
h
4
4
u
xxyy
(ξ
8
, η
8
) −
h
4
3!
u
xyyy
(ξ
8
, η
8
) +
h
4
4!
u
yyyy
(ξ
8
, η
8
),
ξ
8
∈ (x − h, x) e η
8
∈ (y, y + h).
Logo,
u
xy
(x, y) =
1
4h
2

u(x + h, y + h) + u(x − h, y − h) − u(x − h, y + h)
− u(x + h, y − h)

+ O(h
2
).
Em resumo, para cada ponto no interior do intervalo onde a equa¸c˜ao
diferencial est´a deﬁnida, denotando por u
i,j
a aproxima¸c˜ao de u(x
i
, y
j
), temos as
seguintes aproxima¸c˜oes para as derivadas de primeira e segunda ordens:
u
x
(x
i
, y
j
) ≈
u
i+1,j
− u
i−1,j
2h
;
u
y
(x
i
, y
j
) ≈
u
i,j+1
− u
i,j−1
2h
;
u
xx
(x
i
, y
j
) ≈
u
i+1,j
− 2u
i,j
+ u
i−1,j
h
2
;
u
yy
(x
i
, y
j
) ≈
u
i,j+1
− 2u
i,j
+ u
i,j−1
h
2
;
u
xy
(x
i
, y
j
) ≈
1
4h
2

u
i+1,j+1
+ u
i−1,j−1
− u
i−1,j+1
− u
i+1,j−1

.
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2.3.3 Discretiza¸c˜ao da Fun¸c˜ao g(|∇(G
σ
∗ u)|)
A fun¸c˜ao g presente na equa¸c˜ao (2.3.4) ´e deﬁnida por:
g(|∇(G
σ
∗ u)|) =
1
1 + k|∇(G
σ
∗ u)|
2
, k constante.
E, para a fun¸c˜ao G, consideramos a seguinte deﬁni¸c˜ao:
Deﬁni¸c˜ao 2.1. Seja ρ : R
n
→ R. O espa¸co escala Gaussiano de ρ ´e uma fun¸c˜ao
T
ρ
: R
n
× R
+
→ R, dada por
T
ρ
(x, t) = ρ ∗ G
t
(x),
em que
G
t
(x) =
1
(2πat)
n
2
e
−(x
2
1
+...+x
2
n
)−µ
2at
´e a distribui¸c˜ao Gaussiana de dimens˜ao n com m´edia µ e variˆancia at, onde a ´e
uma constante positiva. O desvio-padr˜ao ´e σ =
√
at e x = (x
1
, x
2
, . . . , x
n
) ∈ R
n
.
O parˆametro t ´e chamado de escala.
Note que, tomando σ =
√
at, podemos escrever
G
σ
(x) =
1
(2πσ
2
)
n
2
e
−(x
2
1
+...+x
2
n
)−µ
2σ
2
.
A fun¸c˜ao T
ρ
(x, t) ser´a avaliada numericamente nos pontos de uma malha
regular de passo h e na sua implementa¸c˜ao num´erica ser´a usada a deﬁni¸c˜ao
seguinte para o produto de convolu¸c˜ao.
Deﬁni¸c˜ao 2.2. Sejam f , ρ ∈ SC
per
(2L), SC
per
(2L) o espa¸co das fun¸c˜oes sec-
cionalmente peri´odicas de per´ıodo 2L. A convolu¸c˜ao de f e ρ ´e a fun¸c˜ao
f ∗ ρ : R → R deﬁnida por
(f ∗ ρ)(x) =
1
2L

L
−L
f(t)ρ(x − t)dt. (2.3.12)
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Esse operador ´e linear, invariante por transla¸c˜oes e, impondo algumas
restri¸c˜oes aos sinais, a integral de convolu¸c˜ao converge.
Desde que a malha usada para as discretiza¸c˜oes dos termos envolvidos na
equa¸c˜ao diferencial do modelo BBS ´e deﬁnida sobre os n´umeros naturais, com
h = ∆x = ∆y = 1 um valor que ser´a esclarecido na Se¸c˜ao 3.1, o valor de L em
(2.3.12) ´e igual a 1. Assim, devemos calcular a convolu¸c˜ao das fun¸c˜oes f e ρ, em
uma vizinhan¸ca do ponto u
i,j
. Consideremos essa vizinhan¸ca como sendo a regi˜ao
dos pontos vizinhos a (x
i
, y
j
) dada pela Figura 2.1. Note que, para cada ponto
(x+ah, y +bh), a, b = −1, 0, 1, da ﬁgura, estamos associando o ponto (x
i+h
, y
j+k
),
k, h = −1, 0, 1.
Assim, o c´alculo do produto de convolu¸c˜ao em rela¸c˜ao ao ponto (x
i
, y
j
)
se d´a atrav´es do c´alculo da seguinte integral
(f ∗ ρ)(x
i
, y
j
) =
1
2

1
−1
1
2

1
−1
f(x
i
− x, y
j
− y)ρ(x, y) dx dy.
Usando a regra de Simpson para o c´alculo desta integral, conforme [22],
considerando f(x, y) = G
σ
(x, y) e ρ(x, y) = u(x, y), obtemos:
(G
σ
∗ u)(i, j) ≈
1
36

G
σ
(1, 1)u
i−1,j−1
+ G
σ
(−1, 1)u
i+1,j−1
+ G
σ
(1, −1)u
i−1,j+1
+ G
σ
(−1, −1)u
i+1,j+1
+ 16 G
σ
(0, 0)u
i,j
+ 4[G
σ
(0, 1)u
i,j−1
+ G
σ
(1, 0)u
i−1,j
+ G
σ
(−1, 0)u
i+1,j
+ G
σ
(0, −1)u
i,j+1
]

.
Seja (G
σ
∗ u)(x, y) = cv(x, y). Para o c´alculo das derivadas parciais de
primeira ordem de cv, utilizamos o procedimento an´alogo ao que foi usado para
encontrar (2.3.8) e (2.3.11). Assim,
∂cv(x, y)
∂x
≈
cv(x + 1, y) − cv(x − 1, y)
2
= d
1
e
∂cv(x, y)
∂y
≈
cv(x, y + 1) − cv(x, y − 1)
2
= d
2
.
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Ainda,
∇(G
σ
∗ u) =

∂cv
∂x
,
∂cv
∂y

e
|∇(G
σ
∗ u)| =


∂G
σ
∗ u
∂x

2
+

∂G
σ
∗ u
∂y

2

1
2
.
Logo, |∇(G
σ
∗ u)|
2
= d
2
1
+ d
2
2
.
Conseq¨uentemente, a fun¸c˜ao g ´e discretizada por
g(|∇(G
σ
∗ u)|) =
1
1 + k(d
2
1
+ d
2
2
)
, com k constante.
Na pr´oxima se¸c˜ao, tratamos da estabilidade do esquema num´erico uti-
lizado para a solu¸c˜ao do modelo BBS.
2.3.4 Estabilidade para o M´etodo de Euler Aplicado ao
Modelo BBS
Para a an´alise da estabilidade do m´etodo num´erico
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆tL(u
n
i,j
), com u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
),
aplicado ao modelo BBS, usamos a deﬁni¸c˜ao seguinte, que pode ser encontrada
em [3].
Deﬁni¸c˜ao 2.3. (Estabilidade L
∞
)
Um esquema num´erico ´e L
∞
- est´avel se para c ≤ u
n
(x) ≤ d tivermos
c ≤ u
n+1
(x) ≤ d, c e d n´umeros reais.
Denotando por ξ a dire¸c˜ao ortogonal a ∇u, podemos representar o termo
de difus˜ao (2.3.5) por
u
ξξ
= |∇u|div

∇u
|∇u|

.
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Seja θ tal que ξ = (−sen θ, cos θ).
Assim, podemos tomar
∇u
|∇u|
= (cos θ, sen θ).
Logo,
u
x
=

u
2
x
+ u
2
y
cos θ
e
u
y
=

u
2
x
+ u
2
y
sen θ .
A substitui¸c˜ao desses dois termos em (2.3.5) produz
u
ξξ
=
1
u
2
x
+ u
2
y
[(u
2
x
+ u
2
y
)cos
2
θ u
yy
− 2(u
2
x
+ u
2
y
)sen θ cos θ u
xy
+ (u
2
x
+ u
2
y
)sen
2
θ u
xx
] .
Logo,
u
ξξ
= sen
2
θ u
xx
− 2sen θ cos θ u
xy
+ cos
2
θ u
yy
.
Aproximando u
xx
, u
xy
e u
yy
pelas discretiza¸c˜oes desenvolvidas na se¸c˜ao
2.3.2, obtemos:
u
ξξ
= sen
2
θu
i+1,j
− 2sen
2
θu
i,j
+ sen
2
θu
i−1,j
−
1
2
sen θcos θu
i+1,j+1
−
1
2
sen θcos θu
i−1,j−1
+
1
2
sen θcos θu
i−1,j+1
+
1
2
sen θcos θu
i+1,j−1
+ cos
2
θu
i,j+1
− 2cos
2
θu
i,j
+ cos
2
θu
i,j−1
= −2u
i,j
+ sen
2
θu
i+1,j
+ sen
2
θu
i−1,j
+ cos
2
θu
i,j+1
+ cos
2
θu
i,j−1
−
1
2
sen θcos θu
i+1,j+1
−
1
2
sen θcos θu
i−1,j−1
+
1
2
sen θcos θu
i−1,j+1
+
1
2
sen θcos θu
i+1,j−1
=
1

k,l=−1
λ
k,l
u
i+k,j+l
.
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Assim, o esquema num´erico para a implementa¸c˜ao do modelo BBS torna-
se
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
λ
k,l
u
n
i+k,j+l
− λ(1 − g(u
n
i,j
))(u
n
i,j
− I
i,j
)∆t .
(2.3.13)
Propomos, ent˜ao, o seguinte teorema para a estabilidade deste esquema,
o qual baseia-se no resultado apresentado por Alvarez e Esclarin [2].
Teorema 2.1. Seja
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
λ
k,l
u
n
i+k,j+l
+ f(u
n
i,j
)∆t ,
com
f(u
n
i,j
) = −λ(1 − g(u
n
i,j
))(u
n
i,j
− I
i,j
)
tal que
|f(u
i,j
)| ≤ C se u
i,j
∈ [−b, b] .
Ent˜ao, ∀ M > b, temos que para valores pequenos de ∆t,
se ∀i, j, |u
n
i,j
| < M ⇒ |u
n+1
i,j
| ≤ M.
Demonstra¸c˜ao:
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
λ
k,l
u
n
i+k,j+l
+ f(u
n
i,j
)∆t
≤ b + g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
λ
k,l
u
n
i+k,j+l
+ f(u
n
i,j
)∆t .
Ent˜ao,
|u
n+1
i,j
| ≤ b + g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
|λ
k,l
||u
n
i+k,j+l
| + |f (u
n
i,j
)|∆t
< b + g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
|λ
k,l
|M + C∆t .
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Supondo que essa ´ultima express˜ao seja menor que M, temos:
b + C∆t < M

1 − g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
|λ
k,l
|

. (2.3.14)
Dividindo (2.3.14) por

1 − g(u
n
i,j
)∆t

1
k,l=−1
|λ
k,l
|

, obtemos
b + C∆t

1 − g(u
n
i,j
)∆t

1
k,l=−1
|λ
k,l
|

< M. (2.3.15)
Quando ∆t → 0, b ≤ M.
Logo, se ∆t ´e suﬁcientemente pequeno para (2.3.15) ser verdadeira, ent˜ao
|u
n+1
i,j
| ≤ M .
A passagem de (2.3.14) para (2.3.15), s´o ´e poss´ıvel se a condi¸c˜ao seguinte
for satisfeita:

1 − g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
|λ
k,l
|

> 0 .
Isso implica que
g(u
n
i,j
)∆t
1

k,l=−1
|λ
k,l
| < 1 ,
g(u
n
i,j
)∆t <
1

1
k,l=−1
|λ
k,l
|
.
Como
1

k,l=−1
|λ
k,l
| = 4 + 2|sen θcos θ|,
4 ≤
1

k,l=−1
|λ
k,l
| ≤ 5 .
Assim, temos
g(u
n
i,j
)∆t < 0.2 . (2.3.16)
Para que (2.3.16) seja sempre v´alida, basta tomarmos ∆t < 0.2.
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Resultados
Neste cap´ıtulo, apresentamos os resultados experimentais obtidos da im-
plementa¸c˜ao num´erica dos m´etodos de Euler, Runge-Kutta de quarta ordem,
Euler melhorado e Euler impl´ıcito quando aplicados ao mo delo BBS.
Consideramos, para teste, imagens sint´eticas e imagens da vida real. As
imagens originais utilizadas s˜ao de 256 x 256 pixeis e 256 grada¸c˜oes de cinza. A
implementa¸c˜ao num´erica foi realizada utilizando-se a linguagem de programa¸c˜ao
Fortran 95, e para a visualiza¸c˜ao das imagens, usamos o software Matlab.
Para obtermos a imagem inicial que ser´a reconstru´ıda, adicionamos um
certo ru´ıdo `a imagem original. Esse ru´ıdo foi determinado por um gerador
num´erico, de tal forma que a quantidade η(i, j) adicionada `a intensidade de cada
pixel da imagem original, fosse determinada a partir da rela¸c˜ao sinal-ru´ıdo (Signal
to Noise Ratio - SNR) desejada, expressa em decib´eis (dB) por
SNR =
Variˆancia da imagem original
Variˆancia da imagem com ru´ıdo
dB.
3.1 Implementa¸c˜ao Num´erica
A solu¸c˜ao num´erica da EDP (2.3.4) ´e enc ontrada atrav´es do m´etodo de
diferen¸cas ﬁnitas. Para a implementa¸c˜ao, consideramos a malha (veja Figura 2.1)
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espacial retangular (x
i
, y
j
), tal que x
i
= i∆x e y
j
= j∆y, i, j = 0, 1, . . . , 255, com
incrementos espaciais ∆x = ∆y.
Como mencionado anteriormente, estamos considerando uma imagem
como sendo uma matriz de dimens˜ao m x n, em que o valor de cada elemento
est´a associado `a tonalidade de cinza do pixel correspondente. A escala h cor-
responde ao espa¸camento espacial nas dire¸c˜oes horizontal e vertical. Como ess e
espa¸camento corresponde `a distˆancia entre os pixeis horizontais e verticais vizi-
nhos, tomamos essa distˆancia igual a 1, a qual corresponde a uma unidade de
pixel. Desta forma, consideramos, neste trabalho, h = 1.
O incremento temporal ´e ∆t > 0, tal que t
n
= n∆t, n = 0, 1, . . .. Assim,
u
n
i,j
= u(x
i
, y
j
, t
n
).
Agora, considerando
L(u) = g|∇u|div

∇u
|∇u|

− λ(1 − g)(u − I),
a aproxima¸c˜ao do modelo BBS, pelos m´etodos apresentados no Cap´ıtulo 1, ﬁca
na forma:
M´etodo de Euler
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆tL(u
n
i,j
), com u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
),
que ´e o mesmo m´etodo iterativo usado na implementa¸c˜ao num´erica dos modelos
para elimina¸c˜ao de ru´ıdos em imagens.
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M´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+
∆t
6
[L(u
n
i,j
) + 2L(u
n
1
i,j
) + 2L(u
n
2
i,j
) + L(u
n
3
i,j
)],
em que
u
n
1
i,j
= u
n
i,j
+
∆t
2
L(u
n
i,j
);
u
n
2
i,j
= u
n
i,j
+
∆t
2
L(u
n
1
i,j
);
u
n
3
i,j
= u
n
i,j
+ ∆t L(u
n
2
i,j
) e u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
).
M´etodo de Euler Melhorado
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+
∆t
2
[L(u
n
i,j
) + L(u
n
∗
+1
i,j
)],
onde
u
n
∗
+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆t L(u
n
i,j
) e u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
).
M´etodo de Euler Impl´ıcito
u
n+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆t L(u
n
∗
+1
i,j
),
com
u
n
∗
+1
i,j
= u
n
i,j
+ ∆t L(u
n
i,j
) e u
0
i,j
= I(x
i
, y
j
).
Para fazermos uma compara¸c˜ao entre os quatro m´etodos utilizados, plota-
mos o gr´aﬁco da linha 128 correspondente a cada imagem e deﬁnimos um tipo de
erro, o qual chamamos de erro m´edio (e
m
), dado pela express˜ao:
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e
m
=

m
i=0

m
j=0
|u
n
i,j
− u
∗
i,j
|
(m + 1) × (m + 1)
,
onde m = 255, u
n
i,j
´e a imagem reconstru´ıda e u
∗
i,j
´e a imagem original sem ru´ıdo.
Os valores adotados para as constantes a e k, presentes na equa¸c˜ao que
descreve o modelo, s˜ao tais que a ´e o desvio-padr˜ao da imagem inicial e k ´e uma
constante arbitr´aria que apresentou melhor resultado. E, embora obtivemos, para
a e stabilidade do m´etodo, ∆t < 0.2, n˜ao consideraremos apenas esse limite nos
testes realizados. Isto porque, para algumas imagens, ∆t maior produz imagens
semelhantes `as obtidas com ∆t menor, mas com menor tempo computacional.
Inicialmente, consideramos uma imagem sint´etica com SNR = −0.0263
e ∆t = 0.4.
Foram realizadas 159 itera¸c˜oes, com os seguintes valores:
k = 210121.4233222279, λ = 1, σ = 90.08585737861927 e a = 127.2438129862800.
Para cada m´etodo, encontramos os seguintes erros m´edios:
Euler: e
m
= 5.22843985616820;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 5.948650755610874;
Euler melhorado: e
m
= 5.474321007787193;
Euler impl´ıcito: e
m
= 5.179005933727841.
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Figura 3.1: Imagem original.
Figura 3.2: Imagem com ru´ıdo.
43




[image: alt]3.1. IMPLEMENTAC¸
˜
AO NUM
´
ERICA
Figura 3.3: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
Figura 3.4: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.5: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
Figura 3.6: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
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Agora, apresentamos os gr´aﬁcos da linha 128 correspondente `as imagens
anteriores.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
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A segunda ﬁgura, possui SNR = 0.0014 e ∆t = 0.4.
Foram realizadas 111 itera¸c˜oes, com os seguintes valores:
k = 46505.57385649140, λ = 1, σ = 63.33048888080454 e a = 89.63911267420528.
E obtemos os seguintes erros m´edios:
Euler: e
m
= 4.096510883162409;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 4.509617490448035;
Euler melhorado: e
m
= 4.084661623539079;
Euler impl´ıcito: e
m
= 3.672594790448563.
Figura 3.7: Imagem original.
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Figura 3.8: Imagem com ru´ıdo.
Figura 3.9: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
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Figura 3.10: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
Figura 3.11: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
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Figura 3.12: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
Em seguida, mostramos os gr´aﬁcos da linha 128 correspondente `as ima-
gens anteriores.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
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Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
Agora, consideremos uma ﬁgura da vida real, com SNR = 12.0426 e,
para esta ﬁgura, tomamos ∆t = 0.1.
Foram realizadas, para esta imagem, 25 itera¸c˜oes, com os seguintes
valores: k = 7077.553720200804, λ = 1, σ = 10.37141783464018 e
a = 42.69552226158050.
Para cada m´etodo, obtemos os erros m´edios:
Euler: e
m
= 4.497775147547864;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 4.517931662401200;
Euler melhorado: e
m
= 4.510952182176844;
Euler impl´ıcito: e
m
= 4.429115875183594.
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Figura 3.13: Imagem original.
Figura 3.14: Imagem com ru´ıdo.
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Figura 3.15: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
Figura 3.16: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.17: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
Figura 3.18: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
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E os respectivos gr´aﬁcos:
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
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A ﬁgura a seguir ´e uma imagem com SNR = −0.0383 e ∆t = 0.4.
Foram realizadas 48 itera¸c˜oes, com os seguintes valores:
k = 5970.839419211368, λ = 1, σ = 27.29261430995206 e a = 38.45556689192124.
E obtemos os seguintes erros m´edios:
Euler: e
m
= 1.679983885058301;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 2.143869706336979;
Euler melhorado: e
m
= 1.748939021845636;
Euler impl´ıcito: e
m
= 1.401804079263219.
Figura 3.19: Imagem original.
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Figura 3.20: Imagem com ru´ıdo.
Figura 3.21: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
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Figura 3.22: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
Figura 3.23: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
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Figura 3.24: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
Com respectivos gr´aﬁcos:
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
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Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
Agora, tomamos uma ﬁgura que possui SNR = 6.0220 e ∆t = 0.4.
Neste caso, foram realizadas 39 itera¸c˜oes, com os seguintes valores: k =
29937.97957656765, λ = 1, σ = 35.08812267991659 e a = 78.65666589492307.
E os erros m´edios obtidos foram:
Euler: e
m
= 4.527174779043410;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 4.937737484449915;
Euler melhorado: e
m
= 4.660082074507577;
Euler impl´ıcito: e
m
= 4.215887545839231.
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Figura 3.25: Imagem original.
Figura 3.26: Imagem com ru´ıdo.
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Figura 3.27: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
Figura 3.28: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3.29: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
Figura 3.30: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
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Cujos gr´aﬁcos est˜ao a seguir.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
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Por ´ultimo, tomamos outra imagem da vida real, cujo valor de SNR ´e
12.0549 e ∆t = 0.1.
Neste caso, foram realizadas 43 itera¸c˜oes, com os seguintes valores: k =
24431.39683519813, λ = 1, σ = 17.81368831680179 e a = 73.58842133105432.
E os erros m´edios obtidos foram:
Euler: e
m
= 9.433214689366467;
Runge-Kutta de quarta ordem: e
m
= 9.445927109400376;
Euler melhorado: e
m
= 9.435542847617956;
Euler impl´ıcito: e
m
= 9.451112463962772.
Figura 3.31: Imagem original.
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Figura 3.32: Imagem com ru´ıdo.
Figura 3.33: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler.
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Figura 3.34: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Runge-Kutta de quarta ordem.
Figura 3.35: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler melhorado.
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Figura 3.36: Reconstru¸c˜ao pelo m´etodo de Euler impl´ıcito.
E respectivos gr´aﬁcos:
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens original e com ru´ıdo.
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Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler e de
Runge-Kutta de quarta ordem, respectivamente.
Gr´aﬁco da linha 128 das imagens reconstru´ıdas pelos m´eto dos de Euler
melhorado e de Euler impl´ıcito, respectivamente.
3.2 Considera¸c˜oes Finais
Diante dos resultados apresentados na se¸c˜ao anterior, fazemos, aqui, al-
gumas observa¸c ˜oes.
Comparando as imagens reconstru´ıdas pela aplica¸c˜ao dos quatro m´etodos
considerados, veriﬁcamos que, para as imagens sint´eticas, os m´etodos de Euler e
de Euler impl´ıcito preservam melhor as tonalidades enquanto que para os m´etodos
de Euler melhorado e de Runge-Kutta de quarta ordem, as imagens apresentam
uma maior varia¸c˜ao nas tonalidades, o que pode ser observado pelo aparecimento
de um n´umero maior de manchas nas ﬁguras. Este fato pode ser visualizado,
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tamb´em, nos gr´aﬁcos correspondentes `a linha 128. Al´em disso, o menor erro
m´edio calculado, corresponde ao m´etodo de Euler impl´ıcito.
Agora, para a Figura 3.13 e Figura 3.31, que correspondem `as imagens
da vida real, a compara¸c˜ao atrav´es da visualiza¸c˜ao gr´aﬁca ´e mais dif´ıcil. Mas,
comparando os valores dos erros m´edios, veriﬁcamos que o obtido pelo m´etodo
de Euler impl´ıcito ´e o menor, no caso da Figura 3.13. Entretanto, o mesmo n˜ao
ocorre no caso da Figura 3.31.
A partir destes dados e de outros testes que realizamos para diferentes
imagens, percebemos que, de um modo geral, o m´etodo de Euler impl´ıcito a-
presenta uma pequena melhora quando comparado aos outros m´etodos testados.
Mas, n˜ao temos a pretens˜ao de garantir, no momento, que ele forne¸ca imagens
melhores, pois dispomos apenas de resultados experimentais. Al´em disso, veriﬁ-
camos que o tempo de execu¸c˜ao do programa que implementa este m´etodo ´e um
pouco maior do que o tempo gasto, por exemplo, para a execu¸c˜ao do m´etodo de
Euler.
Este trabalho teve por objetivo veriﬁcar o comportamento de diferentes
m´etodos num´ericos aplicados `a resolu¸c˜ao do problema (2.3.4), que representa a
elimina¸c˜ao de ru´ıdos em imagens digitais, e propor um resultado sobre a estabi-
lidade do esquema num´erico (2.3.13).
Gostar´ıamos de mencionar a possibilidade de darmos prosseguimento a
estes estudos, principalmente no que se refere `a parte te´orica, para que, junta-
mente com os resultados experimentais, possamos tirar conclus˜oes mais precisas
e, possivelmente, obter resultados melhores.
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