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Men wanted for hazardous journey. Low rages, bitter cold, long months of complete darkness,

isolation and starvation, constant danger, safe return doubtful.1

Ernest Shackleton

I was stunned, I was knocked o� my chair, I was overwhelmingly depressed. . .

Leonard Susskind

1Em 29 de dezembro de 1913, an�uncio de um jornal britânico, convocando volunt�arios para viagem ao P�olo Sul.

Mais de cinco mil inscritos, dentre os quais três mulheres.
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Resumo

Investigamos generaliza�c~oes das �algebras de Cli�ord (ACs) e suas vastas aplica�c~oes na F��sica. Clas-

si�camos o mais novo candidato �a descri�c~ao da mat�eria escura como um campo espinorial bandeira,

que pertence �a classe 5 proposta por Lounesto, de acordo com os valores assumidos pelos seus

covariantes bilineares. Decompomos a AC em partes �-pares e �-��mpares relativas a uma dada

�-gradua�c~ao autom�or�ca interna, al�em de descrever suas diversas conseq�uências na decomposi�c~ao

de operadores que agem sobre a �algebra exterior e sobre a AC. Al�em de escrever a equa�c~ao de Dirac

no contexto dessa decomposi�c~ao, estendemos os resultados conhecidos sobre uma part��cula-teste nas

vizinhan�cas de um buraco negro de Schwarzschild para um buraco negro de Reissner-Nordstr�m.

Introduzimos as ACs estendidas, constru��das sobre duas c�opias (quiral e aquiral) de um espa�co ve-

torial de dimens~ao �nita munido de uma m�etrica de assinatura (p; q). Formulamos a AC sobre uma

c�opia quiral do contraespa�co, mostrando propriedades surpreendentes, tais como: a inde�ni�c~ao do

elemento de volume do contraespa�co sob o produto regressivo, com a possibilidade de ele ser um

escalar ou pseudoescalar, dependendo da dimens~ao do espa�co vetorial; e o fato de que a co-cadeia

de de Rham do operador codiferencial ser formada por uma seq�uência de subespa�cos homogêneos

da �algebra exterior subseq�uentemente quirais e aquirais. Dessa maneira provamos que a �algebra

exterior sobre o espa�co e aquela constru��da sobre o contraespa�co s~ao apenas pseudo-duais ao in-

troduzirmos quiralidade. A super�algebra de Poincar�e �e obtida a partir da introdu�c~ao de algumas

estruturas alg�ebricas sobre o espa�co euclidiano R3 , a partir da utiliza�c~ao de spinors puros e do

Princ��pio da Trialidade juntamente com sua generaliza�c~ao. Introduzimos os octonions no contexto

das ACs e de�nimos unidades octoniônicas parametrizadas por elementos arbitr�arios, mas �xos, de

uma AC sobre R0;7 e tamb�em produtos octoniônicos entre multivetores, al�em de generalizarmos

as identidades de Moufang para esse formalismo. O Modelo Padr~ao das part��culas elementares �e

rediscutido nesse contexto, al�em de obtermos uma Teoria de Calibre n~ao-associativa em C`0;7, onde
o campo espinorial �e dado pela soma direta de um quark e um l�epton. Finalmente introduzimos

as isotopias, associativas e n~ao-associativas, das ACs e em particular a simetria de sabor SU(6) dos

quarks se apresenta como uma simetria exata dentro do contexto do levantamento isot�opico da AC

C`12. B�arions e m�esons tamb�em s~ao descritos nesse contexto.
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Abstract

We investigate Cli�ord algebras (ACs) generalizations and their wide applications in Physics. The

candidate for the description of the dark matter is classi�ed as a agpole spinor �eld, that is in

the class 5 spinors proposed by Lounesto according to his spinor �eld classi�cation by the values

assumed by their bilinear covariants. The AC is split in �-even and �-odd components, related to

a given inner automorphic �-grading, besides describing various consequences of this decomposi-

tion in the splitting of operators acting on the exterior and Cli�ord algebras. Besides writing the

Dirac equation in the spacetime splitting context, we extend the well known results concerning a

spinning test particle in a Schwarzschild black hole neighboorhood to a Reissner-Nordstr�m black

hole. We also introduce the extended ACs associated with two copies (chiral and achiral) of a �nite-

dimensional vector space endowed with a metric of signature (p; q). ACs are formulated on a chiral

copy of the counterspace, where we show astounding and astonishing properties such as: the de

Rham co-chain associated with the codi�erential operator is constituted by a sequence of exterior

algebra homogeneous subspaces subsequently chiral and achiral. Thus we prove that the exterior

algebra on the space and the exterior algebra constructed on the counterspace are pseudoduals, if we

introduce chirality. The Poincar�e superalgebra is obtained from the introduction of some algebraic

structures on the Euclidean space R3 , via the pure spinor formalism and the triality principle and

its generalization. Octonions are introduced in the context of ACs and we de�ne AC-parametrized

octonionic units, besides generalizing Moufang identities in this context. The Standard Model of

elementary particles is revisited in the octonionic context and we also obtain a gauge theory using

the new octonionic products introduced, where a spinor �eld describes the direct sum of a quark and

a lepton. Finally we introduce associative and non-associative isotopies of ACs. In particular we

present the avor quark symmetry SU(6) as an exact symmetry in the C`12 isotopic lifting context.
Barions and mesons are also described via isotopic lifting of ACs.
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Introdu�c~ao

V�arios formalismos matem�aticos, al�em das suas diversas aplica�c~oes tanto na descri�c~ao quanto no

desenvolvimento de teorias f��sicas, podem ser constru��dos a partir das �algebras de Cli�ord (ACs).
�E nesse intuito que se baseia o paradigma da presente tese. Sua motiva�c~ao principal �e a de que, no

contexto das ACs, os formalismos e as teorias f��sicas desenvolvidas e apresentadas s~ao formuladas

de maneira uni�cada em um �unico cen�ario alg�ebrico e geom�etrico. Tal apresenta�c~ao nos serve

para indicar alguns m�etodos para testar o pr�oprio formalismo matem�atico desenvolvido e tamb�em

na investiga�c~ao de diversos t�opicos em F��sica Te�orica, al�em de um entendimento mais profundo e

completo de determinadas teorias f��sicas, tais como Teoria Quântica de Campos (TQC), Relatividade

Geral, Eletromagnetismo, Mecânica Quântica Relativ��stica e Supersimetria, dentre outros a serem

abordados nos cinco cap��tulos que se seguem. Cada um desses cap��tulos �e auto-contido, e tem uma

introdu�c~ao pr�opria, onde s~ao abordados a motiva�c~ao f��sica-alg�ebrica-geom�etrica al�em do que ser�a

exposto no decorrer do cap��tulo. A proposta geral desta Tese de Doutoramento �e, em cada um dos

cap��tulos, generalizar as �algebras de Cli�ord e/ou alguns de seus aspectos no contexto da geometria

do espa�co sobre o qual a AC �e constru��da, e posteriormente mostrar as imediatas aplica�c~oes �a F��sica,

decorrentes do formalismo previamente desenvolvido. Introduzimos novos formalismos onde, do

ponto de vista matem�atico, em particular,

� Generalizamos o produto de Cli�ord.

� De�nimos as �algebras exterior, de Grassmann e de Cli�ord quirais.

� Introduzimos as �algebras de Cli�ord constru��das sobre a soma direta de um espa�co vetorial

com sua c�opia quiral.

� De�nimos o complexo de de Rham quiral, mostrando que em rela�c~ao ao produto exterior dual

(produto regressivo) a co-cadeia de de Rham apresenta uma seq�uência de subespa�cos quirais

e aquirais da �algebra exterior, subseq�uentemente alternados.

� Constru��mos toda a teoria da decomposi�c~ao local do espa�co-tempo em in�nitas fatias espaciais

(is�ocronas) generalizando-a para o contexto das ACs. Ilustramos suas conseq�uências imediatas

na decomposi�c~ao dos operadores diferencial e codiferencial, operador de Dirac, derivada de

Lie e operador dual de Hodge. Al�em disso acelera�c~ao, vorticidade, expans~ao e cisalhamento

1
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associados ao campo tipo-tempo, que de�ne unicamente a decomposi�c~ao, s~ao apresentados e

vinculados por equa�c~oes diferenciais advindas de propriedades geom�etricas e alg�ebricas.

� Generalizamos o produto octoniônico de maneira a introduzirmos as corretas transforma�c~oes

de campos fermiônicos e bosônicos sobre a esfera S7, no contexto geral das ACs. As novas

unidades octoniônicas constru��das s~ao parametrizadas por um elemento arbitr�ario de uma AC

constru��da sobre o espa�co vetorial R0;7 .

� Apresentamos as q-deforma�c~oes no contexto dos levantamentos isot�opicos de estruturas alg�ebricas,

trazendo amplas aplica�c~oes em TQCs.

� Introduzimos as ACs admiss��veis, resultantes do levantamento isot�opico de ACs usuais, e con-

seq�uentemente os levantamentos isot�opicos de SU(n), dentro de C`2n.

Embora a introdu�c~ao correspondente �a primeira se�c~ao de cada cap��tulo traga informa�c~oes com

maiores detalhes, apresentamos a seguir os resultados originais mais relevantes que se encontram em

cada um deles.

No Cap. (1) apresentamos as preliminares alg�ebricas sobre �algebras de Cli�ord e spinors, onde

introduzimos a �algebra de Grassmann, representa�c~oes, a classi�ca�c~ao de todas as ACs via Teorema

da Periodicidade, o grupo Spin, e a classi�ca�c~ao de Lounesto dos spinors de acordo com os valores

assumidos pelos seus covariantes bilineares. Nesse contexto, classi�camos o mais novo candidato �a

descri�c~ao da mat�eria escura como um campo espinorial de classe 5 [Lou93, Lou94, Lou02]. J�a que

todos os campos espinoriais, associados a algum campo fermiônico sobre o espa�co de Minkowski,

s~ao elementos dos espa�cos que carregam respectivamente as representa�c~oes D(1=2;0) � D(0;1=2) ou

D(1=2;0), ou D(0;1=2) de SL(2; C ), todos eles pertencem a alguma das seis classes encontradas por

Lounesto em sua teoria de classi�ca�c~ao dos campos espinoriais. Nosso resultado se baseia no forma-

lismo desenvolvido por D. V. Ahluwalia-Khalilova e D. Grumiller, que introduziram recentemente o

Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperator (ELKO) [Ahl04]. O ELKO, apesar de ser apresen-

tado como um novo f�ermion descrito por um campo espinorial que no limite de baixas energias se

comporta como uma representa�c~ao do grupo de Lorentz, do ponto de vista alg�ebrico pertence junta-

mente com o campo espinorial de Majorana a uma classe maior de campo espinoriais, os chamados

campos espinoriais bandeira2, que n~ao satisfazem a equa�c~ao de Dirac.

No Cap. (2) gradua�c~oes arbitr�arias de �algebras de Cli�ord s~ao apresentadas, e as utilizamos

para generalizar a decomposi�c~ao do espa�co-tempo em uma superposi�c~ao de in�nitas fatias espaci-

ais, cada uma em um tempo �xo, correspondendo a um processo de folhea�c~ao. Baseados em uma

Z2-gradua�c~ao induzida por um automor�smo interno de C`p;q, decompomos o operador de Dirac em
componentes paralela [�-par, espacial] e ortogonal [�-��mpar, temporal], mostrando como cada uma

das componentes est�a relacionada �a derivada de Lie ao longo do vetor-decomposi�c~ao e ao bivetor-

decomposi�c~ao momento angular. Proje�c~oes ortogonais e paralelas ao espa�co is�ocrono s~ao intro-

duzidas, via automor�smos internos induzidos por campos multivetoriais, ao inv�es de simplesmente

campos vetoriais, generalizando ainda mais o formalismo at�e ent~ao apresentado. Algumas aplica�c~oes

2Flagpole spinor �elds.
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f��sicas s~ao descritas em detalhes, como, por exemplo, as transforma�c~oes de Lorentz no contexto da

decomposi�c~ao do espa�co-tempo de Minkowski (ETM), a cinem�atica relativ��stica, a equa�c~ao de Dirac

para uma �-gradua�c~ao associada �a decomposi�c~ao do espa�co-tempo atrav�es de automor�smos inter-

nos e a dedu�c~ao das leis de evolu�c~ao para a massa e o spin de uma part��cula-teste nas vizinhan�cas de

uma singularidade cuja geometria pode ser representada atrav�es da m�etrica de Reissner-Nordstr�m.

O formalismo desenvolvido �e v�alido para qualquer variedade (p + q)-dimensional. Tal formalismo

apresentado �e independente de coordenadas e os desenvolvimentos alg�ebricos possuem no Cap. (2)

algumas aplica�c~oes f��sicas decorrentes, como por exemplo a obten�c~ao das equa�c~oes de Maxwell no

contexto da decomposi�c~ao do espa�co-tempo (Sec. (2.14)) juntamente com as transforma�c~oes de Lo-

rentz dos campos el�etrico e magn�etico no presente contexto (Secs. (2.15, 2.16)), a investiga�c~ao das

leis de evolu�c~ao para uma part��cula-teste com spin nas vizinhan�cas de um buraco-negro de Reissner-

Nordstr�m (Sec. (2.17)) e a mecânica quântica relativ��stica, mais especi�camente a equa�c~ao de Dirac

no contexto da decomposi�c~ao usada. (Sec. (2.18)). Nessa �ultima se�c~ao a equa�c~ao de Dirac �e escrita

para a decomposi�c~ao �( ) = n n�1. Algumas propriedades alg�ebricas e geom�etricas not�aveis s~ao

apresentadas ao longo do texto.

No Cap. (3) apresentamos o conceito de quiralidade associado �as formas diferenciais e cons-

tru��mos a AC sobre um espa�co vetorial que consiste na soma direta de um espa�co vetorial e de sua

c�opia quiral canonicamente isomorfa. As �algebras exterior, de Grassmann e de Cli�ord s~ao ent~ao in-

troduzidas nesse contexto, de onde surge o formalismo adequado para a descri�c~ao das transforma�c~oes

conformes e twistors, pois ao considerarmos V ' Rp;q , cada um dos objetos que age sobre V � �V

mostra ser um elemento de C`p+1;q+1, a AC sobre Rp+1;q+1 , onde essa �ultima �e a �algebra de Cli�ord

estendida sobre Rp;q . O car�ater dual de uma AC �e de�nido a partir do conceito de contraespa�co,

intimamente ligado ao produto regressivo [Cdt00, Cot00, Hes91b]. Dualidades e codualidades entre o

espa�co e o contraespa�co s~ao introduzidas a partir do operador de Hodge, a partir do qual estabelece-

mos o car�ater dual dos operadores de contra�c~ao, de�nidos no espa�co e no contraespa�co. Investigamos

tamb�em as ACs hiperb�olicas, juntamente com as co-cadeias de de Rham no espa�co e no contraespa�co.

De�nimos o operador codiferencial em termos do produto regressivo e subseq�uentemente veri�ca-

mos que o laplaciano de Hodge-de Rham �e corretamente de�nido tamb�em neste contexto como o

anticomutador entre os operadores diferencial e codiferencial. A teoria eletromagn�etica utilizando

as formas quirais �e descrita em meios materiais, onde o tensor constitutivo �e introduzido a partir do

operador de Hodge quiral. Ap�os introduzirmos as equa�c~oes de onda generalizadas para os potenci-

ais, campos e excita�c~oes em meios lineares, descrevemos o tensor constitutivo, para qualquer meio

linear, em termos da m�etrica do espa�co-tempo. Uma m�etrica efetiva do espa�co-tempo �e usada para

a investiga�c~ao do problema da propaga�c~ao da luz em meios cristalinos a partir da propaga�c~ao da luz

no v�acuo. A super�algebra de Poincar�e (SAP) �e derivada a partir de uma generaliza�c~ao do Princ��pio

da Trialidade, onde mostramos como a SAP emerge de uma maneira natural a partir da geometria

do espa�co-tempo, sem qualquer necessidade de conceitos f��sicos possivelmente envolvidos, embora

tais conceitos sirvam para nos motivar e dar rumo �a nossa via de pesquisa.

No Cap. (4) a �algebra dos octonions �e utilizada para obtermos a generaliza�c~ao do produto-X ,

apresentado originalmente em [Ced95] para de�nir corretamente as regras de transforma�c~ao dos
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campos bosônicos (vetores) e fermiônicos (spinors) sobre a esfera S7. Fazemos uso da de�ni�c~ao

de uma estrutura de �algebras de Cli�ord para as aplica�c~oes-� e do fornecimento de uma estrutura

alg�ebrica necess�aria e su�ciente para se de�nir os produtos-� e -�� (�; � 2 C`p;q), que naturalmente
s~ao usados para generalizar respectivamente o produto-X e o produto-XY , onde X;Y 2 O e X;Y 2
S7. Apresentamos tamb�em as opera�c~oes-��, �uteis para expressar os produtos de�nidos de uma

maneira bem espec���ca e simples. A partir disso o Modelo Padr~ao das part��culas elementares �e

proposto de uma maneira bem natural, onde os spinors que descrevem as part��culas s~ao elementos

de C 
 H 
 O1;� . Al�em disso as dimens~oes extras do formalismo desaparecem de maneira natural,

ao se utilizar as proje�c~oes redutivas. Finalmente propomos um modelo para teorias de calibre n~ao-

associativas em espa�cos de oito dimens~oes, onde o campo espinorial �e a soma direta das fun�c~oes de

onda que descrevem um quark e um l�epton, no contexto da AC sobre o espa�co R0;7 .

No Cap. (5) introduzimos os levantamentos isot�opicos das ACs, cuja motiva�c~ao f��sica foi ori-

ginalmente a de mapear teorias lagrangianas lineares e locais em teorias mais gerais, n~ao-lineares,

n~ao-locais e n~ao-lagrangianas. Essas �ultimas recuperam o car�ater linear, local e lagrangiano da

teoria original, se formuladas em um isoespa�co. As isotopias de �algebras possuem correspondência

direta com as q-deforma�c~oes de estruturas alg�ebricas [Kli93], �as quais s~ao completamente equivalen-

tes. Nossa proposta �e apresentar os conceitos isot�opicos no contexto das �algebras de Cli�ord, cuja

estrutura �e herdada atrav�es das ent~ao j�a de�nidas aplica�c~oes-�. Mostramos como obter a simetria

exata do isospin nuclear SU(2) no espa�co isot�opico associado, onde o pr�oton e o nêutron têm a

mesma massa, a partir da introdu�c~ao de uma deforma�c~ao no espa�co que carrega a representa�c~ao

fundamental do grupo Spin+(3) ' SU(2). Os operadores de massa e carga el�etrica s~ao tamb�em

erigidos a partir dessa deforma�c~ao. Uma outra aplica�c~ao concerne a descri�c~ao da simetria de sa-

bor entre os quarks u; d e s como uma simetria tamb�em exata, no is�otopo de SU(3) constru��do

atrav�es do levantamento isot�opico de C`1;3(C ). Ap�os introduzirmos as isomatrizes de Gell-Mann,

investigamos o comportamento de alguns operadores sobre o espa�co que carrega a representa�c~ao

fundamental isot�opica de SU(3). Mais geralmente, a �m de que os seis quarks exibam uma simetria

de sabor exata enquanto componentes de um elemento do espa�co de representa�c~ao do grupo SU(6)

isot�opico, e conseq�uentemente tenham a mesma massa no espa�co isot�opico, constru��mos a �algebra de

Lie isot�opica a su(6) dentro do levantamento isot�opico de C`12;0. Mais geralmente o levantamento

isot�opico de SU(n) dentro de uma �algebra de Cli�ord isot�opica C`2n;0 �e constru��do. Mostramos que

as massas dos quarks s~ao respons�aveis pela deforma�c~ao da estrutura alg�ebrica associada �a geometria

do espa�co-tempo. Toda a investiga�c~ao feita no Cap. (3) acerca do eletromagnetismo (EM) para

meios lineares �e reduzido ao EM no v�acuo, mediante uma isotopia apropriada.

Quais s~ao os principais resultados originais desta tese?

1. Classi�camos o mais novo candidato �a descri�c~ao da mat�eria escura como um campo espinorial

de classe 5, de acordo com a classi�ca�c~ao de Lounesto de todos os campos espinoriais associ-

ados ao �brado de spin-Cli�ord sobre R1;3 . Tal classi�ca�c~ao alg�ebrica �e baseada nos valores

assumidos pelos covariantes bilineares associados, nas identidades de Fierz, nos agregados e

boomerangs. Provamos que do ponto de vista alg�ebrico o ELKO pertence juntamente com o
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campo espinorial de Majorana a uma classe maior de campo espinoriais: os campos espinori-

ais bandeira, que correspondem �a classe 5, segundo a classi�ca�c~ao de Lounesto. A pedido de

D. V. Ahluwalia-Khalilova investigamos seu resultado �a luz do formalismo de Lounesto, e a

dinâmica do ELKO, que n~ao satisfaz a equa�c~ao de Dirac, est�a sendo investigada em conjunto

no momento. Mostramos ainda que o spinor de Majorana, assim como qualquer outro spinor

que seja classi�cado como um spinor de classe 5, possui diferentes autovalores do operador de

helicidade quando aplicado em cada um de seus 2-campos espinoriais.

2. A super�algebra de Poincar�e (SAP) �e introduzida exclusivamente a partir da generaliza�c~ao

do Princ��pio da Trialidade e spinors puros. Os resultados de Crumeyrolle s~ao estendidos a

�m de que o Princ��pio da Intera�c~ao por ele proposto seja naturalmente adaptado �a descri�c~ao

da parte translacional da SAP. Todo o formalismo �e, apesar da introdu�c~ao de estruturas

alg�ebricas, desenvolvido sobre a complexi�ca�c~ao de R3 , sem a utiliza�c~ao de dimens~oes extras.

O superespa�co �e constru��do unicamente sobre o espa�co euclidiano R3 .

3. Generaliza�c~oes de �algebras de Cli�ord: surge o formalismo adequado para a descri�c~ao das

transforma�c~oes conformes e twistors, pois mostramos que a AC estendida constru��da sobre

Rp;q �e exatamente a �algebra de Cli�ord C`p+1;q+1, que �e a AC associada a Rp+1;q+1 . Al�em

disso provamos que as m�etricas que assumem valores quirais e aquirais s~ao identicamente nulas,

outrossim podemos provar que Rp;q seria um espa�co vetorial isotr�opico.

4. Enunciamos e provamos uma proposi�c~ao que a�rma que o elemento de volume associado ao

contraespa�co �e escalar ou pseudoescalar, dependendo se a dimens~ao do espa�co em quest~ao for

respectivamente par ou��mpar. Nesse sentido o fato de que a unidade da AC, interpretada como

sendo o elemento de volume do contraespa�co, troca ou n~ao de sinal depende exclusivamente

da dimens~ao do espa�co.

5. A co-cadeia de de Rham gerada pela a�c~ao do operador codiferencial, em rela�c~ao ao produto

exterior dual (produto regressivo) apresenta uma seq�uência de subespa�cos quirais e aquirais

da �algebra exterior, subseq�uentemente alternados. Esse resultado �e uma surpresa, j�a que a

dualidade entre as �algebras exteriores associadas ao espa�co e contraespa�co no contexto quiral �e

irregular, no sentido de que, tomando-se a dualidade da �algebra exterior do espa�co, obtemos a

�algebra exterior do contraespa�co, mas o processo inverso produz a �algebra exterior do espa�co,

cujos subespa�cos homogêneos pares [��mpares] s~ao quirais [aquirais] dependendo da dimens~ao

do espa�co vetorial original (veja eq.(3.76)). Ao introduzirmos a quiralidade na �algebra exterior

a dualidade �e apenas uma pseudo-dualidade.

6. Todos os produtos que se utilizam de vetores em S7 e octonions, usados na descri�c~ao das

leis de transforma�c~ao de campos bosônicos e fermiônicos sobre a esfera S7, s~ao generalizados

de maneira a englobar multivetores. De�nimos unidades octoniônicas parametrizadas por

elementos arbitr�arios de uma AC, o que generaliza a de�ni�c~ao de octonions.
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7. De�nimos produtos n~ao-associativos entre octonions e multivetores, e tamb�em produtos n~ao-

associativos entre multivetores. Extens~oes de �algebras octoniônicas s~ao obtidas a partir dos

novos produtos de�nidos.

8. O Modelo Padr~ao �e rediscutido e introduzido a partir desse novo formalismo, generalizando

o formalismo de Dixon [Dix83, Dix84, Dix86, Dix90b, Dix94a, Dix90a, Dix94b, Dix95, Dix04]

para as novas unidades octoniônicas parametrizadas por multivetores. As matrizes de Gell-

Mann s~ao escritas a partir da a�c~ao dessas unidades em uma dada base que corresponde aos

quarks coloridos. Proje�c~oes s~ao utilizadas para se eliminar as dimens~oes redundantes da teoria.

9. Propomos ainda uma teoria de calibre em C`0;7 'M(8; C ), no contexto do produto octoniônico

generalizado. Os campos espinoriais do formalismo s~ao os mesmos daqueles propostos em

[Tra01, Tra99].

10. A 2-forma de vorticidade, a acelera�c~ao, o tensor de expans~ao e de cisalhamento associados

�a geometria induzida pela decomposi�c~ao do espa�co-tempo s~ao apresentados no contexto da

decomposi�c~ao do espa�co-tempo, e al�em disso tamb�em obtemos duas equa�c~oes diferenciais de

v��nculo para a 2-forma de vorticidade, e mais geralmente equa�c~oes diferenciais de v��nculo entre

a 2-forma de vorticidade e um elemento arbitr�ario de C`p;q.

11. As equa�c~oes de Dixon-Soriau-Papapetrou s~ao usadas no contexto das ACs para deduzir-

mos as leis de evolu�c~ao para a massa e o spin de uma part��cula-teste nas vizinhan�cas de

uma singularidade cuja geometria pode ser representada atrav�es da m�etrica de Reissner-

Nordstr�m. Esses resultados est~ao fortemente relacionados �a transforma�c~ao de um buraco-

negro para uma singularidade nua. Generalizamos os resultados obtidos por Khriplovich e

Pomeransky [Khr96, Khr98, Gem00], sobre a m�etrica de Schwarzschild, para a m�etrica de

Reissner-Nordstr�m. Assim todos os resultados sobre a investiga�c~ao de uma part��cula-teste

com spin em uma vizinhan�ca de um buraco-negro neutro s~ao obtidos agora para um buraco-

negro eletricamente carregado.

12. Escrevemos a equa�c~ao de Dirac associada �a �-gradua�c~ao baseada em campos de 1-formas

n = n(x) dada por �( ) = n n�1 de maneira mais simples que outras descri�c~oes at�e agora

apresentadas, baseadas nas diversas representa�c~oes (padr~ao, quiral e de Majorana) de C
C`1;3 .

13. A unidade da �algebra de Cli�ord isot�opica n~ao �e mais o elemento 1, mas um elemento �

arbitr�ario, por�em �xo, da AC.

14. Formulamos as �algebras isot�opicas n~ao-associativas, e tamb�em as isotopias da �algebra exterior,

de maneira que as contra�c~oes isot�opicas e produto exterior isot�opico possam ser de�nidos

precisamente.

15. O levantamento isot�opico do grupo SU(n) �e efetuado com base na estrutura alg�ebrica da AC

C`2n, e tamb�em as isotopias de SU(2) e SU(3) s~ao geradas no contexto das ACs C`3;0 e C`1;3(C )
respectivamente.
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16. Descrevemos as simetrias hadrônicas de sabor SU(2), SU(3) e SU(6), associadas aos quarks,

como simetrias exatas, ao serem consideradas no contexto dos levantamentos isot�opicos das

ACs.

17. Mostramos como no contexto do isoespa�co as massas dos quarks s~ao as `vari�aveis' dos parâmetros

de deforma�c~ao da isounidade da �algebra de Cli�ord admiss��vel C`1;3(C ) que usamos para cons-
truir o grupo SU(3) isot�opico, e tamb�em da unidade de C`12;0, usada para construir o levan-

tamento isot�opico do grupo de simetria de sabor SU(6). Assim as massas dos quarks s~ao

respons�aveis pelo levantamento isot�opico das ACs e de suas estruturas associadas.

18. A teoria eletromagn�etica em meios lineares �e completamente descrita como sendo o eletro-

magnetismo no v�acuo, onde o espa�co em quest~ao �e o isoespa�co, juntamente com todas as

estruturas alg�ebricas e geom�etricas que s~ao envolvidas no levantamento isot�opico do espa�co.

Portanto o eletromagnetismo em qualquer meio material �e descrito como sendo no v�acuo, ao

considerarmos a teoria descrita em um espa�co isot�opico.
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Cap��tulo 1

�Algebras de Cli�ord e Spinors

1.1 Preliminares

Considere um espa�co vetorial V de dimens~ao �nita n sobre um corpo1 F, de agora em diante escolhido

como sendo R (reais) ou C (complexos). Escolha arbitrariamente uma base fe1; e2; : : : ; eng para V .
Dessa maneira, podemos escrever um elemento gen�erico v 2 V como v = viei, onde est�a impl��cita

a conven�c~ao da somat�oria de Einstein.

A todo espa�co vetorial V est�a naturalmente associado o espa�co dual de V , denotado por V �,

cujos elementos s~ao funcionais lineares � : V ! F (tamb�em denominados covetores). Podemos

ver que o espa�co V � �e de fato um espa�co vetorial, ao de�nirmos a soma de covetores atrav�es de

(� + �)(v) = �(v) + �(v) e a multiplica�c~ao por escalar atrav�es de (a�)(v) = a�(v), a 2 F. De�na
os covetores ei (i = 1; : : : ; n) a partir de sua a�c~ao em elementos de V como

ei(ej) = Æij =

(
1; quando i = j;

0; quando i 6= j:
(1.1)

Segue-se que os covetores feig formam uma base para V �. As coordenadas de um covetor arbitr�ario

� nessa base s~ao dadas pelo valor de � na base feig de V . De fato, dado v = viei, �(v) = �(viei) =

vi�(ei) = vi�i. A base feig �e chamada de base dual de V . �E simples notar que dim V � = dim V .

Esse fato sugere um isomor�smo entre os espa�cos V e V �. De�ne-se ent~ao uma aplica�c~ao linear,

denominada correla�c~ao � : V ! V �, que por sua vez de�ne de modo natural um funcional bilinear

g : V � V ! R como

g(v;u) = �(v)(u); u;v 2 V: (1.2)

A correla�c~ao � : V ! V � n~ao �e um isomor�smo canônico entre V e V �, j�a que essa aplica�c~ao

depende da escolha de bases em V e V �. A correla�c~ao � �e dita n~ao-degenerada se ker � = f0g. Pelo
1Usaremos o recurso de complexi�ca�c~ao de espa�cos vetoriais, e quando o espa�co V for sobre C , denotaremos

VC = C 
 V , sendo V um espa�co vetorial sobre R.

9
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Teorema do Isomor�smo entre espa�cos vetoriais2, se ker � = f0g, ent~ao � �e isomor�smo entre V e

V �.

1.1.1 Produto tensorial

Dados os covetores ��j 2 V � e os vetores v�j 2 V , de�nimos um tensor do tipo
�
0
k

�
como

��1 
 ��2 
 � � � 
 ��k :
k vezesz }| {

V � V � � � � � V ! R

(��1 
 ��2 
 � � � 
 ��k )(v�1 ;v�2 ; : : : ;v�k ) 7! ��1(v�1 )�
�2(v�2 ) : : : �

�k (v�k ): (1.3)

O espa�co vetorial V 
p

, formado pelo produto tensorial entre p c�opias de V �e denotado por T p(V ) :=

V 
V 
� � �
V , enquanto que o espa�co vetorial (V �)

p

de�nido pelo produto tensorial de q covetores

�e tamb�em um espa�co vetorial, denotado por Tq(V ) := V � 
 V � 
 � � � 
 V �. Tamb�em de�nimos um

tensor do tipo
�
k
0

�
como

v�1 
 v�2 
 � � � 
 v�k :
k vezesz }| {

V � � V � � � � � � V � ! R

(v�1 
 v�2 
 � � � 
 v�k )(��1 ; ��2 ; : : : ; ��k ) 7! ��1(v�1 )�
�2(v�2 ) : : : �

�k (v�k ): (1.4)

Podemos considerar um caso mais geral, o de um produto tensorial de um n�umero arbitr�ario de

covetores e vetores, que ser�a elemento do espa�co T pq (V ) = V 

p 
 (V �)


q

. Um elemento arbitr�ario

T 2 T pq (V ) pode ser escrito na forma

T = T �1�2:::�q�1�2:::�pe
�1 
 e�2 
 � � � 
 e�p 
 e�1 
 e�2 
 � � � 
 e�q ;

onde T
�1�2:::�q
�1�2:::�p = T (e�1 ; e�2 ; : : : ; e�p ; e�1 ; e�2 ; : : : ; e�q ).

Dada uma permuta�c~ao � : f1; 2; : : : ; ng ! f1; 2; : : : ; ng, de�nimos o operador ALT , denominado
alternador, da seguinte maneira:

ALT (X1 
X2 
 � � � 
Xp) =
1

p!

X
�2Sp

"(�)X�(1) 
X�(2) 
 � � � 
X�(p�1) 
X�(p); (1.5)

onde Sp �e o grupo sim�etrico formado pelo conjunto de todas as permuta�c~oes e "(�) vale +1[�1] se
a permuta�c~ao � for par [��mpar]. O alternador de�nido dessa maneira �e um operador de proje�c~ao

(ALT 2 = ALT ). Um k-covetor �e um elemento 	k tal que 	k = ALT (	k).

1.2 �Algebra exterior

Dados �1; �2; : : : ; �k 2 V � e v1;v2; : : : ;vk 2 V , de�nimos o produto exterior �1 ^ �2 ^ � � � ^ �k :

V � V � � � � � V| {z }
k vezes

! R como

2Esse teorema enuncia o seguinte: sejam V e W espa�cos vetoriais de dimens~ao �nita e considere uma aplica�c~ao

linear f : V ! W , ent~ao dim rankf + dimkerf = dimV . Tamb�em se prova que f �e injetiva , kerf = f0g. Como

corol�ario do teorema, f �e injetiva , �e sobrejetiva, portanto �e um isomor�smo entre V e W .
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(�1 ^ �2 ^ � � � ^ �k)(v1;v2; : : : ;vk) = 1

p!

����������
�1(v1) �1(v2) � � � �1(vk)

�2(v1) �2(v2) � � � �2(vk)
...

...
. . .

...

�k(v1) �k(v2) � � � �k(vk)

����������
O conjunto dos funcionais k-lineares alternados formam um espa�co vetorial �k(V ) e seus ele-

mentos ser~ao denominados k-covetores. Denotamos �k(V ) = �k(V
�) e tamb�em �0(V ) = R e

�1(V ) = V �.

De�nimos produtos de p-covetores simples como

(�1 ^ �2 ^ � � � ^ �m) ^ (�1 ^ �2 ^ � � � ^ �l) := �1 ^ �2 ^ � � � ^ �m ^ �1 ^ �2 ^ � � � ^ �l: (1.6)

Note que, se �k 2 �k(V ) e �m 2 �m(V ), ent~ao �k ^ �m = (�1)mk�m ^ �k:
Uma base para o espa�co �k(V ) �e da forma fe�1 ^ e�2 ^ � � � ^ e�kg e o n�umero de elementos

distintos de �k(V ) consiste na combina�c~ao de n elementos tomados k a k, que �e dada por
�
n
k

�
. Um

elemento  k 2 �k(V ) pode ser escrito como

 k =
X

�1<�2<���<�k

a�1�2:::�ke
�1 ^ e�2 ^ � � � ^ e�k ; a�1�2:::�k 2 F: (1.7)

A dimens~ao de �k(V ) �e portanto dada por

dim �k(V ) =

�
n

k

�
=

n!

(n� k)!k! =
�

n

n� k
�
= dim �n�k(V ): (1.8)

Em particular, dim �n(V ) =
�
n
n

�
= 1. Pela de�ni�c~ao do produto exterior podemos ver que o produto

exterior de m covetores se anula sempre que m > n. Isso mostra que o �unico espa�co �k(V ) se k > n

�e o espa�co trivial. Os k-covetores tamb�em recebem o nome de k-formas, quando o espa�co vetorial

em quest~ao for o espa�co tangente a uma variedade.

Ao efetuarmos a multiplica�c~ao exterior entre 1-formas, obtemos 2-formas, 3-formas, . . . , k-formas

(k � n), e assim sucessivamente, dependendo do n�umero de vezes que efetuamos o produto exterior

(o mesmo vale para os vetores). Cada k-forma pertence a um espa�co vetorial �k(V ), e utilizando

a eq.(1.6), ao considerarmos  k 2 �k(V ) e �m 2 �m(V ), vemos que  k ^ �m 2 �m+k(V ), o que

mostra que a �algebra (�k(V );^) n~ao �e fechada em rela�c~ao ao produto exterior. Para contornarmos

essa situa�c~ao indesejada, de�nimos

��(V ) = �0(V )� �1(V )� �2(V )� � � � � �n(V ) = �nk=0�k(V ) (1.9)

Em muitos casos estamos interessados em trabalhar com formas diferenciais em variedades. Con-

sidere por exemplo uma variedade M e fxig coordenadas locais de�nidas em um aberto U � M .

Tomando ei = dxi e ei =
@
@xi , e

i(ej) = dxi( @
@xj ) =

@xi

@xj = Æij , pela eq.(1.1). Nesse caso podemos

escrever uma multiforma diferencial 	 2 ��(V ) como
	 = a+ aidx

i + aijdx
i ^ dxj + aijkdx

i ^ dxj ^ dxk + � � �+ p dx1 ^ dx2 ^ � � � ^ dxn: (1.10)

onde a; ai; aij ; : : : ; p 2 F
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De�ni�c~ao 1.1 I O par (�(V );^) �e denominado �algebra exterior do espa�co vetorial V �. De

maneira an�aloga pode ser de�nida a �algebra exterior �(V ), onde passamos a considerar o produto

exterior de vetores. J

Finalmente, dim ��(V ) =
Pn
k=0

�
n
k

�
= 2n.

1.2.1 Opera�c~oes dentro da �algebra exterior

Nesta subse�c~ao tratamos da �algebra ��(V ) dos multicovetores, mas o desenvolvimento �e an�alogo

para o caso da �algebra dos multivetores. De�nimos as opera�c~oes dentro da �algebra exterior a seguir:

� Proje�c~ao:
h ik : �(V )! �k(V );

de modo que h	ik �e a parte k-covetorial do multicovetor 	.
� Revers~ao:
(�1 ^ �2 ^ � � � ^ �k)� = �k ^ �k�1 ^ � � � ^ �2 ^ �1 = (�1)k(k�1)=2�1 ^ �2 ^ � � � ^ �k.
� Involu�c~ao graduada:

Dado um multicovetor 	 2 ��(V ), a a�c~ao da involu�c~ao graduada no multivetor 	 �e denotada

por c	k = #(	k) = (�1)k	k. Este automor�smo �e usado para de�nirmos uma Z2-gradua�c~ao em

��(V ). Os Z2-subespa�cos homogêneos consistem na soma de todos os Z-subespa�cos de grau par e

��mpar, onde o grau do subespa�co se refere ao autovalor �1 do operador #, j�a que os Z-subespa�cos

homogêneos s~ao autoespa�cos do operador # [Rie58, Por95, Mos02, Mos03a].

� Conjuga�c~ao:
Esta opera�c~ao �e de�nida como sendo a composi�c~ao da revers~ao com a involu�c~ao graduada, e �e

denotada por �	 = (
ê
	) = b~	.

� Contra�c~ao:
No come�co deste cap��tulo a aplica�c~ao linear � : V ! R foi de�nida como um elemento do espa�co

dual V �. Podemos generalizar esse conceito, introduzindo uma opera�c~ao denominada contra�c~ao �a

esquerda pelo vetor v, que age sobre 
 2 �k(V ) e resulta em um elemento de �k�1(V ), da seguinte

maneira:

(vy
k)(v1;v2; : : : ;vk�1) = k 
k(v;v1; : : : ;vk�1): (1.11)

No caso em que k = 1, a de�ni�c~ao se reduz a vy� = �(v). Para a 2 R, temos vya = 0. A de�ni�c~ao

dada acima n~ao �e �util do ponto de vista computacional. Vamos considerar a contra�c~ao de �^ � por

um vetor v:

vy(� ^ �)(u) = (� ^ �)(v;u) = (�(v)� � �(v)�)(u) = ((vy�)� � (vy�)�)(u):

A generaliza�c~ao dessa equa�c~ao para multicovetores 	 e � arbitr�arios �e dada pela regra de Leibniz

graduada:

vy(	 ^�) = (vy	) ^ �+ 	̂ ^ (vy�) (1.12)
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A de�ni�c~ao de contra�c~ao �a direita �e feita de maneira semelhante:

(
xv)(v1;v2; : : : ;vk�1) = k
(v1; : : : ;vk�1;v) (1.13)

e a regra de Leibniz graduada para a contra�c~ao �a direita �e expressa como

(	 ^ �)xv = 	 ^ (�xv) + (	xv) ^ �̂ (1.14)

A contra�c~ao �a esquerda se relaciona com a contra�c~ao �a direita por:

vy	 = �	̂xv (1.15)

onde 	 2 ��(V ) �e um multicovetor gen�erico.

Podemos n~ao somente nos restringir �a contra�c~ao por vetores, mas por k-vetores (ou de modo

mais geral, por multivetores, estendendo-se o caso dos k-vetores por linearidade). Dado um k-vetor

v1 ^ v2 ^ � � � ^ vk, de�nimos

(v1 ^ v2 ^ � � � ^ vk)y = v1yv2y : : :vky

e

x(v1 ^ v2 ^ � � � ^ vk) = xv1xv2 : : : xvk (1.16)

Essa de�ni�c~ao �e natural de maneira que o operador x seja o dual do operador ^. Segue-se que a

contra�c~ao de um q-vetor por um p-vetor se anula para p > q. A mesma generaliza�c~ao pode ser feita

para multicovetores.

1.3 A �algebra de Grassmann

Primeiramente �e preciso de�nir a extens~ao do funcional bilinear sim�etrico n~ao-degenerado g : V �
V ! R, o que �e equivalente a estender a correla�c~ao � : V ! V �. De�nimos tal extens~ao como uma

aplica�c~ao � : �k(V )! �k(V ) dada por

�(v1 ^ v2 ^ � � � ^ vk) = �(v1) ^ �(v2) ^ � � � ^ �(vk): (1.17)

A partir disso, de�nimos a extens~ao de g dada por Gk : �k(V )��k(V )! R para o caso de k-vetores

simples como

Gk(v1 ^ � � � ^ vk;u1 ^ � � � ^ uk) = (uk ^ � � � ^ u1)y�(v1 ^ � � � ^ vk): (1.18)

Dados 	k 2 �k(V ) e �m 2 �m(V ), de�nimos a m�etrica G em �(V ) impondo que ela seja

diagonal nos subespa�cos homogêneos �i(V ), ou seja, G(	k;�m) = 0, se k 6= m. Escrevemos, dados

	 e � 2 �(V ),
G(	;�) =

nX
p=0

Gp(�p;	p):

De�ni�c~ao 1.2 I A �algebra exterior (�(V );^) munida da extens~ao G para todo �(V ) �e deno-

minada �algebra de Grassmann associada ao espa�co vetorial V J
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Observa�c~ao I Podemos formular todo o desenvolvimento acima para covetores, de�nindo as

aplica�c~oes g�1 : V � � V � ! R e ��1 : V � ! V . Nesse caso, g�1 : V � � V � ! R n~ao denota a

inversa da forma bilinear g J

1.3.1 Isomor�smo de Hodge

Vimos na se�c~ao (1.1) que os espa�cos vetoriais �k(V ) e �n�k(V ) têm a mesma dimens~ao. N~ao existe,

entretanto, nenhum isomor�smo canônico entre esses espa�cos. O isomor�smo de Hodge est�a de�nido

dentro do contexto da �algebra de Grassmann, pois precisamos necessariamente de uma correla�c~ao

em V .

Seja o pseudoescalar � de�nido por � = jdet � j1=2e1 ^ � � � ^ en, onde det � �e dado implicitamente
por

�(e1 ^ e2 ^ � � � ^ en) = �(e1) ^ �(e2) ^ � � � ^ �(en) = (det �)e1 ^ e2 ^ � � � ^ en: (1.19)

Tal isomor�smo dado pelo operador dual de Hodge ? : �k(V )! �n�k(V ) �e de�nido por

?1 = �; (1.20)

? = ~ �; (1.21)

onde na �ultima igualdade est�a impl��cita a a�c~ao da correla�c~ao ��1 e  �e um multicovetor arbitr�ario.

Uma outra de�ni�c~ao para o isomor�smo de Hodge �e dada por

 ^ ?� = G�1( ; �)�; 8 ; � 2 ��(V ) (1.22)

Podemos mostrar que tal de�ni�c~ao equivale �a de�ni�c~ao anterior.

1.4 A �algebra exterior como quociente da �algebra tensorial

Seja agora I um ideal da �algebra T (V ) dos tensores covariantes, consistindo das somas de termos

da forma a
 x
 x
 b, onde x 2 V e a; b 2 T (V ). De�nimos a �algebra exterior �(V ) por

�(V ) = T (V )=I (1.23)

Elementos em �(V ) s~ao classes de equivalência de elementos em T (V ), onde a rela�c~ao de equi-

valência �e de�nida por a � b, se a = b + c, para algum c 2 I . A estrutura de espa�co vetorial de

�(V ) �e de�nida por

[a] + �[b] = [a+ �b]; a; b 2 T (V ); � 2 F;

e a multiplica�c~ao, que �e denotada por ^ �e dada por

[a] ^ [b] = [a
 b]:
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Se x; y 2 V , ent~ao

x
 y = x ^ y + 1

2
f(x+ y)
 (x+ y)� x
 x� y 
 yg : (1.24)

O termo entre chaves est�a em I . Portanto x
 y � x ^ y ou [x
 y] = [x ^ y] e [x] ^ [y] = [x ^ y].
Pela de�ni�c~ao do ideal I , ele �e justamente o n�ucleo do alternador ALT e portanto [a] = [ALT a].

A generaliza�c~ao desse resultado para multivetores pode ser obtida por indu�c~ao �nita [Ben87]:

Teorema 1.1 I x

 � x ^ 
, para x 2 V e 
 2 ��(V ). J

1.5 �Algebras de Cli�ord (I)

Seja V um espa�co vetorial sobre R munido de um funcional bilinear sim�etrico n~ao-degenerado g.

Sejam A uma �algebra associativa com unidade 1A e  : V ! A uma aplica�c~ao linear.

De�ni�c~ao 1.3 I O par (A; ) �e uma �algebra de Cli�ord (AC) para o espa�co quadr�atico (V; g)

quando A �e gerada como uma �algebra por f(v) j v 2 V g e fa1A j a 2 Rg e  satisfaz, para todo

u;v 2 V ,
(v)(u) + (u)(v) = 2g(u;v)1A J (1.25)

Considere uma base ortonormal fe1; : : : ; eng de V . Dentro da AC (A; ) para (V; g), temos

(ei)(ej) + (ej)(ei) = 0; i 6= j

((ei))
2 = g(ei; ei)1A: (1.26)

Podemos ver que, sendo A gerada por f(v) j v 2 V g e fa1A j a 2 Rg, ent~ao ela �e gerada pelos

produtos

A = spanf(e1)�1(e2)�2 : : : (en)�n j �i = 0; 1g;

onde denotamos (e1)
0 : : : (en)

0 = 1A. O n�umero de elementos da forma (e1)
�1(e2)

�2 : : : (en)
�n

com �i = 0; 1 �e 2n. Assim a m�axima dimens~ao de uma AC �e 2n.

De�ni�c~ao 1.4 I Uma �algebra de Cli�ord (A; ) para o espa�co quadr�atico (V; g) �e dita uma

�algebra de Cli�ord universal se, para cada �algebra de Cli�ord (B; �) para (V; g), existir um

homomor�smo � : A ! B, tal que � = � Æ  e �(1A) = 1B. Denotaremos uma AC universal para

(V; g) por C`(V; g). J

Uma de�ni�c~ao equivalente �a de�ni�c~ao acima �e

De�ni�c~ao 1.40 I Uma �algebra de Cli�ord para o espa�co quadr�atico Rp;q �e universal se ela �e

gerada como �algebra pelos geradores de Rp;q , mas n~ao por um subespa�co de Rp;q : J

Teorema 1.2 I A �algebra de Cli�ord (A; ) para o espa�co quadr�atico (V; g) �e universal quando

dim A = 2n, onde n = dim V . J
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Lema 1.1 I De�na o centro de C`p;q, a �algebra de Cli�ord associada ao espa�co Rp;q como

Cen(C`p;q) = f 2 C`p;q j  � = � ;8� 2 C`p;qg (1.27)

Se n = dim Rp;q for par, ent~ao Cen(C`p;q) = �0(Rp;q ), e se n for ��mpar, ent~ao Cen(C`p;q) =

�0(Rp;q )� �n(Rp;q ). J

Note que aqui usamos a nota�c~ao �0(Rp;q ) e �n(Rp;q ) referentes respectivamente ao espa�co dos

escalares e pseudoescalares. Em se tratando de uma AC universal, existe um isomor�smo que n~ao �e

canônico, enquanto espa�cos vetoriais, entre �(Rp;q ) e C`p;q. Entretanto, uma vez de�nida uma base
ortonormal faz sentido falar em k-vetores que pertencem ao espa�co �k(Rp;q ). Veremos isso com mais

detalhes mais adiante, nas eqs.(1.31-1.33).

Para determinar se um sistema ortonormal gera uma AC universal, temos o [Sny97]

Teorema 1.3 (Marcel Riesz) I Uma base ortonormal fe1; e2; : : : ; eng gera uma �algebra de

dimens~ao 2n a menos que o pseudoescalar e1e2 : : : en seja um m�ultiplo escalar da identidade. (Para

as ACs reais, o caso excepcional ocorre quando � = e12:::n = �I. Para as ACs complexas, o caso

excepcional ocorre quando � = �I ou �iI). J
A classe das poss��veis ACs n~ao-universais �e restringida pelo seguinte:

Teorema 1.4 I Se a �algebra de Cli�ord gerada por uma base ortonormal fe1; : : : ; eng n~ao �e

universal, ent~ao n �e ��mpar. Al�em disso, se a �algebra de Cli�ord for real e n~ao for universal, ent~ao

p� q � 1 �e um m�ultiplo inteiro de 4 J

1.6 �Algebras de Cli�ord (II)

Assumimos que o espa�co vetorial V tenha uma m�etrica g. Seja J o ideal de T (V ) que consiste na

soma dos termos da forma a
fx
x�g(x; x)g
b tais que a; b 2 T (V ); x 2 V . Ent~ao a AC associada

a V �e denotada por C�(V; g) e de�nida por

C�(V; g) = T (V )=J (1.28)

O produto ser�a denotado por
Æ_, satisfazendo [a] Æ_ [b] = [a
 b]. Se x; y 2 V , ent~ao

x
 y =
1

2
f(x + y)
 (x+ y)� g(x+ y; x+ y)� x
 x+ g(x; x) � y 
 y + g(y; y)g

+ x ^ y + g(x; y): (1.29)

O termo dentro das chaves est�a em J e portanto

x
 y � x ^ y + g(x; y) (1.30)

Mais geralmente, para 
 uma p-forma e x 2 V , prova-se [Ben87] que
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Teorema 1.5 I x

 � x ^ 
+ x]y
, onde x] = �(x) denota a correla�c~ao em V J

O produto
Æ_ �e introduzido no espa�co das formas exteriores que transformam tal espa�co em uma

�algebra C`(V; g), onde C`(V; g) = C�(V; g). Se 
1 e 
2 s~ao multiformas exteriores, de�nimos

[
1]
Æ_ [
2] = [
1

Æ_
2];

j�a que [
1]
Æ_ [
2] = [
1 

2]. Assim falamos que

x
 � x Æ_ 
 = x ^ 
+ x]y
; (1.31)

onde, de agora em diante, o produto
Æ_ �e indicado por justaposi�c~ao. A �algebra quociente C�(V; g) =

T (V )=J �e uma AC. De fato, veri�camos que

v
Æ_ u+ u

Æ_ v = 2g(v;u):

De uma maneira semelhante podemos demonstrar que para uma forma arbitr�aria 	 2 �(V ) temos

x ^	 = 1
2 (x	+ (	̂)x) (1.32)

e

xy	 = 1
2 (x	� (	̂)x) (1.33)

Essas duas express~oes relacionam a �algebra de Grassmann �a �algebra de Cli�ord. De fato, se feig �e
uma base ortogonal,

ei1 : : : eik = ei1 ^ � � � ^ eik : (1.34)

1.7 �Algebras de Cli�ord (III)

Vamos agora exibir uma outra constru�c~ao das ACs via operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao3 [Ozi86].

Considere um vetor v 2 V e um multivetor � 2 �(V ). Seja o espa�co dos endomor�smos4 de

�(V ), denotado por End(�(V )). De�nimos o operador de cria�c~ao E : V ! End(�(V )) como

E(v)(�) = v ^ � (1.35)

�E claro que E(v) : �(V )! �(V ).

De�nimos o operador de aniquila�c~ao I : V ! End(�(V )) como

I(�)(	) = �y	 � 2 V � (1.36)

Podemos ver que os operadores E anticomutam, pois

E(u)E(v) +E(v)E(u) = 0; 8u;v 2 V; � 2 �(V ): (1.37)

3Esta denomina�c~ao foi herdada do formalismo de segunda quantiza�c~ao por motivos que �car~ao �obvios no decorrer

desta se�c~ao, especi�camente relativos �as eqs.(1.37), (1.38) e (1.39).
4Um endomor�smo �e um homomor�smo de um espa�co nele mesmo.
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e tamb�em que os operadores de aniquila�c~ao anticomutam:

I(�)I(�) + I(�)I(�) = 0: (1.38)

Ainda podemos chegar a uma rela�c~ao de comuta�c~ao entre os operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao

utilizando a regra de Leibniz graduada para a contra�c~ao �a esquerda:

I(�)E(v) +E(v)I(�) = �(v) (1.39)

Seja o espa�co vetorial V munido de uma correla�c~ao sim�etrica � : V ! V �. Dados os operadores

E : V ! End(�(V )) e I Æ � : V ! End(�(V )), de�nimos o operador  : V ! End(�(V )) como

 = E+ I Æ � (1.40)

Com essas de�ni�c~oes enunciamos o

Teorema 1.6 I A aplica�c~ao  �e uma aplica�c~ao de Cli�ord, ou seja,

(v)(u) + (u)(v) = 2g(v;u) J (1.41)

1.8 Classi�ca�c~ao e representa�c~ao das �algebras de Cli�ord

1.8.1 Ideais

Seja A uma �algebra. Um subespa�co vetorial IL � A �e chamado um ideal �a esquerda de A se

AIL � IL. Analogamente, a um conjunto IR � A denominamos ideal �a direita de A se IRA � IR.

Um conjunto I � A �e um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de A se AIA � A. Obviamente

ideais s~ao sub�algebras. Um elemento n~ao-nulo a 2 A �e dito nilpotente se ak = 0 para algum

k 2 N. Dizemos que uma �algebra ou ideal �e nilpotente quando todos seus elementos s~ao nilpotentes.
Segue, portanto, que todo ideal nilpotente de A est�a contido em um �unico ideal nilpotente maximal,

chamado de radical. Uma �algebra �e semi-simples se seu radical for nulo.

Uma �algebra �e dita simples se seus �unicos ideais s~ao os triviais, desde que A n~ao seja unidimen-

sional e nilpotente. Enunciamos uma s�erie de teoremas, cuja demonstra�c~ao est�a em [Ben87] a �m

de encaminharmos o teorema da decomposi�c~ao de Wedderburn.

Teorema 1.7 I Uma �algebra �e semi-simples se, e somente se, �e simples ou soma direta de

�algebras simples. J

1.8.2 Idempotentes

Em uma �algebra A, um elemento f �e dito um idempotente se f2 = f e f 6= 0. Em uma �algebra de

divis~ao A o �unico idempotente �e a unidade, pois se f 6= 0 e f2 = f , multiplicando ambos os lados

por f�1 obtemos f = 1A. Se n~ao existirem idempotentes f1 e f2 tais que f1f2 = 0 e f = f1 + f2,

dizemos que f �e um idempotente primitivo.
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Proposi�c~ao 1.1 I Todo idempotente n~ao-primitivo pode ser escrito como soma de idempotentes

primitivos ortogonais. J

Proposi�c~ao 1.2 I O idempotente f �e primitivo se, e somente se, f �e o �unico idempotente em

fAf . J

O estudo dos idempotentes nas �algebras de Cli�ord �e de suma importância, j�a que spinors

alg�ebricos s~ao os ideais minimais laterais de C`p;q, constru��dos a partir de idempotentes primitivos.

Proposi�c~ao 1.3 I Sejam uma base ortonormal de C`p;q e ri os n�umeros de Radon-Hurwitz

dados pela tabela abaixo

j 0 1 2 3 4 5 6 7

rj 0 1 2 2 3 3 3 3

com a rela�c~ao de recorrência rj+8 = rj + 4. Existem k = q � rq�p elementos eI1 ; : : : ; eIk tais que

e2Ij = 1 e todos esses elementos comutam entre si. Ent~ao os elementos da forma

1

2
(1� eI1)

1

2
(1� eI1) : : :

1

2
(1� eI1); (1.42)

s~ao idempotentes primitivos ortogonais entre, si cuja soma �e igual a 1. Mais ainda, todo idempotente

primitivo em C`p;q �e da forma acima. J

1.8.3 Teoremas sobre a estrutura das �algebras de Cli�ord

A complexi�ca�c~ao de um espa�co vetorial V , denotada por VC �e o espa�co dos elementos da forma

v + iu, onde v;u 2 V e i �e a unidade imagin�aria. O espa�co VC �e um espa�co vetorial com soma e

multiplica�c~ao por um escalar complexo (a+ ib), de�nidas respectivamente por

(v1 + iu1) + (v2 + iu2) = (v1 + v2) + i(u1 + u2)

(a+ ib)(v + iu) = (av � bu) + i(bv+ au)

A dimens~ao de VC �e dimCVC = n e dimRVC = 2n. A partir da�� vemos que VC = C 
V: J�a a extens~ao
gC de g �e de�nida como

gC (v1 + iu1;v2 + iu2) = g(v1;v2)� g(u1;u2) + i(g(v1;u2) + g(u1;v2)):

Teorema 1.8 I Seja (V; g) um espa�co quadr�atico sobre R e C`(V; g) a sua AC real. Considere

a AC complexa C`(VC ; gC ) para o espa�co quadr�atico complexi�cado (VC ; gC ). Ent~ao

C`(VC ; gC ) ' C`C (V; g)

onde C`C (V; g) = C 
 C`(V; g) denota a complexi�ca�c~ao de C`(V; g): J
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Esse teorema mostra que, para uma completa descri�c~ao das ACs, basta estudarmos a estrutura

das ACs reais. A estrutura das ACs complexas �e obtida via complexi�ca�c~ao.

Seja agora uma m�etrica g em Rn de assinatura (p; q), com p+q = n, de modo que se fe1; : : : ; eng
�e uma base ortonormal, temos, para v = viei,

g(v;v) = (v1)2 + � � �+ (vp)
2 � (vp�1)2 � � � � � (vn)

2
: (1.43)

Denotaremos esse espa�co quadr�atico por Rp;q e a correspondente AC por C`p;q, com p+ q = n,

C`p;q = C`(Rp;q ):

Teorema 1.9 I Seja C`p;q a �algebra de Cli�ord do espa�co quadr�atico Rn = Rp;q . Temos ent~ao

os isomor�smos

C`p+1;q+1 ' C`1;1 
 C`p;q (1.44)

C`q+2;p ' C`2;0 
 C`p;q ; (1.45)

C`q;p+2 ' C`0;2 
 C`p;q ; (1.46)

onde p > 0 ou q > 0. J

Observa�c~ao I O isomor�smo dado pela eq.(1.44) �e chamado teorema da periodicidade J.

Hav��amos de�nido anteriormente as três opera�c~oes b�asicas5 das ACs. Rede�nimos a nota�c~ao de

tais antiautomor�smos, sugerindo uma nova nota�c~ao: para a revers~ao, �1 e para a conjuga�c~ao,

��1, de modo que podemos uni�car as duas opera�c~oes na nota�c~ao ��; (� = �1). Com essa nova

nota�c~ao, enunciamos [Mak89] a generaliza�c~ao:

Teorema 1.10 (Periodicidade generalizado) I O Teorema da periodicidade (1.44) se gene-

raliza em seus antiautomor�smos como

(C`p+1;q+1; ��) ' (C`p;q; ���)
 (C`1;1; ��) J (1.47)

No que se segue, as opera�c~oes que agem sobre os elementos da AC em uma �algebra de dimens~ao

maior podem ser conduzidas a opera�c~oes sobre �algebras de dimens~ao menor.

Apenas combinando os isomor�smos acima, podemos obter outros. Por exemplo, usando a

eq.(1.44), obtemos

C`p;p ' 
pC`1;1: (1.48)

Podemos tamb�em atrav�es deste observar que

C`p;q ' C`p;p 
 C`0;q�p (q > p); C`p;q ' C`q;q 
 C`0;p�q (p > q): (1.49)

Segue-se ainda que

C`0;4 ' C`0;2 
 C`2;0; C`0;8 ' C`0;4 
 C`4;0; C`2;2 ' C`0;2 
 C`0;2 ' C`1;1 
 C`1;1 (1.50)

5Revers~ao, involu�c~ao graduada e conjuga�c~ao.



1. �Algebras de Cli�ord e Spinors 21

e

C`0;4 
 C`p;q ' C`p;q+4; C`0;8 
 C`p;q ' C`p;q+8: (1.51)

Esse �ultimo �e um caso particular o cl�assico teorema de Atiyah-Bott-Shapiro [Ati61, Ati64]

Temos tamb�em que

C`2;0 ' C`1;1: (1.52)

e combinando esse �ultimo isomor�smo aos outros isomor�smos vistos anteriormente, mostramos que

C`p+1;q ' C`q+1;p (1.53)

Teorema 1.11I Seja C`p;q a AC associada ao espa�co quadr�atico Rp;q e C`+p;q = f� 2 C`(V; g) j � =

�̂g a sua sub-�algebra par. Ent~ao

C`+p;q ' C`q;p�1 ' C`p;q�1 ' C`+q;p J (1.54)

1.8.4 Representa�c~oes

De�ni�c~ao 1.5 I Seja A uma �algebra real e V um espa�co vetorial sobre o corpo K = R; C ou H .

Uma aplica�c~ao linear � : A ! EndK (V ) satisfazendo �(1A) = 1V e �(ab) = �(a)�(b); 8a; b 2 A, �e
chamada uma K -representa�c~ao de A. O espa�co vetorial V �e chamado de espa�co de representa�c~ao

de A. J

Se V1 e V2 carregam representa�c~oes �1 e �2 respectivamente, dizemos que tais representa�c~oes s~ao

equivalentes se existir um K -isomor�smo � : V1 ! V2 tal que o diagrama abaixo comuta

x
�1(a)�! �1(a)x

� # � #
�(x)

�2(a)�! �2(a)�(x) = �(�1(a)x)

isto �e, �2(a) = � Æ �1(a) Æ ��1; 8a 2 A.
Uma representa�c~ao �e dita irredut��vel se nenhum subespa�co n~ao-trivial de V �e invariante. No caso

em que V pode ser decomposto como soma direta de subespa�cos invariantes por �, dizemos que � �e

redut��vel. Nesse caso podemos induzir uma representa�c~ao sobre cada um desses espa�cos.

Abaixo enunciamos dois teoremas que, de certa forma, completam essa sint�etica descri�c~ao das

representa�c~oes das �algebras.

Teorema 1.12 I Todas as representa�c~oes irredut��veis de uma �algebra simples s~ao equivalentes.

J

Teorema 1.13 I Representa�c~oes irredut��veis de uma �algebra semi-simples s~ao equivalentes se,

e somente se, seus n�ucleos coincidem. J
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1.8.5 A decomposi�c~ao alg�ebrica de Wedderburn

A �algebra das matrizes quadradas de ordem n sobre K = R, C ou H ser�a denotada porM(n;K ).

Proposi�c~ao 1.4 IM(n;K ) �e �algebra simples. J

Se a �algebra real �e simples, ent~ao A = D
M, onde D eM s~ao sub�algebras de A, onde D �e isomorfa

a R, C ou H eM uma �algebra de matrizes. Portanto toda �algebra simples �e da forma A 'M(n;K ),

com R, C ou H . Podemos ver [Ben87] que D comuta com A e A = DM; enunciamos o

Teorema 1.14 (Decomposi�c~ao de Wedderburn): I A = D 
M. J

Como as �unicas �algebras de divis~ao sobre R s~ao R, C ou H , temos �nalmente a

Proposi�c~ao 1.5 I A �e uma �algebra simples associativa sobre R se e somente se A 'M(n;K ),

K = R; C ou H J

O caso de �algebras simples sobre C segue imediatamente. Se BR denota a �algebra B com os

escalares restritos a R, ent~ao B = C 
BR. Logo a proposi�c~ao anterior nos d�a B = C 
K 
M(n;R),

com K = R; C ou H . Mas como

C 
 R ' C ; C 
 C ' C � C ; e C 
 H ' C 
M(2;R); (1.55)

sendo B simples por hip�otese, o segundo caso acima n~ao pode ocorrer. De acordo com o isomor�smo

M(2;R) 
M(n;R) 'M(2n;R), temos a

Proposi�c~ao 1.6 I Se A �e �algebra simples sobre C , ent~ao A 'M(n; C ). J

1.8.6 Classi�ca�c~ao das �algebras de Cli�ord.

Dados os isomor�smos

C`0;1 ' C ; C`1;0 ' R � R (1.56)

C`0;2 ' H ; C`2;0 ' C`1;1 'M(2;R) (1.57)

podemos, com a ajuda dos teoremas j�a vistos, classi�car todas as ACs. Tal procedimento pode

ser visto na literatura padr~ao [Por69, Por95, Lou94, Lou02, Ben87, Sny97] e apenas exibiremos os

isomor�smos mais importantes.

M(m;R) 
M(n;R) 'M(mn;R); C`p;p 'M(2p;R); (1.58)

H 
 H 'M(4;R); C`3;0 ' C 
 H ; (1.59)

C`0;4 ' H 
M(2;R) 'M(2; H ) ' C`4;0; (1.60)

C`0;8 'M(16;R); (1.61)

A eq.(1.61) implica, juntamente com a eq.(1.44) (o teorema da periodicidade) [Ati61, Ati64] que

C`p;q+8 ' C`p;q 
M(16;R) (1.62)
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A tabela abaixo mostra a classi�ca�c~ao de todas as ACs a partir dos isomor�smos estudados e do

teorema da periodicidade:

p� q mod 8 0 1 2 3

C`p;q M(2[n=2];R) M(2[n=2];R)�
2 M(2[n=2];R) M(2[n=2]; C )

p� q mod 8 4 5 6 7

C`p;q M(2[n=2]; H ) M(2[n=2]�1; H )�
2 M(2[n=2]�1; H ) M(2[n=2]; C )

onde [n=2] denota a parte inteira de n=2 e M(2[n=2]; F)�
2

denota a soma direta M(2[n=2]; F) �
M(2[n=2]; F):

Com rela�c~ao ao caso complexo, a classi�ca�c~ao pode ser obtida atrav�es do recurso de complexi-

�ca�c~ao. Denotamos C 
 C`p;q = C`C (n), onde n = p+ q. Ent~ao,

C`C (2k) =M(2k; C ); (1.63)

C`C (2k + 1) =M(2k; C ) �M(2k; C ): (1.64)

Portanto, todas as �algebras de Cli�ord podem ser constru��das a partir das �algebras

C`1;0; C`0;1; C`0;2 e C`1;1

1.8.7 O grupo Spin

O grupo Spin(p; q) �e de�nido como

Spin(p; q) = f 2 b�+p;q j h ~ i0 = �1g (1.65)

onde b�+p;q = f� 2 C`+p;q j b�v��1 2 V; 8v 2 V g (1.66)

denota o grupo de Cli�ord-Lipschitz contorcido.

O grupo Spin+(p; q) �e de�nido como

Spin+(p; q) = f 2 b�+p;q j h ~ i0 = 1g (1.67)

e podemos veri�car que Spin+(p; q) �e o recobrimento duplo de SO+(p; q), i.e.,

Spin+(p; q)=Z2 = SO+(p; q) (1.68)

Como conseq�uência imediata do assunto discutido nessa subse�c~ao temos o

Teorema 1.15 I Seja C`p;q a AC sobre Rp;q e C`+p;q sua sub�algebra par. Ent~ao se n = p+ q � 5

temos

Spin+(p; q) = fR 2 C`+p;q j R eR = eRR = 1g J
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1.9 A �algebra de Lie dos grupos associados

Grupos de Lie podem ser vistos como variedades munidas de uma estrutura de grupo, onde as

opera�c~oes do grupo s~ao diferenci�aveis. N~ao entraremos em detalhes sobre os conceitos ligados aos

grupos de Lie [Lau97, Sat00], pois o que nos interessa neste cap��tulo �e introduzir as �algebras de

Cli�ord e os spinors. Entretanto, como as �algebras de Lie aparecem dentro das �algebras de Cli�ord

[Sob84]), uma pequena discuss~ao se faz oportuna.

Os grupos de�nidos na Subsec. (1.8.7) s~ao grupos de Lie, e a �algebra de Lie desses grupos pode

ser identi�cada com um subespa�co C`p;q, onde colchete de Lie �e dado pelo comutador

[ ; �] =  �� � ;  � 2 C`p;q (1.69)

Considerando C`�p;q o grupo dos elementos invers��veis, de�nimos a fun�c~ao

exp : C`p;q ! C`�p;q

 7! exp  =
1X
n=0

 n

n!
(1.70)

A �algebra de Lie C`p;q com produto de�nido pela eq.(1.69) pode ser identi�cada com a �algebra de

Lie de C`�p;q.
Como exemplo vamos considerar o grupo de Cli�ord-Lipschitz �p;q := f� 2 C`�p;q j�v��1 2

V;8v 2 V g. Esse grupo �e um subgrupo de Lie do grupo de Lie C`�p;q e sua �algebra de Lie �e um

subespa�co vetorial de C`p;q. Considere X um elemento da �algebra de Lie de �p;q. Ent~ao exp(tX) �e

um elemento de �p;q, ou seja,

f(t) = Ad exp(tX)(v) � exp(tX) v exp(�tX) 2 Rp;q ; 8v 2 V ' Rp;q : (1.71)

De fato de�nindo (ad(X))(v) = [X;v] e usando o conhecido resultado Ad(exp(tX)) = exp(ad(tX));

temos que f(t) 2 Rp;q se, e somente se, ad(X)(v) = [X;v] = Xv � vX 2 Rp;q . Prova-se que

X , um elemento da �algebra de Lie de �p;q , pode ser escrito como um elemento do espa�co X 2
Cen(C`p;q) � �2(R

p;q ) [Vaz99]. Desse modo segue que exp(tX)2 �p;q. De uma maneira mais geral

podemos provar que

exp(t ) 2 Spin+(p; q); dado  2 �2(Rp;q ): (1.72)

A �algebra de Lie do grupo Spin+(p; q), denotada por spin+(p; q) consiste no espa�co vetorial dos

bivetores munido do comutador. Se  e � s~ao bivetores, ent~ao �e imediato que

 � = h �i0 + h �i2 + h �i4; (1.73)

e que

[ ; �] = 2h �i2: (1.74)

Portanto o comutador entre bivetores �e um bivetor de onde segue o isomor�smo

(�2(R
p;q ); [ ; ]) ' spin+(p; q) (1.75)
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Exemplo 1.1: spin+(3; 0)

Considere as quantidades L1 = 1
2e23; L2 = 1

2e31; L3 = 1
2e12: Esses bivetores satisfazem L1 =

[L2; L3]; L2 = [L3; L1]; L3 = [L1; L2]; ou seja,

spin+(3; 0) ' su(2) (1.76)

Exemplo 1.2: spin+(1,3)

Considere uma base ortonormal f0; 1; 2; 3g de R1;3 que gera a AC do espa�co-tempo C`1;3.
Existem seis geradores para essa �algebra, j�a que os geradores s~ao os bivetores de C`1;3. De�nimos
os geradores fJi; Lig de spin+(1,3) como:

Ji =
1

2
i0; Li =

1

2
�ijkjk ; (1.77)

onde �ijk denota o s��mbolo de Levi-Civita, o que nos permite provar que: [Li; Lj ] = ��ijkLk; [Ji; Jj ] =

��ijkLk; [Ji; Lj ] = ��ijkJk:

1.10 As três de�ni�c~oes de spinors

O grupo SU(2) �e recobrimento duplo do grupo ortogonal especial SO(3), ou seja, SU(2)/Z2 ' SO(3),

e o espa�co que carrega a representa�c~ao de SU(2) �e o C 2 . Tais elementos de C 2 s~ao ditos spinors de

Pauli, e dentro da classi�ca�c~ao a ser apresentada, os spinors cl�assicos para esse caso bem particular.

Como SU(2) �e isomorfo ao grupo Spin+(3), C
2 �e o espa�co de representa�c~ao do grupo Spin+(3).

Os grupos Spin est~ao naturalmente de�nidos dentro de uma AC, como vimos na se�c~ao anterior, e, no

caso do grupo Spin+(3), dentro de C`3;0. Dizemos ainda que Spin+(3) �e a representa�c~ao de spin 1/2

do grupo de rota�c~oes espaciais em R3 e o grupo SO(3) �e a representa�c~ao de spin 1 dessas rota�c~oes e

Spin+(3)/Z2 ' SO(3). N~ao somente nos restringindo a C`3;0, iremos de�nir o spinor cl�assico como

entidade que carrega uma representa�c~ao irredut��vel do grupo Spin+(p; q), que �e recobrimento duplo

do grupo ortogonal especial e, portanto, a representa�c~ao de spin 1/2 do grupo de rota�c~oes em um

espa�co munido de uma m�etrica.

Tamb�em ser�a usada uma outra de�ni�c~ao para o spinor, a alg�ebrica, onde um spinor �e um elemento

de um ideal minimal lateral de uma �algebra de Cli�ord. A representa�c~ao da �algebra de Cli�ord obtida

dessa maneira ser�a chamada de representa�c~ao espinorial. De fato, ainda nesse exemplo envolvendo

C`3;0 'M(2; C ), esse ideal �e isomorfo a C 2 , de onde sugere-se essa outra de�ni�c~ao.

Al�em das de�ni�c~oes denominadas cl�assica e alg�ebrica, existe ainda a que chamaremos operatorial.

Discutiremos6 cada uma delas separadamente, devido �a sua importância ao desenvolvimento da

teoria.

1.10.1 Spinors alg�ebricos

De�ni�c~ao 1.6 I Um elemento de um ideal lateral minimal de uma �algebra de Cli�ord C`(V; g) �e
6Optamos por enfatizar as ACs reais, pois o caso complexo �e trivialmente obtido a partir delas.
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dito um spinor alg�ebrico se C`(V; g) for uma �algebra simples e um semi-spinor alg�ebrico se

C`(V; g) for semi-simples e n~ao-simples. J
Identi�camos os spinors alg�ebricos segundo a classi�ca�c~ao das ACs discutidas na se�c~ao (1.10).

Para uma AC simples temos C`p;q ' M(n;K ) e um ideal �a esquerda minimal de C`p;q �e isomorfo
a Kn . No caso em que consideramos uma AC semi-simples, temos C`p;q ' M(n;K ) �M(n;K ) e

um ideal �a esquerda minimal de C`p;q �e isomorfo a Kn . Semi-spinors alg�ebricos s~ao classi�cados de
acordo com esse isomor�smo, ou seja, como elementos de Kn . Nesse caso a soma de semi-spinors

alg�ebricos �e chamada um spinor alg�ebrico7. Para uma AC semi-simples um spinor alg�ebrico �e

classi�cado como um elemento de Kn � Kn .
De acordo com a classi�ca�c~ao das AC, podemos classi�car os spinors alg�ebricos em classes perante

a assinatura (p; q) de Rp;q :

� p� q = 0;2 mod 8. Neste caso temos C`p;q ' M(2[n=2];R). Um spinor alg�ebrico �e um

elemento de um ideal �a esquerda minimal isomorfo a R2
[n=2]

.

� p� q = 4;6 mod 8. Temos C`p;q 'M(2[n=2]�1; H ). O espa�co de spinors alg�ebricos �e isomorfo

a H 2
[n=2]�1

.

� p� q = 3;7 mod 8. Neste caso temos C`p;q ' M(2[n=2]; C ). Um spinor alg�ebrico �e um

elemento de um ideal �a esquerda minimal isomorfo a C 2
[n=2]

. A condi�c~ao p � q = 3; 7 mod 8 s�o

acontece se n = p+ q for ��mpar. Nesse caso o pseudoescalar � pertence ao centro de C`p;q e satisfaz
�2 = �1, de�nindo assim uma C -estrutura.

� p� q = 5 mod 8. Quando esta condi�c~ao ocorre C`p;q �e semi-simples, onde C`p;q 'M(2[n=2]�1; H )�
M(2[n=2]�1; H ), portanto temos semi-spinors alg�ebricos. O espa�co dos semi-spinors alg�ebricos �e iso-

morfo a H 2
[n=2]�1

e conseq�uentemente o espa�co dos spinors alg�ebricos �e dado por H 2
[n=2]�1�H 2[n=2]�1

.

Para p � q = 5 mod 8 o pseudoescalar � pertence ao centro de C`p;q e �e tal que �2 = 1. Assim,

podemos escrever C`p;q = +C`p;q � �C`p;q, com �C`p;q 'M(2[n=2]�1; H ).

� p� q = 1 mod 8:Nesta condi�c~ao C`p;q �e semi-simples e temos o isomor�smo C`p;q 'M(2[n=2];R)�
M(2[n=2];R). Portanto temos semi-spinors alg�ebricos. O espa�co dos semi-spinors alg�ebricos �e

isomorfo a R2
[n=2]

. Ent~ao o espa�co dos spinors alg�ebricos �e isomorfo a R2
[n=2] � R2[n=2] . Para

p � q = 1 mod 8, o pseudoescalar � pertence ao centro de C`p;q e �e tal que �2 = 1. Neste caso,

tamb�em �e poss��vel escrever C`p;q = +C`p;q � �C`p;q, com �C`p;q 'M(2[n=2];R).

1.10.2 Spinors cl�assicos

De�ni�c~ao 1.7 I Seja Rp;q um espa�co quadr�atico, C`p;q a AC desse espa�co e Spin+(p; q) o grupo

spin associado a C`p;q. Um elemento do espa�co de representa�c~ao irredut��vel de Spin+(p; q) �e dito um

spinor cl�assico8. J

7Neste caso, o ideal n~ao �e minimal.
8Essa denomina�c~ao n~ao �e padr~ao. Estamos utilizando-a para enfatizar que se trata da de�ni�c~ao usual encontrada

sobretudo em livros de f��sica.
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Novamente de acordo com a classi�ca�c~ao das ACs, podemos classi�car os spinors cl�assicos:

� p� q = 1;7 mod 8. Neste caso temos C`+p;q ' C`p;q�1 = C`p0;q0 , com p0 � q0 = p � q + 1 =

0; 2 mod 8, ou seja C`p;q 'M(2[n�1=2];R). Um spinor cl�assico �e um elemento isomorfo a R2
[n�1=2]

.

� p� q = 2;6 mod 8. Temos p0 � q0 = p � q + 1 = 3; 7 mod 8, de modo que C`+p;q '
M(2[n=2]�1; C ). Um spinor cl�assico �e um elemento de C 2

[n=2]�1

. O pseudoescalar � de�ne uma

estrutura complexa no espa�co dos spinors cl�assicos e temos duas representa�c~oes irredut��veis n~ao-

equivalentes: uma com � ' i 2 C e a outra com � ' �i. Os spinors cl�assicos que correspondem a

essas duas estruturas s~ao conjugados.

� p� q = 3;5 mod 8. Aqui p0�q0 = 4; 6 mod 8 e assim temos a rela�c~ao C`+p;q 'M(2[(n�1)=2]�1; H ).

Um spinor cl�assico �e um elemento H 2
[(n�1)=2]�1

.

� p� q = 4 mod 8. Quando essa condi�c~ao ocorre, p0 � q0 = 5 mod 8. A sub�algebra par �e semi-

simples e portanto estabelecemos o isomor�smo C`p;q ' M(2[(n�1)=2]�1; H ) �M(2[(n�1)=2]�1; H ).

Temos duas representa�c~oes n~ao-equivalentes de Spin+(p; q). Um spinor cl�assico �e um elemento de

H 2
[(n�1)=2]�1

. Assim, podemos escrever C`+p;q = +C`+p;q � �C`+p;q.
� p� q = 0 mod 8. Nesta condi�c~ao, p0 � q0 = 1 mod 8. A sub-�algebra par C`+p;q �e semi-simples,

onde C`p;q 'M(2[n�1=2];R)�M(2[n�1=2] ;R), portanto temos duas representa�c~oes n~ao-equivalentes

de Spin+(p; q). O espa�co R2
[n�1=2]

�e o espa�co dos semi-spinors cl�assicos. Como no caso anterior, �e

poss��vel escrever C`+p;q = +C`+p;q � �C`+p;q.
Observa�c~ao: I a de�ni�c~ao de spinor alg�ebrico em Rq;p�1 �e equivalente �a de�ni�c~ao de um spinor

cl�assico em Rp;q , j�a que, com base na eq.(1.54), a saber

C`+p;q ' C`q;p�1; (1.78)

uma representa�c~ao irredut��vel de C`+p;q �e obtida a partir de uma representa�c~ao irredut��vel de C`q;p�1.
Da�� conclu��mos que um spinor cl�assico em Rp;q �e um spinor alg�ebrico em Rq;p�1 J

1.10.3 Spinors operatoriais

Dada uma �algebra Z2-graduada como C`p;q, podemos usar sua sub-�algebra par C`+p;q como um

espa�co de representa�c~ao de C`p;q. De�nimos uma representa�c~ao � : C`p;q ! End(C`+p;q), que ser�a

denominada representa�c~ao graduada irredut��vel (RGI).

Escrevemos um multivetor a 2 C`p;q como a = a+ + a�, onde a� = 1
2 (a � â) 2 C`�p;q: Considere

agora � = �+ + �� de modo que �(a) = �+(a+) + ��(a�): Para a� 2 C`�p;q temos a�� 2 C`�p;q para
� 2 C`+p;q, ou seja, �+(a+)(�) = a+�; 8� 2 C`+p;q: Tome agora um elemento ��mpar & 2 C`�p;q e

de�na

��(a�)(�) = a��&; 8� 2 C`+p;q: (1.79)

Se escolhermos & de modo que &2 = 1; onde & 2 C`�p;q; ent~ao � = �+ + �� �e uma representa�c~ao de

C`p;q.
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A de�ni�c~ao da RGI depende da existência de um elemento ��mpar tal que &2 = 1. Nos casos

C`0;1 ' C e C`0;2 ' H , esse elemento n~ao existe. Para saber se � �e redut��vel, siga o seguinte

racioc��nio: suponha que exista um elemento $1 2 C`+p;q tal que
($1)

2 = 1; $& = &$: (1.80)

Assim podemos escrever C`+p;q = +C`+p;q � �C`+p;q; onde

�C`+p;q = C`+p;q
1

2
(1�$1); (1.81)

de modo que, para �� 2 �C`+p;q, temos ��$1 = ���:
Cada um dos espa�cos �C`+p;q �e invariante pela a�c~ao de �, como pode ser visto diretamente a partir

da eq.(1.80). Al�em disso esses subespa�cos s~ao sub�algebras de C`+p;q.
Se existir um outro elemento par $2 tal que ($2)

2 = 1, $2$1 = $1$2 e $2& = &$2, ent~ao

os subespa�cos �C`+p;q n~ao carregam uma representa�c~ao irredut��vel. De�nimos, pois, outros quatro

subespa�cos

��C`+p;q = �C`+p;q
1

2
(1�$1)

1

2
(1�$2); (1.82)

cada um invariante pela a�c~ao de �, ou seja �(��C`+p;q) ,! ��C`+p;q. Podemos ent~ao continuar com essa

constru�c~ao se tivermos um outro elemento par $3 tal que ($3)
2 = 1, $3$1 = $1$3, $3$2 = $2$3

e $3& = &$3. Constru��mos, agora, oito subespa�cos invariantes.

Quando n~ao existirem mais elementos pares satisfazendo essas condi�c~oes, temos ent~ao uma re-

presenta�c~ao irredut��vel. O espa�co que carrega tal representa�c~ao ser�a denominado �algebra espinorial,

que �e uma sub�algebra da sub�algebra par e em alguns casos ela mesma pode ser a pr�opria sub�algebra

par.

De�ni�c~ao 1.8 I Um elemento do espa�co de representa�c~ao graduada irredut��vel de C`p;q �e de-
nominado um spinor operatorial. J

Na verdade existem ainda outras sub�algebras de Cli�ord que podem ser utilizadas como espa�co

de representa�c~ao. O estudo dessas sub�algebras e a completa classi�ca�c~ao dos espa�cos operatoriais

de�nidos em termos de sub�algebras tem sido objeto de estudo atual.

1.11 Covariantes bilineares

Nesta se�c~ao denotamos campos espinoriais  (x) unicamente por  , onde em cada ponto x de uma

variedade  �e um spinor apresentado em sua forma cl�assica, de�nido como um elemento do espa�co

de representa�c~ao C 4 do grupo Spin+(1,3), conforme a de�ni�c~ao dada na �ultima se�c~ao.

Os covariantes bilineares associados a  s~ao considerados como sendo os seguintes campos:

� =  y0 ; J = J�
� =  y0� 

�; S = S��
�� =

1

2
 y0i�� 

�� ;

K =  y0i0123� 
�; ! = � y00123 : (1.83)
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J �e interpretado, por exemplo no caso do el�etron, e mais geralmente para qualquer f�ermion de spin

1/2 descrito por um campo espinorial de Dirac, como o vetor densidade de corrente tipo-tempo

(J2 > 0) orientado na dire�c~ao do futuro, o bivetor S �e usualmente interpretado como a densidade de

probabilidade associada ao momento electromagn�etico, e o vetor tipo-espa�co K indica a dire�c~ao do

spin do el�etron. Para uma discuss~ao mais detalhada sobre essas entidades, suas rela�c~oes e respectivas

interpreta�c~oes f��sicas veja, e.g., [Hol86a, Lou94, Lou02].

Os covariantes bilineares satisfazem as identidades de Fierz dadas por [Lou02, Hol86a, Hol86b]:

J2 = !2 + �2; K2 = �J2; J �K = 0; J ^K = �(! + �0123)S: (1.84)

Quando � e ! forem ambos n~ao nulos, as identidades de Fierz podem ser escritas como

SxJ = !K SxK = !J; (0123S)xJ = �K;

(0123S)xK = �J; SxS = !2 � �2; (0123S)xS = 2!�;

JS = �(! + �0123)K; KS = �(! + �0123)J; SJ = (! � �0123)K;
SK = (! � �0123)J; S2 = (! � �0123)2 = !2 � �2 � 2!�0123;

S�1 = �S (� � !0123)
2

(!2 + �2)2
=

KSK

(�2 + !2)2
: (1.85)

Para reconstruir um campo espinorial a partir dos seus covariantes bilineares, sabemos que dado

um campo espinorial arbitr�ario � satisfazendo �y0 6= 0, o campo espinorial  e o multivetor Z�,

onde Z = �+J+ iS+ iK0123+!0123, diferem somente por uma fase. De fato,  pode ser escrito

como

 =
1

4N
e�i�Z�; (1.86)

onde N = 1
2

p
�y0Z� e e

�i� = 1
N �

y0 [Cra85, Mos03b]. Multivetores arbitr�arios s~ao covariantes

bilineares relativos a algum campo espinorial se satis�zerem as identidades de Fierz, quando pelo

menos � ou ! for diferente de zero [Lou02]. Quando os multivetores �; !;J;S;K satisfazem as

identidades de Fierz, o multivetor Z = � + J + iS + iK0123 + !0123 �e denominado agregado de

Fierz, e quando 0Z
y0 = Z, o que signi�ca que Z �e um agregado auto-adjunto9, Z �e denominado

boomerang.

Lounesto a�rma que em todas as seis classes, mesmo quando ! = � = 0, um campo espinorial  

�e determinado por seu agregado Z a menos de uma fase pela eq.(1.86), que por sua vez �e dado por

 via Z = 4  y0. Quando os campos espinoriais s~ao singulares (� = 0 = !), �e poss��vel existir um

agregado de Fierz Z associado a algum campo espinorial  , que n~ao �e um boomerang. Nesse caso,

as identidades de Fierz s~ao substitu��das pelas condi�c~oes

Z2 = 4�Z; Z�Z = 4J�Z; Zi��Z = 4S��Z;

Zi0123�Z = 4K�Z; Z0123Z = �4!Z: (1.87)

A classi�ca�c~ao de Lounesto de todos os campo espinoriais �e dada pelas seguintes classes disjuntas

de campo espinoriais [Lou94, Lou02], onde nas três primeiras classes est�a impl��cito que K, S 6= 0:

9Isso �e equivalente a dizer que !; �;J;K;S s~ao multivetores reais.



30 1.12 Campos espinoriais ELKO

1) � 6= 0; ! 6= 0.

2) � 6= 0; ! = 0.

3) � = 0; ! 6= 0.

4) � = 0 = !; K 6= 0; S 6= 0.

5) � = 0 = !; K = 0; S 6= 0.

6) � = 0 = !; K 6= 0; S = 0.

A densidade de corrente J �e sempre n~ao-nula. Campos espinoriais de classe 1, 2 and 3 s~ao de

Dirac e os de classe 4, 5, and 6 s~ao respectivamente denominados ag-dipole, agpole (bandeira) e

campos espinoriais de Weyl [Lou02]. Os campos espinoriais de Majorana s~ao caso particular dos

campos de classe 5. Veremos agora que os covariantes bilineares associados ao ELKO satisfazem

� = 0 = !; K = 0; S 6= 0 e J2 = 0, classi�cando-o dessa maneira como um campo espinorial de

classe 5, do tipo bandeira.

1.12 Campos espinoriais ELKO

Daqui em diante faremos uso da de�ni�c~oes do operador de conjuga�c~ao de carga C, que age sobre
um spinor  a partir da a�c~ao C = �2 �, e tamb�em do operador de helicidade de�nido por

� � p, que age em cada uma de suas duas 2-componentes �a de  =
�
�1
�2

�
. A �m de se encontrar

um formalismo matem�atico adequado para se representar a mat�eria escura, Ahluwalia-Khalilova

e Grumiller introduziram recentemente o Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperatoren, cujo

acrônimo ELKO10 ser�a usado daqui em diante. Em [Ahl04] o ELKO �e apresentado como um novo

f�ermion descrito por um campo espinorial que ainda n~ao foi identi�cado, na literatura da F��sica,

com nenhuma part��cula ou mesmo outra entidade f��sica qualquer. No limite de baixas energias o

ELKO se comporta como uma representa�c~ao do grupo de Lorentz.

No restante desta subse�c~ao provamos que do ponto de vista alg�ebrico o ELKO pertence junta-

mente com o campo espinorial de Majorana a uma classe maior de campo espinoriais, os chamados

campos espinoriais bandeira11, que correspondem �a classe 5, segundo a classi�ca�c~ao de Lounesto

[Lou93, Lou94, Lou02] de todos os campos espinoriais de acordo com os valores assumidos pelos seus

covariantes bilineares. A demonstra�c~ao de nossa a�rma�c~ao �e baseada na classi�ca�c~ao de Lounesto,

e pode trazer alguma luz �as recentes investiga�c~oes que concernem a mat�eria escura.

J�a que todos os campos espinoriais associados a algum campo fermiônico s~ao elementos dos

espa�cos que carregam respectivamente as representa�c~oes D(1=2;0) �D(0;1=2) ou D(1=2;0), ou D(0;1=2)

10Autospinors do operador de conjuga�c~ao de carga, que possuem helicidades duais. (Dual-helicity eigenspinors

of the charge conjugation operator.) Essa denomina�c~ao �e redundante, pois provaremos logo a seguir que qualquer

campo espinorial de classe 5, dentro da qual o ELKO �e classi�cado segundo Lounesto [Lou02, Lou94] possui sempre

componentes com helicidades opostas [Roc05b]
11Flagpole spinor �elds.
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de SL(2; C ), todos eles pertencem a alguma das seis classes encontradas por Lounesto em sua teoria

de classi�ca�c~ao dos campos espinoriais. Tal classi�ca�c~ao alg�ebrica �e baseada nos valores assumi-

dos pelos covariantes bilineares associados, nas identidades de Fierz, nos agregados e boomerangs

[Lou93, Lou94, Lou02]. Daqui em diante provamos que os campos espinoriais ELKO possuem na-

tureza semelhante �a dos campos espinoriais de Majorana, no sentido de que ambos pertencem �a

classe 5 dos campos espinoriais bandeira propostos por Lounesto, que naturalmente carregam uma

estrutura de bandeira. No entanto devido aos diferentes valores das helicidades de cada um de seus

2-campos espinoriais, ambos se encaixam na classe 5 da classi�ca�c~ao de Lounesto, embora possuam

propriedades f��sicas bem distintas, cuja discuss~ao est�a fora do escopo desta tese. Para maiores de-

talhes veja, e.g., [Ahl04]. A demonstra�c~ao se faz primeiramente mostrando que o ELKO pertence

�a classe 5 e subseq�uentemente que o ELKO satisfaz a condi�c~ao de Majorana, i.e., C = � , onde

C denota o operador de conjuga�c~ao de carga,  denota o ELKO e � 2 C tal que j�j = 1. Mais

precisamente � = �1 para o ELKO. Enfatizamos ainda que os campos espinoriais da classe 4 ainda
n~ao possuem uma correspondência com nenhuma part��cula elementar descrita por alguma teoria

f��sica.

O campo espinorial ELKO 	 que corresponde a uma onda plana com momentum p = (p0;p)

pode ser escrito, sem perda de generalidade, como 	 =  e�ip�x ou 	 =  eip�x, onde

 =

�
i���L(p)

�L(p)

�
; (1.88)

onde dados os geradores J das rota�c~oes, o operador de revers~ao temporal de Wigner � satisfaz

�J��1 = �J�. �E �util escolher i� = �2, como feito em [Ahl04], de tal maneira que seja poss��vel

expressar

 =

�
�2�

�
L(p)

�L(p)

�
; (1.89)

A representa�c~ao de Weyl dos �

0 = 0 =

 
0 1

1 0

!
; �k = k =

 
0 ��k
�k 0

!
(1.90)

�e usada, onde

�1 =

 
0 1

1 0

!
; �2 =

 
0 �i
i 0

!
; �3 =

 
1 0

0 �1

!
(1.91)

s~ao matrizes de Pauli.

Omitindo o sub��ndice do campo espinorial �L, denotando-se de agora em diante �, podemos

escrever

� =

�
�(p)

�(p)

�
; �(p); �(p) s~ao fun�c~oes complexas: (1.92)
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�E imediato que

�1� =

 
0 1

1 0

!�
�

�

�
=

�
�

�

�
; �2� =

 
0 �i
i 0

!�
�

�

�
=

��i�
i�

�
;

�3� =

 
1 0

0 �1

!�
�

�

�
=

�
�

��
�
:

(1.93)

Da eq.(1.89) segue que

 y = [(�2�
�)y; �y] = [(i�;�i�); (��; ��)]: (1.94)

Portanto, temos:

� =  y0 

= [(i�;�i�); (��; ��)]
� �

�
�

��
�i��

i��

��
= i��� i�� � i���� + i����

= 0; (1.95)

! = � y123 = [(i�;�i�); (��; ��)]
� �i�

i�

��
���

��

��
= 0; (1.96)

e

J = J�
� =  y0� 

�

=  y01 
1 +  y02 

2 +  y03 
3 �  y 0

=  y

 
0 1

1 0

! 
0 ��1
�1 0

!
 1 +  y

 
0 1

1 0

! 
0 ��2
�2 0

!
 2

+ y

 
0 1

1 0

! 
0 ��3
�3 0

!
 3 �  y

 
0 i

�i 0

!
 0

=  y
�
i�3�

�

��1�
�
1 +  y

� ���
��2�

�
2 � �y

��i�1��
��3�

�
+  y 0

= [(i�;�i�); (��; ��)]
�� i��

�i��

��
��
��

� �1 + [(i�;�i�); (��; ��)]
�����

���

��
i�
�i�

��2 +
[(i�;�i�); (��; ��)]

���i��
�i��

��
��
�

� �3 + [(i�;�i�); (��; ��)]
���i��

i��

��
�
�

� �0
= 2(��� + ���)1 + 2i(��� � ���)2 + 2(��� � ���)3

+2(��� + ���)0; (1.97)

6= 0:



1. �Algebras de Cli�ord e Spinors 33

Dos resultados acima vemos que J2 = 0. Os valores de K e S s~ao agora calculados:

K = K�
� =  yi123� 

�

= i y

 
�i�1 0

0 �i�1

!
 1 + i y

 
�i�2 0

0 �i�2

!
 2 + i y

 
�i�3 0

0 �i�3

!
 3

+i y

 
1 0

0 �1

!
 0

=  y
�
i�3�

�

�1�

�
1 �  y

�
��

��2�
�
2 �  y

�
i�1�

�

��3�
�
3 +  y

�
�2�

�

��
�
0

= [(i�;�i�); (��; ��)]
�� ��

���

��
�i�
�i�

��1 + [(i�;�i�); (��; ��)]
��i��

i��

��
��
�

��2
+[(i�;�i�); (��; ��)]

�����
���

��
�i�
i�

��3 + [(i�;�i�); (��; ��)]
���i��

i��

��
�
�

� �0
= 0 (1.98)

S =
1

2
S��

�� =
1

2
 y0i�� 

��

=
i

2
( y1 

01 +  y2 
02 +  y3 

03 +  y012 
12 +  y013 

13 +  y023
23)

=
i

2

�
 y
���1��
i�3�

�
01 �  y

�
�2�

��

�
02 �  y

�
�3�

i�1��

�
03 �  y

�
i�3�

�1��

�
12 + i y

�
�2�

���
�
13
�

+
i

2
 y
��i�1�
�3��

�
23

=
i

2
f[(i�;�i�); (��; ��)]

�����
���

��
i�
�i�

��01 + [(i�;�i�); (��; ��)]
�� i�

�i�

��
���

���

��02
+[(i�;�i�); (��; ��)]

� ���
�

��
�i��

�i��

��03 + [(i�;�i�); (��; ��)]
���i�

i�

��
���

���

��12
+[(i�;�i�); (��; ��)]

���i�
i�

��
���

���

��13 + [(i�;�i�); (��; ��)]
���i�

�i�

��
��

���

��23g
=

i

2
((��)2 + (��)2 � �2 � �2)02 + 1

2
((��)2 + (��)2 + �2 + �2)31

+
1

2
((��)2 + �2 � (��)2 � �2)01 + i

2
(��2 � �2 + (��)2 + (��)2)02

+(�� + ����)03 +
i

2
(�� � ����)12 + i

2
(�2 � �2 + (��)2 � (��)2)23: (1.99)

6= 0:

Das eqs.(1.97) e (1.98) �e imediato ver que

J �K = 0: (1.100)
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Al�em disso, o campo espinorial ELKO satisfaz a condi�c~ao de Majorana, dada por [Tic99, Del99,

Itz80, Kak93, Ryd96]

 = �2 � = � ; � 2 U(1): (1.101)

Aqui utilizamos o operador de conjuga�c~ao de carga C dado por C = �2 �. De fato, usando a

eq.(1.89) segue que

�2 � = �
 
0 ��2
�2 0

!�
(�2�

�)�

��

�
= �

���2��
�2��2�

�
=  : (1.102)

�E imediato que todas as identidades de Fierz introduzidas pelas express~oes nas eqs.(1.84) s~ao satis-

feitas, e tamb�em segue da eq.(1.99) que

SxS = 0 (1.103)

A �m de mostrar que o campo espinorial de Majorana possui componentes 2-spinors com heli-

cidades opostas, considere o operador de conjuga�c~ao de carga C = �2 �, e tome um autospinor

de Majorana  M :=
�
�1
�2

�
com autovalor igual a 1, i.e., �2 �M =  M . segue que

�2 �M =

 
0 �2

��2 0

!�
��1
��2

�
=

�
�2�

�
2

��2��1

�
=

�
�1
�2

�
: (1.104)

Da equa�c~ao (� � p)�1 = �1, equivalente a supor que a componente �1 tenha helicidade positiva,

temos que

(� � p)���1 = ��1; (1.105)

e portanto

(� � p)�2 = (� � p)(��2��1)
= �2(� � p)���1
= �2�

�
1; pela eq.(1.105)

= ��2; pela eq.(1.104): (1.106)

Agora considere a de�ni�c~ao contravariante C = �2 � = 2 � do operador de conjuga�c~ao de

carga. Da�� segue que

2 �M =

 
0 ��2
�2 0

!�
��1
��2

�
=

���2��2
�2��1

�
=

�
�1
�2

�
: (1.107)
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Da equa�c~ao (� � p)�1 = �1, segue que

(� � p)���1 = ��1

e portanto

(� � p)�2 = (� � p)(�2��1) = �2(�� � p)���1 = ��2��1 = ��2: (1.108)

Mostramos que n~ao importa a de�ni�c~ao do operador C ser co- ou contravariante, as componentes do
operador de Majorana sempre ter~ao helicidades opostas.

De uma maneira mais geral, considere qualquer campo espinorial de classe 5 dado por  =
�
�1
�2

�
para o qual C = � e ��� = 1. Tal condi�c~ao implica que

��1 = �2�
�
2; ��2 = ��2��1: (1.109)

Agora, a �m de provar que qualquer campo espinorial bandeira possui helicidades opostas, su-

ponha que

(� � p)�2 = �2 (1.110)

(respectivamente, (� � p)�1 = �1). Um c�alculo trivial mostra que (� � p)�1 = ��1 (respectivamente,
que (� � p)�2 = ��2), i.e., os dois 2-campos espinoriais, componentes do campo espinorial de classe
5, possuem helicidades opostas. Com efeito, pela eq.(1.109) segue que

(� � p)�1 = (� � p)���2��2
= ��(� � p)�2��2
= ����2(� � p)���2;
= ����2��2; pela eq.(1.110)

= ��1; pela eq.(1.109): (1.111)

No caso particular do ELKO  =
�
�2�

�

�

�
, satisfazendo C =  , se (� � p)� = � ent~ao (� � p)(�2��) =

��2��. Com efeito, j�a que (� � p)��� = ��, segue ent~ao que

(� � p)(�2��) = ��2(� � p)��� = ��2��: (1.112)

�E claro que o resultado acima �e um caso particular da propriedade de que os campos espinoriais de

classe 5 possuem 2-componentes com helicidades opostas, como provado atrav�es do desenvolvimento

a partir da eq.(1.110) que culmina na eq.(1.111). Portanto o ELKO tamb�em possui componentes

com helicidades opostas.

Ahluwalia-Khalilova e Grumiller [Ahl04] citando Peskin e Schroeder [Pes95], e Marshak e Su-

darshan [Sud61], a�rmam que a diferen�ca fundamental entre o ELKO e o campo espinorial de

Majorana �e o fato de que as componentes deste possuem a mesma helicidade. Essa suposi�c~ao em

[Pes95, Sud61] �e completamente ad hoc do ponto de vista alg�ebrico, e n~ao h�a justi�cativa alg�ebrica

para as a�rma�c~oes em [Pes95, Sud61], exceto pelo desejo de se associar part��culas de Majorana a

estados de helicidade bem de�nida, algo que n~ao �e endossado pelo formalismo de Lounesto.
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Vimos que qualquer campo espinorial bandeira, que representa a classe 5, �e um autospinor

do operador de conjuga�c~ao de carga C, que pode ser representado por �2( � )�, na representa�c~ao

quiral (de Weyl) at�e agora utilizada. Al�em disso sabemos que um campo espinorial que satisfaz a

condi�c~ao de Majorana C = � tal que � = �1 pertence �a mesma classe dos spinors de Majorana

[Lou94, Lou02], e portanto o ELKO pertence �a classe 5 de campos espinoriais, pela classi�ca�c~ao geral

de Lounesto. Podemos provar, ainda no presente contexto, que enquanto o anticomutador entre C
e o operador de paridade P agindo em spinors de Dirac �e igual a zero, o comutador [C;P] agindo
sobre o ELKO �e tamb�em igual a zero. De fato, de�nindo-se o operador R como a revers~ao do sinal

dos autospinors do operador de helicidade � � p, �e imediato que

R = � (1.113)

no caso particular onde  =
�
�2�

�

�

�
representa o ELKO. O operador de paridade �e de�nido como

P = i0R [Kak93, Tic99, Ahl04]. segue que

CP = �i
�

�

�2��

�
= PC ; (1.114)

e portanto

[C;P] ELKO = 0 (1.115)

Al�em disso, podemos provar tamb�em para o ELKO que, dado o operador de revers~ao temporal

T = 0123C segue que [C; T ] = 0 = fP ; T g e que

CPT  =

� ��
�2��

�
; (1.116)

e portanto temos CPT 2 = �1.
Observa�c~ao: I o ELKO na sua forma mais geral �e dado pelo campo [Ahl04]

	 = e�ip�x
�
�2�

�(p)

�(p)

�
+ eip�x

�
�(p)

��2��(p)
�
; (1.117)

onde os campos espinoriais da combina�c~ao acima s~ao autospinors do operador de conjuga�c~ao de

carga C com autovalores �1, isto �e:

C
�
�2�

�(p)

�(p)

�
= +

�
�2�

�(p)

�(p)

�
; C

�
�(p)

��2��(p)
�
= �

�
�(p)

��2��(p)
�

(1.118)

Como a soma de campos espinoriais n~ao preserva as classes propostas por Lounesto, optamos por

apresentar o ELKO a partir de uma �unica componente. Todos os resultados obtidos at�e agora s~ao

v�alidos tamb�em para a outra componente
� �(p)
��2��(p)

�
: J

�E bem sabido que o ELKO n~ao satisfaz a equa�c~ao de Dirac [Ahl04], o que o torna um f�ermion

bastante peculiar. Para mais discuss~oes acerca de suas propriedades f��sicas e sua utiliza�c~ao como

um poss��vel candidato para a descri�c~ao da mat�eria escura, veja por exemplo [Ahl04].



Cap��tulo 2

�Algebras de Cli�ord Paralelas e

Ortogonais

2.1 Introdu�c~ao

Uma das motiva�c~oes das quais este cap��tulo �e oriundo consiste na nova possibilidade de contornarmos

as di�culdades que o formalismo de Hestenes apresenta, acerca da decomposi�c~ao projetiva1 levar �as

transforma�c~oes de Lorentz. A formula�c~ao de Hestenes nos diz que os pontos do espa�co projetivo Pn

podem ser representados como raias em Rp+q+1 ou, de maneira equivalente, como vetores em Rp+q .

A �algebra de Cli�ord C`p;q �e capaz de expressar a rela�c~ao entre Rp+q e Rp+q+1 de maneira natural,

totalmente independente de coordenadas. Por exemplo, considerando x e n vetores de Rp+q+1 tais

que n2 6= 0, dado n �xo, o espa�co vetorial Rp+q pode ser de�nido como o conjunto Rp+q = fx ^ ng.
De fato, a �algebra de Cli�ord C`p;q gerada dessa maneira �e exatamente a sub�algebra par C`+p+q+1 de
C`p+q+1. O chamado mapa projetivo que relaciona cada raia f�xg (� 2 R) em Rp+q+1 a um �unico

vetor x em Rp+q �e de�nido pela rela�c~ao de Cli�ord

xn = x � n+ x ^ n = ct+ x; ct = x � n; x =
x ^ n
x � n : (2.1)

No caso de R1;3 , esse mapa decomp~oe o espa�co-tempo de Minkowski em uma soma direta de uma

hiperf��cie tipo-espa�co e uma componente tipo-tempo.

Apesar de muitas tentativas, dadas as decomposi�c~oes de dois vetores x = ct+ x e x0 = ct0 + x0,

n~ao �e poss��vel relacionar os vetores x e x0 por interm�edio de uma transforma�c~ao de Lorentz. Uma

das conseq�uências do formalismo desenvolvido nesse cap��tulo �e exatamente contornar essa quest~ao

(vide Sec. (2.15)).

Neste cap��tulo apresentamos gradua�c~oes arbitr�arias de �algebras de Cli�ord, e as utilizamos para

generalizar a decomposi�c~ao do espa�co-tempo em uma superposi�c~ao de in�nitas fatias espaciais, cada

uma em um tempo �xo, correspondendo a um processo de folhea�c~ao local do espa�co-tempo. Esse

1Projective splitting.
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por exemplo �e o paradigma do formalismo ADM [Arn62, Bae94, Mis73]. Baseados em uma Z2-

gradua�c~ao induzida por um automor�smo interno � de C`p;q, decompomos o operador de Dirac em
componentes paralela [�-par] e ortogonal [�-��mpar], mostrando como cada uma das componentes est�a

relacionada �a derivada de Lie ao longo do vetor-decomposi�c~ao e ao bivetor-decomposi�c~ao momento

angular. Algumas aplica�c~oes f��sicas s~ao descritas em detalhes, como por exemplo, as transforma�c~oes

de Lorentz no contexto da decomposi�c~ao do espa�co-tempo de Minkowski (ETM), a cinem�atica re-

lativ��stica, a equa�c~ao de Dirac para uma �-gradua�c~ao associada �a decomposi�c~ao do espa�co-tempo

atrav�es de automor�smos internos e a dedu�c~ao das leis de evolu�c~ao para a massa e o spin de uma

part��cula-teste nas vizinhan�cas de uma singularidade cuja geometria pode ser representada atrav�es

da m�etrica de Reissner-Nordstr�m. O formalismo desenvolvido �e v�alido para qualquer variedade

(p+ q)-dimensional.

A rela�c~ao entre decomposi�c~oes do espa�co-tempo e F��sica tem sido explorada, por exemplo, em

[Man99a], onde a �algebra dos octonions O �e projetada na �algebra dos n�umeros complexos C . Com

isso o grupo de Lorentz SL(2,C ),! SL(2,O) �e imediatamente obtido. A id�eia principal desse cap��tulo

�e dar continuidade a essa id�eia para espa�cos de dimens~ao �nita arbitr�aria, al�em de obter proje�c~oes,

via automor�smos internos induzidos por campos multivetoriais, ao inv�es de simplesmente campos

vetoriais, generalizando ainda mais o formalismo at�e ent~ao apresentado. Tal formalismo apresentado

�e independente de coordenadas e os desenvolvimentos alg�ebricos possuem neste cap��tulo algumas

aplica�c~oes f��sicas decorrentes, como por exemplo a obten�c~ao das equa�c~oes de Maxwell no contexto

da decomposi�c~ao do espa�co-tempo (Sec. (2.14)) juntamente com as transforma�c~oes de Lorentz dos

campos el�etrico e magn�etico no presente contexto (Secs. (2.15, 2.16)), a investiga�c~ao das leis de

evolu�c~ao para uma part��cula-teste com spin nas vizinhan�cas de uma singularidade (Sec. (2.17)) e

a mecânica quântica relativ��stica (Sec. (2.18)). Al�em disso tamb�em possuem not�aveis propriedades

alg�ebricas e geom�etricas a serem apresentadas ao longo do texto.

Ap�os apresentarmos algumas preliminares alg�ebricas na Sec. (2.2), revisitamos a classe das Z2-

gradua�c~oes em �algebras de Cli�ord [Rie58, Por69, Por95, Mos02]. Na Sec. (2.3) a decomposi�c~ao

do espa�co-tempo surge naturalmente da estrutura dos automor�smos internos atrav�es de uma �-

gradua�c~ao escolhida, e logo ap�os exibirmos a decomposi�c~ao da m�etrica em partes espacial e temporal

na Sec. (2.4), na Sec. (2.5) mostramos algumas propriedades das componentes ortogonais e paralelas

de operadores diferenciais e de produtos de multivetores, onde a componente paralela [ortogonal]

corresponde �a parte espacial [temporal]. A decomposi�c~ao do operador dual de Hodge �e investigada

em detalhes na Sec. (2.6) e nas Secs. (2.7 - 2.9) fornecemos uma exposi�c~ao detalhada sobre a

decomposi�c~ao do operador de Dirac e mostramos como as componentes paralela e ortogonal do

operador diferencial est~ao relacionadas �a derivada de Lie ao longo do vetor-decomposi�c~ao e tamb�em

ao bivetor-decomposi�c~ao momento angular. Al�em disso, fazemos uma completa investiga�c~ao acerca

das decomposi�c~oes do operador codiferencial em termos da �-gradua�c~ao proposta.

Relativamente �a �-gradua�c~ao �( ) = n ̂n�1, respons�avel pela decomposi�c~ao local do espa�co-

tempo em sucessivas fatias espaciais ortogonais �a linha de universo de um observador, existe uma

decomposi�c~ao dual equivalente em termos do elemento de volume associado �a sub�algebra �-par. Nas

Secs. (2.10-2.11) o operador de Dirac �e calculado em cada uma dessas decomposi�c~oes duais equiva-
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lentes, e como parte �nal do desenvolvimento do formalismo alg�ebrico investigamos a decomposi�c~ao

mais geral, baseada em uma classe de automor�smos internos de C`p;q do tipo ��( ) = � ��1, onde

 ; � 2 C`p;q. O caso de C`1;3 �e analisado em detalhes.

Quanto �as aplica�c~oes do formalismo �a F��sica, na Sec. (2.13) come�camos por apresentar a 2-

forma de vorticidade, a acelera�c~ao, o tensor de expans~ao e de cisalhamento associados �a geometria

induzida pela decomposi�c~ao do espa�co-tempo, e investigamos os observadores de Killing sob a luz

do presente formalismo. Obtemos ainda duas equa�c~oes diferenciais de v��nculo para a 2-forma de

vorticidade, e, mais geralmente, de v��nculo entre a 2-forma de vorticidade e um elemento arbitr�ario

de C`p;q. J�a nas Secs. (2.14, 2.15, 2.16) obtemos de uma maneira muito natural as equa�c~oes

de Maxwell e as transforma�c~oes de Lorentz a partir do formalismo apresentado. Na Sec. (2.17)

com base nas equa�c~oes de Dixon-Soriau-Papapetrou [Pap51, Sou74, Fel01] deduzimos as leis de

evolu�c~ao para a massa e o spin de uma part��cula-teste nas vizinhan�cas de uma singularidade cuja

geometria pode ser representada atrav�es da m�etrica de Reissner-Nordstr�m. Finalmente na Sec.

(2.18) alguns resultados da abordagem de Hestenes da teoria de Dirac [Hes67, Hes75, Hes97] s~ao

revistos brevemente, e desenvolvemos a equa�c~ao de Dirac associada a qualquer �-gradua�c~ao [Mos02],

s�o que desta vez para campos de 1-formas n = n(x), e n~ao somente para 1-formas, a partir da �-

gradua�c~ao dada por �( ) = n n�1. Mostramos que o campo espinorial que satisfaz a equa�c~ao de

Dirac �e descrito pela soma de dois quat�ernions, al�em de escrever de maneira original a equa�c~ao de

Dirac no presente contexto, de maneira mais simples que outras descri�c~oes at�e agora apresentadas,

baseadas nas diversas representa�c~oes (padr~ao, quiral e de Majorana) de C 
 C`1;3 em M(4; C )

[Mos02].

Os resultados das Secs. (2.3 - 2.11) e Secs. (2.13, 2.17, 2.18) s~ao originais, e a Sec. (2.5) e outros

poucos resultados na Sec. (2.6), somente dentro do contexto das �algebras exteriores, tamb�em podem

ser vistos juntamente com algumas de suas aplica�c~oes f��sicas em, e.g., [Scz68, Bin93, Mie92, Mie94,

Ehl93].

2.2 �-proje�c~oes

Dizemos que um espa�co vetorial V �e graduado por um grupo abeliano G se V puder ser expresso

como a soma direta V =
L

a Va de subespa�cos indexados por elementos a 2 G. Uma �algebra de

Cli�ord C`(V; g) �e dita ser graduada por G se seu espa�co vetorial subjacente �e G-graduado, e o

produto � de elementos  ; � 2 C`(V; g) satisfaz2 deg( �) = deg( ) + deg(�). De agora em diante

consideramos G = Z2. A Z2-gradua�c~ao usual de C`(V; g), induzida atrav�es da involu�c~ao graduada,

�e dada por C`(V; g) = C`+(V; g)� C`�(V; g), onde C`+[�](V; g) denota a soma direta dos espa�cos de
todos os k-vetores pares [��mpares]. Uma Z2-gradua�c~ao arbitr�aria de C`(V; g) �e dada por C`(V; g) =
C`0 � C`1 [Mos03a], onde os subespa�cos C`a; a = 0; 1; satisfazem C`aC`b ,! C`a+b(mod 2). Para cada

decomposi�c~ao existe um automor�smo entre espa�cos vetoriais associados � : C`(V; g) ! C`(V; g)
de�nido por �jC`a = (�1)aid, onde id denota a identidade em C`a. As proje�c~oes �a : C`(V; g)! C`a
s~ao dadas por �a( ) =

1
2 ( + (�1)a�( )). Denotamos a partir daqui, neste cap��tulo, �a( ) =  a.

2Denota-se o grau de  por deg( ).
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Um elemento que pertence a C`0 [C`1] �e denominado �-par [�-��mpar]. Com respeito �a Z2-gradua�c~ao

usual, onde o �-automor�smo de  �e dado por �( ) =  ̂, temos que C`0 = C`+p;q e C`1 = C`�p;q

2.3 A decomposi�c~ao do espa�co-tempo

Denotamos a partir daqui o operador de correlac~ao � : V ! V � por ( � )] e seu inverso ��1 : V � ! V

por ( � )[, j�a que neste cap��tulo denotaremos o elemento de volume associado �a parte �-par C`0p;q
de C`p;q por � . A �m de n~ao carregar demasiadamente a nota�c~ao, dados  ; � 2 C`p;q, denotamos a
contra�c~ao de  por � por � �  , que somente ser�a denotada explicitamente por  y� ou  x� quando

houver alguma ambig�uidade. Nesta se�c~ao, dadas duas aplica�c~oes {1;{2 em C`p;q, denotaremos a
composi�c~ao delas por {1Æ{2. No Cap. (4) essa mesma nota�c~ao indicar�a o O-produto. Neste cap��tulo
denotamos vetores em TxM ' Rp;q pela nota�c~ao em negrito, i.e, u;v : : : 2 Rp;q ' TxM .

Um espa�co vetorial munido de uma m�etrica de assinatura (p; q), isomorfo a Rp;q , pode ser identi-

�cado em um ponto x 2M como o espa�co TxM tangente aM nesse ponto, ondeM �e uma variedade

difeomorfa �a folhea�c~ao R � �, e a variedade � �e tipo-espa�co3, representando a parte espacial, en-

quanto t 2 R representa o tempo. Nesse sentido a variedade que descreve o espa�co-tempo �e ent~ao

dada por uma folhea�c~ao composta pelas sucessivas fatias espaciais � deM ao longo do tempo. Assim

escrevemos a folhea�c~ao M = [t2R�t. O formalismo aqui apresentado �e desenvolvido com base na

variedadeM , sobre a qual �e constru��da o �brado de Cli�ord C`(M; g) :=
S
x2M C`(TxM; gx), e nesse

caso a �algebra C`p;q �e considerada em um ponto x de M como sendo uma se�c~ao secC`(TxM; gx) do

�brado de Cli�ord C`(M; g).

Uma decomposi�c~ao particular do espa�co-tempo �e arbitr�aria e depende de uma escolha de um

campo n de 1-formas no �brado normal [Cho00, Hus94, Nak96, Mis73, Nas83]. De agora em diante

n denota tanto um campo de 1-formas em M quanto um campo vetorial em M , e a nota�c~ao n[

para o campo vetorial, dado um campo de 1-formas n 2 T �xM , ou equivalentemente a nota�c~ao n]

para o campo de 1-formas, dado um campo vetorial n 2 TxM , ser�a omitida, sendo somente utilizada

explicitamente quando for necess�ario. No que segue a decomposi�c~ao do espa�co-tempo por um campo

de 1-formas n ou um campo vetorial n ser�a considerada equivalente e tal distin�c~ao �e irrelevante para

o desenvolvimento do formalismo que se segue.

Podemos sempre encontrar um campo de 1-formas tipo-tempo n normal a �, i.e., n2 = g(n; n) > 0

e g(n; ~v) = 0; para todo ~v 2 Tx� [Bae94]. Denotamos a m�etrica em TxM ' Rp;q por gx : secTxM �
secTxM ! R, e omitiremos o sub��ndice da m�etrica, estando de agora em diante impl��cito que ela

depende do ponto x 2 M . O campo de 1-formas n 2 T �xM pode ainda ser interpretado como

sendo localmente cotangente �a linha de universo de uma fam��lia de observadores, ou seja, o dual da

velocidade dos referenciais de tais observadores.

A sub�algebra par C`+p;q de C`p;q, associada �a involu�c~ao graduada, �e de�nida como C`+p;q = f 2
C`p;q j�( ) :=  ̂ =  g e, motivados pela estrutura dos automor�smos internos, a �-gradua�c~ao

3Uma variedade M �e dita ser tipo-espa�co se, quando n�os restringimos a � a m�etrica g de M , temos uma m�etrica

riemanniana em �.
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Figura 2.1: Decomposi�c~ao local da variedade M em in�nitas fatias espaciais. O campo vetorial n(x) �e

interpretado como sendo tangente �a linha de universo de um determinado observador inercial.
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� : C`p;q ! C`p;q �e por n�os de�nida como

�( ) = n ̂n�1 (2.2)

Vemos a partir da eq.(2.2) que o automor�smo � �e invariante perante dilata�c~oes de n. Sem perda

de generalidade podemos passar o quociente pelo centro multiplicativo R� = R � f0g e de fato

considerar somente campos de 1-formas n = n(x) 2 secT �xM de norma unit�aria. Ao escolhermos

n2 = 1 a eq.(2.2) pode ser reescrita como

�( ) = n ̂n: (2.3)

Utilizaremos tal �-gradua�c~ao at�e a Sec. (2.9) inclusive. A partir da Sec. (2.10) faremos o caso mais

geral, onde n 6= n�1. Sendo n tipo-tempo e unit�ario tal campo de 1-formas pode ser obtido atrav�es

de uma transforma�c~ao de Lorentz L 2 Spin+(1,3), atrav�es de n(x) = L(x)e0 ~L(x), no caso particular

de C`1;3.
Dado L 2 Spin+(p; q), um sistema de referência fepg �e dito ser adaptado ao observador se valem

as seguintes condi�c~oes:

i) n = Le0 ~L,

ii) n](ep) = 0,

iii) fepg gera o espa�co-tempo local com rela�c~ao a n (ETLn).

Um sistema de referência fepg �e dito ser parcialmente adaptado ao observador se n = Le0 ~L ou se

fepg gera o ETLn. Esse conceitos ser~ao usados na Sec. (2.18).
Existem v�arias possibilidades para se de�nir sub�algebras e, por exemplo, de�nimos

C`kp;q = f 2 C`p;q j�( ) = n ̂n =  g; C`?p;q = f 2 C`p;q j�( ) = n ̂n = � g (2.4)

onde C`kp;q denota a componente ap-par (espacial) de C`p;q, enquanto que C`?p;q denota a componente
ap-��mpar (temporal) de C`p;q. Podemos ver que C`p;q �e uma �algebra Z2-graduada com respeito ao

automor�smo dado pela eq.(2.2). Com efeito, dados  k, �k 2 C`kp;q e  ?, �? 2 C`?p;q, temos

n k�kn = n knn�kn = c kc�k = [ k�k 2 C`kp;q;
n k�?n = n knn�?n = c k(�c�?) = �([ k�k) 2 C`?p;q;
n ?�?n = n ?nn�?n = (�c k)(�c�k) = [ k�k 2 C`kp;q: (2.5)

Uma das vantagens de trabalharmos com C`kp;q �e que a involu�c~ao graduada em C`kp;q �e a mesma de

C`p;q. Os projetores �k; �? : C`p;q ! C`k;?p;q , de�nidos pelas rela�c~oes

�k( ) =
1

2
( + n ̂n); �?( ) =

1

2
( � n ̂n) (2.6)
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podem ser reescritos como

�k( ) = n � (n ^  ) = ( ^ n) � n =  � n ^ (n �  );
�?( ) = n ^ (n �  ) = ( � n) ^ n; (2.7)

de onde seguem as rela�c~oes

n �  k = 0; n ^  ? = 0: (2.8)

As express~oes dadas pelas eqs.(2.7) acima têm motiva�c~ao geom�etrica, j�a que para u;v 2 Rp;q , temos

v = vuu�1

= (v � u+ v ^ u)u�1

= (v � u)u�1 + (v ^ u) � u�1

= vk + v?: (2.9)

As rela�c~oes

 k = �k( k);  ? = �?( ?); �k�? = �?�k = 0;

�2k = �k; �2? = �? e �? + �k = 1 (2.10)

podem ser imediatamente veri�cadas a partir das de�ni�c~oes (2.7). Podemos ainda escrever os pro-

jetores  k e  ? em um espa�co destitu��do de uma m�etrica como

�k = id� n
 n]; �? = n
 n]: (2.11)

Mas daqui em diante admitimos um espa�co vetorial munido de uma m�etrica, e as rela�c~oes (2.11)

ser~ao utilizadas quando for necess�ario. Nossa conven�c~ao prop~oe que  k representa a componente

espacial, enquanto que  ? est�a relacionado �a componente temporal de  2 C`p;q.
As rela�c~oes

 kn = nc k;  ?n = �nc ?; n n = c k � c ?; (2.12)

decorrem imediatamente.

2.4 Proje�c~oes da m�etrica

Com o intuito de expressar a m�etrica g
k
x � gk : Tx��Tx�! R em cada ponto da variedade espacial

�, dada localmente por gk(v;u) = vk �uk, lidamos primeiramente com a componente espacial gk da

m�etrica g : TxM � TxM ! R do espa�co-tempo. A partir da rela�c~ao

vkuk =
1

4
(v � nvn)(u � nun)

=
1

4
(vu� unvn� nunv + nun2vn): (2.13)
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podemos escrever

gk(u;v) = vk � uk = 1

2
(vkuk + ukvk)

=
1

8
(vu+ uv + nvun+ nuvn� vnun� nvnu� unvn� nunv): (2.14)

Mas como

nvnu = 2(v � n)nu� vu; unvn = 2(v � n)un� uv;
vnun = 2(u � n)vn� vu; nunv = 2(u � n)nv � uv; (2.15)

ent~ao segue que

gk(u;v) =
1

8
(2u � v + 2u � v � 2(v � n)(nu+ un) + 2vu� 2(un)(vn+ nv) + 2v � u)

= u � v � 1

8
(2(v � n)2(u � n) + 2(u � n)2(v � n)); (2.16)

e portanto

gk(u;v) = vk � uk
= u � v � (v � n)(u � n)
= g(u;v) � (v � n)(u � n): (2.17)

Ao adotarmos um sistema de coordenadas locais em TxM ' Rp;q , podemos expressar n = n�e�;v =

v�e�;u = u�e�, e decorre da eq.(2.17) que

gk�� = g��u
�v� � n�u�n�v� = (g�� � n�n�)u�v�

= h��u
�v� ; (2.18)

onde h�� = g�� � n�n� . Portanto

gk = h��e
� 
 e� = (g�� � n�n�)e� 
 e� ; e (2.19)

naturalmente

g? = n�n�e
� 
 e� : (2.20)

A m�etrica gk d�a a proje�c~ao espacial de g em �, a fatia espacial do observador em quest~ao em um

dado instante, e g? a componente temporal de g.

2.5 Componentes paralelas e ortogonais dos produtos exte-

rior e de Cli�ord

Pelas eqs.(2.5) vimos que C`kp;qC`kp;q ,! C`kp;q; C`kp;qC`?p;q ,! C`?p;q e que C`?p;qC`?p;q ,! C`kp;q. Portanto
o produto de Cli�ord entre dois multivetores  ; � 2 C`p;q �e dado por

� = (�k + �?)( k +  ?) = �k k + �? ? + �k ? + �? k; (2.21)
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onde as componentes paralela e ortogonal do produto de Cli�ord � s~ao dadas respectivamente por:

(� )k = �k k + �? ? 2 C`kp;q; (� )? = �k ? + �? k 2 C`?p;q: (2.22)

Da�� temos que

(v ^ �)k =
1

2
(v� + �̂v)k

=
1

2
(vk�k + v?�? +c�kvk + c�?v?)

=
1

2
(vk�k +c�kvk) + 1

2
(v?�? + c�?v?)

= vk ^ �k + v? ^ �?: (2.23)

Mas v? ^ �? = n ^ (n � v) ^ n ^ (n � �?) = 0, j�a que n ^ n = 0. Portanto

(v ^ �)k = vk ^ �k: (2.24)

Analogamente �e f�acil notar que

(v ^ �)? = v? ^ �k + vk ^ �?: (2.25)

2.6 A decomposi�c~ao do operador dual de Hodge

Denotamos os pseudoescalares associados a C`p;q e a C`kp;q respectivamente por � 2 sec�p+q(T �xM)

e � 2 sec�p+q�1(T �xM). A partir da orienta�c~ao de C`p;q podemos de�nir a orienta�c~ao de C`kp;q como

� := n � � (2.26)

J�a que n^� = 0, ent~ao � = n� e conseq�uentemente � = n� . Da rela�c~ao n �� = 0, segue que � = n^�:
�E mais apropriado escrever a eq.(2.26) como

� = n� (2.27)

de onde obtemos � = n� , e portanto as rela�c~oes

n� = �̂n e �̂ = �n�̂ = ��n (2.28)

seguem diretamente, uma vez que � 2 C`kp;q.
O operador dual de Hodge (ODH) �e de�nido em C`kp;q como

?kvk = vk � �
= vk � (n � �)
= (vk ^ n) � �
= �(n ^ vk) � �
= �n � (vk � �): (2.29)
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Das eqs.(2.7) temos a rela�c~ao vk � � = v � � � [n ^ (n � v)] � �: Da��

n � (vk � �) = n � (v � �)� n � f[n ^ (n � v)] � �g
= n � ?v � fn ^ [n ^ (n � v)]g � �
= n � (?v); (2.30)

de onde conclu��mos, das eqs.(2.29) e (2.30), que ?kvk = �n � (?v): Podemos ainda escrever ?kvk =

�n � (?v)? j�a que n � (?v)k = 0. Mas n ^ (?v)? = 0 e portanto a rela�c~ao ?kvk = �n(?v)? implica

que

(?v)? = �n(?kvk) (2.31)

No caso particular da �algebra do espa�co-tempo C`1;3 com �-gradua�c~ao dada pela involu�c~ao graduada,

sabemos que C`k1;3 = C`+1;3 ' C`3;0, e portanto o produto vetorial entre dois vetores em um referencial

local em � pode ser imediatamente obtido a partir da eq.(2.29). J�a no caso de outra �-gradua�c~ao,

como por exemplo aquela dada pela eq.(2.2), a sub�algebra �-par de C`1;3 �e dada por C`k1;3 ' C`0;3 '
H � H . Mais detalhes ser~ao devidamente abordados na Sec. (2.18).

Para o caso geral de multivetores  2 C`p;q segue que

?k k = e k � �
= e k � (n � �)
= ( e k ^ n) � �
= (n ^  k) � �
= n � ( k � �): (2.32)

Tomando novamente a express~ao  k =  � n ^ (n �  ) podemos expressar

 k =  � � � [n ^ (n �  )] � �

=  � � � [
^

n ^ (n �  ̂)] � �
=  � � � [(]n � ~ ) ^ n] � �
= ? ̂ � [(]n � ~ ) ^ n] � �: (2.33)

Portanto,

n � ( � � �) = n � (? ̂)� n � f[(]n � ~ ) ^ n] � �g
= n � (? ̂)� fn ^ [(]n � ~ ) ^ n] � �g
= n � (? ̂)� [n ^ (]n � ~ ) ^ n] � �;
= n � (? ̂) (2.34)

e �nalmente podemos escrever, pela eq.(2.32), que

?k k = n � (? ̂) (2.35)
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Utilizando as propriedades n � ( )k = 0 e n ^ ( )? = 0 obtemos

?k k = n � (? ̂)?
= n(? ̂)? (2.36)

de onde conclu��mos que (? )? = n(?k ̂k) e que

?k k = n(? ̂)?

= n � (? ̂) (2.37)

Mais uma rela�c~ao importante para o desenvolvimento deste formalismo �e a seguinte:

?k(n �  ) = (]n �  ) � �
= (]n �  ) � (n � �)
= [(]n �  ) ^ n] � �
= [( ~ � n) ^ n] � �
= f ? � � (2.38)

e portanto

?k(n �  ) = ?( ?) (2.39)

Agora provaremos uma express~ao similar para a componente paralela (? )k de ? . De acordo

com a rela�c~ao f ? = 1
2 (
~ � n � n) podemos obviamente escrever

f ? � � = 1

2
( ~ � n � n) � �: (2.40)

Agora dado  k 2 sec�k(TxM), segue que

(n kn) � � = hn kn�in�k
= �hn k�̂nin�k
= = �nh\(f k�)in�kn
= �n(\f k � �)n; (2.41)

obtendo a igualdade

f ? � � =
1

2
[( ~ � �) + n(d~ � �)n]

= ( ~ � �)k
= (? )k (2.42)

e �nalmente

(? )k = ?( ?) = ?k(n �  ) (2.43)
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2.7 O operador de Dirac no contexto da decomposi�c~ao do

espa�co-tempo

Considere o �brado de Cli�ord sobre a variedade M , denotado por C`(M; g) :=
S
x2M C`(TxM; gx).

Dado n 2 sec T �xM , a decomposi�c~ao localM = I�� onde I �e um intervalo de R, pode ser obtida se

e somente se n^ dn = 0, pelo teorema de Frobenius [Nak96]. Denotamos agora o operador de Dirac

por @, e tamb�em os operadores diferencial d � @^ : sec�k(T �xM)! sec�k+1(T �xM) e codiferencial

Æ � �@� : sec�k+1(T �xM) ! sec�k(T �xM) em C`(M; g). Queremos achar express~oes para dk; d?; Æk

e Æ? e portanto para @k; @?. Das rela�c~oes ( ^ �)k =  k ^ �k temos

( ^ �k)k =  k ^ �k e ( ^ �?)k = 0; (2.44)

e da express~ao

( ^ �)? =  k ^ �? + ( ? ^ �k)k; (2.45)

�e imediato que

( ^ �k)? =  k ^ �k; ( ^ �?)? =  k ^ �? (2.46)

De�nimos as componentes paralela dk e ortogonal d? do operador diferencial d, a partir das seguintes

express~oes:

dk k = (d k)k; dk ? = (d ?)?; d? k = (d k)?; d? ? = 0; (2.47)

de onde obtemos

dk k = (d k)k

= n � (n ^ d k); (2.48)

d? k = (d k)?

= n ^ (n � d k)
= n ^ (n � d k + d(n �  k))
= n ^ (n � d+ dn�) k
= n ^$n k; (2.49)

onde a derivada de Lie $n ao longo da dire�c~ao n �e de�nida como $n = n � d+ dn�, e ainda

d? ? = (d ?)k = n � (n ^ d ?)
= n � fn ^ d[n ^ (n �  )]g
= n � [n ^ dn ^ (n �  )� n ^ n ^ d(n �  )]
= 0: (2.50)
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Temos tamb�em a rela�c~ao

dk ? = (d ?)? = n ^ (n � d ?)
= n ^ fn � d[n ^ (n �  )]g
= n ^ fn � [dn ^ (n �  )� n ^ d(n �  )]g
= n ^ f(n � dn) ^ (n �  ) + dn ^ [n � (n �  )]� n � [n ^ d(n �  )]g
= n ^ (n � dn) ^ (n �  )� n ^ fn � [n ^ d(n �  )]g
= �(n � dn) ^ n ^ (n �  )� n ^ dk(n �  )
= �(n � dn) ^  ? � n ^ dk(n �  )
= �$nn ^  ? � n ^ dk(n �  )
= �$nn ^ n ^ (n �  )� n ^ dk(n �  )
= n ^ ($nn) ^ (n �  )� n ^ dk(n �  ): (2.51)

Agora de�na o campo multicovetorial 
� 2 sec�(T �xM) como


� = n@�n = �(@�n)n (2.52)

Podemos mostrar que 
� 2 sec�2(T �xM), pois n � @�n = 0 e n2 = 1. Ent~ao j�a que o comutador

entre um multivetor com um bivetor preserva a gradua�c~ao daquele, temos

1

2
[
�;  k] = hn@�n kik

= �h @�nn kik
= �h @�n(n ^  k)ik � h @�n(n �  k)ik
= �(@�n) � (n ^  k)� (@�n) ^ (n �  k): (2.53)

Portanto

1

2
[
�;  ] = �(@�n) � (n ^  )� (@�n) ^ (n �  )

= n ^ (@�n �  ) + n � (@�n ^  ) (2.54)

onde usamos a rela�c~ao n � @�n = 0. O comutador entre o 
� e  k �e dado por

1

2
[
�;  k] = �(@�n) � (n ^  k)� (@�n) ^ (n �  k)

= �(@�n) � (n ^  k)
= n ^ (@�n �  k)
= �n ^ (n � @� k) (2.55)

onde @�n �  k = �n � @� k, pela rela�c~ao n �  k = 0. Tamb�em temos o resultado

1

2
[
�;  k] = �(@� k)? (2.56)
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j�a que n ^ (n� ) = �?( ). Por outro lado,

1

2
[
�;  ?] = �(@�n) � (n ^  ?)� (@�n) ^ (n �  ?)

= �(@�n) ^ (n �  ?)
= n � (@�n ^  ?)
= �n � (n ^ @� ?); (2.57)

de onde a partir da equivalência n � (n^ ) = �k( ) obtemos

1

2
[
�;  ?] = �(@� ?)k (2.58)

Tamb�em temos como expressar a derivada parcial do campo de 1-formas n em termos do comutador

deste com 
� pela express~ao

@�n = �1
2
[
�; n] (2.59)

j�a que
1

2
[
�; n] =

1

2
[
�; n?] = �(@�n?)k = �(@�n)k = �@�n: (2.60)

Usamos a �obvia propriedade de que n = n? e, da rela�c~ao n � @�n = 0 segue que

(@�n)? = 0 e @�n = (@�n)k: (2.61)

Podemos tamb�em obter a eq.(2.59) diretamente da de�ni�c~ao de 
�. De fato,

1

2
[
�; n] =

1

2
(n@�nn� nn@�n)

=
1

2
(n@�nn� @�n)

=
1

2
(�nn@�n� @�n)

=
1

2
(�@�n� @�n)

= �@�n: (2.62)

Ao usarmos as rela�c~oes (@� k)? = � 1
2 [
�;  k] e (@� ?)k = � 1

2 [
�;  ?] temos

(@� k)k = @� k � (@� k)?

= @� k +
1

2
[
�;  k] (2.63)

e

(@� ?)? = @� ? � (@� ?)k

= @� ? +
1

2
[
�;  ?] (2.64)
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2.8 Derivada covariante e derivada de Lie relativos ao ope-

rador diferencial

Considere a componente ortogonal do operador diferencial agindo sobre a componente paralela do

multivetor  2 C`p;q:

(d k)? = (� ^ @� k)?
= �k ^ (@� k)? + �? ^ (@� k)k
= �k ^ (�

1

2
[
�;  k]) + n ^ n�(@� k + 1

2
[
�;  k])

= �k ^ [n ^ (n � @� k)] + n ^ (n�@� k) + nn� ^ [�n ^ (n � @� k)]
= �k ^ n ^ (n � @� k) + n ^ n�@� k
= �n ^ � ^ (n � @� k) + n ^ n�@� k
= n ^ � ^ (@�n �  k) + n ^ n�@� k
= n ^ [�(@�n �  k) + n�@� k]

= n ^$n k (2.65)

onde

�? = n ^ (n � �) = nn�; �k = � � n ^ (n � �) = � � nn� (2.66)

e $n �e a derivada de Lie ao longo da dire�c~ao do vetor n. As express~oes acima ser~ao bastante

utilizadas na Sec. (2.18).

De�nindo a componente paralela derivada covariante como

Dk
� k = @� k +

1

2
[
�;  k] (2.67)

temos

(d k)k = (� ^ @� k)k
= �k ^ (@� k)k + �?(@� k)?

= �k ^ (@� k +
1

2
[
�;  k])

= �k ^Dk
� k

= dk k:

Portanto a rela�c~ao

dk = �k ^Dk
� (2.68)

�e imediatamente obtida.
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Agora considere a componente paralela do operador diferencial agindo sobre a componente orto-

gonal do multivetor  2 C`p;q:

(d ?)k = (� ^ @� ?)k
= �k ^ (@� ?)k + �?(@� ?)?

= �k (�
1

2
[
�;  ?]) (2.69)

= �k ^ (@�n) ^ (n �  ?)
= [n � (n ^ �)] ^ (@�n) ^ (n �  ?)
= n � [n ^ � ^ @�n ^ (n �  ?)]; pois n � @�n = 0 e n � (n �  ?) = 0

= n � [n ^ (@� ^ n) ^ (n �  ?)]
= 0: (2.70)

Finalmente para a componente ortogonal de d ? temos

(d ?)? = (� ^ @� ?)?
= �k ^ (@� ?)? + �?(@� ?)k

= �k ^ (@� ? +
1

2
[
�;  ?]) + �? ^ (�

1

2
[
�;  ?])

= �k ^ (D� ?) + nn� ^ (@�n) ^ (n �  ?)
= �k (D� ?) + n ^ (n�@�n) ^ (n �  ?)
= �k (D� ?) + n ^$nn ^ (n �  ?):

Mas sabemos que �k ^ D� ? = �k ^ (@� ?) + �k ^ 1
2 [
�;  ?] e que, pelas eqs.(2.69) e (2.70),

�k (� 1
2 [
�;  ?]) = 0. Portanto

�k ^ @� ? = �k ^ f@�[n ^ (n �  )]g
= �k ^ [@�n ^ (n �  ) + n ^ @�(n �  )]
= �k ^ n ^ @�(n �  )
= �n ^ �k ^ @�(n �  ): (2.71)

Mas

1

2
[
�; n �  ] = �n ^ (@�n � (n �  )) + n � (@�n ^ (n �  ))

= �n ^ (@�n � (n �  ))� n � (n � (@�n ^  ))
= �n ^ (@�n � (n �  ))� n � (n � @�n) + n � [@�n ^ (n �  )]
= �n ^ (@�n � (n �  ))� @�n ^ (n �  )
= �n ^ (@�n � (n �  ))� (n � @�n)(n �  ) + @�n ^ [n � (n �  )]
= �n ^ (@�n � (n �  )) + @�n ^ [n ^ (n �  )] (2.72)
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e ent~ao n ^ 1
2 [
�; n �  ] = 0: Portanto

�k ^ @� ? = �n ^ �k ^ @�(n �  )
= �n ^ �k ^D�(n �  ): (2.73)

Finalmente

(d ?)? = �n ^ �k ^D�(n �  ) + n ^$nn ^ (n �  ?) (2.74)

Usando agora a de�ni�c~ao do projetor �?, temos

$n[�?( )] = $n[n ^ (n �  )]
= $nn ^ (n �  ) + n ^$n(n �  ): (2.75)

Por outro lado sabemos que

$n(n �  ) = n � d(n �  ) + d[n � (n �  )]
= $nn ^ (n �  ) + n ^ [n � d(n �  )]
= $nn ^ (n �  ) + n ^ fn � [d(n �  ) + n � (d )]g; pois n � (n � d ) = 0

= $nn ^ (n �  ) + n ^ (n �$n )
= $nn ^ (n �  ) + �?($n )

e portanto

$n[�?( )] = $nn ^ (n �  ) + n ^$n(n �  )
= $nn ^ (n �  ) + n ^$nn ^ (n �  ) + n ^ �?($n ) (2.76)

2.8.1 Condi�c~ao necess�aria para que [$n; dk] = 0

Por de�ni�c~ao a derivada de Lie do operador diferencial agindo sobre  2 C`p;q calculada ao longo

da curva que tem como campo de vetores tangentes n �e dada por

$nd = d(n � d ) + n � d(d )
= d(n � d ) + d[d(n �  )]
= d$n (2.77)

e portanto d$n = $nd. Assim

$ndk = $n[n � (n ^ d )]
= $n[d � n ^ (n � d )]
= d($n )�$nn ^ (n � d )� n ^$n(n � d )
= d($n )� n ^ fd[n � (n � d )]g+ n � d(n �  )]�$nn ^ (n � d )
= d($n )� n ^ fd[n � (n � d )]g � n ^ fn � d[d(n �  )]g �$nn ^ (n � d )
= d($n )� n ^ [n � d($n )]�$nn ^ (n � d )
= dk($n )�$nn ^ (n � d ):
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Portanto

$n(dk ) = dk($n )�$nn ^ (n � d ) (2.78)

o que mostra que $n e dk comutam se e somente se $nn = 0, ou de maneira equivalente, quando a

acelera�c~ao a(n) := rnn for identicamente nula, como veremos logo a seguir na Sec. (2.12).

2.9 Derivada covariante e derivada de Lie relativos ao ope-

rador codiferencial

Considere inicialmente a componente paralela Æk do operador codiferencial Æ. De�nimos

Æk k = (Æ k)k

= �(@ �  k)k (2.79)

Com essa de�ni�c~ao podemos ver que

(@ �  k)k = (� � @� k)k
= (�k � @� k)k + (�? � @� k)?

= �k � (Dk
� k) + (nn�) �

�
�1
2
[
�;  k]

�
= �k � (Dk

� k)� n �
�
1

2
[
(n);  k]

�
; (2.80)

onde 
(n) := n�
� e a derivada covariante �e dada por D
k
� k = @� k +

1
2 [
�;  k]. Por outro lado,

@k ^ (?k b k) = @k ^ [n(?bb ?)]
= dk[n(? )?]

= @k[n( ~ �)?]

= @k ^ (n e k�)
= @k ^ (n ~ �)k
= �k ^

�
@�(n ~ k�) +

1

2
[
�; n ~ k�]

�
(2.81)

Mas das rela�c~oes

[
�; n e k�] = (
�n e k� � n e k�
�)
= (
�n e k� � n e k
��)
= (
�n e k� � n
� e k� + n
� e k� � n e k
��)
= [
�; n] e k� + n[
�; e k]� (2.82)
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obtemos, usando @�� = 0, as express~oes

@k ^ (?kc k) = �k ^
�
@�n)f k� + n(@�f k)� + 1

2
[
�; n]f k� + 1

2
n[
�;f k]��

= �k ^ [n(@�f k)� + 1

2
n[
�;f k]�]; pois @�n = �1

2
[
�; n]

= �k ^ [n(Dk
�
f k)�]

=
1

2

"
�kn(@�

f k)� + \
n̂(@�f k)��k + �k n

1

2
[
�;f k]� + \

n
1

2
[
�;f k]��k

#

=
1

2

"
�n�k (@�f k)� � n([@�f k)�̂�k � n�k 12[
�;f k]� � n̂ \1

2
[
�;f k]�̂�k

#

=
1

2

"
�n�k (@�f k)� � n([@�f k)(��k �̂)� n�k 12[
�;f k]� � n \1

2
[
�;f k](��k �̂)

#

= �n
2

�
�k @�

f k � (
[
@�f k)�k +��k 12[
�;f k]� 1

2
\
[
�;f k]�k� ��

= �n
�
�k � (Dk

�
f k) +��k 12 [
�;f k]

��
�

= �n[�k � (Dk
�
f k)]� (2.83)

Agora a a�c~ao do ODH sobre a express~ao acima �e calculada:

?�1k [@k ^ (?kc k)] = ~��1f ^�[(�k �D
k
�
f k)n]�g

= �~��1~�[ ^
�k � (D

k
�
f k)]n

= �~��1~�n(Dk
� k � �k )n

= �n[(Dk
� k) � �k ]n

= �n2[(Dk
�
c k) � ̂�k

= (Dk
�
c k) � �k

= ��k �Dk
� k (2.84)

Comparando essa �ultima express~ao com a eq.(2.80), obtemos

(@ �  k)k = � ?�1k [@k ^ (?kc k)]� n � �1
2
[
(n);  k]

�
= � ?�1k dk ?k c k � n � �1

2
[
(n);  k]

�
(2.85)
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Mas como

n � 1
2
[
(n);  k] = n�n � 1

2
[
�;  k]

= n�n � [�(@�n) � ( k)]
= �n�fn � [(@�n) � (n ^  k)]g
= �n�[(n ^ @�n) � (n ^  k)]
= n�[(@�n ^ n) � (n ^  k)]
= n�f(@�n) � [n � (n ^  k)]g
= n�f(@�n) � [ k � n ^ (n �  k)]g
= n�(@�n) �  k
= (n�@�n) �  k
= $nn �  k (2.86)

segue que

(@ �  k)k = � ?�1k dk ?k c k � ($nn) �  k (2.87)

2.10 Decomposi�c~oes duais equivalentes

De�nimos a partir da eq.(2.2) a �-gradua�c~ao dada por

�( ) = n ̂n�1 (2.88)

Pelas eqs.(2.26, 2.27), j�a que � 2 sec�p+q(T �xM) e portanto �2 = �1, podemos ver que
�( ) = n ̂n�1

= n�2 ̂��2n�1

= n�(� ̂)��2n�1

= (�1)j j(p+q�1) n�( ̂�)��1��1n�1

= (�1)p+q�1 � ��1 (2.89)

Portanto de�nimos uma mesma maneira de representar a decomposi�c~ao de elementos de C`p;q:
1. A partir do campo de 1-formas n 2 secT �xM do �brado normal dada por

�( )n := n ̂n�1 (2.90)

ou

2. Via o campo de�nido pelo elemento de volume � 2 sec�p+q�1(T �xM) associado a C`kp;q, onde
a decomposi�c~ao (dada pela eq.(2.90)) agora �e reescrita como

�( )� := (�1)(p+q�1) � ��1 (2.91)

pela eq.(2.89).
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Como as decomposi�c~oes dadas por �( )n e �( )� s~ao idênticas, �e imediato que a a�c~ao de opera-

dores diferenciais sobre tais automor�smos s~ao tamb�em equivalentes. De fato, calculamos explicita-

mente a seguir a a�c~ao do operador diferencial d : sec�p(T �xM)! sec�p+1(T �xM) em cada uma das

decomposi�c~oes dadas pelas eqs.(2.88) e (2.89):

d�( )n = dn ̂n�1 � nd ̂n�1 + (�1)j jn ̂dn�1 (2.92)

d�( )� = (�1)j j(p+q�1) (dn ̂n�1 � nd ̂n�1 � (�1)j jn ̂dn�1) (2.93)

Agora, a a�c~ao do operador codiferencial Æ : sec�p(T �xM) ! sec�p�1(T �xM) em cada uma das

decomposi�c~oes dadas pelas eqs.(2.88) e (2.89), considerando o operador codiferencial dado por Æ� =

?�1d ? �̂ e o operador dual de Hodge dado por ?� = ~� � (� 2 C`p;q), �e dada respectivamente por

Æ�( )n = ?�1d ?\�( )n

= ?�1d (n ~ n�1�)

= ?�1fdn�1 ~ n� � n�1 d ~ n� � (�1)j jn�1 ~ dn�g
= �f�n (�dn�1)� � �n(�cd )n�1� � (�1)j j�(�dn) n�1�g
= �(�1)j j(p+q�1) �fn ̂dn�1 + nd n�1 + (�1)j jdn ̂n�1g; (2.94)

onde a constante � := (�1)q+j j(p+q�j j) vem da propriedade ?�1 = �?, e por

Æ�( )� = ?�1d ?\�( )�

= ?�1d (n� � ��1n�1�)

= ?�1fdn�1��1 � n� n�1��1 d � n� (�1)j jn�1��1 � dng
= �fn ̂��1(�dn�1)� � n(�fd � )��1n�1� � (�1)j j�(�dn) � ��1n�1�g
= (�1)j�j(p+q�1) �f�n ̂dn�1 + nd n�1 � (�1)j jdn ̂n�1g: (2.95)

Portanto, j�a que o operador de Dirac @ �e dado por d � Æ, temos pelas eqs.(2.92, 2.93, 2.94, 2.95),
que @(�( )n) = @(�( )� ) �e escrito como

@(�( )n) = (1 + (�1)j j��)dn  ̂ n�1 � n(d ̂ � �� d )n�1 + (��� (�1)j j)n ̂ dn�1 (2.96)

onde � := (�1)j j(p+q�1), que pode ser reescrita, no caso particular do espa�co-tempo de Minkowski,

como

@(�( )n) = @(�( )� ) = �2
�
(�1)j jnd n�1 + n dn�1

�
(2.97)

No caso mais geral, para variedades pseudo-riemannianas cujo espa�co-tangente a um ponto �e isomorfo

a Rp;q , a express~ao dada pela eq.(2.96) n~ao pode ser reduzida �a eq.(2.97), a menos que p = 1 e q = 3.
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2.11 Generaliza�c~ao das �-gradua�c~oes: automor�smos inter-

nos k-vetoriais

At�e agora tratamos de automor�smos internos do tipo

�( )n := n ̂n�1 (2.98)

onde n 2 T �xM �e um campo de 1-formas. Podemos generalizar esses automor�smos, considerando

automor�smos mais gerais de C`p;q ' secC`(M; g) gerados por campos de k-formas ao inv�es de

campos de 1-formas, a partir da de�ni�c~ao

�(k)( ) := �(k) �
�1
(k) (2.99)

onde �(k) 2 sec�k(T �xM). Os operadores de proje�c~ao dados pelas eqs.(2.6) podem ser generalizados

imediatamente atrav�es das express~oes

�
(k)
k ( ) =

1

2
( + �(k) �

�1
(k)); �

(k)
? ( ) =

1

2
( � �(k) ��1(k)) (2.100)

Nas subse�c~oes seguintes expressaremos explicitamente as �-gradua�c~oes para todos os elementos de

C`1;3. Consideramos �(k) 6=  , caso contr�ario �(k)( ) =  . No que se segue considere 1 � i; j; k � 3

��ndices distintos.

2.11.1 Automor�smos internos bivetoriais

Neste caso a decomposi�c~ao �e de�nida por

�(2)( ) := �(2) �
�1
(2) (2.101)

onde �(2) 2 sec�2(T �xM) �e um campo bivetorial. Temos v�arios casos (i; j; k = 1; 2; 3):

a)  2 �1(T �xM):

 �(2) �(2)( ) �
(2)
k ( ) �

(2)
? ( )

e0 e0j �e0 0 e0

e0 eij e0 e0 0

ei e0j ei ei 0

ei eik �ei 0 ei

ei e0i �ei 0 ei

ei ejk ei ei 0

b)  2 �2(T �xM):
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 �(2) �(2)( ) �
(2)
k ( ) �

(2)
? ( )

e0i e0j �e0i 0 e0i

e0i eij �e0i 0 e0i

e0i ejk e0i e0i 0

eij e0i �eij 0 eij

eij e0k eij eij 0

eij eik �eij 0 eij

c)  2 �3(T �xM):

 �(2) �(2)( ) �
(2)
k ( ) �

(2)
? ( )

e0ij e0j e0ij e0ij 0

e0ij eij e0i e0ij 0

e0ij ejk �e0ij 0 e0ij

e123 e0i �e123 0 e123

e123 eij e123 e123 0

d)  2 �4(T �xM):

 �(2) �(2)( ) �
(2)
k ( ) �

(2)
? ( )

e0123 e�� e0123 e0123 0

2.11.2 Automor�smos internos trivetoriais

Agora a �-gradua�c~ao �e de�nida por

�(3)( ) := �(3) �
�1
(3) (2.102)

onde �(3) 2 sec�3(T �xM) �e um campo trivetorial. Temos v�arios casos (i; j; k = 1; 2; 3):

a)  2 �1(T �xM):

 �(3) �(3)( ) �
(3)
k ( ) �

(3)
? ( )

e0 e0ij e0 e0 0

e0 e123 �e0 0 e0

ei e0ij ei ei 0

ei e0jk �ei 0 ei

ei e123 ei ei 0
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b)  2 �2(T �xM):

 �(3) �(3)( ) �
(3)
k ( ) �

(3)
? ( )

e0i e0ij e0i e0i 0

e0i e123 �e0i 0 e0i

eij e0ij eij eij 0

eij e0ik �eij 0 eij

eij e123 eij eij 0

c)  2 �3(T �xM):

 �(3) �(3)( ) �
(3)
k ( ) �

(3)
? ( )

e0ij e0ik e0ij e0ij 0

e0ij e123 �e0ij 0 e0ij

e123 e0ij �e123 0 �e123

d)  2 �4(T �xM):

 �(3) �(3)( ) �
(3)
k ( ) �

(3)
? ( )

e0123 e��� �e0123 0 e0123

2.11.3 Automor�smos internos tetravetoriais

Neste �ultimo caso que concerne as decomposi�c~oes multivetoriais em C`1;3, a �-gradua�c~ao �e de�nida
por

�(4)( ) := e0123 e0123
�1 =  ̂ (2.103)

onde e0123 2 sec�4(TxM) denota um campo de elementos de volume em R1;3 ' TxM . �E imediato

ver que �(4)( ) =  ̂, ou seja, o automor�smo interno tetravetorial em C`1;3 �e exatamente a involu�c~ao
graduada. Todos os casos podem ser resumidos na seguinte tabela, para  2 �i(T �xM); i = 1; 2; 3:

 �(4)( ) �
(4)
k ( ) �

(4)
? ( )

e� �e� 0 e�

e�� e�� e�� 0

e��� �e��� 0 e���
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2.11.4 Automor�smos internos multivetoriais

Esse caso �e a extens~ao das de�ni�c~oes dos automor�smos de�nidos nas Subsecs. (2.11.1 - 2.11.3) por

linearidade, como

��( ) :=

4X
b=1

�(b)( ) (2.104)

onde �(1)( ) � �( )n = n ̂n�1. Podemos ainda expressar

��( ) := � ��1 (2.105)

�;  2 C`p;q.
Na pr�oxima se�c~ao revisitamos os conceitos da cinem�atica relativ��stica no contexto das ACs pa-

ralelas e ortogonais.

2.12 Cinem�atica relativ��stica e observadores de Killing

Lembrando (vide Apêndice A) que a derivada covariante r �e dada por r = ea
rea , primeiramente
a derivada covariante espacial (DCE) de  2 C`p;q �e de�nida como sendo a parte espacial da derivada
covarianterk ; enquanto que a derivada espacial de Fermi-Walker4, denotada por d, �e de�nida como

a derivada covariante ao longo da dire�c~ao temporal n [Bin93, Bin95, Bin97]:

d := (rn )k (2.106)

De�nimos agora no nosso formalismo as quantidades cinem�aticas associadas ao campo vetorial n:

(Acelera�c~ao) a(n) := rnn 2 sec�1(T �xM) (2.107)

(Tensor de expans~ao) �(n) := $n Æ �kg (2.108)

(2-forma de vorticidade) !(n) :=
1

2
dkn =

1

2
(dn)k 2 sec�2(T �xM) (2.109)

(Escalar de expans~ao) �(n) := Tr �(n) (2.110)

(Tensor de cisalhamento) �(n) := $n Æ �k �
1

3
(�(n) Æ �k) (2.111)

Para o caso euclidiano C`3;0, as de�ni�c~oes acima est~ao de acordo com as de�ni�c~oes cl�assicas [Ell71,

Ell73, Ehl93, Mis73].

Lembramos que a acelera�c~ao �e tipo-espa�co, pois

n � a(n) = n � rnn =
1

2
rn(n � n) = 0: (2.112)

4A derivada de Fermi-Walker agindo sobre um vetor espacial, ao longo do campo vetorial n que de�ne um obser-

vador, tem a interpreta�c~ao f��sica de descrever o vetor spin de um girosc�opio de teste de um observador [Mis73].
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Quando as linhas de universo que descrevem os observadores s~ao geod�esicas, segue que rnn = 0 e

os observadores s~ao inerciais. Podemos ainda mostrar que

a(n) = $nn = n � dn = $knn (2.113)

j�a que

$k
nn = n � (n ^ (n � dn))

= n � dn� n ^ (n � (n � dn)) = n � dn
= $nn; (2.114)

onde denotamos

$k
n := ($n )k = �k($n ) (2.115)

Al�em disso podemos escrever

rn = �a(n)
 n] + �(n)� !(n) (2.116)

�(n) =
1

2
$k
ng (2.117)

e, usando a eq.(2.68), que a 2-forma de vorticidade pode ser escrita como

!(n) = �n ^ �k ^D� + n ^$nn (2.118)

Alternativamente podemos ainda expressar

�(n) = �Æn
= ?�1d ? n 2 �0(T �xM) (2.119)

Al�em disso, j�a que a orienta�c~ao espacial est�a relacionada �a orienta�c~ao � associada a C`kp;q, de�nida
pela eq.(2.26), ent~ao �e imediato que

$n� = $k
n�

= n �$n� (2.120)

A 2-forma de vorticidade !(n) mede o quanto o colchete de Lie entre dois campos vetoriais espaciais

est�a na dire�c~ao temporal. Isso pode ser visto ao mostrarmos que a parte temporal, correspondente �a

proje�c~ao ortogonal do colchete de Lie, �e nula se somente se a 2-forma de vorticidade for identicamente

nula. Para mostrar isso, dados dois campos vetoriais espaciais uk;vk, por um lado temos:

!(n)(uk;vk) =
1

2
(dn)k(uk;vk)

=
1

2
dn(uk;vk); j�a que uk e vk s~ao espaciais

= ukn
](vk)� vn](uk)� n]([uk;vk])

= �n]([uk;vk]) (2.121)
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Por outro lado, pelas eqs.(2.11), obtemos

[uk;vk]? = n]([uk;vk])n

= �2!(n)(uk;vk)n; pela eq.(2.121): (2.122)

Portanto, quando !(n) �e identicamente nula, pela eq.(2.122) a componente temporal [uk;vk]? de

[uk;vk] �e tamb�em nula, e nesse caso o colchete de Lie est�a contido na variedade espacial �.

Um espa�co-tempo estacion�ario �e caracterizado pela existência de um campo de 1-formas de

Killing � que satisfaz [Mis73]

$�g = 0: (2.123)

O campo vetorial de 4-velocidades dos observadores de Killing �e ent~ao caso particular no nosso

formalismo, podendo ser de�nido por

n = (det g(�; �))�1=2�: (2.124)

O fator de normaliza�c~ao (det g(�; �))�1=2 tamb�em �e estacion�ario, j�a que$�(g���
���) = ($�g��)�

��� =

0, pela eq.(2.123), implica que $�(det g(�; �))
�1=2 = 0.

No referencial dos observadores de Killing estacion�arios o tensor de expans~ao �(n) �e identicamente

nulo, pois pela eq.(2.117) temos

�(n) =
1

2
$kng =

1

2
(det g(�; �))�1=2$

k
�g

=
1

2
(det g(�; �))�1=2�k Æ$�g

= 0: (2.125)

Denotando agora � = (det g(�; �))�1=2, mostramos que a acelera�c~ao admite um potencial:

a(n) = $k
nn

= �k Æ$��(��)
= dk ln�

�1

= d ln��1: (2.126)

Quando n descreve um campo vetorial de Killing, � �e constante e portanto a acelera�c~ao �e nula.

2.13 Identidades entre a decomposi�c~ao de operadores dife-

renciais, derivadas de Lie e quantidades cinem�aticas

A partir rela�c~ao de Cartan, que a�rma que

$n = d(n �  ) + n � d ;  2 C`p;q; (2.127)
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2.13 Identidades entre a decomposi�c~ao de operadores diferenciais, derivadas de Lie e

quantidades cinem�aticas

e tamb�em como vimos na Sec. (2.7), o operador diferencial agindo em  pode ser decomposto em

partes temporal e espacial como

d = (d )k + (d )?

= (n � d ) ^ n+ (d ^ n) � n; (2.128)

e no caso em que  2 C`kp;q, obtemos

d = $kn ^ n+ (d )k: (2.129)

Para o caso geral onde  2 C`p;q, obtemos duas equa�c~oes:

(d )k = �dk ? + a(n) ^  ? �$k
n k;

(d )? = dk k + 2!(n) ^  ? (2.130)

Escolhendo  = dn = 2!(n)� n ^ a(n) 2 sec�2(T �xM), segue das eqs.(2.129) e (2.130) que

(d2n)? = 0 = dka(n) + a(n) ^ a(n)� 2$kn!(n)

(d2n)k = 0 = 2(dk!(n)� !(n) ^ a(n)); (2.131)

de onde obtemos imediatamente as identidades

dka(n) = 2$k
n!(n) (2.132)

e

dk!(n) = !(n) ^ a(n) (2.133)

Desacoplando as eqs.(2.132) e (2.133), o que pode ser feito ao aplicarmos o operador dk na eq.(2.133)

juntamente com a regra de Leibniz dada pela eq.(3.98) e substituindo na eq.(2.132), obtemos a

seguinte express~ao para a 2-forma de vorticidade:

d2k!(n)� dk!(n) ^$nn+ 2!(n) ^$n!(n) = 0 (2.134)

Agora, como o operador diferencial �e nilpotente (de ordem 2), ent~ao

(d2 )? = (d2k � 2!(n) ^$k
n) ? + (a(n) ^$k

n � [$k; dk]) k

+(dka(n)� 2$kn!(n))

= 0; (2.135)

e tamb�em

(d2 )k = (d2k � 2!(n) ^$k
n) k + 2(dk!(n)� !(n) ^ a(n)) ^  ?

= 0: (2.136)

Podemos ainda mostrar que para todo  2 C`p;q, temos

d2k = 2!(n) ^ ($k
n � dk(n �  )) (2.137)
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e portanto, embora d2 = 0, o mesmo n~ao ocorre com d2k e nem com d2? em geral. Reescrevemos as

express~oes obtidas na Sec. (2.9) para as componentes paralela e ortogonal do operador codiferencial,

aplicado a um multivetor  2 C`p;q, usando a acelera�c~ao e a 2-forma de vorticidade:
(Æ )? = Æk ? � 2!(n) �  k (2.138)

(Æ )k = Ækc k � a(n) �  k � ?�1k $kn ?k  (2.139)

2.14 Equa�c~oes de Maxwell via �-gradua�c~oes

O operador de Dirac pode ser escrito como @ = e�@
� = e0@0�ei@i. A seguinte igualdade �e imediata:

@F = @ � F + @ ^ F
= h@ � F ik + h@ � F i? + h@ ^ F ik + h@ ^ F i? (2.140)

A intensidade do campo eletromagn�etico F 2 �2(T �xM) pode ser decomposta como F = Fk + F?,

onde Fk = B 2 sec�2(T �x�), F? = �E ^ e0 e E 2 sec�1(T �x�). Usando as equa�c~oes obtidas no

in��cio deste cap��tulo obtemos

h@ � F i? = he� � @�F i?
= e�k � @�F?
= ei � @i(�E ^ e0)
= �(div E)e0:

h@ � F ik = he� � @�F ik
= e�k � @�Fk + e�? � @�F?
= ei@iB+ e0@0(�E ^ e0)
= ei@iB+ @0E

= �rot B+ @0E (2.141)

h@ ^ F i? = he� ^ @�F i?
= e�? ^ @�Fk + e�k � @�F?
= ei ^ @i(�E ^ e0) + e0 ^ @0B
= (rot E+ @0B) ^ e0

(2.142)

h@ ^ F ik = he� ^ @�F ik
= e�k ^ @�Fk
= ei ^ @iB
= �(div B)e1 ^ e2 ^ e3 (2.143)
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Considerando a densidade de carga el�etrica � e a densidade de corrente espacial j, j�a que as equa�c~oes

de Maxwell s~ao dadas por

div E = �

rot B = @0E+ j

rot E = �@0B
div B = 0; (2.144)

podemos express�a-las como

h@ � F ik = �j
h@ � F i? = ��e0
h@ ^ F ik = h@ ^ F i? = 0 (2.145)

Al�em disso, de�nindo a densidade de corrente J = Jk + J? 2 sec�3(T �xM), onde J? = ��e0,
Jk = �j, as equa�c~oes de Maxwell podem ser escritas em uma forma mais compacta como

@F = J (2.146)

2.15 Transforma�c~oes de Lorentz no contexto da decomposi�c~ao

do espa�co-tempo

Seja fe0; e1; e2; e3g um referencial inercial correspondente a um observador inercial, satisfazendo

e�e� + e�e� = 2g�� = diag (1;�1;�1;�1). Ap�os escolhermos um observador inercial representado

por e0, podemos expressar um vetor no espa�co a�m v 2 R1;3 como

v = v�e�

= cte0 + ~v = v? + vk; onde v? = viei = ~v; xk = cte0: (2.147)

J�a que e0 �e tipo-tempo, escrevemos

v = ve0e0 = (v � e0)e0 + (v ^ e0)e0 = cte0 + ~v; (2.148)

onde ~v = (v^e0) �e0 = viei e v �e0 = ct. Se outro observador �e representado por um campo vetorial

n 2 TxM , fazemos a decomposi�c~ao

v = (v � n)n+ (v ^ n) � n = ct0n+ ~v0: (2.149)

Uma transforma�c~ao de Lorentz (TL) transforma (ct; ~v) 7! (ct0; ~v0) onde o inverso �1 do fator de

contra�c~ao de Lorentz5  �e de�nido por  = n � e0. O vetor n �e obtido a partir de uma rota�c~ao

5De�nido como 
�1 =

p
1� n2=c2.
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hiperb�olica de e0, dada por n = Le0 ~L, L 2 Spin+(1,3). Se notarmos que (1 + ne0)e0(1 + e0n) =

2(1 + n � e0)n, podemos expressar o operador L como

L =
1 + ne0p
2(1 + n � e0)

=
1 + n � e0 + n ^ e0p

2(1 + n � e0)
=

1 +  + n ^ e0p
2(1 + )

(2.150)

Pela rela�c~ao

(n ^ e0)2 = n � (e0 � (n ^ e0))
= n � (e0 � n)
= 2 � 1; (2.151)

reescrevemos a eq.(2.150) como

L =

r
1 + 

2
+

r
 � 1

2

 
n ^ e0p
2 � 1

!
(2.152)

Se o ângulo hiperb�olico � �e de�nido a partir das express~oes

cosh
�

2
=

r
1 + 

2
; sinh

�

2
=

r
 � 1

2
;

�e imediato ver que tanh � = knk=c. Denotando B = n ^ e0 escrevemos L = exp( �2B), j�a que a

rota�c~ao hiperb�olica acontece no plano de�nido por n ^ e0:
Considere o caso particular onde L = exp( �2e1e0):

n = Le0 ~L =

"r
1 + 

2
+

r
 � 1

2

 
e1e0p
2 � 1

!#
e0

"r
1 + 

2
+

r
 � 1

2

 
e0e1p
2 � 1

!#

= e0 + 
knk
c
e1: (2.153)

Pela eq.(2.149) and eq.(2.153), a componente temporal do observador �e dada por

ct0 = v � n = ct� v1 knk
c
) t0 = 

�
t� knkv

1

c2

�
: (2.154)

J�a a componente espacial ~v de v �e expressa como

~v0 = (v ^ n) � n
= (v1 � tknk)2 knk

c
e0 + (v1 � tknk)2e1 + v2e2 + v3e3: (2.155)

Efetuando-se uma TL em vetores em TxM ' R1;3 (e� 7! e0� = Le� ~L) obtemos

e00 = n; e01 = e1 + 
knk
c
e0; e02 = e2; e03 = e3: (2.156)

de onde a TL usual �e obtida:

v1
0
= (v1 � tknk); v2

0
= v2; v3

0
= v3: (2.157)
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Escrevemos as eqs.(2.154, 2.156) como

t0 =
t� knkv1=c2p

1� n2=c2 ; v1
0
=

v1 � tknkp
1� n2=c2 ; v2

0
= v2; v3

0
= v3 (2.158)

2.16 Transforma�c~oes de Lorentz em campos e indu�c~oes

2.16.1 Campo el�etrico

J�a vimos que a intensidade do campo eletromagn�etico �e dada por

F = �E ^ e0 +B = �(Eiei) ^ e0 + (Biej ^ ek)"jki (2.159)

onde "jki �e o tensor de Levi-Civita. J�a que E = �F �e0, o campo el�etrico medido por um observador

de�nido pelo campo de 1-formas n com velocidade relativa knk �e dado por

�E0 = F � n
= �(Eiei) ^ e0 + ("jki B

iej ^ ek) � (e0 +  knk
c
e1)

= �E1

�
e1 + 

knk
c
e0

�
�
�
E2 �  knk

c
B3

�
e2 �

�
E3 + 

knk
c
B2

�
e3

= �Ei0e0i (2.160)

Assim obtemos a TL de campos el�etricos:

E10 = E1

E20 = 

�
E2 � knk

c
B3

�
E30 = 

�
E3 +

knk
c
B2

�
(2.161)
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2.16.2 Indu�c~ao magn�etica

J�a que a indu�c~ao magn�etica B �e dada pela componente espacial de F , o campo B relativo a um

observador correspondente a n �e dado por

B0 = F 0k =
1

2
(F + nFn)

= (F ^ n) � n
= (F ^ n) �

�
e0 + 

knk
c
e1

�
= e1 ^ e2

�
2B3 �E22

knk
c

�
+ e1 ^ e3

�
�2B2 � 2 knk

c
E3

�
+e2 ^ e3

�
2B1 �E12

knk2
c2

�
+ e2 ^ e0

�
�2 knk

c
B3 +E22

knk2
c2

�
+e3 ^ e0

�
2
knk
c
B2 +E32

knk2
c2

�
= 

�
B3 � knk

c
E2

��
e1 + 

knk
c
e0

�
^ e2

�
�
B2 +

knk
c
E3

��
e1 + 

knk
c
e0

�
^ e3 +B1e2 ^ e3

= 

�
B3 � knk

c
E2

�
e1
0 ^ e20 � 

�
B2 +

knk
c
E3

�
e1
0 ^ e30

+B1e2
0 ^ e30 (2.162)

de onde obtemos

B10 = B1

B20 = 

�
B2 +

knk
c
E3

�
B30 = 

�
B3 � knk

c
E2

�
(2.163)

2.17 Dinâmica de uma part��cula-teste com spin em um campo

gravitacional de Reissner-Nordstr�m

Dado o tensor de RiemannR = Rabcde
a^eb
ec^ed 2 sec�2(T �xM)
sec�2(T �xM), o movimento de

uma part��cula-teste com spin S e carga e, em um campo gravitacional e em um meio eletromagn�etico

satisfaz as equa�c~oes de Dixon-Soriau-Papapetrou [Pap51, Sou74, Fel01], que no nosso formalismo

s~ao dadas por

rnp = Ry(S ^ n) + eFk � 1

2
�SyrF (2.164)

rnS = p ^ n+ �n ^ (Sx(nyF )): (2.165)
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2.17 Dinâmica de uma part��cula-teste com spin em um campo gravitacional de

Reissner-Nordstr�m

onde � = �e=M0 �e um escalar de acoplamento eletromagn�etico e p = M0n, onde M0 �e de�nido

como a norma kpk do momentum p. O �ultimo termo da eq.(2.164) descreve termos de intera�c~ao

spin-eletromagnetismo. Para part��culas sem carga o modelo acima �e reconduzido ao modelo de

Papapetrou [Pap51].

Consideramos ainda uma outra congruência de observadores, cuja cotangente �a linha de universo

�e denotada por n0, que est�a portanto relacionada instantaneamente a n atrav�es da express~ao

n0 = [n+ �]; (2.166)

onde � �e a velocidade relativa instantânea entre os referenciais de�nidos por n e n0 e  = (1 �
�2=c2)�1=2.

A geometria que descreve as vizinhan�cas de um buraco-negro est�atico de massa M e carga Q �e

dada pela m�etrica de Reissner-Nordstr�m [Mis73, Gao04, Kim00]. Se utilizarmos as coordenadas de

Boyer-Lindquist [Mis73], podemos escrever tal m�etrica como

RN
g = � &

r2
dt
 dt+ r2

&
dr 
 dr + r2 d� 
 d� + r2 sin2 �d�
 d�; (2.167)

onde & = Q2 � 2Mr + r2 [Gao04, Kim00, Gem00], extra��mos da eq.(2.167) os coe�cientes g00 =

gtt = &=r2, g11 = grr = r2=&; g22 = g�� = r2; g33 = g�� = r2 sin2 �. Os �unicos s��mbolos de conex~ao

n~ao-nulos s~ao dados por

�001 =
r �M
&
� 1

r
; �100 =

&(M � r)
r4

+
&2

r5
; �111 =

M � r
&

+
1

r
; �122 = �

&

r
;

�133 = � & sin
2 �

r
; �233 = � sin � cos �; �212 = �313 =

1

r
; (2.168)

(�abc = �acb). A partir da�� as �unicas componentes n~ao-nulas do tensor de Riemann s~ao

R1
001 = � 1

r3

�
& +

4(M � r)2
r

+
6&(M � r)

r2

�
; R2

002 =
�&
r5

� &
r
+M � r

�
;

R3
003 =

�&
r5

� &
r
+M � r

�
; R1

112 =
1

r2
; R1

113 =
1

r2
;

R3
213 = � 1

r2
; R3

223 =
cos(2�)

sin2 �
+

&

r2
(2.169)

juntamente com as componentes obtidas pelas simetrias Rdabc = �Radbc, Rdabc = �Rdacb e tamb�em
atrav�es da identidade de Bianchi Rdabc +Rdbca +Rdcab = 0 satisfeita pelas componentes do tensor

de Riemann.

A intensidade do campo eletromagn�etico F 2 �2(T �xM) gerado pela singularidade e seu potencial

associado A 2 T �xM s~ao respectivamente dados por

F =
Q

r2
dr ^ dt; A = �Q

r
dt: (2.170)

Escolhendo a fam��lia de observadores radiais, determinada pela congruência apropriadamente

escolhida como sendo n = (
p
&=r) dr, pelas componentes do tensor de curvatura de RiemannR dadas
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pelas eqs.(2.169) obtemos as seguintes igualdades (lembrando que � = � � n denota o 3-elemento de

volume de �):

(Rxn)xn =
Mr �Q2

r4
�k � 3Mr � 4Q2

r4
�?

( ~Rx�)y� = �(Rxn)xn+ 2Q2

r4
n ^ n

?k(Rxn) � � = 0

Fk =
Q

r2
n; F? = 0

(ny(RxS))? = �Mr �Q2

r4
S � n� 3Mr � 4Q2

r4
n(?S)?

(RxS)? =
Q2 �Mr

r4
Sxn+

3Mr � 2Q2

r4
(Sxn)k

(Sx(nyF )) =
Q

r2
?k (n ^ (nyS))

SyrF = 3
Q
p
&

r4
(Sxn)k �

Q
p
&

r4
Sxn (2.171)

A acelera�c~ao A(n) da part��cula teste que satisfaz as eqs.(2.164) �e dada por [Bin95, Bin97, Gem00]

A(n) = d(M0�) + M0h(n)� eF?; (2.172)

onde h(n) = Mr�Q2

r3 dr 2 sec�1(T �xM), pode ser escrita como

A(n) =
Mr �Q2

r4
?k (� ^ ?kSk) + (2Q2 � 3Mr)&

r5
(?kSk � dr) ?k (� ^ dr)

�
�
2Mr + 3Q2

r4
� 2

�Q
p
&

r4

�
&

r2
(?S?)n � dr (2.173)

Utilizando uma aproxima�c~ao de campos fracos6, os dois observadores inerciais respectivamente rela-

tivos �as congruências n e n0, inicialmente com velocidade relativa � que satisfaz a eq.(2.166), agora

evoluem de maneira acelerada:

d�

dt
u
p
&

��M + �Q

r3
+
Q2 �M2

r4

�
dr +

1

M0
A(n) + � (2.174)

onde

�r3

3M
= ?(� ^ S) + &

r2

�
S � dr + 2 ? ((� � dr)dr ^ S) + 1

3
Fk � &

r2
Fk

�
= +

�Q

M

�
&

r2

�
1

3
? (n ^ S) + ?� � dr)dr ^ S

�
+
1

3
Fk � &

r2
Fk

�
+� ?

�
� ^

�
� +

1

M0

�
M + �Q

r2
+
M2 �Q2

r3

� p
&

r
? (n ^ S)� 1

M0

dFk

dt

��
^ n+ d2Fk

dt2

6Signi�cando que o quadrado de �, Sxn, S? s~ao considerados desprez��veis, al�em de fatores O(r�4) em diante.
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com � =
h
r
�
1 + �Q

M

�
� Q2

3M

i
M0. Podemos mostrar ainda que as leis de evolu�c~ao para o momentum

p =M0n = kpkn e o spin S da part��cula-teste s~ao dadas por:

dM0

dt
u �M0

�
M2 �Q2

r3
+
M

r2

�
(� � n) + eQ

r2
(� � n) + 3M

r3
[((Sxn)xn)(� � n)� (�y(Sxn))] (2.175)

dS

dt
u

�
M + �Q

r2
+
M2 �Q2

r3

�
? ((Sxn) ^ n) +M0 ? (f ^ �) (2.176)

onde

f = � +
1

M0

�
M + �Q

r2
+
M2 �Q2

r3

�
? (n ^ (Sxn)): (2.177)

2.18 A decomposi�c~ao da equa�c~ao de Dirac

A abordagem de Hestenes �a teoria de Dirac [Hes67, Hes75, Hes97] �e baseada na �algebra de Cli�ord

real C`1;3, ao inv�es da �algebra de Dirac C 
C`1;3 'M(4,C ) usada para se formular a teoria de Dirac

[Bjo64, Fls98]. Em tal abordagem Hestenes a�rma que um campo espinorial  �e um elemento da

sub�algebra par C`+1;3.
A equa�c~ao de Dirac pode ser escrita [Bjo64] como

i�@
� = m (2.178)

onde  = ( 1;  2;  3;  4)
y �e um vetor coluna em C 4 . A �m de que se represente vetores, spinors

e operadores dentro de um �unico formalismo, a �algebra de Cli�ord, spinors-coluna s~ao substitu��dos

por matrizes quadradas [Hes67, Hes75, Hes97, Lou02]. Usando por exemplo a representa�c~ao padr~ao

das matrizes de Dirac, podemos achar um idempotente

f =
1

2
(1 + e0)(1 + ie1e2) '

0BBB@
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCA (2.179)

tal que o spinor  possa ser expresso como um spinor alg�ebrico [Fig90a, Fig90b, Fau01].

C 4 3  =

0BBB@
 1

 2

 3

 4

1CCCA '
0BBB@
 1 0 0 0

 2 0 0 0

 3 0 0 0

 4 0 0 0

1CCCA 2 M(4; C )f ' (C 
 C`1;3)f

J�a que i =  e1e2, o spinor � �e de�nido em C`1;3 12 (1 + e0).

O automor�smo � : secC`1;3 ! secC`�1;3 dado pela eq.(2.2) no caso particular onde n =

Se0S�1 = e0 por �( ) = e0 ̂e0
�1, induz uma Z2-gradua�c~ao em C`1;3, dada por [Mos02, Mos03a]:

C`k1;3 = span f1; e1; e2; e3; e12; e23; e31; e123g (2.180)

C`?1;3 = span fe0; e01; e02; e03; e012; e023; e031; e0123g (2.181)
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A �m de que C`+1;3 seja mapeado em C`�1;3 temos que multiplicar elementos de C`+1;3 por e0. Com

efeito, o spinor � pode ser escrito como [Lou94, Lou02]

� = �0 +�1 = (�0 +�1)
1

2
(1 + e0) =

1

2
(�0 +�1e0) +

1

2
(�1 +�0e0):

Veri�camos imediatamente que �0 = �1e0 e �1 = �0e0.

Tomando a parte real em C 
 C`1;3 da eq.(2.178) obtemos

e�@
��e2e1 = m�; � 2 C`1;3 1

2
(1 + e0):

A parte par da equa�c~ao acima com respeito �a involu�c~ao graduada �e a equa�c~ao de Dirac-Hestenes

[Hes75, Lou02]:

@ e1e2 �m e0 = 0;  2 C`+1;3: (2.182)

O campo espinorial  �e denominado campo espinorial de Dirac-Hestenes (CSDH)  : R1;3 ! C`+1;3 e
tamb�em �e chamado de spinor operatorial, j�a que ele gera observ�aveis na teoria de Dirac. Um CSDH

admite decomposi�c~ao canônica [Lou02]

 =
p
� exp(e5�=2)R

sempre que  ~ 6= 0, onde
p
� �e uma dilata�c~ao, exp(e5�=2) �e uma rota�c~ao dual, � �e o ângulo de

Yvon-Takabayasi [Tak57, Yvo40] e o bivetor R, elemento de Spin+(1,3) ' SL(2,C ), �e um operador

de Lorentz.

Tomando agora n = Se0S�1 e � = Se12S�1, onde S �e um operador unit�ario, �e imediato que

n2 = 1; �2 = �1; [n; �]; (2.183)

e a partir do idempotente dado pela eq.(2.179) pode-se construir o idempotente 1
2 (1 + n) 12 (1 + �).

Por outro lado, perante uma �-gradua�c~ao arbitr�aria sabemos que �e poss��vel conduzir a equa�c~ao de

Dirac-Hestenes (eq.(2.182)) �a sua forma mais geral dada por [Mos02]

�@ � +m n = 0  2 C`k1;3 (2.184)

onde
�@ = �k(@ )n+ �?(@ ) (2.185)

e n �e claramente �-��mpar, sendo � por sua vez um elemento �-par.

Considerando o automor�smo �( ) = n ̂n�1, segue que no caso do espa�co-tempo de Minkowski

R1;3 ' TxM , dado um referencial espacial fn1; n2; n3g 2 T �x� ' R0;3 adaptado a n := n0 = Se0S�1,

tal automor�smo induz uma Z2-gradua�c~ao em C`1;3, dada por

C`k1;3 = span f1; n1; n2; n3; n12; n23; n31; n123g; (2.186)

C`?1;3 = span fn0; n01; n02; n03; n012; n023; n031; n0123g: (2.187)

Os campos de 1-formas ni 2 T �x� s~ao exatamente os campos ik de�nidos na eq.(2.66). Como no

caso da �-gradua�c~ao dada por �( ) = n n�1, a componente paralela C`k1;3 de C`1;3 �e dada por
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C`k1;3 ' C`0;3 ' H � H , ent~ao �e imediato ver que o campo espinorial que comp~oe a eq.(2.184) �e

gerado por fP�; nijP�g, onde P� = 1
2 (1� n123) s~ao idempotentes gerados por elementos centrais de

C`0;3. Cada c�opia H de H � H ' C`0;3 �e gerada respectivamente por fP+; nijP+g e fP�; nijP�g, e
portanto o campo espinorial  2 C`k1;3 com rela�c~ao �a �-gradua�c~ao dada por �( ) = n ̂n�1 tem a

forma mais geral dada por

 = aP+ + bijn
ijP+ + cP� + dijP� 2 H � H ' C`0;3; (2.188)

onde a; bij ; c; dij s~ao fun�c~oes escalares com valores em C .

Os poss��veis valores de � 2 C`k1;3 s~ao dados pelas condi�c~oes dadas pelas express~oes na eq.(2.183),
e de acordo com os elementos de C`k1;3 dados pela eq.(2.186) segue imediatamente que

� = a3n
12 + a1n

23 + a2n
31 2 SU(2); (2.189)

onde ai 2 C , j�a que pela condi�c~ao �2 = �1 temos (a1)2 + (a2)
2 + (a3)

2 = 1, o que faz com que � 2
SU(2) seja um quat�ernion unit�ario.

A a�c~ao dos operadores de proje�c~ao paralela e ortogonal sobre o operador de Dirac, no caso da

�-gradua�c~ao dada por �( )n = n ̂n�1 �e de�nida como [Mos02]

�k(@) = �k(n
�@�) := �k(n

�)@�; �?(@) = �?(n
�@�) := �?(n

�)@�: (2.190)

Lembramos que n0 � n. Portanto a eq.(2.184) pode ser escrita como

nk@k n� + n@n � +m n = 0: (2.191)

Multiplicando-se a equa�c~ao acima �a direita por n segue que

nk@k � + n@n n� +m = 0; (2.192)

que �e reconduzida �a seguinte express~ao:

nk@k + @n ̂ = m � (2.193)

Essa �e a equa�c~ao de Dirac para a �-gradua�c~ao dada por �( ) = n ̂n�1, e motivada pela decom-

posi�c~ao do espa�co-tempo, cujos campos espinoriais que a satisfazem s~ao dados pela eq.(2.188).



Cap��tulo 3

�Algebras de Grassmann e de

Cli�ord Estendidas

3.1 Apresenta�c~ao

As �algebras de Grassmann1 e de Cli�ord têm tido papel fundamental na descri�c~ao de teorias da f��sica

moderna, [Bay96, Ben87, Hes91a, Bay96, Bay95a, Bay95b] desde sua descoberta [Gra94, Cli78].

A �algebra vetorial foi introduzida por Gibbs em 1886 na tentativa de incorporar a teoria de

Grassmann [Gra94], capaz de abordar a geometria a�m e a geometria projetiva, e a teoria de

Hamilton, acerca das rota�c~oes espaciais via quaternions [Ham53]. Tal formalismo apresenta certas

incoerências e limita�c~oes: al�em de somente valer para o espa�co tridimensional, o produto vetorial n~ao

de�ne uma �algebra, j�a que o produto de dois vetores em um plano d�a origem a um vetor ortogonal

ao plano. Al�em disso o produto vetorial entre dois vetores polares2 se comporta como um vetor

axial, que n~ao muda de orienta�c~ao perante invers~ao de orienta�c~ao do espa�co. Podemos veri�car que

o produto vetorial entre dois vetores axiais �e um vetor axial, enquanto que o produto vetorial entre

um vetor axial e um vetor polar origina um vetor polar. Torna-se ent~ao necess�ario apresentarmos

uma formula�c~ao consistente de maneira a abordar um formalismo alg�ebrico adequado �a quest~ao da

orienta�c~ao de vetores (e multivetores) no espa�co.

Neste cap��tulo �e apresentada uma formula�c~ao matem�atica precisa do conceito de quiralidade

associado �as �algebras de Grassmann e de Cli�ord, que �e de�nido como a multiplica�c~ao por um

pseudoescalar3 " que satisfaz "2 = 1. Note que, embora elementos de �n(V ) sejam comumente de-

nominados pseudoescalares, utilizaremos tal denomina�c~ao exclusiva para ", enquanto que elementos

de �n(V ) ser~ao chamados de n-formas no que se segue.

Nosso ponto de vista traz uma nova interpreta�c~ao sobre conceitos tradicionais e suas aplica�c~oes

1 �Algebras de Grassmann s~ao �algebras exteriores munidas de uma estrutura m�etrica.
2Vetores polares s~ao elementos de V que mudam de sinal perante invers~ao da orienta�c~ao do espa�co, podendo ser

escritos como v = vaea.
3Pseudoescalares s~ao escalares que mudam de sinal perante invers~ao de orienta�c~ao do espa�co.
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s~ao promissoras. Em particular, a formula�c~ao da teoria eletromagn�etica neste formalismo �e mais

natural, correta, precisa e rica geometricamente, ao usarmos formas diferenciais intrinsecamente

munidas de quiralidade [Bay96, Mis73, Bur85, Pos72, Kie00, Kie04a, Kie04b, Kie04c, Kie04d], deno-

minadas de agora em diante formas quirais. A formula�c~ao da eletrodinâmica em um espa�co destitu��do

de uma m�etrica envolve interpreta�c~oes geom�etricas e f��sicas mais claras. Tal formalismo, descrito

em alguns artigos [Jan96a], motiva uma nova formula�c~ao usando o colchete de Rota [Cot00, Rot85].

Apresentamos tal colchete como um pseudoescalar que mune formas diferenciais e multivetores de

quiralidade, em �algebras de Cli�ord constru��das sobre espa�cos de Peano4. Na nota�c~ao utilizada no

Cap. (4) e denotando o colchete de Rota por [ ], consideraremos que o espa�co de Peano seja ent~ao

munido de uma m�etrica, e logo a seguir desenvolvemos o formalismo sobre a �algebra C`(V; [ ]; g) ao
inv�es de C`(V; g). Tomamos emprestado a palavra quiral para denominar aquelas formas diferenci-

ais (ou multivetores) multiplicadas pelo pseudoescalar, e que portanto est~ao sujeitas �a mudan�ca de

sinal quando da invers~ao de orienta�c~ao do espa�co. Maxwell denomina por pervers~ao a opera�c~ao de

invers~ao na orienta�c~ao do espa�co ([Max54], p.26).

As formas diferenciais quirais ser~ao importantes na formula�c~ao da teoria eletromagn�etica, pois

podemos veri�car as propriedades dos campos E, B e excita�c~oes D, H, esses �ultimos descritos por

formas quirais, o que resulta em uma interpreta�c~ao prop��cia da teoria. O formalismo que apresenta

alguns rudimentos das �algebras de Grassmann quirais tem uma apresenta�c~ao did�atica (e n~ao por isso

menos rigorosa) nos artigos de Jancewicz [Jan96b, Jan96a], e no contexto que se utiliza do colchete

de Rota [Rot85] tal formalismo tamb�em pode ser explorado, onde se introduz o produto regressivo

[Gra94, Cot00]. Ap�os de�nirmos formas diferenciais quirais, que mudam de sinal perante invers~ao

de orienta�c~ao no espa�co, investigamos mais detalhadamente a �algebra exterior estendida, constru��da

como uma soma direta de duas c�opias (quiral e aquiral) da �algebra exterior.

Apresentamos os operadores duais de quasi-Hodge e tamb�em seus parceiros quirais. Ap�os intro-

duzirmos uma m�etrica no espa�co de Peano, apresentamos a �algebra de Grassmann e a �algebra de

Cli�ord estendidas, juntamente com os operadores duais de Hodge quirais. Um an�alogo da lei de

Morgan para a �algebra de Grassmann-Cayley, que �e de�nida como sendo a �algebra de Grassmann

estendida munida do produto regressivo, �e introduzido �a luz do presente formalismo. Enunciamos

e provamos uma proposi�c~ao que a�rma que o elemento de volume do contraespa�co �e escalar ou

pseudoescalar, dependendo se a dimens~ao do espa�co em quest~ao for respectivamente par ou ��mpar.

Finalmente investigamos a imers~ao do espa�co vetorial V em duas c�opias de V , a saber, V ��V , para

que assim seja poss��vel a introdu�c~ao correta das �algebras de Cli�ord nesse contexto. As unidades de

V e �V s~ao distintas, e tamb�em as m�etricas em cada um desses espa�cos. Al�em disso a m�etrica que

toma valores em subespa�cos distintos de V � �V �e de�nida ser identicamente nula, a �m de evitar

inconsistências alg�ebricas. De maneira natural, a m�etrica em V � �V �e a soma das m�etricas em V

e �V , e tamb�em a unidade em V � �V �e a soma das unidades em V e �V , consideradas distintas. Ao

considerarmos V ' Rp;q , cada um dos objetos que age sobre V � �V mostra-se ser um elemento da

�algebra de Cli�ord C`p+1;q+1, onde essa �ultima �e a �algebra de Cli�ord estendida sobre Rp+1;q+1 .

Dessa maneira as transforma�c~oes conformes e a teoria dos twistors surgem naturalmente atrav�es da

4De�nidos como sendo o espa�co vetorial original V munido do colchete de Rota.
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estrutura da AC estendida sobre Rp;q .

Podemos tamb�em de�nir uma m�etrica diferente em V ��V , a �m de que uma estrutura hiperb�olica

seja de�nida em V � �V [Rod95]. A partir da base de Witt nesse novo espa�co m�etrico, de�nimos as

D -�algebras de Cli�ord, demonstrando o car�ater hiperb�olico desse espa�co, e sua rela�c~ao com a �algebra

dos n�umeros perplexos.

O produto regressivo �e ent~ao introduzido juntamente com o contraespa�co, nos fornecendo o

pr�e-requisito formal para de�nirmos �algebras de Cli�ord sobre o contraespa�co, ilustrando assim

seu car�ater dual associado ao contraespa�co. De�nimos as dualidades e as codualidades entre o

espa�co e o contraespa�co, a partir do operador de Hodge. Tamb�em estabelecemos o car�ater dual dos

operadores de contra�c~ao, de�nidos no espa�co e no contraespa�co. De�nimos o operador codiferencial

em termos do produto regressivo e subseq�uentemente veri�camos que o laplaciano de Hodge-de

Rham �e corretamente de�nido tamb�em neste contexto como o anticomutador entre os operadores

diferencial e codiferencial. Vemos como a homologia e cohomologia de de Rham surgem atrav�es

desses conceitos.

Descrevemos a teoria eletromagn�etica utilizando as formas quirais, escrevendo as equa�c~oes de

Maxwell no v�acuo e de�nindo algumas entidades f��sicas como, por exemplo, densidade de energia,

tor�c~ao e spin topol�ogicos. Em meios materiais lineares, o tensor constitutivo �e introduzido a partir

do operador de Hodge quiral, tendo as mesmas propriedades e simetrias do tensor de Riemann.

Depois de introduzir as equa�c~oes de onda generalizadas para os potenciais, campos e excita�c~oes em

meios lineares, descrevemos o tensor constitutivo para qualquer meio linear (em particular aqueles

que apresentam atividade �optica natural) a partir da m�etrica do espa�co-tempo. O problema inverso,

o da destila�c~ao da m�etrica a partir do tensor constitutivo j�a foi tratado em [Heh99, Heh00]. Com o

uso de uma m�etrica efetiva do espa�co-tempo, tratamos o problema da propaga�c~ao da luz em meios

cristalinos como uma quest~ao sobre a propaga�c~ao da luz no v�acuo, em um espa�co curvo munido de

uma m�etrica efetiva e vice-versa.

Finalmente, de posse das �algebras de Cli�ord estendidas, construiremos a super�algebra de Poin-

car�e (SAP) com base na generaliza�c~ao do Princ��pio da Trialidade, mostrando como a SAP emerge de

uma maneira natural a partir da geometria do espa�co-tempo. Atualmente a procura por uma teoria

fundamental que descreva a natureza f��sica do universo exige um conhecimento matem�atico pro-

fundo e, sobretudo, a interface entre f��sica e matem�atica. Por exemplo, ao se introduzir vari�aveis de

Grassmann, a supersimetria combina as simetrias de calibre e a simetria de Lorentz, o que �e a priori,

proibido pelo teorema (no-go) de Coleman-Mandula [Col67, Kak93]. De fato, todas as part��culas

s~ao classi�cadas de acordo com as estat��sticas �as quais elas est~ao submetidas, a saber Fermi-Dirac

ou Bose-Einstein. A supersimetria relaciona entre b�osons e f�ermions dentro de uma �algebra de Lie

graduada, cuja introdu�c~ao permitiu que operadores de simetria em R1;3 fossem `agrupados' com os

de simetria interna atrav�es do teorema de Coleman-Mandula, j�a que suas hip�oteses n~ao a�rmam

nada sobre vari�aveis de Grassmann. As extens~oes de calibre das teorias supersim�etricas, mais co-

nhecidas como teorias de supergravidade, fornecem uma estrutura natural para a uni�ca�c~ao de todas

as intera�c~oes fundamentais numa �unica teoria [Gre87, Wei95, Web83, Fer97]. Como base das teorias

supersim�etricas, a super�algebra de Poincar�e 4-dimensional foi discutida pela primeira vez no artigo
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de Julius Wess e Bruno Zumino [Wes70], estimulando a partir da�� um grande uxo de investiga�c~oes

e resultados acerca de teorias de campos em f��sica de part��culas [Fer97].

Por outro lado, o Princ��pio da Trialidade de Cartan [Car37, Car66, Che54], baseado no grupo

SO(8) e seu recobrimento duplo Spin(8), tem sido bastante aplicado a recentes teorias f��sicas. Por

exemplo, a �unica simetria no calibre do cone de luz (sob as condi�c~oes de Majorana-Weyl) �e ad-

vinda a partir de a�c~oes do grupo Spin(8), e em (1+9) dimens~oes o massless little group [Del99] �e

o SO(8). Somente em um espa�co de dimens~ao oito �e que b�osons e f�ermions têm o mesmo n�umeros

de graus de liberdade. O princ��pio supersim�etrico generalizado vem do Princ��pio da Trialidade, que

diz que b�osons e f�ermions s~ao equivalentes perante o mapa de trialidade, viz., um automor�smo

de ordem três que permuta ciclicamente vetores (b�osons) e semispinors (f�ermions) que carregam

representa�c~oes n~ao-equivalentes do grupo Spin(8). O mapa de trialidade �e baseado no produto de

Chevalley. Usando esse formalismo [Knu98] e sua generaliza�c~ao [Cru91, Cru83], podemos obter a

super�algebra de Poincar�e de uma maneira geom�etrica independentemente das condi�c~oes atrav�es das

quais ela �e obtida em um contexto f��sico, como por exemplo, o fato de que a super�algebra de Poincar�e

�e a �unica �algebra de Lie graduada que determina as simetrias da matrix-S de maneira consistente

com uma TQC relativ��stica [Haa75]. Isso traz �a tona o fato de que a super�algebra de Poincar�e

�e conseq�uência de uma estrutura alg�ebrica que envolve os spinors puros atrav�es do Princ��pio da

Trialidade e suas generaliza�c~oes, na �algebra de Cli�ord C`8;0 'M(16;R). juntamente com uma in-

terpreta�c~ao geom�etrica clara, atrav�es do formalismo dos spinors puros e �algebras de Cli�ord. Todas

as informa�c~oes relevantes sobre o Princ��pio da Trialidade est~ao contidas no Apêndice B.

3.2 Espa�cos de Peano

Seja V um espa�co vetorial (dim V = n) sobre R ou C . Escolhemos uma base feig de V e denotamos

V � seu espa�co dual, que tem uma base feig que satisfaz ei(ej) = Æij : J�a que dim V � = dim V , segue

que V ' V �.

Um espa�co de Peano �e de�nido como sendo um par (V; [ ]), onde [ ] �e uma forma n-linear

alternada sobre R, o colchete de Rota [Rot85], de�nido como o mapa [ ] : V � V � � � � � V| {z }
n vezes

! R

que possue as seguintes propriedades:

1. Para todo w1;w2 2 V e a; b 2 R,
[v1; : : : ;vi�1; aw1 + bw2;vi+1; : : : ;vn] = a[v1; : : : ;vi�1;w1;vi+1; : : : ;vn]

+ b[v1; : : : ;vi�1;w2;vi+1; : : : ;vn],

2. [v1;v2; : : : ;vn] = sign(�)[v�(1) ;v�(2); : : : ;v�(n)]; onde � : f1; 2; : : : ; ng ! f1; 2; : : : ; ng �e uma
permuta�c~ao.

Um espa�co de Peano �e dito padr~ao se existir uma base fuig de V tal que [u1;u2; : : : ;un] 6= 0.

A menos que dito explicitamente, adotaremos no restante deste cap��tulo espa�cos de Peano padr~ao,

que ser~ao denotados de agora em diante unicamente por V . Os vetores w1 e w2 s~ao linearmente
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independentes se existir uma base de n � 2 vetores u3; : : : ;un tais que [w1;w2;u3; : : : ;un] 6= 0:

O colchete [v1;v2; : : : ;vn] calcula o volume do paralelep��pedo cujos lados s~ao os vi. Ao tomar-

mos outra base fvig de V , ent~ao [v1;v2; : : : ;vn] = det(vji ) [e1; e2; : : : ; en], onde vi = vji ej . O

n�umero det(vji ) �e positivo [negativo] se fe�g e fv�g tiverem mesma [oposta] orienta�c~ao, onde de-

�nimos a orienta�c~ao em V como uma escolha em Z2 de classes de equivalência5 de bases em V .

Qualquer espa�co vetorial V tem somente duas possibilidades de orienta�c~ao, dependendo do sinal

de det(vji ), e qualquer permuta�c~ao par de elementos da base induz a mesma orienta�c~ao. Uma

base feig pode ser transformada (ei 7! Aei, onde A denota um homomor�smo que preserva a ori-

enta�c~ao), e ainda representar�a a mesma orienta�c~ao, j�a que o colchete �e n~ao-nulo. Chamaremos fe�g
uma base unimodular se [e1; e2; : : : ; en] = 1, cujo sinal ir�a depender da orienta�c~ao de V e assim

ter�a que se distinguir da unidade 1 2 R. De agora em diante denotaremos " = [e1; e2; : : : ; en].

O quadrado de tal elemento, "2, n~ao muda de sinal perante invers~ao de orienta�c~ao e "2 = 1.

O mapa " 7! �" corresponde a uma pervers~ao, i.e., uma invers~ao de orienta�c~ao em V e �e claro

que " = [e1; e2; : : : ; en] = (�1)i�1[ei; e1; e2; : : : ; �ei; : : : ; en]; onde �ei indica que ei est�a ausente do

colchete. Pelo fato de que a todo espa�co vetorial V est�a associado naturalmente um espa�co ve-

torial dual V �, todas as considera�c~oes feitas at�e o momento podem ser feitas, mutatis mutandis,

para o espa�co dual V �, e utilizaremos daqui em diante a mesma nota�c~ao para o colchete de Rota

[ ] � [ ]� : V � � V � � � � � � V �| {z }
n vezes

! R, de�nido agora a partir do espa�co dual.

Considere agora uma c�opia de V � canonicamente isomorfa a V �, que ser�a denotada por �V �,

munida de uma base f�eig. Essa nova base mapeia vetores em pseudoescalares, de acordo com a

de�ni�c~ao

�ei(ej) = (�1)i�1[ej ; e1; e2; : : : ; �ei; : : : ; en] = "Æij = "ei(ej): (3.1)

Temos ent~ao a rela�c~ao

�ei = "ei (3.2)

As 1-formas de �V � mudam de sinal perante invers~ao de orienta�c~ao do espa�co6. A multiplica�c~ao por

" �e um isomor�smo entre V � e �V �.

3.3 A �algebra exterior estendida

Nesta se�c~ao estabelecemos a no�c~ao de �algebra exterior estendida, usando o pseudoescalar ". Tamb�em

de�nimos os operadores de quasi-Hodge quirais.

3.3.1 O produto exterior a partir do colchete de Rota

Podemos construir a �algebra exterior a partir de um espa�co de Peano dual V �, introduzindo classes de

equivalência de seq�uências ordenadas de 1-formas, usando o colchete [Fau02]. Dadas ent~ao seq�uências

5Duas bases s~ao assim ditas equivalentes se tiverem a mesma orienta�c~ao.
6Uma 1-forma quiral �ei �e de�nida diretamente atrav�es de sua a�c~ao sobre um vetor de V e �ei( � ) =

(�1)i�1[ � ;e1;e2; : : : ; �ei; : : : ; en].
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de 1-formas (ai)ki=1; (b
i)ki=1 2 V �, dizemos que as duas seq�uências s~ao equivalentes, e denotamos

por a1; : : : ; ak � b1; : : : ;bk; se tivermos [a1; : : : ; ak; ek+1; : : : ; en] = [b1; : : : ;bk; ek+1; : : : ; en]: O

produto exterior7 entre duas 1-formas ei; ej 2 V � �e de�nido a partir do colchete de Rota como o

espa�co quociente [Fau02]

ei ^ ej = (ei; ej) mod � (3.3)

onde (ei; ej) 2 V � � V � denota o produto cartesiano entre ei e ej . As propriedades usuais do

produto exterior podem ser demonstradas a partir da de�ni�c~ao dada pela eq.(3.3). De�nimos uma

k-forma indutivamente, atrav�es do produto exterior de k 1-formas. Cada k-forma pertence a �k(V )

e a �algebra exterior �e naturalmente de�nida nesse contexto como

�(V ) =

nM
k=0

�k(V ) (3.4)

Analogamente de�nimos k-formas quirais, elementos de ��k(V ), como produto exterior de elementos

de V � e um n�umero ��mpar de elementos em �V �. Uma forma diferencial �e dita quiral se ela for

multiplicada por ". Tamb�em de�nimos a �algebra exterior quiral, cujos elementos trocam de sinal

perante invers~ao na orienta�c~ao do espa�co:

��(V ) :=

nM
k=0

��k(V ) (3.5)

Por constru�c~ao a �algebra exterior ��(V ) �e quiral. Denotamos �0(V ) = R (escalares), ��0(V ) = "R

(pseudoescalares), �1(V ) = V � e ��1(V ) = �V �. A �algebra exterior estendida �e de�nida como

��(V ) := �(V )���(V ) (3.6)

Tal �algebra �e Z2�Z2-graduada, onde a primeira Z2-gradua�c~ao diz respeito �a quiralidade das formas
e a segunda diz respeito aos subespa�cos �k(V ), com k par ou ��mpar. Tamb�em s~ao veri�cadas as

inclus~oes

�k(V ) ^ �l(V ) ,! �k+l(V );

�k(V ) ^��l(V ) ,! ��k+l(V );

��k(V ) ^��l(V ) ,! �k+l(V ); (3.7)

o que mostra que a �algebra exterior quiral ��(V ) n~ao �e sub�algebra da �algebra exterior estendida
��(V ), embora �(V ) o seja.

Da eq.(3.2), a multiplica�c~ao pelo pseudoescalar " d�a origem a um isomor�smo natural entre �(V )

e ��(V ). Com efeito, formas diferenciais s~ao levadas em formas quirais atrav�es da multiplica�c~ao por

":
��k(V ) = "�k(V ) (1 � k � n): (3.8)

7Grassmann [Gra94] em seu trabalho original denominou o produto exterior de produto progressivo.
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Da rela�c~ao "2 = 1, vemos que o conjunto f1; "g gera a �algebra real D := R � R dos n�umeros

hiperb�olicos (ou perplexos, ou duplexos, ou de Study) [Fje86, Hes91a, Kel94]. Um elemento de D

pode ser escrito como a+ b", onde a; b 2 R. Dessa maneira a �algebra

��(V ) := �(V )���(V ) = �(V )� "�(V ) (3.9)

�e escrita como

��(V ) = D 
 �(V ) (3.10)

Quando V ' R3 , dimR
��(V ) = 16. J�a que o espa�co dual estendido V ���V � �e 2n-dimensional, sendo

gerado por n 1-formas aquirais juntamente com n 1-formas quirais, ent~ao necessitamos somente

da �algebra exterior gerada pelas n 1-formas aquirais, pois as outras 1-formas (quirais) podem ser

obtidas atrav�es da multiplica�c~ao de 1-formas aquirais por ".

Dada uma base feig de V , de�nimos o espa�co vetorial �V como o espa�co gerado pelos vetores

�ei := "ei. Todo o desenvolvimento feito nesta se�c~ao e nas se�c~oes posteriores deste cap��tulo, utilizando

formas diferenciais pode ser feito ipsis literis para campos vetoriais.

3.3.2 Isomor�smos duais de quasi-Hodge: operadores duais de Hodge

quirais

Considere um n-vetor � = ae1^� � �^en e uma n-forma � = a0e1^� � �^en, onde a; a0 2 R. Denotando
a contra�c~ao �a esquerda por y, temos a rela�c~ao

e�y� = aa0(en ^ � � � ^ e1)y(e1 ^ � � � ^ en) = aa0; (3.11)

tal que

0 6= e�y� =

8<:> 0; se a > 0 e a0 > 0, ou a < 0 e a0 < 0;

< 0; se a > 0 e a0 < 0, ou a < 0 e a0 > 0.

Podemos relacionar a orienta�c~ao de V com a do dual V �. Dizemos que as orienta�c~oes de V e V �,

que s~ao respectivamente determinadas por � e �, s~ao compat��veis se e�y� > 0. Assumindo que as

orienta�c~oes de V e V � s~ao compat��veis, ao escolhermos uma orienta�c~ao para um desses espa�cos, a

orienta�c~ao do outro est�a completamente de�nida. Escolhemos � tal que e�y� = 1:

Denotando �k(V ) = �k(V �), de�nimos os operadores duais quasi-Hodge como

? : �k(V ) ! �n�k(V )

 k 7! ? k = f ky� (3.12)

(?1 = �) e

? : �k(V ) ! �n�k(V )

 k 7! ? k = f ky� (3.13)
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(?1 = �). Podemos facilmente provar que

? ? = ? ? = (�1)k(n�k)1: (3.14)

Analogamente de�nimos os operadores duais quasi-Hodge quirais como

?" : �k(V ) ! ��n�k(V )

 k 7! ?" k = "f ky� (3.15)

(?"1 = "�) e

?" : ��
k(V ) ! �n�k(V )

" k 7! ?"(" 
k) = f ky� (3.16)

(?"" = �). Por constru�c~ao temos ?" = "? e ?" = "?.

3.4 As �algebras de Grassmann e Cli�ord estendidas

Considerando um isomor�mo V ' V �, de�nimos uma correla�c~ao como uma transforma�c~ao linear

� : V ! V �, que induz uma m�etrica (bilinear, sim�etrica, n~ao-degenerada) g : V �V ! R que, quando

avaliada sobre vetores de uma base ortonormal, pode ser escrita como g(ei; ej) = �(ei)(ej) =

gike
k(ej) = gikÆ

k
j = gij : A �algebra de Grassmann estendida �e de�nida como a �algebra exterior

estendida munida de uma m�etrica estendida. O mapa � : V ! V � n~ao �e um isomor�smo canônico

entre V e V �. J�a que dispomos de duas c�opias de V � (a saber V � e �V �), de�nimos uma correla�c~ao

com valores em cada um desses espa�cos:

� : V ! V �

ei 7! �(ei) = gije
j

�� : V ! �V �

ei 7! �� (ei) =�gij�e
j = "�gije

j

De�nimos m�etricas distintas que respectivamente envolvem 1-formas aquirais ou 1-formas quirais:

g : V � � V � ! R

(ei; ej) 7! g(ei; ej) = gij

�g : �V � � �V � ! R

(�ei;�ej) 7! �g(�ei;�ej) =�gij

(Por abuso de nota�c~ao usamos a mesma nota�c~ao tanto para a m�etrica de�nida em V � V quanto

em V � � V �.) De�nimos ainda as m�etricas
�
g : �V � � V � ! R e

�

g : V � � �V � ! R como sendo

identicamente nulas, de modo que

�
g("ei; ej) = 0 =

�
g(ei; "ej): (3.17)

Os espa�cos V � � �V � e �V � � V � s~ao portanto isotr�opicos e v�arias aplica�c~oes de tais espa�cos advêm

de sua estrutura isotr�opica peculiar. Podemos citar a constru�c~ao dos espinores puros [Ben87]



3. �Algebras de Grassmann e de Cli�ord Estendidas 83

Lembrando que V ' Rp;q e que a �algebra ��(V ) foi de�nida atrav�es da eq.(3.9), os operadores

� : ��(V )! ��(V ) admitem uma representa�c~ao fundamental

�(�) =

 
�1 �2

�3 �4

!
; (3.18)

que age sobre elementos
�
 
�

�
, onde  2 �(V ) e � 2 ��(V ). Os operadores �d (d = 1; : : : ; 4) s~ao

elementos de C`p;q de�nidos atrav�es dos mapas

�1 : �(V )! �(V ); �2 : ��(V )! �(V )

�3 : �(V )! ��(V ); �4 : �(V )! ��(V ) (3.19)

Atrav�es do Teorema da Periodicidade de�nido em (1.44), vemos que � 2 M(2;R) 
 C`p;q '
C`1;1
C`p;q ' C`p+1;q+1, e j�a que de acordo com a literatura [Abl82, Kel97b], os spinors (alg�ebricos)

associados a C`p+1;q+1 de�nem os twistors, os ideais de ��(V ) s~ao �uteis tamb�em para descrevermos

twistors quando dimV = 1; 2; 4, e de maneira decorrente suas amplas aplica�c~oes na F��sica [Abl82,

Beg88, Bet00, Ced93, Kel97b, Las92].

Podemos ainda obter uma representa�c~ao � : ��(V ) ! End ��(V ) do pseudoescalar " 2 ��0(V ),

como

�(") =

 
0 1

1 0

!
(3.20)

pelo fato de que " leva formas diferenciais quirais em formas que n~ao apresentam quiralidade, e

vice-versa. Com efeito, dados  2 �(V ) e �� 2 ��(V ), segue que

�(")

�
 

�

�
=

 
0 1

1 0

!�
 

�

�
=

�
�

 

�
2 �(V )���(V ) ' ��(V ): (3.21)

Agora o formalismo ser�a descrito tanto matricialmente quanto algebricamente, e iremos de uma

nota�c~ao a outra livremente, onde est�a subentendida a nota�c~ao da Se�c~ao (3.4). Denotando a unidade

de V � por 1 e a unidade de �V � por �1, representamo-las respectivamente por

�(1) =

 
1 0

0 0

!
; �(�1) =

 
0 0

0 1

!
: (3.22)

A unidade de V ���V � ' D 
V � �e dada por �1 = 1+�1, que tem como representa�c~ao �(�1) =

 
1 0

0 1

!
.

Naturalmente representamos elementos das bases de V � e �V � respectivamente por

�(ei) =

 
ei 0

0 0

!
; �(�ei) =

 
0 0

0 ei

!
(3.23)

Representando o pseudoescalar como foi feito na eq.(3.20), podemos veri�car v�arias propriedades
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que de�nem a �algebra de Cli�ord estendida. O produto de Cli�ord �e de�nido em V � por

eiej + ejei = ��1

" 
ei 0

0 0

! 
ej 0

0 0

!
+

 
ej 0

0 0

! 
ei 0

0 0

!#

= ��1

 
eiej + ejei 0

0 0

!
= ��1

 
2g(ei; ej) 0

0 0

!
= 2g(ei; ej) 1; (3.24)

e em �V � por

�ei�ej +�ej�ei = ��1

" 
0 0

0 ei

! 
0 0

0 ej

!
+

 
0 0

0 ej

! 
0 0

0 ei

!#

= ��1

 
0 0

0 eiej + ejei

!
= ��1

 
0 0

0 2g(ei; ej)

!
= 2g(ei; ej)�1; (3.25)

onde representamos a m�etrica em V � e em �V � respectivamente por

�(g) =

 
g 0

0 0

!
; �(�g) =

 
0 0

0 g

!
: (3.26)

As representa�c~oes de g e �g s~ao relacionadas por

�(g) =

 
g 0

0 0

!
=

 
0 1

1 0

! 
0 0

0 g

! 
0 1

1 0

!
= �(")�(�g)�(")�1; (3.27)

o que mostra que, analogamente �as transforma�c~oes conformes de Rp;q [Hes91b, Mak89, Cra91, Klo74,

Tel96], as m�etricas se relacionam por representa�c~oes adjuntas. A representa�c~ao da m�etrica �g = g+�g

em V � �V �e ent~ao dada por

�(�g) =

 
g 0

0 g

!
: (3.28)

�Algebras de Cli�ord associadas a formas aquirais e quirais s~ao portanto introduzidas a partir das

rela�c~oes (3.24, 3.25) como

eiej + ejei = 2gij 1; �ei�ej +�ej�ei = 2�gij �1; (3.29)

ei�ej +�ejei = 0; (3.30)

onde essa �ultima rela�c~ao representa a def.(3.17).

A tripla D 
 C`p;q = (��(V ); g; eqs:(3:29; 3:30)) n~ao �e uma �algebra de Cli�ord. Por exemplo,

considerando C`1;0 ' D , j�a que D ' R � R, ent~ao D 
 C`1;0 ' D � D , que n~ao �e uma �algebra

de Cli�ord. Pode-se mostrar [Mos03a] que todas as sub�algebras de uma �algebra de Cli�ord s~ao

�algebras de Cli�ord, ou �algebras do tipo D 
C`r;s, ou do tipo (D 
 D ) 
C`r;s. Da�� a importância de
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de�nirmos e investigarmos as �algebras do tipo D 
 C`p;q, que nos permitem classi�car de maneira

completa todas as sub�algebras de uma �algebra de Cli�ord. Mesmo D 
C`p;q n~ao sendo uma �algebra
de Cli�ord, como j�a de�nimos �algebras de Cli�ord no contexto dado pelas eqs.(3.24, 3.25), podemos

de�nir uma �algebra de Cli�ord hiperb�olica agora sobre o espa�co V ��V ' D 
 V , munindo o espa�co
vetorial V � �V com uma m�etrica bem peculiar, diferente da def.(3.28). Isso ser�a investigado em

detalhes na Sec. (3.7).

As três de�ni�c~oes de �algebras de Cli�ord, dadas nas Secs. (1.5, 1.6, 1.7), podem ser agora

investigadas quanto �a possibilidade de de�nir, tamb�em, �algebras de Cli�ord quirais. O caso da

de�ni�c~ao (I), da Sec. (1.5), j�a foi explicitado pelas eqs.(3.29, 3.30), provenientes das eqs.(3.24, 3.25).

A de�ni�c~ao (II), vista na Sec. (1.6) pode tamb�em ser usada para de�nir ACs quirais. De fato,

considerando �J o ideal de �T (V )8 que consiste na soma dos termos da forma �T1
f�v
�v��g(�v;�v)g
�T2
tais que �T1; �T2 2 �T (V ); �v 2 �V . Portanto a �algebra de Cli�ord associada a �V , denotada por C�(�V ; g)

�e de�nida por

C`�(�V ;�g) = �T (V )=�J (3.31)

A de�ni�c~ao (III), vista na Sec. (1.7) e que concerne os operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao, �e

�util para de�nir a �algebra de Cli�ord quiral. Tome v 2 V e � ;�� 2 ��(V ). De�nimos o operador de

cria�c~ao quiral �E : V ! End(��(V )) como

�E(v)(��) = v ^�� (3.32)

e o operador de aniquila�c~ao quiral �I : V ! End(��(V )) como

�I(�)( ) = �y� (3.33)

Podemos ver que os operadores �E anticomutam, i.e., �E(u)�E(v) + �E(v)�E(u) = 0 e que os opera-

dores de aniquila�c~ao comutam, i.e., �I(�)�I(�) +�I(�)�I(�)) = 0: Da regra de Leibniz graduada para a

contra�c~ao �a esquerda obtemos

�I(�)�E(v) + �E(v)�I(�) = �(v) (3.34)

De�nimos a aplica�c~ao
f

 : V ! End(��(V )) como

f

 = �E+�I Æ � (3.35)

�E f�acil ver que a aplica�c~ao
f

 �e uma aplica�c~ao de Cli�ord:

f

(v)
f

(u) +
f

(u)
f

(v) = 2g(v;u)�1; u;v 2 V: (3.36)

8�T (V ) denota o espa�co dos tensores quirais.
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3.5 Operadores de Hodge quirais

Os espa�cos vetoriais �k(V ) [��k(V )] e �n�k(V ) [��n�k(V )] têm a mesma dimens~ao, mas n~ao existe

nenhum isomor�smo canônico entre esses espa�cos. Seja � o elemento de volume em V de�nido por

� = jdet � j1=2e1 ^ � � � ^ en, onde det � �e dado9 implicitamente por

�(e1 ^ e2 ^ � � � ^ en) = �(e1) ^ �(e2) ^ � � � ^ �(en) = (det �) e1 ^ e2 ^ � � � ^ en: (3.37)

O isomor�smo dado pelo dual de Hodge ? : �k(V ) ! �n�k(V ) [? : ��k(V ) ! ��n�k(V )] �e

de�nido a partir dos operadores duais de quasi-Hodge. J�a que a correla�c~ao �e de�nida como sendo

um isomor�smo � : �k(V )! �k(V ), temos ?Æ��1 : �k(V )! �n�k(V ) [?Æ��1 : ��k(V )! ��n�k(V )]

e ? Æ � : �k(V )! �n�k(V ): Exigimos que

? Æ ��1 = ? Æ �; (3.38)

que ir�a ocorrer somente se � for unit�ario. O operador dual de Hodge �e de�nido como

? = ? Æ ��1 = ? Æ � (3.39)

e, mais explicitamente,

?1 = � ; ? = e � (3.40)

onde  2 ��(V ). O operador dual de Hodge ? n~ao muda a quiralidade das formas. De�nimos o

operador dual de Hodge quiral ?" : �
k(V )! ��n�k(V ) agindo sobre formas diferenciais como

?"1 = "�; ?" = "~ � (3.41)

onde a �ultima express~ao denota "��1(e )y�. Observamos que ?" = "?, e ?" naturalmente muda a

quiralidade das formas. De maneira an�aloga, o operador de Hodge quiral agindo sobre formas quirais

?" : ��
k(V )! �n�k(V ) �e tamb�em de�nido como:

?"" = �; ?"� = ~ �: (3.42)

3.6 Imers~oes, subespa�cos maximais totalmente isotr�opicos e

bases de Witt

Consideramos o espa�co-m�etrico (V ��V ; g) = (D 
 V; g), onde a m�etrica g : (V ��V )� (V ��V )! R
�e dada por

g(u; v) = g(�u;v) + g(�v;u): (3.43)

9Usamos a nota�c~ao � para descrever o mapa � : V ! V � e sua extens~ao natural � : �k(V ) ! �k(V ), sem qualquer

distin�c~ao. No texto estar�a impl��cito a qual deles estaremos nos referindo.
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Com base na nota�c~ao da Sec.(3.4), a m�etrica g pode agora ser representada por

�
0 g

g 0

�
. Adotamos

a nota�c~ao u = u+�u; v = v +�v 2 V � �V .

Sob as inclus~oes

�V : V ! V � �V

v 7! v + 0 (3.44)

e

��V : �V ! V � �V

�v 7! 0 +�v (3.45)

ao interpretarmos V e �V como subespa�cos vetoriais de V � �V , �e imediato ver que

g(u+0; 0+�v) = g(u;�v); g(0+�u;v+0) = g(�u;v); g(u+0;v+0) = g(0+�u; 0+�v) = 0; (3.46)

de onde podemos ver que V e �V s~ao subespa�cos maximais totalmente isotr�opicos de V ��V [Cru90].

Naturalmente existe uma base feigni=1 de V e uma base f�ejgnj=1 de �V , que satisfazem

g(ei;�ej) = Æij ; g(ei; ej) = g(�ei;�ej) = 0: (3.47)

Motivados por [Cru90], de�nimos

�i = (�ei + ei)=
p
2; �i+n = (�ei � ei)=

p
2: (3.48)

Os vetores f�kg2nk=1 geram �Rn;n , j�a que para i; j = 1; : : : ; n as rela�c~oes

g(�i; �j) = �g(�i+n; �j+n) = "Æij : (3.49)

s~ao satisfeitas. Vale a pena ainda notar que g(�i; �k+n) = 0; 1 � i; j � n.

3.7 D -�algebras de Cli�ord

Nesta se�c~ao constru��mos uma �algebra de Cli�ord hiperb�olica sobre o espa�co 2n-dimensional V ��V '
D 
 V , denominada D -�algebra de Cli�ord. Suas aplica�c~oes na constru�c~ao de supercampos podem

ser vistas com detalhes em [Rod95].

De�nimos a �algebra de Grassmann (hiperb�olica) estendida como a tripla (�(V ��V );^, G), onde
�(V ��V ) =

Pn
i=0 �

i(V ��V ) �e a �algebra exterior estendida e G �e m�etrica g-induzida em �(V ��V ).

Denotamos � = �1 ^ � � � ^ �2n 2 �n(V � �V ) o elemento de volume de �(V � �V ), e �e f�acil ver que

G(�; �) = (�1)n: As inclus~oes dadas pelas eqs.(3.44, 3.45) podem ser estendidas a �m de que se

identi�que �(V ) ,! �(V � �V ) como:

�V : �(V )! �(V � �V )

v1 ^ � � � ^ vk 7! (v1 + 0) ^ � � � ^ (vk + 0)
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��V : �(�V )! �(V � �V )

�v1 ^ � � � ^�vk 7! (0 +�v1) ^ � � � ^ (0 +�vk)

A conjuga�c~ao de Cli�ord, a involu�c~ao graduada e a revers~ao s~ao analogamente de�nidas em

V � �V , onde a contra�c~ao satisfaz

uyv = 0 =�uy�v; u;v 2 V; �u;�v 2 �V : (3.50)

Uma D -�algebra de Cli�ord �e de�nida, nesse contexto, como sendo a �algebra de Grassmann munida

do produto de Cli�ord dado por

u = uy + u ^ ;  2 ��(V ) = �(V � �V ); u 2 V � �V : (3.51)

A base de Witt fei;�ekg satisfaz as rela�c~oes

eiej + ejek = 0 =�ei�ej +�ej�ei; ei�ej +�ejei = 2Æij ; (3.52)

e por sua vez a base f�pg2np=1 satisfaz as express~oes

�n+i�n+k + �n+k�n+i = ��i�k + �k�i = �2Æik;
�i�n+k + �n+k�i = 0; 1 � i; k � n:

3.7.1 D -conjuga�c~ao

Consideramos algumas observa�c~oes importantes para se caracterizar V � �V como um espa�co hi-

perb�olico de fato.

Para todo (u;�u) 2 V ��V , a condi�c~ao de que g(u;�u) = 0 �e equivalente a g(�u;u) = 0 implica que

g deve ser sim�etrica (onde a geometria �e chamada ortogonal) ou antissim�etrica (onde a geometria �e

chamada simpl�etica).

O conjunto dos u 2 V para os quais g(u;v) = 0;8v 2 V , �e um subespa�co de V denominado

radical e denotado por rad V ou V ?. Podemos mostrar que se g �e n~ao-degenerada, ent~ao rad V =

0. Nesse caso V �e dito ser n~ao-isotr�opico. Seja U um subespa�co de V tal que a restri�c~ao gjV de g a

V induz uma geometria do mesmo tipo (ortogonal ou simpl�etica) que a geometria em V . O radical

rad U de U �e de�nido como U \ U?. Note que embora rad V = V ?, rad U 6= U? em geral. U �e

dito ser isotr�opico se rad U 6= 0. V �e dito ser totalmente isotr�opico se g � 0 em V . Um subspa�co

U � V �e dito ser totalmente isotr�opico se gjU � 0 [Cru90].

Um plano n~ao-isotr�opico que cont�em um vetor isotr�opico n~ao-nulo �e denominado hiperb�olico.

Uma soma ortogonal de planos hiperb�olicos �e chamada de espa�co hiperb�olico. Um plano hiperb�olico

�e gerado pelo par (x; y) para o qual g(x; x) = g(y; y) = 0 e g(x; y) = 1. Tal par �e chamado (x; y)

hiperb�olico.

As de�ni�c~oes acima nos permitem denominar V ��V de espa�co hiperb�olico. Os espa�cos vetoriais

V e �V s~ao todos de mesma dimens~ao (n) por de�ni�c~ao e s~ao, com efeito, subespa�cos maximais

totalmente isotr�opicos [Cru90] de V � �V .
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Nosso objetivo �e agora estender tal conceito a subespa�cos V;�V ,! V � �V . Eqs.(3.48) de�nem

uma base f�ig, e ao escrevermos v = v+�v, onde v = viei 2 V e �v =�vi�ei 2 �V , �e poss��vel expressar

as componentes fvi; vn+ig (associadas aos �j) como

vi = (vi +�vi)=
p
2; vn+i = (vi ��vi)=

p
2: (3.53)

De�nimos a D -conjuga�c~ao, que inverte a parte ��mpar, como

vy = (v +�v)y := v ��v: (3.54)

e a �D -conjuga�c~ao, que inverte a parte par, como

vz = (v +�v)z := �v � v: (3.55)

�E simples notar que vy = �vz, donde conclu��mos que

vz = v̂y: (3.56)

Das eqs.(3.53) �e simples notar que

(vy)
i = (�vi +�vi)=

p
2; vn+iy = (vi +�vi)=

p
2: (3.57)

Motivados pela de�ni�c~ao acima �e ent~ao poss��vel de�nir uma geometria simpl�etica, a partir de uma

forma alternada A : (V � �V )� (V � �V )! R dada por

A(u; v) = g(u;�v)� g(v;�u): (3.58)

Tal espa�co �e apropriado para se descrever, por exemplo, o formalismo hamiltoniano da mecânica

cl�assica.

3.8 O produto regressivo

Dada uma representa�c~ao de uma k-forma  = a1^� � �^ak, e fh1; h2; : : : ; hrg um conjunto de inteiros

n~ao-negativos tais que h1+h2+ � � �+hr = k, de�nimos uma decomposi�c~ao de classe (h1; h2; : : : ; hr)

de  como um conjunto de formas ( 1; : : : ;  r) tais que [Rot85]

1.  i = 1 se hi = 0 e  i = ai1 ^ � � � ^ aihi , i1 < � � � < ihi , se hi 6= 0;

2.  i ^  j 6= 0;

3.  1 ^  2 ^ � � � ^  r = � .
A partir de agora formularemos o que segue na �algebra exterior aquiral �(V ), e a formula�c~ao na

�algebra exterior quiral seguemutatis mutandis. Denotamos ( ) o conjunto �nito de todas as poss��veis

decomposi�c~oes de uma k-forma  2 �k(V ). Dado � 2 �l(V ), o produto regressivo

_ : �k(V )� �l(V ) ! �k+l�n(V )

( ; �) 7!  _ � (3.59)
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�e de�nido [Rot85] como sendo

 _ � =
X
( )

[ (1); �]  
k
(2) =

X
(�)

[ ; �(2)] �(1); se k + l � n: (3.60)

Quando k + l < n temos o caso trivial  _ � = 0. De�nimos

[a1 ^ � � � ^ ak;b1 ^ � � � ^ bl] = [a1; : : : ; ak;b1; : : : ;bl]; se k + l = n; (3.61)

= 0; se k + l 6= n: (3.62)

Exemplo 3.1: Considere  = e1 ^ e2 ^ e3 2 �3(R1;3 ) e � = e3 ^ e4 2 �2(R1;3). As poss��veis

decomposi�c~oes de  s~ao dadas por

1. Classe (0,3):  1 = 1,  2 = e1 ^ e2 ^ e3.

2. Classe (1,2):

(a)  1 = e1,  2 = e2 ^ e3;
(b)  1 = e2,  2 = e1 ^ e3;
(c)  1 = e3,  2 = e1 ^ e2:

3. Classe (2,1):

(a)  1 = e1 ^ e2,  2 = e3;

(b)  1 = e1 ^ e3,  2 = e2;

(c)  1 = e2 ^ e3,  2 = e1:

4. Classe (3,0):  1 = e1 ^ e2 ^ e3,  2 = 1.

5. Classe (1,1,1):  1 = e1;  2 = e2;  3 = e3 e permuta�c~oes.

A decomposi�c~ao de classe (1,1,1) consta para efeitos de ilustra�c~ao, mas somente decomposi�c~oes

duplas, do tipo (h1; h2), entram na de�ni�c~ao (3.60).

Considerando a de�ni�c~ao (3.60) e o fato de que o colchete de Rota �e nulo se k+ l 6= n = 4, vemos

imediatamente que somente as decomposi�c~oes de classe (2,1) s~ao termos potencialmente n~ao-nulos.

Temos ent~ao:

 _ � =
X
( )

[ (1); �]  (2)

= [e1 ^ e2; e3 ^ e4]e3 + [e1 ^ e3; e3 ^ e4]e2 + [e2 ^ e3; e3 ^ e4]e1

= [e1 ^ e2; e3 ^ e4]e3 + 0 + 0

= [e1; e2; e3; e4]e3

= e3: (3.63)

Dados agora  ;�; � 2 ��(V ) as seguintes propriedades s~ao imediatamente veri�cadas:
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1. (Associatividade) ( _ �) _ � =  _ (� _ �),

2. (Supercomutatividade)  [k] _ �[l] = (�1)[k][l]�[l] _  [k]; onde [i] = n� i,

3. (Distributividade aditiva) ( + �) _ � =  _ � + � _ �;  _ (�+ �) =  _ �+ _ �,

4. (Multiplica�c~ao por escalar)  _ (a�) = (a ) _ � = a( _ �); a 2 R:

Temos as rela�c~oes

ei _ (e1 ^ � � � ^ en) = [1; e1 ^ � � � ^ en]ei

= [e1; : : : ; en]ei

= "ei; (3.64)

(ei ^ ej) _ (e1 ^ � � � ^ en) = [1; e1 ^ � � � ^ en](ei ^ ej)
= [e1; : : : ; en](ei ^ ej) = "(ei ^ ej); (3.65)

e

(ei1 ^ ei2 ^ � � � ^ eik ) _ (e1 ^ � � � ^ en) = [1; e1 ^ � � � ^ en] ei1 ^ ei2 ^ � � � ^ eik
= [e1; : : : ; en] ei1 ^ ei2 ^ � � � ^ eik
= "ei1 ^ ei2 ^ � � � ^ eik : (3.66)

Das express~oes acima podemos provar por indu�c~ao (e estendendo por linearidade a  2 ��(V )) que:

 _ (e1 ^ � � � ^ en) = " (3.67)

Usando a rela�c~ao

ei _ (e1 ^ � � � ^ �ej ^ � � � ^ en) = [ei; e1; : : : ; �ej ; : : : ; en] = Æij(�1)i�1";

quando i = j representamos o pseudoescalar " por

" = (�1)i�1 ei _ (e1 ^ � � � ^ �ei ^ � � � ^ en) (3.68)

3.9 Contraespa�co

Da de�ni�c~ao do produto regressivo �e imediato que

�k(V ) _ �l(V ) ,! �k+l�n(V ); k + l � n: (3.69)

Denotando [k] = n� k, escrevemos a eq.(3.69) como

�n�[k](V ) _ �n�[l](V ) ,! �n�([k]+[l])(V ): (3.70)
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O k-contraespa�co
Wk �e de�nido [Cot00, Rot85] como

k_
= �n�k(V ) (3.71)

e portanto
r_
_

s_
,!

r+s_
(3.72)

Tamb�em de�nimos a �algebra coexterior como

_
=

0_
�

1_
� � � � �

n_
=

nM
j=0

j_
(3.73)

que �e a �algebra exterior com respeito ao produto regressivo. Da def.(3.71) vemos que
W1

= �n�1(V )

e (n�1)-formas podem ser vistas como 1-formas, j�a que consideramos o contraespa�co
W1

. De�nimos

uma base para
W1

, a cobase, como o conjunto feig, cujos elementos s~ao de�nidos como

ei = (�1)i�1e1 ^ � � � ^ �ei ^ � � � ^ en (3.74)

Elementos de
W1 s~ao chamados de 1-co-formas. Rota [Rot85] denomina a �algebra (�(V );^;_) por

di�algebra ou �algebra dupla. Estendemos esse conceito considerando a �algebra (��(V );^;_). Da

de�ni�c~ao acima vemos que ei ^ ei = e1 ^ e2 ^ � � � ^ en: Analogamente �a eq.(3.2), consideramos uma
cobase quiral f�eig, cujos elementos s~ao de�nidos pela identidade�ei = "ei. Vemos que a unidade da

�algebra associativa gerada pelas co-formas �e o elemento de volume e1 ^ e2 ^ � � � ^ en. A seguinte

proposi�c~ao �e uma simples generaliza�c~ao da proposi�c~ao de Grassmann-Rota, que d�a informa�c~ao sobre

a quiralidade entre formas e suas co-formas equivalentes.

Proposi�c~ao 3.1: I e1 _ e2 _ � � � _ ei = "i+1ei+1 ^ � � � ^ en J

Demonstra�c~ao: Seja e1 = e2 ^ e3 ^ � � � ^ en e e2 = �e1 ^ e3 ^ � � � ^ en duas 1-co-formas. segue que

e1 _ e2 = �(e2 ^ e3 ^ � � � ^ en) _ (e1 ^ e3 ^ � � � ^ en)
= �[e2; e1; e3; : : : ; en]e3 ^ � � � ^ en

= "e3 ^ � � � ^ en:

Por indu�c~ao,

e1 _ e2 _ � � � _ ei _ ei+1 = ("i+1ei+1 ^ � � � ^ en) _ ei+1

= "i+1(ei+1 ^ � � � ^ en) _ ((�1)ie1 ^ � � � ^dei+1 ^ � � � ^ en)
= (�1)i"i+1[ei+1; e1 ^ � � � ^ bei ^ � � � ^ en] ei+2 ^ � � � ^ en
= "i+1[ei+1; e1; : : : ; bei; : : : ; en] ei+2 ^ � � � ^ en
= "i+1"ei+2 ^ � � � ^ en

= "i+2ei+2 ^ � � � ^ en

�
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Dependendo do n�umero i de elementos que formam o produto e1 _ e2 _ � � � _ ei, o lado direito da

Proposi�c~ao 3.1 muda ou n~ao muda de sinal perante invers~ao de orienta�c~ao do espa�co. Como corol�ario,

quando i = n, obtemos

e1 _ e2 _ � � � _ en = "n+1 2
8<: �0(V ), se n = 2k + 1,

��0(V ), se n = 2k.
(3.75)

Assim o elemento de volume (relativo ao produto regressivo) e1 _ e2 _ � � � _ en 2 Wn �e um escalar ou

um pseudoescalar, dependendo da dimens~ao n de V . Conclu��mos dessas considera�c~oes que

0_
�

1_
�

2_
� � � � �

n_
= �n(V )� �n�1(V )���n�2 � � � � ���0(V ): (3.76)

Da Prop. 3.1 e das propriedades do operador dual de Hodge, temos a rela�c~ao

?(e1 ^ e2 ^ � � � ^ ek) = "k+1e1 _ � � � _ ek (3.77)

O operador dual de Hodge aplicado em (2k)-formas produz (2k)-co-formas quirais, e quando �e

aplicado sobre (2k+1)-formas, as respectivas (2k+1)-co-formas n~ao possuem quiralidade (2k + 1

� n).

3.10 �Algebras de Cli�ord sobre o contraespa�co

Vimos pelas eqs.(1.20) e (1.21) que, dado um elemento de volume � 2 �n(V ), o operador dual de

Hodge �e escrito como ? = ~ � e ?1 = �.

O produto de Cli�ord � : C`p;q � C`p;q ! C`p;q, relativo ao contraespa�co �e de�nido como:

 � � := ?�1[(? )(?�)]  ; � 2 C`p;q: (3.78)

Podemos ver imediatamente que tal produto de fato de�ne uma �algebra de Cli�ord. Primeiramente

a associatividade �e veri�cada. Dados  ; �; � 2 C`p;q, temos:

( � �) � � = f?�1[(? )(?�)]g � �
= ?�1f? ?�1 [(? )(?�)](?�)g
= ?�1f[(? )(?�)](?�)g
= ?�1f(? )[(?�)(?�)]g
= ?�1f(? ) ? [?�1((?�)(?�))]g
=  � [?�1((?�)(?�))]
=  � (� � �) (3.79)

A distributividade com respeito �a adi�c~ao

 � (�+ �) =  � �+  � � (3.80)

( + �) � � =  � � + � � �: (3.81)
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tamb�em pode ser facilmente veri�cada. De fato,

 � (�+ �) = ?[(? ) ? (� + �)]

= ?�1[(? )(?�+ ?�)]

= ?�1[(? )(?�)] + ?�1[(? )(?�)]

=  � �+  � �: (3.82)

A eq.(3.81) �e mostrada de maneira an�aloga.

O elemento de volume � age como a unidade com rela�c~ao ao produto �. Com efeito, � �e a unidade

�a esquerda:

� �  = ?�1[(?�)(? )]

= ?�1(1 ?  ) = ?�1(? )

=  : (3.83)

Analogamente podemos provar que � �e tamb�em unidade �a direita com rela�c~ao ao produto �, j�a que

 � � = ?�1[(? )(?�)]

= ?�1(? 1) = ?�1(? )

=  : (3.84)

�E importante enfatizar e ressaltar que o produto de Cli�ord usual, denotado por justaposi�c~ao, e o

novo produto de Cli�ord � : C`p;q � C`p;q ! C`p;q relativo ao contraespa�co, agem ambos no espa�co

vetorial subjacente a C`p;q. J�a que denotamos a �algebra de Cli�ord, constru��da a partir do produto
de Cli�ord usual, por C`(�1(V ); g), podemos denotar a nova �algebra de Cli�ord por C`(W1

; g). De

fato a rela�c~ao de Cli�ord, calculada a partir do produto dado pela eq.(3.78) entre duas co-formas

ei; ej 2
W1

, �e dada por

ei � ej + ej � ei = ?�1[(?ei)(?ej)] + ?�1[(?ej)(?ei)]

= ?�1(eiej) + ?�1(ejei)

= ?�1(eiej + ejei)

= ?�1(2g(ei; ej))

= 2g(ei; ej) �; (3.85)

pela eq.(1.20). Como provamos que � �e a unidade do produto �, vemos que � de�ne de fato uma

�algebra de Cli�ord.

Dados v 2 V;  2 C`p;q, o produto regressivo de�nido na Sec. (3.8) pode agora ser escrito em

termos do produto de Cli�ord �, como:

ei _  =
1

2
(ei �  +  ̂ � ei) (3.86)
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Analogamente �a de�ni�c~ao de contra�c~ao �a direita atrav�es da eq.(1.12), a contra�c~ao �a direita de um

vetor v por um elemento  2 C`p;q associada ao produto � �e de�nida por

vp :=
1

2
(v �  �  ̂ � v) (3.87)

A contra�c~ao �a esquerda se de�ne pela express~ao

 qv :=
1

2
( � v � v �  ̂) (3.88)

O formalismo desenvolvido acima tem in�umeras aplica�c~oes em, por exemplo, mecânica e geome-

tria projetiva [Fau02, Cot00]. A mecânica lagrangiana e hamiltoniana s~ao descritas naturalmente

pela estrutura dual do espa�co e do contraespa�co, cuja abordagem fornece uma nova possibilidade de

interpreta�c~ao da geometria simpl�etica.

O formalismo aqui desenvolvido, no caso particular de C`1;3 descreve o princ��pio da dualidade na
geometria projetiva [Cdt00, Hes91b, Cot00]. Conradt [Cdt00, Cot00] obt�em os conceitos de espa�co

de fase e forma simpl�etica em uma estrutura bem simples e de rico signi�cado geom�etrico. Dentre as

v�arias aplica�c~oes desse formalismo podemos citar ainda o sistema de n corpos com for�cas potenciais,

o oscilador harmônico e o movimento de Kepler [Cot00].

3.11 Interpreta�c~ao geom�etrica do produto regressivo

Denotamos por (��(V );^;_; ?; ?) a �algebra de Grassmann-Cayley. Na pr�oxima proposi�c~ao enuncia-
mos e provamos, usando os operadores duais de quasi-Hodge, os produtos progressivo e regressivo,

um an�alogo �a lei de Morgan [Bro99] em teoria de conjuntos.

Proposi�c~ao 3.2: I ?( ^ �) = (? ) _ (?�), onde  ;� 2 ��(V ) J

Demonstra�c~ao: Primeiramente vamos supor que  e � estejam em subespa�cos complementares de
��(V ), caso contr�ario teremos o caso trivial onde  ^� = 0. Assim escrevemos  =  1 ^ � � � ^ k 2
��k(V ) e � = �k+1 ^ � � � ^ �m 2 �m�k(V ). Ent~ao
?( ^ �) = ?( 1 ^ � � � ^  k ^ �k+1 ^ � � � ^ �m) = det( ij) det(�

i
j) ?(e

1 ^ � � � ^ ek ^ � � � ^ em)
= det( ij) det(�

i
j) (em+1 ^ � � � ^ en):

Por outro lado, ? = det( ij) ?(e
1 ^ � � � ^ ek) = det( ij)(ek+1 ^ � � � ^ en), e

?� = det(�ij) ?(e
k+1 ^ � � � ^ em) = det(�ij) (�1)(m�k)(m�1)(e1 ^ � � � ^ ek ^ em+1 ^ � � � ^ en):

Combinando as duas express~oes acima a�rmamos que

(? ) _ (?�) = det( ij) det(�
i
j)�(ek+1 ^ � � � ^ en) _ (e1 ^ � � � ^ ek ^ em+1 ^ � � � ^ en)

= det( ij) det(�
i
j)�[ek+1 ^ � � � ^ en; e1 ^ � � � ^ ek] em+1 ^ � � � ^ en

= det( ij) det(�
i
j)�[ek+1; : : : ; en; e1; : : : ; ek] em+1 ^ � � � ^ en

= det( ij) det(�
i
j) em+1 ^ � � � ^ en:

onde � = (�1)(m�k)(m�1). �
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Podemos tamb�em provar que ?( _ �) = (? ) ^ (?�). Os mesmos resultados seguem analoga-

mente para o operador ?. Se trabalharmos com uma �algebra de Grassmann, onde h�a uma m�etrica,

ao inv�es de uma �algebra de Grassmann-Cayley, podemos provar que

?( ^ �) = (? ) _ (?�) (3.89)

e

?( _ �) = (? ) ^ (?�) (3.90)

�E �obvia a analogia entre eqs.(3.89, 3.90) e as leis de Morgan em teoria de conjuntos, dadas por

{(A \ B) = {(A) [ {(B); {(A [ B) = {(A) \ {(B); (3.91)

onde A e B denotam conjuntos. A rela�c~ao {({(A)) �e an�aloga a ?? = ?? = (�1)k(n�k) e os operadores
([;\; {) em conjuntos s~ao an�alogos aos operadores (^;_; ?; ?) na �algebra de Grassmann-Cayley.

Existe uma consistência geom�etrica na Prop. 3.2, pois dados e1; e2 2 R3 , o produto e1^e2 �e a uni~ao
dos subespa�cos gerados por e1 e e2. A entidade e1 ^ e2 �e uma plaqueta que tem orienta�c~ao pr�opria.

O produto regressivo est�a relacionado �a intersec�c~ao entre subespa�cos. Se consideramos bivetores

e1 ^ e2 e e2 ^ e3, conclu��mos que ?(e2 ^ e3) = e1 e ?(e1 ^ e2) = e3. Da Prop. 3.2 obtemos:

? ((e1 ^ e2) _ (e2 ^ e3)) = (?(e1 ^ e2)) ^ (?(e2 ^ e3))
= e3 ^ e1 = ?e2 (3.92)

e conseq�uentemente (e1 ^ e2) _ (e2 ^ e3) = e2; que mostra a intersec�c~ao entre bivetores.

3.12 Dualidades e codualidades

Considere agora duas formas diferenciais � 2 �i(V ) e ! 2 �j(V ). O nosso intuito �e provar que as

rela�c~oes (3.89) e (3.90), al�em de poderem ser demonstradas a partir de um formalismo destitu��do

de ��ndices e/ou componentes, têm sua origem na de�ni�c~ao do produto de Cli�ord � associado ao

contraespa�co. De fato,

� _ ! = h� � !in�(i+j)
= h� � !��1�in�(i+j)
= h?�1f[(?�)(?!)]��1 ii+j �
= h?�1f?[ ^(?�)(?!)]��1g��1 ii+j �; pela eq.(1.21)

= h ^(?�)(?!)ii+j �
= (f?!) ^ ( e?�)�
= ^(?�) ^ (?!)�
= ?�1[(?�) ^ (?!)] (3.93)
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de onde segue por linearidade que

?(� _ !) = (?�) ^ (?!) 8�; ! 2 �(V ): (3.94)

que �e exatamente a eq.(3.90). Utilizando o mesmo procedimento podemos de maneira an�aloga

construir a eq.(3.89) como uma identidade envolvendo o produto de Cli�ord �. Portanto a dualidade
entre as �algebras de Cli�ord sobre

W1
e �1(V ) reete a dualidade entre os espa�cos

W1
e �1(V ), que

por sua vez vem da dualidade entre os produtos progressivo (exterior) e regressivo. Al�em disso existe

tamb�em uma dualidade entre a contra�c~ao entre formas diferenciais e a contra�c~ao entre co-formas

diferenciais, onde essa �ultima foi de�nida na eq.(3.87). Essa dualidade �e apresentada pela

Proposi�c~ao 3.3: I ?(�p!) = (?�)y(?!) 8�; ! 2 �(V ): J
Demonstra�c~ao: Observamos que a de�ni�c~ao do produto �p! somente procede caso ! tenha o grau

maior que �. Com essa suposi�c~ao temos:

�p! = h� � !in�ji�jj
= h� � ! (��1�)in�ji�jj
= h?�1[(?�)(?!)]��1 iji�jj �
= h?�1f?[ ^(?�)(?!)]g���1 iji�jj �
= h ^(?�)(?!)iji�jj �
= (f?!)y( e?�)�
= ^(?�)y(?!)�

= ?�1[(?�)y(?!)] (3.95)

Portanto ?(�p!) = (?�)y(?!): �

De maneira an�aloga, a contra�c~ao �a esquerda nos permite enunciar a codualidade

Proposi�c~ao 3.30: I ?(�q!) = (?�)q(?!) 8�; ! 2 �(V ) J
no caso em que ! tenha o grau menor que �.

3.13 Operadores diferencial e codiferencial

Todas as de�ni�c~oes feitas nesta se�c~ao para �(V ) podem ser tamb�em feitas para ��(V ).

3.13.1 Operador diferencial

O operador diferencial d �e de�nido como

d : sec�k(T �M) ! sec�k+1(T �M)

 7! d = (@ij i1���ik )dx
ij ^ (dxi1 ^ � � � ^ dxik ) (3.96)
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onde M �e uma variedade cujo espa�co tangente T �M �e isomorfo a V .

Vimos que para se transformar uma k-forma aquiral em uma k-forma quiral multiplicamos por

". Dado  k 2 �k(V ), temos � k = " k 2 ��k(V ): J�a que d �e de�nido ser D -linear, ou seja, d(" k) =

"d( k), e que d( k) 2 �k+1(V ), ent~ao "d( k) 2 ��k+1(V ). segue que o operador diferencial leva

k-formas quirais em (k + 1)-formas quirais, i.e., d : sec��k(T �xM) ! sec��k+1(T �xM). Motivados

por essa considera�c~ao de�nimos a derivada exterior como sendo o �unico conjunto de operadores

d : sec �k(T �xM)! sec�k+1(T �xM) e d : �sec�k(T �xM)! sec��k+1(T �xM) que satisfazem as seguintes

propriedades:

(Linearidade) d(� + !) = d� + d!; e d(c!) = c d!; 8�;! 2 ��(V ); c 2 R; (3.97)

(Regra de Leibniz) d(! ^ �) = d! ^ � + (�1)k! ^ d�; 8! 2 �k(V ); � 2 ��(V ) (3.98)

d(d!) = 0; ! 2 ��(V )

Por linearidade podemos estender a a�c~ao do operador diferencial para toda a �algebra ��(V ) como

d : sec ��(V )! sec ��(V ).

3.13.2 Operador codiferencial

Nesta se�c~ao desenvolvemos o formalismo acerca do operador codiferencial na �algebra �(T �xM), mas

o mesmo vale para ��(T �xM) e conseq�uentemente para ��(T �xM).

Considerando l = n� 1 na eq.(3.69), temos

�k(V ) _ �n�1(V ) ,! �k�1(V ); k � 1; (3.99)

o que nos motiva a de�nirmos o operador codiferencial a partir do produto regressivo como

Æ : sec �k(TMx ) ! sec�k�1(T �xM)

 7! Æ = (gikij@
ik i1���ik)(dx

i1 ^ � � � ^ dxik ) _
h
(dx1 ^ � � � ^ �dxij ^ � � � ^ dxn)

i
(3.100)

Da associatividade do produto regressivo obtemos

Æ( _ �) = Æ _ �+ (�1)[ ] _ Æ� (3.101)

onde  ;� 2 ��(V ) e [ ] = k se  2 �k(V ) ou  2 ��k(V ).
Esclarecemos que a nossa de�ni�c~ao do operador codiferencial Æ, dada pela eq.(3.100), implicita-

mente usa a de�ni�c~ao de m�etrica, j�a que usualmente temos a de�ni�c~ao

Æ = ?�1d ?  ̂; 8 2 �(V ); (3.102)

[Bae94, Nak96, Nas83] e a de�ni�c~ao do operador dual de Hodge ? necessariamente exige uma m�etrica.

A m�etrica que aparece na de�ni�c~ao (3.100) est�a impl��cita nas eqs.(3.89, 3.90, 3.94), j�a que atrav�es
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delas mostramos que dados dois dos elementos da tripla (^;_; ?), o outro �e imediatamente de�nido
pelas eqs.(3.89, 3.90, 3.94). Como na eq.(3.100) os produtos regressivo _ e progressivo ^ s~ao usados,
a m�etrica l�a se encontra. Isso �e not�orio por sua forma expl��cita na def.(3.100).

O contraespa�co tem o operador codiferencial Æ agindo como o operador diferencial. Isso pode ser

visto pelas seq�uências abaixo, que geram respectivamente a cohomologia de de Rham [Nak96]. Para

o operador diferencial,

�0(V )
d�! �1(V )

d�! �2(V )
d�! � � � d�! �n�1(V )

d�! �n(V )
d�! 0 (3.103)

0
d �

0_
d �

1_
d �

2_
d � � � � d �

n�1_
d �

n_
(3.104)

J�a para o operador codiferencial,

0_
Æ�!

1_
Æ�!

2_
Æ�! � � � Æ�!

n�1_
Æ�!

n_
d�! 0 (3.105)

0
d � �0(V )

Æ � �1(V )
Æ � �2(V )

Æ � � � � Æ � �n�1(V )
Æ � �n(V ): (3.106)

Isso completa a caracteriza�c~ao dual do contraespa�co.

3.13.3 O Laplaciano de Hodge-de Rham

O laplaciano � �e naturalmente de�nido como

� = dÆ + Æd (3.107)

Exibiremos um exemplo simples que ilustra a eq.(3.107) em uma nota�c~ao mais familiar.

Exemplo 3.2: Considere  2 �2(R3 ), dado por  = f(x1; x2; x3)dx1 ^ dx2, onde f �e um campo

escalar f : R3 ! R. Temos ent~ao que

d =
@f

@x3
dx1 ^ dx2 ^ dx3: (3.108)

Portanto, pela de�ni�c~ao dada pela eq.(3.100) segue que

Æd =
@2f

@x1@x3
(dx1 ^ dx2 ^ dx3) _ (dx2 ^ dx3) + @2f

@x2@x3
(dx1 ^ dx2 ^ dx3) _ (dx1 ^ dx3)

+
@2f

@(x3)2
(dx1 ^ dx2 ^ dx3) _ (dx1 ^ dx1)

=
@2f

@x1@x3
(dx2 ^ dx3) + @2f

@x2@x3
(dx1 ^ dx3) + @2f

@(x3)2
(dx1 ^ dx2) (3.109)

Por outro lado,

Æ =
@f

@x1
(dx1 ^ dx2) _ (dx2 ^ dx3) + @f

@x2
(dx1 ^ dx2) _ (dx1 ^ dx3)

+
@f

@x3
(dx1 ^ dx2) _ (dx1 ^ dx2)

=
@f

@x1
dx2 +

@f

@x2
(�dx1) + 0; (3.110)
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e portanto

dÆ =
@2f

@(x1)2
(dx1 ^ dx2) + @2f

@(x2)2
(�dx2 ^ dx1) + @2f

@x1@x3
dx3 ^ dx2

+
@2f

@x2@x3
dx1 ^ dx3: (3.111)

Somando as eqs.(3.109, 3.111) temos:

(dÆ + Æd) =
@2f

@(x1)2
+

@2f

@(x2)2
+

@2f

@(x3)2

= � : (3.112)

Podemos provar por indu�c~ao que a eq.(3.107) �e v�alida para todo  2 �(V ).

3.14 Aplica�c~oes em eletromagnetismo em meios cristalinos

quirais

3.14.1 Interpreta�c~ao geom�etrica das k-formas

1-formas

Considere V ' R3 . De�nimos as 1-formas como o conjunto dos funcionais lineares � : V ! R. O

seu n�ucleo �e de�nido como o conjunto ker(�) = fv 2 V j �(v) = 0g. Sendo um subespa�co vetorial

de dimens~ao 2 de R3 , vemos imediatamente que ker(�) �e um plano. Assim a cada 1-forma podemos

associar um plano que passa pela origem, al�em de tamb�em achar outros planos paralelos a ker(�),

nos quais a forma � toma os valores 1, 2, 3, etc.. Dessa maneira podemos interpretar a 1-forma

geometricamente como uma fam��lia de planos paralelos, com uma seta unindo planos vizinhos que

mostra a dire�c~ao de crescimento da forma.

Reciprocamente, se tivermos uma fam��lia de planos, um n�umero pode ser associado a qualquer

vetor v 2 R3 . Se a origem de v se encontra em um dos planos, contamos o n�umero de planos que

v intercepta e esse n�umero �e igual a �(v). (Se v termina em algum plano, o n�umero �(v) �e um

inteiro.)

Considerando outra forma � 2 V �, onde � = 2�, isto �e, �(v) = 2�(v);8v 2 V , os planos ent~ao
devem estar distribu��dos com densidade duas vezes maior. Com isso conclu��mos que a magnitude

(relativa) de uma forma deve ser o inverso da raz~ao da distância entre os planos da forma � e os

planos da forma �. Em uma fam��lia de formas paralelas, podemos usar um vetor de referência

para medir suas magnitudes relativas contando quantos planos de uma dada forma s~ao cortados por

esse vetor. Da�� uma unidade natural para se medir uma fam��lia de formas paralelas �e o inverso do

comprimento de um vetor de referência. Vale notar que uma 1-forma pode ser interpretada como

uma densidade linear.
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2-formas

Uma 2-forma, sendo um mapa linear entre bivetores nos escalares, pode ser interpretada como um

sistema de prismas (tubos) paralelos de se�c~oes retas iguais. Se a 2-forma for par, cada prisma tem

um arco direcionado pr�oximo �a superf��cie. No caso de uma 2-forma quiral, cada tubo tem uma seta

na dire�c~ao paralela a suas paredes. O valor de uma 2-forma avaliado em um bivetor �e (analogamente

ao caso de 1-formas) o n�umero de prismas (tubos) que fazem intersec�c~ao com o bivetor (visto como

uma superf��cie orientada). Claramente uma 2-forma �e interpretada como uma densidade super�cial.

Exemplos de algumas entidades f��sicas

Em seu tratado [Max54], Maxwell diz \Physical vector quantities may be divided into two classes,

in one of which the quantity is de�ned with a reference to a line, while in the other the quantity is

de�ned with reference to an area. In electrical science, electromotive and magnetic intensity belong to

the �rst class, being de�ned with reference to lines. When we wish to indicate this fact, we may refer

to them as Intensities. On the other hand, electric and magnetic induction, and electric currents,

belong to the second class, being de�ned with reference to areas. When we wish to indicate this fact,

we shall refer to them as Fluxes."

A entidade vetorial mais natural utilizada em teorias f��sicas �e o vetor deslocamento l, que possui

a mesma natureza que o vetor r de um ponto no espa�co, relativo �a origem de um referencial.

Obviamente a velocidade v = dr=dt e a acelera�c~ao a = dv=dt tamb�em s~ao vetores. O momentum p

e a for�ca10 F = dp=dt s~ao considerados 1-formas.

O modelo f��sico mais simples de um bivetor �e o que descreve um circuito el�etrico plano. Sua

magnitude �e a �area que o circuito engloba e sua orienta�c~ao �e o sentido que a corrente circula. Tal

bivetor �e chamado a �area orientada do circuito, e �e denotado por S. O momento magn�etico do

circuito �e ent~ao dado por m = IS, onde I �e a corrente que passa pelo circuito. As unidades do

sistema SI [m] = Am2 est~ao de acordo com tal interpreta�c~ao [Jan96a].

3.14.2 Eletromagnetismo no contexto da �algebra de Grassmann estendida

Nesta se�c~ao revisitamos a descri�c~ao de campos e excita�c~oes na teoria eletromagn�etica, j�a bem es-

tabelecida nos manuscritos de Maxwell [Max54], Hehl [Heh99, Heh00, Heh01, Heh02a, Heh02b],

Obukhov [Obu00, Obu02], Kiehn [Kie00], Post [Pos72] e Jancewicz [Jan96a], dentre outros [Bar64,

Jac98, Jad98, Bay99a]. As equa�c~oes de Maxwell carregam informa�c~ao acerca dos campos B, E

e excita�c~oes D e H na teoria eletromagn�etica, que surge com um car�ater tamb�em geom�etrico, se

formulada a partir de formas diferenciais quirais e aquirais. Esse tipo de formula�c~ao �e essencial

para incorporarmos a gravita�c~ao a teorias que descrevem o eletromagnetismo, j�a que a presente for-

10Ao considerarmos a energia potencial um escalar, sua rela�c~ao com a for�ca (em linguagem padr~ao do c�alculo

diferencial) �e dU = �F�dr. Isso signi�ca que a for�ca �e um mapa linear do vetor in�nitesimal dr ao escalar in�nitesimal

dU . Tal mapa �e a pr�opria de�ni�c~ao de 1-forma, e com essa v�alida interpreta�c~ao a for�ca �e vista como uma 1-forma.

Pela segunda lei de Newton (F = dp=dt) o momento p tamb�em deve ser uma 1-forma.
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mula�c~ao independe de uma m�etrica no espa�co e pode ser realizada nos espa�cos tangentes de qualquer

variedade diferenci�avel que modele o espa�co-tempo.

A teoria eletromagn�etica tem uma clara interpreta�c~ao geom�etrica se o seu formalismo �e apre-

sentado em um espa�co sem m�etrica, usando quatro campos de formas diferenciais [Heh99, Heh00,

Heh01, Heh02a, Heh02b, Jan96a, Max54, Jan96b]: a indu�c~ao magn�etica B, o campo magn�eticoH, o

deslocamento el�ectrico D e o campo el�etrico E. O campo el�etrico E �e interpretado como um campo

de 1-formas aquiral (E 2 sec(T �x�)), j�a que E �e um mapa linear de dr ao escalar dV , dado por

dV = �E � dr. A dimens~ao f��sica de E(x) no SI ([E] = Vm�1) atesta tal interpreta�c~ao. A indu�c~ao

magn�etica B �e um exemplo de campo de 2-formas aquiral (B 2 sec�2(T �x�)), j�a que B �e um mapa

linear do bivetor dS ao escalar d� = �BydS, onde � �e o uxo magn�etico. A dimens~ao f��sica de B

no SI �e dada por [B] = Wbm�2 = T ( = Tesla). O campo magn�etico H �e representado por uma

1-forma quiral e no SI, [H] = Am�1, enquanto que o deslocamento el�etrico D tem unidade no SI

[D] = Cm�2.

3.14.3 Equa�c~oes de Maxwell homogêneas e potenciais

O operador diferencial d : sec�k(T �x�) ! sec�k+1(T �x�) n~ao muda a quiralidade das formas. A

primeira das equa�c~oes de Maxwell relaciona 2-formas aquirais pela equa�c~ao

dE+ @0B = 0 (3.113)

A ausência de monop�olos magn�eticos pode ser traduzida na seguinte equa�c~ao

dB = 0 (3.114)

Essas s~ao as duas equa�c~oes de Maxwell homogêneas. Da eq.(3.114), usando o lema de Poincar�e11

podemos admitir a existência de um campo de 1-formas aquiral A (o potencial magn�etico) que

satisfaz a rela�c~ao B = dA. Substituindo na eq.(3.113), obtemos dE+@0dA = 0, ou d (E+@0A) = 0.

O lema de Poincar�e permite a existência de um potencial escalar � 2 �0(T �x�) tal que E+ @0A =

�d�, de onde �e poss��vel escrever
E = @0A� d�: (3.115)

3.14.4 Equa�c~oes de Maxwell n~ao-homogêneas

Considere a densidade de corrente el�etrica j como um elemento de sec��2(T �x�), viz., um campo

de 2-formas quiral [Heh99, Heh00]. Ent~ao dj 2 sec��3(T �x�) e podemos escrever a equa�c~ao da

continuidade (forma local de conserva�c~ao da carga el�etrica)

dj+ @t� = 0; (3.116)

11O lema de Poincar�e nos diz que se um aberto 
 � Rn �e contrat��vel a um ponto com respeito �a origem, toda forma

fechada �e exata em 
. (Uma forma ! �e fechada se d! = 0 e exata se existir � tal que ! = d�.) [Nak96, Bur85].
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onde � �e a densidade de carga el�etrica, de onde conclu��mos que � �e uma 3-forma quiral, i.e, � 2
sec��3(T �x�). Quando T �x� ' R3 , obviamente d� = 0, e a partir do lema de Poincar�e, existe

D 2 sec��2(T �x�) tal que

dD = � (3.117)

D �e denominado deslocamento el�etrico. Substituindo na eq.(3.116) ent~ao dj + @t(dD) = 0 e assim

d (j + @tD) = 0. Novamente o lema de Poincar�e assegura a existência de uma 1-forma quiral

H 2 sec��1(T �x�) tal que

j+ @tD = dH (3.118)

Essa �e a forma local da lei de Amp�ere-Oersted. Os elementos D e H s~ao potenciais relativos �as

fontes � e j respectivamente.

O campo de 3-formas de Poyinting S �e de�nido como a 3-forma quiral S = E^H: As densidades
de energia dos campos el�etrico e magn�etico, we;wm 2 sec��3(T �x�), s~ao descritas respectivamente

como we =
1
2E ^ D e wm = 1

2H ^ B: Finalmente expressamos a densidade de energia do campo

eletromagn�etico como w = we +wm = 1
2 (E ^D+B ^H):

3.14.5 Intensidade e excita�c~ao eletromagn�eticas

Dada uma decomposi�c~ao local R1;3 = � � I , onde � �e uma fatia espacial e I denota um intervalo

de tempo, podemos expressar a intensidade do campo electromagn�etico F 2 sec�2(T �xM) como

F = B+E^e0; e a excita�c~ao eletromagn�etica como uma 2-forma quiral G = D�H^e0: Eqs.(3.113,
3.114) podem ser escritas univocamente como

dF = 0 (3.119)

e as eqs.(3.117, 3.118) como

dG = J (3.120)

quando J = �� j ^ e0 2 sec��3(T �x�) �e de�nido.

3.14.6 Rela�c~oes constitutivas no v�acuo

Considerando T �x� ' R3 e o operador dual de Hodge quiral ?� de�nido pelas eqs.(3.41, 3.42), as

rela�c~oes constitutivas no v�acuo s~ao escritas como

G = ?"F; (3.121)

o que implica que D = "0 ?" E e B = �0 ?" H; onde "0 �e a permissividade el�etrica do v�acuo e �0
denota a permeabilidade magn�etica do v�acuo. Usando eq.(3.119) temos

F = dA (3.122)

onde A 2 sec�1(T �xM) �e a 1-forma potencial eletromagn�etico. A Eq.(3.122) �e invariante perante

mapas A 7! A + d�, � 2 sec(T �x�): A 3-forma quiral spin topol�ogico �e de�nida por [Kie00] S =
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A ^ G 2 sec��3(T �xM) e a 3-forma aquiral tor�c~ao topol�ogica como T = A ^ F 2 sec�3(T �xM). �E

poss��vel escrever

T = A ^ F = (A� �0) ^ (B+E ^ e0)
= A ^B+ (A ^ E� �B)e0 (3.123)

e

S = A ^G = (A� �e0) ^ (D�H ^ e0)
= A ^D+ (A ^H� �D)e0 (3.124)

T est�a relacionada com a helicidade e S com a quiralidade [Kie00, Kie04b] associados ao campo

eletromagn�etico.

A 3-forma quiral de energia-momentum Ui �e de�nida, escolhendo uma dire�c~ao arbitr�aria ei

Ui =
1

2
[F ^ (eiyG)�G ^ (eiyF )] 2 sec��3(T �xM): (3.125)

Essa express~ao �e invariante sob mapas pseudo-duais F 7! aG and G 7! �F=a, onde a �e uma fun�c~ao
escalar arbitr�aria n~ao-nula em todos os pontos de T �xM [Kie00]. Em particular, a eq.(3.122) �e invari-

ante perante mapas A(x) 7! A(x)+d�(x), onde �(x) 2 �1(T �xM): A existência de campos de formas

que s~ao fechadas, mas n~ao s~ao exatas, origina monop�olos e instantons em uidos, envolvendo impor-

tantes aplica�c~oes em supercondutividade, defeitos topol�ogicos em termodinâmica fora do equil��brio

em uidos, digressionadas exaustivamente em [Kie00, Kie04a, Kie04b, Kie04c, Kie04d].

O tensor constitutivo

No formalismo de Hehl que descreve EM em meios lineares [Grn97, Grs01, Heh99, Heh00, Heh01,

Heh02a, Heh02b], a a�c~ao do operador dual de Hodge �e equivalente �a a�c~ao do tensor constitutivo �

sobre campos de 2-formas:

?" = � ;  2 sec�2(T �xM): (3.126)

Em meios lineares, a 2-forma intensidade do campo eletromagn�etico F 2 sec�2(T �xM) se relaciona

com a 2-forma de excita�c~ao eletromagn�etica G 2 sec��2(T �xM) atrav�es da rela�c~ao

F = �G: (3.127)

Al�em disso a densidade langragiana �e de�nida como

L = G ^ F (3.128)

No v�acuo, as componentes de � � �0 podem ser escritas como

�����0 = Y0
p
det g(g��g�� � g��g��); (3.129)

onde Y0 denota a admitância do v�acuo.
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A partir do tensor constitutivo � Post de�ne dois invariantes [Pos72, Pos97]: �1 = (g^ g)y� que

chamarenos de curvatura escalar do meio descrito por � e �2 = � ^ � Post [Pos72] mostra que �2

�e diferente de zero para qualquer meio e argumenta que �1 �e identicamente nulo em qualquer meio

que possue simetria central, o que signi�ca que a curvatura escalar associada ao meio �e nula.

Explicitamente expressando � como uma matriz sim�etrica 6� 6 podemos representar

� =

 
�" 

y ��1

!
6�6

=

�"11 �"12 �"13 11 12 13

�"�21 �"22 �"23 21 22 23

�"�31 �"�32 �"33 31 32 33

�11 �21 �31 �11 �12 �13

�12 �22 �32 ��21 �22 �23

�13 �23 �33 ��31 ��32 �33

Tabela 1

onde �lk denota o inverso da matriz �lk de permeabilidade magn�etica, "lk �e a matriz de permissivi-

dade el�etrica e lk �e a matriz que descreve os efeitos das polariza�c~oes el�etrica e magn�etica. Podemos

inferir por argumentos f��sicos que lk �e nula em meios que possuem simetria central. Em meios

isotr�opicos temos as seguintes rela�c~oes:

lk � 0; "lk = "0Ælk ; �lk = �
�1
0 Ælk: (3.130)

Nesse caso Post prova que �1 = 0 e �2 = �12�0=�0 [Pos97, Pos72].
Estudaremos a propaga�c~ao da luz em meios cristalinos que apresentam atividade �optica, que

s~ao caracterizados por 32 classes [Voi10, Pos97]. Cada classe �e representada por uma determinada

simetria e �e representada na tabela abaixo:

1 C 9 C; z2; x2 17 C; z4 25 z6

2 z2 10 z3; x2 18 z4 26 z3; x2; Ez

3 C; z2 11 z3; Ex 19 Sz; x2, 27 z3; Ez

4 Ez 12 C; z3 20 Sz 28 C; x4; y4

5 z2 13 z3 21 C; z6; x2 29 x4; y4

6 C; z2; x2 14 C; z4; x2 22 z6; x2 30 Sx; Sy

7 z2; x2 15 z4; x2 23 z6; Ex 31 C; x2; y2; S

8 z2; Ex 16 z4; Ex 24 C; z6 32 x2; y2; S

C indica simetria central, S �e a permuta�c~ao c��clica dos ��ndices, Ex �e a reex~ao com respeito ao

plano yz (de�ni�c~oes an�alogas para Ey e Ez), Sx denota a rota�c~ao em torno do eixo x seguido de

uma reex~ao com respeito ao plano yz (e de�ni�c~oes an�alogas para Sy e Sz).

Apenas dezoito das classes de cristais descritas na tabela acima apresentam atividade �optica

natural e as correspondentes matrizes kl que formam o tensor � s~ao descritas abaixo (o n�umero
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que antecede a matriz descreve a respectiva classe descrita na tabela acima):

2

0B@11 12 13

21 22 23

31 32 33

1CA ; 4

0B@ 0 0 13

0 0 23

31 32 0

1CA ; 5

0B@11 12 0

21 22 0

0 0 33

1CA ; 7

0B@11 0 0

0 22 0

0 0 33

1CA ;

8

0B@ 0 12 0

21 0 0

0 0 0

1CA ; 10; 15; 22

0B@11 0 0

0 11 0

0 0 33

1CA ; 11; 16; 23

0B@ 0 12 0

�12 0 0

0 0 0

1CA ;

13; 18; 25

0B@ 11 12 0

�12 11 0

0 0 33

1CA ; 19

0B@11 0 0

0 �11 0

0 0 0

1CA ; 20

0B@11 12 0

12 �11 0

0 0 0

1CA ;

29; 32

0B@11 0 0

0 11 0

0 0 11

1CA
3.14.7 As equa�c~oes de onda generalizadas para os potenciais

Substituindo a eq.(3.122) na eq.(3.127), podemos escrever

G = �y (dA) (3.131)

A equa�c~ao (3.131) ao ser substitu��da na eq.(3.120) origina o seguinte:

(dy�)xdA = J: (3.132)

A equa�c~ao acima tem a forma de uma equa�c~ao de onda generalizada, cujas aplica�c~oes est~ao bastante

al�em de sua vers~ao `isotr�opica' dada por

(d+ Æ)2A = J: (3.133)

A condi�c~ao de Lorentz (CL) r �A+ @t� = 0 pode ser escrita como dA = 0, e sob o ansatz

A = A0 exp(i��x
�); �� 2 C (3.134)

ondeA0 2 sec(T �x�) �e uma 1-forma constante, a CL �e imediatamente conduzida �a condi�c~ao g��A��� =
0; o que signi�ca que o potencial eletromagn�etico pode ser tomado como sendo ortogonal �a 1-forma

de freq�uência � = ��e
�, cujas componentes �i denotam os n�umeros de onda enquanto que �0 = !

�e a freq�uência angular. A eq.(3.132), atrav�es do ansatz (3.134), pode ser escrita como

�x(A0 ^ � ^ �) = 0 (3.135)

cuja solu�c~ao �e detalhadamente investigada em [Pos97].
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At�e agora elaboramos todo o formalismo explicitando seu conte�udo geom�etrico utilizando uma

formula�c~ao alg�ebrica, sem a necessidade de introduzirmos cartas locais e coordenadas. Daqui em

diante �e nosso intuito descrever as equa�c~oes de onda generalizadas e comparar com os resultados

existentes. Portanto a partir de agora utilizamos uma nota�c~ao que faz uso de uma carta local em

T �x� ' R3 e T �xM ' R1;3 .
Com essa nova nota�c~ao a eq.(3.131) �e reescrita como

G�� = �����@�A�; (3.136)

e a eq.(3.120) como

@�G
�� = J�; (3.137)

onde J� := (?J)� = (?J) � e�. J�a a equa�c~ao (3.132) �e escrita como

@��
����@�A� = J� (3.138)

cuja vers~ao isotr�opica �e dada por

g��@�@�A� = J�: (3.139)

A condi�c~ao de Lorentz (CL) �e dada por g��r�A� = 0 e sob o ansatz

A� = a� exp(i��x
�); a�; �� 2 C (3.140)

a CL �e imediatamente conduzida �a condi�c~ao g��a��� = 0;. A eq.(3.138), atrav�es do ansatz (3.140),

pode ser escrita como

����� a� k� k� = 0: (3.141)

3.14.8 As equa�c~oes de onda generalizadas para os campos e excita�c~oes

Optamos tamb�em nesta se�c~ao abordar as equa�c~oes na forma das componentes dos campos e ex-

cita�c~oes de maneira por estabelecer tamb�em a analogia com os resultados j�a obtidos na literatura.

Escreveremos as equa�c~oes de Maxwell dadas pelas eqs.(3.113, 3.114, 3.116, 3.118) respectivamente

como

2@[iEj] = � _Bij ; (3.142)

@[iBjk] = 0; (3.143)

@iHij = _Di + Ji; (3.144)

@iDi = ?� (3.145)

ondeH = H23e
1+H31e

2+H12e
3 e B = Bije

ij . Pela Tabela 1, vemos tamb�em que segue a express~ao

Hij =
1
2�

kl
ij Bkl; que de�ne intera�c~oes locais, ao ser substitu��da na eq.(3.144), permite escrever essa

�ultima como
1

2
@j� kl

ij Bkl = _Di + Ji: (3.146)
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Consideramos agora que J = 0; com J = � � j ^ dt e que @t� = 0, e portanto tomando a derivada

temporal da eq.(3.146), obtemos
1

2
@j� kl

ij
_Bkl = �Di: (3.147)

Usando a eq.(3.142) e a rela�c~ao constitutiva Di = �ijEj , que descreve meios lineares, onde o tensor

"ij �e dado pela Tabela 1, ent~ao

@j�
ij
kl@

kEl = �"im �Em (3.148)

Essas equa�c~oes e a eq.(3.145) com � = 0, reescrita como

@i"
ijEj (3.149)

s~ao dependentes. De fato, da eq.(3.148), obtemos @i@
j� kl
ij @kEl = �@i"im �Em = 0; atrav�es da

eq.(3.149). A partir do ansatz

El = E0
l exp(ik�x

�); (3.150)

temos:

(ikp@
j� pl
ij + !2"il)E0

l = 0: (3.151)

Podemos extrair de imediato o car�ater ondulat�orio dos campos se considerarmos um caso parti-

cular da eq.(3.148). Com efeito, para i = 1, a eq.(3.148) �e escrita como

� 12
12 @2@1E2 + � 21

12 @2@2E1 + � 13
13 @3@1E3 + � 31

13 @3@3E1 = �"11 �E1: (3.152)

e a eq.(3.149) como

"11@1E1 + "
22@2E2 + "

33@3E3 = 0: (3.153)

No caso particular de um meio isotr�opico e linear, o tensor de permissividade el�etrica �e dado por

"ij = diag("; "; "), enquanto o tensor de permeabilidade magn�etica �e dado por � = diag(�; �; �).

Com isso as eqs.(3.152, 3.153) s~ao conduzidas respectivamente a

@1(@2E2 + @3E3) + @2@2E1 + @3@3E1 = "� �E1; (3.154)

@ �E = 0: (3.155)

Usando essa �ultima, a eq.(3.154) se torna

r2E1 = "� �E1 (3.156)

As equa�c~oes de onda para as outras componentes de E s~ao obtidas analogamente ao se considerar

i = 2; 3 na eq.(3.148).

De maneira an�aloga �a obten�c~ao das eqs.(3.148, 3.149), podemos tamb�em obter equa�c~oes similares

�a eq.(3.148) para a indu�c~ao magn�etica B e para as excita�c~oes D e H, onde de�nimos % := "�1:

@[i%j]k@l�
klpqBpq + �Bij = 0 (3.157)



3. �Algebras de Grassmann e de Cli�ord Estendidas 109

@j�
ij
kl@

k%plDp + �Di = 0 (3.158)

2@[i%j]k@lHkl + � pq
ij

�Bpq = 0 (3.159)

Com o ansatz dado analogamente �a eq.(3.150), as equa�c~oes acima podem ainda ser reexpressas.

As eqs.(3.157, 3.158, 3.159) n~ao têm em geral um m�etodo de resolu�c~ao trivial, de maneira que nas

pr�oximas se�c~oes sugerimos um m�etodo para colocarmos toda a informa�c~ao sobre o tensor constitutivo

em uma m�etrica efetiva para o espa�co-tempo, e tratar a propaga�c~ao da luz em qualquer meio como

sendo no v�acuo associado a um espa�co-tempo curvo.

3.14.9 O tensor constitutivo a partir da m�etrica

O formalismo desenvolvido na Sec. (3.4) �e perfeitamente adequado nessa descri�c~ao alternativa, pois

l�a vimos que matrizes que s~ao representa�c~oes de C`2;4 constituem a classe geral de operadores sobre

a �algebra de Grassmann estendida ��(T �xM). De fato, os elementos
�
B

H

�
;
�
E

D

�
pertencem a ��(T �xM),

pois cada um deles �e a soma entre uma forma quiral e uma forma aquiral. Considere o operador

 : �2(T �xM)! ��2(T �xM), de�nido pela sua a�c~ao nos campos E e B como

(B) = (Bije
i ^ ej) := (Bij)e

i ^ ej ; (E) = (Eie
i) := (Ei)e

i: (3.160)

A a�c~ao de  nas excita�c~oes D e H s~ao de�nidas analogamente. Esse operador representa �sicamente

o efeito de Fizeau-Fresnel [Pos97].

Uma vez de�nida a rela�c~ao constitutiva F = �G, podemos ver que as submatrizes �� de�nidas

pela eq.(3.18) s~ao dadas nesse caso atrav�es da a�c~ao�
B

H

�
=

 
�1 �2

�3 �4

!�
E

D

�
; (3.161)

com �1 = ��1"; �2 = �1; �3 = �(y + �1"��1); �4 = ��1�1: Uma nota�c~ao mais

familiar pode ser adotada: �
D

H

�
=

 
�" 

y ��1

!��E
B

�
(3.162)

onde para o caso de um meio isotr�opico uniforme, temos

" = diag("0; "0; "0) e ��1 = (��10 ; ��10 ; ��10 ): (3.163)

I Teorema Espectral: Sempre existe uma transforma�c~ao conforme que diagonaliza o tensor

constitutivo � J

Isso �e simples de se ver j�a que transforma�c~oes conformes em T �xM ' R1;3 s~ao, em suma, rota�c~oes no

espa�co R2;4 que portanto realizam o papel de diagonaliza�c~ao do tensor constitutivo. Pelo Teorema

Espectral sempre existe uma matriz � dos autovetores da matriz � tal que ��1�� = � �e uma matriz

diagonal.
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Considere agora um meio linear arbitr�ario, descrito pela matriz

� =

 
�" 

y ��1

!
6�6

; onde  =

0B@11 12 13

21 22 23

31 32 33

1CA : (3.164)

A matriz (3.164) tem autovalores �A (A = 1; 2; : : : ; 6). Ent~ao

��1�� = � =

 
��1 0

0 �2

!
(3.165)

onde

�1 = �diag(�1; �2; �3); �2 = �diag(�4; �5; �6): (3.166)

Ao de�nirmos �F = ��1F e �G = ��1G, obtemos as implica�c~oes�
D

H

�
= �

��E
B

�
) �

� �D
�H

�
= ��

���E
�B

�
)
� �D
�H

�
= ��1��

���E
�B

�
=

 
��1 0

0 �2

!���E
�B

�
: (3.167)

De�na os vetores D. e H. como D. = ��11
�D; H. = ��12

�H de onde obtemos

�
D.
H.

�
=

 
��11 0

0 �2

!�� �D
�H

�
=

 
�1 0

0 1

!���E
�B

�
: (3.168)

Portanto chegamos �a express~ao

G. = �0�F; (3.169)

onde �0 �e o tensor constitutivo do v�acuo. Ao fazermos os mapas inversos, obtemos, para qualquer

meio linear a rela�c~ao constitutiva G = �F; onde � = ���0�
�1. Portanto para a completa descri�c~ao

do tensor constitutivo � para qualquer meio linear, somente precisamos da matriz  que descreve

tal meio e do tensor constitutivo do v�acuo. Em particular, podemos descrever o tensor constitutivo

associado �as 32 classes de cristais que apresentam atividade �optica unicamente a partir de �0, ou

seja, a partir da m�etrica de Lorentz que mune do espa�co-tempo de Minkowski, j�a que

�����0 = Y0
p
g(g��g�� � g��g��); (3.170)

A rela�c~ao constitutiva pode ent~ao ser expressa como

G�� = � ��
�� F��

=
Y0
4

p
g �����(�

y)�Æ �
�
��

�
� (g

Æ�g�� � gÆ�g��) F��: (3.171)

Em todo o processo descrito nessa subse�c~ao apenas efetuamos transforma�c~oes conformes em

T �xM ' R1;3 que agem como rota�c~oes em R2;4 .
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3.14.10 Equivalência entre meios cristalinos e o v�acuo `efetivo' no espa�co

curvo

O problema inverso, de se destilar a m�etrica a partir do tensor constitutivo pode ser visto em

[Heh99]. Com o uso da m�etrica efetiva do espa�co-tempo dada em [Heh99], podemos agora tratar

o problema da propaga�c~ao da luz em meios cristalinos como uma quest~ao sobre a propaga�c~ao da

luz no v�acuo, em um espa�co curvo munido de uma m�etrica efetiva. Sobre os detalhes geom�etricos

su�cientes �a constru�c~ao de uma m�etrica efetiva veja, e.g. [Rap94]. As componentes da intensidade

eletromagn�etica F�� = @�A� � @�A� para o espa�co-tempo de Minkowski, s~ao agora relacionadas �as

componentes do potencial eletromagn�etico A por

F�� = r�A� �r�A�; (3.172)

onde os r� denotam a derivada covariante na dire�c~ao do campo vetorial @�. As equa�c~oes de Maxwell

s~ao resumidas nas seguintes express~oes:

r�F�� = J� ; (3.173)

r�F �� +r�F �� +r�F �� = 0: (3.174)

A eq.(3.173) pode ainda, ao utilizarmos a eq.(3.172), ser reexpressa como

r�r�A� �r�r�A� = J�; (3.175)

que pode ser conduzida a

�A� := R��A
� �r�r�A� = J�; (3.176)

onde R�� s~ao as componentes do tensor de Ricci e � �e o laplaciano de de Rham. Numa base

coordenada podemos expressar a derivada covariante como r�e� = @�e
� + ����e

�, e portanto a

m�etrica efetiva entra nesse caso particular na constru�c~ao dos s��mbolos de Christo�el ���� .

3.15 SUSYs e a super�algebra de Poincar�e via AC estendida

sobre R
3

Nosso intuito nesta se�c~ao �e formular o superespa�co sobre o espa�co de Minkowski usando a AC

estendida sobre o espa�co euclidiano R3 , utilizando a estrutura geom�etrica advinda do Princ��pio da

Trialidade e os spinors puros. Para uma apresenta�c~ao desses conceitos, veja o Apêndice A.

O teorema de Coleman-Mandula, a partir das hip�oteses de que

a) a matriz-S �e baseada em uma TQC relativ��stica no espa�co-tempo de Minkowski, e

b) existe uma diferen�ca de energia entre o v�acuo e os estados que descrevem part��culas,
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a�rma que a �algebra de Lie mais geral de simetrias de uma TQC relativ��stica em quatro dimens~oes �e

dada pela soma direta entre a �algebra de Poincar�e e uma �algebra de Lie compacta, o que signi�ca que

as transforma�c~oes descritas pelas duas �algebras comutam [Fuc97]. A �m de contornar as hip�oteses

do teorema de Coleman-Mandula, TQCs podem ser constru��das sobre uma super�algebra de Lie, que

por de�ni�c~ao �e um espa�co vetorial g que pode ser decomposto na soma direta entre dois subespa�cos

g0 (par) e g1 (��mpar), munido de um produto

� � ; � �: g� g! g; (3.177)

que generaliza as propriedades do colchete de Lie [Ada69, Cru83, Fuc97] da seguinte maneira:

1. A decomposi�c~ao g = g0� g1 constitui uma Z2-gradua�c~ao com respeito ao produto em (3.177),

i.e.:

� g0; g0 � ,! g0; � g0; g1 � ,! g1; � g1; g0 � ,! g1; � g1; g1 � ,! g0: (3.178)

Para cada valor xa 2 ga, o grau de x �e uma fun�c~ao que assinala jxaj := deg(xa) = a, que �e

Z2-valorizada, i.e., deg(xa) = 0 ou 1.

2. Comutatividade graduada:

� x; y �= (�1)1+jxjjyj � y; x � : (3.179)

3. Super identidade de Jacobi:

(�1)jxjjzj � x; � y; z �� +(�1)jxjjyj � y; � z; x �� +(�1)jyjjzj � z; � x; y ��= 0: (3.180)

O subespa�co par g0 ,! g �e uma sub�algebra de Lie, pois o produto dado pela def.(3.177), quando

restrito a g0, �e reconduzido ao comutador:

� ; �g0� [ ; ] : g0 � g0 ! g0; (3.181)

e g0 �e denominada sub�algebra bosônica de g, enquanto que g1 �e denominado subespa�co fermiônico

de g, j�a que g1 n~ao �e sub�algebra de g.

A super�algebra de Poincar�e �e comumente de�nida, considerando o espa�co a�m de Minkowski

onde o espa�co gerado pelas transla�c~oes ser�a denotado por V , um espa�co S que carrega a repre-

senta�c~ao espinorial do grupo Spin(V ). Considere tamb�em um mor�smo sim�etrico, positivo de�nido,

de representa�c~oes de Spin(V ):

� : S� � S� ! V: (3.182)

Existe um �unico mor�smo sim�etrico [Del99, Gil91]

4
� : S� S! V (3.183)

que se relaciona com � pela seguinte express~ao:

��ab

4

��bc + ��ab

4

��bc = 2g��Æca (3.184)
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onde, �xadas as bases fe�g � V e ffag � S, a seguinte nota�c~ao

�(fa; fb) = ��abe�;
4
�(fa; f b) =

4

��abe� (3.185)

foi introduzida. Pode-se mostrar que ao de�nirmos uma super�algebra de Lie g como

g = V � S�; (3.186)

identi�cando assim g0 = V e g1 = S�, onde V �e uma sub�algebra central ([e�; e� ] = 0), e de�nindo

ainda o colchete de Lie em S� como sendo 2�, ent~ao ao se tomar uma base fe�; fag em g, os �unicos

colchetes n~ao-triviais s~ao

[fa; fb] = 2��abe�: (3.187)

Na literatura da F��sica �e mais comum denotar e� por P�, que representa o operador energia-

momentum, e fa por Qa, que representa os geradores supersim�etricos, e a eq.(3.187) pode ser escrita

como

[Qa; Qb] = 2��abP� (3.188)

Na nota�c~ao pontuada e apontuada, a �algebra supersim�etrica em quatro dimens~oes, paradigma do

formalismo de Wess-Zumino [Web83, Wes70, Wit84, Kak93], �e dada por12

fQa; Qbg = 2��
a_b
P�;

fQa; Qbg = fQ _a; Q_bg = [P�; Qa] = [P� ; Q_b] = [P�; P� ] = 0: (3.189)

Geralmente em termos de coordenadas f��g do superespa�co, os operadores P�; Qa podem ser escritos

como

P� = i@�

Qa = @�� � i��a_b�
_b@�

Q _a = �@� _a + i�b��b _a@� (3.190)

A super�algebra de Poincar�e pode agora ser obtida generalizando-se a Proposi�c~ao 1 do Apêndice

A:

V M S+ ,! S�; S+ M S� ,! V; S� M V ,! S+ (3.191)

Ao inv�es de considerarmos V um espa�co vetorial, podemos considerar qualquer subespa�co vetorial

A de uma �algebra de Cli�ord C`(V; g). Essa generaliza�c~ao nos permite duas possibilidades:

1. Se dim(V ) = n tal que n=2 �e ��mpar, temos as inclus~oes

A+ M S+ ,! S+; S+ M S� ,! A+; S� M A+ ,! S� (3.192)

2. Se dim(V ) = n tal que n=2 �e par, temos as inclus~oes

A� M S+ ,! S�; S+ M S� ,! A�; S� M A� ,! S+ (3.193)
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S−

S+

A ε Cl(V,g)

∆

∆

∆

Figura 3.1: A�c~ao do produto de Chevalley em S� e A 2 C`(V; g).

Tudo isso pode ser ilustrado pela �gura

Considere agora o formalismo das ACs estendidas do Cap. 2, i.e., todo o formalismo de agora

em diante ser�a feito sobre R3 � R3 ' D 
 R3 . tomando a base de�nida pela eq.(3.48), multiplicada
por 1=

p
2, s�o que desta vez em um espa�co complexi�cado:

�0 =
1

2
(e1 +�e3); �1 =

1

2
(e2 +�e1); �2 =

1

2
(ie3 +�e1);

�3 =
1

2
(e1 ��e3); �4 =

1

2
(e2 ��e1); �5 =

1

2
(ie3 ��e1); (3.194)

onde 2g(�i; �3+i) = 1 = �i�3+i + �3+i�i; 0 � i � 2. Escolha

A = �2
C (D 
 R3 )� �6

C (D 
 R3 ): (3.195)

Utilizando as propriedades bem conhecidas do produto de Chevalley [Che54, Knu98, Cru91, Cru83]

demonstramos primeiramente que

�3�4�5 M �1�3�4�5 = 2�5�3;

�3�4�5 M �2�3�4�5 = �2�5�3;
�1�2�3�4�5 M �1�3�4�5 = 2�1�3;

�1�2�3�4�5 M �2�3�4�5 = 2�2�3: (3.196)

12N~ao estamos considerando no momento os operadores de momento angular.
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Por outro lado podemos tamb�em veri�car as propriedades

[v�3�4�5;  ] = 0; fv�3�4�5;w�3�4�5g = �(v�3�4�5) M (w�3�4�5);

fv�3�4�5;w�3�4�5g = fv�3�4�5;w�3�4�5g = 0; [ ; �] = 0; (3.197)

onde v;w 2 A�,  ; � = �Aei ou �A�ei. De�na ent~ao as vari�aveis P�; Q� e Q _� como

Q� Q _� P�

� = 0 �2�1�4�3 + �0�3�4�5 �0�2�3�4�5 + �1�3�4�5 �2�4 + �0�1 M �3

� = 1 �2�3�4�5 � �1�3�4�5 ��3�4�5 � �1�2�3�4�5 �1�0�3�5 + �4 M �1�2�5

� = 2 �2�3�4�5 + �1�3�4�5 ��3�4�5 + �1�2�3�4�5 �3 M �1�3�4�5 � �4
� = 3 �3�0�4�5 � �1�2�3�4�5 �3�4�5 + �0�2�4�5 �2 M �5 � �0�3�4�5

Usando agora os resultados em [Cru90, Cru91, Cru83] tais operadores satisfazem as eqs.(3.190)

fQa; Q_bg = 2"��
a_b
P�; (3.198)

fQa; Qbg = fQ _a; Q_bg = [P�; Qa] = [P� ; Q_b] = [P�; P� ] = 0; (3.199)

que s~ao exatamente as equa�c~oes que de�nem a super�algebra de Poincar�e, excetuando-se o operador

de momento angular. As equa�c~oes acima n~ao vêm somente da necessidade de se generalizar a �algebra

de Poincar�e a uma teoria supersim�etrica, mas s~ao, como foi mostrado nesse cap��tulo, obtidas partir

da generaliza�c~ao do produto de Chevalley ao Princ��pio da Intera�c~ao, entre subespa�cos pares de uma

�algebra de Cli�ord estendida sobre R3 , e tamb�em a partir do formalismo dos spinors puros.

A discuss~ao mais aprofundada acerca das SUSYs est�a fora do escopo da presente tese, e para

mais detalhes sobre o formalismo e suas conseq�uências em F��sica, veja [Cru91, Duf86b, Eva88, Fer97,

Foo87, Fro98, Gre87, Kug83, Oda88, Rod95, Sch94, Soh85, Top02, Web83, Wes70].



116 3.15 SUSYs e a super�algebra de Poincar�e via AC estendida sobre R
3



Cap��tulo 4

Octonions e aplica�c~oes �a TQC

Embora os octonions tenham sido usados em teorias f��sicas pelo menos desde o trabalho de Jordan,

von Neumann e Wigner [Jor34], foi nas �ultimas duas d�ecadas que eles têm tido uma importância

cada vez maior. Por exemplo, os octonions têm sido continuamente usados na descri�c~ao de teorias

de calibre [Fai84, Wit84, Gro89], mecânica quântica [Jor34, Gun78], modelo padr~ao das part��culas

elementares [Dix83, Dix94a], trialidade [Man93, Bli60, Lou01] e supersimetria [Sch94, Nis04, Kug83,

Eva88, Gur90, Oda88], teoria de cordas [Har91, Iva93, Gun95, Tac89, Cor88-89, Foo87, Sie87] e

supergravidade [Wit84, Duf86a, Duf86b, Gun84], teoria-M [Bec96] e tamb�em pela rela�c~ao natural

entre F��sica e �algebras de divis~ao [Oda88, Dun84, Dun91], dentre outras aplica�c~oes. O formalismo

aqui desenvolvido tem o intuito de esclarecer e generalizar algumas das id�eias j�a vigentes nessas

�areas e traz consigo a no�c~ao de supersimetria, relativa �a associatividade graduada.

O produto-X foi pela primeira vez apresentado [Ced95] para se de�nir corretamente as regras

de transforma�c~ao dos campos bosônicos (vetores) e fermiônicos (spinors) sobre a esfera S7. Esse

produto est�a intimamente relacionado ao transporte paralelo de uma base do espa�co tangente no

ponto X (que corresponde a um campo vetorial) em S7, e pode-se provar que tal produto �e duas

vezes a tor�c~ao paraleliz�avel [Ced93, Ker58], dada pelo tensor de tor�c~ao. Esse tensor varia de ponto

a ponto sobre S7 devido �a n~ao-associatividade de O , e �e n~ao-nulo devido �a n~ao comutatividade

de O . Em particular, o produto-X �e usado para se investigar a �algebra de Ka�c-Moody em S7

[Ced95, Sth04]. Tal produto tem sido usado tamb�em para se obter mapas de trialidade e G2-a�c~oes

[Dix94a, Beg88], e est�a relacionado a algumas not�aveis propriedades geom�etricas e topol�ogicas, como

por exemplo as �bra�c~oes de Hopf, que ser~ao analisadas na sec.(4.4). As aplica�c~oes dos octonions

�a f��sica datam de 1934, quando Jordan, von Neumann e Wigner generalizaram o formalismo da

mecânica quântica utilizando os octonions. Desde ent~ao têm-se notado muitas aplica�c~oes em f��sica

te�orica [Kug83, Gun78, Gur96]. A importância fundamental dos octonions na procura por uma

teoria de uni�ca�c~ao se baseia, por exemplo, no fato de que ao se estender as super�algebras, que

tomam valores nas �algebras de divis~ao R; C e H aos octonions, uma super�algebra de Poincar�e pode

ser constru��da em um espa�co de onze dimens~oes, a chamada M -�algebra octoniônica, que descreve a

teoria-M octoniônica [Top02].

117
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Este cap��tulo �e dedicado �a generaliza�c~ao do produto-X , �a de�ni�c~ao de uma estrutura de �algebras

de Cli�ord para as aplica�c~oes -� e ao fornecimento de uma estrutura alg�ebrica necess�aria e su�ciente

para se de�nir os produtos-� e -�� (�; � 2 C`p;q), que naturalmente generalizam respectivamente o

produto-X e o produto-XY , X;Y 2 O e X;Y 2 S7. Apresentamos tamb�em as opera�c~oes-��, �uteis

para expressar os produtos de�nidos de uma maneira bem espec���ca e simples. A partir disso o

Modelo Padr~ao das part��culas elementares �e proposto de uma maneira bem natural, onde os spinors

que descrevem as part��culas s~ao elementos de C 
 H 
 O . Al�em disso as dimens~oes extras do

formalismo desaparecem de maneira natural, sendo que as quatro dimens~oes associadas ao espa�co-

tempo de Minkowski s~ao recuperadas, ao se utilizar as proje�c~oes redutivas. Finalmente propomos

um modelo para teorias de calibre em espa�cos de oito dimens~oes.

4.1 Octonions: preliminares

Enfatizamos que essa primeira se�c~ao �e de car�ater um pouco mais formal, a �m de que posteriormente,

ainda neste cap��tulo, possamos aplicar o formalismo desenvolvido ao formalismo do Modelo Padr~ao.

Denotemos por R; C , H e O (respectivamente) as �algebras de divis~ao (reais, complexos, quater-

nions e octonions). A �algebra dos octonions, O , �e gerada por paravetores de C`0;7 fe0 = 1; eag7a=1
que satisfazem

ea Æ eb = "cabec � Æab (b; c = 1; : : : ; 7); (4.1)

onde denotamos Æ : O � O ! O o produto octoniônico e o tensor de Levi-Civita "cab = 1, para as

permuta�c~oes c��clicas (abc) = (126),(327),(341),(452),(563),(674) e (715). O produto entre octonions

pode ser constru��do a partir das �algebras de Cli�ord C`0;7 como

A ÆB = hAB(1�  )i0�1; A;B 2 O

onde  = e1e2e4 + e2e3e5 + e3e4e6 + e4e5e7 + e5e6e1 + e6e7e2 + e7e1e3 2 �3(R0;7 ) ,! C`0;7 e a

justaposi�c~ao denota o produto de Cli�ord [Lou01]. A id�eia de introduzir o produto octoniônico

atrav�es do produto de Cli�ord nesse contexto �e apresentar nosso formalismo de agora em diante

usando somente a arena das �algebras de Cli�ord.

A tabela de multiplica�c~ao que representa as rela�c~oes (4.1) �e apresentada:

1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 �1 e6 e4 �e3 e7 �e2 �e5
e2 �e6 �1 e7 e5 �e4 e1 �e3
e3 �e4 �e7 �1 e1 e6 �e5 e2

e4 e3 �e5 �e1 �1 e2 e7 �e6
e5 �e7 e4 �e6 �e2 �1 e3 e1

e6 e2 �e1 e5 �e7 �e3 �1 e4

e7 e5 e3 �e2 e6 �e1 �e4 �1

Todas as rela�c~oes acima podem ser expressas como ea Æ ea+1 = ea+5 mod 7.
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4.2 Aplica�c~oes-�

Sejam  ; �; � 2 C`p;q. De�na duas aplica�c~oes � : C`p;q ! C`p;q e (�) : C`p;q ! C`p;q como:

� := ��1 (4.2)

� :=  � (4.3)

onde a justaposi�c~ao denota produto de Cli�ord. Essas opera�c~oes motivam a generaliza�c~ao do

produto-X [Ced95, Dix94a], que ser�a obtido mais adiante quando restringimos � 2 O ' (R�R0;7 ; Æ).
Al�em disso, o operador � pode simular um produto de Cli�ord:

� ���+�� � � =  ���1�� + ����1 �

= ( � + � )�

= 2g( ; �)� (4.4)

onde o elemento � 2 C`p;q age como a unidade, j�a que  �� =  = � � . Esse conceito ser�a abordado
no pr�oximo cap��tulo para obtermos os levantamentos isot�opicos das ACs.

4.3 O produto-� e generaliza�c~oes

De agora em diante consideramos �; � 2 C`0;7 e X;Y 2 O �xos tais que X �X = �XX = 1 = Y �Y = Y �Y

(X;Y 2 S7).

4.3.1 O Produto-X e suas extens~oes

O produto-X �e de�nido [Ced95, Ced93, Dix94a] por

A ÆX B := (A ÆX) Æ ( �X ÆB) (4.5)

�E imediato provar que

A ÆX B = X Æ (( �X ÆA) ÆB) = (A Æ (B ÆX)) Æ �X (4.6)

J�a o produto-XY �e dado por:

A ÆX;Y B := (A ÆX) Æ ( �Y ÆB) (4.7)

Em particular, o produto-(1; X) �e de�nido por

A Æ1;X B := A Æ ( �X ÆB) (4.8)

Relacionado ao produto-(1; X) acima, X 2 O se porta como a unidade, j�a que AÆ1;XX = XÆ1;XA =

A.
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Poder��amos propor uma generaliza�c~ao natural para o produto-X , de�nindo o produto-� como

A Æ� B := (A�) Æ (��1B) (4.9)

Mas se os produtos A� e ��1B forem interpretados como produtos de Cli�ord, os elementos � 2 C`0;7
tais que A� e ��1B sejam octonions devem ser escalares. Nesse caso trivial A Æ� B � A Æ B e n~ao

haveria nada de novo para se mostrar.

Para que a eq.(4.9) fa�ca sentido, todas as quantidades entre parênteses devem ser octonions, e

para se evitar o caso trivial (onde � deve ser um escalar), temos que de�nir um produto entre octo-

nions e elementos da �algebra de Cli�ord, resultando em um octonion. Portanto, para multivetores

homogêneos � = �1 : : : �k 2 �k(R0;7 ) ,! C`0;7 e A 2 O , de�nimos o produto � : O � �k(R0;7 ) ! O
como:

A � � := ((� � � (A Æ �1) Æ �2) Æ � � � ) Æ �k�1) Æ �k (4.10)

Por abuso de nota�c~ao tamb�em denotamos o produto � : �k(R0;7)�O ! O da mesma maneira, e tal

produto se de�ne como

� �A = �1 Æ (� � � Æ (�k�1 Æ (�k ÆA)) � � � ) (4.11)

Esse produto �e naturalmente estendido para � : O �C`0;7 ! O e � : C`0;7�O ! O , por linearidade.

4.3.2 O produto-� e suas extens~oes

O produto-�, Æ� : O � O ! O , �e ent~ao de�nido como

A Æ� B := (A � �) Æ (��1 �B) (4.12)

Podemos imediatamente mostrar que

A Æ� B = (A Æ (B � �)) � ��1 = � � ((��1 �A) ÆB) (4.13)

As express~oes (4.13) ser~ao importantes no decorrer do cap��tulo.

Exemplo 4.1: Vamos calcular o produto e1 Æ� e4, dado � = e2e7:

e1 Æ� e4 = [e1 � (e2e7)] Æ [(e2e7)�1 � e4]
= [(e1 Æ e2) Æ e7] Æ [�e2 Æ (e7 Æ e4)]
= [e6 Æ e7] Æ [�e2 Æ e6]
= �e4 Æ (�e1)
= 1e3: (4.14)

Notando que e1 Æ e4 = e3 e que tamb�em e1 Æ1;� e4 = e3, podemos ainda provar, usando eq.(4.1) e a

propriedade �abc�dec = ÆadÆbe � ÆaeÆbd := "ijlm, que A Æ� B = A Æ B, quando � �e um multivetor de

norma unit�aria. Quando u 2 O , �e claro que o produto-u �e equivalente ao produto-X .
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�E poss��vel tamb�em de�nir outro produto, o produto-(1; �) Æ1;� : O � O ! O , como

A Æ1;� B := A Æ (��1 �B) (4.15)

que naturalmente generaliza o produto-(1; X) para multivetores de Cli�ord.

Como generaliza�c~ao das aplica�c~oes-�, de�nidas pelas eqs.(4.2), de�nimos as aplica�c~oes-�� como:

��A := ��1 �A (4.16)

e
�A� := A � � (4.17)

Portanto o produto-� pode ser escrito em termos das aplica�c~oes-�� e da�� em termos da descri�c~ao

de Lounesto [Lou01], como se segue:

A Æ� B = (A � �) Æ (��1 �B)
= �A� Æ (��B)
= h�A� �� B(1�  )i0�1: (4.18)

O produto Æ1;� pode ser tamb�em escrito como

A Æ1;� B = A Æ (��1 �B)
= hA �� B(1�  )i0�1: (4.19)

Finalmente a eq.(4.7) �e generalizada ao se de�nir o produto-(�; �) Æ�;� : O�O ! O , dados �; � 2 C`0;7
�xos mas arbitr�arios, como:

A Æ�;� B := (A � �) Æ (��1 �B) (4.20)

Exemplo 4.2: Calculemos o produto e1 Æ�;� e4, onde � = e4e6e7 e � = e1e5:

e1 Æ�;� e4 = [e1 � (e4e6e7)] Æ [(e1e5)�1 � e4]
= [((e1 Æ e4) Æ e6) Æ e7] Æ [�e1 Æ (e5 Æ e4)]
= [(e3 Æ e6) Æ e7] Æ [�e1 Æ (�e2)]
= (�e5 Æ e7) Æ (e6)
= �e1 Æ e6
= e2 (4.21)

4.3.3 O -unidades relativas ao produto-(1; �)

Enunciaremos a seguir alguns resultados que nos s~ao necess�arios para mostrar que a �algebra O dos

octonions �e isomorfa �a �algebra O1;� , que consiste no espa�co vetorial R � R0;7 munido do produto

Æ1;� . Com isso podemos generalizar, como faremos na pr�oxima se�c~ao, o modelo de Dixon [Dix83,

Dix84, Dix86, Dix90a, Dix90b, Dix94a, Dix04] para o Modelo Padr~ao, com algumas extens~oes de
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estruturas geom�etricas e poss��veis aplica�c~oes que emergem a partir dessa presente generaliza�c~ao. As

demonstra�c~oes dos lemas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 s~ao feitas se utilizando todas as poss��veis combina�c~oes

dos elementos feag7a=1. Enfatizamos ainda que est�a impl��cito nos lemas abaixo que � 2 C`0;7 n~ao �e
um escalar, pois nesse caso n~ao haveria nada a se acrescentar.

Lema 4.1 I Dados A;B 2 O, os elementos � 2 �2k(R � R0;7 ) ,! C`0;7 satisfazem a rela�c~ao

(� � A) Æ B = � � (A Æ B), enquanto que os elementos � 2 �2k+1(R � R0;7 ) ,! C`0;7 satisfazem a

rela�c~ao (� �A) ÆB = �� � (A ÆB). Esse resultado pode ser escrito como

(� �A) ÆB = �̂ � (A ÆB)

Vale ainda a rela�c~ao

A Æ (B � �) = (A ÆB) � �̂ J

Observa�c~ao: Pelo fato de que A � B � A Æ B quando A;B 2 O , as a�rma�c~oes do Lema 1 s~ao

obviamente equivalentes �as express~oes (� �A) �B = �̂ � (A �B) e A � (B � �) = (A �B) � �̂, de onde
pode ser visto que a denomina�c~ao `associatividade graduada' vale para as express~oes do enunciado

no Lema 1.

Lema 4.2 I Os elementos � 2 C`0;7 satisfazem a rela�c~ao

(� �A) ÆB = �(� �B) ÆA J

Lema 4.3 I Os elementos � 2 C`0;7 satisfazem a rela�c~ao

� �A = A � �� J

Para o caso particular onde � = eaebecedefeg e A = eh (onde nenhum dos sub��ndices �e igual), temos

que � �A = �1 = A � �.
Lema 4.4 I Os elementos � 2 C`0;7 satisfazem a rela�c~ao

��1 � (� �A) = A = (A � �) � ��1 J (4.22)

Lema 4.5 I Dados � 2 C`0;7; A 2 O , temos:

� � (A � �) = (� �A) � � = � �A � � J (4.23)

Os lemas acima, al�em de serem resultados originais que generalizam o O-produto, incluindo tamb�em

elementos da �algebra de Cli�ord, nos fornecem o pr�e-requisito formal para que possamos construir

a tabela multiplicativa dos elementos fEAg7A=1, de�nidos como

E1 = � � e1; E2 = � � e2; E3 = � � e3; E4 = �̂ � e4;
E5 = � � e5; E6 = �̂ � e6 e E7 = �̂ � e1: (4.24)

Podemos demonstrar imediatamente, por veri�ca�c~ao expl��cita em cada um dos octonions de�nidos

pelas eqs.(4.24), o
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Lema 4.6 I Os octonions Ea anticomutam entre si com rela�c~ao ao produto-(1; �), ou seja,

Ea Æ1;� Eb = �Eb Æ1;� Ea J

Demonstra�c~ao: veri�ca�c~ao expl��cita em cada um dos octonions de�nidos pelas eqs.(4.24).

Quando fa; bg = f1; 2; 3; 5g, vemos que

Ea Æ1;� Eb = (� � ea) Æ (��1 � (� � eb))
= (� � ea) Æ eb; pelo Lema 4.4

= �(� � eb) Æ ea; pelo Lema 4.2

= �(� � eb) Æ (��1 � (� � ea))
= �Eb Æ1;� Ea: (4.25)

Os outros casos, quando fa; bg 6= f1; 2; 3; 5g s~ao analogamente demonstrados. �

Al�em disso a tabela de multiplica�c~ao �e herdada da tabela 4.1. Exibiremos a seguir os c�alculos

para a primeira linha da tabela a ser exibida logo a seguir, e as outras linhas seguem de maneira

an�aloga.

E1 Æ1;� E2 = (� � e1) Æ (��1 � (� � e2))
= (� � e1) Æ e2; pelo Lema 4.4

= �̂ � (e1 Æ e2); pelo Lema 4.1

= �̂ � e6
= E6 (4.26)

Da mesma maneira temos:

E1 Æ1;� E3 = (� � e1) Æ (��1 � (� � e3))
= (� � e1) Æ e3
= �̂ � (e1 Æ e3)
= �̂ � e4
= E4; (4.27)

E1 Æ1;� E4 = �E4 Æ1;� E1 = �(�̂ � e4) Æ (��1 � (� � e1))
= �(�̂ � e4) Æ e1
= �� � (e4 Æ e1); pelo Lema 4.1

= �� � e3
= �E3; (4.28)
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E1 Æ1;� E5 = (� � e1) Æ (��1 � (� � e5))
= (� � e1) Æ e5
= �̂ � (e1 Æ e5)
= �̂ � e7
= E7; (4.29)

E1 Æ1;� E6 = �E6 Æ1;� E1 = �(�� � e6) Æ (��1 � (� � e1))
= �(�̂ � e6) Æ e1
= �� � (e6 Æ e1); pelo lema 4.1

= �� � e2
= �E2; (4.30)

Finalmente expressamos a tabela que descreve o produto dos octonions EA:

1 E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7

E1 �1 E6 E4 �E3 E7 �E2 �E5

E2 �E6 �1 E7 E5 �E4 E1 �E3

E3 �E4 �E7 �1 E1 E6 �E5 E2

E4 E3 �E5 �E1 �1 E2 E7 �E6

E5 �E7 E4 �E6 �E2 �1 E3 E1

E6 E2 �E1 E5 �E7 �E3 �1 E4

E7 E5 E3 �E2 E6 �E1 �E4 �1

Com essa tabela, vemos que os EA s~ao as unidades octoniônicas, relativas ao produto-(1; �), para-

metrizadas por �, como vimos na eq.(4.24).

Observa�c~ao: As identidades de Moufang [Mou34, Dix94a]

(A ÆB) Æ (C ÆA) = A Æ (B Æ C) ÆA; (4.31)

(A ÆB ÆA) Æ C = A Æ (B Æ (A Æ C)); (4.32)

(A ÆB) Æ (C ÆA) = A Æ (C ÆB) ÆA; (4.33)

C Æ (A ÆB ÆA) = ((C ÆA) ÆB) ÆA; (4.34)

A;B;C 2 O podem ser imediatamente generalizadas para o produto-(1; �), pela tabela (4.3.3), como

(A Æ1;u B) Æ1;� (C Æ1;� A) = A Æ1;� (B Æ1;� C) Æ1;� A; (4.35)

(A Æ1;� B Æ1;� A) Æ1;� C = A Æ1;� (B Æ1;� (A Æ1;� C)); (4.36)

(A Æ1;� B) Æ1;� (C Æ1;� A) = A Æ1;� (C Æ1;� B) Æ1;� A; (4.37)
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C Æ1;� (A Æ1;� B Æ1;� A) = ((C Æ1;� A) Æ1;� B) Æ1;� A; (4.38)

A;B;C 2 O .
No caso dos produtos � : O��k (R0;7 )! O e � : �k(R0;7 )�O ! O , as identidades de Moufang n~ao

podem ser generalizadas para o caso dos produtos unicamente se utilizando conjuga�c~ao e involu�c~ao

graduada. Exibiremos dois contraexemplos.

Exemplo 4.3: Uma das identidades de Moufang para os octonions �e expressa como

(A ÆB) Æ (C ÆA) = A Æ (B Æ C) ÆA; A;B;C 2 O : (4.39)

Suponha que uma generalizac~ao imediata para tal identidade seja escrever

(� �A) � (B � �) = � � (A �B) � �; � 2 C`0;7; (4.40)

ou mesmo (� �A) � (B � �) = �̂ � (A �B) � �, (� �A) � (B � �) = �� � (A �B) � �, ou o produto acima

com qualquer combina�c~ao da involu�c~ao graduada e/ou conjuga�c~ao de Cli�ord sobre u. Para que as

express~oes sejam denotadas de maneira mais clara, escrevemos a eq.(4.40) como

(� �A) Æ (B � �) = � � (A ÆB) � �; � 2 C`0;7; (4.41)

j�a que o produto � entre octonions �e idêntico ao produto Æ. Tome � = e6e7e1e3, A = e2 e B = e5.

Por um lado,

(e6e7e1e3 � e2) Æ (e5 � e6e7e1e3) = �e4; (4.42)

enquanto que

e6e7e1e3 � (e2 Æ e5) � e6e7e1e3 = �e4: (4.43)

Por outro lado, ao tomarmos � = e1e2e3e6, A = e4 e B = e7, temos que:

(e1e2e3e6 � e4) Æ (e7 � e1e2e3e6) = e6; (4.44)

enquanto que

e1e2e3e6 � (e4 Æ e7) � e1e2e3e6 = �e6: (4.45)

Vemos com isso que, para elementos � distintos de �4(R �R0;7 ), temos tanto que (� �A) Æ (B � �) =
� � (AÆB)� �, quanto que (� �A)Æ (B � �) = �� � (AÆB)� �. Essas duas �ultimas rela�c~oes n~ao podem
ser mutuamente satisfeitas por elementos de mesmo grau em C`0;7, o mesmo valendo para o produto
dado pela eq.(4.40) com qualquer combina�c~ao da involu�c~ao graduada e/ou conjuga�c~ao de Cli�ord

sobre �. Com os mesmos (contra)exemplos podemos mostrar que as identidades de Moufang

(A ÆB ÆA) Æ C = A Æ (B Æ (A Æ C)); (4.46)

(A ÆB) Æ (C ÆA) = A Æ (C ÆB) ÆA; (4.47)

C Æ (A ÆB ÆA) = ((C ÆA) ÆB) ÆA; (4.48)

n~ao podem ser generalizadas somente utilizando conjuga�c~ao e involu�c~ao graduada.
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4.3.4 Produto octoniônico entre multivetores de Cli�ord

Dados os vetores fupgkp=1 e fvqgkq=1 (1 � k � 7), constru��mos os elementos homogêneos � =

�1 : : : �k; � = �1 : : : �k 2 C`0;7. De�nimos agora o produto �x : C`0;7 � C`0;7 ! O como

� �x � := �1 Æ (�2 Æ (� � � Æ (�k � �) � � � )) (4.49)

�E claro que ea �x eb := ea Æ eb.

Exemplo 4.4: Calculemos o produto e1e2 �x e3e4:

e1e2 �x e3e4 = e1 Æ (e2 � (e3e4)) = e1 Æ (e7 Æ e4) = e1 Æ e6
= �e2: (4.50)

De�nimos ainda o produto �y : C`0;7 � C`0;7 ! O como

� �y � := ((� � � Æ (� � �1) Æ �2) Æ � � � ) Æ �k (4.51)

Tamb�em �e imediato ver que ea �y eb := ea Æ eb.

Exemplo 4.5: Veremos agora que as identidades de Moufang, em particular aquela dada pela

eq.(4.31), n~ao podem ser generalizadas para os produtos �x e �y. Computemos o produto e7e3 �x
(e5e4 �x e1e6)�x e7e3:

e7e3 �x (e5e4 �x e1e6)�x e7e3 = e7e3 �x (e5 Æ (e4 � e1e6))�x e7e3
= e7e3 �x (e5 Æ (e3 Æ e6))�x e7e3
= e7e3 �x (�e5 Æ e5)�x e7e3
= e7e3 �x 1�x e7e3
= (e7 Æ e3) � e7e3
= �e2 � e7e3
= e3 Æ e3
= �1: (4.52)

Por outro lado temos:

(e7e3 �x e5e4)�x (e1e6 �x e7e3) = (e7 Æ (e6 Æ e4)) Æ (e1 Æ (e4 Æ e3))
= (e7 Æ �e7) Æ (�e1 Æ e1)
= 1 Æ 1
= 1: (4.53)

De maneira an�aloga podemos ainda mostrar contraexemplos equivalentes que mostram que, em

rela�c~ao ao produto �x, as identidades dadas pelas eqs.(4.32, 4.33, 4.34) n~ao s~ao generaliz�aveis.
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Essas de�ni�c~oes nos permitem ver que o produto-(1; �) pode agora ser generalizado, de modo a

englobar e incluir multivetores � 2 C`0;7 na primeira ou na segunda entradas, como1:

Æ1;� : C`0;7 � O ! O

( ;A) 7!  Æ1;� A :=  � (��1 �A): (4.54)

De agora em diante as de�ni�c~oes abaixo podem ser feitas usando �y ou �x, os quais denotamos de
agora em diante por �. Obviamente, se um dos dois produtos �y ou �x for escolhido, a respectiva
escolha deve tamb�em ser feita em todas as de�ni�c~oes que seguem. De�nimos

Æ1;� : O � C`0;7 ! O

(A; ) 7! A Æ1;�  := A Æ (��1 �  ); (4.55)

�E imediato que pela eq.(4.54) temos A Æ1;� � = A, de maneira que o elemento � 2 C`0;7 atua com

a unidade �a direita do produto de�nido atrav�es da eq.(4.55). Usando o Lema 4.4 e a eq.(4.54),

podemos tamb�em provar que � Æ1;� A = A, e portanto � �e tamb�em a unidade �a esquerda em rela�c~ao

ao produto de�nido atrav�es da eq.(4.55), e ent~ao conclu��mos que a unidade associada ao produto-

(1; �) �e � 2 C`0;7. A �ultima extens~ao do produto Æ1;� , dados  ; � 2 C`0;7 �xos por�em arbitr�arios, �e

de�nida por

Æ1;� : C`0;7 � C`0;7 ! O

( ; �) 7!  Æ1;� � :=  � (��1 � �); (4.56)

Portanto, � Æ1;� A = A Æ1;� � = A, ou seja, � �e a unidade do produto de�nido pela eq.(4.15). Agora,

dados  ; �; ! 2 C`0;7, os produtos de�nidos na se�c~ao 4.3.2 podem ser imediatamente estendidos2 ao

de�nirmos:

Æ� : C`0;7 � O ! O

( ;A) 7!  Æ� A := ( � �) Æ (��1 �A); (4.57)

Æ� : O � C`0;7 ! O

(A; ) 7! A Æ�  := (A � �) Æ (��1 �  ); (4.58)

Æ� : C`0;7 � C`0;7 ! O

( ; �) 7!  Æ� � := ( � �) Æ (��1 � �): (4.59)

Finalmente o (�; �)-produto de�nido pela eq.(4.20) pode ser estendido como:

Æ�;� : C`0;7 � O ! O

( ;A) 7!  Æ�;� A := ( � �) Æ (��1 �A); (4.60)

1Por abuso de nota�c~ao denotamos produtos distintos Æ1;� : O�O ! O; Æ1;� : C`0;7�O ! O, Æ1;� : O�C`0;7 ! O

e Æ1;� : C`0;7 � C`0;7 ! O pelo mesmo s��mbolo Æ1;� .
2Analogamente denotamos os produtos abaixo pelo mesmo s��mbolo por abuso de nota�c~ao.
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Æ�;� : O � C`0;7 ! O

(A; ) 7! A Æ�;�  := (A � �) Æ (��1 �  ); (4.61)

Æ�;� : C`0;7 � C`0;7 ! O

( ; �) 7!  Æ�;� � := ( � �) Æ (��1 � �): (4.62)

4.3.5 Extens~oes de O -�algebras generalizadas

Pela tabela (4.3.3), vimos que O ' O1;� . Veremos agora que O-�algebras podem ser estendidas. A

partir de uma c�opia de O� , podemos por exemplo obter a �algebra O�;C := (R�R0;7 ; Æ�;C), � 2 C`0;7
e C 2 O . O processo �e feito por tomar, na �algebra O� = (O ; Æ� ), produtos-(1; �), ou seja, dados

A;B 2 O , efetuamos o produto3:

A Æ� (��1 Æ� B) = (A � �) Æ f��1 � [(��1 � �) Æ (��1 �B)]g
= (A � �) Æ f��1 � [� � ((��1 � ��1) ÆB)]g; pela eq.(4.13)

= (A � �) Æ [(��1 � ��1) ÆB)]
= (A � �) Æ (C ÆB)
= A Æ�;C B; (4.63)

onde de�nimos

C = ��1 � ��1 2 O : (4.64)

Portanto a �algebra O� �e equivalente �a �algebra O�;C . Usaremos esse fato na descri�c~ao do Modelo

Padr~ao nesse formalismo.

Teorema 4.1 I (A Æ� B) Æ� (B�1 Æ� C) = �A ÆB�� C, 8A;B;C 2 O ; � 2 C`0;7 J

Demonstra�c~ao:

(A Æ� B) Æ� (B�1 Æ� C) = f[(A � �) Æ (��1 �B)] � �g Æ f��1 � [(B�1 � �) Æ (��1 � C)]g
= f[(A Æ (B � �)) � ��1] � �g Æ f��1 � [� � ((��1 �B�1) Æ C)]g
= [A Æ (B � �)] Æ [(��1 �B�1) Æ C]
= �[A Æ (B � �)] Æ [(B � �)�1 Æ C]
= �A ÆB�� C: (4.65)

Se B 2 O �e tal que B �B = �BB = 1, i.e., B 2 S7, ent~ao o enunciado do teorema 4.1 se reduz a

I (A Æ� B) Æ� ( �B Æ� C) = �A ÆB�� C; 8A;B;C 2 O ; � 2 C`0;7 J (4.66)

3No desenvolvimento que leva �a eq.(4.63), �e indiferente o uso do produto �y ou �x, que portanto denotaremos por

�. Obviamente, a respectiva escolha deve tamb�em ser feita na de�ni�c~ao de C 2 O, dado pela eq.(4.64).
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4.4 Octonions, �algebras de Cli�ord e as �bra�c~oes de Hopf

A fun�c~ao energia associada a pontos na esfera S2 �e equivalente �a energia proposta pela lei de

Coulomb entre part��culas carregadas. Alguns trabalhos que concernem f��sica cl�assica discutem o

problema de minimizar a energia entre part��culas puntuais sobre S2, mas essa �area de investiga�c~ao

foi obinubilada pelo advento inicial da mecânica quântica, a partir de 1923. Ademais, tais �bra�c~oes

s~ao utilizadas no problema de Kepler via mapas de Kustaanheimo-Stiefel envolvendo o oscilador

harmônico [Kus65, Bas03].

4.4.1 A �bra�c~ao de Hopf S1 � � �S3 ! S2

A �bra�c~ao de Hopf � : S3 ! S2 surge em v�arios e diferentes conceitos relacionados diretamente, por

exemplo, �a F��sica [Hop31, Tru77, tHo79, Ryd80] e �a Medicina [Spp98].

Para todo ponto p na esfera S2, sua pr�e-imagem �e um c��rculo S1 em S3. Existem v�arias descri�c~oes

dessa �bra�c~ao de Hopf. Uma delas �e que, como uma subvariedade de R4 , a 3-esfera S3 �e dada

por S3 = f(x1; x2; x3; x4) : (x1)
2 + (x2)

2 + (x3)
2 + (x4)

2 = 1g, enquanto que S2, enquanto uma

subvariedade de R3 , �e dada por f(y1; y2; y3) : (y1)2 + (y2)
2 + (y3)

2 = 1g.
O mapa de Hopf �e dado explicitamente por

y1 = 2(x1x2 + x3x4);

y2 = 2(x1x4 � x2x3);
y3 = x21 � x22 + x23 � x24: (4.67)

Todo ponto em S2 corresponde a um c��rculo denominado c��rculo de Hopf em S3. Podemos ainda

veri�car que � realmente mapeia S3 em S2, j�a que

x21 + x22 + x23 + x24 = y21 + y22 + y23 = 1: (4.68)

A �bra�c~ao de Hopf S1 � � �S3 �! S2 representa uma liberdade de rota�c~ao no plano. Com efeito,

considere R 2 Spin(3). Pela eq.(1.136), que de�ne o grupo Spin, sabemos que R �R = 1, e se

representarmos R = a+ be12+ ce13+ de23, com a; b; c; d 2 R, ent~ao R �R = 1 �e exatamente a equa�c~ao

da esfera S3, ou seja, a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

De�na agora � : S3 ! S2 atrav�es da aplica�c~ao v 7! Rv ~R.

4.4.2 A �bra�c~ao de Hopf S3
� � �S7

! S4

Dada

S7 = fXa : (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 + (X5)2 + (X6)2 + (X7)2 = 1g;
S4 = fA3; A4; A5; A6; A7 : (A3)2 + (A4)2 + (A5)2 + (A6)2 + (A7)2 = 1g; (4.69)
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o mapa de Hopf �e de�nido por

A3 = 2(X0X5 �X2X4 +X3X6 +X1X7)

A4 = 2(X1X5 �X0X7 +X3X2 +X4X6)

A5 = 2(X5X6 �X0X3 �X1X4 �X2X7)

A6 = (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 � (X3)2 � (X4)2 � (X5)2 + (X6)2 � (X7)2

A7 = 2(X0X4 �X1X3 +X2X5 +X6X7) (4.70)

Pela de�ni�c~ao do produto-X , consideremos sem perda de generalidade o produto e1 ÆX e2, dado por

e1 ÆX e2 = [(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 � (X3)2 � (X4)2 � (X5)2 + (X6)2 � (X7)2]e6

+2(X0X5 �X2X4 +X3X6 +X1X7)e3 + 2(X1X5 �X0X7 +X3X2 +X4X6)e4

+2(X5X6 �X0X3 �X1X4 �X2X7)e5 + 2(X0X4 �X1X3 +X2X5 +X6X7)e7

com X �X = 1, i.e., X 2 S7. A express~ao acima pode ainda ser reescrita como

e1 ÆX e2 = A = A3e3 +A4e4 +A5e5 +A6e6 +A7e7: (4.71)

onde A 2 OX e A 2 S4. Podemos veri�car que o produto-X �e um mapa da esfera S7 na esfera S4,

j�a que

(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 + (X5)2 + (X6)2 + (X7)2

= (A3)2 + (A4)2 + (A5)2 + (A6)2 + (A7)2 = 1: (4.72)

Considerando ent~ao A; e1; e2 uma H -tripla [Dix94a], o conjunto de todos os

G = exp(e1�
1 + e2�

2 +A�3); �i 2 R; (4.73)

�e exatamente S3, e podemos veri�car que

e1 ÆGX e2 = (e1 ÆX G) ÆX ( �G ÆX e2)

= e1 ÆX e2 = A: (4.74)

Portanto o conjunto dos GX tais que G �e dado pela eq.(4.73) �e isomorfo a S3, e portanto �e a �bra

S3 sobre A 2 S4. A �bra�c~ao

S3 � � �S7 ! S4 (4.75)

�e portanto constru��da da maneira indicada acima.

De maneira an�aloga, tal constru�c~ao pode ainda ser generalizada fazendo-se o produto e1 Æ� e2,
com � �� = 1. O mapa � 7! e1 Æ� e2, exibido na eq.(4.71) pode tamb�em ser substitu��do por qualquer

mapa do tipo u 7! ea Æ� eb.
O objetivo da pr�oxima se�c~ao �e estender o modelo de Dixon [Dix94a] utilizando-se um produto

octoniônico mais geral. Para a extens~ao do modelo de Dixon, j�a que O1;� n~ao �e associativa, introdu-

zimos o produto Æ1;� : O1;� � O1;� ! O1;� j�a de�nido, muito mais geral que o produto octoniônico,

j�a que agora ele depende de um multivetor � 2 C`0;7.
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4.5 A descri�c~ao de anti-part��culas implica o uso de C -octonions

Nesta se�c~ao mostramos que ao considerarmos um spinor como um elemento de C 
 O1;� , surge
naturalmente uma estrutura do tipo singleto-tripleto-antisingleto-antitripleto, i.e., 1� 3� �1� �3. A

partir de agora utilizamos a mesma nota�c~ao utilizada at�e agora, e por abuso de nota�c~ao denotaremos

� : O1;� � O1;� ! O1;� .

4.5.1 As matrizes de Gell-Mann como operadores na �algebra O 1;�

Seja X = x0 + xaEa(x
0; xa 2 R) um elemento de O1;� . De�na as proje�c~oes

�� =
1

2
(1� iE7): (4.76)

Utilizando-se as rela�c~oes E3 = �E2 Æ1;� E7, E5 = �E1 Æ1;� E7, E6 = �E4 Æ1;� E7 e �� Æ1;� E7 =

�i� Æ1;� �, podemos escrever
�+ Æ1;� (X) = �+ Æ1;� ((x0 � ix7) + (x1 � ix5)E1 + (x2 � ix3)E2 + (x4 � ix6)E4)

= �+ Æ1;� (y0 + y1E1 + y2E2 + y4E4): (4.77)

Considerando agora a base �+ Æ1;� fE1; E2; E4g, vamos calcular o operador 1
2 (E3E4 � E2E6) � ( � )

que age sobre elementos dessa base:

1

2
(E3E4 �E2E6) � (�+ Æ1;� E1) =

1

2
�+ Æ1;� ((E3E4) �E1 � (E2E6) �E1)

=
1

2
�+ Æ1;� (E3 Æ1;� (E4 Æ1;� E1)�E2 Æ1;� (E6 Æ1;� E1))

= 0 (4.78)

1

2
(E3E4 �E2E6) � (�+ Æ1;� E2) =

1

2
�+ Æ1;� ((E3E4) �E2 � (E2E6) �E2)

=
1

2
�+ Æ1;� (E3 Æ1;� (E4 Æ1;� E2)�E2 Æ1;� (E6 Æ1;� E2))

= �1
2
�+ Æ1;� E6

= i�+ Æ1;� E4 (4.79)

1

2
(E3E4 �E2E6) � (�+ Æ1;� E4) =

1

2
�+ Æ1;� ((E3E4) �E4 � (E2E6) �E4)

=
1

2
�+ Æ1;� (E3 Æ1;� (E4 Æ1;� E4)�E2 Æ1;� (E6 Æ1;� E4))

= �1
2
�+ Æ1;� E3

= i�+ Æ1;� E2 (4.80)

Portanto, na base �+ Æ1;� fE1; E2; E4g, podemos escrever o operador 1
2 (E3E4 �E2E6) � ( � ) como a

matriz 0B@0 0 0

0 0 i

0 i 0

1CA (4.81)
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Da mesma maneira, �e f�acil mostrar a correspondência entre representa�c~oes de su(3), agindo em

spinors (y1; y2; y4)T (na base �+ Æ1;� fE1; E2; E4g), e os operadores em � : C`0;7 � O1;� ! O1;� ,
agindo em X 2 O1;� , dada explicitamente pelas rela�c~oes:

1

2
(E6E3 �E2E4) � ( � ) 7!

0B@0 0 0

0 0 1

0 �1 0

1CA
1

2
(E6E1 �E4E5) � ( � ) 7!

0B@0 0 i

0 0 0

i 0 0

1CA ;
1

2
(E5E6 �E4E1) � ( � ) 7!

0B@ 0 0 1

0 0 0

�1 0 0

1CA
1

2
(E5E2 �E1E3) � ( � ) 7!

0B@0 i 0

i 0 0

0 0 0

1CA ;
1

2
(E3E5 �E1E2) � ( � ) 7!

0B@ 0 1 0

�1 0 0

0 0 0

1CA
1

2
(E4E6 �E2E3) � ( � ) 7!

0B@0 0 0

0 i 0

0 0 �i

1CA ;
1

2
(E2E3 �E1E5) � ( � ) 7!

0B@i 0 0

0 �i 0

0 0 0

1CA
Como �+ Æ1;� (X) tem a estrutura de singleto mais tripleto

1� 3 (4.82)

da mesma forma �� Æ1;� (X) tem a estrutura de anti-singleto mais anti-tripleto, transformando-se,

sob a a�c~ao do SU(3), como
�1� �3 (4.83)

Contudo se X 2 O1;� , os elementos �+ Æ1;� (X) e �� Æ1;� (X) s~ao dependentes, pois s~ao conjugados

um do outro. Para contornar essa situa�c~ao podemos considerar ent~ao X = x0 + xaEa 2 C 
 O1;� ,
com x0; xa 2 C . Com isso, sob a a�c~ao do grupo SU(3), os elementos de C 
 O1;� se transformam

como

1� 3� �1� �3 (4.84)

4.6 O Modelo Padr~ao via �algebras de divis~ao

Nesta se�c~ao utilizaremos as siglas l:h: e r:h: respectivamente para indicar part��culas com quiralidade

positiva4 e negativa5.

4.6.1 Preliminares alg�ebricas

Fixar-se-�a de agora em diante a conven�c~ao

Ea Æ1;� Ea+1 = Ea+5 mod 7 (4.85)

4Left-handed
5Right-handed
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embora o formalismo descrito seja independente da conven�c~ao usada6.

Uma base ortonormal para o espa�co O1;� dos spinors de C`0;6 ' M(8;R) �e evidentemente

tamb�em dada por fE0 = �; Eag7a=1. O antiautomor�smo ( � ) �e estendido, e denotado por ( � )y, ao
nosso formalismo:

Eya � ( � ) := �Ea � ( � )
(EaEb)

y � ( � ) := EbEa � ( � ) = �EaEb � ( � )
(EaEbEc)

y � ( � ) := �EcEbEa � ( � ) = EaEbEc � ( � ) (4.86)

4.6.2 �Algebras de Lie e grupos de Lie em C`0;6 e a constru�c~ao de auto-

mor�smos �uteis

De�na os seguintes operadores formados por elementos de �3(R�R0;7 ), que agem sobre O1;� atrav�es

do produto � : C`0;7 � O1;� ! O1;� :

Ia := E(3+a)E(5+a)E(6+a) � ( � ) (4.87)

Explicitamente, as representa�c~oes de Ia em C`0;6 'M(8;R) s~ao dadas por

I1 = (E4E7E6) � ( � ) = diag(1;�1;�1;�1; 1;�1; 1; 1)
I2 = (E5E1E7) � ( � ) = diag(1; 1;�1;�1;�1; 1;�1; 1)
I3 = (E6E2E1) � ( � ) = diag(1; 1; 1;�1;�1;�1; 1;�1)
I4 = (E7E3E2) � ( � ) = diag(1;�1; 1; 1;�1;�1;�1; 1)
I5 = (E1E4E3) � ( � ) = diag(1; 1;�1; 1; 1;�1;�1;�1)
I6 = (E2E5E4) � ( � ) = diag(1;�1; 1;�1; 1; 1;�1;�1)
I7 = (E3E6E5) � ( � ) = diag(1;�1;�1; 1;�1; 1; 1;�1) (4.88)

Podemos mostrar que [Ia; Ib] = 0, IaIa+1 = Ia+3 e que Ia 2 Aut(O1;� ) = G2.

Algumas �algebras de Lie podem ser de�nidas, por exemplo:

g2 = f(EaEb �EcEd) � ( � ) : Ea Æ1;� Eb = Ec Æ1;� Edg (4.89)

su(3) = f(EaEb �EcEd) � ( � ) 2 g2 : a; b; c; d 6= 7g (4.90)

O espa�co dos bivetores de C`0;6 �e fechado (pelo comutador), como vimos na Sec.(1.9), e temos a

rela�c~ao

span fEpEq � ( � ) tal que p; q 6= 7g ' su(4) ' so(6) ' spin(6) (4.91)

Portanto

su(3) = spin(6) \ g2 (4.92)

Considere a �algebra T := C 
 H 
 O1;� . A �algebra das aplica�c~oes-� �a esquerda �e naturalmente

de�nida como T� = C 
 H 
 C`0;6. Temos o isomor�smo T� ' C`0;9.
6Outra regra de multiplica�c~ao, como por exemplo EaEa+1 = Ea+3 mod 7, poderia tamb�em ser usada.
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4.6.3 Modelo de Dixon estendido

Dados os operadores de proje�c~ao primitivos ortogonais �� 2 T, dizemos que eles resolvem a identi-

dade de T se, para todo X 2 T,
1. �� Æ1;� (�� Æ1;� X) = (�� Æ1;� ��) Æ1;� X = Æ���� Æ1;� X;

2. �0 +�1 +�2 +�3 = 1:

Em particular, dados x;y 2 C`0;2, com x2 = y2 = �1, Dixon escolhe [Dix90b, Dix86, Dix94a, Dix95]

�0 =
1

2
(1 + ix)

1

2
(1 + iE7);

�1 =
1

2
(1� ix)1

2
(1 + iE7);

�2 =
1

2
(1 + iy)

1

2
(1� iE7);

�3 =
1

2
(1� ix)1

2
(1� iE7): (4.93)

De�na os seguintes automor�smos de T (M� 2 Aut(T)):

M0(X) = X;

M1(X) = I1 Æ1;� Iq Æ1;� (X�);

M2(X) = �e3e1I1 Æ1;� Iq Æ1;� (X)e3e1;

M3(X) = �e3e1X�e3e1; (4.94)

com q = 3; 5; 6 ou 7, e X 7! X� denota a C -conjuga�c~ao. Sem perda de generalidade assume-se que

y = �e3e1xe3e1 . �E imediato que

M�(�0) = ��: (4.95)

O seguinte produto interno �e constru��do, analogamente �a vers~ao particular de Dixon [Dix94a]:

hA;Bi =
1

8
(Tr (AyB +ByA))

=
1

8
f
X
��

M�((A��)
y(B��))] + h:c:g (4.96)

4.6.4 Simetria do Modelo Padr~ao

Para obter uma generalizac~ao do formalismo at�e ent~ao apresentado, pergunta-se o que aconteceria

se, dados X;Y 2 T, a eq.(4.96) pudesse ser escrita de maneira mais geral

hX;Y i = 1

8
f
X
��

M�((X Æ1;� ��)y(Y Æ1;� ��))] + h:c:g (4.97)

�E exigido que �� (uma extens~ao de ��) satisfa�ca

�y� Æ1;� �� = Æ����: (4.98)
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Para que as componentes de X 2 T, com respeito aos ��, sejam livres de problemas advindos da

n~ao-associatividade de O1;u , deve-se ter ainda que

(�y� Æ1;� X) Æ1;� �� = �y� Æ1;� (X Æ1;� ��); �; � = 0; 1; 2; 3: (4.99)

Da eq.(4.98) obtemos que

�y� Æ1;� �� = ��; (4.100)

ent~ao

�� Æ1;� (��) Æ1;� �� = �� Æ1;� (�y� Æ1;� ��) Æ1;� ��

= (�� Æ1;� ��)
y Æ1;� (�� Æ1;� ��)

= Æ����: (4.101)

Mas se X 2 T e XyX = 0, ent~ao X = 0. Portanto

���� = 0; se � 6= �: (4.102)

Da�� segue que

�� = �� Æ1;� (�0 +�1 +�2 +�3)

= �� Æ1;� �� ; (4.103)

ou seja,

�� 2 T��; e portanto �� �e um spinor alg�ebrico ; (4.104)

com rela�c~ao ao produto Æ1;� . Podemos ainda provar que, impondo a condi�c~ao (4.99) podemos

escrever

�� = (u� + v�E1) Æ1;� ��; u�; v� 2 C : (4.105)

Pela propriedade �� Æ1;� �� = 1
2 (1 � iE7) Æ1;� 1

2 (1 � iE7) = 0, as �unicas equa�c~oes n~ao-triviais em

(4.100) s~ao

�y0 Æ1;� �1 = 0;

�y2 Æ1;� �3 = 0: (4.106)

Ambas as equa�c~oes possuem simetrias do tipo

U(1) � U(1) � SU(2) (4.107)

Ademais o subgrupo SU(3) de estabilidade de G2 que mant�em E7 �xo, deixa �� e �� invariantes,

ent~ao cada �� (e tamb�em cada ��) �e sujeito a uma simetria do tipo

U(1)� SU(2)� SU(3)
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4.6.5 A�c~oes de SU(2) e U(1)

Uma maneira de gerar as a�c~oes de SU(2) �e de�nir os idempotentes

�� =
1

2
(1� i(x2E2 + x3iE7E3)) =

1

2
(1� ~x); ~x 2 C`0;2; ~x2 = �1; (4.108)

tal que as eqs.(4.93) podem ser escritas como

�+�+ = �0;

���+ = �1;

�+�� = �2;

���� = �3: (4.109)

Notando que

span fiE7e2e3; e3e1; iE7e1e2g ' su(2); (4.110)

de�na ~� = �1iE7e1 + �2e2 + �3iE7e3. Seja tamb�em ~� = �iei. Portanto o vetor ~� gera um SU(2)

que �e carregado de maneira intacta pelos M� de �0 para os outros ��:

e~��0 = e~��0 =M0(e
~��0);

e~��1 = e~��1 =M1(e
~��0);

e~��2 = e�e3e1~�e3e1�2 =M2(e
~��0);

e~��3 = e�e3e1~�e3e1�3 =M3(e
~��0); (4.111)

4.6.6 Dubletos de SU(2)

Para cada � = 0; 1; 2; 3, os elementos �� e e2e3�� formam um dubleto de SU(2) com respeito a e~�.

Em particular, ~x 2 C`0;2 �e o gerador diagonal de SU(2). Com efeito,

~x

 
��

e2e3��

!
:=

 
~x��

�e2e3~x��

!

=

 
�i 0

0 i

! 
��

e2e3��

!
; � = 0; 2;

=

 
i 0

0 �i

! 
��

e2e3��

!
; � = 1; 3: (4.112)

De maneira similar �as a�c~oes de SU(2), as a�c~oes de U(1) tamb�em s~ao carregadas de maneira

intacta de �0 para os outros �j (j = 1; 2; 3). De maneira expl��cita:

�0 7! ei��0 =M0(e
i��0) =M0(e

�E7��0)

�1 7! e�i��1 =M1(e
i��0) =M1(e

�E7��0)

�2 7! ei��2 =M2(e
i��0) =M2(e

�E7��0)

�3 7! e�i��0 =M3(e
i��0) =M3(e

�E7��0) (4.113)
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As a�c~oes de SU(2) e U(1) se combinam para formar as a�c~oes de U(2). Isso �e obtido pelo fato

de que SU(2)�U(1)/Z2 ' U(2). Com efeito, primeiro considere a imers~ao de U(1) em U(2) dada

naturalmente por

U(1)
�
,! U(2); � : ei� 7!

 
ei� 0

0 ei�

!
(4.114)

Ent~ao considere

SU(2)�U(1)
2�1��! U(2)

(f; g) :=

  
a b

c d

!
;

 
ei� 0

0 ei�

!!
7!

 
aei� bei�

cei� dei�

!
(4.115)

�E imediato que (f; g) e (�f;�g) possuem a mesma imagem em U(2), e portanto

SU(2)�U(1)=Z2 ' U(2) (4.116)

Acompanhando ainda a sec.(4.5), podemos ver que T = (C 
O 1;� )
H possue a mesma estrutura

de multipletos que C 
O 1;� , por�em quatro vezes mais, n�umero este que adv�em do produto tensorial

com a �algebra dos quaternions (H ). Portanto podemos identi�car

�+ Æ1;� T Æ1;� �+ 7! 1

�+ Æ1;� T Æ1;� �� 7! 3

�� Æ1;� T Æ1;� �� 7! �1

�� Æ1;� T Æ1;� �+ 7! �3 (4.117)

Assim SU(3) divide T em oito spinors e posteriormente SU(2) divide cada um desses em dois,

formando dezesseis spinors de Weyl. Portanto T se transforma perante SU(3)�SU(2) como a soma
de uma fam��lia de l�eptons e quarks (l:h:) e uma anti-fam��lia de anti-l�eptons e anti-quarks (r:h:).

Mais ainda, a a�c~ao de U(1), dada por

�� 7! e��E7=6 Æ1;� �� Æ1;� e�E7=6 (4.118)

age trivialmente sobre os ��, mas em rela�c~ao aos outros elementos de T, essa a�c~ao se combina com

SU(3) para formar uma a�c~ao de U(3). Nesse caso, se X 2 T, ent~ao

X 7! e��E7=6 Æ1;� X Æ1;� e�E7=6

7! �+ Æ1;� X Æ1;� �+ + �� Æ1;� X Æ1;� �� + ei�=3�+ Æ1;� X Æ1;� �� + e�i�=3�� Æ1;� X Æ1;� �+

Portanto a simetria total carregada atrav�es dos automor�smos M� 2 G2 dos �0 para os outros �i �e

U(2)�U(3)
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4.7 Quarks e l�eptons

Para descrever completamente uma gera�c~ao (l:h:+ r:h:) de fam��lias e anti-fam��lias de quarks (u; d)

(r,g,b) e l�eptons (e�; �), precisamos da �algebra C`1;9(C ) 'M(2;T�) 'M(32,C ), a qual ter�a como

espa�co dos spinors duas c�opias da j�a estudada T� ' C`0;9. �E feita a identi�ca�c~ao :

f�+ Æ1;� (T� T) Æ1;� �0; �+ Æ1;� (T� T) Æ1;� �1g 7! 1

f�+ Æ1;� (T� T) Æ1;� �2; �+ Æ1;� (T� T) Æ1;� �3g 7! 3 (4.119)

para descrever uma fam��lia e

f�� Æ1;� (T� T) Æ1;� �2; �� Æ1;� (T� T) Æ1;� �3g 7! �1

f�� Æ1;� (T� T) Æ1;� �0; �� Æ1;� (T� T) Æ1;� �1g 7! �3 (4.120)

para descrever uma anti-fam��lia. Enfatizamos que tais constru�c~oes descrevem uma gera�c~ao de quarks

e l�eptons, e em cada um dos termos acima, al�em da identi�ca�c~ao feita acima, que relaciona os

elementos de T �as representac~oes de SU(3) (trivial ou fundamental), cada elemento �e intrinsecamente

um dubleto de SU(2).

Explicitamente, seja  2 T�T que se transforma perante U(2)�U(3) como qualquer um dos �y�,

viz.,

��
U(1)���! e��E7=2 Æ1;� �� )  

U(1)���!  Æ1;� e�E7=2

��
SU(2)����! e~�=2�� )  

SU(2)����!  e�~�=2 (4.121)

de forma que  Æ1;� �� seja invariante perante U(2).

Com rela�c~ao ao grupo U(3), todos os �� s~ao invariantes. A a�c~ao de U(1),!U(3) �e de�nida como

sendo o inverso do mapa (4.119):

 7! e�E7=6 Æ1;�  Æ1;� e��E7=6

7! �+ Æ1;�  Æ1;� �+ + �� Æ1;�  Æ1;� �� + e�i�=3�+ Æ1;�  Æ1;� �� + ei�=3�� Æ1;�  Æ1;� �+

e, com respeito a SU(3), o spinor  2 T � T se transforma como 1� �1� 3� �3. Em particular

podemos escolher

�+ = �+ Æ1;� ( 1 +  rE1 +  gE2 +  bE4) (4.122)

onde  1 e  a; a = r; g; b consiste de dubletos de SU(2) (de spinors de Dirac). Como SU(3) �e um

grupo de posto dois, precisamos de dois n�umeros quânticos para especi�car de maneira completa as

cargas relativas a cada cor de quark. Pode-se escolher as cargas de modo que o presente formalismo

seja conduzido �a descri�c~ao convencional do Modelo Padr~ao:

r =

�
1

2
;
1

3

�
; g =

�
�1
2
;
1

3

�
; b =

�
0;�2

3

�
(4.123)
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4.7.1 Hipercarga e isospin

Seja I3 o n�umero quântico de SU(2) associado com a a�c~ao

I3 Æ1;�  Æ1;� �� :=
1

2
 Æ1;� �� Æ1;� (i~x)

= �1
2
 Æ1;� ��: (4.124)

Considere tamb�em as seguintes de�ni�c~oes para a hipercarga Y2 de U(1),!U(2):

Y2 Æ1;�  Æ1;� �� =
1

2
 Æ1;� �� Æ1;� (�iE7)

= �1
2
 Æ1;� ��; (4.125)

e a hipercarga U(1),! U(3)

Y3 Æ1;� �+ Æ1;�  Æ1;� �� = (�iE7=6) Æ1;� �+ Æ1;�  Æ1;� �� + �+ Æ1;�  Æ1;� �� Æ1;� (iE7=6)

=

8<:0� 1
3�+ Æ1;�  Æ1;� ��

(4.126)

Com isso temos as seguintes tabelas que descrevem part��culas l:h::

l:h: I3 Y2 Y3 Q

�+ Æ1;�  Æ1;� �+�+ + 1
2 � 1

2 0 0

�+ Æ1;�  Æ1;� �+�� � 1
2 � 1

2 0 �1
�+ Æ1;�  Æ1;� ���+ + 1

2 + 1
2 � 1

3 + 2
3

�+ Æ1;�  Æ1;� ���� � 1
2 + 1

2 � 1
3 � 1

3

Com isso as linhas da tabela acima correspondem, respectivamente, a neutrino, el�etron, quark up e

quark down.

As cargas associadas �a anti-fam��lia s~ao dadas por

l:h: I3 Y2 Y3 Q

�� Æ1;�  Æ1;� ���� � 1
2 + 1

2 0 0

�� Æ1;�  Æ1;� ���+ + 1
2 + 1

2 0 +1

�� Æ1;�  Æ1;� �+�� � 1
2 � 1

2 + 1
3 � 2

3

�� Æ1;�  Æ1;� �+�+ + 1
2 � 1

2 + 1
3 + 1

3

Quanto �as part��culas r:h:, a descri�c~ao deve ser diferente, pois elas s~ao singletos de SU(2) e

portanto I3 = 0. Dessa vez a a�c~ao de SU(2) deve ser de�nida em  de modo a cancelar a a�c~ao de

��:

 Æ1;� �� 7! ( e�~�=2) Æ1;� (e~�=2��) =  Æ1;� �� (4.127)

Com isso os oito spinors �� Æ1;�  Æ1;� �� têm carga nula perante SU(2).
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r:h: I3 Y2 Y3 Q

�+ Æ1;�  Æ1;� �0 0 0 0 0

�+ Æ1;�  Æ1;� �1 0 �1 0 �1
�+ Æ1;�  Æ1;� �2 0 +1 � 1

3 + 2
3

�+ Æ1;�  Æ1;� �3 0 0 � 1
3 � 1

3

Com isso as linhas da tabela acima correspondem, respectivamente, a neutrino, el�etron, quark up e

quark down, todos r:h:.

As cargas associadas �a anti-fam��lia s~ao dadas por

r:h: I3 Y2 Y3 Q

�+ Æ1;�  Æ1;� �0 0 0 0 0

�+ Æ1;�  Æ1;� �1 0 +1 0 +1

�+ Æ1;�  Æ1;� �2 0 �1 + 1
3 � 2

3

�+ Æ1;�  Æ1;� �3 0 0 + 1
3 + 1

3

4.7.2 Proje�c~oes redutivas

Considere a �algebra T := C 
H 
O 1;� . A �algebra das a�c~oes �a esquerda �e naturalmente de�nida como

TÆ1;� = C 
 C`0;2 
 C`0;6. Temos o isomor�smo TÆ1;� ' C`0;9. Para alojar todas as part��culas de

uma gera�c~ao no Modelo Padr~ao, Dixon prop~oe matrizes 2�2 com entradas em TÆ1;� , e esse espa�co �e

exatamente a �algebra de Cli�ord C`1;9(C ) ' (C �C )
C`0;7 ' (C �C )C`(O 1;� ; g), onde est�a impl��cito
que C`0;8 ' C`(R � R0;7 ; g).

Considere novamente os projetores

�� :=
1

2
(1�E7): (4.128)

Tamb�em a partir do elemento de volume 
 relativo aos espa�cos Rp;q (logo abaixo) em quest~ao, e seu

projetor associado 
� = 1
2 (1� 
), podemos (usando os projetores de maneira apropriada) emular

as seguintes decomposi�c~oes:

1. �� Æ1;� so(1; 9) 7! so(1; 3) � so(6), onde o primeiro termo do lado direito �e precisamente a

�algebra de Lie do grupo de rota�c~oes do espa�co-tempo de Minkowski (' �2(R1;3 )) e o segundo

termo �e o grupo de rota�c~oes associado �as dimens~oes extras (internas).

2. so(5) 7! u(1)� u(1).

3. so(7) 7! su(3)� u(1).

4. so(8) 7! so(6)� so(2).

5. so(8) 7! u(1)� su(3)� u(1).

6. so(1; 9) 7! so(1; 3)� su(3)� u(1).
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7. so(1; 9)� su(2) 7! su(2)� (su(3)� su(2)� u(1)), onde su(3)� su(2)� u(1) �e uma simetria de

gauge interna, pois comuta com so(1; 3)

8. so(24) 7! so(8)� [D 
 (su(3)� u(1))].

9. so(26) 7! so(1; 3)� (su(3)� su(2)� u(1))� [D 
 (su(3)� u(1))].

10. so(13) 7! so(10)� su(2) 7! so(10)� u(1).

em particular, a �ultima decomposi�c~ao d�a uma maneira natural de descrever o grupo SO(10)�U(1)
dentro do grupo de Lie excepcional E6 [Roc04b].

Explicitaremos agora a que consideramos ser a mais importante das proje�c~oes redutivas, pois ela

oferece aplica�c~oes imediatas ao modelo sim�etrico. Escolhemos a decomposi�c~ao

so(7) 7! so(6) 7! su(3)� u(1) (4.129)

Considere a base de so(8) ' �2(R � R0;7 ), que age sobre o espa�co O1;� :

B = fE1E2 Æ1;� ( � ); EpEq Æ1;� ( � ); (EpE7) Æ1;� ( � ); (EiEj) Æ1;� ( � ); j; (i; j) = (2; 3); (3; 1)g; (4.130)

onde p; q = 1; : : : ; 6. Considerando os projetores (4.128), observamos que as dimens~oes extras, que

est~ao associadas a simetrias internas, desaparecem da seguinte maneira:

�� Æ1;� Ep Æ1;� �� = 0; p = 1; : : : ; 6: (4.131)

Segue que

�+ Æ1;� B = fE1E2 Æ1;� ( � ); EpEq Æ1;� ( � )g: (4.132)

O conjunto acima �e base de so(6)� u(1). Agora, fazendo outra proje�c~ao

�+ Æ1;� fE1E2 Æ1;� ( � ); EpEq Æ1;� ( � )g�+ Æ1;� �+
= �+ Æ1;� fE1E2 Æ1;� ( � ); E7 Æ1;� ( � ) + 2 Æ1;� ( � )E7; EpEq Æ1;� ( � )�ErEs Æ1;� ( � )g�+ (4.133)

onde p; q; r; s = 1; : : : ; 6 e EpEq = ErEs. O lado direito da igualdade acima �e exatamente uma base

para

su(3)� u(1)� u(1) (4.134)

De maneira semelhante podemos realizar todas as outras proje�c~oes de modo a explicitar o formalismo

apresentado. Vale observar ainda que a presen�ca do gerador E7Æ1;� ( � )+2( � )Æ1;�E7 de u(1) garante

que as cargas dos quarks sejam -1/3 e 2/3, se consideramos a carga do el�etron igual a �1. Temos
ainda a possibilidade de considerarmos o grupo gerado por E1E2 Æ1;� ( � ) 2 u(1) como sendo um

gerador de so(2), e portanto, um gerador de transforma�c~oes de Lorentz.
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As transforma�c~oes de calibre surgem naturalmente ao considerarmos os campos A�(x) como ele-

mentos de C`0;7 ' M(8; C ), e s~ao dadas a partir da ac~ao A�(x) = Aa�(x)Ea Æ1;�  . Supomos

primeiramente transforma�c~oes do tipo

 (x) 7! exp(��a(x)Ea) Æ1;�  (x): (4.135)

Sob a derivada covariante

D� = @� + igA�(x); (4.136)

�e natural que os campos A� se transformem como

A� 7! A� + [��a(x)Ea Æ1;� ( ); A�] � i

g
Ea Æ1;� @��a(x) (4.137)

7! A� � �aAb�f
1

8
"cabEc Æ1;�  �

1

2
[Eb Æ1;� ( ); ( ) Æ1;� Ea] g � 1

4g
Ea Æ1;�  @��a

onde na segunda linha da eq. (4.137) usamos a equa�c~ao

[Ea Æ1;� ( ); Eb Æ1;� ( )] =
1

2
Eab Æ1;�  

= 2"cabEc Æ1;�  � 2[Eb Æ1;� ( ); ( ) Æ1;� Ea] : (4.138)

O tensor de curvatura, em se tratando de uma teoria de Yang-Mills que �e n~ao-abeliana, �e dado

por

F�� = @�A� � @�A� + ig[A�; A� ]; (4.139)

e usando a eq.(4.138) podemos escrever sua a�c~ao sobre o spinor  2 C 8 como

F�� = F a��Ea Æ1;�  � igAa�Ab�(Eb Æ1;� ( Æ1;� Ea)� (Eb Æ1;�  ) Æ1;� Ea); (4.140)

onde F a�� = @�A
a
� � @�Aa� � 1

2g"
c
abA

b
�A

c
� . A lagrangiana (externa) �e escrita como

LE = �1
4
Tr(F��F

��)

= �1
8
F a��F

a�� � 1

8
gF a��A

b�Ac�"abc � 1

16
g2Ab�A

c
�(A

b�Ac� �Ac�Ab�): (4.141)

As simetrias internas s~ao dadas por transforma�c~oes que agem sobre os campos espinoriais �a

direita:

 (x) 7!  (x) Æ1;� exp(��a(x)Ea): (4.142)

Sob a derivada covariante

D� = @� + igB�(x); (4.143)

considerando um desenvolvimento alg�ebrico similar �as simetrias externas, o tensor de curvatura �e

dado por

G�� = @�B� � @�B� + ig[B�; B� ]; (4.144)
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e sua a�c~ao sobre  (x) 2 C 8 �e tal que

G�� = Ga�� Æ1;� Ea � igBa�Bb�((Ea Æ1;�  ) Æ1;� Eb �Ea Æ1;� ( Æ1;� Eb)); (4.145)

onde Ga�� = @�B
a
� � @�Ba� + 1

2g"
c
abB

b
�B

c
� . A lagrangiana (interna) �e escrita como

LI = �1
4
Tr(G��G

��)

= �1
8
Ga��G

a�� � 1

8
gBa��B

b�Bc�"abc � 1

16
g2Bb�B

c
�(B

b�Bc� �Bc�Bb�): (4.146)

Ao considerarmos simultaneamente as a�c~oes �a direita e �a esquerda, a derivada covariante �e escrita

como

D� = @� + ig[A�(x) +B�(x)] (4.147)

e a a�c~ao do tensor de curvatura agora associado �as transforma�c~oes interna e externa �e dado por

H�� = F a��Ea Æ1;�  +Ga�� Æ1;� Ea
+
i

2
g(Aa�A

b
� +Ba�B

b
� �

1

2
Aa�B

b
� �

1

2
Ba�A

b
�)((Ea Æ1;�  ) Æ1;� Eb �Ea Æ1;� ( Æ1;� Eb))

e com isso a lagrangiana de a�c~oes bilaterais �e dada por

L = �1
8
F�� � F�� � 1

8
G�� �G�� + 1

8
F�� �G�� + 1

8
gGa��(A

b�Ac� +Bb�Bc� �Ab�Bc�)"abc

� 1

16
g2Ab�A

c
�(A

b�Ac� �Ac�Ab�)� 1

32
g2(Ab�A

c
� + 2Bb�B

c
� � 4Ab�B

c
�)(B

[bB[��]c])

+
1

32
g2(Ab�A

c
� �Ac�Bc�)(A[bB[��]c])� 5

64
Aa�A

b
�B

c�Bd�"abcd (4.148)

Em particular o campo espinorial  (x) pode ser visto como uma das colunas das matrizes intro-

duzidas em, e.g., [Tra01, Tra99].
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Cap��tulo 5

Isotopias de �algebras e aplica�c~oes �a

TQC

5.1 �Algebras de Cli�ord isot�opicas e generaliza�c~oes

Certas inconsistências na descri�c~ao de teorias f��sicas que possuem estrutura n~ao-canônica e n~ao-

unit�aria, via formalismos constru��dos para a descri�c~ao de teorias canônicas e unit�arias, têm motivado

o estudo das isotopias de estruturas matem�aticas [Kad96, Kad97, Kam93, Kli93, Lea79, San78,

San79a].

O principal conceito a ser abordado neste cap��tulo �e relativo aos chamados levantamentos isot�opicos,

que s~ao essencialmente mapas de teorias lagrangianas lineares e locais em teorias mais gerais, n~ao-

lineares, n~ao-locais e n~ao-lagrangianas. Essas �ultimas recuperam o car�ater linear, local e lagrangiano

da teoria original, se formuladas em um isoespa�co. Fundamentalmente esses conceitos têm suas ra��zes

nas q-deforma�c~oes de estruturas alg�ebricas [Kli93].

De�niremos a seguir os conceitos isot�opicos no contexto das �algebras de Cli�ord, e logo ap�os o

formalismo desenvolvido �e ilustrado com algumas aplica�c~oes �a F��sica, em particular TQCs e eletro-

magnetismo. A primeira delas mostra como obter uma simetria exata do isospin1 SU(2) no espa�co

isot�opico associado, onde o pr�oton e o nêutron têm a mesma massa, a partir da introdu�c~ao de uma

deforma�c~ao no espa�co que carrega a representa�c~ao fundamental do grupo Spin+(3) ' SU(2). Os

operadores de massa e carga el�etrica s~ao tamb�em erigidos a partir dessa deforma�c~ao. Uma outra

aplica�c~ao concerne a descri�c~ao da simetria de sabor entre os quarks u; d e s como uma simetria

tamb�em exata, no is�otopo de SU(3) constru��do atrav�es do levantamento isot�opico de C`1;3. Ap�os

introduzirmos as isomatrizes de Gell-Mann, investigamos o comportamento de alguns operadores

sobre o espa�co que carrega a representa�c~ao fundamental isot�opica de SU(3). Mais geralmente, a �m

de que os seis quarks exibam uma simetria de sabor exata enquanto componentes de um elemento

1O pre�xo da denomina�c~ao `isospin' n~ao tem qualquer rela�c~ao com as isotopias de estruturas matem�aticas e

levantamentos isot�opicos de �algebras apresentados aqui.

145



146 5.1 �Algebras de Cli�ord isot�opicas e generaliza�c~oes

do espa�co de representa�c~ao do grupo SU(6) isot�opico, e conseq�uentemente tenham a mesma massa

no espa�co isot�opico, constru��mos a �algebra de Lie isot�opica a su(6) dentro do levantamento isot�opico

de C`12;0. Mais geralmente o levantamento isot�opico de SU(n) dentro de uma �algebra de Cli�ord

isot�opica C`2n;0 �e mostrado.
Finalmente, toda a investiga�c~ao feita no Cap. (3) acerca do eletromagnetismo (EM) para meios

lineares �e reduzido ao EM no v�acuo, mediante uma isotopia apropriada.

Nas Secs. (5.6, 5.10) e (5.11) faremos uso dos limites vigentes das massas dos quarks dadas por

[RPP04]

1:5 MeV � mu � 4:0 MeV;

4 MeV � md � 8 MeV;

80 MeV � ms � 130 MeV;

1:15 GeV � mc � 1:35 GeV;

4:1 GeV � mb � 4:9 GeV;

169:2 GeV � mt � 179:4 GeV: (5.1)

para determinarmos o elemento isot�opico �, que ser�a fun�c~ao dessas massas. Nesse sentido a massa dos

quarks �e respons�avel pela deforma�c~ao da estrutura alg�ebrica, juntamente com a estrutura geom�etrica

associada ao formalismo aqui desenvolvido.

5.1.1 Caso associativo

Vimos na Subsec.(4.3.2) que dados  ; �; � 2 C`p;q, podemos de�nir as aplica�c~oes-� como

� := ��1 (5.2)

�

 :=  � (5.3)

onde a justaposi�c~ao denota produto de Cli�ord. Todo o formalismo a ser desenvolvido neste cap��tulo

�e motivado pelas de�ni�c~oes (5.2) e (5.3) para uma �algebra A arbitr�aria, a qual ser�a considerada C`p;q
a partir da Sec. (5.3).

Considere uma C -�algebra associativa A munida de um produto AB denotado por justaposi�c~ao,

onde A;B 2 A, e um elemento � 2 A �xo, mas arbitr�ario. Ao contr�ario do Cap. (4) onde investiga-

mos octonions e denotamos A;B elementos da �algebra O dos octonions, utilizamos tal nota�c~ao de

agora em diante para descrever elementos arbitr�arios de uma �algebra A. O produto � : A�A ! A
�e dado por

A �B := A��1B = (A��1)B = A(��1B) A;B; � 2 A: (5.4)

Claramente podemos ver que � �e a unidade de A em rela�c~ao a esse produto, j�a que

A � � = � �A = A (5.5)
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para todo A 2 A.
O is�otopo-� da �algebra A, denotado por A� , �e de�nido como sendo o espa�co subjacente �a �algebra

A, com multiplica�c~ao dada pela eq.(5.4).

A a�c~ao de uma �algebra isot�opica A� em estados f��sicos, geralmente descritos por elementos de um

espa�co de Hilbert H, adv�em da de�ni�c~ao do is�otopo-� de um A-m�odulo. Considere V um A-m�odulo
�a esquerda com unidade, com rela�c~ao �a composi�c~ao Av, A 2 A, v 2 V . Atrav�es do mapa

A� � V ! V

(A;v) 7! A � v = A��1v; (5.6)

oA-m�odulo V se torna um A�-m�odulo V� �a esquerda com unidade, j�a que ��v = ���1v = v; 8v 2 V .
O produto

� : A�A ! A
(A;B) 7! A �B (5.7)

pode ainda ser estendido para elementos
�

A;
�

B 2 A, com respeito �a eq.(5.3). Dados
�

A;
�

B 2 A, �e
imediato que

�

A �
�

B = A���1B� = AB� 2 A; (5.8)

ou seja, mediante o produto �, os elementos
�

A;
�

B herdam o produto AB em A. Isso nos ser�a de

grande utilidade para de�nir os levantamentos isot�opicos de �algebras exteriores na Sec.(5.4).

5.1.2 Caso n~ao-associativo

Neste caso a �algebra A �e uma C -�algebra n~ao-associativa, e portanto a �ultima igualdade da eq.(5.4)

n~ao �e mais v�alida. Dado � 2 A �xo, mas arbitr�ario, o is�otopo-� (n~ao-associativo) da �algebra A,
denotado por A(�), �e de�nido pela multiplica�c~ao

A �� B := A(��1B) (5.9)

enquanto que o �-is�otopo de A, denotado por (�)A, �e de�nido pela rela�c~ao

A��B := (A��1)B (5.10)

Veri�camos que enquanto � �e unidade �a direita de A(�) com rela�c~ao ao produto dado pela eq.(5.9),

� �e unidade �a esquerda de (�)A com rela�c~ao ao produto dado pela eq.(5.10). Portanto o produto

�� : A�A ! A
(A;B) 7! A �� B := A(��1B) (5.11)
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de�ne o is�otopo-� A(�) de A, enquanto que o produto

�� : A�A ! A
(A;B) 7! A ��B := (A��1)B (5.12)

de�ne o �-is�otopo (�)A de A. Naturalmente estendemos o produto
�� : A�A ! A

(A;B) = A �� B (5.13)

para elementos
�

A;
�

B no is�otopo-� A(�) de A, de maneira que para este caso n~ao-associativo, temos:
�

A ��
�

B :=
�

A(��1
�

B)

= (A�)(��1B�)

= A Æ� (B�) (5.14)

Portanto podemos de�nir o produto Æ� a partir da eq.(5.14) n~ao somente para a �algebra dos octonions
O como feito no Cap. (4), mas para qualquer �algebra n~ao-associativa A.

Estendemos tamb�em o produto

�� : A�A ! A
(A;B) = A��B (5.15)

para o �-is�otopo (�)A de A, de maneira que para este caso n~ao-associativo, temos:
�

A��
�

B := (
�

A��1)
�

B

= (A���1)(B�)

= A(B�): (5.16)

As de�ni�c~oes do A(�)-m�odulo e do (�)A-m�odulo �a esquerda com unidade para os casos (5.9, 5.10)

decorrem naturalmente de suas respectivas de�ni�c~oes.

Exemplo 5.1: Tome a �algebra de Cli�ord C`0;7, onde seu espa�co subjacente R0;7 �e munido do

produto octoniônico Æ : O � O ! O . De�nindo o elemento � = e1, o is�otopo-� O(�) da �algebra O , �e

dado por

A �� B = A Æ (e�11 ÆB); (5.17)

enquanto que o �-is�otopo (�)O de O �e de�nido por

A ��B = (A Æ e�11 ) ÆB: (5.18)

Para os casos particulares onde A = e2 e B = e4, temos:

e2 �� e4 = e2 Æ (e�11 Æ e4)
= e2 Æ e3
= e7 (5.19)
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enquanto que

e2 �� e4 = (e2 Æ e�11 ) Æ e4
= e6 Æ e4
= �e7 (5.20)

5.2 Campos de aplica�c~oes-� e corpos isocomplexos

Ao inv�es de considerarmos � 2 A, consideremos um campo

� = �(x; _x; �x;
...
x ; : : :) (5.21)

sobre uma variedade M de dimens~ao �nita. Nesse caso o espa�co vetorial subjacente a A �e isomorfo

enquanto espa�co vetorial ao espa�co TxM tangente a M em um ponto x 2M .

De�na uma isotopia da unidade como o mapa 1 7! � = �(x; _x; �x;
...
x ; : : :). Por consistência, os

produtos associativos entre operadores devem tamb�em ser levados em seus correspondentes parceiros

isot�opicos associativos, denominados isoprodutos:

AB 7! A �B = A��1B; � �xo: (5.22)

O elemento � como j�a vimos �e a unidade do produto �, denominada tamb�em isounidade, enquanto

que ��1 �e denominado elemento isot�opico.

O corpo C = C (a;+;�) contendo elementos a 2 C , com soma ordin�aria a1 + a2 e multiplica�c~ao

entre n�umeros complexos a1 � a2 = a1a2 �e dito ser levantado a (in�nitas) isotopias
�

C (a;
�
+; �), onde

s~ao de�nidos os n�umeros isocomplexos (denotados daqui em diante por caracteres g�oticos) a := a�,

a soma a1
�
+ a2 := (a1 + a2)� e a isomultiplica�c~ao a1 � a2 = a1�

�1a2 = (a1a2)�. Os corpos C e
�

C

s~ao isomorfos [Kad96]. Note que dado um operador2 A 2 A, o isoproduto entre isoescalares e tal

operador �e dado por a �A = a���1A = aA.

5.3 Isotopias de Cli�ord via produto-� associativo

A �algebra associativa A �e denominada iso�algebra de Lie-Santilli [Kad96, Kad97, Frt79a, Kam93,

Lea79, San78, San79a, San83c, San93, San03a] quando, al�em do produto dado pela eq.(5.4), h�a o

isocomutador [ ; ]� de�nido por

[Ai; Aj ]� := Ai �Aj �Aj �Ai = ckij �Ak Ai; Aj ; Ak 2 A; (5.23)

onde ckij := ckij� s~ao as isoconstantes de estrutura da �algebra (A; [ ; ]�). Nesta se�c~ao tomaremos a

�algebra A em particular como sendo a �algebra de Cli�ord C`p;q sobre o espa�co quadr�atico Rp;q .
2Tal operador pode ser considerado agindo sobre espa�cos vetoriais, espa�cos de Hilbert, �algebras arbitr�arias (em

particular, �algebras de Lie), grupos de Lie, etc..
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O produto � : C`p;q � C`p;q ! C`p;q possui a estrutura de um produto de Cli�ord, pois dados

 ; � 2 C`p;q, temos:
�

 �
�

�+
�

� �
�

 =  ���1�� + ����1 �

= ( � + � )�

= 2g( ; �)� (5.24)

onde o elemento � 2 C`p;q age como a unidade em rela�c~ao ao produto �, j�a que  � � =  = � �  .
Considere agora que a �algebra C`p;q seja munida do comutador [ ; ] : C`p;q�C`p;q ! C`p;q dado

por [ ; �] =  � � � ; 8 ; � 2 C`p;q. A �algebra de Cli�ord admiss��vel C`�p;q �e de�nida como sendo

a tripla (C`p;q; �; [ ; ]�), onde o isocomutador

[ ; �]� :=  � �� � �  =  ��1�� ���1 (5.25)

j�a foi introduzido atrav�es da eq.(5.23). A �algebra C`�p;q herda a estrutura de C`p;q, com a diferen�ca

de que as rela�c~oes que valem em C`p;q, com respeito ao produto de Cli�ord  � (denotado por

justaposi�c~ao) agora valem em C`�p;q, com o produto
�

 �
�

�. Com efeito,

[
�

 ;
�

�]� =
�

 �
�

��
�

� �
�

 

=  ���1�� � ����1 �
= ( � � � )� (5.26)

�E imediato ver que, devido �a antissimetria do comutador de�nido pela eq.(5.25), a regra de Jacobi

vale tamb�em para [ ; ]� .

Sistemas n~ao-conservativos: genotopias

A eq.(5.25) pode ser ainda generalizada, de�nindo-se o genocomutador :

[ ; �]�;� :=  ��� �� ;  ; �; �; � 2 C`p;q: (5.27)

Quando � = � a genocomutador �e reconduzido ao isocomutador dada pela eq.(5.25). As aplica�c~oes

do formalismo das �algebras de Cli�ord genot�opicas admiss��veis, de�nidas a partir do genocomutador

acima, podem ser investigadas no contexto dos sistemas irrevers��veis. Para mais detalhes fora do

contexto das ACs, veja, e.g., [San03a].

5.4 Isotopia da �algebra exterior

Vimos no Cap. (1) que o produto exterior pode ser de�nido em termos das ACs, juntamente com a

contra�c~ao entre vetores e multivetores a partir das eqs.(1.32) e (1.33) como

v ^  =
1

2
(v +  ̂v) (5.28)
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e

vy =
1

2
(v �  ̂v) (5.29)

v 2 TxM; 2 C`p;q. A maneira natural de de�nirmos a isotopia

v ^  7! v
�^  

do produto exterior �e tamb�em via ACs, da seguinte maneira:

v
�^  :=

1

2
(v �  +  ̂ � v) = 1

2
(v��1 +  ̂��1v) (5.30)

De maneira semelhante, a contra�c~ao isot�opica �a esquerda �e de�nida como

v
�
y =

1

2
(v��1 �  ̂��1v) (5.31)

com an�alogo imediato para a contra�c~ao �a direita.

Embora as de�ni�c~oes acima sejam corretas do ponto de vista formal, vimos pela eq.(5.24) que o

produto � (que mune C`�p;q) somente herda uma estrutura de produto de Cli�ord original  � ao ser

efetuado entre elementos
�

 ;
�

� 2 C`p;q.
Portanto no que diz respeito �as aplica�c~oes f��sicas do formalismo desenvolvido, nos ser~ao tamb�em

�uteis as extens~oes

�
v
�^
�

 =
1

2
(
�
v �

�

 +
�̂

 � �v)
= v���1 � +  ̂���1v�

=
1

2
(v +  ̂v)� (5.32)

e
�
v
�
y
�

 =
1

2
(
�
v �

�

 �
�̂

 � �v) = 1

2
(v �  ̂v)� (5.33)

v 2 TxM; 2 C`p;q. Da eq.(5.32) segue que
�
u
�^ �
v =

1

2
(u���1v� � v���1u�)

=
1

2
(uv � vu)�

= (u ^ v) � (5.34)

Dessa maneira vemos que o produto exterior isot�opico u
�^ v de fato induz o produto exterior u ^ v

no isoespa�co.

5.5 Levantamento isot�opico da �algebra de Cli�ord C`3;0

No que segue, ap�os uma apresenta�c~ao dos conceitos b�asicos relacionados �as isotopias de C`3;0 e C`1;3,
utilizaremos representa�c~oes dos elementos dessas �algebras isot�opicas, onde a nota�c~ao implicitamente

indicar�a o uso de suas representa�c~oes.
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5.5.1 Preliminares: a �algebra de Cli�ord C`3;0

A �algebra de Cli�ord C`3;0 �e gerada pela base fe1; e2; e3g de R3 , que satisfaz g(ei; ej) = Æij =
1
2 (eiej + ejei). Um elemento arbitr�ario de C`3;0 pode ser escrito como

 = a+ aiei + aijeij + p e123; a; ai; aij ; p 2 R; (5.35)

e j�a que C`3;0 'M(2; C ), uma representa�c~ao matricial � : ei 7! �(ei) = �i dos vetores ei �e dada por

�1 =

 
0 1

1 0

!
; �2 =

 
0 �i
i 0

!
; �3 =

 
1 0

0 �1

!
; (5.36)

que s~ao as matrizes de Pauli. Segundo essa representa�c~ao, um multivetor  2 C`3;0 �e levado em uma

matriz 	 = �( ) 2M(2; C ), e se  �e dado pela eq.(5.35) ent~ao 	 �e dado por

	 =

 
(a+ a3) + i(a12 + p) (a1 + a13) + i(a23 � a2)

(a1 � a13) + i(a23 + a2) (a� a3) + i(p� a12)

!
: (5.37)

5.5.2 O grupo Spin+(3) ,! C`3;0

O grupo Spin+(3) �e de�nido em C`3;0 como

Spin+(3) = fR 2 C`+3;0 j R ~R = 1g (5.38)

Dado  2 C`3;0, a a�c~ao de Spin+(3) sobre  �e dada por R ~R. J�a que as rota�c~oes realizadas por

R e �R têm a mesma imagem, o grupo Spin+(3) �e recobrimento duplo de SO(3), e a partir do

isomor�smo C`3;0 'M(2; C ), podemos ver que Spin+(3) ' SU(2), onde

SU(2) = fs 2 M(2; C ) j sys = I; det s = 1g (5.39)

De fato a condi�c~ao R ~R = 1 para R 2 C`+3;0 se traduz em termos deM(2; C ) por 
w1 �w�2
w2 w�1

! 
w�1 w�2
�w2 w1

!
=

 
1 0

0 1

!
; (5.40)

ou seja,

det

 
w1 �w�2
w2 w�1

!
= jw1j2 + jw2j2 = 1: (5.41)

5.5.3 O subgrupo SU(2)� isot�opico a SU(2) dentro de C`�3;0

Dado � 2 C`3;0 �xo mas arbitr�ario, o is�otopo C`�3;0 de C`3;0 �e de�nido como sendo gerado pela base
feig de R3 que satisfaz 2g(ei; ej)� = 2Æij� =

�
ei � �ej + �

ej � �ei, e um elemento arbitr�ario de C`�3;0 pode
ser escrito como:

 � = a+ ai
�
ei + aij

�
ei � �ej + p

�
e1 � �e2 � �e3; a; ai; aij ; p 2

�

R = R�: (5.42)
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A representa�c~ao matricial % :
�
ei 7! %(

�
ei) =

�
�i�i� dos vetores

�
ei �e dada por:

�
�1 = �1� =

 
0 1

1 0

!
� =

 
�2 �3

�0 �1

!
;

�
�2 = �2� =

 
0 �i
i 0

!
� = i

 
��2 ��3
�0 �1

!
;

�
�3 = �3� =

 
1 0

0 �1

!
� =

 
�0 �1

��2 ��3

!
; (5.43)

onde � =

�
�0 �1

�2 �3

�
�e a representa�c~ao da isounidade � 2 C`3;0 emM(2; C ). As matrizes dadas pelas

eqs.(5.43) s~ao denominadas isomatrizes de Pauli.

Agora o is�otopo SU(2)� de SU(2) ser�a constru��do no contexto das ACs, a partir do levantamento

isot�opico Spin+(3)� ,! C`�3;0 do grupo Spin+(3),! C`3;0 de�nido por:

Spin+(3)� := fR 2 C`�+3;0 j ~R �R = ~R��1R = 1g (5.44)

A a�c~ao de Spin(3)+� sobre  2 C`�+3;0 �e dada por R �  � ~R = R��1 ��1 ~R. Portanto Spin(3)+� '
SU(2)� , onde

SU(2)� = fs 2 M(2; C ) j sy � s = �; det (s��1) = 1g (5.45)

5.6 Aplica�c~oes em Mecânica Quântica

Considere um espa�co de Hilbert H com elementos fj ii; : : :g, onde h ij ji 2 C e os estados norma-

lizados s~ao dados por h ij ji = Æij . Para a constru�c~ao de uma teoria isot�opica �a mecânica quântica

(MQ), a chamada mecânica hadrônica relativ��stica (MHR) [Lea79, Mig83, San78, San82], considere

o isoespa�co de Hilbert H� , cujos operadores s~ao multiplicados atrav�es da regra dada pela eq.(5.22),
cujos elementos s~ao denotados por j

�

 i. H� �e munido do isoproduto interno

h
�

 o
�

�i := h
�

 j��1j
�

�i� 2
�

C : (5.46)

Nesse caso os estados normalizados s~ao dados por h
�

 o
�

�i = � 2
�

C . Com essas de�ni�c~oes podemos

mostrar que operadores hermitianos (observ�aveis) no formalismo da MQ correspondem a estados

isohermitianos na MHR.

Como caso particular, neste contexto os operadores isounit�arios
�

W 2 SU(2)� : H� ! H� satis-

fazem a rela�c~ao
�

W �
�

W y =
�

W y �
�

W = �, e todas as poss��veis transforma�c~oes n~ao-unit�arias em H
podem sempre ser escritas como operadores isounit�arios em H� . De fato, suponha que uma certa

transforma�c~ao U : H ! H n~ao seja unit�aria, i.e., UUy 6= I , onde I denota a identidade emM(2; C ).
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De�nindo U =
�

U��1=2, onde
�

U �e um operador isounit�ario (satisfazendo
�

U �
�

U y), segue que

UUy =
�

U��1=2(
�

U��1=2)y

=
�

U��1=2(��1=2)y
�

Uy

=
�

U��1
�

Uy

=
�

U �
�

Uy

= �; (5.47)

mostrando assim que o operador U �e isounit�ario.

De agora em diante introduzimos �-kets o � i, atrav�es da nota�c~ao

o i := ��1j i (5.48)

e tamb�em a isoequa�c~ao de autovalores, a ser usada mais tarde �e dada por

�

H � j
�

 i =
�

H��1j
�

 i =
�

E � j
�

 i = Ej
�

 i; (5.49)

onde j
�

 i �e elemento de H� e H denota um operador que age em H� .
Agora o exemplo de uma isotopia de SU(2) ser�a apresentado. Sabemos [San94b] que em geral

�algebras de Lie isot�opicas s~ao imagens de �algebras de Lie sob transforma�c~oes da a�c~ao adjunta de

elementos � 2M(2; C ) que n~ao est~ao em SU(2), i.e., ��y = � 6= I . De fato, sob essa transforma�c~ao,

o comutador entre dois operadores A;B que agem em H adquire a forma

�[A;B]�y = �(AB � BA)�y

= �A�y(��y)�1�B�y � �B�y(��y)�1�A�y

= A0��1B0 �B0��1A0; (5.50)

onde A0 = �A�y; B0 = �B�y; � = ��y. Isso pode ainda ser descrito em termos de C`3;0, j�a
que a conjuga�c~ao hermitiana � 7! �y emM(2; C ) se traduz na revers~ao � 7! ~� quando � 2 C`3;0.
Portanto perante a a�c~ao de C`�3;0, o comutador entre dois elementos de  ; � 2 C`3;0 �e mapeado em

�[ ; �] ~� = �( � � � )~�
=  0��1�0 � �0��1 0; (5.51)

onde  0 = � ~�; �0 = �� ~� e � = �~�. Obviamente quando � 2 Spin+(3), �~� = � = 1, e sendo isotopia

a pr�opria identidade, segue que C`�3;0 � C`3;0 nesse caso particular.
Vimos pelas eqs.(5.43) que as matrizes de Pauli, enquanto representa�c~oes de Spin+(3),! C`3;0

podem sofrer uma deforma�c~ao a partir de um elemento isot�opico, e de�nindo Æ := det ��1 e f(Æ)
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qualquer fun�c~ao n~ao-nula que satisfa�ca f(1) = 1, Santilli [San98] constr�oi em particular as repre-

senta�c~oes

�
�1 = f(Æ)

 
0 g11

g22 0

!
;

�
�2 = f(Æ)

 
0 �ig11
ig22 0

!
;

�
�3 = f(Æ)

 
g22 0

0 �g11

!
: (5.52)

Quando Æ > 0, a iso-representa�c~ao acima satisfaz as rela�c~oes

�
�i�

�1 ��k = if(Æ)"ijk
�
�k; (5.53)

e conseq�uentemente, para f(Æ) = Æ1=2 temos

[
�
�i;

�
�j ]� =

�
�i�

�1 ��j � �
�j�

�1 ��i = 2iÆ1=2"ijk
�
�k

�
�3 � j

�

 Ai = �Æ1=2 j
�

 Ai

(
�
� � ��) � j

�

 Ai = 3Æ j
�

 Ai; A = 1; 2; (5.54)

onde j
�

 Ai �e uma base do espa�co de representa�c~ao do grupo SU(2)� , isot�opico a SU(2), que satisfaz
a isonormaliza�c~ao h

�

 i o
�

 ji = Æij�.

Observa�c~ao I Al�em da possibilidade de que Æ > 0, onde SU(2)� �e homeomorfo a SU(2) (com-

pacto) existe tamb�em a possibilidade de que Æ � 0, o que no caso particular onde Æ < 0 temos

que SU(2)� �e homeomorfo a SU(1,1) (n~ao-compacto). Com isso o grupo isot�opico SU(2)� permite

a uni�ca�c~ao de todos os grupos de Lie 3-dimensionais simples da classi�ca�c~ao de Cartan sobre C .

Al�em disso, esse �e um exemplo de que levantamentos isot�opicos n~ao necessariamente preservam a

topologia [San98]. J

As isorepresenta�c~oes adjuntas padr~ao das matrizes de Pauli s~ao de�nidas como sendo aquelas

de�nidas pelas eqs.(5.52), onde o espectro dos autovalores �e o mesmo das matrizes de Pauli conven-

cionais, i.e., quando Æ = 1 nas eqs.(5.52). As matrizes

�
�1 =

 
0 g11

g22 0

!
;

�
�2 =

 
0 �ig11
ig22 0

!
;

�
�3 =

 
g22 0

0 �g11

!
; (5.55)

com g11 = g�122 = �, onde � �e um campo escalar, nos permitem veri�car que, ao de�nirmos os

iso-operadores de momento angular 2
�

Ji =
�
�i, segue que

[
�

J i;
�

Jj ]� = i"ijk
�

Jk;

�

J3 � j
�

 Ai = �1
2
j
�

 Ai;

(
�

J �
�

J) � j
�

 Ai =
3

4
j
�

 Ai (5.56)

Considere agora o isoestado j
�

 i = (j
�

 pi; j
�

 ni)T , onde cada uma das fun�c~oes que descreve respecti-

vamente as fun�c~oes de onda do pr�oton e do nêutron s~ao solu�c~oes da isoequa�c~ao de Dirac [San82].
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Ao escrevermos cada um dos estados j
�

 pi; j
�

 ni como

j
�

 pi =
�
��1=2

0

�
; j

�

 ni =
�

0

�1=2

�
; (5.57)

veri�camos que tais estados s~ao isoestados isonormalizados, satisfazendo

h
�

 i o
�

 ji = h
�

 ij��1j
�

 ji =
�

Æij ; i; j = p; n: (5.58)

�E �util agora nos restringirmos ao elemento � 2 SU(2) ' Spin+(3) quando ele �e diagonaliz�avel e

tem determinante igual a um. Dos in�nitos espa�cos isot�opicos tais que � = diag (�; ��1), �e poss��vel

selecionar um deles de tal maneira que, nesse espa�co, as massas do nêutron e do pr�oton sejam iguais,

e nesse caso portanto a simetria isospin SU(2) [Hua92, Itz80, Kak93, Pes95, Ryd96] �e exata. Para

tanto, mp�
�1 = mn�, o que implica que o parâmetro � �e dado por

� =

�
mp

mn

�1=2
� 0:999311 (5.59)

O operador de massa isot�opico �e de�nido como

�

M =

�
1

2
(�mp + ��1mn)� +

1

2
(�mp � ��1mn)

�
�3

�
�

=

 
��1mp 0

0 �mn

!
; (5.60)

que representa massa iguais
�
m = ��1mp = �mn no isoespa�co. Quando n~ao restringimos o valor de

�, como feito pela eq.(5.59), podemos fazer o limite quando � ! 1, e nesse caso �e imediato que o

operador de massa isot�opico �e reconduzido ao operador de massa usual, dado por

M =
1

2
(mp +mn)I +

1

2
(mp �mn)�3

=

 
mp 0

0 mn

!
: (5.61)

No espa�co f��sico em quest~ao os valores das massas convencionais das massas mp do pr�oton e mn do

nêutron s~ao obtidas atrav�es da isoequa�c~ao para autovalores

�

M � j
�

 i =M���1j
�

 i =M j
�

 i =
 
mp 0

0 mn

!
j
�

 i (5.62)

ou, de maneira equivalente, via isovalores esperados:

h
�

 p o
�

M o
�

 pi = mp; h
�

 n o
�

M o
�

 ni = mn: (5.63)

O operador carga el�etrica �e dado por [San98]

Q =
1

2
q(� +

�
�3); (5.64)
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onde q denota a carga do el�etron. As cargas no isoespa�co s~ao dadas por qp = ��1q e qn = 0, mas no

espa�co f��sico as cargas s~ao dadas por

h
�

 p oQ o
�

 pi = q; h
�

 n oQ o
�

 ni = 0: (5.65)

5.7 A �algebra do espa�co-tempo C`1;3

Considere uma base ortonormal fe0; e1; e2; e3g do espa�co-tempo R1;3 , onde e�e� + e�e� = 2��� =

2diag (1;�1;�1;�1). Um elemento arbitr�ario de � 2 C`1;3 �e escrito como � = c+ c�e� + c��e�� +

c���e��� + he0123; onde c; c
�; c�� ; h 2 R.

O 4-vetor (�ie0123) �e denotado por e5 e satisfaz (e5)2 = 1, al�em de anticomutar com os vetores

(e�e5 = �e5e�). Pela tabela de classi�ca�c~ao das �algebras de Cli�ord (Subsec. (1.8.6)) sabemos

que C`1;3 ' M(2; H ). A �m de obtermos uma representa�c~ao de C`1;3 em termos de matrizes com

entradas quaterniônicas, faremos uso do idempotente primitivo f = 1
2 (1 + e0). Um ideal minimal �a

esquerda da �algebra C`1;3 �e escrito como I1;3 = C`1;3f , cujos elementos s~ao da forma
� = (a1 + a2e23 + a3e31 + a4e12)f + (a5 + a6e23 + a7e31 + a8e12)e5f; (5.66)

onde

a1 = c+ c0; a2 = c23 + c023; a3 = �c13 � c013; a4 = c12 + c012;

a5 = �c123 + c0123; a6 = c1 � c01; a7 = c2 � c02; a8 = c3 � c03: (5.67)

J�a que e� = fe�f + fe�e5f � fe5e�f � fe5e�e5f; atrav�es da representa�c~ao matricial de e� 2 C`1;3
emM(2; H ) dada por

e0 =

 
1 0

0 �1

!
; e1 =

 
0 i

i 0

!
; e2 =

 
0 j

j 0

!
; e3 =

 
0 k

k 0

!
(5.68)

onde i; j; k s~ao unidades quaterniônicas, obtemos

f =

 
1 0

0 0

!
; e5f =

 
0 0

1 0

!
; (5.69)

e �nalmente com essas representa�c~oes �e poss��vel escrever � 2 C`1;3 emM(2; H ) como

� =

0BBBBBB@
(c+ c0) + (c23 + c023)i

+(�c13 � c013)j+ (c12 + c012)k

(�c123 + c0123) + (c1 � c01)i
+(c2 � c02)j+ (c3 � c03)k

(�c123 � c0123) + (c1 + c01)i+

(c2 + c02)j+ (c3 + c03)k

(c� c0) + (c23 � c023)i+
(�c13 + c013)j+ (c12 � c012)k

1CCCCCCA =

 
q1 q2

q3 q4

!
:

(5.70)

O grupo Spin+(1,3), de�nido no Cap. (1), na AC do espa�co-tempo C`1;3 �e dado por

Spin+(1; 3) = fR 2 C`+1;3 j R ~R = 1g (5.71)
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5.8 Isotopia C`
�
1;3 de C`1;3

Nesse caso a base fe�g de R1;3 satisfaz
�
e� � �e� + �

e� � �e� = 2����, e um elemento arbitr�ario de

�� 2 C`�1;3 pode agora ser escrito como

�� = c� + c� � �e� + c�� � �e� � �e� + c��� � �e� � �e� � �e� + h � �e0 � �e1 � �e2 � �e3;

onde c; c�; c�� ; c0123 2
�

R.

O iso-4-vetor (�i�e0��e1��e2��e3) �e denotado por e�5 e satisfaz e�5�e�5 = 1. Denotando f� =
1
2 (�+

�
e0),

um ideal minimal I�1;3 �a esquerda da �algebra isot�opica C`�1;3 �e escrito como C`�1;3 �f� , cujos elementos
s~ao da forma

�� = (a1 + a2 � �e2 � �e3 + a3
�
e3 � �e1 + a4

�
e1 � �e2) � f�

+(a5 + a6 � �e2 � �e3 + a7 � �e3 � �e1 + a8 � �e1 � �e2) � �e5 � f� ; am 2
�

C ; (5.72)

onde

a1 = c+ c0; a2 = c23 + c023;

a3 = �c13 � c013; a4 = c12 + c012;

a5 = �c123 + c0123; a6 = c1 � c01;

a7 = c2 � c02; a8 = c3 � c03:

(5.73)

J�a que
�
e� = f� � �e� � f� + f� � �e� � e�5 � f� � f� � e�5 �

�
e� � f� � f�e�5 �

�
e� � e�5 � f� e atrav�es da

representa�c~ao matricial de
�
e� 2 C`�1;3 emM(2; H )� segue que

�
e0 =

 
1 0

0 �1

!
� =

 
1 0

0 �1

! 
�0 �1

�2 �3

!
=

 
�0 �1

��2 ��3

!
;

�
e1 =

 
0 i

i 0

!
� =

 
0 i

i 0

! 
�0 �1

�2 �3

!
=

 
i�2 i�3

i�0 i�1

!
;

�
e2 =

 
0 j

j 0

!
� =

 
0 j

j 0

! 
�0 �1

�2 �3

!
=

 
j�2 j�3

j�0 j�1

!
;

�
e3 =

 
0 k

k 0

!
� =

 
0 k

k 0

! 
�0 �1

�2 �3

!
(5.74)

=

 
k�2 k�3

k�0 k�1

!
; (5.75)

obtemos

f� =

 
� 0

0 0

!
; e�5 � f� =

 
0 0

� 0

!
; (5.76)
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e �nalmente com essas representa�c~oes �e poss��vel escrever � 2 C`�1;3 emM(2; H )� como

�� =

0BBBBBB@
(c+ c0) + (c23 + c023)i

+(�c13 � c013)j+ (c12 + c012)k

(�c123 + c0123) + (c1 � c01)i

+(c2 � c02)j+ (c3 � c03)k

(�c123 � c0123) + (c1 + c01)i+

(c2 + c02)j+ (c3 + c03)k

(c� c0) + (c23 � c023)i+

(�c13 + c013)j+ (c12 � c012)k

1CCCCCCA �: (5.77)

O grupo Spin�+(1,3) na AC isot�opica do espa�co-tempo C`�1;3 �e dado por

Spin�+(1; 3) = fR 2 C`�+1;3 jR ~R = 1g: (5.78)

5.8.1 Iso-representa�c~oes n~ao-homogêneas de SU(3) em C`1;3(C )

Nem sempre uma sub�algebra de C`1;3 �e gerada por bivetores, e exibiremos agora dois exemplos de

como os geradores da �algebra de Lie su(3) podem ser constru��dos a partir de multicovetores formados

pela base fe�g da �algebra de Dirac C`1;3(C ). Para mais exemplos, veja, e.g., [Rom91, Chi89].

Exemplo 1

A �algebra de Lie su(3) �e gerada por

�1 =
1

2
(e01 + ie23); �2 =

1

2
(e02 � ie13);

�3 =
1

2
(e03 + ie12); �4 =

1

2
(e0 + ie012);

�5 =
1

2
(ie3 � e123); �6 =

1

2
(e023 + ie2);

�7 =
i

2
(e1 + e013); �8 =

ip
3
e5 +

1

2
p
3
e03 � i

2
p
3
e12: (5.79)

Al�em disso os elementos f�1; �2; �3g e �8 geram a sub�algebra su(2)� u(1).

Exemplo 2

A �algebra de Lie su(3) �e gerada por

�1 = � i
2
(e23 + ie023); �2 =

i

2
(e13 + e013);

�3 =
i

2
(e12 + e012); �4 =

1

2
(e5 + ie03);

�5 =
1

2
(e3 � ie123); �6 =

1

2
(e2 + ie01);

�7 =
1

2
(e1 � ie02); �8 =

i

2
p
3
(2e0 + ie12 � ie012); (5.80)

onde e5 = e0123. Os elementos f�1; �2; �3g e �8 geram a sub�algebra su(2)� u(1).
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5.8.2 Levantamentos isot�opicos de SU(3)

Com os exemplos acima que mostram como incluir a �algebra de Lie su(3) do grupo SU(3) em

C`1;3(C ), podemos construir o levantamento isot�opico SU(3)� ,! C`�1;3 da seguinte maneira:

SU(3)� : caso 1

Vimos no Cap. (2.107) que para uma base ortonormal feag de Rp;q ' TxM vale a rela�c~ao eaeb =

ea ^ eb, entre o produto de Cli�ord e o produto exterior. Denotando
�

e� por e�� , de�nimos aqui o

levantamento isot�opico su(3)� de su(3), que gera o grupo isot�opico SU(3)� como de

�1� =
1

2
(e0�

�^ e1� + ie2�
�^ e3�); �2� =

1

2
(e0�

�^ e2� � ie1�
�^ e3�);

�3� =
1

2
(e0�

�^ e3� + ie1�
�^ e2�); �4� =

1

2
(e0� + ie0�

�^ e1�
�^ e2� ; )

�5� =
1

2
(ie3� � e1�

�^ e2�
�^ e3�); �6� =

1

2
(e0�

�^ e2�
�^ e3� + ie2�);

�7� =
i

2
(e1� + e0�

�^ e1�
�^ e3�); �8� =

ip
3
e5� +

1

2
p
3
e0�

�^ e3� �
i

2
p
3
e1�

�^ e2� ; (5.81)

onde e5� := �ie0�
�^ e1�

�^ e2�
�^ e3� . Al�em disso os elementos f�1� ; �2� ; �3�g e �8� formam a sub�algebra

isot�opica su(2)� � u(1)� .

SU(3)� : caso 2

Fazendo o levantamento isot�opico de su(3) apresentado no Exemplo 2 acima, temos

�1� = � i
2
(e2�

�^ e3� + ie0�
�^ e2�

�^ e3�); �2� =
i

2
(e1�

�^ e3� + e0�
�^ e1�

�^ e3�);

�3� =
i

2
(e1�

�^ e2� + e0�
�^ e1�

�^ e2�); �4� =
1

2
(e5� + ie0�

�^ e3�);

�5� =
1

2
(e3� � ie1�

�^ e2�
�^ e3�); �6� =

1

2
(e2� + ie0�

�^ e1�);

�7� =
1

2
(e1� � ie0�

�^ e2�); �8� =
i

2
p
3
(2e0� + ie1�

�^ e2� � ie0�
�^ e1�

�^ e2�): (5.82)

De posse dos geradores f�a� ; �a�g � fa da �algebra de Lie isot�opica su(3)� , os geradores do grupo de

Lie isot�opico SU(3)� s~ao constru��dos a partir da isoexponencia�c~ao de�nida por

exp(
�

�a �fa);
�

�a 2
�

C : (5.83)

5.9 Levantamento isot�opico SU�(n) do grupo SU(n)

A hip�otese MIC a�rma que toda �algebra de Lie �e isomorfa �a �algebra das 2-formas em uma �algebra

de Lie(-Cli�ord) (C`p;q; [ ; ]) de dimens~ao su�ciente [Sob84]. J�a provamos tal a�rma�c~ao para o
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grupo SO(p; q) ' (�2(Rp;q ); [ ; ]) no Cap. (1). O grupo SU(n) sempre pode ser constru��do na

�algebra de Cli�ord C`2n, tomando-se uma base feag2na=1 de R2n , com e2a = 1 e de�nindo as 2-formas

Epq = ep ^ eq + ep+n ^ eq+n

F pq = ep ^ eq+n � ep+n ^ eq

Hr = er ^ er+n � er+n+1 ^ er+n+1 (5.84)

para p; q = 1; : : : ; n, p 6= q e k = 1; : : : ; n� 1. �E imediato veri�car que as express~oes

[Epq ; Est] = 2Eqt; [Epq ; F pq ] = �2Hq; [Epq ; Est] = 0; [Hq; Hp] = 0; (5.85)

e tamb�em

[F pq ; F ps] = 2Eqs; [Hp; Epq ] = �2F pq; [F pq ; F st] = 0; [Hp; Eqs] = 2F qs; (5.86)

onde o �ultimo comutador �e n~ao-trivial apenas quando q = p + 1, de�nem completamente o grupo

SU(n) [Rom91, Ada69, Fuc97].

Da mesma maneira que SU(n) �e gerado por fEpq ; F pq; Hrg, os geradores do seu levantamento

isot�opico SU�(n) s~ao agora escritos a partir do produto exterior isot�opico de�nido pela eq.(5.30),

denotando-se em� =
�

em como

Epq� = ep�
�^ eq� + ep+n�

�^ eq+n�

F pq� = ep�
�^ eq+n� � ep+n�

�^ eq�
Hr
� = er�

�^ er+n� � er+n+1�

�^ er+n+1� ; (5.87)

Para p; q = 1; : : : ; n, p 6= q e k = 1; : : : ; n� 1, as express~oes

[Epq� ; E
st
� ]� = 2Eqt� ; [Epq� ; F

pq
� ]� = �2Hq

� ; [Epq� ; E
st
� ]� = 0; [Hq

� ; H
p
� ]� = 0; (5.88)

e tamb�em

[F pq� ; F ps� ]� = 2Eqs� ; [Hp
� ; E

pq
� ]� = �2F pq� ; [F pq� ; F st� ]� = 0; [Hp

� ; E
qs
� ]� = 2F qs� ; (5.89)

onde novamente o �ultimo comutador �e n~ao-trivial apenas quando q = p+1, de�nem completamente

o grupo SU�(n).

5.10 Simetria de sabor SU(3) exata

Considere uma base fj �i; j di; j sig do espa�co que carrega a representa�c~ao fundamental do grupo
SU(3), em um espa�co de Hilbert H. Da mesma maneira que o isospin foi considerado uma simetria

exata de SU(2), onde o pr�oton e o nêutron possuem massas iguais no isoespa�co a partir do levan-

tamento isot�opico SU(2)� de SU(2), podemos tamb�em descrever a simetria de sabor do tipo SU(3),

entre os quarks u; d e s, de maneira que eles tenham a mesma massa, no isoespa�co.
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A �m de introduzir as isomatrizes de Gell-Mann no contexto das matrizes de Gell-Mann,

introduzimo-las como

�

�1 = Æ�1=2

0B@ 0 g11 0

g22 0 0

0 0 0

1CA ;
�

�2 = Æ�1=2

0B@ 0 �ig11 0

ig22 0 0

0 0 0

1CA ;

�

�3 = Æ�1=2

0B@g11 0 0

0 �g22 0

0 0 0

1CA ;
�

�4 = Æ�1=2

0B@ 0 0 g11

0 0 0

g33 0 0

1CA ;

�

�5 = Æ�1=2

0B@ 0 0 �ig11
0 0 0

ig33 0 0

1CA ;
�

�6 = Æ�1=2

0B@0 0 0

0 0 g22

0 g33 0

1CA ;

�

�7 = Æ�1=2

0B@0 0 0

0 0 �ig22
0 ig33 0

1CA ;
�

�8 =
Æ�1=2p

3

0B@g11 0 0

0 g22 0

0 0 �2g33

1CA : (5.90)

As isomatrizes de Gell-Mann satisfazem as propriedades

[
�

�a;
�

�b]� = 2ifabcÆ
�1=2

�

�c; (5.91)

onde as constantes de estrutura fabc s~ao dadas por f123 = 2f147 = �2f156 = 2f246 = 2f257 = 2f345 =

�2f367 = 2f458=
p
3 = 2f678=

p
3 = 1 [RPP04, Itz80, Ryd96, Wei95].

Escolhemos o operador � = diag(g11; g22; g33) com a condi�c~ao de que ele tenha determinante igual

a um, de maneira que as isomatrizes de Gell-Mann sejam uma iso-representa�c~ao adjunta padr~ao

[San78, San79a, San93]. Assim,

� = diag(��1; ��1; ��); �; � 2 R: (5.92)

A partir dessa escolha, os isoestados isonormalizados s~ao dados por

j
�

 �i =

0B@ ��1=2

0

0

1CA ; j
�

 di =

0B@ 0

��1=2

0

1CA ; j
�

 si =

0B@ 0

0

(��)1=2

1CA (5.93)

satisfazendo as rela�c~oes h
�

 i o
�

 ji = Æij�.

O operador de massa em SU(3) �e dado por

M =
1

3
(mu +md +ms)I +

1

2
(mu �md)�3 +

p
3

6
(mu +md � 2ms)�8

=

0B@mu 0 0

0 md 0

0 0 ms

1CA :
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Agora, o levantamento isot�opico SU(3)� de SU(3) possui operador de massa dado por

�

M =

 
1

3
(mu +md +ms)� +

1

2
(mu �md)

�

�3 +

p
3

6
(mu +md � 2ms)

�

�8

!
�

=

0B@��1mu 0 0

0 ��1md 0

0 0 ��ms

1CA :

Nos limites � ! 1 e � ! 1, veri�ca-se que
�

M ! M . Vinculamos agora os parâmetros �; �

que comp~oem a isounidade �, de modo que no isoespa�co os quarks u; d e s tenham massas iguais
�
m = ��1m� = ��1md = ��ms. Portanto os parâmetros �; � s~ao fun�c~oes das massas dos quarks

u; d e s, sendo dados por

� =

�
m2
u

msmd

�1=3
; � =

�
m2
d

msmu

�2=3

: (5.94)

Tomando os valores das massas na eq.(5.1) [RPP04], p.37, obtemos os limites para os poss��veis

valores de � e �:

0:1599 � � � 0:3066 2:9629 � � � 6:1898 (5.95)

A exatid~ao, ou mesmo uma melhor aproxima�c~ao dos valores de � e � dependem da precis~ao na

determina�c~ao das massas mu;md e ms.

Analogamente ao caso do isospin SU(2), no espa�co f��sico os valores convencionais das massas dos

quarks u; d e s s~ao dadas pela isoequa�c~ao para os autovalores

�

M � j
�

 i =M���1j
�

 i =M j
�

 i =

0B@mu 0 0

0 md 0

0 0 ms

1CA j � i (5.96)

ou, de maneira equivalente, via isovalores esperados:

h
�

 u o
�

M o
�

 ui = mu; h
�

 d o
�

M o
�

 di = md; h
�

 s o
�

M o
�

 si = ms: (5.97)

O operador de hipercarga Y �e naturalmente estendido ao espa�co isot�opico, e �e dado por

�

Y =
1

2
p
3

�

�8 =
1

2
p
3

0B@��1 0 0

0 ��1 0

0 0 �2(��)

1CA ; (5.98)

enquanto a componente z do isospin I3 �e dada por

1

2

�

�3 =

0B@� 0 0

0 �� 0

0 0 0

1CA : (5.99)



164 5.11 Simetria de sabor SU(6) isot�opica exata

De fato, os isovalores esperados para as quantidades acima s~ao dadas por

Y (u) = h
�

 u o Y o
�

 ui = 1

6
; Y (d) = h

�

 d o Y o
�

 di = 1

6
;

Y (s) = h
�

 s o Y o
�

 si = �1
3

(5.100)

e

I3(u) = h
�

 u o I3 o
�

 ui = 1

2
; I3(d) = h

�

 d o I3 o
�

 di = �1
2
;

I3(s) = h
�

 s o I3 o
�

 si = 0: (5.101)

O operador de carga el�etrica �e obviamente dado por

Q = Y + I3 (5.102)

5.11 Simetria de sabor SU(6) isot�opica exata

Efetuando-se o mesmo processo descrito na se�c~ao anterior, s�o que neste caso para obter uma simetria

exata de sabor para os seis quarks, fazemos

�

M =M� = diag (��1mu; �
�1md; Æ

�1ms; �
�1mc; �

�1mb; ��Æ�� mt)

� diag (
�
m;

�
m;

�
m;

�
m;

�
m;

�
m)

onde dessa vez a isounidade �e dada por � = diag (��1; ��1; Æ�1; ��1; ��1; ��Æ��).

A �m de que as massas dos seis quarks sejam iguais no isoespa�co, os parâmetros �; �; Æ; �; � que

entram na de�ni�c~ao da isounidade devem ser fun�c~oes das massasmu;md;ms, mc;mb;mt dos quarks,

dadas pelas seguintes express~oes, juntamente com seus limites segundo a precis~ao fenomenol�ogica

vigente [RPP04].

1:6421� 10�5 � � =

�
m5
dms

mcmbmtm3
u

�1=2
� 1:25782� 10�3

3:28419� 10�5 � � =

�
m3
dms

mcmbmtmu

�1=2
� 1:40257� 10�4

1:28817� 10�6 � Æ =

�
m5
d

mcmbmtmums

�1=2
� 1:85009� 10�5

9:73095� 10�8 � � =

�
m5
dms

mbmtmum3
c

�1=2
� 1:64064� 10�5

2:08097� 10�8 � � =

�
m5
dms

mcm3
bmtmu

�1=2
� 4:24725� 10�7
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5.12 M�esons e b�arions no isoespa�co

Denotando j i um estado que descreva qualquer um dos seis quarks, o levantamento isot�opico induz

os m�esons, descritos por j i
 �j i, e os b�arions, descritos por j i
 j i
 j i, a terem suas part��culas

correspondentes no isoespa�co, atrav�es da prescri�c~ao

j
�

 i 
� j
�

 i (5.103)

para os m�esons, e

j
�

 i 
� j
�

 i 
� j
�

 i; (5.104)

no caso dos b�arions, ao de�nirmos o produto isotensorial 
� entre campos espinoriais de C 
 C`1;3
por

( � ) 
� ( � ) := ��1( � ) 
 ( � )(�̂�1e0)� (5.105)

O isom�eson pode ser expresso por

isom�eson = ��1 m�eson (�̂�1e0)� (5.106)

5.13 Eletromagnetismo em meios lineares: o v�acuo isot�opico

Vimos no Cap. (3) que o tensor constitutivo associado a qualquer meio linear pode ser expresso

a partir da m�etrica `efetiva' do espa�co-tempo, enquanto que o processo inverso, de destila�c~ao da

m�etrica a partir do tensor constitutivo, pode ser visto em [Heh99]. Veremos agora como a partir de

uma isotopia apropriada da m�etrica g do espa�co-tempo seremos capazes de descrever toda a teoria

eletromagn�etica em meios lineares como o eletromagnetismo no v�acuo associado ao espa�co isot�opico.

Considere a m�etrica de Minkowski � : Tx(R
1;3 )�Tx(R1;3 )! R, dada por � = diag (1;�1;�1;�1).

Quando o levantamento isot�opico da �algebra pode ser feito com base na geometria do espa�co, de

acordo com o teorema 1 em [San83a], a isotopia �e ent~ao feita a partir da m�etrica, da seguinte maneira:

� 7! ��1(x)� := gx � g(x) : TxM � TxM ! R; (5.107)

onde g �e a m�etrica que mune uma variedade pseudo-riemanniana M arbitr�aria. Tal isotopia induz

a isotopia entre �algebras de Cli�ord

C`(R1;3 ; �) 7! C`(TxM; g): (5.108)

Portanto nesse caso o elemento isot�opico ��1 �e de�nido como sendo uma deforma�c~ao que leva a

m�etrica de Lorentz que mune o espa�co-tempo de Minkowski a uma m�etrica arbitr�aria.

Agora, tomando o caminho inverso, podemos a partir de uma isotopia, onde o elemento isot�opico

��1(x) �e dado pela isounidade �(x), de�nir um levantamento isot�opico de tal maneira que o produto

g(x)�(x) seja igual �a m�etrica �, a partir da seguinte isotopia:

g(x) 7! �(x)g(x) � � : Tx(R1;3 )� Tx(R1;3 )! R; (5.109)
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Com isso o tensor constitutivo associado � a um meio linear arbitr�ario, de�nido implicitamente

atrav�es da eq.(3.171) �e levantado isotopicamente ao tensor constitutivo �0 associado ao v�acuo, dado

pela eq.(3.170), j�a que o tensor constitutivo �e fun�c~ao da m�etrica do espa�co-tempo.

Nesse caso a rela�c~ao constitutiva dada atrav�es da eq.(3.162) torna-se diagonal, com elementos

dados pela eq.(3.163). Assim as equa�c~oes de Maxwell s~ao dadas como na eq.(5.110) por

div E� = ��

rot B� = @0E
� + j�

rot E� = �@0B�

div B� = 0; (5.110)

onde denotando
�
e
i

= ei� , os isocampos s~ao dados por E� = E�i � ei� 2 �1
�(T

�
x�), B = B�ij � ei�

�^ ej� 2
sec�2

�(T
�
x�), j = j�ij � ei�

�^ ej� 2 sec�2
�(T

�
x�) �e a isodensidade de corrente e � 2 sec�3(T �x�

�) �e a

isodensidade de carga el�etrica associada.



Cap��tulo 6

Conclus~oes e Perspectivas

A classi�ca�c~ao do ELKO como um campo espinorial bandeira pode esclarecer alguns aspectos bem

peculiares do ELKO. Uma grande classe de intera�c~oes entre, de um lado b�osons e f�ermions, e de

outro campos quânticos fermiônicos baseados em autospinors do operador de conjuga�c~ao de carga

que apresentam helicidade dual, descritos pelo ELKO, �e proibida, embora a intera�c~ao entre o ELKO

e o b�oson de Higgs seja permitida. Ahluwalia-Khalilova prop~oe a identi�ca�c~ao do ELKO com a

mat�eria escura [Ahl04], cuja veri�ca�c~ao fenomenol�ogica se baseia em um colapso de uma nuvem de

mat�eria escura (de massa de propor�c~oes gal�acticas) induzido gravitacionalmente. Três diferentes ar-

gumentos semi-quantitativos, respectivamente baseados em a) processos de autointera�c~ao do ELKO,

b) resultados utilizando-se o b�oson de Higgs e c) resultados acerca da F��sica na escala de Planck

[Ahl04], indicam a massa do ELKO, que apresenta respectivamente 3 keV, 1.2 MeV e 0.5 TeV como

limites inferiores. Considera�c~oes acerca da abundância primordial do ELKO e v�arias observa�c~oes

astrof��sicas sugerem por sua vez uma massa de 20 MeV para o ELKO. Alguns experimentos sugerem

indiretamente tamb�em o aspecto n~ao-local de fenômenos f��sicos [Ath96], extrapolados em [Ahl04]

para o ELKO. Todos esses aspectos poder~ao ser descritos no contexto de TQCs em espa�cos munidos

de uma geometria n~ao-comutativa [Con94]. Esperamos ainda juntamente com Ahluwalia-Khalilova

investigar os aspectos dinâmicos do ELKO e sua poss��vel rela�c~ao com a mat�eria escura.

A quest~ao acerca do ELKO �e bem mais abrangente, j�a que, como provamos no Cap. (1), o ELKO

pertence �a classe 5 conforme a classi�ca�c~ao de Lounesto, dos campos espinoriais bandeira. Como

provado em [Roc04a], tais tipos de campos espinoriais generalizam a bandeira de Penrose, a partir

da constru�c~ao de uma bandeira via o formalismo dos spinors puros. Al�em disso a rela�c~ao entre o

formalismo dos twistors e o das bandeiras emerge naturalmente a partir da identi�ca�c~ao do twistor

como um elemento do espa�co homogêneo SO(2n)/U(n) [Roc04a]. V�arias quest~oes permanecem em

aberto e ser~ao palco de nossas futuras investiga�c~oes.

Utilizamos gradua�c~oes arbitr�arias de �algebras de Cli�ord para generalizar a decomposi�c~ao do

espa�co-tempo em uma superposi�c~ao de in�nitas fatias espaciais, cada uma em um tempo �xo. Tal

decomposi�c~ao consiste de fato de uma folhea�c~ao local do espa�co-tempo. Baseados em uma Z2-

gradua�c~ao induzida por um automor�smo interno de C`p;q, decompomos o operador de Dirac em

167
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componentes paralela e ortogonal, mostrando como cada uma das componentes est�a relacionada �a

derivada de Lie ao longo do vetor-decomposi�c~ao e ao bivetor-decomposi�c~ao momento angular. As

proje�c~oes paralelas e ortogonais s~ao introduzidas, via automor�smos internos induzidos por campos

multivetoriais, ao inv�es de simplesmente campos vetoriais, generalizando ainda mais o formalismo

at�e ent~ao apresentado. Introduzimos uma outra �-gradua�c~ao (dual) completamente equivalente �a

�-gradua�c~ao �( ) = n ̂n�1,  2 C`p;q, inicialmente escolhida. Mostramos que tal �-gradua�c~ao

dual �e equivalente �a decomposi�c~ao do espa�co-tempo, s�o que agora em termos do elemento de vo-

lume associado �a sub�algebra �-par. O operador de Dirac �e ent~ao calculado em cada uma dessas

decomposi�c~oes completamente duais. Al�em disso os automor�smos internos multivetoriais que ge-

neralizam a �-gradua�c~ao conhecida s~ao apresentados. Exibimos todas as decomposi�c~oes induzidas

pelos automor�smos internos multivetoriais para elementos de C`1;3. Tais automor�smos podem

fazer com que as proje�c~oes redutivas introduzidas na Subsec. (4.7.2) surjam naturalmente a partir

de uma escolha particular do multivetor decomposi�c~ao, como por exemplo a proje�c~ao ilustrada na

decomposi�c~ao so(7) 7! so(6) 7! su(3)� u(1). Dessa maneira por exemplo o grupo `eletroforte', uti-

lizado por Joyce [Joy02, Joy03] pode ser extra��do de C`0;7. Como j�a vimos nos Caps. (4) e (5) que

os grupos SO(n) e SU(n) podem ser expressos dentro da �algebra de Cli�ord ou equivalentemente,

dentro da �algebra exterior, esperamos formalizar tais proje�c~oes dentro do formalismo da decom-

posi�c~ao induzida por automor�smos multivetoriais. Tais proje�c~oes s~ao completamente respons�aveis

pela descri�c~ao alg�ebrica dos mecanismos de quebra de simetria em TQCs.

A cinem�atica relativ��stica e a dedu�c~ao das leis de evolu�c~ao para a massa e o spin de uma part��cula-

teste nas vizinhan�cas de um buraco negro de Reissner-Nordstr�m s~ao descritas no formalismo da

decomposi�c~ao das ACs desenvolvido. Em particular, tais leis de evolu�c~ao generalizam para a m�etrica

de Reissner-Nordstr�m os resultados em [Khr96, Khr98] obtidos anteriormente para buracos negros

neutros, no contexto da m�etrica de Schwarzschild. Al�em disso, nossos resultados s~ao bem mais

concisos que aqueles obtidos em [Gem00]. O pr�oximo passo �e naturalmente obter as leis que regem a

evolu�c~ao da massa e do spin de uma part��cula-teste em um buraco-negro de Kerr, onde o momento

angular �e diferente de zero (embora seja neutro) e para um buraco negro mais geral, onde o momento

angular e a carga el�etrica s~ao n~ao-nulos.

Nesse sentido nosso formalismo se mostra bastante �util para desenvolvermos um pouco mais o

que j�a �zemos [Roc05c, Roc05d]. Al�em de uma obten�c~ao livre de ��n dices das equa�c~ao de campos

na brana, podemos trabalhar dentro do paradigma de um universo tipo-brana, que diz que nosso

universo est�a imerso em um espa�co-tempo com no m��nimo uma dimens~ao a mais, e isso pode explicar

a quest~ao da hierarquia: o porquê de a gravidade ser t~ao fraca quando comparada �as demais for�cas.

V�arios modelos podem muito bem serem testados em aceleradores de part��culas. Nesse contexto

o universo pode ser descrito como sendo uma variedade de quatro dimens~oes e assinatura 1 +

3, denominada brana, imersa em um espa�co-tempo com 1 + 3 + Æ dimens~oes, denominada bulk,

onde Æ �e o n�umero de dimens~oes extras. Essa id�eia tem sua origem nos anos de 1890, quando

Heinrich R. Hertz [Her94] e Luther P. Eisenhart [Eis29] propuseram que as trajet�orias de um sistema

conservativo na dinâmica cl�assica podem ser correspondidas injetivamente �as geod�esicas de uma

variedade riemanniana com apenas uma �unica dimens~ao a mais [Bar94]. Depois, em 1920, a segunda
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tentativa para se incluir dimens~oes extras em uma teoria f��sica foi feita por Theodor Kaluza e

Oskar Klein [Kal97, Kal26], que sugeriram a uni�ca�c~ao do eletromagnetismo e da gravidade em

uma �unica formula�c~ao geom�etrica, envolvendo uma dimens~ao extra que, quando compacti�cada, �e

respons�avel por um �unico formalismo que descreve a simetria de Lorentz e a simetria eletromagn�etica

U(1) simultaneamente. Mas as dimens~oes extras ainda permanecem at�e o momento inacess��veis aos

experimentos. Teorias de Kaluza-Klein (KK) e de cordas indicam a introdu�c~ao de dimens~oes extras

compactas [Cam97] de pequeno raio e magnitude da ordem da escala de Planck lP � 10�33 cm. Essa

dimens~oes extras inacess��veis, pelo menos por enquanto, podem ser t~ao `grandes' quanto a escala

de mil��metros, implicando desvios da lei de Newton gravitacional nessas escalas. Em escalas abaixo

de 1 mm, objetos podem estar gravitando em mais dimens~oes e as for�cas eletromagn�etica, fraca e

forte, al�em de toda a mat�eria no universo, estariam na brana, e somente gravitons seriam capazes

de deixar a superf��cie e se mover ao longo do bulk [Gre87, Die97, Kak00, Kit97].

A energias baixas a gravidade �e localizada na brana e a teoria da relatividade geral �e recuperada,

mas sob altas energias, mudan�cas signi�cantes s~ao introduzidas na dinâmica gravitacional, for�cando a

relatividade geral a dar lugar a uma teoria da gravidade quântica [Rov97]. Uma raz~ao plaus��vel para

que a for�ca gravitacional pare�ca t~ao \fraca" �e sua poss��vel dilui�c~ao na dimens~oes extras, onde p-branas

[?, Die97, Kak00, Kit97, Bas00, Tow96] est~ao imersas. p-branas [Iva93, Tac89] s~ao bons candidatos

para universos tipo-brana pelo fato de que possuem simetrias de calibre [Die97, Kak00, Kit97] e

portanto incorporam a teoria da gravidade quântica automaticamente.

Ao usarmos teorias 5-dimensionais sobre variedades munidas da m�etrica de Randall-Sundrum

(RS), o espectro das perturba�c~oes gravitacionais correspondentes possuem um estado ligado sem

massa na brana, e tamb�em um cont��nuo de modos sobre a variedade 5-dimensional na qual a brana

est�a imersa. Esses modos introduzem pequenas corre�c~oes a pequenas distâncias, e a introdu�c~ao de

dimens~oes extras compacti�cadas n~ao afeta a localiza�c~ao dos campos fermiônicos que descrevem a

mat�eria. Contudo, no caso massivo os estados ligados s~ao inst�aveis e podem alcan�car as dimens~oes

extras. Podemos mostrar que esse �e exatamente o caso para objetos massivos astrof��sicos, onde

estrelas de alta energia e seu processo de colapso gravitacional, que pode originar buracos-negros,

nos leva a desvios do problema da relatividade geral em 4D. Podemos explorar a id�eia de que, se os

buracos-negros e especialmente os buracos-negros supermassivos (BNSM) presentes nos n�ucleos de

gal�axias e quasares, causam desvios na relatividade geral 4D de fato, essas corre�c~oes podem causar

tamb�em pequenos desvios nas propriedades dos BNSM. Conseq�uentemente, corre�c~oes na teoria de

acres�c~ao que suporta o processo radiativo de quasares e o uxo radioativo observado podem indicar

os desvios no raio de compacti�ca�c~ao do universo AdS5.

No modelos apresentado em [Roc05c, Roc05d] a varia�c~ao da luminosidade de quasares tem suas

origens em efeitos extra-dimensionais em modelos de Randall-Sundrum (RS) [Ran99a, Ran99b].

Al�em de investigarmos tais efeitos para buracos-negros que exibem rota�c~ao (buracos-begros de Kerr),

onde a varia�c~ao da luminosidade �e da ordem dentro do limite de 0:013 at�e aproximadamente 5

luminosidades solares tamb�em veri�camos �sicamente efeitos que levam �a diferen�ca entre as an�alises

relativas de buracos-negros est�aticos (Schwarzschild) e com rota�c~ao (Kerr) �a luz do fenômeno de

arrastamento de referenciais. Com esses fatos vemos que podemos medir o raio externo de um BN
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de Kerr, veri�cando que tal raio �e de fato maior que o raio cl�assico de Kerr. Isso nos traz novas

id�eias e perspectivas, como a estimativa do tempo necess�ario para um BN de massa solar crescer at�e

o limite de um BNSM, o que naturalmente esclareceria um pouco mais da hist�oria das gal�axias no

universo em tempos remotos.

Os pr�oximos passos s~ao o c�alculo da varia�c~ao da luminosidade de quasares formados por BNs de

Reissner-Nordstr�m (RN) geometry. Nesse contexto, mini-BNs possuem um comportamento efetivo

do tipo RN behavior sob a a�c~ao do potencial gravitacional potential, podendo estar sob a a�c~ao de um

potencial associado �a gravidade em um espa�co-tempo 5-dimensional. Buracos-negros de RN s~ao mais

sens��veis a efeitos extra-dimensionais em modelos tipo-brana de RS, o que nos d�a a oportunidade de

investigar tamb�em a produ�c~ao de mini-BNs no LHC.

A equa�c~ao de Dirac para uma �-gradua�c~ao associada �a decomposi�c~ao do espa�co-tempo atrav�es

de automor�smos internos �e apresentada de uma maneira bem concisa. Al�em de mostrarmos que

o campo espinorial de Dirac �e descrito pela soma de dois quat�ernions, escrevemos a equa�c~ao de

Dirac, comparando nossos resultados com aqueles j�a obtidos recentemente, tamb�em baseados em

�-gradua�c~oes induzidas pelas representa�c~oes idempotentes padr~ao, quiral (Weyl) e Majorana da

�algebra C 
 C`1;3 emM(4; C ) [Mos02].

O espa�co de Peano �e a arena natural para se introduzir �algebras exterior, de Grassmann e

subseq�uentemente �algebras de Cli�ord no contexto do produto regressivo. Al�em de munir �algebras

exteriores com quiralidade, mostramos que o colchete de Rota �e bastante apropriado para se de�nir a

estrutura Z2�Z2-graduada da �algebra exterior estendida, onde uma Z2-gradua�c~ao est�a relacionada
aos subespa�cos pares e ��mpares com respeito �a involu�c~ao graduada, e a outra Z2-gradua�c~ao indica

a quiralidade/aquiralidade das formas diferenciais. A introdu�c~ao de diferentes unidades, 1 e ",

relacionadas a cada uma das c�opias (quiral e aquiral) do espa�co vetorial V ' Rp;q nos fornece, a

partir do uso do Teorema da Periodicidade1, a possibilidade da imers~ao de ambas as c�opias quiral e

aquiral da AC C`p;q em C`p+1;q+1. Da�� surge naturalmente o formalismo adequado usado em v�arias

aplica�c~oes �a F��sica, por exemplo as transforma�c~oes conformes e a teoria dos twistors. A partir da

imers~ao Rp;q ,! Rp;q � "Rp;q , a AC estendida associada a C`p;q �e a AC C`p+1;q+1. O formalismo

das �algebras de Grassmann estendidas e ACs estendidas mostram-se apropriadas para descrever as

rela�c~oes constitutivas na teoria eletromagn�etica. A Proposi�c~ao 3.1 descreve uma rela�c~ao quiral entre

co-formas diferenciais (sob o produto regressivo) e formas (sob o produto progressivo). Quando o

produto regressivo �e usado, provamos que o operador dual de Hodge agindo em k-formas resulta

em uma k-co-forma intrinsecamente munida de quiralidade somente se k for um n�umero natural

par ou k = 0. Al�em disso, o elemento de volume relativo ao contraespa�co, com respeito ao produto

regressivo, �e um escalar ou pseudoescalar dependendo se a dimens~ao do espa�co vetorial associado ao

espa�co de Peano �e respectivamente ��mpar ou par. O produto de Cli�ord dual �, de�nido em termos

do produto regressivo sobre o contraespa�co, �nalmente completa a descri�c~ao do contraespa�co.

Mostramos ainda que o complexo de de Rham associado ao operador codiferencial em rela�c~ao ao

produto regressivo �e formado por subespa�cos quirais e aquirais subseq�uentemente alternados. Esse

fato �e surpreendente, no sentido que tomando a dualidade da �algebra exterior do espa�co, obtemos a

1C`p+1;q+1 ' C`p;q 
 C`1;1.
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�algebra exterior do contraespa�co, mas o processo inverso produz a �algebra exterior do espa�co, cujos

subespa�cos homogêneos pares [��mpares] s~ao quirais [aquirais] dependendo da dimens~ao do espa�co

vetorial original. Ao introduzirmos a quiralidade na �algebra exterior a dualidade �e apenas uma

pseudo-dualidade.

A partir do Princ��pio da Intera�c~ao (PI) obtido por Crumeyrolle como uma generaliza�c~ao do

Princ��pio de Trialidade (PTri), constru��mos a parte translacional da super�algebra de Poincar�e utili-

zando somente o formalismo alg�ebrico e geom�etrico. Embora o PI n~ao apresente um automor�smo

de ordem 3 que permuta ciclicamente os subespa�cos semiespinoriais e vetorial 8-dimensionais, ainda

assim podemos munir o espa�co vetorial (constitu��do pela soma de Rn com subespa�cos da �algebra

de Cli�ord C`n) do produto de Chevalley, e embora o Princ��pio de Intera�c~ao n~ao seja mais v�alido

apenas para dimens~ao 8, como o PTri, o PI tem em sua estrutura ainda a permuta�c~ao c��clica entre

Rn e subespa�cos de uma AC, como descrito pelas eqs.(3.192) e (3.193). O pr�oximo passo �e obter

as rela�c~oes que completam as regras de comuta�c~ao e anticomuta�c~ao da SAP a �m de se incorporar

tamb�em os operadores de momento angular.

Generalizamos os produtosX eXY , introduzindo os produtos Æ� : O�O ! O e Æ�;� : O�O ! O ,
onde �; � 2 C`0;7 s~ao elementos �xos, mas arbitr�arios de C`0;7. Introduzimos tamb�em novas unida-

des octoniônicas que s~ao parametrizadas por �, associadas ao produto-(1; �). Conseq�uentemente,

produzimos uma c�opia de O munida do produto-(1; �), al�em de estender os produtos Æ� , Æ1;� e Æ�;�
de maneira a descrever produtos octoniônicos entre octonions e multivetores, ou mesmo tais pro-

dutos n~ao-associativos entre multivetores: O � C`0;7 ! O , C`0;7 � O ! O e C`0;7 � C`0;7 ! O .
Introduzimos tamb�em um produto octoniônico entre multivetores. Mostramos que as �algebras O� e

OB�� s~ao equivalentes, j�a que esta origina aquela a partir da itera�c~ao de produtos-�. Os produtos

� : C`0;7 � O ! O e � : O � C`0;7 ! O s~ao associativos-graduados, indicando imediatamente o

surgimento de uma estrutura supersim�etrica a partir desses produtos. Algumas �algebras mais gerais

podem ser constru��das a partir de �algebras mais simples, como as constru�c~oes expl��citas dadas pela

eq.(4.63). Embora possamos mostrar que os produtos � : C`0;7 � O ! O e � : O � C`0;7 ! O sejam

equivalentes, em certo sentido, �as a�c~oes �a esquerda e �a direita introduzidas por [Dix94a], nossa nova

abordagem nos permite generalizar tais a�c~oes de maneira a sermos capazes de descrever todos os

produtos introduzidos no Cap. (4).

Estendemos o formalismo de Dixon para o Modelo Padr~ao de maneira a incluir o produto Æ1;� .
Descrevemos as matrizes de Gell-Mann a partir da a�c~ao de bivetores formados pelas unidades oc-

toniônicas parametrizadas por � 2 C`0;7 �xo, mas arbitr�ario, sobre uma base formada pela proje�c~ao
�Æ1;� de três unidades octoniônicas escolhidas, onde � = 1

2 (1 � iE7). Tais unidades ao serem pro-

jetadas por � a partir do produto Æ1;� , descrevem as três modalidades coloridas de cada quark. O

modelo de Dixon �e revisitado sob essa nova abordagem alg�ebrica, de maneira a sermos capazes de

obter as chamadas proje�c~oes redutivas, de determinadas �algebras de Lie em produtos cartesianos de

suas sub�algebras, em geral. Constru��mos ainda uma teoria de calibre utilizando C`0;7 ' M(8; C ),

de maneira que o elemento que carrega o espa�co C 8 de representa�c~ao de C`0;7 seja uma das colu-

nas das matrizes em [Tra01, Tra99]. Um elemento de C 8 ' C 4 � C 4 descreve portanto um l�epton

(C 4 ) e um quark (C 4 ). Nesse sentido os produtos que introduzimos, que generalizam os produtos
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introduzidos por Cederwall [Ced95, Ced93] podem ser capazes de veri�car a n~ao-renormalizabilidade

da eq.(4.148), j�a que podemos provar que a lagrangiana bilateral dada por tal equa�c~ao n~ao possui

v�ertices de três b�osons.

Formulamos as �algebras de Cli�ord isot�opicas, de onde o levantamento isot�opico do produto

exterior surge de uma maneira natural, herdando a estrutura de produto exterior no isoespa�co. Em-

bora o caso associativo seja uma extens~ao natural da teoria de Santilli, introduzimos de maneira

original o levantamento isot�opico n~ao-associativo de estruturas alg�ebricas. As aplica�c~oes-� introdu-

zidas no Cap. (4) s~ao capazes de gerar as isotopias das �algebras de Cli�ord. A �m de retratar o

grupo SU(2) isot�opico no contexto da AC C`3;0 efetuamos o levantamento isot�opico desta �ultima e

tamb�em introduzimos as isotopias de C`1;3 e de sua complexi�ca�c~ao, com o intuito de descrevermos

o grupo SU(3) nesse contexto. Como parte �nal da formula�c~ao alg�ebrica, o grupo SU(n) �e levan-

tado isotopicamente no contexto das isotopias de C`2n. Em particular consideramos o caso n = 6

para descrevermos a simetria de sabor SU(6) dos quarks u; d; s; c; b; t como uma simetria exata, no

isoespa�co. Tal imposi�c~ao fornece os parâmetros (adimensionais), que constituem a representa�c~ao da

unidade de C`12 ' M(64; H ), fun�c~oes das massas dos quarks. Dessa maneira demonstramos que

a estrutura que rege o levantamento isot�opico de C`12 tem como unidade um elemento de SU(6),

escrito no contexto de C`12. Nesse sentido as massas dos quarks deformam a geometria e a topologia

induzidas pelo levantamento isot�opico. Esses parâmetros possuem limites inferior e superior, dentro

dos limites mais recentes observados fenomenologicamente para as massas dos quarks. Formula-

mos ainda a descri�c~ao dos m�esons e b�arions no isoespa�co, de�nindo o produto tensorial isot�opico.

Embora o operador de massa isot�opico seja diagonal, os valores usuais das massas dos quarks s~ao

recuperadas ao se calcular o isovalor esperado do operador de massa, ou equivalentemente, atrav�es

da isoequa�c~ao de autovalores.

Surgem pornato v�arias perspectivas em rela�c~ao �as isotopias das ACs, j�a que todo o formalismo que

n~ao foi desenvolvido por causa da diferen�ca entre as massas dos quarks, pode ser agora retomado,

j�a que a simetria de sabor do tipo SU(6) foi obtida por n�os de maneira exata, via levantamento

isot�opico. |||||||||||||||||||||||||-
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Apêndice A

Apêndice: o Princ��pio da

Trialidade

Ap�os apresentarmos as estruturas matem�aticas necess�arias �a de�ni�c~ao do produto de Chevalley, e

conseq�uentemente �a constru�c~ao do princ��pio da trialidade [Ben87, Knu98, Che54, Car37], a comutati-

vidade e a n~ao-associatividade do produto de Chevalley s~ao veri�cadas, juntamente com a introdu�c~ao

de uma representa�c~ao mista estendida em um espa�co vetorial 24-dimensional, que consiste na soma

direta do espa�co vetorial 8-dimensional e seus respectivos espa�cos que carregam representa�c~oes se-

miespinoriais n~ao-equivalentes. Essa representa�c~ao �e a soma das representa�c~oes adjunta, no espa�co

vetorial, e fundamental, em ambos os espa�cos semiespinoriais, al�em de ser uma involu�c~ao em um

caso bem peculiar. Dois automor�smos, respectivamente de ordem dois e três s~ao constru��dos, onde

esse �ultimo intercambia ciclicamente as representa�c~oes semispinoriais (respectivamente de helicida-

des positivas e negativas) e vetorial. Ap�os a introdu�c~ao dos spinors puros, a partir de subespa�cos

maximais totalmente isotr�opicos e das equa�c~oes de Cartan, esses resultados s~ao utilizados para obter

a super�algebra de Poincar�e, introduzida a partir das estruturas do produto de Chevalley e de Cli�ord

entre vetores da �algebra exterior estendida sobre C 3 , e tamb�em utilizando o Princ��pio da Intera�c~ao,

que generaliza a propriedade c��clica do produto de Chevalley.

A.1 Preliminares

Considere um corpo F = R ou C . O espa�co dos spinors S pode ser escrito como a soma direta

S = S+ � S�, onde S� s~ao espa�cos semi-espinoriais que carregam representa�c~oes irredut��veis n~ao-

equivalentes da sub�algebra par da �algebra de Cli�ord C`(V; g).
De�na o espa�co E = V � S+ � S�. Queremos encontrar um espa�co V tal que os espa�cos semi-

espinoriais relativos a V tenham a mesma dimens~ao de V . Isso ocorrer�a quando dimR V = dimR S
+

= dimR S
� = n e o ��ndice de g for igual ao ��ndice de h, onde h �e a m�etrica spinorial a ser de�nida

logo ap�os a prova do Lema 0. A primeira condi�c~ao �e satisfeita quando 2n=2�1 = n, ou seja, quando
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n = 8. Consideramos a partir de agora V ' R8;0 ou R0;8 ou R4;4 (embora este �ultimo demande um

pouco de cuidado, j�a que o ��ndice da m�etrica n~ao �e maximal [Ben87, Che54]). O espa�co E �e portanto

24-dimensional e seus elementos ser~ao denotados por � = x+ v+w, onde x 2 V , v 2 S+ e w 2 S�.

Lema A.0 I Se x 2 V �e tal que x2 = 1, ent~ao para todo w 2 S�, existe um v 2 S+ tal que

w = xv. J

Demonstra�c~ao: considere um elemento de volume �+ de C`+(V; g). Como S+ e S� s~ao espa�cos

carregando representa�c~oes irredut��veis de C`+(V; g) e dim V = 8, o espa�co S = S+ � S� carrega

uma representa�c~ao irredut��vel de C`(V; g). Neste caso, temos certamente S+ = (1=2)(1 + �+)S+

e S� = (1=2)(1 � �+)S�. De fato, pensando em �algebra de matrizes, temos que os elementos de

C`+(V; g) s~ao da forma  
� 0

0 �

!
(A.1)

de forma que �+ pode ser tomado como

�+ =

 
1 0

0 �1

!
(A.2)

Para todo vetor x 2 V , temos �+x = �x�+. Portanto, como u 2 S+, ent~ao xu = x 1
2 (1 + �+)u =

1
2 (1� �+)xu, de onde se conclui que xu 2 S�.

�

De�nimos a m�etrica spinorial h : S� � S� ! F como

h(v;xw) = h(xv;w) = (xv)�w (A.3)

onde ( � )� �e o operador dual

(�)� : S� �! (S�)�

� 7! ��

A partir dessa de�ni�c~ao de�nimos ainda uma m�etrica �B em E a partir da m�etrica spinorial h e da

m�etrica do espa�co g:

�B(�1; �2) = g(x1;x2) + h(v1; v2) + h(w1;w2); xi 2 V; vi 2 S+;wi 2 S� (i = 1; 2) (A.4)

Podemos tamb�em de�nir um tensor trilinear T : E�E�E! R totalmente sim�etrico:

T (�1; �2; �3) = h(v1;x2w3) + h(v1;x3w2) + h(v2;x3w1) +

+h(v2;x1w3) + h(v3;x2w1) + h(v3;x1w2): (A.5)
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A.2 O Produto de Chevalley

�E poss��vel munir o espa�co E de um produto M: E�E! E associativo e n~ao-comutativo, denominado

produto de Chevalley, que �e de�nido implicitamente como

T (�1; �2; �3) = �B(�1 M �2; �3) (A.6)

Pela propriedade de simetria total de T exibida pela eq.(A.5), conclu��mos que de fato o produto M

�e comutativo, i.e, �1 M �2 = �2 M �1.

Vale ainda observar que, se �1 e �2 pertencem ao mesmo subespa�co, T (�1; �2; �3) = 0 e portanto

�1 M �2 = 0.

Lema A.1 I

x M v = xv; x M w = xw (A.7)

8 x 2 V , v 2 S+ e w 2 S�: J

Demonstra�c~ao:

�B(x Æ u;v) = T (x;u;v) = h(u;xv) = h(xu;v) = �B(xu;v)

�B(x Æ v;u) = T (x;v;u) = h(v;xu) = h(xv;u) = �B(xv;u)

(A.8)

Proposi�c~ao A.1 I As inclus~oes

V M S+ � S�; S+ M S� � V; S� M V � S+ (A.9)

s~ao v�alidas. J

Demonstra�c~ao: Se �1 2 V , �2 2 S+ e �3 2 V � S+, denotamos �1 = x1, �2 = u2 e �3 = x3 + u3.

Portanto T (�1; �2; �3) = T (x1;u2; �3) = 0 = �B(�1 Æ �2; �3), ou seja, �1 Æ �2 pertence ao subespa�co
ortogonal de V �S+ relativo �a m�etrica �B, j�a que E = S�� (S�)?. Um racioc��nio an�alogo vale para

os outros casos.

Lema A.2 I O produto de Chevalley M: E�E! E �e comutativo e n~ao �e associativo. J

Demonstra�c~ao: Provaremos que x Æ (x Æ u) 6= (x Æ x) Æ u. Por um lado, x Æ (x Æ u) = x Æ (xu) =
x2u = g(x;x)u. Por outro lado (x Æ x) Æ u = 0.

A partir de agora denotaremos por x; v e w, respectivamente, elementos de V , S+ e S�. A

representa�c~ao spinorial � do grupo de Cli�ord em S� e a representa�c~ao vetorial � em V induzem

naturalmente uma representa�c~ao irredut��vel Y em E. Dado s 2 �+, o qual denotamos um elemento

do grupo de Cli�ord com norma unit�aria, de�nimos a a�c~ao de tal representa�c~ao em E como:

Y (s)(x + v+w) = �(s)x+ �(s)v+ �(s)w = sxs�1 + sv+ sw (A.10)

Proposi�c~ao A.2 I O mapa Y (s) : E! E �e ortogonal com rela�c~ao �a m�etrica �B. J
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Lema A.3 I Se x0 2 V �e tal que x20 = 1, ent~ao Y 2(x0) = 1. J

Demonstra�c~ao: Obviamente x0 2 �+, de modo que a nota�c~ao Y (x0) faz sentido. Como x
2
0 = 1,

ent~ao x�10 = x0, de modo que

Y 2(x0)(x + u+ v) = Y (x0)(x0xx0 + x0u+ x0v)

= x20xx
2
0 + x20u+ x20v

= x+ u+ v

A �m de que o tensor T seja invariante por Y (s) �e necess�ario que Y (s) seja um automor�smo

em rela�c~ao ao produto de Chevalley, i.e., T (Y (s)�1; Y (s)�2; Y (s)�3) = T (�1; �2; �3). De fato,

T (Y (s)�1; Y (s)�2; Y (s)�3) = �B([Y (s)�1] Æ [Y (s)�2]; Y (s)�3)
= �B(Y (s)[�1 Æ �2]; Y (s)�3)
= �B(�1 Æ �2; �3)
= T (�1; �2; �3) (A.11)

A.3 Trialidade

Considere um spinor v0 2 S+ de norma unit�aria, ou seja, h(v0; v0) = 1. De�nimos um transforma�c~ao

linear

� : S+ ! V

v0 7! �(v0) : V ! S�

de tal forma que

�(v0)(x) = x M v0 (A.12)

Lema A.4 I O mapa �(v0) �e ortogonal, i.e, h(�(v0)x1; �(v0)x2) = g(x1;x2). J

Demonstra�c~ao:

h(�(u0)x1; �(u0)x2) = h(x1 Æ u0;x2 Æ u0) = h(x1u0;x2u0)

= (x1u0)
�
x2u0 = u�0x1

�x2u0

= g(x1;x2)h(u0;u0)

= g(x1;x2)

O mapa �(v0) �e unicamente estendido a um automor�smo de ordem 2 em V � S�. Se w 2 S� �e

tal que w = �(v0)x para um �unico x 2 V , de�nimos

�(v0)(w) = x (A.13)
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Al�em disso, o mapa �(v0) �e de�nido em S+ como sendo uma reex~ao em rela�c~ao ao spinor v0 2 S+,
da seguinte maneira:

�(v0)(v) = 2h(v; v0)v0 � v (A.14)

Lema A.5: I �(v0)Y (x0)�(v0) = Y (x0)�(v0)Y (x0). J

Demonstra�c~ao: Mostraremos o lema 5 no caso em que os operadores Y (x0) e �(u0) s~ao aplicados

sobre um elemento x 2 V . Os outros casos s~ao an�alogos e o teorema �ca demonstrado por linearidade
em E.

�(u0)Y (x0)�(u0)(x) = �(u0)Y (x0)(xu0) = �(u0)(x0xu0)

= 2h(x0xu0;u0)� x0xu0
= 2h(xu0;x0u0)u0 � x0xu0
= 2h(�(u0)x; �(u0)x0)u0 � x0xu0
= 2g(x;x0)u0 � x0xu0
= xx0u0

Por outro lado,

Y (x0)�(u0)Y (x0)(x) = Y (x0)�(u0)(x0xx0) = Y (x0)(x0xx0)u0

= x20xx0u0 = xx0u0 �

De�na o operador � da seguinte maneira:

�(x0; v0) = Y (x0)�(v0) (A.15)

O operador � �e um automor�smo de ordem 3, i.e.,

�3(x0; v0) = 1: (A.16)

Al�em disso podemos provar que �(x0; v0) �e ortogonal em rela�c~ao �a m�etrica �B, i.e.,

�B(�(x0; v0)�1;�(x0; v0)�2) = �B(�1; �2) (A.17)

e que

T (�(x0; v0)�1;�(x0; v0)�2;�(x0; v0)�3) = T (�1; �2; �3) (A.18)
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Proposi�c~ao A.3 I Os subespa�cos V , S+ e S� de E s~ao permutados ciclicamente pelo operador

�(x0; v0) da seguinte forma:

�(x0; v0):V � S+; �(x0; v0):S
+ � S�; �(x0; v0):S

� � V J (A.19)

Demonstra�c~ao: De fato, dado x 2 V , temos

�(x0;u0)(x) = Y (x0)�(u0)x = Y (x0)(xu0) = x0xu0 2 S+;

�(x0;u0)(u) = Y (x0)�(u0)u = Y (x0)[2h(u;u0)u0 � u]
= 2h(u;u0)xu0 � x0u 2 S�;

e

�(x0;u0)(v) = Y (x0)�(u0)v = Y (x0)x = x0xx0 2 V:

�

J�a sabemos que, em se tratando do espa�co vetorial V , o espa�co dos spinors de V �e escrito como

S+�S�. Pela Proposi�c~ao A.3 podemos a�rmar que se tomarmos o espa�co S� como espa�co vetorial,

o espa�co dos spinors de S� ser�a V �S�. Nesse sentido, semispinors de S� (enquanto espa�co vetorial)

s~ao vetores de V .

O diagrama de Dynkin de so(8), juntamente com a a�c~ao do operador � e do produto de Chevalley

�, pode ainda ser representado por

Podemos ainda provar os isomor�smos entre as �algebras de Cli�ord [Ben87]:

C`(V; g) ' C`(S+; h) ' C`(S�; h) (A.20)

A.4 Spinors puros

Nesta se�c~ao revisamos os principais conceitos que de�nem os spinors puros. Para maiores detalhes

veja [Ben87, Car37, Che54, Cru90, Cru91, Car66, Bud89, Bud02]. Dado um espa�co vetorial complexo

C 2n de dimens~ao 2n e a sua respectiva �algebra de Cli�ord C`(2n; C ) com geradores a que satisfazem

fa; bg = 2Æab, vimos pela de�ni�c~ao cl�assica de spinors, no Cap.(1), que um spinor u �e um vetor

do espa�co de representa�c~ao de dimens~ao 2n da �algebra de Cli�ord C`(2n; C ) = End S, de�nido pela

equa�c~ao de Cartan zu = 0. Para u 6= 0, z 2 C 2n deve ser nulo.

A partir do elemento de volume � := 12 : : : 2n, spinors de Weyl u� s~ao de�nidos pela express~ao

z(1 � �)u� = 0, sendo elementos do espa�co de representa�c~ao da sub�algebra par C`+(2n; C ) ,!
C`(2n; C ). Cada spinor de Weyl u� gera um espa�co spinorial de dimens~ao 2n�1, e a express~ao

z(1 � �)u� = 0 de�ne hiperplanos totalmente nulos de dimens~ao d, denotados por Td(u�), cujos

vetores s~ao nulos e mutuamente ortogonais. Podemos mostrar que todo u� 2 S�, onde C`+(2n; C ) =
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S−

S+

∆

∆

∆

θ, 

θ,

θ,
V

  

Figura A.1: Diagrama de Dynkin de so(8) e a a�c~ao do operador de trialidade e do produto de Chevalley.

End S� de�ne tais planos. Para d = n, i.e., para dimens~ao maximal dos planos totalmente nulos,

Tn(u�) :=M(u�), os spinors de Weyl correspondentes u� s~ao denominados simples ou puros [Che54,

Car37, Car66, Bud02]. Al�em disso, M(u�) e �u� s~ao isomorfos (mod Z2) e todos os spinors de

Weyl s~ao puros para n � 3.
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