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Resumo

Nesta tese, € apresentado um algoritmo dindmico de localizagdo planar de pontos. O
algoritmo foi elaborado sobre dois fundamentos: - o método das “Slabs” para particionar a
subdivisdo planar, representada por um grafo, e permitir a rapida identificacdo da regido em
que se encontra 0 ponto que estd sendo consultado; - a Multiarvore-B Intervalar, uma
estrutura de dados derivada arvore-B, aparelhada com mecanismo de pesquisa intervalar e
disposta em camadas. O algoritmo é dindmico porque altera dinamicamente a estrutura de
pesquisa, a medida gque surgem eventos de insercdo ou remoc¢do de segmentos na subdivisao
planar que esta sendo construida. O algoritmo foi implementado na linguagem OCaml, mas
poderia ter sido implementado em qualquer outra linguagem de programacéo. Para aumentar a
eficiéncia do algoritmo, algumas melhorias podem ser introduzidas, como por exemplo, a
substituicdo do nucleo da Multiarvore-B Intervalar por outros tipos de arvores balanceadas.
Adicionalmente, foram discutidos alguns aspectos do processso de construcdo de malhas de
elementos finitos, em que se insere, sobretudo, o problema da localizagao planar de pontos.

Palavras-chaves: localizacdo planar de pontos dinamica, arvore balanceada, multidrvore-B

intervalar, triangulacdo de Delaunay incremental, malha bidimensional, OCaml
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Abstract

In this thesis, it is presented a planar point location algorithm. The algorithm was developed
on top of two elements: - the method of slabs to divide the planar subdivision, is represented
by a graph, allowing the fast identification of the region where the point being recalled is; -
the Interval Multi-B-tree, a data structure derived from the B-tree, prepared with an interval
search structure and disposed in layers. The algorithm is essentially dynamic since the search
structure keeps changing dynamically during the process, while the planar subdivision is
being built; new events of segment insertion or removal keep appearing. The algorithm was
implemented in OCaml, but could be carried out in any other programming language. To
increase the algorithm efficiency, some improvements can be introduced, as an example, the
substitution of the Interval Multi-B-tree core by other types of balanced trees. Moreover, it
was discussed some aspects of the assembling process of the finite element meshing, where it

is inserted, mainly, the planar point location problem.

Key-words: dynamic planar point location, balanced tree, interval multi-B-tree, incremental

Delaunay triangulation, two dimensional meshing, OCami
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Terminologia Basica

Aqui sdo explicados varios termos basicos que sdo usados no texto desta tese.

Algoritmo é uma seqiiéncia finita e ndo ambigua de instrugdes que sdo necessarias para
solucionar um problema. Algoritmos podem ser implementados por programas de
computador, mas nao representam necessariamente um programa de computador, e sim 0s

passos necessarios para realizar uma tarefa.

Complexidade assintotica de um algoritmo determina a velocidade do crescimento de
elementos de tempo consumidos por um algoritmo em relagdo ao numero N de elementos de
entrada, onde N é maior que uma constante No. A funcdo fnax(N), que atribui um ndmero
maximo de elementos de tempo para cada nimero N (> 0) de elementos de entrada, é
chamada de a complexidade de um algoritmo no pior caso. De forma analoga, a funcéo
fmin(N), que atribui um nimero minimo de elementos de tempo para cada ndmero N, é
chamada de a complexidade de um algoritmo no melhor caso; por outro lado, a fungao fag(N)
é chamada de a complexidade de um algoritmo no caso médio. Normalmente, empregam-se
letras gregas para denotar as funcdes de avaliacdo da complexidade assintética de algoritmos.
O(N), também conhecida por “Big-Oh”, é usada para avaliar o pior caso; 2(N) é usada para
avaliar o melhor caso e 6(N) é usada para avaliar caso médio. Na avaliacdo de um algoritmo,

geralmente, a complexidade assintotica para o pior caso € empregada.

OCaml, Objective Caml, também conhecido como O'Caml é uma linguagem de
programacdo funcional da familia ML, desenvolvida por INRIA em 1996. Ndo é uma
linguagem puramente funcional, permitindo a existéncia de valores mutaveis bem como de
efeitos colaterais, tipicamente existentes apenas em linguagens imperativas. Esta caracteristica

distingue-a de outras linguagens puramente funcionais, como por exemplo Haskell.

Geometria Computacional, em ciéncia da computacdo, é o estudo de algoritmos para
resolver problemas relacionados a geometria. O objetivo da geometria computacional é
desenvolver algoritmos e estruturas de dados eficientes que sdo aplicados na solucdo de
problemas em termos de objetos geométricos elementares como pontos, retas, segmentos de
reta, poligonos, poliedros, superficies, etc. Exemplos de problemas que se incluem no

dominio de estudo da disciplina sdo: par de pontos mais préximo, fecho convexo, diagrama de
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Voronoi, triangulacdo de Delaunay, entre varios outros. Na geometria computacional as
figuras e construcdes geométricas correspondem a estruturas de dados e algoritmos. Em geral,
0 interesse é solucionar um problema utilizando 0 menor numero possivel de operacoes
elementares de modo a trazer eficiéncia no calculo da solucdo. A geometria computacional
constitui ferramenta fundamental em diversas areas da computacdo que necessitam de uma
abordagem geométrica, tais como computacdo grafica, robotica, sistemas de informacao
geografica (SIGs), visdo computacional, otimizacdo combinatoria, processamento de imagens,
teoria dos grafos, desenho de circuitos integrados, desenho e engenharia (CAD/CAM), entre

outras.

Triangulacdo de Delaunay, em matematica e geometria computacional, pode ser
definida, para um conjunto de pontos P no plano, como a triangulacdo DT(P) de P tal que
nenhum ponto em P esta dentro do circulo-circundante de qualquer tridngulo em DT(P). Em
outras palavras, essa regra estabelece que o circulo-circundante de um tridngulo ndo deve
conter outros pontos além dos pontos do triangulo. A triangulacdo de Delaunay maximiza o
angulo minimo e minimiza o angulo maximo de todos os triangulos na triangulagcdo. Essa
técnica foi inventada por Boris Delaunay em 1934. A triangulagdo de Delaunay é usada com
frequéncia para construir malhas para 0 método dos elementos finitos, as quais, para serem
precisas e com boa qualidade, devem ser refinadas por algoritmos que obedecem a regra do

circulo-circundante.

Grafo, em ciéncia da computacdo, é um tipo abstrato de dados que consiste de um
conjunto de n6s e um conjunto de arestas que estabelecem relagbes (conexdes) entre 0s nos.
Um grafo G é definido como segue: G=(V,E), onde V é um conjunto finito, ndo-vazio de
vertices e E é um conjunto de arestas (ligaces entre pares de vértices). Quando as arestas no
grafo ndo tem dire¢do, o grafo € chamado n&o-direcionado; caso contrério, € chamado

direcionado. Na pratica, € associada alguma informacao a cada né e a cada aresta.

Grafo Direcionado Aciclico é um grafo direcionado que nao possui ciclos.

Arvore balanceada é uma arvore cuja altura da subéarvore esquerda de cada né nunca

difere em mais que *1 da altura de sua subarvore direita.
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Introducéao

1.1 Introducao

O problema da localizacdo planar de pontos esta presente em muitas aplicacdes que
operam sobre algum dominio geométrico decomposto em regides. O problema é definido
como segue: dada uma subdivisdo do plano modelada por um grafo planar de linhas retas
(PSLG) G com n vértices e um ponto de consulta Q, determine qual regido da subdivisao
contém Q.

E um dos mais importantes problemas da geometria computacional e tem sido
extensamente investigado nos anos recentes, tendo aplicacdo em muitas areas.

A localizacdo planar de pontos desempenha funcdo essencial, sobretudo, em sistemas de
informagBes geogréficas. Nesse contexto, dados um mapa e um ponto de consulta
especificado por suas coordenadas, objetiva-se encontrar a regido do mapa que contém aquele
ponto. Note-se que um mapa é nada mais que uma subdivisdo do plano em regides, uma
subdiviséo planar.

Considere por, exemplo, a mera exibicao da localizacao atual de agentes (como veiculos
automotores, embarcacdes, aeronaves, aparelhos telefénicos celulares, pessoas, animais) ou
de evento fisico (como foco de incéndio, abalo sismico) em um mapa armazenado
eletronicamente. Trata-se de um procedimento relativamente simples. No entanto, em tempo
real, localizar e relatar, de modo rapido e automatico, 0 nome da regido em que se encontra o
agente ou ocorre um evento € uma tarefa custosa.

A modalidade mais elementar do problema de localizacdo planar de pontos é determinar
se um ponto €é interno a um dado poligono (PSLG). Um exemplo simples de aplicacédo € o ato
de clicar o botdo do mouse dentro de uma forma geométrica desenhada sobre uma tela de
computador com o objetivo de executar alguma acdo associada. Um outro exemplo, é detectar
se um sinal de aparelho telefénico celular provém de alguma regido especifica, por exemplo, a
area de um estabelecimento penitenciario sob vigilancia e monitoramento. Esse tipo de

problema de localizacdo planar de pontos pode ser solucionado, tanto para poligonos
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convexos e quanto poligonos ndo-convexos, com algoritmos geometricos discutidos em
(O’ROURKE, 1998). Exclusivamente para poligonos convexos, (WALKER, SNOEYINK;
1999) apresenta um algoritmo baseado em representacdo de Geometria Solida Construtiva
(Constructive Solid Geometry — CSG).

Para determinar, por exemplo, se o triangulo ABC (Figura 1.1), que tem os vértices A(Xy,

y1), B(X2, ¥2) € C(Xs, Y3), contém o ponto P(X, y), usa-se a formula da area do triangulo:

X, v 1
1
(P 0 = || 4
AREAPEP ) =—lx, v, 1. (1.1)

] e -

X3 ¥a |l

onde P, P, e P3 sdo os vértices. Se for usado o valor absoluto do determinante, os vértices
podem ser tomados em qualquer ordem. Entdo, para determinar se o triangulo ABC contém o
ponto P, calcula-se a area do triangulo ABC usando a Equacédo 1.1, definindo-se trés novos
tridangulos, cada um tendo como seus veértices o ponto P e dois vértices do triangulo ABC.

Dessa operacdo, resultam trés unicos triangulos: ABP, BCP e CAP. Se o triangulo ABC
contétm o ponto P (Figura 1.2), entdo AREA(ABP) + AREA(BCP) + AREA(CAP) =
AREA(ABC). Se o triangulo ABC néo contém o ponto P (Figura 1.3), entdo AREA(ABP) +
AREA(BCP) + AREA(CAP) > AREA(ABC).

c —

A A A

Figura 1.1. Determinacdo se Figura 1.2. Se o ponto P Figura 1.3. Se o ponto P
um ponto P esta dentro de um estiver dentro do triangulo estiver fora do triangulo ABC,

triangulo ABC. ABC, o somatorio da area dos o somatorio da area dos trés
trés novos tridngulos serd novos triangulo serd maior
igual a area de ABC. que a area de ABC.

Para o problema de determinar em um mapa qual a regido que contém um determinado
ponto — uma generalizacdo do problema de determinar se um dado poligono contém um

certo ponto — existem basicamente dois tipos de algoritmos: ineficientes e 6timos.
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Os algoritmos ineficientes sdo aqueles que empregam a forcga bruta testando cada regido
do mapa para verificar qual delas contém o ponto de consulta. O nimero de comparagdes
necessarias, no pior caso, pode ser igual ao numero de regides do mapa.

Os algoritmos 6timos sdo aqueles baseados em métodos eficientes. A eficiéncia desses
algoritmos é aferida dos pontos de vista tedrico e pratico. A eficiéncia tedrica refere-se a
complexidade do algoritmo no pior caso. A eficiéncia préatica é avaliada pela facilidade de
implementacdo. O uso de estruturas de dados complicadas na busca de eficiéncia teorica
termina acarretando a concepc¢do de um algoritmo pouco pratico.

A eficiéncia teorica dos algoritmos de localizagdo planar é analisada sob trés atributos,
relativamente ao nimero (n) de segmentos ou de vértices que compdem a malha:

1. Tempo de pré-processamento. O tempo requerido para construir a estrutura de pesquisa
— uma estrutura de dados contendo uma subdivisdo adicional de um PSLG para agilizar as
consultas de pontos. O(n log n) é o requisito de tempo ideal.

2. Espaco. O armazenamento usado para construir e representar a estrutura de pesquisa.
O(n) € o requisito de espaco ideal.

3. Tempo de pesquisa. O tempo requerido para localizar um ponto na estrutura de
pesquisa. O(log n) € o requisito de tempo ideal para cada pesquisa realizada.

Como a eficiéncia pratica dos algoritmos 6timos € dependente de sua implementacdo, na
proxima secdo serdo esbocados algoritmos com eficiéncias teoricas variadas, sem qualquer

discussao sobre eficiéncia do ponto de vista pratico.

1.1.1 Algoritmos de Localizacdo Planar de Pontos Existentes

Nesta secdo, sera tracado o perfil dos algoritmos de Shamos, Lee e Preparata, Preparata,
Kirkpatrick (EDAHIRO; KOKUBO; ASANO, 1984) e Berg et al. (BERG, 1997).

a) Algoritmo de Shamos

Este algoritmo particiona o plano em linhas horizontais, conhecidas por “slabs”, que
atravessam os Vvértices do PSLG (Figura 1.4). Dessa forma, cada aresta do PSLG é dividida
em segmentos por aquelas linhas horizontais. Para cada “slab”, é construida uma arvore
binaria. Em cada arvore binéria, sdo representados os segmentos da “slab” ordenados pela

coordenada x. Dado um ponto de consulta P(x, y), primeiro encontra-se a “slab” que contém
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P através do valor de sua coordenada y. Depois, a localizacdo de ponto é concluida com outra
pesquisa na arvore binaria daquela “slab” pela coordenada x.

Figura 1.4. Um PSLG particionado em slabs horizontais.

No pior caso, o tempo de pesquisa € O(log n) e, tanto o tempo de pré-processamento

quanto o espaco requeridos sdo O(n?).

b) Algoritmo de Lee e Preparata

Nesse algoritmo, o PSLG é decomposto em um conjunto de cadeia mondtona — um
caminho do vértice mais inferior, com menor valor para coordenada y, até o vértice mais
superior, com maior valor para a coordenada y. Cada aresta desse caminho € direcionada no
sentido do topo e é ordenada da esquerda para a direita. A decomposic¢do do PSLG somente
ocorre se 0 PSLG for regular, isto €, se todo vértice for um ponto inicial de uma aresta e um
ponto terminal de outra aresta, exceto no vértice mais inferior e vértice mais superior. Se 0
PSLG néo for regular, ele é regularizado pelo algoritmo “plane-sweep” (O’ROURKE, 1998),
como uma etapa de pré-processamento que toma tempo O(n log n).

O algoritmo localiza um ponto de consulta em O((log n)?) e requer espaco O(n).
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Figura 1.5. Um PSLG decomposto em um conjunto de cadeias mondétonas (O procedimento
de regularizagédo adicionou novas arestas (v2, v3), (v5, v6) e (v7, v8)) ao PSLG.

c¢) Algoritmo de Preparata

Esse algoritmo € um melhoramento do algoritmo de Shamos por meio da subdivisdo de
cada aresta em O(log n) segmentos. As pesquisas sdo feitas, simultaneamente, nas direcdes x e
Yy, ém uma arvore que representa a estrutura hierarquica das “slabs”.

O algoritmo apresenta estrutura de dados complicada que representa regides do PSLG
com “slabs” e “trapézios”.

A estrutura de pesquisa € construida em tempo O(n log n) e com espaco O(n log n).Cada
pesquisa requer tempo O(log n).

d) Algoritmo de Kirkpatrick

O algoritmo utiliza um grafo aciclico direcionado (DAG - Directed Acyclic Graph) com
raiz como estrutura de dados adicional e requer que as faces do PSLG sejam triangulares.

Considere a tarefa de localizagéo de pontos em uma subdivisdo planar do plano, como o
poligono abaixo:
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P

Figura 1.6. Um poligono com faces irregulares.

Como se pode ver, cada subdivisdo € identificada com uma letra que sera retornada na
consulta de pontos.

A solucdo proposta por Kirkpatrick para responder a cada consulta de ponto em tempo
O(log n), em que n € o namero de vértices na subdivisdo, segue 0S passos seguintes,
demonstrados sobre o poligono da Figura 1.6:

1. Triangular a subdivisdo se ela ndo contiver somente tridngulos, conforme mostrado na

Figura 1.7.

Figura 1.7. Poligono triangulado para construcdo da estrutura de dados de Kirkpatrick.
2. Construir a estrutura de dados.
2.1. Envolver a triangulacdo com um triangulo grande o suficiente de modo que nenhuma

de suas trés arestas intercepte a triangulacdo. Os novos triangulos formados, representando

faces externas a triangulacéo, s&o rotulados com “O” como na Figura 1.8.
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Figura 1.8. Triangulacdo envolta por um grande triangulo e conectada aos seus vertices.

2.2. Encontrar um conjunto independente de vértices com grau menor ou igual a oito
dentro de cada casco convexo, que foram formados pelas faces internas da triangulagédo como

na Figura 1.9.

Figura 1.9. Triangula¢do com conjunto independente de vértices com grau < 8.
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2.3. Remover da triangulacdo o conjunto independente de vértices com grau < 8 (Figura
1.10).

Figura 1.10. Triangulacdo sem o conjunto independe de vértices com grau < 8.

2.4. Refazer a triangulacdo, seguindo a mesma regra para rotular as faces como mostrado

na Figura 1.11.

Figura 1.11. Triangulacéo refeita.
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2.5. Repetir 0s passos anteriores até que restem apenas os vertices do grande triangulo.
O grafo direcionado aciclico (DAG) resultante do pré-processamento do algoritmo de
Kirkpatrick € mostrado na Figura 1.12. Cada n6 do grafo corresponde a um triangulo. Logo

adiante, sera mostrado como efetuar procedimento de localizacdo de pontos.

Wil

6 W7 7 8 8
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Figura 1.12. Estrutura de pesquisa gerada pelo algoritmo de Kirkpatrick.

A consulta de pontos inicia-se pelo né-raiz do DAG. Se o triangulo a que se refere 0 n
visitado ndo contém o ponto procurado, entdo o ponto esta fora da subdivisdo. Caso contrario,
checa-se cada um dos nos-filhos e, recursivamente, caminha-se por sua descendéncia
checando até encontrar o no-folha indicando o triangulo que contém o ponto. Um exemplo de

consulta de pontos esta exemplificado nas Figuras 1.13 e 1.14 adiante.
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Figura 1.13. Um ponto de consulta sobre uma face F da subdivisao original.
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Figura 1.14. O caminho percorrido no DAG para localizar a regido que contém o ponto de
consulta.
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e) Algoritmo apresentado por Berg

Berg et al. (BERG, 1997) apresenta um método que cria uma estrutura de busca ao
mesmo tempo em que se constrdi a triangulacdo de Delaunay. Seja p o ponto de consulta.
Para encontrar o tridngulo que contém p, é usada a seguinte abordagem: enquanto se constroi
a triangulacéo de Delaunay, também se constroi a estrutura de localizacdo de pontos D, que €
um DAG. As folhas de D correspondem aos triangulos da triangulacdo atual T, e sdo mantidos
ponteiros entre as folhas de D e a triangulacdo. Os nés internos de D correspondem aos
triangulos que estiveram na triangulacdo em algum estagio anterior, mas que ja foram
destruidos. A estrutura de localizacdo de pontos é construida como segue. Inicializa-se D com
um unico no-folha, que correspondente ao tridngulo inicial pip2ps, também chamado de
supertriangulo na triangulacdo de Delaunay incremental.

Suponha que em algum momento, o triangulo pip;px da triangulagao atual seja dividido
em trés (ou dois) tridngulos. A correspondente mudanca em D é adicionar trés (ou dois) novas
folhas ao grafo D e transformar o no-folha referente ao triangulo pipjpx em um no interno com
ponteiros apontando para aquelas trés (ou duas) folhas recém-acrescidas. De modo
semelhante, quando sdo substituidos dois tridngulos pxpip; € pipjpi pelos tridngulos pypipi e
PkPIP;, por meio da remogdo de uma aresta, sdo criadas folhas para os dois novos triangulos, e
0S nOs pkpip; € Pip;jpi recebem ponteiros para as duas novas folhas. Como mostrado na Figura
1.15, quando um noé-folha se torna um né interno, ele recebe, no mé&ximo, trés ponteiros
partido dele.

Usando a estrutura de pesquisa D, pode-se localizar o préximo ponto p a ser adicionado
na triangulacéo atual. 1sso é feito do seguinte modo: comeca-se na raiz de D, que corresponde
ao tridngulo inicial pipops. Sdo checados os trés filhos da raiz para ver em qual tridngulo o
ponto p se encontra. Identificado o n6, caminha-se para o seu primeiro filho e novamente é
feita a checagem para identificar o triangulo que contém o ponto p, e assim por diante, até que
seja alcancado um no-folha em D. Esse né-folha corresponde a um triangulo na triangulacéo
atual que contém o ponto p. Uma vez que o grau de saida de qualquer né é no maximo trés, o
procedimento para localizar um determinado ponto requer tempo O(log n) em relacdo ao

numero de n6s no caminho de busca ou a quantidade de triangulos armazenados em D.
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OENORERGO

Divisao do triangulo T, apds a insercdo do ponto p:

& ©®

Remocdo da aresta pip; para atender a propriedades de Delaunay:

= ®

Remocéo da aresta pipx para atender a propriedades de Delaunay:

Figura 1.15. O efeito da insercdo do ponto p no do triangulo T, sobre a estrutura de dados D.
Somente sdo mostradas as partes que sofreram alteracoes.

Na Figura 1.16 adiante, é ilustrada, em um DAG, a histdria da construcdo incremental de

uma triangulacdo de Delaunay. Nela, é demonstrada a complexidade assint6tica, no pior caso,
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para cada pesquisa realizada, no método apresentado por Berg et al. em (BERG, 1997).
Assim, considerando-se um total de 13 triangulos, incluindo todos aqueles presentes em

algum estagio anterior e tambem na triangulacéo atual, obteve-se o seguinte resultado:

N° de nds (N): 13

NOs testados: 1, 2, 3, 4,11, 12, 13

N° de nds testados: 7

Complexidade: (3 * logs N) => Constante * logs N => O(log N)

Q Tridngulo testado e em que um dos tridngulos-filhos contém o ponto de consulta

Legenda:

Triangulo testado, mas que nem ele nem quaisquer dos triangulos-filhos contém o ponto de
consulta

O Triangulo em que se encontra o ponto de consulta

Figura 1.16. Pior caso da localizacdo de pontos no DAG referente a histéria de uma
triangulacdo de Delaunay incremental.

Comparado ao método da forca bruta, 0 método tratado por Berg et al. utiliza estrutura de
pesquisa hierarquica que reduz o espacgo de busca, mas outros métodos devem ser projetados
para efetuar pesquisas em tempo logaritmico.

Alguns algoritmos de localizacdo planar de pontos ndo foram apresentados: alguns por

serem complicados e distante de serem praticos, como é o caso do de Dobkin e Lipton; outros,
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por terem semelhancas com os que foram mostrados, como por exemplo, o algoritmo de

Lipton e Tarjan que se assemelha ao de Shamos.

1.2 Motivacao

A localizacdo planar de pontos € um importante problema da geometria computacional.
Em triangulacdo de Delaunay baseada em abordagem incremental, a localizacdo planar de
pontos deve ser dindmica, ou seja, prover respostas enquanto a malha esta sendo construida e
constitui, portanto, um dos aspectos criticos a eficiéncia do processo de geracdo de malhas
(BERG, 1997; O’'ROURKE, 1998; MOUNT, 2002).

Os dois procedimentos mais conhecidos para construir a estrutura de pesquisa Sao
“Slabs” e “Mapas Trapezoidais” (BERG, 1997; O’ROURKE, 1998; MOUNT, 2002). Este
ultimo possui medidas assintéticas ideais para os trés atributos de eficiéncia, mas apresenta
sérias complicagdes para tornar-se dinamico, ou seja, permitir alteracdo na estrutura de
pesquisa para retratar eventos de insercdo ou remocao (de pontos, de segmentos ou de
triangulos) durante a constru¢do da malha. Uma delas é utilizar grafo direcionado aciclico
como estrutura de pesquisa e requerer insercdo aleatoria de segmentos para obter um grafo
topologicamente — de altura proximo a O(log n) — similar a uma arvore balanceada. J& as
“Slabs” requerem espaco O(n?), mas ndo exigem disposicdo aleatéria, podendo, ser
implementadas dinamicamente.

Mucke et al. (MUCKE; SAIAS; SHU, 1996), por exemplo, apresentaram um
procedimento para encontrar o ponto de consulta, no plano 2D e 3D, sem necessidade de
estrutura de pesquisa, simplesmente caminhando através da triangulacdo, por amostragem
randémica. Entretanto, diante dos resultados praticos obtidos, concluiram que, em
triangulagdes com mais de um milhdo de pontos, um algoritmo de maior eficiéncia
assintdtica, mesmo requerendo pré-processamento e estruturas de dados adicionais, seria a
melhor solugédo para o problema de localizacao planar de pontos.

Como visto, a formulacdo de algoritmo de localizacdo planar de pontos que altera
dinamicamente a subdivisdo, & medida que surgem eventos de inser¢do ou remogdo nos
diagramas de Delaunay ou Voronoi (O’ROURKE, 1998), é uma area de pesquisa que se
mantém ativa.

Como a eficiéncia da localizacdo planar de pontos, fundamentalmente, depende da
estrutura de dados e algoritmo empregados, nosso problema consiste em construir um

algoritmo dinamico de localizacéo planar de pontos.
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1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho € formular e implementar um algoritmo de localizagao
planar de pontos que altera dinamicamente a subdivisdo planar, a medida que surgem eventos
de insercéo ou remocdo nos diagramas de Delaunay ou VVoronoi (O’ROURKE, 1998).

O objetivo secundario é discutir os aspectos criticos da geracdo da malha — Triangulacao
de Delaunay, sobretudo a baseada em abordagem incremental, em que se insere o problema

da Localizacdo Planar de Pontos.

1.4 Contribuicdes

Este trabalho traz alguns resultados positivos para a geometria computacional, sobretudo,

para a geracdo automatica de malhas e localizagdo planar de pontos.

1. Constatacdo da robustez da linguagem de programacdo OCaml para tratar problemas de
geracdo de malhas. Em experimentos com a triangulacdo de Delaunay baseada em
divisdo-e-conquista, foi demonstrada a estabilidade numérica de OCaml para expressar
nameros na representacdo ponto-flutuante com alta preciséo e a instabilidade numérica da
linguagem C, que falhou em testes geometricos, devido a erros de arredondamento, e
produziu resultados divergentes (MOURA et al., 2005).

2. Criacdo da Multiarvore-B Intervalar. Trata-se de uma estrutura de dados derivada da
Arvore-B, incrementada com mecanismo de pesquisa intervalar e arranjada
dinamicamente em camadas (MOURA et al., 2006).

3. Construcdo de algoritmo dinamico para o problema da localizagdo planar de pontos. O
algoritmo (MOURA et al., 2006) forma a estrutura de pesquisa para a localizacdo a
medida que a malha é construida, admitindo que os segmentos que constituem a malha
sejam inseridos em qualquer ordem. Para tanto, a inclusdo de cada segmento é modelada
como um evento. O método das “Slabs” é utilizado para subdividir o plano. A

Multiarvore-B Intervalar é empregada como estrutura de dados.

Tanto a Multiarvore-B Intervalar quanto o Algoritmo Dindmico de Localizacdo Planar de
Pontos poderiam ter sido implementados com qualquer linguagem de programacédo. Em cada
linguagem teriam um desempenho caracteristico. Aqui, eles foram implementados em OCaml,

porque foi a linguagem de programacao definida desde o inicio da pesquisa.
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1.5 Metodologia

Inicialmente, faz-se uma revisao bibliografica dos principais problemas relacionados a
localizacdo planar de pontos, sobretudo triangulacdo de Delaunay com a abordagem
incremental.

Apos esse levantamento, foi estudada a linguagem de programagdo OCaml (LEROY,
2003), uma linguagem funcional projetada pelo INRIA', que, decidiu-se, seria empregada na
implementacao dos algoritmos.

Feito o0 estudo sobre OCaml, implementou-se, em OCaml, o algoritmo de Guibas-Stolfi
(GUIBAS; STOLFI, 1985), melhorado por Geoff Leach (LEACH, 1992). Os resultados
comparativos do codigo implementado em OCaml com o cddigo implementado originalmente
em C permitiram avaliar as vantagens e desvantagens de ambas as linguagens para tratar
problemas geométricos que dependem de precisdo numérica.

Na sequéncia, foi implementado um gerador de malhas de elementos finitos
bidimensional. As malhas produzidas pelo gerador foram utilizadas nos testes do algoritmo

dindmico de localizacdo planar de pontos.

1.6 Estrutura da Tese

Nesta tese, ndo sdo discutidos aspectos tedricos do método dos elementos finitos, antes
sdo tratados temas puramente relacionados a qualidade da malha e a otimizacdo do seu
processo construtivo. A localizacdo planar de pontos constitui o topico central da pesquisa,
sendo a maior contribuicdo da tese o algoritmo dindmico baseado em eventos, utilizando o
método das “Slabs” como técnica de subdivisdo do plano e a Multiarvore-B Intervalar como
estrutura de dados. Dessa forma, os demais capitulos da tese estdo organizados como se
segue:

No Capitulo 2, é enfocada a geracdo da malha como uma tarefa composta de multiplas
etapas. Sdo relatados os procedimentos computacionalmente criticos, relevando sua
importdncia a qualidade final da malha e ao seu processo de construcdo. Fala-se da
complexidade dos dominios geométricos, muitas vezes compostos de cavidades, fronteiras
internas e formas complicadas. Também sdo discutidas as propriedades ideais de um gerador

de malhas, principalmente a de construir uma malha segundo certos critérios de qualidade e a

! Institute National de Recherche en Informatique et Automatique (Instituto Nacional de Pesquisa em
Automacdo e Tecnologia da Informacao, Rocquencourt, Franca).
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de alguma condicdo de parada pré-estabelecida. A triangulacdo de Delaunay — incluindo suas
propriedades fundamentais, tipos e complexidades de algoritmos e a finalidade da localizagéo
planar de pontos para o algoritmo de triangulacdo incremental — € outro topico discutido.
Finalmente, sdo apresentados outros dois tdpicos relevantes para a qualidade da malha: a
insercdo de pontos de Steiner, também chamada de triangulagdo de Steiner, e duas técnicas de
refinamento da malha — melhoria de regifes com tridngulos de qualidade insatisfatoria.

No Capitulo 3, sdo apresentados os resultados da implementacdo da triangulacdo de
Delaunay pelo método de divisdo-e-conquista baseada no algoritmo de Guibas-Stolfi,
utilizando OCaml. Foi nosso primeiro ensaio do emprego da linguagem OCaml na
implementacdo de algoritmo geométrico. S&o expostas ainda as caracteristicas mais relevantes
de OCaml e discutidas questfes concernentes a traducéo de codigo escrito em C para OCaml.

No Capitulo 4, é apresentado um gerador de malhas escrito em OCaml e exibida uma
galeria de objetos geométricos cobertos por malhas uniformes e gradientes. A implementacao
do gerador de malhas seguiu 0 mesmo estilo de programacdo adotado na implementacéo do
algoritmo de triangulacao de Delaunay tratado no Capitulo 3.

No Capitulo 5, é apresentado um algoritmo dinamico de localizacdo planar de pontos,
como solugdo a um dos problemas importantes da geometria computacional. O algoritmo
dindmico apresentado, embora tenha sido motivado pelo método de forca bruta de localizacéo
planar de pontos empregado no algoritmo do gerador de malhas, € um algoritmo genérico, que
pode ser util em outros contextos, como, por exemplo, aplicacdes relacionadas a sistemas de
informagdes geograficas.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e indica¢Bes de trabalhos futuros.



Capitulo 11

Aspectos Criticos da Geracdo da Malha

2.1 Introducao

Os objetos do mundo real cujos fendmenos fisicos se pretende simular possuem
peculiaridades importantes, como formato irregular, lacunas e estrutura material heterogénea.
Para possibilitar a constru¢cdo automatica da malha, esses objetos sdo modelados por
poligonos ou grafos planares de linhas retas — PSLG.

A geracdo de malhas é um procedimento complexo e custoso que resolve o problema de
decompor um dominio geométrico qualquer em partes menores denominadas de elementos. E
também uma tarefa demorada, em razdo da complexidade dos dominios geométricos e da
necessidade de se produzir uma malha que propicie precisdo a simulacdo de fenémenos
fisicos.

Assim, a dificuldade computacional inerente a construcdo da malha se justifica,
sobretudo, em virtude de ela ocorrer como que proliferando e ajustando elementos
geométricos, circunscritos as fronteiras do poligono e sob outras restrigdes impostas pelas

caracteristicas do objeto real, que Ihe foram, de algum modo, transferidas.

2.2 Tipos de Dominios Geométricos

Essa secdo foi aqui inclusa por se entender que a complexidade geométrica dos dominios
(em duas ou trés dimensdes) acarreta dificuldades algoritmicas ao processo de construgdo da
malha.

Em duas dimensdes, sdo distinguidos cinco tipos de dominios planares (BERN;
PLASSMAN, 2000; BERN; EPPSTEIN, 1992). Na Figura 2.1, sdo mostrados quatro deles.
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= Conjunto de pontos. A entrada é um conjunto de pontos no plano. Sem os pontos de
Steiner, os vértices da triangulacdo sdo exatamente os pontos de entrada, e a fronteira
da triangulacéo € o casco convexo;

= Poligono simples. Inclui apenas a fronteira externa e a regido interior;

= Poligono com buracos. E um poligono simples acrescido de outros poligonos simples

sem a regido interior. Sua fronteira tem mais que um componente conectado;
= Dominio mdltiplo. E um poligono com buracos contendo fronteiras internas;

= Dominio curvo. E o que permite lados curvos.

Em trés dimensoes, as entradas, em sua maioria, tém tipos analogos:

= Poliedro simples. E topologicamente equivalente a uma esfera;
= Poliedro geral. Pode ser multiplamente conectado e ter cavidades, significando que

sua fronteira pode ter mais que um componente conectado.

= Dominios poliédricos multiplos. Sdo poliedros gerais com fronteiras internas;

= Dominios curvos tridimensionais. S&o aqueles que tém fronteiras curvas.

\ \ - \
|| - ®

(a) (b) (©) (d)
Figura 2.1. Tipos de entradas bidimensionais: (a) poligono simples, (b) poligono com
buracos, (c) dominio multiplo e (d) dominio curvo (BERN; PLASSMAN, 2000).

2.3 Tipos de Malhas

Existem trés tipos de malhas: estruturadas, ndo-estruturadas e hibridas.

Uma malha estruturada (Figura 2.2 (a)) em duas dimensdes € muitas vezes uma grade
quadrada deformada por algumas transformacGes de coordenadas. Cada vértice da malha,
exceto aqueles das bordas, tem uma vizinhancga local isomérfica. Em trés dimens@es, uma
malha estruturada € normalmente uma grade cubica deformada. N&o € estritamente necessario
armazenar os valores das coordenadas dos nos, pois eles podem ser implicitamente
conhecidos pelo numero de cada elemento.

Uma malha ndo-estruturada (Figura 2.2 (b)) €, na maioria dos casos, uma triangulacéo
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com vizinhanca local variavel.

Uma malha hibrida (Figura 2.2 (c)) é aquela resultante da combinacdo de malhas
estruturadas e ndo-estruturadas.

As malhas estruturadas oferecem certas vantagens e desvantagens sobre as nao-
estruturadas. Elas sdo mais simples e também mais convenientes para uso em métodos das
diferencas finitas menos complexas. Elas requerem menos memaria de computador, pois suas
coordenadas podem ser calculadas em vez de explicitamente armazenadas.

A maior desvantagem de uma malha estruturada é a falta de flexibilidade em ajustar-se a
um dominio com forma complicada, apesar de inumeras técnicas para encontrar as
transformac0es de coordenadas apropriadas (BERN; EPPSTEIN, 1992).

v o o

——¢ ¢+ ¢ o

S O )

9+ o o ¢ | SR N S S

L SR N S S o o o+
(a) Estruturada (b) N&o-estruturada (c) Hibrida

Figura 2.2. Tipos de Malhas.

2.4 Propriedades Desejaveis de uma Malha e de Geradores de
Malha

Na prética, quando um dominio de entrada e uma condigdo numérica sdo dados, a

geracao de malha segue trés passos (TENG, 1999):

1. Converter a geometria de entrada em uma representacéo? padrdo, como PSLG;
2. Gerar uma malha construindo seu conjunto de pontos e elementos;

3. Aplicar um algoritmo de melhoramento e refinamento da malha como uma maneira
de aprimorar a qualidade da malha construida no Passo 2.

O Passo 3 tem por objetivo melhorar a qualidade da malha e reduzir o erro na
aproximacédo provida pelo método dos elementos finitos. Esse erro evolui com o tamanho do

elemento e esta relacionado aos angulos minimo e maximo. Por essa razdo, o tamanho do

2 Ha vérias representacdes para descrever a geometria de um dominio de entrada, como PSLG, PLS (uma
extensdo natural do PSLG para uma dimenséo elevada), CSG, d-reps, dd-reps. Veja detalhes em (TENG, 1999).
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elemento e dos angulos minimo e méximo sdo uma importante medida de qualidade tanto
para geracdo de malha como para interpolacéo de superficie.

Investigacdes (SHEWCHUK, 2002) acerca do espectro de curvas de contorno
demonstraram que o condicionamento de matriz de rigidez e a acuracia da interpolacdo e da
simulacdo dependem do tamanho e forma dos elementos finitos e que medidas de qualidade
devem ser estabelecidas.

Infelizmente, as medidas de qualidade para interpolacdo e condicionamento de matriz sao
conflitantes (MOORE, 1992). Por exemplo, é&ngulos pequenos sdo ruins para
condicionamento de matriz, mas ndo para interpolagéo.

Na interpolacgdo, hé dois tipos de erros: a diferenca entre a funcdo interpolada e a funcéo
verdadeira e a diferenca entre o gradiente da funcdo interpolada e o gradiente da funcéo
verdadeira. Erros no gradiente podem ser surpreendentemente importantes, se a aplicacao € de
renderizacdo, construcdo de mapas ou simulagdo, porque eles podem comprometer a acurécia
ou criar artefatos visuais ndo esperados.

Por exemplo, seja f uma funcdo. Seja g uma interpolacdo linear de f sobre alguma
triangulacdo. A Tabela 2.1 apresenta as medidas de qualidade relacionadas a tamanho e forma
do elemento para trés critérios diferentes: erro de interpolacdo, erro de interpolacao
gradiente e condicionamento de matriz de rigidez.

Tabela 2.1. Trés critérios para elementos lineares (SHEWCHUK, 2002).

Critério Medida de qualidade Forma dos elementos
Erro de interpolacédo - Tamanho muito importante Qualquer:
[f=g] o - Forma dos elementos é irrelevante A A q
Erro de interpolacgdo gradiente - Tamanho importante
|| Vi-Vg | o - Angulos grandes sdo ruins; pequenos A A @

séo bons ideal o

Condicionamento do autovalor |- Angulos pequenos sdo ruins; grandes
maximo da matriz de rigidez s&o bons @
A Max

Também foi mostrado (SHEWCHUK, 2002) que a convergéncia do método dos
elementos finitos falha quando os angulos se aproximam de 180°, como o triangulo mostrado

na Figura 2.3.

Figura 2.3. Um tridngulo de formato inadequado para o método dos elementos finitos.
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Os algoritmos de Chew (CHEW, 1989) e Ruppert (RUPPERT, 1995) mostraram-se
eficazes em cumprir esses requisitos qualitativos.

Técnicas adaptativas como “circle packing” (BERN, 1994; BERN; MITCHELL;
RUPPERT, 1994; BERN; EPPSTEIN, 1997) e “quadtree” (BERN, 2002) também satisfazem
essas métricas qualitativas.

“Circle packing” é uma técnica introduzida por Bern, Mitchell e Ruppert (BERN;
MITCHELL; RUPPERT, 1994) que preenche o dominio com circulos e depois constroi a
malha, acrescentando arestas entre o centro dos circulos e os pontos de tangéncia nas suas

fronteiras.

Chew provou que os algoritmos baseados em *“circle packing”, cujos passos séo
ilustrados na Figura 2.4, calculam o local dos pontos a serem inseridos, chamados “pontos de
Steiner”, e chegam a produzir uma malha em que nenhum angulo é mais agudo que 30° ou

mais obtuso que 120°.

EPPSTEIN, 1997).

Quadtree é uma particdo recursiva de uma regido do plano em quadrados alinhados aos
eixos das coordenadas (Figura 2.5). A técnica é também chamada malha cartesiana, porque é
produzida por divisdo repetitiva de um quadrado em quatro quadrados de ¥z do tamanho. Um
quadrado, a raiz, cobre a regido inteira. Um quadrado pode ser decomposto em quatro
quadrados-filhos, formados a partir dos pontos medios de seus segmentos verticais e
horizontais. A colecdo de quadrados formam entdo uma arvore, com os quadrados menores
posicionados nos seus niveis mais inferiores. Octrees sdo uma generalizacdo das quadtrees

para trés dimensdes. Na Figura 2.6, é exibida uma malha tetraédrica derivada de uma octree.
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(a)

Figura 2.5. (a) Uma quadtree. (b) Uma triangulacdo de um conjunto de pontos baseada em
quadtree em que nenhum angulo é menor que 20° (SHEWCHUK, 1997).

Em uma quadtree cujos quadrados foram triangulados (BERN; EPPSTEIN, 1992) pode-

se garantir que todos os angulos medem entre 36° e 80°, sendo que, com algum melhoramento

adicional, a triangulacao pode se tornar equivalente a uma malha de triangulos equilateros.

Y
Ty
AT

) :. “r"i

Figura 2.6. A superficie de uma malha tetraédrica derivada de uma octree (BERN;
PLASSMAN, 2000).

Uma outra preocupacdo € oferecer tanto controle quanto possivel sobre o tamanho dos
elementos na malha. Idealmente, esse controle inclui a habilidade de dispor, em gradacao, de
pequenos a grandes elementos sobre uma distancia relativamente curta. A razao para esse
requisito é que o tamanho do elemento tem dois efeitos sobre uma simulacdo de elemento
finito. Elementos pequenos, densamente empacotados, oferecem mais acuricia que 0s
maiores, esparsamente empacotados; mas o tempo de computacao requerido para resolver um
problema é proporcional ao nimero de elementos. Entdo, a sele¢cdo do tamanho do elemento
tem implicacGes sobre a velocidade e exatiddo. Por outro lado, o tamanho do elemento

requerido para alcancar uma dada precisdo depende do comportamento do fenémeno fisico
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que estd sendo modelado e pode variar por todo o dominio do problema. Por exemplo, uma
simulacdo de fluxo de fluido requer elementos menores em meio a turbuléncia que em areas
de relativa tranquilidade; em trés dimensdes, o elemento ideal em uma parte da malha pode
variar em volume por um fator de milhdo ou mais do elemento ideal em outra parte da malha.
Se elementos de tamanho uniforme sdo usados por toda a malha, deve-se selecionar um
tamanho menor de modo a garantir acurécia suficiente na maior parte da porcdo de demanda
do dominio do problema e por isso possivelmente incorrer em demandas computacionais
excessivamente grandes. Para evitar essa cilada, o gerador de malha deve oferecer rapida
gradacgéo de tamanhos menores a maiores (SHEWCHUK, 1997).

Um aspecto final é que a malha deve se ajustar as fronteiras do dominio geométrico de
qualquer um dos tipos descritos na Secdo 2.2. Veja, por exemplo, a malha que cobre a Figura

2.7, cuja fronteira inclui trés buracos.

de

Figura 2.7. Parte da triangulacao de uma regido com trés buracos (BERN; EPPSTEIN;
GILBERT, 1994).

Além de servir como instrumento de avaliacdo de métodos de geracdo de malha, as
métricas de qualidade apontaram o triangulo equilatero como o poligono ideal para

representar os elementos da malha triangular bidimensional.

2.5 Triangulacéo de Delaunay

Nesta secdo, serd discutida a triangulacdo de Delaunay em malhas ndo-estruturadas no
plano Euclidiano bidimensional.

A triangulacdo de Delaunay, semelhante as técnicas de integracdo ao segmentar a area
sob a curva produzida por uma funcdo, particiona a regido interna de um poligono. Na
integral, os fragmentos sdo retangulos ou trapézios; na triangulacdo, esses fragmentos sdo

triangulos.
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Para um poligono ser decomposto devera ter mais de trés vértices (Figura 2.8), ou seja,
ter no minimo uma diagonal. Desse modo, o poligono ser& particionado em triangulos pela
adicdo de uma ou mais diagonais. O’Rourke (O’ROURKE, 1998) apresenta uma propriedade,
gue quantifica o nimero de diagonais e triangulos apos a triangulacdo: toda triangulacédo de

um poligono P de n vértices usa n-3 diagonais e consiste de n-2 triangulos.

Figura 2.8. Triangulacdo de um poligono.

Por outro lado, se a entrada para o algoritmo de triangulacdo for um conjunto de pontos
no plano (Figura 2.9), a quantidade de tridngulos e arestas é dada como segue (BERG, 1997):

Seja P um conjunto de n pontos no plano, ndo todos colineares, e k 0 niUmero de pontos
em P que estdo sobre a fronteira do casco convexo de P. Entdo, em qualquer triangulacéo de

P ha 2n-2-k triangulos e 3n-3-k arestas.

t fromteira do casco corveo
Figura 2.9. A triangulagéo de Delaunay sobre uma nuvem de pontos.

De fato, essas duas propriedades sdo interessantes. Mas qual é a importancia da
triangulacdo de Delaunay para a geragéo de malhas?

Primeiro, a maioria dos poligonos que descreve objetos do mundo real tem formato
irregular e regides pertencentes a diferentes dominios de interesse. Nesse contexto, a
triangulacdo de Delaunay, conceitualmente, pode ser vista como uma estratégia de decompor
um dominio em triangulos, respeitando suas caracteristicas geométricas, como um passo
inicial do processo de discretizagdo. Desse modo, a triangulacdo de Delaunay funciona como

uma espécie de gabarito para delimitar o espaco de ocupacdo, o qual, posteriormente, sera
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decomposto até que sejam atendidos todos os critérios de qualidade referentes a area e medida
angular para cada triangulo.

Segundo, a triangulacédo de Delaunay contribui para a qualidade da malha final, visto que,
dado um conjunto de vértices, maximiza o angulo minimo entre todas as maneiras possiveis
de triangular aquele conjunto (SHEWCHUK, 1997).

Formalmente, uma triangulagdo de um conjunto V de vértices € um conjunto T de
tridangulos cujos Vvértices coletivamente sdo V, cujos interiores ndo interceptam um ao outro e
cuja unido é o fecho convexo de V e cada tridngulo que intercepta V o faz somente nos
vertices do triangulo.

A triangulacgéo de Delaunay D de V, introduzida, em 1934, pelo matematico russo Boris
Nikolaevich Delone — depois chamado Boris Delaunay® —, é um grafo definido como segue.
Qualquer circulo no plano é tido como vazio se ndo cerca nenhum vértice de V. Vértices sdo
permitidos sobre o circulo. Sejam u e v dois Vvértices de V. Um circulo-circundante da aresta
vw e qualquer circulo que passa através de u e v. A aresta uv estd em D se e somente se existe
um circulo-circundante de uv. Uma aresta que satisfaz essa propriedade € dita ser Delaunay.
Na Figura 2.10, € ilustrada uma triangulacdo de Delaunay sobre um conjunto de quatrocentos

pontos no plano.

Figura 2.10. A triangulacdo de Delaunay sobre um conjunto de 400 pontos aleatorios.

Cada aresta que conecta um vértice a seu vizinho mais préximo é Delaunay. Se w é 0
veértice mais proximo a v, o menor circulo que passa por v e w ndo circunda quaisquer outros

vértices.
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A definicdo de um tridngulo de Delaunay servird para garantir que o conjunto de arestas
de Delaunay de um conjunto de vértices coletivamente formam uma triangulagdo. O circulo-
circundante de um tridngulo € o Unico circulo que passa através de todos 0s seus trés vértices.
Um triangulo é dito ser de Delaunay se somente se seu circulo-circundante tem seu interior
vazio. Essa definicdo caracteristica dos triangulos de Delaunay, ilustrada na Figura 2.11, é

chamada propriedade do circulo-circundante vazio (SHEWCHUK, 1999).

Figura 2.11. Cada triangulo em uma triangulacdo de Delaunay tem um circulo-circundante
vazio (SHEWCHUK, 1999).

Na secdo seguinte, serd apresentada a definicdo da principal primitiva geométrica para

computar triangulacGes de Delaunay.

2.5.1 O teste “InCircle”

Suponha a existéncia de quatro pontos distintos no plano: A, B, C e D, conforme a Figura
2.12.

C
Figura 2.12. O teste “InCircle”.

Conforme a propriedade apresentada anteriormente e exemplificada na Figura 2.8, a

triangulacdo do poligono exibido na Figura 2.12 originard dois triangulos por meio da

* Delaunay é uma transcrigdo de Delone em estilo francés.
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insercdo de uma Unica diagonal. Todavia, para completar a triangulagdo, tem-se que adicionar
a diagonal AC ou a diagonal BD.
O predicado “InCircle” prové a informagdo essencial que determina a estrutura

topoldgica dos diagramas de VVoronoi ou Delaunay.

Definicéo 2.1. O predicado InCircle(A, B, C, D) é definido como verdadeiro se e somente
se 0 ponto D for interior a regido do plano limitada pelo circulo orientado ABC e ficar a

esquerda dele.

Em particular isso implica que D deve estar dentro do circulo ABC se os pontos A, Be C
definem um triangulo orientado em sentido anti-horario e fora se os pontos definem um
triangulo em sentido horério. Se A, B e C so colineares, interpreta-se a linha como um circulo
adicionando-se um ponto no infinito. Se A, B, C e D séo co-circulares, entdo esse predicado
retorna falso. Este teste equivale a perguntar se Z/ABC + ZCDA > /BCD + /DAB. A
aplicacdo pratica é escolher as duas combinac6es que determinem dois tridangulos cuja soma
dos angulos minimos seja a maxima. Outra forma equivalente desse teste € dada abaixo,

baseada na coordenada dos pontos.

O teste InCircle(A, B, C, D) € também equivalente a

2
AtYa
2

XA Ya X

_ Xg YB Xs+tYHs
D(A.B,C, D)= Xc Yc Xc+t yzc

2
Xp Yp XD+tYD

>0

N N DN
[ T el

Qual a utilidade do teste ““InCircle” para a construcdo de diagramas de Delaunay?
Considere-se, por exemplo, o caso de quatro pontos que sdo vértices de um quadrilatero
convexo ABCD, como mostrado na Figura 2.13. Os lados AB, BC, CD e DA estdo no fecho
convexo e, portanto, tém que ser inclusos. Para completar a triangulacdo, tem-se que adicionar
a diagonal AC ou a diagonal BD. Pode-se decidir qual das duas sera adicionada, calculando
InCircle(A, B, C, D). Se for falso, entdo o circulo ABC é livre de pontos e AC é aresta de
Delaunay. Caso contrario, AC ndo ¢ aresta de Delaunay. Na figura abaixo, é ilustrado o uso de
“InCircle” para determinar qual das duas arestas é aresta de Delaunay.
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InCircle(A,B,C,D) =F InCircle(A, B, C, D) =T (externo)
InCircle(B, C, D, A) = F (interno)

Figura 2.13. Uso do predicado “InCircle” para decidir qual das duas arestas
(AC ou BD) ¢é aresta de Delaunay.

Essencialmente, todos os algoritmos de triangulacdo de Delaunay consistem em
selecionar iterativamente a partir de um conjunto de vértices um subconjunto de trés vértices
que satisfaca ao predicado “InCircle”” e forme um tridngulo. Ressalte-se que, entre todas as
maneiras possiveis de triangular aquele conjunto de vertices, os tridngulos formados possuem
0s angulos minimos maximizados e, consequentemente, 0s angulos maximos minimizados.

Mais detalhes sobre o predicado “InCircle” podem ser encontrados em (GUIBAS;
STOLFI, 1985).

2.5.2 Algoritmos para construir a Triangulacdo de Delaunay

Quatro tipos de algoritmos sdo usados para construir triangulaces de Delaunay: divisao-
e-conquista (GUIBAS; STOLFI, 1985), incremental (BERG, 1997), *“sweepline”
(SHEWCHUK, 1997) e com restrigdes (KALLMANN; BIERI; THALMANN, 2003). Os
mais simples sdo os algoritmos de inser¢do incremental. Em duas dimens@es, existem
algoritmos mais rapidos baseados em técnicas de divisdo-e-conquista e “sweepline”. Para se
obter uma informacdo panoramica desses e de outros algoritmos de triangulacdo de Delaunay
bidimensionais, deve-se consultar Su (SU, 1994) e Drysdale (SU; DRYSDALE, 1995).

Neste trabalho, serdo discutidos apenas os algoritmos baseados em paradigmas de
divisdo-e-conquista, com restricdo e incremental, em virtude de sua popularidade e

importancia.
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a) Divisédo-e-Conquista

Em 1975, Shamos e Hoey apresentaram a comunidade cientifica o primeiro algoritmo
baseado em divisdo-e-conquista, que requeria tempo O(n log n) para construir diagramas de
Voronoi — uma forma dual do diagrama de Delaunay. Mas somente em 1977, a técnica foi
pela primeira vez aplicada a problema de casco convexo por Preparata e Hong. Analogamente
ao algoritmo “mergesort”, sua esséncia é dividir o problema em duas partes aproximadamente
iguais, resolver cada uma delas recursivamente e criar uma solugdo completa pela juncéo das
duas meias solugbes. Quando a recursividade reduz o problema original em pequenos
subproblemas, eles normalmente se tornam muito faceis de ser resolvidos. Esse algoritmo é
teoricamente importante, pois tem complexidade assintoticamente 6tima, mas é de dificil
implementacdo e, por essa razéo, parece nao ser usado com tanta freqiiéncia quanto os outros
algoritmos mais lentos. O'Rourke, por exemplo, preferiu ilustrar a implementacdo do
algoritmo incremental em (O’ROURKE, 1998). O esbo¢o do algoritmo de divisdo-e-

conquista € o seguinte:
1. Os pontos sdo ordenados ao longo do eixo X;

2. Se houver trés ou menos pontos, a triangulacdo de Delaunay é construida diretamente.
Caso contrério, 0s pontos sdo divididos em dois conjuntos aproximadamente iguais
por uma linha perpendicular ao eixo x, 0 Passo 2 € recursivamente aplicado para
construir as triangulacdes de Delaunay desses conjuntos, e 0s resultados séo

agrupados.

O procedimento de combinar a triangulacdo dos dois subconjuntos é a parte mais
complicada e custosa do algoritmo. Uma exposicdo do algoritmo acompanhada de uma
demonstracdo de sua corregdo pode ser encontrada em (GUIBAS; STOLFI, 1985). Por
brevidade, s&o omitidos aqui os detalhes, com a sugestdo de que se consulte (GUIBAS;
STOLFI, 1985). Na prética, a tarefa compreende em tomar das duas subsolucbes, a da
esquerda e da direita, os vértices dos triangulos localizados proximos a uma linha imaginaria
perpendicular ao eixo x e refazer sobre tais vértices a triangulacdo de Delaunay. Nesse
processo de reconstrucdo, ha eliminacdo e acréscimo de arestas (FIGUEIREDO;
CARVALHO, 1991). A partir dos vertices mais inferiores, em direcdo ao topo, toma-se
sempre um vértice pertencente ao conjunto da esquerda e um vértice pertencente ao conjunto
da direita. O critério a ser atendido é o que determina que existe uma triangulacdo de

Delaunay se somente se houver trés vértices sobre o circulo-circundante e nenhum em seu
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interior. As arestas que satisfizerem a tal critério sdo mantidas; as demais séo eliminadas e
substituidas por outras que atenderem ao critério do circulo-circundante.

Como exemplo, considere a triangulacdo de Delaunay de um conjunto de pontos,
denotada por Del(C). A aplicacdo do algoritmo de triangulacdo de Delaunay por divisdo-e-
conquista resultard em duas triangulagdes, denotadas por Del(C;) e Del(C,), de tamanho
aproximadamente igual, localizados, respectivamente, a esquerda e a direita da mencionada

linha vertical imaginaria (Figura 2.14).

C1 C2

Figura 2.14. TriangulacGes de Delaunay de C; e C,, separadas por uma linha vertical
imaginaria.
Na Figura 2.15, é mostrada a construcéo de Del(C1 w C»), a partir de Del(C1) e Del(C»).

As arestas eliminadas de Del(C1) e Del(C») séo representadas em tracejado, enquanto as

arestas acrescentadas pelo algoritmo sé&o mostradas em negrito.

Figura 2.15. Triangulacao de Delaunay de Cq w Co.

b) Triangulagdo de Delaunay Restrita ou com Restrigcdes

A triangulacdo de Delaunay com restricBes é estrutura geométrica fundamental, com
aplicacbes em interpolacdo, renderizacdo e em geracdo de malhas, quando a triangulacdo

requerida tiver que se ajustar & forma do objeto que esta sendo modelado.
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A triangulacao com restri¢Bes € definida como segue: “Dado um conjunto C de pontos do
plano e um conjunto G de segmentos com extremos em C (tais que dois elementos quaisquer
de G ndo se interceptam a ndo ser em seus extremos), obter uma triangulacdo do fecho
convexo de C, cujo conjunto de vertices seja C e que inclua todos os segmentos em G”
(FIGUEIREDO; CARVALHO, 1991).

A triangulacdo de Delaunay apresenta duas deficiéncias: uma é que ela pode conter
triangulos de qualidade pobre; a outra € omitir algumas fronteiras do dominio geométrico. A
primeira deficiéncia € motivada pelas caracteristicas geométricas do PSLG e é suprida pela
insercdo de pontos de Steiner, também chamada de triangulacdo de Steiner. A segunda
deficiéncia é provocada pela tentativa de obtencdo de tridngulos de qualidade e é reparada
pela triangulacdo de Delaunay com restricbes. Na Figura 2.16 (b), € mostrada uma
triangulacdo de um PSLG (a) em que o triangulo da base é de ma qualidade e a linha tracejada
mostra 0 segmento que foi omitido. Ambos os problemas podem ser solucionados pela
insercdo de vértices adicionais, como ilustrado na Figura 2.17. Infelizmente, isso somente ¢é

aplicavel em duas dimensGes.

(a) Um PSLG. (b) Triangulacdo do PSLG com triangulos
de qualidade pobre, auséncia de segmentos
originais e presenca de segmentos
indevidos.

Figura 2.16. Amostra das deficiéncias da triangulacdo de Delaunay (SHEWCHUK, 1997).

Figura 2.17. Amostra da correcdo provida pela inser¢do de pontos de Steiner (SHEWCHUK,
1997).

Chew apresentou um algoritmo de triangulacdo de Delaunay com restricdo, mostrando
que ela também pode ser obtida em tempo O(n log n), usando a técnica de divisdo-e-

conquista.



50

A triangulacdo com restricbes de um dado PSLG é similar a triangulacdo de Delaunay,
exceto que nela todo segmento de entrada aparece como uma aresta da triangulagéo. Contudo,
para preservar as caracteristicas geométricas do PSLG, mantendo todos seus segmentos,
algumas arestas podem ndo atender a propriedade da triangulacdo de Delaunay, violando a
regra do predicado “InCirle”, apresentado na Secdo 2.5.1. Em outras palavras, uma
triangulacdo de Delaunay com restri¢cdo ndo € necessariamente uma triangulagédo de Delaunay,
como ilustrado na Figura 2.18. Notem-se as diferencas no formato dos triangulos nos dois

tipos de triangulacdes.

(@) (b) (©)

Figura 2.18. (a) Um PLSG. (b) Uma triangulacdo de Delaunay do PSLG. (c) Uma
triangulacdo de Delaunay com restri¢des do PSLG (SHEWCHUK, 1997).

c) Incremental

Em algoritmos baseados na abordagem incremental aleatéria, a distribuicdo aleatéria de
pontos € mais vantajosa que a ndo-aleatOria por ser mais resistente contra distribui¢bes
precérias de pontos. O desempenho dos algoritmos incrementais sobre essas distribuicbes €
superior (SU, 1994). Comportamento similar se verifica em algoritmos de pesquisa, em que a
selecdo randémica oferece boa protecdo contra a ocorréncia do pior caso (KNUTH, 1998).
Por exemplo, uma arvore binaria cujos elementos sdo inseridos em ordem aleatdria tende a ser
balanceada, ao passo que, se a inser¢do proceder em ordem ascendente ou descendente, a
arvore tera topologia assimétrica, favorecendo a ocorréncia do pior caso.

No algoritmo incremental, a triangulacdo inicia-se com um supertriangulo que envolve

todos os pontos de entrada, como mostrado na Figura 2.19.
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Figura 2.19. Supertriangulo contendo pontos a serem triangulados.

Depois, o algoritmo adiciona os pontos em ordem aleatéria e mantém a triangulacéo de
Delaunay do conjunto de pontos atual. Para ilustrar, considere a adicdo de um ponto py.
Primeiro, é encontrado o triangulo da triangulacéo atual que contém p,. Se acontecer de p; cair
sobre uma aresta e da triangulacdo, tem-se de adicionar arestas de p, para os vértices opostos
nos triangulos que compartilham e. Na Figura 2.20, sdo ilustrados esses dois casos. Em um
dado momento, tem-se uma triangulacdo, mas ndo necessariamente uma triangulacdo de
Delaunay. Isso porque a adi¢cdo de pr pode tornar algumas arestas existentes ilegais. Para
reparar isso, € chamado um procedimento que substitui as arestas ilegais por arestas legais
através de movimentagdo de arestas. Ao final, sdo descartados os trés vértices do

supertriangulo e todas arestas incidentes.
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Figura 2.20. Os dois casos em que se adiciona um ponto p,; (BERG, 1997).

2.5.3 Complexidade dos Algoritmos de Triangulacdo de Delaunay

Aqui, é destacada a ordem de complexidade assintética e o nivel de dificuldade de
implementacdo dos algoritmos de triangulacdo de Delaunay, uma vez que explanagfes
detalhadas podem ser encontradas em textos de geometria computacional. Na Tabela 2.2,

verifica-se que dois desses algoritmos também possuem complexidade O(n log n), mas em
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experimentos realizados por Shewchuk (SHEWCHUK, 1996b), esses algoritmos
apresentaram desempenho bem inferior ao do algoritmo baseado em divis&o-e-conquista.

Tabela 2.2. Complexidade de algoritmos de triangulacéo.

Método empregado | Complexidade Implementacao
Forga bruta on’) Trivial
Incremental O(n log n) Trivialidade relativa
Sweepline O(n log n) Trivialidade relativa
Divisdo-e-conquista O(n log n) Complexa

2.6 Insercao de Pontos de Steiner

Em uma triangulacdo, todos os pontos de entrada sdo cobertos pelos vértices dos
tridangulos formados pela triangulacdo de Delaunay; os pontos restantes ou adicionais sdo 0s
pontos de Steiner. Na Figura 2.21, sdo contrastados os efeitos de uma triangulagcdo com e sem

pontos de Steiner.

(@)

(b)

Figura 2.21. TriangulagOes: (a) sem pontos de Steiner e (b) com pontos de Steiner (BERN;
EPPSTEIN, 1992).

O processo de insercdo dos pontos de Steiner implica tanto a subdivisdo de aresta, quando
0 ponto € inserido sobre uma delas, quanto sua remocéo, quando um conjunto de triangulos é
removido para possibilitar o surgimento de novos triangulos.

Por razdes tanto préaticas quanto teoricas, deve-se preocupar com o nimero de pontos de
Steiner. O angulo minimo na triangulagdo de um conjunto de pontos pode aproximar-se de
60°, mas, na pratica, o nimero de pontos de Steiner requerido para tal pode tornar o tempo de
processamento proibitivo.

Em malhas construidas segundo a triangulacdo de Delaunay, como sdo inseridos 0s
pontos de Steiner? O critério comum € o estabelecimento de limite para o tamanho das arestas

s, para a area do triangulo a ou para a medida angular do triangulo. Dessa forma, enquanto
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houver um tridngulo em desconformidade com o critério de qualidade estabelecido, seja com
circulo-circundante de raio maior que s ou com area maior que a, ou ainda com o angulo
minimo inferior a um dado limite pré-estabelecido, o algoritmo adiciona um ponto de Steiner
ao centro do circulo e recomputa a triangulacdo de Delaunay. Cada triangulo é localizado e
testado sequiencialmente.

O algoritmo, apresentado na Figura 2.22, escrito por Bern e Plassmann (BERN;

PLASSMAN, 2000), exemplifica como sao inseridos os pontos de Steiner.

enquanto existir um triangulo t com angulo menor que o faca
seja ¢ o centro do circulo circunscrito de t
se ¢ esta dentro do didmetro do semicirculo da aresta fronteirica e entéo
adicione o ponto medio m de e
senéo
adicione c
fim_se
recompute a triangulacéo de Delaunay
fim_enquanto

Figura 2.22. Algoritmo de insercdo de pontos de Steiner.

2.7 Localizagao Planar de Pontos

Em algoritmos de triangulacdo de Delaunay incremental ou de paradigma resultante da
combinacéo entre os paradigmas incremental e de divisdo-e-conquista, a localizacao planar de
pontos € Util para determinar a que triangulo pertence cada ponto inserido na triangulacéo.

Os requisitos mencionados obrigam a formulacdo de uma estrutura que suporte consultas

sobre localizagéo de pontos.

2.7.1 Estruturas de Dados para Localizacdo de Pontos

A estrutura de dados definida deve manter a correspondente representacdo de algo como
um PSLG, o qual deve ser pré-processado e armazenado de modo a responder as consultas

sobre a regido poligonal em que se localiza um determinado ponto.

Na literatura de geometria computacional, sdo descritas duas estruturas: (a) subdivisdo

em “slabs” e (b) mapa trapezoidal.
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a) Subdivisdo em “Slabs”

Seja S uma subdivisdo planar com n arestas. O problema de localizacdo planar de pontos
é armazenar S de modo a que possam ser respondidas consultas do seguinte tipo: dado um
ponto de consulta q, reporte a face f de S que contém g. Se g se encontra sobre uma aresta ou
coincide com um ponto, o algoritmo de consulta retornara essa informacéo.

A estrutura de dados necesséria para desempenhar consultas sobre localizacdo de pontos
é muito simples. Tragcam-se linhas verticais através de todos os vértices da subdivisdo, como
na Figura 2.23. Isso particiona o plano em *“slabs”. As coordenadas x dos vértices sao
armazenadas ordenadamente em um “array”. 1sso torna possivel determinar em tempo de
O(log n) a “slab” que contém um ponto de consulta . No interior de uma “slab”, ndo ha
nenhum vértice de S. Isso significa que a parte da subdivisdo colocada sobre a “slab” tem uma
forma especial: todas as arestas que interceptam uma “slab” atravessam-na completamente —
elas ndo tém nenhum ponto extremo na “slab” — e elas ndo cruzam uma a outra. 1sso
significa que elas podem ser ordenadas de cima para baixo. Note que toda regido na “slab”
entre duas arestas consecutivas pertencem a uma Unica face de S. As regides mais inferior e
mais superior da “slab” estdo fora dos limites e sdo parte da face ilimitada de S. A estrutura
especial das arestas interceptando uma “slab” implica que ela pode ser armazenada
ordenadamente num “array”. Rotula-se cada aresta com a face de S que esta imediatamente
acima, dentro da “slab”.
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Figura 2.23. Subdivisdo em slabs (BERG, 1997).
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O algoritmo de consulta completo pode entéo ser descrito como se segue. Primeiro, faz-se
uma busca binaria com a coordenada x do ponto de consulta g no “array” que armazena as
coordenadas x dos vértices da subdivisdo. Isso informa a “slab” que contém q. Entdo, efetua-
se uma busca binaria com a coordenada y de g naquela “slab”. A operacdo elementar nessa
pesquisa binaria é: dado um segmento s e um ponto g tal que a linha vertical através de q
intercepta s, determine se q se encontra acima de s, abaixo de s ou sobre s. Isso informa o
segmento diretamente abaixo de g. O rétulo armazenado com o segmento € a face de S
contendo g. Se for verificado que ndo ha nenhum segmento abaixo de g, entdo q se encontra
na face ilimitada.

O tempo de consulta para a estrutura de dados é bom: foram efetuadas somente duas
pesquisas binarias, a primeira em um *“array” de comprimento de no maximo 2n (as n arestas
da subdivisdo tém no maximo 2n vértices), e a segunda em um “array” de comprimento
méaximo n (uma “slab” é cruzada por no maximo n arestas). Portanto, o tempo de consulta é
O(log n).

Quais sdo os requisitos de armazenamento? Antes de tudo, tem-se um “array” para conter
as coordenadas x dos vértices, que usa espaco de O(n). Mas também se tem um “array” para
cada “slab”. Esse “array” armazena as arestas que interceptam a “slab”, requerendo, assim,
espaco para armazenamento de O(n). Uma vez que existem O(n) “slabs”, a quantidade total
de espaco de armazenamento é O(n?). O grafo da Figura 2.24 exemplifica o pior caso da

divisdo em “slabs”.

EREE=-
Figura 2.24. Amostra do pior caso da divisao em slabs (BERG, 1997).

b) Mapas Trapezoidais

Examinando-se novamente a Figura 2.23, pode-se perceber que os segmentos e as linhas

verticais que atravessam 0s pontos extremos definem uma nova subdivisdo, cujas faces séo
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trapezoides, tridngulo e faces ilimitadas semelhantes a trapezoides. Essa nova subdivisdo
chama-se mapa trapezoidal.

Para facilitar a compreensédo do tema, foram feitas duas simplificacgdes.

Primeiro, sera introduzido um grande retangulo R alinhado aos eixos das coordenadas,
gue contém todo o cenario, isto é, que contém todos os segmentos de S. Na verdade, a
auséncia desse retangulo ndo é um problema: um ponto de consulta localizado fora dos limites
de R sempre se encontra na face ilimitada de S. O objetivo é restringir a atencdo ao que
acontece dentro de R.

A segunda simplificacdo € mais dificil de justificar: assume-se que em cada linha vertical
ndo h4 mais que um segmento com a mesma coordenada x. No Subitem b.2 seguinte, séo
discutidas as providéncias para tratar 0s casos que contrariam essa assungdo. A conseqiéncia
disso é que ndo pode haver qualquer segmento vertical. Essa assuncdo ndo € realistica nem
usual: arestas verticais ocorrem freqgientemente em muitas aplicagbes — como, para
exemplificar, em uma malha triangular com inimeros elementos —, porque a precisdo das
coordenadas é muitas vezes limitada.

O mapa trapezoidal T(S) de S — também conhecido como decomposi¢ao trapezoidal de S
— € obtido por meio de duas extensdes verticais partindo de cada ponto extremo p de um
segmento em S, uma extensdo em sentido ascendente (extenséo vertical superior) e outra em
sentido descendente (extensdo vertical inferior). As extensdes param quando encontram outro
segmento de S ou a fronteira de R. O mapa trapezoidal de S é simplesmente a subdivisdo
induzida por S, o retdngulo R e as extensOes verticais superior e inferior. Um exemplo de

mapa trapezoidal é mostrado na Figura 2.25.

Figura 2.25. Um mapa trapezoidal (BERG, 1997).
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Uma face em T(S) é limitada por um nimero de arestas de T(S). Algumas dessas arestas
podem ser adjacentes ou colineares. A quantidade de lados verticais e ndo-verticais em cada
face do trapezoide é estabelecida da seguinte forma: Cada face em um mapa trapezoidal de
um conjunto S de segmentos de linha em posi¢éo geral tem um ou dois lados verticais e

exatamente dois lados ndo-verticais (BERG, 1997).

Observe-se ainda que f esta toda limitada, o que implica que ela ndo tem menos que dois
lados ndo-verticais e que deve ter ao menos um lado vertical.

Finalmente, note-se que o mapa trapezoidal € digno de seu nome: cada face é um
trapezOide ou um triangulo, que pode ser visto como um trapezbide com uma aresta
degenerada de comprimento zero.

Antes de comprovar por que a localizagdo de pontos em um mapa trapezoidal sera mais
facil que uma localizacdo de pontos em uma subdivisdo em “slabs”, sera verificado que a
complexidade do mapa trapezoidal ndo é tdo maior que o nimero de segmentos no conjunto
que o define. A quantidade maxima de vértices e de trapezdides é medida da seguinte forma:
O mapa trapezoidal T(S) de um conjunto S de n segmentos em posi¢do geral contém no
maximo 6n + 4 vértices e no maximo 3n + 1 trapezoides (BERG, 1997).

O mapa trapezoidal pode ser construido incrementalmente. Um trapezoéide inicial é
adicionado e, em seguida, todos os segmentos da subdivisdo poligonal um a um em ordem
randémica. A medida que cada segmento ¢ adicionado, o mapa trapezoidal é atualizado.

Para desempenhar a atualizacdo, necessita-se conhecer em qual trapezdide o ponto
extremo esquerdo do segmento se encontra. Essa questdo é respondida pelo algoritmo de
localizacdo planar de pontos. Entdo, é tracado o segmento de linha da esquerda para a direita,
determinando quais trapezoides ele intercepta. Finalmente, retorna-se a esses trapezdides e 0s

fixam para cima. O processo € ilustrado na Figura 2.26.
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Figura 2.26. Atuallzagao (incremental) de mapa trapezoidal.
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b.1) Um Algoritmo Incremental Aleatdrio

Os algoritmos incrementais aleatdrios apresentam uma alternativa atrativa para a
localizagéo planar de pontos. Eles constroem o mapa trapezoidal T(S) de um conjunto S de n
segmentos. Durante a construcdo do mapa trapezoidal, é construida também a estrutura de
dados D, que pode ser usada para realizar consultas de localizacdo de pontos em T(S).

A estrutura de dados D, chamada estrutura de pesquisa ou de busca, é um grafo aciclico
direcionado (DAG - Directed Acyclic Graph) com uma Unica raiz. O grafo tem dois tipos de
nos: folhas e internos. Os nds do tipo folha representam cada trapezéide do mapa trapezoidal
de S. Seus nés internos tém grau® maximo igual a 2. Por esse motivo, sua estrutura é
semelhante a estrutura de uma arvore binaria. Ha dois tipos de nds internos: nds-x, que sdo
rotulados com um ponto extremo de algum segmento em S, e noés-y, que sao rotulados com
algum segmento de S.

Uma consulta com um ponto g comeca na raiz e procede ao longo de um caminho
direcionado rumo a uma das folhas. Essa folha corresponde ao trapezdide t € T(S) que contém
g. Em cada ndé no caminho, g tem de ser testado para determinar em qual dos dois nos-filhos
prosseguir. Em um no-x, o teste € da seguinte forma: “q esta a esquerda ou a direita da linha
vertical que atravessa o ponto extremo armazenado neste nd?”. Em um no-y, o teste tem a
forma: “g esta acima ou abaixo do segmento s armazenado aqui?”. Os testes em nds internos
somente tém dois resultados: a esquerda ou a direita de um ponto extremo, para um no-x, e
acima ou abaixo para um no-y.

E se ocorrer de um ponto de consulta situar-se exatamente sobre uma linha vertical ou
sobre um segmento, qual sera a resposta do algoritmo? Na maioria dos textos sobre
localizacdo planar de pontos com mapas trapezoidais, ndo € ao menos aventado esse tipo de
situacdo. Em (BERG, 1997), um ponto de consulta que acarreta tal situacdo é considerado
como pertencente a conjunto de segmentos que ndo estdo em posicédo geral. No Subitem b.2
adiante, serdo tratados especificamente esses casos.

A estrutura de pesquisa D e o mapa trapezoidal T(S), processado por um algoritmo
incremental aleatdrio, estdo interligados: um trapezoide t € T(S) tem um ponteiro para a folha
de D correspondente a ele; um no-folha de D tem um ponteiro para o trapezdide
correspondente em T(S). Na Figura 2.27, é exibido o mapa trapezoidal de um conjunto de dois
segmentos, S; e Sp, € uma estrutura de pesquisa correlata. No DAG, os circulos brancos

representam os nds-x, e os circulos cinzas, 0s n6s-y; 0s quadrados representam os trapezoides.
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Figura 2.27. Um mapa trapezoidal de dois segmentos e a estrutura de pesquisa
correspondente (BERG, 1997).

Nas Figuras 2.32 e 2.33, estdo descritos, respectivamente, um algoritmo que computa o
mapa trapezoidal e que efetua pesquisa na sua correspondente estrutura de dados acerca da
posicdo em que serd inserido um novo segmento. O algoritmo adiciona 0s elementos um a um
e, depois de cada adicéo, ele atualiza a estrutura de pesquisa e 0 mapa trapezoidal. Contudo, a
ordem em que 0s segmentos sdo adicionados influencia a estrutura de busca; algumas ordens
levam a uma estrutura de pesquisa com um bom tempo de consulta, enquanto outras
produzem uma estrutura de pesquisa com um tempo de consulta ruim. Dito de outra maneira,
uma ordem “ruim” pode resultar em uma arvore de altura da ordem de (Xn); uma ordem
“boa” resultard em uma arvore de altura de O(log n). E o tempo de pesquisa é proporcional a
essa altura. Com a abordagem incremental aleatéria, 0s segmentos sdo adicionados em ordem
randodmica, e pode ser provado que a altura esperada da arvore é O(log n); além do mais, o
tempo esperado para construir a estrutura inteira € O(n log n). Adicionalmente, pode ser
também provado que a probabilidade de a altura da arvore exceder a O(log n) é pequena
(O’ROURKE;, 1998).

Algoritmo MapaTrapezoidal(S)

Entrada. Um conjunto S de n segmentos de linhas planares.

Saida. O mapa trapezoidal T(S) e uma estrutura de pesquisa D para T(S) em uma caixa

delimitadora.

Determine uma caixa delimitadora R que contém todos os segmentos de S e inicie a estrutura

do mapa trapezoidal T e a estrutura de pesquisa D para ele.

2 Compute uma permutacdo randémica sy, S, ..., Sy dos elementos de S.

3. parai<« 1ltonfaca

4, Encontre o conjunto ty, t, ..., t de trapezoides em T adequadamente interceptado por s;.

5 Remova to, ty, ..., tk de T e substitua-os pelos novos trapezdides que aparecem por causa da
intersecéo de s;.

6. Remova as folhas para to, ty, ..., ty de D e crie folhas para os novos trapezéides. Conecte as
novas folhas aos nds internos existentes adicionando alguns novos nos internos.

=

Figura 2.28. Um algoritmo incremental aleatorio (BERG, 1997).

* O grau de um vértice é o nimero de arestas incidentes nesse vértice.
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Algoritmo EncontreTrapezoides
Entrada. Um mapa trapezoidal T, uma estrutura de pesquisa D para T e um novo segmento ;.
Saida. A sequéncia t, ..., t dos trapezoides interceptados por s;.
Seja p e q os pontos extremos esquerdo e direito de s;.
Consulte com p na estrutura de pesquisa D para encontrar to.
j<0;
enquanto q estiver a direita de rightp(t;) faca

se rightp(t;) estiver acima de s;

entéo Seja tj. 1 0 vizinho inferior direito de t;.

sendo Seja tj .1 0 vizinho superior direito de t;.

jeijtl
retorne ty, ty,..., t;

©oNoOOA~WNE

Figura 2.29. Um algoritmo de pesquisa em mapa trapezoidal (BERG, 1997).

O algoritmo MapaTrapezoidal computa o mapa trapezoidal T(S) de um conjunto de n
segmentos planares e uma estrutura de busca D para T(S) em tempo esperado de O(n log n). O
tamanho requerido pela estrutura de pesquisa € O(n), e para qualquer ponto de consulta g, o
tempo de consulta esperado é O(log n) (BERG, 1997).

b.2) Lidando com Casos Degenerados

Na explanacdo do tema sobre mapas trapezoidais e algoritmo incremental aleatério, para
simplificar, foram admitidas duas assunc¢@es. A primeira é a de que ndo existem dois pontos
extremos distintos com a mesma coordenada x. A segunda € a de que um ponto de consulta
nunca se encontra em uma linha vertical de um n6-x, nem sobre 0 segmento de um no-y.

A solucéo para invalidar a primeira assuncdo e permitir que haja mais de um (muitos)
ponto extremo distinto sobre uma mesma linha vertical é rotacionar ligeiramente o sistema de
eixos. Se 0 angulo de rotacdo e suficientemente pequeno, entdo ndo havera mais que um ponto
extremo distinto sobre uma Unica linha vertical. RotacBes por meio de angulos muito
pequenos, no entanto, trazem dificuldades numéricas. A melhor abordagem é empregar um

mapeamento chamado transformacdo shear, uma espécie de transformacao por deformacéo,

ol3)- 157

Formula 2.1. A transformacéo shear (BERG, 1997).

descrita na Férmula 2.1.
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Figura 2.30. Resultado da transformacdo shear (BERG, 1997).

A transformacéo pode ser aplicada ao longo do eixo x mediante algum valor € > 0. Trata-
se, na verdade, de uma espécie perturbacdo simbdlica, em que se aplica uma ordenacgdo
lexicogréafica pelo coordenada x, seguida pela coordenada y.

Na Figura 2.30, é ilustrado o efeito da transformacao shear. Para um dado conjunto S de
n segmentos planares, soluciona-se o0 problema executando o algoritmo MapaTrapezoidal
sobre o conjunto @S := {ps: s € S}.

O resultado do teste que verificava se um ponto de consulta situa-se sobre um no-x, apos
a transformacdo, é: “a direita”, “a esquerda” ou “sobre a linha”. O resultado do teste que
verifica se 0 ponto esta sobre um no-y resulta em: “acima”, “abaixo” ou “sobre”.

Particularidades de como a transformacdo opera estdo descritas em (BERG, 1997). O
objetivo aqui foi mostrar as estruturas definidas para processar consultas sobre localizagédo

planar de pontos, evidenciando tanto suas vantagens quanto suas limitacdes.

2.7.2 Eficiéncia dos Algoritmos de Localizacdo Planar

O primeiro algoritmo para o problema de localiza¢do de pontos foi proposto por Dobkin e
Lipton (EDAHIRO; KOKUBO; ASANO, 1984). Seu algoritmo tem tempo de pesquisa de
O(log n), espaco de O(n?) e tempo de pré-processamento de O(n® log n). Desde entdo, Varios
algoritmos foram propostos.

A eficiéncia dos algoritmos de localizacdo planar é analisada sob trés aspectos:

1. Tempo de pré-processamento. O tempo requerido para construir a estrutura de
pesquisa a partir de uma representacdo padrao de um grafo;

2. Espaco. O armazenamento usado para construir e representar a estrutura de pesquisa;
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3. Tempo de pesquisa. O tempo requerido para localizar um ponto na estrutura de

pesquisa.

Como denotado na Tabela 2.3, extraida de (EDAHIRO; KOKUBO; ASANO, 1984), a
excecdo dos algoritmos de localizacdo planar de pontos de Litpton-Tarjan e Kirkpatrick, todos
0s demais apresentam variacGes entre si na quantidade de espaco e tempo requeridos. Alguns
sdo mais simples, outros possuem complicacBes algoritmicas e préaticas. Entretanto, em
comum, sdo orientados pelas coordenadas dos vertices e particionam o plano em regides
através de linhas verticais e/ou horizontais e as representam hierarquicamente em estruturas

do tipo arvore.

Tabela 2.3. Eficiéncias teoricas dos algoritmos de localizacdo de pontos.

Algoritmo Tempo de pré- Espaco Tempo de pesquisa
processamento

Dobkin-Lipton O(n’log n) o(n’) O(log n)
Shamos o(n? o(n? O(log n)
Lee-Preparata O(n log n) O(n) O((log n)?)
Lipton-Tarjan O(n log n) O(n) O(log n)
Preparata O(n log n) O(n log n) O(log n)
Kirkpatrick O(n log n) O(n) O(log n)
Método Bucket

Caso médio O(n) O(n) 0O(1)

Pior caso O(nvn) O(nvn) O(n)

Outros meétodos diferentes daqueles baseados em mapas trapezoidais foram propostos.
Mucke et al. (MUCKE; SAIAS; SHU, 1996), por exemplo, apresentaram um procedimento
para encontrar o ponto de consulta, no plano 2D e 3D, simplesmente caminhando através da
triangulacdo, apds selecionar um “bom ponto de partida” por amostragem randdémica. Em
uma triangulacdo de Delaunay de n pontos aleatérios, a medida de eficiéncia esperada do
método é proxima a O(nY@*Y), onde d é a dimenséo planar. Entretanto, diante dos resultados
praticos obtidos, concluiram que, em triangula¢bes com quantidade significativa de vértices
(por exemplo, acima de um milh&o), um algoritmo de eficiéncia assintotica superior, mesmo
requerendo pré-processamento e estruturas de dados adicionais, seria a melhor solugédo para o

problema de localizagéo planar de pontos.

2.8 Refinamento da Malha

Uma das mais uteis técnicas de refinamento ou melhoramento, datada de 1960, é

chamada uniformizacdo Laplaciana. O nome se deve a sua formula de reposicionamento que
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pode ser derivada de uma aproximagédo de diferencas finitas da equacdo de Laplace. Na
uniformizacéo Laplaciana, um vértice v, no interior de uma malha, é movido para o centrdide

(centro de massa) de seus vizinhos, como é exibido na Figura 2.31.

Figura 2.31. Movendo um vértice para o centro de massa de seus vizinhos (BERN;

EPPSTEIN, 1992).

A uniformizacdo Laplaciana € aplicada sucessivamente a cada no interior da malha, por
varios ciclos.

Uma segunda técnica, chamada relaxacdo da malha, movimenta as arestas para
regularizar graus angulares em triangulos.

O problema de refinar uma dada malha ocorre com bastante freqliéncia na pratica, por
exemplo, quando uma computacéo inicial de elementos finitos revela uma regido que requer
maior resolucdo (BERN; EPPSTEIN, 1992).

Nos algoritmos de refinamento de Chew (CHEW, 1989) e de Ruppert (RUPPERT, 1995),
a idéia-chave do refinamento da malha é a insercdo de um vértice no centréide de um
triangulo de “qualidade precaria”, mantendo-se a propriedade de Delaunay.

Shewchuk, em seu programa Triangle (SHEWCHUK, 1996b), implementou uma medida
para avaliar a qualidade de um triangulo, chamada proporcao da aresta | ao raio do circulo-
circundante r. O circuncentro e o circunraio de um tridngulo séo, respectivamente, o centro e
0 raio de seu circulo-circundante. O quociente do circunraio de tridngulo r e o comprimento |
de sua menor aresta sdo a metrica que naturalmente é otimizada pelos algoritmos de
refinamento.

A propor¢cdo da aresta | ao raio do circulo-circundante r de um tridngulo r/l esta
relacionada ao seu menor angulo i, por meio da formula r/l = 1/(2sen6qin). Se B € um limite
superior da proporcao da aresta ao raio do circulo-circundante de todos os triangulos em uma

malha, entdo ndo havera, apos o refinamento, qualquer angulo menor que arc sen de 1/2B.

O algoritmo de Ruppert (RUPPERT, 1995) emprega um limite de B = J2;0 segundo
algoritmo de refinamento de Chew emprega um limite de B = 1. O primeiro algoritmo de

refinamento de Chew (CHEW, 1989) divide todo triangulo cujo circunraio é maior que 0
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comprimento da menor aresta na malha inteira, alcangcando assim um limite de B = 1, mas
forca todos os triangulos a terem tamanho uniforme.

A nocédo de “qualidade precaria” tambem inclui aqueles triangulos com alguma aresta
com comprimento muito dispar do valor de B. Na Figura 2.32, v € o centréide do circuncentro
do triangulo t. O algoritmo de refinamento constatou que t tem uma proporcéo da aresta ao
raio do circulo-circundante maior que B e refez a triangulacdo de Delaunay levando em conta

0 Vvértice v.

Figura 2.32. Refinamento de uma regido da malha com triangulo de qualidade insatisfatoria.
O vértice v é inserido, o triangulo t é eliminado, mas a propriedade de Delaunay é mantida.
(SHEWCHUK, 1997).

Uma vez que um triangulo de Delaunay ndo tem qualquer vértice dentro de seu circulo-
circundante, uma triangulacdo de Delaunay € uma estrutura ideal para encontrar pontos que
estdo distantes de outros vértices. Dai, conclusivamente, pode-se afirmar que uma malha
triangular hiper6tima é aquela formada por triangulo equilateros, cujo diagrama de Voronoi
correspondente é formado por hexagonos (pois o centroide de cada tridngulo da triangulacao

de Delaunay € um vértice do correspondente diagrama de Voronoi).



Capitulo I

Implementacéo de Triangulacao de Delaunay por
Divisao-e-Conquista em OCamli

3.1 Introducéo

Com a expectativa de que o compilador OCaml (LEROY, 2003) proporcionasse algum
beneficio, como em alguns experimentos relatados em (THE COMPUTER LANGUAGE
SHOOTOUT BENCHMARKS, 2006), em que o cddigo escrito em OCaml foi mais eficiente,
implementou-se o algoritmo de Guibas-Stofi para a triangulagcdo de Delaunay baseado em
divisdo-e-conquista — o algoritmo mais rapido e eficiente em termos de requisitos de tempo
O(n log n) e espago computacionais O(n).

Foi selecionado o codigo implementado em C por Geoff Leach (LEACH, 1992), o qual,
com melhorias nos predicados InCircle e Valid, acelerou-se o algoritmo de Guibas-Stolfi em
guatro a cinco vezes. Os resultados sdo apresentados neste capitulo e em (MOURA et al.,
2005).

3.2 O Algoritmo de Divisao-e-Conquista modificado por Dwyer

Foi apresentada, em (DWYER, 1986), uma modificagdo no algoritmo de Guibas-Stofi
para computar a triangulacéo de Delaunay de n pontos no plano. Usando como entrada pontos
distribuidos uniformemente no quadrado unitario, como exemplificado na Figura 3.1, a
mudanca reduziu o tempo esperado para o pior caso de O(n log n) para O(n log log n). Quanto
aos resultados com distribuicdes ndo-uniformes, o autor disse que nada se pode afirmar sem

um estudo adicional.

Figura 3.1. Exemplo de distribuicdo uniforme de pontos no quadrado unitéario.
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3.3 Melhoramentos efetuados no Algoritmo de Guibas-Stolfi

Leach incorporou alguns melhoramentos ao algoritmo de divisdo-e-conquista de Guibas-
Stofi. Seus esforcos foram dirigidos a testes de mensuracdo de tempo usando um milh&o de
pontos distribuidos aleatoriamente no quadrado unitario e com estatistica detalhada provida
pelo utilitario gprof do sistema operacional UNIX. Foram feitos melhoramentos na estrutura
de dados. A estrutura de dados original utilizada por Guibas-Stolfi, quad-edge, foi substituida
pela estrutura de dados winged-edge. Os demais melhoramentos enfocaram os predicados
“InCircle” e “Valid”. O predicado InCircle (A, B, C, D) define se o ponto D esta no interior,
fora ou em cima do circulo formado pelos pontos ABC. O predicado Valid (e) testa se a aresta
e esta acima ou ndo de uma determinada aresta. Os melhoramentos nesses predicados
aumentaram a velocidade do algoritmo original em quatro a cinco vezes. Informacdes
detalhadas podem ser obtidas em (LEACH, 1992).

3.4 A Linguagem Objective Cami

Objective Caml (OCaml) é uma linguagens de programacdo funcional projetada e
implementada por Gérard Huet, no INRIA, na Franca, por volta de 1994. Desde entdo, seu
desenvolvimento tem sido continuado como parte do projeto Cristal, agora conduzido por
Xavier Leroy. E uma descendente distante de Lisp, que incorpora caracteristicas principais de
outras linguagens. OCaml — um acronimo para “Objective Categorical Abstract Machine
Language — é derivada da linguagem ML (Meta-Language) classica projetada, em 1975, na
Universidade de Edimburgo, por Robin Milner, para o provador de teoremas LCF (Logic of
Computable Functions).

As linguagens ML sdo semifuncionais: o estilo de programacédo é funcional, mas inclui
atribuicdo de valor a identificadores e efeitos laterais. Na programagdo funcional, um
programa € uma funcdo aplicada a seus argumentos. Ele computa um resultado que é
retornado, quando a computacdo termina, como saida do programa. Desse modo, a
combinacdo de programas acontece por composic¢éo de funcdes (DIVERIO, 1999), ou seja, a
saida de um programa torna um argumento de entrada para outro. A seguir, sdo descritos

alguns aspectos relevantes da linguagem:

= Verificacdo estatica de tipo. O compilador desempenha checagens de compatibilidade

entre os tipos de parametros formais e reais em tempo de compilacgéo;
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= Inferéncia de tipo. O programador ndo necessita dar qualquer informacéo de tipo. Essa
inferéncia ocorre juntamente com a verificacdo durante a compilagédo do programa.
Na Figura 3.2 adiante, é apresentado o cddigo de uma funcdo que implementa
recursivamente a operacdo de multiplicacdo de ndmeros inteiros. A palavra “val”
indica que a funcdo fora avaliada pelo compilador e sua assinatura inferida em termos

de dois argumentos inteiros como entrada e um inteiro como saida;

= Sistema de tipo polimorfico. E possivel escrever programas que trabalham para valores
de qualquer tipo, sejam basicos como nimeros inteiros e na representacdo ponto-
flutuante, booleanos, caractere e strings ou sofisticados como tuplas, arranjos, listas,

conjuntos, filas, pilhas, etc.;

= Gerenciamento automatico de memoria. A alocacdo e desalocacdo de estrutura de
dados sdo controladas de forma implicita e paralela pelo compilador. Tudo isso é
levado a efeito sem o emprego de primitivas comuns na linguagem C (“new”,
“malloc” e “free”) e sem a necessidade de paradas no programa enguanto o

mecanismo de coleta de lixo (“garbage collection”) esta sendo executado;

= Trés modos de execucdo. No modo interativo, 0 usuario escreve expressdes em OCaml
que comecam com o simbolo (#) e sdo terminadas com um ponto-e-virgula duplo (;;).
O interpretador avalia a expressdo e imprime sua assinatura, como apresentado na
Figura 3.2. O modo compilavel para bytecodes produz um cddigo executavel
independente da arquitetura da maquina real onde ele roda. O modo compilavel para
cbdigo nativo gera um codigo de alto desempenho, mas apenas para a arquitetura em

que foi compilado.

Objective Caml version 3.07

# let rec mult m n =
ifn=0 then O
else m + mult m (n-1);;
val mult : int -> int -> int = <fun>

Figura 3.2. Funcao de multiplicagdo em OCaml.

3.5 Detalhes da Implementacéao

A eficiéncia de algoritmos fundamentalmente recursivos, como, por exemplo, aqueles

que implementam métodos de ordenacdo e busca (mergesort, arvore binaria) deve-se, em
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parte, a estrutura empregada para representar os dados. Em linguagens de paradigma
imperativo e orientado a objeto, é usual a utilizacdo de ponteiros visando a obter acesso
rapido a elementos da estrutura de dados em questdo. Todavia, em linguagens funcionais,
mesmo aquelas que admitem o estilo de programacado imperativo, como OCaml, ndo é natural
0 uso de ponteiros, pois tendem a acarretar sérios efeitos colaterais. A recomendacdo é que 0
algoritmo do problema a ser resolvido seja concebido abstratamente e seja implementado
utilizando estilo funcional. De certo modo, isso implica ajustar todas as instrucdes e
identificadores a operaces tipicas de listas. Para problemas de pouca ou moderada
complexidade, a tarefa poderd ser até interessante. Todavia, com problemas de alta
complexidade, em geral com especificacdo envolvendo longos trechos de instruces, a tarefa,
além de exaustiva, podera ter desfecho frustrante.

No caso da reescrita do programa de triangulacdo por divisdo-e-conquista baseada no
importante algoritmo de Guibas-Stolfi, insiste-se em manter o estilo de programacéo
imperativo, por algumas raz@es: (i) assegurar a correspondéncia morfoldgica entre os codigos
para facilitar a depuracdo em caso de erros; (ii) esta pesquisa ndo tem por meta utilizar o estilo
de programacdo funcional; (iii) além de avaliar o desempenho provido por OCaml, é de
interesse saber como representar nessa linguagem a estrutura de ponteiros de modo simples,

seguro e com a mesma versatilidade que em linguagens imperativas como C e Pascal.

3.5.1 Estrutura de Dados

No programa original, escrito em C, que usa alocacdo dindmica de memoria, sdo
definidas as estruturas “point” e “edge, conforme descritas na Figura 3.3 adiante. O
identificador “p_array” é uma lista contendo os pontos de entrada para a triangulacdo;
“free_list_e” controla a alocacao das arestas a medida que sdo criadas ou removidas. Preferiu-
se manter os tipos de dados do programa original, utilizando, por exemplo, o tipo float em vez
de double.

struct point { struct edge {
float x,y; point *org;
edge *entry_pt; point *dest;

} edge *onext;

edge *oprev;
point *p_array; edge *dnext;
edge *dprev;

e :
edge **free list_e;
Figura 3.3. Estrutura de dados da triangulagdo em C.
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mutable x:
mutable y: float;

and point = #I
oat;

mutable num: int

}

and edge ={ )
mutable e_org: ppoint;
mutable e_dest: ppoint;
mutable e_onext: pedge;
mutable e_oprev: pedge;
mutable e_dnext: pedge;
mutable e_dprev: pedge

type pedge = edge refer pointer refer
and ppoint = point refer pointer refer

mutable entry_pt: pedge;

et p_array = new_refer (Array.init 1 (fun x ->
entry_pt=new_refer (new_pointer Nil); numz#-l) M)

let free_list_e = Array.init 1 (fun X -> new_re

Nil); e_dest=new _refer (new_pointer Nil); e_onext=new _refer (new_pointer Nil
(new_pointer Nil); e_dnext=new_refer (new_pointer Nil); e_dprev=new_refer (new_pointer Nil)})));;

* *ed e *
E* *po?nt *))

er (new_pointer (new_refer {e_org=new_refer (new
; e_oprev=new_refer

Sn)ejlw_refer (new_pointer (new_refer ({x=0.0; y=0.0;

ointer

Figura 3.4. Estrutura de dados da triangulacdo em OCaml.

Antes de derivar a estrutura da Figura 3.4 e reescrever o programa em OCaml, foram

efetuados inumeros testes objetivando obter o tipo de dado (OCaml) em que pudessem ser

realizadas todas as operacGes tipicas de um ponteiro. A Tabela 3.1 apresenta a

correspondéncia entre ponteiros em C e em OCaml com base em extensdo feita aos tipos

definidos em (INRIA, 2004).

Tabela 3.1. Ponteiros explicitos em C traduzidos para OCaml.

Instrucdes em C Instrucdes em OCaml
intk; letk=ref0
int m; and m=ref0
int *ptr; and ptr = ref (new_pointer (ref 0))
int *ptr2; and ptr2 = ref (new_pointer (ref 0))
int *p; and p = ref (new_pointer (ref 0))
int **q; and q = ref (new_pointer (ref (new_pointer (ref 0)))) in
ptr = &K; ptr := new_pointer k;
ptr2 = &k; ptr2 := new_pointer k;
k=1; k:=1;
m=2; m:=2;
ptr2 = &m; ptr2 := new_pointer m;
*ptr =7, InN(Iptr) :=7;
ptr2 = ptr; ptr2 := Iptr;
*ptr2 = 8; I7(Iptr) :=8;
q=&p; g := new_pointer p;
**q = 100; (" ((1g)) )) = 100;

A versdo em OCaml do programa de triangulacdo nos termos dos exemplos apresentados

na Tabela 3.1 forneceu os mesmos resultados que a versdo em C, fazendo-se ressalva a alguns

casos de falta de robustez numérica, em que o programa escrito na linguagem funcional foi

mais estavel. Contudo, a codificagdo fora custosa, como se depreende do cddigo-fonte da
funcéo delete_edge escrita em C (Figura 3.5) e em OCaml (para acomodar a constante Nil, a
representacdo de ponteiros foi alterada de forma tal que os operadores “!” e “:=” foram

respectivamente substituidos por “I'” e “*="), conforme Figura 3.6.
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/* Remove an edge.*/
void delete_edge?edge *e)

point *u, *v;

/* Cache origin and destination. */
u = Org(e);

v = Dest(e);

if (Org(e->dprev) ==v)
e->dprev->onext = e->dnext;
else
e->dprev->dnext = e->dnext;
}free_edge(e);

Figura 3.5. Trecho de codigo da funcéo delete_edge em C.

(* Remove an edge. *)
let delete_edge e =
let u = new_refer (new_pointer(new_refer ({x=0.0; y=0.0; entry_pt=new_refer (new_pointer Nil);
num=(-1)}) )) _ o
and v = new_refer (new_pointer(new_refer ({x=0.0; y=0.0; entry_pt=new_refer (new_pointer Nil);
num=(-1)}) )) in
(* Cache origin and destination. *)
u = 1(org e);
v A= 1l(dest e);

if (M(org (M1(™("'e)).e_dprev)) ) = Ilv then
I(!!(!"(!! ((1(™™(Me)).e_dprev) )))).e_onext A= 11 (17(11e)).e_dnext)
else
(raaarearnMe)).e_dprev) )))).e_dnext A= 1(1H(1A(e)).e_dnext);
free_edge e;;
(*val delete_edge : pedge -> unit = <fun>*)
Figura 3.6. Trecho de cddigo da funcdo delete_edge em OCaml baseado em proposta do
INRIA (INRIA, 2004).

Portanto, em virtude da prolixidade notacional do programa em OCaml, as estruturas de
point e edge exibidas anteriormente na Figura 3.4 foram modificadas para a forma exibida na

Figura 3.7, e alterado o codigo de todas as fungdes, como exemplificado na Figura 3.8.

type t_point = {
mutable x: float;
mutable y: float;
mutable entry_pt: int;
mutable num: int

}

andt_edge ={
mutable org: int;
mutable dest: int;
mutable onext: int;
mutable oprev: int;
mutable dnext: int;
mutable dprev: int;
mutable e_num: int

s

let p_array =ref [||];;
lete_array = ref [|[];;
let free list_e = ref [||];;

Figura 3.7. Estrutura de dados (simplificada) da triangulacdo em OCaml.
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(* Remove an edge. *)

let delete_edge e =
letu,v=ref0,refOin
(* Cache origin and destination. *)
u:=orge;
v :=dest e;

if (o“r.g(!e_array.(e).dprev) = 1lv) then
le_array.('e_array.(e).dprev).onext <- le_array.(e).dnext
else
le_array.('e_array.(e).dprev).dnext <- le_array.(e).dnext;
free_edge e;;
(*val delete_edge : int -> unit = <fun>%*)
Figura 3.8. Trecho de cddigo (simplificado) da funcao delete_edge em OCaml.

3.6 Resultados dos Experimentos

A Tabela 3.2 apresenta resultados dos experimentos realizados. Na implementacéo, foi
utilizado o compilador ocamlopt constante de OCaml verséo 3.07 e o IDE da Borland C++
Builder 1.0, a versdo que estava disponivel. Os dados dos poligonos e nuvens de pontos foram
lidos de arquivos-texto e depois ordenados pelo eixo x usando o conhecido método mergesort.

Vale ressaltar que todos os resultados ndo devem ser analisados sob 0 mesmo aspecto. No
caso do contetido dos arquivos b10000.node, b100000.node e b1000000.node, € importante
considerar aspectos referentes a tempo de processamento. A versdo escrita em OCaml foi
menos eficiente em todos os trés casos (dez mil, cem mil e um milhdo de pontos). Porém, no
caso do contetdo de torre.poly, circulo.poly e boca.poly ja € interessante avaliar aspectos
relacionados a exatiddo. Por exemplo, na triangulagdo dos pontos contidos em circulo.poly e
boca.poly, os resultados foram divergentes. Rastreando os codigos-fontes (em C e OCaml),
foi constatado que, na funcdo merge, os valores para o identificador cot_r_cand, em um
mesmo instante da iteracdo, estavam diferentes, como demonstrado na Tabela 3.3 adiante.
Ocorreu que a versado escrita em C falhou no célculo dos produtos escalar e vetorial e, usando
a precisdo-padrdo de seis casas decimais, tornou o valor de cot_r_cand inferior ao de
cot_| _cand. Posteriormente, em uma instrucdo do tipo if-then-else que avaliava se o valor de
cot_r_cand era menor que o de cot_| cand, o programa escrito em C seguiu um caminho
diferente do programa escrito em OCaml. Fatos semelhantes se repetiram em outras iteragdes.
Em razdo disso, houve divergéncia® na triangulacdo do circulo e da boca, conforme

visualmente apresentado na Figura 3.9.

* A afericdo da qualidade da triangulacdo foi fundamentada em resultados de experimentos correspondentes
produzidos pelo programa Triangle (SHEWCHUK, 1996b).
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Tabela 3.2. Resultados da triangulacdo por divisdo-e-conquista utilizando um PC com
processador Pentium Il de 1.13 GHz, 128 Mb de memoria RAM e 256 Kb de memoria
Cache, sob o sistema operacional Windows 98.

Dados de entrada Tempos de processamento (em segundos)
Nome do Numero Ordenacao Triangulagdo Plotagem
arquivo de pontos C OCaml C OCaml C OCaml
b10000.node 10.000 0.06 0.00 0.05 0.16 0.50 0.99
b100000. node 100.000 0.11 0.39 1.10 2.58 5.11 9.45
b1000000. node 1.000.000 2.14 7.58 16.26 98.92 56.63 | 113.36

Desenho do PSLG Versdo em C Versdo em OCaml | Programa Triangle
L oo s oo it am:___FRERE 5|

torre.poly

L
/

circulo.poly

boca.poly

Figura 3.9. Resultados visuais de triangulagdes de PSLG.

3.6.1 Amostra da Robustez Numérica de OCaml

A atividade de achar algoritmos que produzem melhor precisdo com menos calculo é uma
area de pesquisa da matematica atual denominada de analise numérica. Entretanto, a Tabela

3.3 expressa resultados de operacfes matematicas, implementadas em C e em OCaml, sem o
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incremento de qualquer técnica para melhorar a precisao. Os seis Ultimos casos ilustram uma
das ocorréncias causadoras da disparidade ocorrida durante a execucdo do procedimento

merge das versdes em C e em OCaml do programa de triangulacéo.

Tabela 3.3. Resultados de operacBes matematicas envolvendo nimeros na representacao
ponto-flutuante.

Operacdo matematica Resultadoem C | Resultado em Ocaml
J2 1,4142135381698608 | 1,4142135623730951 (*)
(\@)2 1,9999999315429164 2,0000000000000004 (*)
Pi=acos(-1) 3,1415926535897931 3,1415926535897931
e = (1 + (1/x)) * x, para x=1000000 2,7182804690957534 | 2,7182804690957534
E~0,01 1,0100501620330897 | 1,0100501620330897
D_p_l_cand = dot_product_2v (0,0000000000000000,
-0,1204265073161450, 0,0811250971963144, -0,1672641040204717) | 0,0201430507004261 0,0201430318465498 (*)
D_p_r_cand = dot_product_2v (-0,0811250971963144,
-0,1672641040204719, 0,0000000000000000, -0,2141017007247985) | 0,0358115434646606 | 0,0358115291409926 (*)
¢_p_l_cand = cross_product_2v (0,0000000000000000,
-0,1204265073161450, 0,0811250971963144, -0,1672641040204717) | 0,0097696194425225 0,0097696121110349 (*)
c_p_r_cand = cross_product_2v (-0,0811250971963144,
-0,1672641040204719, 0,0000000000000000, -0,2141017007247985) | 0,0173690374940634 0,0173690212811955 (*)
cot r_cand=d_p_r_cand/c_p_r_cand 2,0618035793304443 | 2,0618046671267440
cot | cand=d _p_|l cand/c_p_l_cand 2,0618050098419189 | 2,0618046671267414

(*) Resultado mais preciso

3.7 Avaliacao da Possibilidade de Paralelizacao

A disponibilidade de maquinas com maltiplos processadores e com grande quantidade de
memoria pode ser um aliado para acelerar a triangulacdo e a geracdo de malhas. Com tal
motivagdo, muitos esforgos tém sido orientados para o desenvolvimento de ambientes,
geradores de malhas e trianguladores utilizando os recursos do processamento paralelo. Em
principio, a esséncia desses esforcos € converter algoritmos seqiienciais ja existentes em
algoritmos paralelos.

Na geracdo de malhas, o processamento paralelo é recomendado para melhorar a
eficiéncia tanto da fase de processamento quanto da fase de pré-processamento. No ultimo
caso, aplica-se, em especifico, a triangulagéo e ao refinamento da Malha.

Ressalte-se que a eficiéncia do processamento paralelo depende da capacidade
computacional da maquina, incluindo a quantidade de processadores, que é em poténcia de 2;
depende também de um ambiente para criar e gerenciar o processamento paralelo e de um
algoritmo e programa que fardo a decomposicdo do problema em partes, que serdo
processadas separadamente.

De modo geral, o processamento paralelo, é descrito como segue:
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1. Decomposi¢do do dominio. Consiste em decompor o dominio geométrico em p partes
iguais (subdominios), correspondentes ao nimero p de processadores disponiveis.

2. Atribuir cada subdominio a um processador. Cada processador produzira uma

subsolugéo.

3. Reunir as subsolugdes. E um passo complexo que exige coordenacdo, também
conhecido como “Merge”, que retne cada subsolucdo gerada por cada processador e

produz a solucéo final.

Uma estratégia de paralelizacdo tipica é descrita na Figura 3.10. Na ilustracdo, uma
malha de elementos finitos é usada como entrada. Depois, essa malha é particionada em um
nimero de subdominios que serdo distribuidos entre os processadores e cada um dos
processadores fara a computagdo do subdominio separadamente. Ocorre comunicagdo entre 0s
processadores. Os ciclos de comunicacdo e de computacdo se encerram quando a solugéo
obtida atende aos requisitos de qualidade desejados. Os custos com computacdo e
comunicacdo e também a forma como os subdominios foram definidos sdo exemplos de

fatores que podem impactar sobre 0 desempenho do processamento paralelo.

Problema

4

Decomposigéo
do Problema

Y
Subproblema Subproblema Subproblema
1 ( 2 ) e n

Processador 1 Processador 2 Processador n
Troca de Dados Troca de Dados
(Subsolugéo 1) (Subsolugéo 2) (Subsolugéo n)
Solugéao

Figura 3.10. Uma estratégia tipica de paralelizacéo.
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A maneira de particionar um dominio e de distribuir suas partes entre os processadores de
um computador constitui uma poderosa ferramenta que pode ajudar a acelerar a solugéo do
problema. As técnicas de particdo podem ser classificadas em duas categorias:

= Técnicas estaticas: A particdo é realizada somente uma vez e antes da execucdo do

procedimento de solucéo do problema.

= Técnicas dindmicas: Usam algoritmos de balanceamento de cargas, que
periodicamente determinam uma nova particdo do problema.

Em se tratando da triangulacdo de Delaunay, sua maior desvantagem € a quantidade de
tempo requerido para obter a triangulacdo sobre um conjunto de pontos. Esse tempo pode ser
reduzido com o uso de mais de um processador. Varios algoritmos tém sido propostos (LEE,
PARK, PARK; 2001), (CHEN, CHUANG, WU; 2002), (HARDWICK, 1997),
(CHERNIKOV, CHRISOCHOIDES; 2006), (MERRIAM; 1992). Seguem adiante as
estratégias gerais empregadas comumente em algoritmos paralelos de triangulacdo de
Delaunay.

Varios algoritmos paralelos para a triangulacdo de Delaunay tém sido propostos, cada
qual com métodos especificos de triangulacdo e de particdo do dominio geométrico ou do
conjunto de pontos a ser triangulado. Por exemplo, em (CHEN, CHUANG, WU; 2002), é
apresentado um algoritmo paralelo para triangulacdo de Delaunay por divisédo-e-conquista; em
(CHERNIKQOV, CHRISOCHOIDES; 2006), é apresentado um algoritmo paralelo para
triangulacdo de Delaunay restrita; em (LEE, PARK, PARK; 2001), é proposto um algoritmo
paralelo melhorado para a triangulacdo de Delaunay utilizando a abordagem de construcao
incremental; em (MERRIAM; 1992), sdo discutidos aspectos teoricos e praticos referentes a
implementacdo de um algoritmo paralelo para triangulacdo de Delaunay baseado na
abordagem avanco de fronteira.

Quanto a eficiéncia obtida pelo processamento paralelo, os algoritmos que operam sobre
dominios geométricos 2D apresentam maior eficiéncia que aqueles que operam sobre
dominios 3D. Detalhes podem ser obtidos em (KOHOUT; 2004) e (HARDWICK, 1997).

Em um algoritmo paralelo de triangulacdo de Delaunay, os pontos de entrada séo
subdivididos de acordo com suas coordenadas em k areas retangulares (onde k é o nimero de
processadores). Cada processador respondera exclusivamente pela triangulacdo dos pontos
que estiverem na area que lhe foi designada. Os pontos sdo distribuidos a cada processadores
em quantidades quase iguais. Para desempenhar sua tarefa, o processador precisa conter

também os pontos que se encontram em areas adjacentes a area atribuida a este processador.
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Existem no maximo quatro areas adjacentes. Os pontos localizados em &reas adjacentes,
préximo a fronteira delas com a area de cada processador, servem como uma “interface”.
Uma mesma interface pode aparecer em mais de um processador. Dessa forma, é possivel
identificar os triangulos construidos redundantemente por mais de um processador.

E necessaria uma etapa que retina os resultados parciais gerados por cada processador. A
etapa de juncédo tem de levar em conta que cada processador gera muitos triangulos idénticos,
que se sobrepdem. Assim, cada tridngulo redundante deve ser considerado apenas no
processador em que aparecer primeiro.

Todo procedimento do algoritmo, exceto o da etapa que reline os resultados parciais,
pode ser processado paralelamente.

Na Figura 3.11, esté ilustrado o cenario de uma triangulacdo de Delaunay de um conjunto
de pontos em maquina com um unico processador. Na Figura 3.12, é apresentado o cenario
dessa mesma triangulacdo em uma maquina com quatro processadores. O exemplo
apresentado pode ser visto como o pior caso do processamento paralelo utilizando quatro
processadores. Houve muito desperdicio de esforco computacional construindo triangulos
redundantes. Na Figura 3.13, é ilustrado como os resultados parciais sdo computados em cada
um dos processadores. Os triangulos em cor cinza sdo aqueles que foram construidos

redundantemente em mais de um processador.

Figura 3.11. Triangulacdo de Delaunay seqiiencial de um conjunto de pontos.
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Figura 3.12. Triangulacdo de Delaunay de um conjunto de pontos em quatro processadores.

p1

p3

Figura 3.13. Resultados parciais da Triangulacdo de Delaunay nos quatro processadores.
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Capitulo IV

Gerador de Malhas escrito em OCaml

4.1 Introducéo

Estdo disponiveis na web, como parte do site Meshing Research Corner (MESHING
SOFTWARE SURVEY, 2005), mantido pela Carnegie Mellon University, informacdes sobre
dezenas de geradores de malhas. Os produtos de software apresentam caracteristicas
variaveis, incluindo a forma dos elementos finitos (triangular, quadrilatera, tetraédrica,
hexaédrica, estruturada), o tipo de algoritmo utilizado (Avanco de Fronteira, Sweeping, etc.)
e o tipo de melhoramento e refinamento da malha adotados, por exemplo. Embora, para cerca
de um quarto dos produtos haja indicacdo de disponibilidade do codigo-fonte, na realidade,
nem sempre estdo disponiveis para ser copiados, havendo recusa a pedidos de fornecimento
por parte de seus autores.

Foram examinados e executados os cddigos de EasyMesh (NICENO, 2005), Geompack
(JOE, 1991), GMSH (REMACLE, 2005), Javamesh (LIN, 1997), Mesh2D (KARAMETE,
2005), Triangle (SHEWCHUK, 1996b) e apenas examinado o codigo de TMG (PAOLINI,
2004). Nao foi examinada a biblioteca CGAL, pois foram considerados somente o contetido
publicado no mencionado site. Relativamente a qualidade da malha, apesar de comprovada
superioridade de Triangle, GMSH e Javamesh, foi decidido néo utilizar quaisquer deles como
referéncia para a implementacdo em OCaml. Os dois primeiros apresentavam elevada
complexidade algoritmica; e todos os trés requeriam bastante tempo para conversdao em
virtude das técnicas de programacdo complexas que foram empregadas. Finalmente, foi
escolhido o codigo-fonte do gerador de malhas chamado Mesh, construido por Labelle
(LABELLE; SHEWCHUK, 2003), na U. C. em Berkeley, o qual retne trés caracteristicas
favoraveis: malha de boa qualidade, algoritmo com complexidade relativa e estilo de
programacéo simples. Foi denominado de OCamIMesh o gerador escrito em OCaml.

Triangle € um rapido e robusto programa gerador de malhas e triangulador de Delaunay
escrito em C. O programa de Labelle também é escrito em C, mas ndo é tdo célere quanto

Triangle, porque emprega método da forca bruta para implementar dois procedimentos
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criticos: triangulacdo de Delaunay e localizagdo planar de pontos. Entretanto, essas
desvantagens implicaram usar de preferéncia seu codigo para conversdo, pois propiciariam

maiores oportunidades de pesquisa, experimentos e descobertas.

4.2 Caracteristicas do Gerador

O programa possui cerca de 2.000 linhas de codigo e foi projetado para plataformas
compativeis com o UNIX, mas pode ser compilado em qualquer sistema operacional que
suporte o padrdo ANSI C. Ele toma como entrada um PSLG, que, por definigdo, é apenas uma
lista de vértices e segmentos. A técnica empregada consiste em adicionar pontos de Steiner e,
consequientemente, arestas para dividir a regido interior em tridangulos bem-formados.

Na Figura 4.1, é ilustrado o processo de geracdo de malhas. Na Figura 4.1 (b), vé-se um
resultado da execugéo do programa na linha de comando do sistema operacional. Para rodar o

programa, sua a sintaxe é a seguinte:

ocamlmesh arq_entrada num_vertices angulo minimo [arg_saida]

O argumento arqg_entrada deve ser um arquivo com extensdo .node ou extensao
.poly. Um arquivo com extensdo .node contém um conjunto de pontos no plano, ndo sendo
todos colineares. Um arquivo com extensdo .poly representa um PSLG. Um arquivo .poly
pode também conter informacao sobre buracos e concavidades, bem como atributos sobre a
regiao e restri¢ces sobre as areas de triangulos.

O argumento num_vertices indica o numero total de vértices da malha, ou seja, 0s
vértices originais do PSLG acrescidos dos pontos de Steiner inseridos. Por exemplo, o grafo
da Figura 4.1 (a) contém nove vértices. A malha da Figura 4.1 (b) contém exatamente 40
vertices. Portanto, para a construcdo da malha, por forca do argumento 40, foram
introduzidos 31 pontos de Steiner no PSLG.

O argumento angulo_minimo indica a medida do angulo minimo de cada triangulo.
Quando angulo_minimo for maior que 30° o valor para 0 argumento num_vertices
deve ser (-1), e a malha sera gradiente. Nesse caso, 0 gerador somente tentara obter triangulos
bem-formados, mas ndo do mesmo tamanho. Isso é util quando uma aplicacdo requer
triangulos menores somente préximo a fronteira.

O argumento arq_saida é opcional e se refere a um arquivo com extensao .ele, o qual

contém dados geométricos dos elementos finitos que formam a malha.
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(@) PSLG sem malha (b) PSLG com malha (resultado da execucéo
ocamlImesh simple.poly 40 30.0)

Figura 4.1. Sintese do processo de geracdo da malha.

Nas Figuras 4.2 e 4.3 adiante, sdo descritos, respectivamente, o formato e exemplos do

conteddo dos arquivos com extensdes .node, .poly e .ele.

Estrutura do arquivo .node

Primeira linha: <# de vértices> <dimensao (deve ser 2)> <# de atributos> <# de marcadores de fronteira (0 ou 1)>
Linhas restantes: <vértice #> <x> <y> [atributos] [marcador de fronteira]

Estrutura do arquivo .poly

Primeira linha: <# de vértices> <dimensao (deve ser 2)> <# de atributos> <# de marcadores de fronteira (0 ou 1)>
Linhas seguintes: <vértice #> <x> <y> [atributos] [marcador de fronteira]

Linha um: <# de segmentos> <# de marcadores de fronteira (0 ou 1)>

Linhas seguintes: <segmento #> <ponto inicial> <ponto final> [marcador de fronteira]

Linha um: <# de buracos>

Linhas seguintes: <buraco #> <x> <y>

Linha opcional: <# de atributos de regido e/ou restricdes sobre area>

Linhas opcionais seguintes: <regido #> <x> <y> <atributo> <area maxima >

Estrutura do arquivo .ele

Primeira linha: <# de triangulos> <no6s por triangulo > <# de atributos>
Linhas restantes: <triangulo #> <n> <n6> <n6> ... [atributos]

Figura 4.2. Descricdo do formato dos arquivos .node, .poly e .ele.
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9.node simple.poly square.poly square.ele
9200 9200 4200 2230
1010 110 100 110114
2110 271 210 211015
3100 388 311 331116
4000 419 401 411317
5011 536 521218
6111 603 40 613419
7101 733 112 72812
8001 856 223 89413
90304 964 334 96510
0.5 441 105710
90 119511
112 0 125811
223 138512
334 145612
445 157513
556 165913
661 17610 14
778 1810715
889 1911816
997 2091117
2112618
1 2271319
144

Figura 4.3. Exemplos de conteido dos arquivos .node, .poly e .ele.

4.3 Estrutura de Dados

Uma estrutura é usada para representar cada aresta e outra é usada para representar cada
triangulo (Figura 4.4). Cada registro que representa uma aresta contém dois ponteiros para
vertices e dois ponteiros para triangulos. Cada registro que representa um triangulo contém
trés ponteiros para vértices e trés ponteiros para arestas. Como ocorreu na implementacédo do
algoritmo de triangulacdo de Delaunay por divisdo-e-conquista, também foram mantidos os

tipos de dados originais do gerador de malhas.

struct Edge { struct Triangle {
struct Vertex *vertex[2]; struct Vertex *vertex[3];
struct Triangle *triangle[2]; struct Edge *edge[3];
boolean frozen; float minAngle;
} float quality;
boolean inside;
vl } W
0 e=| +1 ez el
1
| vO o0 s
(a) Estrutura da aresta (b) Estrutura do triangulo

Figura 4.4. Estrutura de dados da aresta e do triangulo.
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4.4. Notas sobre o Algoritmo

Nas Figuras 4.5 até 4.9, € ilustrado o processo de geracdo de malha a partir de um PSLG
que representa uma guitarra elétrica.

O primeiro estagio do algoritmo foi encontrar a triangulagdo de Delaunay dos vertices de
entrada como na Figura 4.5. Em geral, alguns dos segmentos de entrada e faces ndo aparecem
na triangulacédo; o segundo estagio é recupera-los. Na Figura 4.6, é ilustrado o estagio de
recuperacdo de segmentos e faces. O terceiro estagio do algoritmo é remover triangulos de
concavidades e buracos (Figura 4.7). O quarto estagio do algoritmo é aplicar um algoritmo de
refinamento, como descrito na Secdo 2.8. Na Figura 4.8, é mostrada a malha final, que ndo

tem qualquer tridangulo com angulo inferior a 30°.

Figura 4.5. PSLG de uma guitarra elétrica.

T 1?» e,

ST S,
e ==

Figura 4.6. Triangulacdo de Delaunay dos vértices do PSLG. Alguns segmentos originais e
faces estdo ausentes.

Figura 4.7. Triangulagdo de Delaunay em conformidade com os segmentos do PSLG.
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M 41,

Figura 4.8. Triangulag&o com tridngulos removidos de concavidades e buracos.
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Figura 4.9. Malha final (gerada por OCamIMesh) composta de 484 triangulos com
angulo minimo ndo inferior a 30°.

A maior desvantagem do algoritmo é ser lento para construir a malha com muitos (acima
de dezena de milhar) pontos de Steiner, porquanto usa algoritmo de triangulagéo de Delaunay

de complexidade O(n?) e algoritmo de localizacdo planar de pontos de complexidade O(n).

4.5. Detalhes da Implementacdo em OCaml

A primeira providéncia para a conversao de codigo escrito em C para OCaml constituiu-
se em se adotar uma estrutura alternativa para representar os ponteiros e todas suas operacoes.
A definicdo de tipos para representar ponteiros proposta em (INRIA, 2004) possui
notacdo complicada e trabalhosa para implementar ponteiros, sobretudo suas operacGes
tipicas, quando seu escopo de apontamento € extenso. Por exemplo: ponteiros duplos,

ponteiros triplos, etc.

A definicdo de tipos para retratar ponteiros proposta em (MOURA et al., 2005) tem
notacdo simples e de facil implementacdo. Seu principio basico é simular em um vetor as
posicBes de memoria reservada para cada ponteiro. Por essa razdo, foi utilizada também na
reescrita do cédigo de Mesh em OCaml. A funcdo “FindNeighbors”, por exemplo, em sua
assinatura requer ponteiros duplos. Na Figura 4.10, é mostrada sua implementacdo em C e em
OCaml.
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void FindNeighbors(struct Edge *e, struct Triangle *t,
struct Edge **e0, struct Edge **el, struct Vertex **v)
{
if (e ==t->edge[0]) {
*e0 = t->edge[1];
*el = t->edge[2];
*v = t->vertex[2];

}

else if (e == t->edge[1]) {
*e0 = t->edge[2];
*el = t->edge[0];
*v = t->vertex[0];

}
else if (e == t->edge[2]) {
*e0 = t->edge[0];
*el = t->edge[1];
*v = t->vertex[1];
}
else
FatalError("edge 'e' is not part of triangle 't"");

(@) Implementacdo em linguagem C

let findNeighborsete0elv =
if e = ItriangleArray.(t).tr_edge.(0) then begin
€0 := IltriangleArray.(t).tr_edge.(1);
el := ltriangleArray.(t).tr_edge.(2);
v := ltriangleArray.(t).tr_vertex.(2)
end
else if e = ItriangleArray.(t).tr_edge.(1) then begin
e0 := IltriangleArray.(t).tr_edge.(2);
el := ltriangleArray.(t).tr_edge.(0);
v := ItriangleArray.(t).tr_vertex.(0)
end
else if e = ItriangleArray.(t).tr_edge.(2) then begin
€0 := IltriangleArray.(t).tr_edge.(0);
el := ltriangleArray.(t).tr_edge.(1);
v ;= ltriangleArray.(t).tr_vertex.(1)
end
else
Printf.printf "FatalError: edge 'e' is not part of
triangle 't";;
(*Assinatura da funcéo: val findNeighbors : int ->
int -> int ref -> int ref -> int ref -> unit = <fun>%*)
(b) Implementac@o em linguagem OCaml

Figura 4.10. Codigos da funcéo “FindNeighbors”.

Nas Figuras 4.11 e 4.12, é descrita a estrutura de dados do gerador implementada,

respectivamente, em linguagens C e OCaml.

struct Vertex {
float x;
float y;
b

struct Edge {
struct Vertex *vertex[2];
struct Triangle *triangle[2];
boolean frozen;

+H

struct Triangle {
struct Vertex *vertex[3];

/* is the edge frozen? (not allowed to flip) */

struct Edge *edge[3];

float minAngle; /* store this expensive-to-compute value */
float quality; /* quality of the triangle */

boolean inside; /* is the triangle "inside" the mesh? */

}

struct Segment {
struct Vertex *endpoint[2];

)3

struct Vertex *vertexArray;
struct Edge *edgeArray;

struct Triangle *triangleArray;
struct Segment *segmentArray;
struct Vertex *holeArray;

Figura 4.11. Implementagéo da estrutura de dados do gerador em linguagem C.
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type vertex = {
mutable ve_x: float;
mutable ve_y: float;
mutable ve_num: int
¥
and edge = {
mutable ed_vertex : int array;
mutable ed_triangle : int array;
mutable ed_frozen : bool; (* is the edge frozen? (not allowed to flip) *)
mutable ed_num: int
}
and triangle = {
mutable tr_vertex : int array;
mutable tr_edge : int array;
mutable tr_min_angle : float; (* store this expensive-to-compute value *)
mutable tr_quality : float; (* quality of the triangle *)
mutable tr_inside : bool; (* is the triangle "inside" the mesh? *)
mutable tr_num: int
¥
and segment = {
mutable se_endpoint: int array;
mutable se_num: int

o

let vertexArray = ref [||];; (* Array de vértices *)

let edgeArray = ref [|[];; (* Array de ponteiros para vértices *)
let triangleArray = ref [||];; (* Array de tridngulos *)

let segmentArray = ref [||];; (* Array de ponteiros para vértices *)
let holeArray = ref [|];; (* Array de vértices *)

Figura 4.12. Implementacéo da estrutura de dados do gerador em linguagem OCaml.

Na proxima secdo, € apresentada uma amostra de malhas produzidas pelo gerador
OCamlIMesh.

4.6. Resultados da Triangulacdo de Dominios Geométricos

Na Figura 4.13, sdo apresentados alguns casos de triangulacdo de dominios irregulares
com buracos e concavidades somente para mostrar a uniformidade da malha obtida e a
habilidade do gerador para lidar com dominios irregulares. As primitivas geometricas
“moveto” e “lineto” da biblioteca “Graphics”, que é inclusa na distribuicdo da linguagem

OCaml, foram usadas para plotar a malha.
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Figura 4.13. Algumas malhas uniformes construidas pelo gerador OCamiMesh.
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Figura 4.14. Algumas malhas gradientes construidas pelo gerador OCamlMesh.



Capitulo V

Localizacdo Planar de Pontos Dinamica
usando Multiarvore-B Intervalar

5.1 Introducéo

Um mapa € uma representacdo do espaco que divide o plano em um ndmero finito de
regifes. Um mapa pode ser modelado por um PSLG.

Dados um mapa e uma pergunta sobre um ponto p, especificado por suas coordenadas, o
problema de localizagdo planar de pontos consiste em encontrar a regido no mapa que contém
p.

Algumas técnicas de localizacdo planar de pontos existentes requerem uma estrutura de
pesquisa adicional. A estrutura de pesquisa adicional representa uma subdivisdo auxiliar do
mapa para facilitar a obtencdo de resultados das pesquisas.

Os algoritmos de localizacdo planar de pontos podem ser dindmicos ou estatico. Um
algoritmo dindmico é aquele que altera a estrutura de pesquisa a medida que ocorrem eventos
de insercdo ou de delecdo na subdivisdo planar. Ou seja, um algoritmo em que a estrutura de
pesquisa é construida juntamente com o mapa que ela representa. Um algoritmo estatico é que
néo suporta modifica¢Ges na subdivisdo planar, como o algoritmo dindmico.

Entretanto, é necessario recursos adicionais para construir a estrutura de pesquisa. Tais
recursos incluem tempo e espaco. Conforme mostrado no Capitulo 1, existem medidas ideais
para o tempo requerido para construir a estrutura de pesquisa e para 0 espago necessario para
armazena-la. Por essa razéo, a formulacdo de um algoritmo dindmico de localizacdo planar de
pontos € uma area de pesquisa que se mantém ativa.

A localizacdo planar de pontos dindmica tem utilidade em qualquer aplicacdo em que a
subdivisao planar sofre mudancas ou evolui, seja de modo continuo ou ndo. Um exemplo é a
triangulacdo de Delaunay incremental, j& discutida no Capitulo 2.

Neste capitulo, é apresentado um algoritmo dinamico de localizacdo planar de pontos. No
algoritmo, a técnica das “Slabs” é empregada para construir a estrutura de pesquisa, e a

Multiarvore-B Intervalar é utilizada como estrutura de armazenamento dos dados.
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A Multiarvore-B Intervalar é uma estrutura de dados derivada da Arvore-B, uma arvore
balanceada, aparelhada com mecanismo de pesquisa intervalar e organizada dinamicamente

em niveis ou camadas.

5.2 Arvores Balanceadas

Os algoritmos baseados em arvore de pesquisa binaria (BST — Binary Search Tree)
trabalnam bem para uma ampla variedade de aplicacbes, mas, na pratica, apresentam
problema de desempenho no pior caso, sobretudo, se o usuario do algoritmo ndo tomar
cuidado em relacdo a alguns tipos de entrada. Por exemplo, arquivos com registros ja
ordenados, arquivos com chaves duplicadas, arquivos com alternancia de chaves grandes e
pequenas: todos podem conduzir a tempos de construcdo de ordem quadratica e tempos de
pesquisa de ordem linear.

O caso ideal € manter as arvores perfeitamente balanceadas. Essas estruturas garantem
que todas as pesquisas podem ser concluidas em menos que log n + 1 comparagdes, mas pode
ser custoso manté-las para operacGes de insercdo e remocao.

Uma abordagem para produzir melhor balanco em BST é periodicamente rebalanceéa-las
explicitamente. De fato, pode-se balancear completamente a maioria das BST em tempo
linear. Tal rebalanceamento melhorard o desempenho, mas sem garantias contra o
desempenho de ordem quadratica no pior caso.

Por outro lado, o tempo de inser¢do para uma seqiiéncia de chaves durante operacfes de
rebalanceamento pode tornar-se proporcional ao quadrado do tamanho da sequéncia; por
outro lado, pode-se ndo pretender rebalancear freqliientemente arvores de dimens@es elevadas
porque cada operacdo de rebalanceamento custa ao menos um tempo proporcional, de ordem
linear, ao tamanho da arvore.

Ent&o, o problema de garantir bom desempenho em pesquisas em estruturas do tipo BST
é solucionado por meio de trés abordagens algoritmicas: randomizagdo, amortizacdo ou
otimizacdo (SEDGEWICK, 1998).

Um algoritmo aleatdrio introduz decisdo randémica para reduzir dramaticamente a
chance de um cenario de pior caso, sem se importar em que ordem os itens sdo apresentados
para entrada. Um exemplo tipico desse arranjo é o elemento aleatdrio usado no procedimento
de particdo do algoritmo de ordenacdo “quicksort”. Outros exemplos sdo as arvores de

pesquisa binaria aleatdrias, que usam cerca de 2n log n comparacdes para ser construida com
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n itens, independentemente de sua ordem de entrada, e cerca de 2 log n comparagfes para
efetuar pesquisas.

Uma abordagem baseada em amortizacdo consiste em realizar trabalho extra em um
momento para evitar trabalho adicional mais tarde. Dessa forma, ela é capaz de garantir
limites superiores ao custo médio por operagdes, que € o custo total de todas as operagdes
dividido pelo nimero de operacfes. Um exemplo é a arvore Splay (SLEATOR; TARJAN,
1985).

A abordagem da otimizacdo visa a garantir bom desempenho para cada operacdo. Os
métodos desenvolvidos segundo essa abordagem requerem que seja mantida nas arvores
alguma informacdo estrutural. Um exemplo sdo as arvores-B.

Uma vantagem em usar estrutura de pesquisa baseada em arvore-B € que ela ndo se
degenera, como exemplificado na Figura 5.1. Ela se mantém sempre balanceada (Figura 5.2),
a um custo minimo, independentemente da ordem de entrada dos n6s. Uma outra vantagem é
ndo ter-se que utilizar insercdo aleatéria de segmentos para, probabilisticamente, obter uma
estrutura de pesquisa mais similar possivel a de uma arvore balanceada, como ocorre com
algoritmos de localizacdo planar baseados em mapas trapezoidais (BERG, 1997). Em vez de
arvore, eles empregam grafo direcionado aciclico como estrutura de pesquisa.

Sabe-se que a arvore-B requer uma grande quantidade de espaco para armazenamento e é
mais utilizada para busca em memdria externa. Entretanto, como a arvore-B havia
apresentado melhores resultados que a arvore Splay, que teve desempenho quase linear em
experimentos de insercdo, delecdo e pesquisa, confirmando o que tinha sido declarado por
Sedgewick em (SEDGEWICK, 1998), preferiu-se utilizar primeiro a arvore-B, como estrutura
basica do algoritmo dinamico de localizacdo planar de pontos. Outros tipos de arvores
balanceadas podem ser utilizados, como € sugerido na indicacdo de trabalhos futuros no

Capitulo 6.

Figura 5.1. Arvore binaria totalmente degenerada. Figura 5.2. Arvore binéria balanceada.
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5.2.1 A Arvore-B

A arvore-B, introduzida, em 1972, por Bayer e McCreight, € um tipo de arvore
balanceada multidirecional largamente utilizada em sistemas gerenciadores de bases de dados
(SGBD). Sua estrutura permite que registros sejam inseridos, removidos e recuperados com a
garantia de desempenho satisfatério no pior caso. Uma arvore-B de ordem m e com n nds tem
altura O(log n) e satisfaz as propriedades adiante (KNUTH, 1998):

1. Cada né tem no méximo m filhos.

Cada no, exceto o da raiz e as folhas da arvore, tem ao menos m/2 filhos.
A raiz € uma folha da arvore ou tem ao menos 2 filhos.

Todas as folhas aparecem no mesmo nivel.

o k~ wN

. Um n6 ndo-folha com k filhos contém k-1 chaves.

Diferentemente de uma arvore binaria, cada n6 de uma arvore-B pode ter um ndmero
variavel de chaves e filhos. Uma arvore de pesquisa multidirecional de ordem m é uma arvore
geral na qual cada né tem m ou menos subarvores e contém uma chave a menos que a
quantidade de suas subarvores. Na Figura 5.3, em que é mostrada uma arvore-B de ordem 4,
cada nd, exceto os folhas, tem entre [4/2] e 4 filhos, contendo uma ou trés chaves. Ao no-raiz
é permitido conter de uma a trés chaves; nesse exemplo, ele tem apenas uma. Todas as folhas

estdo no nivel 2. As chaves aparecem em ordem crescente da esquerda para a direita.

L) CLID) L [) @) 1) (s]=])

Figura 5.3. Uma arvore-B de ordem 4 com todas as folhas no nivel 2.

Suponha uma arvore-B de ordem m contendo N chaves e que N + 1 folhas aparecam no
nivel I. Entdo, o nimero de maximo de niveis, correspondente a altura da arvore é dado por 1
+ logm N.

Isso significa, por exemplo, que, se N =1.999.998 e m = 199, entdo | € no maximo 3, que,
no caso de pesquisa, equivale também ao nimero maximo de comparagfes para encontrar um

determinado elemento.
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Em virtude da popularidade da arvore-B e da variedade de trabalhos escritos tratando de
sua historia, estrutura, desempenho e aplicacfes, serdo enfocados 0s resultados de seu

emprego na resolucdo do problema de localizacao planar de pontos.

5.2.2 A Arvore-B Intervalar

Em uma arvore-B, assim como em uma arvore binaria, uma operacdo de busca é aquela
que aceita um argumento a e tenta encontrar o registro cuja chave seja a. E possivel que a
busca de um determinado elemento na arvore ndo tenha sucesso, ou seja, que talvez ndo exista
nenhum no da arvore cuja chave tenha 0 mesmo valor que o argumento usado na operagdo de
busca. Nesse caso, o algoritmo que implementa a operacdo de busca pode retornar um
ponteiro nulo ou um registro nulo.

Essa regra, na pratica, é incompativel com as peculiaridades da localizacdo planar de
pontos, pois, na maioria das vezes, valor do ponto de consulta ndo corresponde exatamente ao
valor de nenhum dos vértices dos segmentos armazenados na estrutura de dados usada como
estrutura de pesquisa. Nas estruturas de pesquisas utilizadas para representar subdivisdes
fundamentadas em “slabs” ou mapas trapezoidais, quando isso acontece, é oportuno conhecer
0s n6s com valor imediatamente anterior e posterior aquele consultado. Por essa razdo, a
arvore-B teve seu algoritmo de busca aprimorado com um mecanismo de pesquisa intervalar.
Um mecanismo de pesquisa que, em lugar de um sinalizador de insucesso, retorne, por
referéncia, se houver, os nds com valor imediatamente anterior e posterior. A esse tipo de
arvore-B foi dado o nome de arvore-B intervalar.

Assim, na arvore-B intervalar, em operacGes de busca, quando ndo se encontra um né
contendo a chave de mesmo valor que o argumento da busca, em lugar de um ponteiro ou
registro nulos, retorna-se, se houver, o registro com valor imediatamente anterior ou, ainda,
retorna-se o registro com valor imediatamente superior ao do argumento.

Nas Figuras 5.4 e 5.5, sdo mostradas, em estilo negrito, modificagdes, respectivamente,
nos codigos-fontes das fungdes “binsearch” e “search” para transformar a arvore-B em
arvore-B intervalar. As modificacGes efetuadas no cddigo da funcdo “binsearch” tém a
finalidade reter o registro-candidato ao limite inferior, ou seja, o valor imediatamente inferior
aquele procurado. As modificagdes feitas no codigo da funcdo “search” tém a finalidade de
reter o registro-candidato ao limite superior, ou seja, o0 valor imediatamente superior aquele
procurado. As variaveis que ndo foram definidas no cabecalho das duas fungdes sao de escopo

global.



93

1. letbhinsearchxanp=

2 let i, left, right = ref O, ref 0, ref 0 in

3 if Inum_comp = 1 then begin

4. p_lower :=p;

5. i_lower :=1Ii;

6 lower_bound :=a.(0)

7 end

8. else if x.k_coord > a.(0).k_coord && !lower_bound.k_coord <> a.(0).k_coord then begin
9. p_lower :=p;

10. i_lower :=0;

11. lower_bound :=a.(0)

12.  end;

13.  if x.k _coord <= a.(0).k_coord then

14. 0

15.  else begin

16. if x.k_coord > a.(n-1).k_coord && !lower_bound.k_coord <> a.(n-1).k_coord then begin
17. p_lower :=p;

18. i_lower :=n-1;

19. lower_bound :=a.(n-1)

20. end;

21. if x.k_coord > a.(n-1).k_coord then

22. n

23. else begin

24, left :=0;

25. right := (n-1);

26. while (Iright - !left) > 1 do

217. i ;= (Iright + lleft)/2;

28. if x.k_coord > a.(li).k_coord && !lower_bound.k_coord <> a.(!i).k_coord then begin
29. p_lower :=p;

30. i_lower :=1i;

31. lower_bound :=a.(i)

32. end;

33. if x.k_coord <=a.(!i).k_coord then
34. right ;=i

35. else

36. left:=1li

37. done;

38. Iright

39. end;

40.  end;;

Figura 5.4. ModificacBes no codigo da arvore-B para obtencdo do limite inferior.

O procedimento para obter do limite inferior € mais complexo que o procedimento para
obter o limite superior. Essa diferenca na complexidade é herdada das caracteristicas
algoritmicas das fungdes “search” e “binsearch”. Por exemplo, na linha 12 do cddigo da
funcdo “search”, mostrado na Figura 5.5, é descrita a condi¢do de parada do cédigo original,
sem levar em conta o conjunto de instrucGes para captura do limite superior. Se a condicdo de
parada ndo é atendida, ou seja, se se chegou ao ultimo elemento do n6 sem se ter encontrado
uma chave com valor igual ao valor do elemento procurado, entdo deve-se reter, como itens

do limite superior: o valor do elemento visitado e os dois indices referentes, respectivamente,
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a posicdo da elemento (chave) e do n6 no array que representa a arvore-B. Ja a retencdo do
limite inferior € mais complicada, como mostram as linhas 3 a 12, 16 a 20 e 28 a 32 do codigo

da funcédo “binsearch”, mostrado na Figura 5.4.

let search x id_btree =
letp,i,n=ref0, ref 0, ref 0
and k = ref (Array.init (2 * _M) (fun x -> {k_coord=(Array.init 2 (fun x -> 0.0)); k_indice=0}))
and result = ref {k_coord=(Array.init 2 (fun x -> (-1.0))); k_indice=(-1)}
and break = ref false in

p := root;
while (!p <> (-1)) && (!break = false) do
i:=0;

k := Imulti_page_array.(id_btree).mbt_btree.(!p).bt_key;
n := Imulti_page_array.(id_btree).mbt_btree.(!p).bt_n;
i := binsearch x Ik In Ip;
if (i <In) && (x.k_coord = Ik.(1i).k_coord) then begin
found Ip li id_btree;
result := 'multi_page_array.(id_btree).mbt_btree.(Ip).bt_key.(!i);
break := true
end
else begin
if (i <!'n && Inum_comp =1) ||
(i <In && x.k_coord < 'k.('i).k_coord && 'upper_bound.k_coord <> !k.(!i).k_coord) then begin

p_upper :=!p;

i_upper :=li;

upper_bound := k.(!i)
end

end;
if not Ibreak then
p := Imulti_page_array.(id_btree).mbt_btree.(!p).bt_branch.(!i)
done;
Iresult;;

Figura 5.5. Modificacdes no codigo da arvore-B para obtencdo do limite superior.

5.2.3 A Multiarvore-B Intervalar

A Multiarvore-B Intervalar € um arranjo de multiplas arvores-B intervalares em camadas.
O custo de cada operacdo na Multidrvore-B Intervalar é O(log n). Na Figura 5.6, esta
representada uma Multiarvore-B de ordem 4. A arvore da camada zero € a arvore-B superior.
No exemplo, considerou-se apenas um no, mas pode haver inimeros, dependendo da
guantidade de “slabs”, ou seja, de coordenadas x distintas na malha. As setas partindo da
arvore-B superior referem-se aos ponteiros para a arvore-B inferior em que se encontram 0s
segmentos de cada “slab”. Na proposta deste trabalho, foi definida uma Multiarvore-B de
ordem 5, por ter apresentado desempenho superior. Na Figura 5.7, pode-se perceber que a

arvore-B esta contida na estrutura de dados da Multiarvore-B.
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CAMADAA

E} CAMADA 0
1D

o CAMADA 2

» CAMADA 3

Figura 5.6. Arquitetura global de uma Multiarvore-B.

type t_key ={
mutable k_coord: float array;
mutable k_indice: int
}
and page_btree = {
mutable bt_n: int;
mutable bt_key: t_key array;
mutable bt_branch: int array
}
and page_multibtree = {
mutable mbt_root: int;
mutable mbt_btree: page_btree array;
mutable mbt_newp: int;
mutable mbt_num_p: int;
mutable mbt_elem_count: int
)
Figura 5.7. Estrutura de dados da Multiarvore-B em OCaml.

O tipo t_key define a estrutura de cada n6 da arvore-B. Na arvore-B superior, k_coord
contém os limites inferior e superior das coordenadas x dos segmentos que definem cada
“slab”, e k_indice aponta para a camada em que esta a arvore-B inferior correlata. Na arvore-
B inferior, k_coord contém as coordenadas do segmento com as coordenadas do vértice
inicial invertidas, e k_indice refere-se ao identificador do segmento na malha.

O tipo page_btree define a estrutura da arvore-B como descrita em (KNUTH, 1998).

O tipo page_multibtree define a estrutura da Multiarvore-B. O campo mbt_btree é um “array”
de arvores-B. Os quatro Ultimos campos constituem os pardmetros de cada arvore-B:
mbt_root indica 0 né que esta na raiz da arvore; mbt_newp € uma espécie de ponteiro para o
no recém-criado; mbt_num_p é um indice seqliencial dos nds criados e mbt_elem_count é um

contador de elementos validos, isto €, 0 somatdrio de valores constantes de page_btree.bt_n.
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5.3 Localizacdo Planar com Multiarvore-B Intervalar

Como mostrado na Figura 5.6, a Multiarvore-B Intervalar € uma estrutura de dados de
composta de multiplas camadas. Nela, sdo armazenadas informacdes sobre os vértices inicial
e final dos segmentos de um PSLG. Essa organizacdo em mdltiplas camadas é importante
para o problema da localizagdo planar de pontos.

A camada zero contém uma Arvore-B Intervalar que armazena, em ordem crescente, 0s
valores de coordenada x dos vértices do PLSG. Tal armazenamento permite organizar os
segmentos do PSLG em intervalos. Nas Arvores-B contidas nas demais camadas, estio
armazenados, em ordem crescente, pela coordenadas y, 0s segmentos (ou pedacos de
segmentos) do PSLG. Cada registro da Arvore-B Intervalar da camada zero, existe um
ponteiro para uma Arvore-B Intervalar que contém segmentos com Vértices inicial e final
coincidentes com o limite inferior e limite superior do intervalo.

A localizacdo da regido do PSLG em que se encontra um determinado ponto € realizada
em duas etapas: primeiro pesquisa-se coordenada x do ponto, na camada zero da Multiarvore-
B Intervalar para definir a Arvore-B inferior em que sera feita a segunda pesquisa. Depois,
pesquisa-se pela coordenada y do ponto na Arvore-B inferior apontada para definir a posicao
do ponto relativa aos segmentos e finalmente a face do PSLG, que corresponde a regido em
que se encontra o ponto de consulta. Ambas as pesquisas sdo intervalares. Ou seja, se em um
PLSG ndo existir vértice de mesmo valor que o ponto de consulta, deve-se retornar, como
resultado da pesquisa, o intervalo em que estd o ponto de consulta: tanto em relagdo ao eixo x

quanto em relagdo ao eixo y dos segmentos do PSLG.

5.3.1 Construgdo Incremental da Estrutura de Pesquisa baseada em
Eventos

Nesta fase, a maior preocupacdo foi validar o método baseado em eventos apresentado
adiante. Para isso, o algoritmo deveria aceitar, incrementalmente, como entrada, cada um dos
segmentos de um PSLG qualquer e, dinamicamente, construir uma estrutura de pesquisa
utilizando o método das “Slabs”. O algoritmo seria considerado correto se produzisse a
mesma estrutura de pesquisa para cada nova ordem de entrada dos segmentos e indicasse
corretamente a regido contendo cada um dos pontos previamente estabelecidos.

Considere o PSLG da Figura 5.8. Ele € particionado em | linhas verticais, que atravessam

cada um de seus sete vertices, formando, portanto, I-1 “slabs”. Os limites inferior e superior
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que definem cada “slab” sdo armazenados na arvore-B superior, localizada na camada zero.

Para cada “slab”, é definida uma &rvore-B inferior a partir da camada um. Cada arvore-B

inferior armazena os Vértices inicial e final dos segmentos, com as coordenadas do vértice

inicial invertidas. Quando as coordenadas x do novo segmento ndo constam da arvore-B

superior, é criada uma nova arvore-B inferior. Na Figura 5.9, é sintetizado o processo de

construcdo da estrutura de pesquisa para a localizagdo planar de pontos.

4.0 47 851 53 E.7 7H B0
( \

| =T

Figura 5.8. Subdivisdo de um PSLG em slabs.

© © N o

11.
12.
13.
14.
15.
16.

Para cada novo triangulo T formado pela triangulacdo de Delaunay faca
Armazene 0s segmentos de T em S

Altere a ordem dos vértices de cada segmento em S, tal que o vértice inicial seja menor que
vértice final
Para i de 1 até 3 faca

Verifique a orientacdo do segmento S; em relagdo ao centroide de T e armazene em
Si.LeftFace e em S;.RightFace, conforme o caso, a posi¢do do centroide de T relativa ao
segmento S;.

Insira o0 segmento S; na fila F

Enquanto a fila F néo estiver vazia faca
Atualize valores de x_max, y_max, coord_min e coord_max
Se o registro {coord_min.x, coord_max.x}n&o estiver na Arvore-B Superior ent&o
Inclua registro {coord_min.x, coord_max.x} na Arvore-B Superior
Inclua-o na Arvore-B Inferior (ocorréncia do Evento 1, conforme Figura 5.11)
Atualize dados de controle da Multiarvore-B Intervalar
Senéo
Verifique o tipo de evento ocorrido (conforme Figura 5.11)
Execute os procedimentos referentes ao evento ocorrido

Atualize dados de controle da Multiarvore-B Intervalar

Figura 5.9. Algoritmo global do processo de construcdo da estrutura de pesquisa.
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O algoritmo constroi a estrutura de pesquisa para a localizagdo planar de pontos a medida
que a malha é construida e admite que os tridngulos e 0s segmentos sejam inseridos em
qualquer ordem. No caso do grafo da Figura 5.8, para a inser¢do dos seis triangulos ha 6!
sequéncias diferentes; no caso dos segmentos, ha 12! diferentes seqiiéncias de insercao. Para
contemplar todas as possibilidades, foram apurados 14 tipos de eventos que, depois de
normalizados, foram reduzidos a 6 tipos, conforme mostrado na Figura 5.11.

O algoritmo ndo registra a historia da construcdo incremental de uma triangulacdo de
Delaunay, como ocorre com o algoritmo dindmico apresentado por Berg et al. (BERG, 1997),
e discutido no Capitulo 1. Quando um tridngulo deixa de existir, os dados sobre seus
segmentos sdo removidos da Multiarvore-B Intervalar.

O critério para definicdo do conjunto de eventos da Figura 5.11 foi denominado de
mapeamento do espaco binario. Considerada a possibilidade do segmento a ser inserido na
estrutura de pesquisa interceptar um outro segmento ou de ser interceptado. Na Figura 5.10,
sdo mostradas as possiveis maneiras de segmento se situar em relacdo a outro segmento. A
ocupacdo dessas regides determinam 0 modo como um segmento interceptar outro segmento.
O caso 5 representa um segmento espdrio, contendo uma lacuna, e, por isso, é descartado. O
caso O representa a inexisténcia de segmento vizinho ou auséncia de intersegdo com algum
segmento vizinho. No contexto da Figura 5.11, o caso 0 é tratado como o Evento 1, em que

dois segmentos ndo se interceptam.

Casos Regibes do Segmento
Direita Central Esquerda
0
1
2
3
4
5
6
7

Figura 5.10. Mapeamentos possiveis de segmentos no espaco binario.

Assim, conhecidas as possiveis relacbes entre 0 novo segmento e, no maximo, dois
segmentos vizinhos ndo simultaneos, a esquerda ou a direita, foi obtido o contetdo da Figura
5.11. O codigo de evento que aparece na primeira coluna, € aquele que ele tinha antes de um

procedimento de normalizagdo que excluiu os casos redundantes.
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Evento Descricédo do Evento Amostra do Evento

new_segment_left_endpoint < right_neighbor_left_endpoint && E—

1 new_segment_right_endpoint < right_neighbor_left_endpoint | -------
new_segment_left_endpoint < right_neighbor_left_endpoint &&

3 new_segment_right_endpoint < right_neighbor_right_endpoint | - - - ____
new_segment_left_endpoint = left_neighbor_left_endpoint &&

6 new_segment_right_endpoint = left_neighbor_right_endpoint  |_______
new_segment_left_endpoint = left_neighbor_left_endpoint && | —

7 new_segment_right_endpoint > left_neighbor_right_endpoint | - - -----
new_segment_left_endpoint = left_neighbor_left_endpoint &&

8 new_segment_right_endpoint < left_neighbor_right_endpoint | _____
new_segment_left_endpoint > left_neighbor_left_endpoint &&

9 new_segment_right_endpoint > left_neighbor_right_endpoint | __________

Figura 5.11. Eventos significativos entre segmento novo (linha tracejada) e segmento vizinho
(linha continua), retratando as possiveis formas de intersecdo entre eles.

Quando um segmento intercepta outro segmento, ocorre um corte vertical sobre a
coordenada x do ponto de intersecdo. Segue adiante a interpretacdo para cada um dos seis
eventos.

O Evento 1 retrata 0 caso em que 0 novo segmento ndo corta henhum segmento e é o
primeiro a ocupar uma “slab”.

O Evento 3 retrata 0 caso em que 0 novo segmento, com base em seu ponto extremo
direito, corta outro(s) segmento(s) e é cortado pelo ponto extremo esquerdo de outro
segmento.

O Evento 6 retrata 0 caso em que 0 Novo segmento ndo corta henhum outro segmento,
mas ocupa uma “slab” em que se encontra(m) outro(s) segmento(s) com as mesmas medidas
dele para as coordenadas x.

O Evento 7 retrata 0 caso em que 0 novo segmento é cortado pelo ponto extremo direito
de outro segmento.

O Evento 8 retrata 0 caso em que 0 novo segmento corta, com base em seu ponto extremo
direito, outro(s) segmento(s), mas nao é cortado por nenhum segmento.

O Evento 9 retrata 0 caso em que 0 nOvVo segmento corta, com base em seu ponto extremo
esquerdo, outro(s) segmento(s) e é cortado pelo ponto extremo direito de outro segmento.

Finalmente, foi avaliada a ocorréncia de o novo segmento ter dois segmentos vizinhos
simultaneos. Isso implicou uma situacdo mais complexa: a existéncia de nove regides
distintas, trés para cada um dos segmentos, o vizinho-esquerdo, 0 novo segmento e o vizinho-

direito. Um procedimento automatico de normalizagdo, que também foi escrito em OCaml,
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excluiu os casos espurios — aqueles em cuja representacao binaria existe a sequéncia “101”,

como o caso 5 da Figura 5.10 — e reduziu a amostra de 512 (2°) casos (2 estados a 9 regi6es)

para 45 casos (Figura 5.12). Tais casos sdo, na verdade, manifestacdes dos seis tipos de

eventos que aparecem na Figura 5.11. A regido sombreada que aparece em cada linha da

Figura 5.12 representa cada uma das possibilidades de ocupacdo de espaco pelo novo

segmento. Os numeros 0 e 1 definem a posicdo do novo segmento no espago binario,

significando, respectivamente, regido ndo-ocupada e regido ocupada.

Espaco ocupado pelo

Espaco ocupado pelo

Evento correspondente

Casos segmento vizinho esquerdo Espago intermedidrio segmento vizinho direito | conforme Figura 5.11
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 Evento 9
2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 Evento 9
3 0 0 0 0 0 0 0 1 1 Evento 9
4 0 0 0 0 0 0 1 0 0 Evento 8
5 0 0 0 0 0 0 1 1 0 Evento 8
6 0 0 0 0 0 0 1 1 1 Evento 6
7 0 0 0 0 0 1 0 0 0 Evento 1
8 0 0 0 0 0 1 1 0 0 Evento 3
9 0 0 0 0 0 1 1 1 0 Evento 3

10 0 0 0 0 0 1 1 1 1 Evento 3

11 0 0 0 0 1 0 0 0 0 Evento 1

12 0 0 0 0 1 1 0 0 0 Evento 1

13 0 0 0 0 1 1 1 0 0 Evento 3

14 0 0 0 0 1 1 1 1 0 Evento 3

15 0 0 0 0 1 1 1 1 1 Evento 3

16 0 0 0 1 0 0 0 0 0 Evento 1

17 0 0 0 1 1 0 0 0 0 Evento 1

18 0 0 0 1 1 1 0 0 0 Evento 1

19 0 0 0 1 1 1 1 0 0 Evento 3

20 0 0 0 1 1 1 1 1 0 Evento 3

21 0 0 0 1 1 1 1 1 1 Evento 3

22 0 0 1 0 0 0 0 0 0 Evento 9

23 0 0 1 1 0 0 0 0 0 Evento 9

24 0 0 1 1 1 0 0 0 0 Evento 9

25 0 0 1 1 1 1 0 0 0 Evento 9

26 0 0 1 1 1 1 1 0 0 Evento 3

27 0 0 1 1 1 1 1 1 0 Evento 3

28 0 0 1 1 1 1 1 1 1 Evento 3

29 0 1 0 0 0 0 0 0 0 Evento 9

30 0 1 1 0 0 0 0 0 0 Evento 9

31 0 1 1 1 0 0 0 0 0 Evento 9

32 0 1 1 1 1 0 0 0 0 Evento 9

33 0 1 1 1 1 1 0 0 0 Evento 9

34 0 1 1 1 1 1 1 0 0 Evento 3

35 0 1 1 1 1 1 1 1 0 Evento 3

36 0 1 1 1 1 1 1 1 1 Evento 3

37 1 0 0 0 0 0 0 0 0 Evento 8

38 1 1 0 0 0 0 0 0 0 Evento 8

39 1 1 1 0 0 0 0 0 0 Evento 6

40 1 1 1 1 0 0 0 0 0 Evento 7

41 1 1 1 1 1 0 0 0 0 Evento 7

42 1 1 1 1 1 1 0 0 0 Evento 7

43 1 1 1 1 1 1 1 0 0 Evento 7

44 1 1 1 1 1 1 1 1 0 Evento 7

45 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Evento 7

Figura 5.12. Relacdo espacial entre 0 novo segmento e 0s segmentos vizinhos.

Como o grafo que compBe a malha é planar, ndo ha sobreposi¢do do novo segmento a

quaisquer de seus vizinhos. Quando isso aparentemente é sugerido pela Figura 5.12,

interprete-se que possuem coordenadas x em comum, mas estdo ladeados assimetricamente ou

simetricamente, como no exemplo da Figura 5.11.
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5.3.2 Pre-processamento

Nesta fase, constroi-se a estrutura de pesquisa para a malha que estiver sendo processada.
A divisdo da malha em “slabs” é levada a cabo, incrementalmente, a medida que cada novo
tridngulo é criado.

Para a identificacdo exata da face sobre a qual esta o ponto consultado, os veértices de
cada novo segmento foram reposicionados de forma a que a coordenada x do vértice inicial
seja menor ou igual & coordenada x do vértice final, como indicado pelas setas nos exemplos
da Figura 5.13. Esse modelo de orientacdo também é importante para identificar corretamente
0 evento, ou seja, a vizinhanga e o tipo de relacdo que o novo segmento estabelece com outros
segmentos. Desse modo, a subdivisdo planar obtida tem o mesmo formato que a subdivisdo

resultante da aplicacdo do método de “slabs” sobre uma malha estética, ja construida.

Figura 5.13. Orientacdes dos segmentos de alguns triangulos.

Os algoritmos sdo descritos em pseudocodigo, a partir da Figura 5.14. Em Preprocess
(Figura 5.15) e Query (Figura 5.16), k_indice = -1 implica que ndo houve retorno de valor

valido em pesquisa realizada na Multiarvore-B.

Algorithm Prepare
Input. A triangle T
Output. The triangle T with sorted segments
Sort the endpoints of segments by x-coordinate, using the y-coordinate as a secondary key
Sort all segments S of T by x-coordinate
¢ < centroid of the triangle T
fori=1to3do
cp « cross_product(S[i].k_coord[0], S[i] .k_coord [1], S[i] .k_coord [2], S[i] .k_coord [3], c)
if cp <=0 then LeftFace[S[i].k_indice] « T
else RightFace[S[i].k_indice] « T
if LeftFace[S[i].k_indice] = -1 and RightFace[S[i].k_indice] = -1 then Preprocess(S[i].k_coord)
Figura 5.14. Algoritmo Prepare.

© N o gk wbdE
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Algorithm Preprocess

Input. A segment S

Output. The interval multibtree as search structure for point location problem

1. Insert S in the queue a_segment /* In event functions which there is intersection subsegments are inserted in queue too */
2. while queue a_segment not empty do

3 Update y_min and y_max coordinates /* y_min and y_max are used in event functions, as Event1, etc. */

4 coord_min < min_coordinate(a_segment)

5. coord_max «— max_coordinate(a_segment)

6 Find the node {coord_min.x, coord_max.x} in Upper Btree

7 if exact value found then Event6()

8 else if lower_bound.k_indice <> -1 then

9. if coord_min.x = lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x = lower_bound.k_coord[1] then Event7()

10. else if coord_min.x = lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x < lower_bound.k_coord[1] then Event8()

11. else if coord_min.x = lower_bound.k_coord[1] and coord_max.x > lower_bound.k_coord[1] or

12. coord_min.x > lower_bound.k_coord[1] and coord_max.x > lower_bound.k_coord[1] then Event1()
13. else if coord_min.x > lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x > lower_bound.k_coord[1] or

14. coord_min.x > lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x = lower_bound.k_coord[1] or

15. coord_min.x > lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x < lower_bound.k_coord[1] then Event9()
16. else if lower_bound.k_indice <> -1 and upper_bound.k_indice <> -1 then

17. if lower_bound.tk_coord = upper_bound.tk_coord then

18. if coord_min.x < upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x < upper_bound.k_coord[0] or

19. coord_min.x < upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x = upper_bound.k_coord[0] then Event1()
20. coord_min.x < upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x < upper_bound.k_coord[1] or

21. coord_min.x < upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x = upper_bound.k_coord[1] or

22. coord_min.x < upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x > upper_bound.k_coord[1] then Event3()
23. else if coord_min.x = upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x < upper_bound.k_coord[1] then Event8()
24, else if lower_bound.tk_coord < upper_bound.tk_coord then

25. if coord_min.x >= lower_bound.k_coord[1] and coord_max.x <= upper_bound.k_coord[0] then Eventl1()
26. else if coord_min.x = lower_bound.k_coord[0] and coord_max.x < lower_bound.k_coord[1] or

217. coord_min.x = upper_bound.k_coord[0] and coord_max.x < upper_bound.k_coord[1] then Event8()
28. else /* The tests continue according to Figure 6.11 */

29.

30. else Eventl()

Figura 5.15. Algoritmo Preprocess.

5.3.3 Consulta de Pontos

Dado um ponto de consulta Q, efetuam-se duas pesquisas na Multiarvore-B Intervalar. A
primeira pesquisa, tendo como argumento a coordenada x de Q, ocorre na Arvore-B Superior
e seleciona uma das arvores-B inferiores. A segunda pesquisa procura, na Arvore-B Inferior
selecionada, segmento com coordenada y igual ou mais proxima a coordenada y de Q. Como
todas as arvores-B sdo de ordem 5, 0 numero de comparacdes para cada pesquisa é O(logs n).
Ao final, um teste de orientagdo, fundamentado em produto misto, define o segmento de
referéncia para identificagdo da face do PSLG em que se encontra o ponto de consulta Q. O

algoritmo em pseudocodigo € descrito a seguir na Figura 5.16.
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Algorithm Query Q
Input. A query point Q
Output. The face number which the point Q lie in or returns -1 if point lies outside the mesh

1.

2
3
4.
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
3L
32.
33.
34.
35.
36.

Get parameters of the Upper Btree
if Upper Btree not empty then
Find node in format of {Q[0], 0.0}in Upper Btree
if lower_bound.k_indice <> -1 and upper_bound.k_indice <> -1 then
if lower_bound.tk_coord = upper_bound.tk_coord then slab « upper_bound.k_indice
else if lower_bound.k_coord < upper_bound.k_coord then
if Q[0] > lower_bound.k_coord[0] and Q[0] < lower_bound.k_coord[1] then slab < lower_bound.k_indice
else if upper_bound.k_coord[0] <> upper_bound.k_coord[1] then slab «— upper_bound.k_indice
else slab < lower_bound.k_indice
else if lower_bound.k_coord > upper_bound.k_coord then slab < upper_bound.k_indice
else if lower_bound.k_indice <> -1 then slab «— upper_bound.k_indice
Get parameters of the Lower Btree
Find node in format of {Q[1], 0.0, 0.0, 0.0}in Lower Btree
Segment.k_indice « -1
if exact value found then Segment «— exact value
else if lower_bound.k_indice <> -1 and upper_bound.k_indice <> -1 then
if lower_bound.k_coord = upper_bound.k_coord then
Segment «— upper_bound
else if lower_bound.k_coord < upper_bound.k_coord then
cp_lower_bound <« cross_product ({lower_bound.k_coord[1], lower_bound.k_coord[0]},
{lower_bound.k_coord[2], lower_bound.k_coord[3]}, Q)
cp_upper_bound « cross_product ({upper_bound.k_coord[1], upper_bound.k_coord[0]},
{upper_bound.k_coord[2], upper_bound.k_coord[3]}, Q)
if cp_lower_bound <= 0.0 && cp_upper_bound > 0.0 then Segment <« lower_bound
else if cp_lower_bound <= 0.0 then Segment «— lower_bound
else Segment «— upper_bound
else if lower_bound.k_coord > upper_bound.k_coord then Segment «<— upper_bound
else if lower_bound.k_indice <> -1 then Segment «— lower_bound
else if upper_bound.k_indice then Segment (upper_bound
cp (cross_product({Segment.k_coord[1], Segment.k_coord[0]}, {Segment.k_coord[2], Segment.k_coord[3]}, Q)
if cp <=0.0 then
if RightFace[Segment.k_indice] <> -1 then
return RightFace[Segment.k_indice]
else return LeftFace[Segment.k_indice]
else if LeftFace[Segment.k_indice] <> -1 then
return LeftFace[Segment.k_indice]
else return RightFace[Segment.k_indice]
else return (-1)

Figura 5.16. Algoritmo Query.

5.4 Experimentos Computacionais

Os algoritmos foram implementados em OCaml, e 0os experimentos foram executados no
modo interativo da linguagem, utilizando um PC com processador Pentium 4 de 2.8 GHz, 496
Mb de memoria RAM e 256 Kb de memaria Cache, sob o sistema operacional Windows.

O algoritmo de localizagdo planar de pontos aceita, como entrada, qualquer tipo de malha.
Preferiram-se malhas ndo-estruturadas construidas pelo gerador de malhas escrito em OCaml,
a partir do algoritmo de Labelle (LABELLE; SHEWCHUK, 2003).
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Nos experimentos, foram utilizados os dominios geométricos da Figura 5.17, cada um com
malha de 250, 500, 1.000, 2.000 e 4.000 vértices, ap0s a insercao dos pontos de Steiner.

Em todos os testes, 0 ponto de consulta foi o centréide de cada triangulo da malha, o qual

foi previamente calculado e armazenado (Figura 5.14, linha 3) em um “array”. A exatidao dos

resultados de localizagdo do ponto de consulta, tanto com o uso de forca bruta quanto com o

de Multidrvore-B Intervalar, foi comprovada por um procedimento computacional. Nesse

procedimento, para cada valor de centroide do “array”, efetuavam-se alternadamente

consultas sequencial e binaria e se verificava se os resultados eram equivalentes. Nao houve

qualquer divergéncia. Utilizou-se uma Multiarvore-B de ordem 5, por ter-se mostrado mais

eficiente.

Os resultados sdo apresentados nas Tabelas 5.1 a 5.5. Os custos com pré-processamento e

espaco de armazenamento ndo se aplicam ao método da forca bruta, pois, na prética, eles ndo

séo requeridos: a localizacdo planar de pontos acontece diretamente na malha.

a) Circulo

b) Chave

c) Letra “A”

d) Guitarra elétrica

"¢ Lago Superior

=

Figura 5.17. Tipos de entradas para 0s experimentos.

Tabela 5.1. Resultados de Testes de Localizagdo de Pontos na Malha do Circulo.

Informagdes da malha Tempo (em segundos) Espaco (em niimero de elementos)
Vértices . i - Pesquisa M. | M. Arvore- | M. Arvore-
(originais + | Triangulos spz:?ngr:?g & FOPre Squisa Arvore-B | B Intervalar | B Intervalar | Total
: ca Bruta . ;
P. Steiner) Intervalar Superior Inferior
250 448 0.60 0.21 0.00 246 7.788 8.034
500 924 2.36 0.99 0.00 496 22.382 22.878
1.000 1.901 11.15 4.84 0.05 996 62.924 63.920
2.000 3.833 63.61 23.12 0.11 1.984 175.670| 177.654
4.000 7.796 540.69 105.51 0.33 3.984 507.390| 511.374

Tabela 5.2. Resultados de Testes de Localiza¢do de Pontos na Malha da Chave.

Informagodes da malha Tempo (em segundos) Espaco (em niimero de elementos)
Vértices . ) ; Pesquisa M. | M. Arvore- | M. Arvore-
(originais + | Tridngulos sl:,)arr?ngrrm?c(): & Fgre Squisa Arvore-B | B Intervalar | B Intervalar | Total
: ca Bruta . ;
P. Steiner) Intervalar Superior Inferior
250 406 0.72 0.22 0.00 190 8.079 8.269
500 861 5.16 0.88 0.05 418 26.350 | 26.768
1.000 1.802 33.17 4.39 0.06 889 81.251| 82.140
2.000 3.721 231.67 20.81 0.11 1.835 238.778 | 240.613
4.000 7.620 2667.57 97.66 0.33 3.795 701.639 | 705.434
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Tabela 5.3. Resultados de Testes de Localiza¢do de Pontos na Malha da Letra “A”.

InformacGes da malha Tempo (em segundos) Espaco (em ntimero de elementos)
Vértices i i - Pesquisa M. | M. Arvore- | M. Arvore-
(originais + | Tridngulos spf:reneprr]?oc e FOPre squisa Arvore-B | B Intervalar | B Intervalar | Total
: ¢a Bruta . .
P. Steiner) Intervalar Superior Inferior
250 365 0.27 0.16 0.00 245 4.851 5.096
500 797 1.15 0.71 0.00 494 14.470 14.964
1.000 1.690 4.56 3.84 0.05 982 40.090 41.072
2.000 3.581 21.03 19.72 0.11 1.969 115.033| 117.002
4.000 7.347 124.29 92.77 0.27 3.946 326.398 | 330.344

Tabela 5.4. Resultados de Testes de Localiza¢do de Pontos na Malha da Guitarra elétrica.

Informacdes da malha Tempo (em segundos) Espaco (em ndmero de elementos)
Vértices i i - Pesquisa M. | M. Arvore- | M. Arvore-
(originais + | Tridngulos E;;Er:?g & Fopf Squisa Arvore-B | B Intervalar | B Intervalar | Total
: ca Bruta . .
P. Steiner) Intervalar Superior Inferior
250 332 0.11 0.11 0.00 179 2.615 2.794
500 793 0.66 0.77 0.00 419 10.132| 10.551
1.000 1.695 2.91 4.29 0.05 897 31.545| 32.442
2.000 3.587 17.69 19.88 0.11 1.872 95.559| 97431
4.000 7.437 79.64 98.70 0.33 3.832 284.033 | 287.865

Tabela 5.5. Resultados de Testes de Localizacdo de Pontos na Malha do Lago Superior.

Informagodes da malha Tempo (em segundos) Espaco (em ndimero de elementos)
Vértices . - Pesquisa M. | M. Arvore- | M. Arvore-
L " Pre-proces- Pesquisa ph
(originais + | Tridngulos P aut Arvore-B | B Intervalar | B Intervalar | Total
: samento Forca Bruta . ;
P. Steiner) Intervalar Superior Inferior
250 *kk *kk *kk *kk *kk *kk *kk
500 *kk *kk *kk *kk *kk *kk *kk
1.000 1.465 3.57 2.74 0.05 910 30.389| 31.299
2.000 3.458 19.61 19.72 0.11 1.901 102.154 | 104.055
4.000 7.440 119.30 98.42 0.33 3.900 312.150| 316.050

*** Testes ndo executados em razdo de o total de vértices da malha ser inferior a quantidade (518) de
vértices originais que formam a fronteira do PSLG.

Foram realizados testes com nUmero maior de pontos, e 0 tempo de pesquisa na

Multidrvore-B Intervalar pareceu ter crescimento linear. Por isso, considera-se importante

substituir futuramente seu ndcleo por outros tipos de arvores balanceadas, conforme sugerido

no Capitulo 6.

O procedimento mais exaustivo do algoritmo de localizacdo planar de pontos apresentado

€ 0 que trata a situacdo de o0 novo segmento cortar multiplos segmentos ja armazenados na

arvore-B inferior. Nesse caso, executam-se operacGes de deletar, cortar verticalmente e

reincluir cada um deles na arvore-B inferior.

Sobre os resultados, os experimentos com 0s PSLG da Chave e Circulo foram os que

apresentaram o pior desempenho na fase de pré-processamento. Isso se deu em virtude de sua

altura consideravel. Em PSLG com tal caracteristica, 0 novo segmento pode cortar
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verticalmente uma grande quantidade de segmentos contidos na arvore-B inferior. Isso
demonstra que o desempenho da fase de pré-processamento € influenciado pela geometria do
dominio que estiver sendo computado. Dessa forma, a introducdo de um teste simples no
algoritmo para girar a figura que tiver a altura maior que a largura pode melhorar o
desempenho do pré-processamento.

Na Tabela 5.6, é apresentada a distribuicdo dos eventos durante o pré-processamento de
cada PSLG. O Circulo e a Chave produziram o maior numero de eventos, ou seja, Seus
segmentos sofreram mais cortes que os segmentos dos demais dominios geométricos. O Lago
Superior com 4.000 vértices que, mesmo tendo quase a mesma quantidade de eventos que a
Chave com 2.000 vértices, apresentou melhor desempenho, comparavel ao da Guitarra
Elétrica e da Letra "A".

Tabela 5.6. Distribuicdo de eventos identificados na fase de pré-processamento.

PSLG Vértices | Evento 1 | Evento 3 | Evento 6 | Evento 7 | Evento 8 | Evento 9 | Total
Circulo 2.000 1.944 40 59.362 | 457.528 1.246 669 | 520.789
Chave 2.000 1.892 35 78.402 | 837.508 1.156 603 | 919.596
Letra “A” 2.000 1.927 52 40.612| 237.972 1.222 639 | 282.424
Guitarra elétrica 2.000 1.826 82 32.271| 167.316 1.134 612 | 203.241
Lago Superior 2.000 1.858 60 36.415| 194.467 1.154 611| 234.565
Lago Superior 4.000 3.830 87| 109.037| 800.700 2.447 1.286| 917.387




Capitulo VI

Conclusoes

No Capitulo 2, foi destacado o problema da localizacdo planar de pontos, um problema
aberto a introducéo de técnicas e estruturas de dados avangadas, para o qual serd apresentada
neste trabalho uma solucdo fundamentada em uma arvore balanceada intervalar.

Como mostrado no Capitulo 3, a instabilidade numérica do programa em C de (LEACH,
1992) para expressar com alta precisdo nimeros na representacdo ponto-flutuante provocou
divergéncias nos resultados da triangulacdo do circulo e da boca. Isso ocorreu porque, com
freqliéncia, algoritmos que tomam decisdo baseada em testes geométricos falham quando os
testes produzem respostas falsas provocadas por erro de arredondamento. Uma solucdo para
esse problema de robustez é usar técnicas de aritmética exata como as descritas em
(SHEWCHUK, 1996a). Por outro lado, elas sdo muito morosas e podem reduzir a velocidade
da aplicacdo em até dez vezes, se ndo forem usadas técnicas adaptativas, propostas em
(SHEWCHUK, 1997). Contudo, mesmo sem estar aparelhada com técnicas de computacéo
robusta, a versdo em OCaml mostrou-se numericamente mais estavel, posto que menos
eficiente que a versdo em C.

Como se optou por ndo utilizar o estilo funcional na implementacdo de codigos em
OCaml. Restou uma questdo a ser respondida: que beneficios o estilo de programacao
funcional trard? Melhorara o tempo de resposta, o qual n&o foi bom, tanto na implementagéo
do algoritmo de Triangulagdo de Delaunay quanto na implementacéo do gerador de malhas?

O gerador de malhas Mesh, desenvolvido por Labelle (LABELLE; SHEWCHUK, 2003)
produz malhas de boa qualidade. Entretanto, o tempo que despende para computar a
triangulacdo de Delaunay e localizagdo planar de pontos torna-o proibitivo para processar
malhas com elevada quantidade de elementos. Com a melhoria de sua complexidade temporal
para O(n log n), Mesh podera ser efetivamente utilizado em pré-processadores de elementos
finitos, incluindo aplicacBes as mais diversas, como: diagndstico médico, geologia, fisica,
engenharias elétrica, civil, mecénica e quimica.

A implementacdo de Triangle, hoje largamente empregado em simulagdes numéricas em

face de sua velocidade e precisdo, ndo seria tdo proveitosa quanto o foi a de Mesh. Por outro
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lado, a prolixidade do codigo de Triangle induziu-nos a conduzir a pesquisa como descrito
adiante.

Primeiro, foi implementado o algoritmo de triangulacdo de Delaunay por divisdo-e-
conquista de Guibas-Stolfi e descobriu-se que OCaml é numericamente mais robusta que C,
sendo, portanto, recomendada para tratar problemas geométricos que requerem exatiddo.

Segundo, a experiéncia obtida na implementacdo do algoritmo de Guibas-Stolfi foi
determinante para o sucesso da codificacdo de OCamlMesh.

Terceiro, a descoberta de fraquezas potenciais de Mesh fez com que neste trabalho fosse
tratado o problema de localizagdo planar de pontos usando a Multiarvore-B Intervalar como
estrutura de pesquisa. A partir do capitulo seguinte, discute-se sobre técnicas de localizacdo
planar de pontos utilizando a mencionada arvore balanceada.

A Multidrvore-B Intervalar demonstrou ser uma estrutura de pesquisa relativamente
eficiente para o problema da localizagdo planar de pontos. O baixo desempenho do pre-
processamento ndo decorre de qualquer peculiaridade arquitetural ou algoritmica da estrutura
de pesquisa, mas do método de subdivisdo utilizado, baseado em “slabs”.

Em experimentos adicionais, constatou-se que a insercdo de segmentos nas
correspondentes “slabs”, sem explicitamente corta-los, reduz, quase quadraticamente, o tempo
de pré-processamento. Para tanto, o célculo da intersecdo passa a ser feito na consulta de
pontos, durante o percurso nas camadas inferiores da Multiarvore-B Intervalar, com pouco
impacto sobre o tempo de pesquisa.

Como trabalho futuro, acredita-se que a substituicdo do método de subdivisdo em “slabs”
por outro método de menor ordem assintética provera ainda melhores resultados quanto aos
requisitos de espaco e tempo de pré-processamento.

No desenvolvimento do trabalho, foi interessante perscrutar a infra-estrutura da malha,
porque chamou a atengdo para o problema da localizagcdo planar de pontos dinamica. A
Multiarvore-B Intervalar, um dos subprodutos da solucdo apresentada para 0 mencionado
problema, teve bom desempenho nas consultas de localizagdo planar de pontos. Entretanto,
seria interessante implementar essa estrutura de arvores em camadas utilizando outros tipos

arvores balanceadas, como: arvore 2-3-4, arvore Red-black, arvore Kd-tree e arvore AVL.
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6.1 Trabalhos Futuros

No texto da tese, algumas questdes deixaram de ser tratadas. Algumas que surgiram em
um estagio avancado da pesquisa; outras que ndo figuravam como objeto principal de
interesse. Cada uma das questfes segue adiante como sugestdes para futuros trabalhos.

A primeira das questbes € o emprego do estilo de programacdo funcional para toda
implementacdo em OCaml, que podera tornar o codigo mais eficiente independentemente do
algoritmo que estiver sendo implementado.

Uma questdo importante é a efetuacdo de experimentos de localizagdo planar de pontos
comparando o desempenho da Multiarvore-B Intervalar com outros tipos de &rvores
balanceadas, como arvore 2-3-4, arvore Red-black, arvore Kd-tree e arvore AVL, todas
organizadas em camadas e incrementadas com mecanismo de pesquisa intervalar.

Outra questdo bastante significativa € o desenvolvimento de técnica de subdivisdo do
espaco de ordem assintética melhor que a do método das “Slabs” para minimizar o tempo de
pré-processamento no algoritmo dindmico de localizacdo planar de pontos.

Outra questdo, cuja avaliacdo foi positiva, € a paralelizacdo dos procedimentos de
triangulacdo de Delaunay e da geracao de malhas para melhoria de desempenho.

Uma questdo final é a construcdo de ferramenta de MEF totalmente em OCaml,
incluindo, a exemplo do programa escrito por David Meeker (MEEKER, 2003), recursos e
editor graficos para modelar dominios geométricos bidimensionais e também tridimensionais,

bem como cobertura as etapas de processamento e pos-processamento.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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