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“ Tentar e falhar é, pelo menos, aprender. Nao chegar
a tentar é sofrer a inestiméavel perda
2

do que poderia ter sido.

Geraldo Fustdquio
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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar um problema de eletrostatica geral que en-
volve ambos, um campo externo e restrigoes sobre cargas livres. Foram fornecidas condigoes
necessarias e suficientes para o minimo da energia em termos de solugoes polinomiais de uma
equacao diferencial de Lamé modificada. Além disso, foram dadas novas demonstragoes, mais
simples, de resultados classicos de Stieltjes e Szegs. Finalmente, foi obtida uma interpretagao

eletrostatica para os zeros dos polindomios comumente chamados de Hermite-Laurent.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, zeros de polinomios, interpretagao eletrostatica.
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Abstract

A general electrostatic problem which involves both an external field and restrictions
on the free charges is studied. Necessary and sufficient conditions for the minimum of
the energy are furnished in terms of polynomial solutions of a modified Lamé differential
equation. New simplified proofs of classical results of Sitieltjes and Szegd are given. An

electrostatic interpretation of the so-called Hermite-Laurent polynomials is obtained.

Keywords: Orthogonal polynomials, zeros of polynomials, electrostatic interpretation.



Sumario

1 Introducao 1
2 Resultados preliminares 8
2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 8
2.1.1 Derivadas . . . . . ... 8

2.1.2 Conjuntos e fungdes convexas . . . . . . . . . ... 12

2.1.3 Minimos local e global . . . . . .. ... ... 14

2.1.4  Condicoes necessarias para minimo local . . . . . . .. ... ... .. 15

2.1.5  Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . .. .. ... ... .. .. 17

2.1.6  Restrigoes tipo desigualdades . . . . . . . ... ..o 23

2.2 Polinémios ortogonais . . . . . . ... L 24
2.2.1  Algumas propriedades de polinémios ortogonais . . . . . . . .. . .. 25

2.2.2  Polinémios ortogonais classicos . . . . . . ... ... 33

2.3 Polinémios similares aos ortogonais . . . . . . . .. .. ... 42
2.3.1 Algumas propriedades dos polinémios similares . . . . . ... .. .. 44

3 Eletrostatica e zeros de polindmios 47
3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé . . . . . . . . ... ... ... 47
3.2 Campos eletrostaticos na presenca de restricoes e a equagao de Lamé modificada 56

3.3

Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinomios ortogonais cléssicos . . . 58
3.3.1 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Jacobi . . . . 58
3.3.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Laguerre . . . 60

vi



3.3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Hermite . . . 62

4 Interpretagao eletrostatica dos zeros dos polindmios de Laurent ortogo-
nais 65

4.1 Relagao entre os polindmios ortogonais simétricos e os L-polindmios ortogonais 65

4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios de Gegenbauer-Laurent . 71
4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios de Hermite-Laurent . . . 73
Referéncias Bibliograficas 76

vii



Capitulo 1

Introducao

A teoria de polindmios ortogonais tem vasta aplicacao em todos os tipos de problemas
da Matematica Pura e das Ciéncias Aplicadas. Esses polinomios sao ferramentas essen-
ciais para a solucao de muitos problemas e vém contribuindo nos estudos relacionados a
Equagoes Diferenciais, Fra¢oes Continuas, Estabilidade Numérica, Algoritmos Rapidos e
Super-rapidos, com aplicacoes que abrangem da Teoria dos Nuimeros & Teoria da Aproxima-
¢ao, da Combinatoria a Representagao de Grupos, da Mecanica Quantica a Fisica Estatistica
e da Teoria de Sistemas a Processamento de Sinais.

Historicamente, a primeira contribui¢ao que revelou a importancia dos polindémios or-

togonais foi o resultado de 1812 de Gauss, que afirma que a tunica férmula de quadratura da

forma
b n
[ f@nt)ds = Y (o),
a k=1
que ¢é exata para polinéomios de grau 2n — 1, tem, como noés i, xs,...,T,, 0S zeros do

polinomio de grau n que é ortogonal em (a,b) com relagdo a fungao peso p(x). Portanto,
nesses ultimos dois séculos, a localizagao precisa dos zeros desses polinomios tem desafiado
a curiosidade de varios célebres matematicos.

Um outro motivo para o interesse nos zeros dos polindmios ortogonais classicos é que
eles admitem uma bela interpretacao eletrostatica. Descreveremos brevemente esta inter-

pretagao para os zeros do polinomio de Jacobi, pled (x). Lembremos que os polinomios de
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Jacobi sdo ortogonais em [—1, 1] com relagdo a funcao peso (1 — x)%(1 + x)”.

Consideremos o seguinte campo elétrico no intervalo [—1,1]. Sejam a,3 > —1 e
tomemos duas cargas fixas com forgas (o + 1)/2 e (8 + 1)/2 localizadas em 1 e —1, res-
pectivamente. Suponhamos que existam n cargas unitéarias livres localizadas no intervalo
(—=1,1). Consideremos o campo elétrico que obedece a lei do potencial logaritmico. Do
ponto de vista da eletrostatica, isto significa que as cargas estao distribuidas ao longo de
fios infinitos, perpendiculares a reta real. Portanto, se as cargas livres estao localizadas em

x1,...,Ty,, aenergia do campo é dada por

n

Ly(x1,...,x,) = Z ((a—i— 1)/2log’1_—1xk| + (B + 1)/210gﬁ)+ Z log;

k=1 1<i<k<n o — il

A tnica posicao das cargas para a qual a energia atinge o minimo global é quando x4, ..., z,

coincidem com os zeros de P\*") (). Esta fascinante interpretagao deve-se a Stieltjes [21,

22, 23] que demonstrou que a energia do campo tem minimo local nos zeros do polindémio

de Jacobi de grau n. Szegé [24, Secao 6.7| demonstrou que, de fato, a energia tem um tnico
minimo, estabelecendo desta forma a estabilidade do equilibrio.

A beleza deste resultado inspirou Stieltjes a estudar uma generalizacao natural: dadas

m + 1 cargas positivas 7; fixas em a;, 0 < j < m, com ay < ... < @, determinar todas as

posigoes de equilibrio possiveis de n cargas livres pertencentes ao intervalo (ag, a,,). Nesse

caso, a energia do campo é dada por
S~ 1 1
L(zy,...,z,) = jzorj 3 105_;'%—_%| + 1§i<zk§nlogm. (1.1)

Surpreendentemente, este problema esté fortemente relacionado a questao da caracte-

rizacao das solu¢oes polinomiais da equacao diferencial
A(z)y"(x) + 2B(z)y' (z) + C(z)y(x) = 0, (1.2)

onde A(z) = (v —ap) -+ (x — an), B(x) e C(x) s@o polindmios de grau m e m — 1, respecti-

vamente, e

Ble) _ i b (1.3)

A(x) i aj

2
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A equagao (1.2) é conhecida como equagdo de Lamé na forma algébrica. Heine [9]
provou que, dados A(x) e B(z), existem, no maximo, (n +m — 1)!/(n!(m — 1)!) polinémios
C(x) tais que, para cada um deles, (1.2) tem solugdo polinomial y(z) de grau n. Stieltjes
mostrou que ha exatamente (n +m — 1)!/(n!(m — 1)!) polinomios C(x) tais que, para cada
um deles, existe uma solugao polinomial y(z) de grau n para a equacao de Lamé que tem
somente zeros reais. Além disso, Stieltjes demonstrou que cada caso corresponde a uma
distribuigdo das n cargas livres nos m intervalos (aj_1,a;), j = 1,...,m. Este resultado é
conhecido como Teorema de Heine-Stieltjes [24, Teorema 6.8]. O polindémio C'(x) é chamado
de Van Vleck e o correspondente polindmio y(z), que é solugao de (1.2), é chamado polindémio
de Stieltjes. Van Vleck [27] foi o primeiro a demonstrar que os zeros de C'(z) pertencem
ao intervalo (ag,a,,). Devido a sua beleza, o problema da interpretagao eletrostatica de
zeros de polinoémios continuou a desafiar a atengdo de mateméticos famosos. Klein [13],
Bocher [4] e Polya [17] provaram que, se a; € C, j = 0,...,m, os zeros dos polindmios
de Stieltjes pertencem ao fecho convexo de ay,...,a, desde que os coeficientes r; sejam
positivos. Marden [15] mostrou este resultado sob exigéncias mais fracas. Ele permitiu que
os coeficientes r; fossem nimeros complexos com partes reais positivas. Alam [1] estendeu o
resultado de Marden. O Capitulo 2.9 da monografia de Marden [16] contém informagoes mais
detalhadas sobre a equagdo de Lamé e nos referimos aos artigos |26, 25| para a sua conexao
com a eletrostatica dos zeros de polindmios ortogonais. Em um artigo recente, Griinbaum |7|
forneceu uma interpretagao eletrostatica para os zeros dos polinémios de Koornwinder-Krall
e Ismail [10] mostrou que os zeros de uma classe geral de polindémios ortogonais sdo pontos
de equilibrio tinico em um campo eletrostético e calculou a energia deste campo. Griinbaum
[8] estabeleceu um resultado sobre a eletrostética dos zeros de polinomios obtidos dos de
Jacobi através de aplicagoes repetidas da transformada de Darboux.

E muito interessante observar que, apesar deste grande nimero de contribuicdes de
famosos matemaéticos, o problema eletrostitico que envolve, ao mesmo tempo, cargas fixas
negativas e positivas nao foi tratado na literatura. Em particular, a unicidade do polinémio
de Van Vleck (ou a unicidade da posi¢ao de equilibrio) nunca foi obtida neste caso. Cargas

negativas apareceram, pela primeira vez, no artigo de Griinbaum [7], artigo este que trata
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de um problema que envolve duas cargas negativas entre duas positivas fixas. Infelizmente,
ele nao demonstra a unicidade e, de fato, o resultado até pode ser considerado errado visto
que as posigoes finais das cargas livres dependem de suas posi¢oes iniciais.

Dimitrov e Van Assche [6] foram os primeiros a demonstrar a unicidade dos polinémios
de Van Vleck que envolvem, ao mesmo tempo, coeficientes r; negativos e positivos, o que
implica na existéncia e unicidade da solugao y(x) da equacao diferencial (1.2), ou seja, do
polindmio de Stieltjes. Este resultado é equivalente & existéncia e unicidade do minimo da
energia na presenca de cargas fixas negativas e positivas simultaneamente.

O resultado de Dimitrov e Van Assche [6] pode ser formulado como segue:

Teorema 1.1 Sejam A(z) = (z —ao)(z —a1)(x —az)(x —a3), ayg < ...< as, um polinémio
de grau quatro e B(x) um polindmio cibico para as quais os coeficientes rj_y e r;, na decom-

posicao em fragoes parciais (1.3), sao positivos e os dois coeficientes restantes sao negativos.

Se

a) a seqiéncia 1o, 11,792,173 admite somente uma mudanga de sinal, isto €, se j = 1 ou
J =3,
ou
b) paran > 1 — (rg +r1 + ro + 13), a seqiéncia ro,71,79,73 admite duas mudangas de

sinal, 1sto €, se rg < 0,11 >0, 1ry >0 erz <0,

entio existe um tunico par (C(z),y(z)), com C(x) wum polinémio de grau dois e

y(z) = (x — 1) - (z — ) wma solugio de (1.2), tal que a;—1 < x1 < ... <z, < aj.

Um outro resultado demonstrado por eles, e que segue imediatamente do teorema
acima, é que os zeros dos polinémios de Gegenbauer-Laurent sao os tnicos pontos de equi-
librio do campo gerado por duas cargas positivas de mesmo valor (2\ + 1)/4 nos pontos a e
b, 0 < a < b, e cargas negativas —1/2 no ponto —vab e —(n + A — 1)/2 na origem.

Estimulados pelo trabalho de Dimitrov e Van Assche [6], nesta dissertagao discutiremos
o problema da interpretagao eletrostatica do campo gerado, tanto por cargas positivas como

negativas, porém na presenca de restrigoes.
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Uma exigéncia natural para a localizagao das cargas livres é que elas pertencam ao

simplex

(1]

S
= ﬂ{ajk STy, < oo Py =1 < Qg1 7 T, Ti1 > 0}7
k=1

onde 1 = py < po < ...ps < psy1 — 1 = n e s é o ntmero de intervalos [a;, , a;,+1] com
cargas positivas r;, e rj, 41 nos pontos extremos.

Como observaremos mais adiante, existem casos em que o campo eletrostatico nao é
gerado por energia externa, isto é, nao ha cargas fixas. Nestes casos, por = entenderemos o

conjunto

— 0 < T < T2 < ... <Xy <O0.

Em varias situagoes, as cargas livres estao sujeitas a certas restrigoes da forma R(x) =
R(zy,...,z,) =0, que definem um compacto 2 em R". Uma exigéncia natural para (2 e que
iremos adotar daqui em diante, é que =N €2 # . Neste trabalho, consideraremos fung¢oes R(x)

que satisfazem as seguintes propriedades:

1. R(x) é uma funcdo simétrica com relagao as variaveis x, . .., T,, isto é, R(xy,...,z,) =
R(zj,,...,xj,), onde (ji,...,j,) € uma permutacao qualquer de {1,...,n};
OR(x OR(x
2. —<) nao depende de (z1,...,Zk_1,Tks1,---,Zn), OU SEja, A =0, Vi # 7;
afL’k 81:18%
OR(x)

3. D(xy) = A(xy) ¢ um polinémio de grau p em xy.

856 k
Consideremos, agora, o campo eletrostatico, que obedece a lei do potencial logaritmico,
descrito a seguir. Cargas r; sao distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares
ao eixo real e que a interceptam nos pontos a;, 7 = 0,1,..., m. Além disso, n cargas unitérias
moveis sao, também, uniformemente distribuidas ao longo de retas perpendiculares ao eixo
real que passam pelos pontos 1, . .., x, sujeitos a restricdo R(z1,...,z,) = 0.

Nossa contribuigao pode ser dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2 Considere o campo elétrico descrito acima com a energia definida por (1.1).

Seja x = (x1,...,x,), tal que R(x) = 0, um ponto de minimo local de L(x) em =Z. Entao,



1 Introducao

existem um polinomio C(x), cujo grau ndo excede max{m — 1,p — 1}, e uma constante p,

tais que o polinomio y(x) = (r — x1) -+ (x — x,) € solug¢do da equagao de Lamé modificada
A(z)y"(x) + 2{B(x) — pD(z)}y (z) + C(z)y(x) = 0. (1.4)

Reciprocamente: a) Sejam um polinomio C(z) de grau menor ou igual a max{m —1,p— 1}
e uma constante p tais que (1.4) possui uma solugao polinomial y(x) = (x —x1) -+ (x — ),

cujos zeros pertencem a = e satisfazem R(z) = 0. Entao,

OL(z) OR(x)
— = =1,2,...
awk p 8:6]{: 07 k Y ) 7”7

onde € = (x1,...,x,) € o vetor formado pelos zeros de y(x).
b) Ezistem um polinomio C(z) e uma constante p para os quais (1.4) possui uma solugdo
polinomial y(z) = (x —my) -+ (x — ), cujos zeros sao as coordenadas de = (N1, .., M),

que € um ponto de minimo global da energia em = N €.

Como conseqiiéncia deste resultado, mostramos que os zeros do chamado polinémio
de Hermite-Laurent de grau n sao as coordenadas do ponto extremo da energia do campo

gerado por duas cargas negativas fixas, —(2n — 3)/4 na origem e —1/2 no ponto —3, 3 > 0,

n
e n cargas unitarias livres nos pontos x4, ..., x, sujeito a restri¢ao Ton Z (:)ck + :c_:> =N,
a > 0. Este estudo sera mostrado em detalhes no Capitulo 4. Acreditarl;l:ols que esta posicao
de minimo seja, também, a posicao de minimo global, estabelecendo, com isso, a unicidade
do problema.

Organizamos, entao, esta dissertacao da seguinte forma.

Capitulo 2 - Resultados preliminares - Contém pré-requisitos matematicos que neces-
sitaremos no decorrer do trabalho.

Capitulo 3 - Eletrostdtica e zeros de polinémios - E o principal capitulo de nosso tra-
balho, onde estudamos a interpretacao eletrostatica do campo gerado por cargas fixas nega-
tivas e positivas. Neste capitulo, também mostramos nossa contribuicao para o estudo da

interpretacao eletrostatica na presenga de restrigoes e apresentamos, na tltima segao, essa

interpretacao para os zeros dos polindmios ortogonais classicos.
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Capitulo 4 - Interpretacao eletrostdtica dos zeros dos polinémios de Laurent ortogo-
nais - Estudamos, neste capitulo, a relacao entre os polinémios ortogonais simétricos e os
L-polindmios ortogonais. Com isso, chegamos a uma interpretacao eletrostatica para os zeros

desses polindmios.

Finalmente, relacionamos, nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por nos

consultados e/ou citados.



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados béasicos da Anélise Matematica, pré-
requisitos essenciais ao desenvolvimento do trabalho. Muitos resultados serao considerados

sem demonstracao e podem ser encontrados nos textos classicos sobre o assunto.

2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Nesta secao, abordaremos a teoria dos multiplicadores de Lagrange por ser de grande
importancia na analise da interpretacao eletrostatica dos zeros de polinomios. A maioria dos

resultados aqui apresentados pode ser encontrada em [3], assim como suas demonstragoes.

2.1.1 Derivadas

Definicao 2.1 Seja f : R™ — R uma funcao. Considere x € R™ fizo e a expressio

o £ (@4 00) = f(2)
a—0 6%

onde e; € o i-ésimo vetor unitdrio (todas as coordenadas sao 0, exceto a i-ésima, que é 1).

Se o limite actima existe, ele € chamado de derivada parcial de f no ponto x com relagao
of(z)
ami

a 1-éstma coordenada e € denotado por ou V;f(x) (x; denota a i-ésima coordenada

do vetor x).
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Se todas as derivadas parciais existem, o gradiente de f em x é definido como

of ()
3x1
Vf(x) = :
of ()
ox,
Definicao 2.2 Seja y € R". Definimos a derivada direcional de f na dire¢cao y como

a—07t (6%

se esse limite existe.

Das definigoes acima, podemos concluir se f'(x; e;) = —f'(x; —e;), entdo f'(x; ;) =
Of (x)
8a:i ’

Se todas as derivadas direcionais de f em um vetor z existem e f'(z; y) ¢ uma fungao

linear de y, dizemos que f é diferenciavel em x. Este tipo de derivada é também chamada
derivada de Gateaux. Observe que f é diferenciavel em x se, e somente se, o gradiente

V f(z) existe e satisfaz y'V f(x) = f'(x; y) para algum y € R".

Definigao 2.3 Se f ¢ diferencidvel em um conjunto aberto S e o gradiente V f(x) é uma

funcao continua em x, entao f € continuamente diferencidvel em S.

Tomemos, agora, uma funcao f : R — R™ de valores vetoriais, ou seja, se
x=(x1,...,2,) € R"
f(x) = (fi(@), ..., fm()).
Defini¢ao 2.4 Uma funcgao f : R™ — R™ ¢ diferencidvel (continuamente diferencidvel) se

cada componente f; de f € diferencidvel (continuamente diferencidvel).

A matriz gradiente de f, que denotaremos por V f(x), é a matriz n X m cuja i-ésima

coluna ¢é o gradiente de f;, V f;(z). Assim,

ofi(x)  fu(®

8x1 ox
Oh(@)  Ofnla)

Vi@ = (V@) Via@)=| 0n  on

Ofi(x) Ofm(x)
ox,, ox,,
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Definicao 2.5 A matriz Jacobiana de f ¢ a transposta da matriz gradiente. Assim, o
dfi(z)
(9:18]- .

(1,j)-€ésimo elemento da matriz Jacobiana € igual & derivada parcial

Suponhamos, agora, que cada uma das derivadas parciais de uma funcao f : R" — R é
0?f(x
uma fungao continuamente diferenciavel de € R™. Usaremos a notagao 3 f@( )
L0
Of(x)
&cj

para indicar

a i-ésima derivada parcial de no ponto x € R".

Definigao 2.6 Definimos a matriz Hessiana de f, V2 f(x), como a matriz cujo (i,5)-ésimo
*f()
8%0%—

elemento € igual a , que denotaremos por Vf]f(:v)

Sejam f : R" — RF e g : R¥ — R™ funcoes continuamente diferenciaveis e seja h a sua

composta, isto é, h(x) = g(f(x)), £ € R™. Entao, derivando pela regra da cadeia, obtemos
Vh(z) = V[f(2)Vy(f(z)), VzeR"

Considere, agora, f : R™™™ — R uma fungao de (x,y), onde = (x1,...,z,) € R™ e

y= (y1,...,yn) € R". Escrevemos

of(z,y) Of(z,y)
81'1 ayl

of(z,y) of(z,y)
al’m ayn

Vaaf(en) = (DEY) . Vet = (F5Y) o vyren - (550).

Seja f : R™™™ — RF isto ¢, f(x) = (fi(x), fo(2), ..., fr(x)), x € R™*". Entao,

Vflz'f(wa y) = (Vllifl(wa y) s Vfok(w? y)) € Vyf(w, y) = (Vyfl(fﬂa y) ce Vyfk(% y))

A seguir, daremos alguns exemplos de relagoes tteis que podem ser demonstradas

usando-se a regra da cadeia.

e V(f(Ax)) = ATV f(Ax), onde A é uma matriz;

10



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

o Vg (f(h(),y)) = Vh(x)V,f(h(z), y);
o Vi (f(h(x),9(x))) = VR(2)Vif(h(x),9(2) + Vg(2)V,f(h(), ().

Vamos enunciar, agora, alguns teoremas sobre fungoes diferenciaveis. A demonstragao

do teorema a seguir pode ser encontrada em [14, pag. 89|.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : R — R continuamente diferencidvel

em um intervalo aberto I. Entao, para cada x,y € I, x < y, existe um & € (x,y), tal que

fy) = flz) = V() — =)
Para enunciarmos o proximo teorema, nececitaremos da seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.7 Para toda norma || - || € R", € > 0 e ¥ € R", considere o conjunto

S =A{z| ||lx— || < €}. O conjunto aberto S é chamado esfera aberta centrada em

*

T .

Teorema 2.2 (Expansoes de 22 ordem) Seja f : R" — R duas vezes continuamente
diferencidvel em uma esfera aberta S centrada em x € R™. Entao, para todo y € R", tal que

x+ye S, temos
1 t
) Jetn) =@+ vV g ([ ([ e mar)a) v
0 0
i) existe um o € [0,1] tal que f(z+y) = f(x) +y" Vf(z)+ %yTVQf(a:—l— ay)y;
i) flaty) = () + V(@) + 5V F @)y + o)

Teorema 2.3 (Teorema da Fungao Implicita) Seja f : R™" — R" uma func¢ao de

zeR" eye R tal que:
i) f(Z,9) = 0;

ii) f € continua e sua matriz gradiente Vyf(x,y) € nao singular e continua em um con-

Junto aberto que contém (%, ).

11



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Entao, existem conjuntos abertos Sz C R" e Sy C R™ contendo T e 7y, respectivamente, e
uma fungao continua ¢ : Sz — Sy, tal que Y= H(T) e f(z, ¢(x)) = 0 para todo x € Sz. A
fungao ¢ € iinica no seguinte sentido: se T € Sz, y € Sy e f(z,y) =0, entdo y = ¢(x). Além
disso, se, para algum p > 0, f € p vezes continuamente diferencidvel, o mesmo é verdade

para ¢ e
-1

Vo(z) = —Vaf(z.6(2) (Vyf(z.6(2)) , Vzelz

Demonstragao: Ver [14, pag. 160]. n

2.1.2 Conjuntos e funcoes convexas

Definicao 2.8 Seja C' um subconjunto do R™. Dizemos que C é convexo se
arx+ (1 —a)ye C, Va,yeC, Vacll].

Definicao 2.9 Seja C' um subconjunto convexo do R™. Uma fun¢ao f : C' — R € chamada

flaz+ (1 - a)y) <af(x) + (1 —a)f(y), Vr,ye C, Vaclo1]. (2.1)

A funcao f € chamada concava se —f € convera. A funcao f € chamada estritamente
conveza se a desigualdade acima € estrita para todo z,y € C' com x # y e todo a € (0,1).
Para uma funcao f : R™ — R, dizemos também que f € convexa sobre o conjunto convexo

C se (2.1) vale.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos fornece meios para verificar a convexidade

de um conjunto.

Teorema 2.4 i) Para toda cole¢io {C; | i € I} de conjuntos convezos, o conjunto inter-

Seccao m C; € convero.
iel

it) Se Cy e Cy sao conjuntos convezos, entao o conjunto {x; + oy | ¢ € Cy, x € Cy} €

também convezo.

12



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

i11) A imagem de um conjunto convero através de uma transformagao linear é conveza.

i) Se C' € um conjunto convexo e f : C — R é uma fungao convera, os conjuntos

{zeC| flx)y <a}e{xelC| f(xr) <a} sio converos para todo escalar a.
Veremos, agora, um resultado para reconhecermos fungoes convexas.

Teorema 2.5 i) Uma fungao linear é convexa;
it) Qualquer norma de vetor é convera;
iii) A soma ponderada de fungoes converas, com pesos positivos, € convexa;

iv) Se I é um conjunto de indices, C' C R™ € um conjunto convezo e f; : C — R € conveza

para cada i € I, entao a fungao h : C' — RU{oo}, definida por

h(z) = sup fi(z),

el

€ também conveza.

Para fungoes diferenciaveis, existe uma caracterizagao alternativa de convexidade dada

pelo seguinte teorema.

Teorema 2.6 Sejam C' C R" um conjunto convexo e f : C — R diferencidvel em C.

i) A fungao [ é convexa se, e somente se,
fly > f@+(y—2'Vi@), Vayel (22)
it) Se a desigualdade (2.2) é estrita para x # y, entdo f € estritamente conveza.

Para funcoes convexas duas vezes diferenciaveis, existe a seguinte caracterizacao de

convexidade.

Teorema 2.7 Sejam C' C R™ um conjunto convexo, f:C — R duas vezes diferencidvel em

C' e ) uma matriz real simétrica n X n.

13



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

i) Se V2f(z) é semi-definida positiva, ou seja, ' V2:f(x)x > 0,V = € C, entio f €

convexa.

i) Se V2f(x) € definida positiva, isto é, £ V2 f(x)x > 0,V x € C, entdo f € estritamente

convexa.
iii) Se C'=R" e f € conveza, entio V?f(x) é semi-definida positiva para todo z € C.
w) A funcio f(x) = 2L Qx € conveza se, e somente se, Q € semi-definida positiva.

v) A funcio f(z) = ' Qx € estritamente convexa se, e somente se, Q € definida positiva.

2.1.3 Minimos local e global

Sejam X C R" e f: X — R uma fungao.
Definicao 2.10 Um vetor * € X é um minimo local de f se existe € > 0 tal que
fla*) < f(=),
para todo x € X satisfazendo ||z — x*|| < €, onde || - || € uma norma de vetor.
Definigao 2.11 Um vetor x* € X é um minimo global de f se
fl@) < f(x), VzeX

Maximos local e global sao definidos analogamente. Em particular, £* ¢ um maximo
local (global) de f se * ¢ um minimo local (global) de —f.
Sob hipoteses de convexidade, a distin¢gao entre minimos local e global é desnecessaria

como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.8 Se C' C R™ é um conjunto convexo e f : C' — R € uma func¢ao convezxa, entao
o minimo local de f € também um minimo global. Se f € estritamente convexa, entdo existe

no mdximo um minimo global.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Demonstragao: Suponha que ' é um minimo local de f, mas nao um minimo global.
Entéao, existe algum z # x*, tal que f(x) < f(«"). Usando a desigualdade (2.1), concluimos
que f(az* + (1 —a)x) < f(z") para todo o € [0,1). Isto contradiz a hipotese de que z* é
um minimo local.

Suponha, agora, que f é estritamente convexa e que existam z* e &, com =* # x**,
dois minimos globais de f. Entao, z = (=" + £**)/2 deve pertencer a C, ja que C' é convexo.
Além disso, o valor de f deve ser menor em x do que em x* e £, pois [ é estritamente

convexa. Como z* e £ sao minimos globais, obtemos uma contradicao. [ ]

2.1.4 Condicoes necessarias para minimo local

Modelos matematicos de otimizagao podem, em geral, ser representados por um con-
junto de restrigoes X e uma fungao custo f : X — R. O conjunto X consiste das decisoes
admissiveis X e o custo f(x) é uma medida de qualidade da decisao x.

Queremos encontrar uma decisao 6tima, isto é, um x* € X, tal que
f@) < f(z), VzeX

Vamos nos restringir ao caso em que cada decisao x é um vetor n-dimensional, isto é,
x ¢ uma n-upla de nameros reais (1, ...,x,). Assim, X C R™.

Primeiramente, vamos considerar o problema de otimizagao sem restricoes onde X =
R", isto é,

minimizar f(x)
sujeito a x € R".

Se a fungao custo é diferenciavel, podemos usar gradientes e expansoes em séries de
Taylor para comparar o custo de um vetor com o custo de vetores proximos.

Em muitos casos, é importante saber que existe pelo menos um minimo global de uma
funcao f em um conjunto X. A existéncia de pelo menos um minimo global é garantida
se f é uma funcao continua e X é um subconjunto compacto do R". Este é o teorema de
Weierstrass que enunciaremos a seguir e cuja demonstragao pode ser encontrada em [14, pag.

44].
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Teorema 2.9 (Teorema de Weierstrass) Toda fun¢ao real continua f : X — R definida
num compacto X C R" atinge seu mdximo e seu minimo em X, isto €, existem pontos

', ™ € X, tais que f(x*) < f(zx) < f(«™) para todo x € X.
Forneceremos, agora, condi¢oes necessarias para que um ponto seja ponto de minimo.

Teorema 2.10 Seja = um minimo local de f : R" — R.

i) (Condicao necessaria de 12 ordem) Se f € continuamente diferencidvel em um

conjunto aberto S que contém x*, entao
Vi) =0.

ii) (Condicao necessaria de 22 ordem) Se f ¢ duas vezes continuamente diferenciavel
em S, entao
V(@)

é semi-definida positiva, V x € R".

Demonstragao: Sejam d € R" fixo e ¢ : R — R uma funcdo definida por: g(a) =
f(z" + ad). Usando a regra da cadeia, obtemos

o< i L@ +0d —f(@) _ dgla)

a—0+ Q da
a=0

= d'Vf(z"),

onde a desigualdade segue da hipotese de * ser um minimo local. Como d é arbitrério, a
mesma desigualdade vale quando substituimos d por —d. Portanto, d' V f (z*) = 0 para todo
d € R", o que mostra que V f(z*) = 0.

Suponhamos, agora, que f é duas vezes continuamente diferenciavel e seja d um vetor

qualquer do R". Logo, para todo o € R, a expansao em série de Taylor até 22 ordem fornece
2
f(z +ad) — f(z) = aVf(z*) d+ %dTVf2(w*>d+ o(a?).
Usando a condi¢ao V f(«*) = 0 e a otimalidade local de z*, concluimos que existe um

e > 0 suficientemente pequeno, tal que, para todo a € (0, ¢€),

f(.’l,'* + Oéd) B f(.’II*) _ ldTVQf(il?*)d—i- 0(0&2)

0<
- o? 2 o2
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

2
Como lim O(CZ ) _ 0, obtemos d* V2f(x*)d > 0, mostrando que V2f(z*) ¢ semi-defi-
a— 1%

nida positiva. [ ]
O teorema a seguir mostra o caso em que a fungao custo é convexa.

Teorema 2.11 Seja f: C — R uma funcdao convexa sobre um conjunto convexo C.

i) Um minimo local de f em C é também um minimo global em C. Se f € estritamente

convexa, entdo existe no mdzimo um minimo global de f.

it) Se f € convera e o conjunto C' é aberto, entao V f(x*) = 0 é condi¢iao necessdria e

suficiente para um vetor x* € C ser um minimo global de f em C.

Demonstragao: A parte i) foi demonstrada no Teorema 2.8. Para mostrar a parte ii), note

que, pelo Teorema 2.6,
f(x) > f(&)+ V(@) (z—a), VazeCl.

Se Vf(x") = 0, obtemos f(z) > f(z*) para todo € C' e, entdo, * é um minimo global. m

2.1.5 Multiplicadores de Lagrange

O conjunto de restricoes de um problema de otimizacao é, normalmente, especificado
em termos de restricoes com igualdades ou desigualdades. Se levarmos em conta esta es-
trutura, obtemos uma sofisticada cole¢ao de condigoes de otimalidade envolvendo algumas
variaveis auxiliares chamadas multiplicadores de Lagrange. Essas variaveis facilitam a
caracterizagao de solugoes O6timas.

Consideraremos, aqui, problemas de otimizagao que envolvem restrigoes com igualdades

da forma
minimizar f(x)

sujeito a h(x) =0,

onde as fungoes f : R" — R e h: R" — R™ sao continuamente diferenciaveis.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Vamos escrever h(x) da forma
h(x) = (hi(x),..., hp(x)), x e R"
O principal resultado sobre multiplicadores de Lagrange é o seguinte.

Teorema 2.12 Seja * um minimo local de f sujeito a h(x) = 0 e suponhamos que os
gradientes das restrigoes, Vhy(x"), ..., Vhy,(x*), sejam linearmente independentes. Entao,

existem unicos escalares py, ..., pk, chamados multiplicadores de Lagrange, tais que
Vf(z) + zm:p;‘Vhi(m*) = 0. (2.3)
i=1
Se, além disso, f e h sao duas vezes continuamente diferencidveis, entao
Y (V2f<-’v*) " ipzvzhxw*)) y>0, VyeV(a) (2.4)
i=1
onde V(x*) € o subespago das variagoes vidveis de 12 ordem
V(z)={y| Vhi(z")'y=0, i=1,...,m}. (2.5)
Existem duas formas de interpretar a equagao (2.3):

i) O gradiente da fungao custo, V f(z*), pertence ao subespaco gerado pelos gradientes

das restricoes, ou

ii) o gradiente da fungao custo, V f(z"), é ortogonal ao subespago das variagoes viaveis de
12 ordem V' (z*). Este é o subespago das variagoes Az para os quais o vetor € = "+ Ax
satisfaz a restriao h(z) = 0 até a 12 ordem. Assim, de acordo com a condigao (2.3)
dos multiplicadores de Lagrange, no minimo local *, a variagao de 12 ordem do custo
Vf(xz*)' Az é zero para todas as variacoes Az neste subespaco. Isto é andlogo a

condi¢ao Vf(z*) = 0 da otimizagao sem restrigdes.

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.12, daremos um exemplo para o caso de proble-

mas com restrigoes lineares.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Exemplo 2.1 Considere o problema

minimizar f(x) (2.6)
sujeito a Ax=b, .

onde A € uma matriz m X n com linhas linearmente independentes e b € R™ é um vetor

dado.

Reordenando as coordenadas de x se necessario (podemos supor que as primeiras m

colunas de A sao linearmente independentes), A pode ser particionada da seguinte forma:
A= (B R),

onde B é uma matriz inversivel m x m e R é uma matriz m x (n —m). Do mesmo modo,

particionamos & como

B
TR

onde zp € R™ e zxz € R"™™. Podemos escrever, entao, o problema (2.6) como
minimizar f(Tp, xTg)
sujeito a Bzp + Rxp = b.

Usando a equagao da restricao para expressar g em termos de xp, obtemos
Irp = B_l(b — RxR)

Substituindo na fungao f, podemos converter o problema (2.7) no problema de otimiza-

¢ao sem restricoes
minimizar F(xzp) = f(B71(b— Rxg), zr) 2.8)
sujeito a xr € R"™™.
Se (x};, ;) ¢ um minimo local do problema com restrigoes (2.6), entdo &}, ¢ um minimo

local da fungao custo ‘“reduzida” F, ou seja,

0= VF(xy) = —RY(B") 'V f(z") + Vrf(z), (2.9)
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

onde Vgf e Vgrf denotam os gradientes de f com relacao a xp e xp, respectivamente.
Definindo
p"=—(B")7'Vpf(z), (2.10)

as equagoes (2.9) e (2.10) podem ser dadas, respectivamente, por

Vef(x)+ R'p* =0 (2.11)
e
Vef(x) + B p*=0. (2.12)
De (2.11) e (2.12), obtemos
Vi(z)+ ATp* =0, (2.13)

que é a condigao (2.3) dos multiplicadores de Lagrange para o caso do problema com restri-
¢oes lineares (2.6). Note que o vetor p* que satisfaz esta condigao é tnico, pois as colunas
de AT sao linearmente independentes.

Para demonstrar a condigao (2.4), vamos mostrar que ela é equivalente a condicdo

necessaria de 22 ordem sem restrigoes dada por
0 < d'V?F(xy)d, VYdecR"™. (2.14)
Usando as equagoes (2.8) e (2.9), obtemos
V2F (25) = v( — RT(BT)"'Wf(B (b — Rzp), zr) + Vaf(B~ (b — Rzp), wR)). (2.15)
Considere a seguinte partigao da matriz Hessiana V2 f(x*) :

Vipf(@') Vigf(a)

V() =
Vio! (@) Vhaf(@)

Avaliando (2.15) em zp = xj;, obtemos
V2F(2R) = RN (B") "'V f(2) B R— R (B") ' Vi f(2") — Vg f(2") B R+ Vg f ("),

que, por (2.14), é semi-definida positiva. Como as restrigoes sao lineares, V2h;(z*) = 0.

20



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Logo, para todo d € R"™™, concluimos que

0< d'V2F(z})d = y' V2f(z )y =y (vﬁ fl@)+) prth(a:*)) v, (2.16)
i=1
onde y é o vetor
—B'Rd
Y= . (2.17)
d

Podemos ver que o subespago V(x*) de variagoes viaveis (2.5) é dado por

V(z") = {(Yp,yr) | By + Ry =0}

= {(y5:Yr) | yp = —B'Rd, yp=d, de R"™"}

e, entdo, a equacao (2.16) é equivalente a condigao de 22 ordem (2.4) dos multiplicadores de
Lagrange.
Vamos, agora, demonstrar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange generalizando

a analise do exemplo anterior.

Demonstracao do Teorema 2.12: Vamos supor m < n. Se m = n, qualquer
vetor, inclusive —V f(z*), pode ser expresso como combinagao linear dos vetores linearmente
independentes Vhi(z*), ..., Vh, ("), demonstrando, deste modo, o teorema.

Reordenando as coordenadas de x, se necessario, podemos particionar o vetor & em
x = (xp, Tr), onde a submatriz quadrada Vgh(z*) (a matriz gradiente de h com relagao a
xp) € inversivel. A restrigdo

h(.’EB, l‘R) = 0

tem solucao (xj, ;) e podemos, entdo, usar o Teorema da Fungao Implicita para expressar
xp em termos de xg através de uma tnica func¢ao continuamente diferenciavel ¢ : S — R™,
onde S é uma esfera centrada em xj, (¢ ¢ duas vezes continuamente diferenciével se h também

¢). Em particular, temos xj; = ¢(x}), h(¢(zr), xr) = 0 para todo zg € S e

Vé(zr) = —Vrh(¢(zr), Tr) (VEh(¢(zR), TR)) ", V xr € 5,
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

onde Vgh é a matriz gradiente de h com relagao a xg.
Procedemos, agora, como no caso anterior de restrigoes lineares. Observemos que xj,

¢ um minimo (sem restri¢ao) da fungao custo “reduzida’

F(zr) = f(d(zr), TR).

Aplicamos, entdo, as correspondentes condigoes necessarias de 12 e 22 ordens (sem res-
trigoes). A condigao (2.3) segue repetindo-se os calculos feitos para a obtengao das equagoes

(2.10) a (2.13), tomando-se
BT =Vgh(z"), R'=Vgph(z"), AT'=Vh(z") e p*=—(BN)'Vpf(z).

A demonstragao da condi¢ao (2.4) requer calculos demorados e lembram o que foi
usado na equagao (2.16) do exemplo anterior. Em particular, para d € R"™™, seja y dado
por (2.17).

Consideremos, ainda,
Hi(zr) = hi(¢(xr), zr), i=1,....,m (2.18)
e seja ¢;(xg) a i-ésima coordenada de ¢, onde

¢1(zR)
¢(zr) = :
¢m(mR)

Entao, derivando duas vezes a relagdo F(zg) = f(¢(zgr), zg), obtemos, através de

calculos diretos, que

d'V*F(zg)d = y"' V2 f(z")y + d" (Z v2¢j(xg)agf*)> d. (2.19)

Analogamente, derivando duas vezes a equagao (2.18) e igualando a zero, temos

0= d"V2H;(zp)d = y" V2hi(z")y + d" <Z V2¢j<wﬁ>a%i—ffﬂ> d.
j=1 !
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Multiplicando a equacao acima por p; e somando para ¢ = 1,...,m, obtemos

0= Zp* "N hi(z)y + d" (Z V2;(ah Z alﬁgf“) d. (2.20)

i=1

Somando as equacdes (2.19) e (2.20) e usando as relacdes d’ V2F(zg)d > 0 e

01@) | o)

=1,...,m,
837j al'j J

=1

concluimos que
0<y’ (VQf(:E*) + ijV%&:ﬁ)) Y
i=1

para todo y da forma (2.17). Como mostramos no exemplo anterior, y pertence ao subespago
V(x") se, e somente se, y ¢ dado por (2.17). Assim, demonstramos a condigao de 22 ordem

(2.4) dos multiplicadores de Lagrange. [ |

2.1.6 Restricoes tipo desigualdades

Neste trabalho, nao estudaremos detalhadamente as consideracoes de primeira ordem
para todas as restrigoes do tipo desigualdade. Entretanto, existem alguns problemas ex-
tremos especificos onde, pela estrutura do dominio e a simplicidade da propria funcao, é
possivel reduzir um problema extremo com restrigcoes tipo desigualdade a um correspon-
dente que s6 envolve igualdade. Um desses casos é quando a regiao considerada ¢é estrelada

e a funcao investigada é homogénea.

Definicao 2.12 O conjunto U C R, que contém a origem, é chamado estrelado se, para

todo x € U, temos que tx € U para todo t € [0, 1].

Observe que a tultima exigéncia é equivalente a {y =tz : 0 <t <1} C U. Vale ainda

mencionar que todo conjunto convexo que contém a origem é estrelado.

Definigao 2.13 A fun¢io f : R" — R, f(x) > 0, é homogénea de ordem o > 0 se, para
todo v € R, f(yx) = || f(=).
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2.2 Polinémios ortogonais

Lema 2.1 Seja f : U — R uma funcao continua e homogénea de ordem o, onde U é um

congunto estrelado e compacto. Entao, max f(z) € atingido em um ponto z* € OU.
Te

Demonstragao: Suponhamos que max f(z) seja atingido em um ponto z* ¢ 9U. Como U é
e

um conjunto compacto, ele é limitado. Logo, existe uma constante c, tal que T = cz* € OU.

Usando o fato de U ser estrelado, concluimos que a constante ¢ é tinica e, além disso, ¢ > 1.

Como f é homogénea, entao

f(@) = flex®) = e[ (") > f(a7).

Chegamos, assim, a uma contradigao. [ ]

2.2 Polinémios ortogonais

Faremos, agora, um breve estudo sobre os polindmios ortogonais. Somente as defini¢oes
e propriedades mais importantes para o desenvolvimento deste trabalho serao apresentadas.

As aplicagoes dos polindémios ortogonais associados as chamadas medidas cléssicas,
como as de Jacobi, Laguerre e Hermite, tém, particularmente, papel fundamental em muitos
problemas das ciéncias e das engenharias. Ao contrario do que gostariamos, os polinémios
ortogonais associados as medidas nao cléssicas ainda nao gozam de semelhante privilégio.
Isto se deve, em parte, as restricoes encontradas para gera-los.

Sejam (a,b) um intervalo real, —co < a < b < 00, e ¢(z) uma funcao real limitada,

nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b).
Definicao 2.14 Se os momentos definidos por
b
pe= [ o)
existem parar = 0,1,2, ..., entdo do(x) é chamada distribuigao (medida positiva) em (a,b).

Se dp(x) = w(x)dx, entdo w(z) > 0 em (a,b), mas ndo identicamente nula, é chamada

funcao peso.
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2.2 Polinémios ortogonais

Se d¢(x) é interpretada como uma distribuigao de massa sobre a reta real positiva, entao
os momentos i1 € pp correspondem, respectivamente, aos primeiro e segundo momentos da
distribuicao de massa. Essa nomenclatura tem sua origem na Mecanica.

Definimos o suporte de d¢ (supp (d¢)) como sendo o conjunto dos pontos de aumento

de ¢, ou seja,
supp (do) = {x eER:¢p(x+¢e)—¢(x —e) >0, paratodo € > 0}.

Podemos, agora, definir polindmios ortogonais. Seja IP,, o espago de todos os polinémios

algébricos de grau menor ou igual a n.

Definicao 2.15 Dizemos que uma seqiiéncia de polinomios {P,(x)}22, € uma seqiéncia de

polinémios ortogonais com rela¢ao a distribuicao d¢(x) no intervalo (a,b) se

(1) P,(x)€é de grau exatamente n, mn # 0.

b 0, se n #m,
(8 (Po B = [ P Pale)dos) = y ?
a pn s SeE N =1m.

Definicao 2.16 Dizemos que uma seqiiéncia de polinémios ortogonais € uma seqiiéncia de

polindmios ortonormais, denotada por {P}(x)},, se p, = 1.

Notagao: Representaremos os polindmios ortogonais P,(x) por

P.(z) = Z amﬂ, anpn 7 0.
i=0

Se ay,, = 1, os polindmios ortogonais sao chamados de polinémios ortogonais monicos

e iremos denoté-los por P, ().

2.2.1 Algumas propriedades de polin6mios ortogonais

Veremos, agora, algumas propriedades importantes dos polinomios ortogonais P, ().

Um estudo detalhado pode ser encontrado em [5] e [24].

Teorema 2.13 Sejam Py(z), Pi(z), ..., Py(x) pertencentes a uma seqiiéncia de polinémios

ortogonais. Entao, eles sao linearmente independentes.
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstragao: Sejam ¢;, j = 0,1,...,m, constantes tais que » 7" ¢;Pj(¥) = 0. Logo,

para cada polinomio Py(x), 0 < k < m, obtemos

<chPj,Pk> = (0, P,) =0,
j=0

ou seja,
m
ch <F)J>Pk> =0.
j=0
Mas, como
m
> ¢ (P, Py) = cx (Py, B) = 0,
J=0 >0
obtemos, ¢, =0, k=0,1,...,m. [ ]
O teorema acima nos diz que os polinémios ortogonais Py (x), k = 0,1,2,...,n, formam

uma base para P,,. Como conseqiiéncia, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.1 Sejam {P,(x)}22, e {Qn(x)}22, duas seqiiéncias de polindmios ortogonais

no intervalo (a,b) com relagao a distribui¢ao d¢(x). Entao,

Pi(z) = ¢;Q;(x),  j=0,1,...,
onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Teorema 2.14 Seja {P,(x)}2, uma seqiiéncia de polinomios e dp(x) uma distribui¢iao em

(a,b). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {P,(x)}>2, € uma seqiiéncia de polinémios ortogonais com relagdao a distribuicao do(x)

em (a,b);
(b) (P,,m) =0 para todo polinémio m(x) de grau <n —1;

=0, se 0<s<mn,

b
© @B = [ wR@iew ) °
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstracao: (a) = (b) Seja 7w(x) um polinémio de grau < n — 1. Como {P,(x)}32, é
uma seqiiéncia de polinomios ortogonais, pelo Teorema 2.13, Py, P, ..., P,_1 formam uma

base para P,_;. Assim,

n—1
m(z) = apPi(x)
k=0
e, entao,
n—1
<Pn,7'[‘>: Oék<Pn,Pk>:O.
k=0

(b) = (c) Temos, por hipotese, que (P,,7) = 0 para todo m(z) de grau < n — 1. Assim,
(Pp,2%) =0se s <n.
Consideremos, agora, s = n. Entao, 7(z) = 2" € P,,. Logo,

1

£ 0.

n,n

n
" = Z a;P;(z), com «, =
=0

Assim,
n

(P, a™) =Y 0 (Po, Pj) = a, (P, P) # 0.
=0
(¢) = (a) (i) Consideremos m < n. Seja P, (z) = Z A T Ay, 7 0.

k=0
Por hipotese,

(P P) =) am (2%, P,) = 0.
k=0

Para m > n, a demonstragao é analoga.

(77) Seja m = n. Entao,

(P, P,) = Zan’k <xk, Pn> = Q. (2", P,) # 0. [
k=0

Definigao 2.17 O determinante definido por

Mo
A A (2.21)
Un  Hnt1 - Han,

€ chamado determinante de Hankel de ordem n + 1.
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2.2 Polinémios ortogonais

Teorema 2.15 Se os momentos ., r = 0,1,...,2n, existem, o determinante de Hankel

(2.21) € diferente de zero.

Demonstragao: Consideremos o sistema linear homogéneo

Ho M1 oo bo 0
[ T R (] by 10
MHn  Hny1 --- Hon by, 0

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é H,,. Mostremos que a tnica
solugao do sistema linear acima é by = b = ... = b, = 0. Dessa forma, temos H,, # 0.

Substituindo os momentos do sistema linear acima por sua defini¢ao, obtemos

bo [Lde(x) 4+ by [Tadp(x)  + - 4 by [Catdg(x) = 0

bo [Lxdp(x) + by [Patde(x) 4+ -+ by [CamHdg(z) = 0

| bo [} amdg(z) + by [ TNdp(w) + o 4 by [ a%de(x) = 0
Multiplicando as equagoes, respectivamente, por by, by, ..., b, ¢ somando-as, encontramos

b b b b
bg/ do(z) + bf/ v2de(x) + -+ bi/ ¥ dé(x) + 2boby / zdp(x) + - - -

b b
+ 2b0bn/ x"do(x) + lebn/ 2" dp(x) +--- =0,

ou seja,
b
/X%+mx+~ﬁwﬂme@:0
Logo, Q(x) = Zbixi = 0 para todo x € R e, portanto, by = by = --- = b, = 0. [ |
i=0
Teorema 2.16 Os determinantes de Hankel, H,,, sdo diferentes de zero paran = 0,1, ... se,

e somente se, existe uma unica seqiéncia de polindmios ortogonais { P, (x)}52, no intervalo

(a,b) relativamente a distribuicao do(x).
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstracao: Seja P,(x) = Zan,kmk, ann # 0. Se P,(x) pertence a alguma seqiiéncia

k=0
de polindmios ortogonais, temos que

0, se m < n,

pn 70, sem=n.

Observe que
b
(™ P,) = / ™ (ap " + an,n_lxn_l + o Ay 1T F A )do(T)

b b b
= an’n/ 2" dp(z) + anm_l/ xm+”_1dgb(:v) + et an,l/ :zcm“dqb(x)

b
+n0 / a"dg(x)
Qp o fbm4n + Ap n—1Hm+n—1 + -+ Qp, 1 m+1 + Qp,0bm-
Logo, fazendo m = 0,1, ..., n, obtemos, respectivamente,
(
Qp,nfn + o+ QA 11 + Anofo = 0

Qponfn+1 + -+ Qp, 12 + Qpot1 = 0

L Qp non + -+ (p,1 041 + Qpoln = Pn 7A 0

Na forma matricial,

Mo M1t fn n,0 0
1 M2t g (p,1 0
Hn HMn+1 Hon Qnon Pn 7é 0

Supondo que existe uma tnica seqiiéncia de polindbmios ortogonais, entao existem tni-
COS @p0,An1,-- - Ay, COM Gy, 7# 0, que satisfazem ao sistema linear acima. Portanto, o
determinante de Hankel é diferente de zero.

Reciprocamente, se os determinantes de Hankel sao diferentes de zero, a solugao do

o ann—l

sistema acima ¢ tnica e, além disso, a,, 7# 0 pois a,, = 7 [ |
n
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2.2 Polinémios ortogonais

Uma propriedade bastante importante e tutil dos polindmios ortogonais é o seguinte

teorema.

Teorema 2.17 (Relacao de Recorréncia de Trés Termos) Seja {P,(z)}5°, uma se-

qliencia de polindmios ortogonais em (a,b) relativamente a distribuicao do(z). Entao,

Bria(#) = (ina® = Bugn) Pa() = a1 Py (2), 020, (2.22)

com P_1(z) =0, Py(z) =1, any1, Bn, mER, n>1¢

An4+1.n+1 <xPn7 Pn> Yn+1 <Pn7 Pn>
n+l — - 0, But1 ="n > n 0.
Tt an,n ?é 5 i T <Pn> Pn> it = Yn <Pn—17 Pn—1> 7&
Demonstracao: Temos que P,( Zamx Como zP,(x) é um polinémio de grau

=0
n + 1, entao
n+1

[gualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade
a”I’L

—%  Porém, do Teorema 2.14 (b),
an—l—l,n—i—l

anterior, encontramos b, =

b
(xP,, Pj) = / P,(z)xP;(z)dp(x) =0, para j<mn-—2.
Mas, para j < n — 2, temos que
n+1

meP Zb PHP _b<Pj’Pj>'

Logo, b; = 0 para j <n — 2. Assim,

1 bn— b?’b
Paa(z) = ——aPu(w) = =P (2) — 7 Pu(2),
bn+1 bn+1 bn+1
ou seja,
Pn+1(x) = (7n+137 - ﬁnJrl)Pn(z) - Cyn+1pn,1(l'),
1 by, bn_1
Com Yot = 7, Bri1 = e Qnpp =
n+1 a n+1 narl
Como bysq = —™— temos que Ypy1 = —2L £,
Ap+1,n+1 Qp.n
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2.2 Polinémios ortogonais

De (2.22), calculando o produto interno (P,;1(x), P,(z)), obtemos que

B (x Py, Py)

) ) 1 (P, P,
De maneira analoga, chegamos que a1 = o1 (P, Pu) . [ ]

Tn <Pn—la Pn—l>

Observe que, para a seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos { P, ()}, Y1 = 1
para n > 0.

Um resultado bem importante sobre os zeros dos polinémios ortogonais é o seguinte.

Teorema 2.18 Os zeros dos polinémios ortogonais P,(x), n > 1, associados a distribui¢ao

do(x) no intervalo (a,b) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao: Suponhamos que P,(x) nao tenha raizes em (a,b). Logo, P,(z) > 0 ou

P,(z) < 0 para todo z € (a,b). Entao,

b
/ P,(x)do(x) # 0.

b
Mas, P,(z)dp(x) = 0, que é uma contradigdo. Assim, existe pelo menos uma

raiz real de P,(z) em (a,b). Suponhamos que z,1,Zn2,...,ZTn, (r < n) sdo raizes de
multiplicidade impar de P,(x) em (a,b). Entao,
Po(z) = (z — zp1) (@ — Tn2) -+ (z — x0)q(2),

onde ¢(x) é um polindémio de grau (n — r) que tem somente raizes complexas ou de multi-

plicidade par em (a,b). Logo, ¢(x) nao muda de sinal em (a,b). Assim,
I = /ab(x — T ) (T — Xp2) -+ (@ — X, ) Po(x)dp(x) = 0.
Porém,
P [ e = a0 (e Pa@)d0() £,

que é uma contradi¢do. Logo, P,(z) tem r > n raizes de multiplicidade impar em (a,b).

Portanto, P,(x) tem n raizes simples em (a,b). n

Vamos denotar por z,1 < Tpo < ... < T, 0s zeros de P,(x) em ordem crescente.
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2.2 Polinémios ortogonais

Teorema 2.19 (Teorema da Separagao dos Zeros) Seja {Pj(r)}52, uma segiiéncia de
polinémios ortogonais. Entao, entre dois zeros consecutivos de P,.1(x) existe somente um

zero de P,(x), ou seja, Tpi1; < Tni < Tpy1it1, = 1,2, n.
A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [2].

Defini¢ao 2.18 Uma func¢ao distribuicao ¢(x) definida em um intervalo [—b,b] é chamada

simétrica se dp(x) = —dp(—x).

Uma importante propriedade satisfeita pelos polindmios ortogonais simétricos é o

seguinte resultado.

Teorema 2.20 Seja {P,(x)}32, uma seqiéncia de polindmios ortogonais com rela¢io a
uma distribui¢ao do(x) em um intervalo simétrico com relagao a origem (—b,b). Entao, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) do(z) € simétrica, isto é, dp(x) = —dp(—x);
(b) Po(=z) = (=1)"Fu(z), n 2 0;
(¢) na formula de recorréncia, By =0, n > 1.

Demonstragao: (a) = (b) Temos, por hipotese, que d¢(x) é simétrica. Logo, fazendo
y = —x, para m # n obtemos

b —b b
0= / Po(y) Pan(y)do(y) = / Bu(=2) P (—2)dp(—1x) = / Po(=x) P (—)d¢(x).
—b b —b
Assim, {P,(—z)}5°, ¢ uma seqiiéncia de polindémios ortogonais em (—b,b) com relagao a
distribuigao d¢(x). Pelo Corolario 2.1, P,(—x) = ¢, P,(z), onde ¢, é uma constante. Com-
parando os coeficientes dos termos de maior grau, chegamos que ¢, = (—1)".

(b) = (c) Da relagao de recorréncia (2.22), temos que

B (xP,, P,)
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2.2 Polinémios ortogonais

Mas,

(4P, P) = /aﬂmm%wwzl<ﬂmaewﬁwem+éaﬂumwaw

—b

b b
=~ [al= P @R + [ alPo)ldot) = o

(¢) = (a) Por hipotese, temos que 3,1 = 0. Logo,

0= (xP,,P,) = / z[P,(2)])?d¢(x)

—b

= /Oa:[Pn(a:)]ngb(—x)Jr/o [Py ()P de ().
Portanto, , .
lAﬂ&@Wmuwiéﬂa@W&m&@»

de onde segue o resultado. [ ]

2.2.2 Polindémios ortogonais classicos

Nesta subsecao, apresentaremos algumas das principais propriedades dos polindmios
de Jacobi, incluindo, como caso especial, os polinomios Ultrasféricos ou de Gegenbauer.

Abordaremos, também, os polinomios de Laguerre e Hermite.

Polinémios de Jacobi - P,(*P) (x)

Sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao & funcio peso w(x) = (1 —x)%(1 +x)?,
a, 3> —1.
Os polindémios de Jacobi podem ser definidos, através da Formula de Rodrigues (Szegd

[24], p.67), por

LR R (B (RS L) SECE)
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2.2 Polinémios ortogonais

n

d
Aplicando a conhecida regra de Leibnitz para calcularmos — { (1—2)" (1 +x)"H’ },

dz™
obtemos
ﬂ{(l _ l,)n-‘roc(l + x)n—l—ﬂ} _ i n dn_k (1 _ x)n+a dk (1 + x>n+ﬁ
dx™ k) dxn—F dxk

n

= Z(—l)”_k(z>(a+n)(a+n— D (a+k+1)(B+n)

k=0
X(B4+n—1)---(B+n—k+1)(1—z)*F1+ )P F

Substituindo em (2.23), concluimos que

PP (g Zk"n— (a+n)(a+n—1)---(a+k+1)B+n)(B+n—1)---

X(B+n—k+1)(1 =) (1 +a)""

k n—~k
Mk .
Como (1 —z)F = Z(—1)1< ) (1+az)" Z ( . )Jiz, aplicando o produto
- J

de Cauchy em (1 — z)*(1 + z)"*, obtemos

PP (z) = %Zk'(_—l)k'(ajtn)---(a%—k%—1)(5+n)---(5+n—k+1)

I(n —k)!
x”1+...}

(=17 (k: ﬁ 1> + (=1 <n ﬁ;f 1>

= iZ:k,!(_—l)k'(Oz—kn)---(thk:ﬁL1)(5+n)---(ﬁ+n—l<:+l)x"—k---

Dali,

—ii ()" Ta+n+1) T@E+n+1)
Unin = kl(n—k)! D+ k+1)T(B+n—k+1)

onde I'(z) é a fun¢do gama, que pode ser definida como a integral de Euler de segunda
espécie

['(x) :/ e ‘" 'dt, Re(r) >0 ou x> 0.
0

E bem conhecido que a funcio gama satisfaz a propriedade I'(x + 1) = zI'(z), para = > 0.

34



2.2 Polinémios ortogonais

A partir da formula de Rodrigues, obtemos a seguinte relacao de ortogonalidade satis-
feita pelos polinomios de Jacobi:
0, se n#m,

(PP, plep)y = 200D (v + n 4+ DB +n+ 1)
(a+B+2n+Dnl(a+B+n+1)

se n=m.
A relagao de recorréncia para os polindomios de Jacobi é da seguinte forma
PO (@) = (e = AEDIPS) (@) — U P2 (@), n>2
(e,8) _ (e,8) _ 1 1.
onde )" (z) =1, P, (x) = 5(a + B+ 2)z + 5(a — B),

2n+a+ 3 —1)(8°—a?)
2n(n+a+B)2n+a+ [ —2)

@3  (Cn+a+B-1)2n+a+p3)
T+l = 2n(n + a + ) ’

ﬁn—o—l -

(@) _ 2n+a-1n+4-12n+a+p)
Gl S T i tat A tatf—2)

O seguinte teorema sera de grande utilidade no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.21 Os polindmios de Jacobi, pled (x), satisfazem a sequinte equagdo diferencial

homogénea de 22 ordem:
(1=2%)y"(x) +[8—a—(a+B+2zly(z) +n(n+a+f+1yx) =0 (2.24)

ou

LA 12y @)} +nlntat 54 D020 42y =0, (225)

Demonstragao: Seja y(z) = P\*”(z). Calculando a derivada de (1 — 2)°+1(1+2)%+1y/(2),

obtemos
LA 0Py @) = (D0 - 000+ 2y @) + (54 )0 -2
<1+ )y (@) + (1 - 2 (14 @)y )
= (I-2)*(1+2)2(2), (2.26)
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2.2 Polinémios ortogonais

onde 2(z) = [—(a+ 1)1+ ) + (B + 1)(1 — 2)]y(z) + (1 — 2H)y"(z). Como y(z) é um
polinémio de grau n, entdo z(x) é também de grau n. Mostremos que z(x) = cy(z), onde ¢

¢ uma constante. Consideremos, entao, a integral

-/ 11%{(1—x)““(l+x>ﬁ+1y'<x>}q<x>dx, (2.27)

onde ¢(z) é um polinémio de grau n — 1. Integrando por partes, obtemos
1
= [ =01 0 i @)y ()
—1

ja que a+ 1 e B+ 1 sao positivos. Integrando por partes novamente
1 d 1
1= [y {a- om0 @ de = [y - )1+ 0 ds,
. x -1
onde r(z) = —(a+ 1)(1 + 2)¢'(z) + (8 + 1)(1 — 2)¢'(z) + (1 — 2*)¢"(z) é um polinémio de
grau n — 1.
Portanto, I = 0. Logo, de (2.26) e (2.27),
1
/ 2(2)q(z)(1 — 2)*(1 + x)’dx = 0.
-1

Como ¢(z) € P,,_1, pelo Corolario 2.1, z(x) = cy(z), onde ¢ é uma constante. Comparando,

entdo, os termos de maior grau de z(x) e cy(x), obtemos ¢ = —n(n+ o+ G+ 1). u

Teorema 2.22 Sejam o > —1, 3 > —1. A equacao diferencial

(1—a)y"(z) + [ — o= (a+ B+ 2)aly (x) +yy(z) =0, (2.28)

onde v € um pardmetro, tem solugao polinomial nao identicamente nula se, e somente se,
v tem a forman(n+a+ B +1), n =0,1,2,... . Esta solu¢ao é cteP\ P (x) e nenhuma

solugao linearmente independente de qua’ﬁ)(a:) pode ser um polindmio.

Demonstragao: Seja y(x Z a;(x — 1)". Entdo,
=0
'x)zzmi(x—l)i_l e Zzz—lalx—l)
i=1 i=2
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2.2 Polinémios ortogonais

Substituindo na equagdo (2.28), encontramos
(1—a? Zzz—l Jai(x —1)"?+[B—a—(a+B+2)z Zmz —1)" 1+’)/Zalx—1) 0.
=2 =1 1=0
Desde que (1 — 2%) = —(1 + z)(z — 1), a equacao acima pode ser escrita como

—(1+x) Z@z—l Yai(x — D) [B—a— (a+ B+ 2)x Zm,m—l
1=2 i=1

+y i a;(z —1)" = 0. (2.29)

Somando-se e subtraindo-se o + [ + 2 ao termo entre colchetes de (2.29) e, como

(1+2)=(24x—1), obtemos

—(24+z-1) iz i—1)ai(x — 1)1 [2(a+1)+(a+ﬁ+2)(x—1)]imi(x—1)i_1

oo

+72ai(:c —1)"=0.

i=0
Mas, a equacao acima pode ser escrita da forma

o

—Zz@' — a;(x — 1)i—(a+ﬁ+2)2iai(9€ - 1)i+'yZai(x— 1)

=32+ Dagn (@ = 1 = > 20+ )i+ Dagp (@ — 1) =0.

Logo,
io: {[7 —i(i—1) —i(la+B+2)]a; — [2i( + 1) + 2(a+ 1) (i + 1)]a¢+1}(93 -1)'=0
i=0
e, portanto,
[y—i(i+a+ G+ 1)]a; — 200+ 1) + @+ 1)]a;1 =0, 1=0,1,... (2.30)
Se y(x) ¢ um polindémio de grau n, a; =0 parai=n+1,n+2,... . Logo, o coeficiente de

a, deve se anular, isto ¢, y =n(n+a+ 5+ 1).

Reciprocamente, se v = n(n + a + [+ 1), entdo, em (2.30),
2<Z+1)(2+Q+1)6L1+1:0, z:n,n—i-l,
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2.2 Polinémios ortogonais

Logo, como a > —1, obtemos a;+; =0, =n,n+1,.... Agora, sejam v =n(n+a+ [+ 1)
e z(z) uma segunda solugao de (2.24) ou (2.25). Entéao,

(S = PP @)+ it a5+ 1D =20+ f0) =0 (230

{20 =0 04 2 @] 4 ot 54 D= 2)°(0 4 20) o) 0. (232)
Subtraindo (2.32) de (2.31), obtemos

(S0 =00+ 0 @) o) = { 10 - 004 0710 byta) o

Logo,

(1= 2)*(1+2){ [+ V(1 +2) + (5 + (1 - 2)) [y (2)2(2) — y(2)2'(2)]
+ (1= 2y (@)2(x) - y(@)?/ (@) } = 0.

Observe que podemos escrever esta tltima equacao da seguinte formas:

d

{1 -2 1+ 2y (@)2(2) - y@) 7 @)} = 0.

Portanto, para todo x,
(1 —2) (1 + 2)P Ty (2)2(z) — y(x)2 (z)] = cte.

Se fizermos x — £1 na equag@o acima, vemos que y(z) e z(x) ndo podem ambos ser
polindmios, a menos que a constante do lado direito seja zero, isto ¢, a menos que y(x) e

z(x) sejam linearmente dependentes. u

Polinémios de Gegenbauer - C,,™ (z)

Sao multiplos dos polindémios de Jacobi quando o = § = A — 1/2 # 0. Sao também

conhecidos por Polindmios Ultrasféricos e sao ortogonais no intervalo (—1, 1) com relagao

1
a funcdo peso w(r) = (1 — 22212 X > —5
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2.2 Polinémios ortogonais

Os polinémios de Gegenbauer satisfazem

A TN+ 1/2)T(n +2)) S 1212
i) = TN (n + A + 1/2)P£ @),

A relag@o de recorréncia para os polinomios de Gegenbauer é da seguinte forma:

07(131@) = n—Hng)(I) - n—ﬂcy(zj1($)7 n 20,
onde CY(z) =0 e CWV(z) = 1.
A relagao de ortogonalidade é dada por
0, se n#m,
A (A
(CV.CR) = 3 2T\ +n+1/20(A +n+1/2)
se n=m.

(A +n)n!T'(2\ + n) ’

Além disso, C'q(q,)‘), satisfaz & seguinte equagao diferencial de 22 ordem
(1 —2%)y"(x) — (2A + D)oy (z) + n(n + 2))y(z) = 0. (2.33)

Polinémios de Laguerre - L,,(* (x)

Os polinoémios de Laguerre sao ortogonais no intervalo [0, 0o) com relagao a fungao peso

w(z) = 2% ", a > —1. Podem ser definidos, pela Formula de Rodrigues, por
-1 dr
Lgla) (.I‘) — ( n') %t e [xa—o—ne—x]'

Aplicando a regra de Leibnitz na relacao acima, obtemos sua representacao explicita:

L@ =" (_kll) (Z " 2‘) z*. (2.34)

k=0
Se Tp1,Tn2, ..., Ty SA0 08 zeros de sza)(:c), da equacao anterior obtemos que
Tpi+ Tno+ -+ Tpp =n(n+ ). (2.35)

A relagao de recorréncia de trés termos é da forma

nL(z) = (—z+2n+ o — DL (x) = (n+ a — 1)L, (), n>2,
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2.2 Polinémios ortogonais

com as condicdes iniciais L (z) =1 e Li¥(z) = -z + a + 1.

De (2.34), obtemos facilmente

—1)"

Os polinémios de Laguerre satisfazem a seguinte equacao diferencial de 22 ordem
vy (z) + (@ +1 - )y () + ny(z) = 0,

cuja demonstragao é analoga a do Teorema 2.21 para os polindmios de Jacobi. Um argumento
similar aquele usado no Teorema 2.22 mostra que uma condi¢ao necesséria e suficiente para

que a equagao diferencial
zy’(z) + (a+1—2)y (z) +yy(z) =0

tenha solucao polinomial é que v € Z™, o conjunto dos inteiros nado-negativos. Além disso, se
~ = n, as unicas solugdes polinomiais de (2.2.2) sao y(z) = chla)(x), onde ¢ é uma constante
arbitraria nao-negativa.

A relacao de ortogonalidade é dada por:

0, se n#m,

Loy = [ LO@IP @t = Ynpas

0 , se n=1m,

n!

que é facilmente obtida da férmula de Rodrigues.

Polinémios de Hermite - H,(x)

Os polinémios de Hermite sao ortogonais no intervalo (—oo, 00) com relagao a fungao

xT

peso w(z) = e~ °. Pela Formula de Rodrigues, podem ser definidos por

22 dar 2

H,(z)=(=1)"e e e ]

Sua representacao explicita é dada por

Ln/2] k n—2k



2.3 Polinémios similares aos ortogonais

onde |a| = significa o maior inteiro menor ou igual a a.

De (2.36), obtemos, H,(z) = (—1)"H,(—x). Logo, se x,1 < Zps < -+ < Xy, SA0 0S
zeros de H,, (), entdo @, i1 = —Tng 0 =1,2,...,|n/2].

De (2.36), obtemos, também, que

—1
Tpy+Tpgt+ ot ap, = % (2.37)

Além disso, a,, = 2", n > 0 e, para os polindmios pares,

2m)!
A2m,0 = Hgm(O) = (_1)m%’ m = ]_,2, e

Os polinomios de Hermite, H,(x), n > 0, satisfazem a seguinte equagao diferencial de

22 ordem
y'(x) — 22y (x) + 2ny(x) = 0 (2.38)
ou
d 22 g2 B
%{e Yy (a:)} +2ne " y(z) =0 (2.39)

e sua demonstrac¢ao também é analoga ao resultado para os polindémios de Jacobi (Teorema

2.21). Além disso, a equagao diferencial

y'(x) — 22y () + yy(x) =0

possui solugao polinomial se, e somente se, v ¢ um nimero par nao-negativo. Em particular,
se 7 = 2n, a Unica solugdo polinomial de (2.38) é y(x) = cH,(z), sendo ¢ uma constante arbi-
traria nao-negativa. A demonstracao deste fato também é analoga aquela sobre os polindmios
de Jacobi.

Da férmula de Rodrigues, ¢é facil obter a relagao de ortogonalidade

o0 0, se n#m,
(H,,H,) = / Hn(x)Hm(x)e_””de = 7
—o0 2"nl\/T, se n=m.

Além disso, satisfazem & seguinte férmula de recorréncia de trés termos
Hyi(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x), n >0,
com H_1(z) =0e Hy(z) = 1.
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2.3. POLINOMIOS SIMILARES AOS ORTOGONAIS

2.3 Polindmios similares aos ortogonais

A introducao do problema de momento forte pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [11]| abriu caminho para o estudo de polinémios que apresentam propriedades
semelhantes as dos polindmios ortogonais. O problema de momento forte pode ser expresso

da seguinte forma:

o0

o de numeros reais, em que condigoes existe uma me-

“Dado uma seqiiéncia { iy}

dida nao-negativa di(t), tal que

b
um:/tmd@b(t), m=..,-2-1012...2 7 (2.40)

Se os momentos fi,,, m € Z, definidos por (2.40) existem e sao finitos, di)(¢) ¢ chamada
uma distribuigao forte. Se di(t) = v(t)dt, entao v(t) é uma fungao peso forte.

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema (2.40) acima quando di(t) é uma
medida forte de Stieltjes, isto é, (a,b) C (0,00). Com o objetivo de estudar o problema de
momento forte para o caso em que (a, b) C (—o00, 00), conhecido como problema de momento
forte de Hamburger, Sri Ranga [19] introduziu uma seqiiéncia de polindmios monicos B (1),

similares aos polindmios ortogonais, definidos por:

b 0, se 0<s<n-—1,
[tresbman = { =

a pn’ >0, se s=n,
paran=1,2,...e k € Z,onde —o0o < a < b < .
Vamos considerar, aqui, somente os polindmios BT(Lk)(t) para k = 0 e intervalos [a, b]
que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto é, 0 < a < b < oco. Assim,

di(t) é uma distribuicao forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinémios por B,(t) e os

chamaremos, simplesmente, de polinémios similares.

Portanto, os polindémios B, (t), paran = 0,1,2,..., sdo dados por:
b 0, se 0<s<n-—1,
/ B (1 d () = (2.41)
a pn >0, se s=n.

O resultado a seguir é de primordial importancia para a prova da existéncia dos

polinémios B, (t).
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Teorema 2.23 Para as distribuicoes fortes de Stieltjes, di)(t), os determinantes de Hankel,

H™ | satisfazem:

Hm Hmy1 - Hmin—1
Hém) _ Mm41 Hm+2 = Mm+n - 0’
Hm4+n—1 Hm+n *°° Hm+2n—2
para m,n inteiros, n > 1.
Demonstragao: Similar & do Teorema 2.15. [ |

Como vamos considerar os polinémios By, () monicos, se denotarmos

Bu(t) = byuit"™", (2.42)
k=0

entao b, , = 1 para todo n > 0.
Usando (2.40), podemos escrever (2.41) como um sistema de equagoes lineares algébri-

cas nos coeficientes de B, (t) :

(

Pnbno + peppibpyr + - 4+ by, = 0
fnt1ibno + pepgobpi + -+ by, = 0

: : : : (2.43)
p—ibpo +  pobpyi A+ -+ ppiby, = 0
\ tobno  +  pibpa A+ o A+ b, = pp

Usando a regra de Cramer, o coeficiente b, ,, pode ser dado por:

vnHT(z_n)
bn,n - pﬁ - 1
Hn+1
Assim,
H(*n)
Pn = H?g—j;) >0, n > 0.
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Se substituirmos a ultima equacdo de (2.43) por (2.42) e, novamente, aplicarmos a

regra de Cramer, obtemos:

H—n Hepy1 - Mo
. Hent+1 H—ny2 - M1
B,(t) = : S |, >0 (2.44)
H
H—1 Bo o Hn—
1 t ceegn

Assim, vemos que uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia de B, (t) é
que HS™ £ 0. Agora, se substituirmos ¢ = 0 em (2.44), obtemos

Hr(z_n—H)

B.0) = (-1

= bn,O; n Z 0.

Logo, uma condigéo necesséria e suficiente para a existéncia dos polinémios B,,(t) com
Bn(0) %06 que HS™ #£0e H™ £ 0.

Usando a relacao
b
/ n+1)B ( )dl/}( ) ,u—n—lbn,O + /'L—nbn,l + -+ M—lbn,n

m (2.43), encontramos

b D)
m= [ COB@an = (1L o,

que é diferente de zero.

2.3.1 Algumas propriedades dos polinémios similares

Os polinémios similares, B, (t), exibem muitas propriedades semelhantes as dos poli-
nomios ortogonais. A mais interessante e 1util delas é a relagao de recorréncia de trés termos

que daremos a seguir.

Teorema 2.24 Seja B, (t) o polinomio definido em (2.41). Entdo, a seguinte relagao de

recorréncia € verdadeira para n > 1 :

Bua(t) = (t—=Bus1)Bu(t) = @ngat By (t), (2.45)
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

onde By(t) =1, By(t) = z — Bi e os coeficientes (1 € Bnyy satisfazem:

Pn

Qpy1 = — >0,
n—1
=t g =Pl >, (2.46)
H—1 Tin

Demonstracao: Como B, (t) ¢ um polindémio de grau n, o polindomio B, (t) —tB,(t) ¢ de

grau, no maximo, n. Portanto, pode ser escrito da forma
Bpi1(t) = tBu(t) = —fpi1Bn(t) — dng1tBn_1(t) + pa_i(t), (2.47)

onde dyi1 € Bogr sdo tais que Pn-1(t) & de grau n — 1.
n—1

Tomemos p,,_1(t) = chtj . Multiplicando-se ambos os membros da equagao (2.47)
=0
por ¢~ ¢ integrando, obtemos:

b b
/ B (Dd(t) — / £ B (1) dy ()

b b
= fun / 1B (A1) — G / OB () di(t)

a

n—1 b
+3 ¢ / TS (t). (2.48)
j=0

Fazendo, respectivamente, s = 0,1,2,...,n — 1, na equagao acima, obtemos o sistema

linear:
n—1

E Cj,u—n—l—j—i—i:()a i:O,l,...,n—Q,
=0

n—1

E Cil—14j = Qnt1Pn-1 — P,

Jj=0

cujas incognitas sdo os coeficientes do polinomio p,_;(f) e cujo determinante da matriz

. 2 —-n ., ” . .
dos coeficientes é Hfl ) que, como ja sabemos, é maior do que zero. Assim, se tomarmos
Pn . , ) L. -, .
——, o sistema serd homogéneo e sua tnica solu¢ao ¢ ¢; =0, j =0,1,...,n—1, 0
n—1

que significa dizer que p,_1(t) = 0. Portanto, (2.45) estd demonstrado.

dn+1 =

Para determinarmos o coeficiente BnH, tomemos s = —1 em (2.48). Logo,

0 = —Bpi1ln — Gni1n1 €, dai, segue imediatamente (2.46). ]
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Sobre os zeros dos polindomios similares B, (t) vale, ainda, o seguinte resultado, cuja

demonstracao ¢ andloga ao resultado para polindomios ortogonais.

Teorema 2.25 Os zeros dos polindmios similares B,(t) n > 1, sao reais, distintos e per-

tencem ao intervalo (a,b).

Os polinémios B, (t) estao relacionados aos polindmios de Laurent ortogonais ou L-po-
linémios ortogonais, R, (t), com relagao a uma distribuigao forte, tratados por Jones e outros

em [11, 12|, da seguinte forma:
R2m<t) = t_mBQm(t), R2m+1 (t) = t_m_lBgm_H(t), m Z 0.

Esta relagao pode ser facilmente verificada através de (2.41) e da defini¢@o de polindémios

de Laurent dados em [12].
q

Lembremos que um polinémio de Laurent é uma funcao da forma Z cnt”, onde p < g,

n=p
p,q € Zec, €R.

Um estudo detalhado sobre os polinémios similares aos ortogonais pode ser encontrado

em [2, 19].
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Capitulo 3

Eletrostatica e zeros de polinémios

O estudo apresentado nas segoes 3.1 e 3.3 é baseado, principalmente, no livro de Szeg6
[24] e no artigo de Dimitrov e Van Assche [6].
Na segao 3.2, apresentamos nossa contribui¢ao a interpretacao eletrostatica dos zeros

de polindmios para o caso em que ha restrigoes.

3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Consideremos, entao, o campo eletrostatico que obedece a lei do potencial logaritmico
descrito na Introdugao, ou seja, cargas r; sao distribuidas uniformemente ao longo de retas
perpendiculares ao eixo real e que a interceptam nos pontos a;, 7 =0, 1,...,m. Além disso,
n cargas unitarias positivas moéveis estao distribuidas uniformemente ao longo de retas per-
pendiculares ao eixo real e que passam pelos pontos zy, zs, ..., x, pertencentes ao intervalo
(ap, ). Queremos que as cargas livres se movam apenas entre cargas fixas positivas con-
secutivas para evitar aglutinagao. Lembremos que o ponto = (z1, s, ..., x,) pertence ao

simplex

[1]

s
= ﬂ{ajk < Ty <.. L ppg—1 < Ajp+1 Vs Tip+1 > 0},
k=1

onde 1 = p1g < po < ...ps < pis41 — 1 = n e s &€ o namero de intervalos [aj,, a;,+1] com

cargas positivas r;, € 1, 41 nos pontos extremos.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

A energia do campo é, entao, dada por

m ) 1
L(z) = erZIOgm+ > logm

J=0 k=1 1<i<k<n
m n
= Z log |zy —a;] ™" + Z log |z — x|~
Jj=0 k=1 1<i<k<n
m n
- _Z log |z — a;]™”7 — Z log |z — x4
=0 k=1 1<i<k<n

A energia é minima se, e somente se, a funcao

T(x)=e"® =[] lex —al” [ loe—a (3.1)
7=0 k=1 1<i<k<n

¢ maxima.

Observe que T'(zx) se anula na fronteira de = e é estritamente positiva em seu interior.

oT
Portanto, o méximo de T'(x) é atingido num ponto & = (1, xs, ..., z,) em = onde 5 (2) =0
T
para k=1,2,...,n. Mas,
m
T(x) = H {|x1 —a;|"xe — a;|"7|xe — x1||s — a7 |23 — 21||T3 — 22 - .
=0
Xy — a7 |z, — 21| |2n — 22| |2, — :cn,l\}
m
= H {ll‘l — aj|rj|x2 — aj|7"j|x2 — l‘1| Ce |Ik_1 — aj|”|xk_1 — ZE1| e
=0
X|Tp—1 — Tr—o||Thr1 — ;|7 |Ther — 21| | Terr — T |20 — @] @, — 2] -
n
><|$n — xk—1||$n - $k+1| ce |93n - a:n—1||35k - aj|rj} H |$k - $i|-
i
Portanto,
m
T(x) = T(@\ax)|wr ()| ][ lox — a7, (3.2)
=0
- w(z)
onde 7(Z\xy) é uma fungdo que nao depende de xy, w(x) := H(x — ;) e wi(x) = :
T — T

i=1
Como [w(z)]™) = [(x — 24 )wi ()Y, aplicando a regra de Leibnitz, obtemos

w(@)™ = (2 —a)w (@) + [+ D (2).
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Logo, para z = x4,

I+ DwP(z) =w™V(x),  1>0. (3.3)

n—k

Observe que o sinal wy(x;,) = (—1)""*. Logo, podemos escrever |wy(x1)| = (—=1)"Fwy(z1).

Portanto, (3.2) pode ser escrito como
T(z) = (—1)" Fr(@\ap)wr(ze) ] lzx — sl
=0

Derivando a equacao acima com relagao a xj, obtemos

e Y (wm) Jﬁ)m—w)
= Ot T = 2 ges(on - e
+w;<xk>}
- (- wm\xk)f[orxk—w { ji0|xk7"_ﬂ%| wk<xk>+w;<xk>}

= (1" Fr@\ap)w(z) [ ] loe — as] {i(m) L k(@) }

=0
para k=1,2,...,n.
De (3.3), concluimos que
aT(w) _ n—k__(= & rj B($k> 1 w//(zk)
G =~ V@ () [Tz — asl {Am) o) | (3.4)

J=0

oT (x)
8.1'k

O méximo de T'(z) ¢ atingido onde = 0, ou seja, onde
A(zy)w" (x1) + 2B(xy)w' (2) = 0,
por (3.4).
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Como A(z) é de grau m + 1, B(x) é de grau m e w(z) é de grau n, a expressao
A(z)w"(x) + 2B(z)w'(x) é um polindémio de grau m + n — 1. No ponto de méaximo de T'(x)
este dltimo polindmio anula-se nos zeros de w(x). Entdo, pelo Teorema Fundamental da
Algebra,

A(x)" (z) 4+ 2B(2)w' (z) + C(z)w(x) =0

para algum polinémio C'(z) de grau m — 1. Mostramos, entao, o seguinte resultado.

Lema 3.1 Seja T : R" — R definida em (3.1). Entao, 0T (x)/0xx =0, k =1,...,n, se, e
somente se, as coordenadas do vetor x sao os zeros do polindémio de grau n que € solugao da

equagdo de Lamé (1.2).
O resultado a seguir nos fornece condigoes para que a solugao seja tnica.

Teorema 3.1 Se a energia do campo eletrostdtico em questao tem um unico ponto de mini-
mo em Z, entdo existe um unico par (C(x),y(z)), com C(x) um polinémio de Van Vleck e
y(x) um polinémio de Stieltjes, para a equagao de Lamé (1.2) (Ver pag. 3). Reciprocamente,
se existe um unico par (C(z),y(x)) de polindmios de Van Vieck e Stieltjes para (1.2), tal que
os zeros do polinémio de Stieltjes pertencem a =, entao a energia do campo descrito tem um

unico ponto de minimo.

Demonstragio: Suponhamos que exista um polinomio C(z) de grau m — 1, C(x) £ C(x),

tal que a equagao diferencial
A(z)2"(z) + 2B(2)7 (z) + C(z)z(x) = 0 (3.5)

também admite uma solugao z(z) = (z — &)(x — &)+ (x — &) com zeros distintos em
(aj-1,4;).

Seguindo Szegd [24, §6.83 pag. 154], vamos introduzir a fungao H(z) = H |z — aj|*.
=0
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Logo, para = # a;, j = 0,...,m, temos que
H'(z) = 2ro(x —ag)*™ Hz —a)? ... (x — ap)*™
+2r1 (2 — ag)*(z — a))*" o —ap)®™ .. (2 — ap)”™ + ...

+27‘m($ —ag)?(x — a1 (T — A1) (T — )P

2'r - B(z
= 2Hm—aj sz x)AEx;

Jj=0

Multiplicando por z(z) a equagao (1.2), por y(x) a equagao (3.5) e subtraindo as duas

equacoes resultantes, encontramos

A@) Y (z)2(z) —y()2' ()] + 2B(2)[y (2)2(2) — y(2)2'(2)] = [C(x) = C(@)ly(z)z(z). (3.6)
Multiplicando ambos os membros de (3.6) por Z((i)) obtemos
L@@ -y} = O, ea)

C(z) — C(x)
A(z)

(a;_1,a;). E claro que y(z) = (v — z1)(z — 22) - - - (x — x,) ndo muda de sinal em (2, 7;11),

Tomemos xy = & = aj_1, Tny1 = {ny1 = a; e consideremos > 0 em

i=1,...,n—1. Suponhamos que z(z) ndo muda de sinal em (z;, x;11), 1 =1,...,n—1, isto
é, entre dois zeros consecutivos de y(z). Entao, de (3.7),

%{H(m)[y’(x)z(x) — y(@zl(x)]}

também nao muda de sinal em (z;, z;41), i =1,...,n — 1.

Considere os pontos T =x; +€e T = x;.1 — €, € > 0.

1) Se y(x)z(z) > 0, entdo H(z)[y'(z)z(x) — y(x)2'(x)] é crescente. Assim,
escy(r)>0=z(x)>0=9(2)2(Z) >0ey(z)z(2) <0
escy(r) <0=z(x) <0=9(2)2(%) >0ey(2)z(z) <O0.

2) Se y(z)z(x) < 0, entao H(z)[y'(x)z(z) — y(x)z'(z)] é decrescente. Logo,
esey(r)>0=z2(x) <0= 9y (2)2(2) <0ey(z)z(z) >0
escy(r) <0=z(x)>0=9(2)2(Z) <0ey(z)z(z) > 0.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Portanto, sinal(yz) = sinal(y'z) em & e sinal(yz) = —sinal(y'z) em &. Observe que

sinal{H(y'z — yz')} = sinal(y'z) em T e em Z, isto é,
e se y(x)z(z) > 0, entdo sinal{H(y'z —yz')} > 0em 7 e sinal{H(y'z —yz')} <0 em z;
e se y(x)z(z) <0, entdo sinal{H(y'z —yz')} <0em T e sinal{H(y'z —yz')} > 0 em z.

Logo, das duas observagdes acima, H(z)[y'(z)z(x) — y(x)z'(z)] muda de sinal em

(s, ;1) da seguinte forma:

o Sey(x)z(x) >0, H(D)[y'(7)2(7) — y(7)2'(2)] > 0 e H()[y'(2)z(2) — y(2)='(2)] < 0.
Entao, H(x)[y (x)z(x) — y(x)2z'(z)] ndo pode ser crescente, o que é uma contradigao

por 1).

o Sey(r)z(x) <0, H(D)y'(2)2(Z) —y(2)2'(2)] <0 e H(@)[y'(2)z() — y(2)2'(£)] > 0.
Logo, H(x)[y'(x)z(x) — y(x)2'(z)] ndo pode ser decrescente. Por 2), chegamos nova-

mente a uma contradigao.

Portanto, y(z)z(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (x;, x;11). Concluimos,
entdo, que z(z) tem pelo menos uma raiz em (z;, r; 1).
Sejam z; e x,, o primeiro e ultimo zeros de y(z) em [a;_1, a;], respectivamente. Mos-

tremos, agora, que z(z) deve mudar de sinal também em [a;_1, 1] € [z, a;]. Lembremos que
Clx) - C(x)
A(z)

Suponhamos que z(z) ndo muda de sinal nesses intervalos. Como os zeros de z(z)

> 0.

pertencem a (a;_1,a;), entdo y(z) e z(x) tém ambos sinais constantes em [a;_1, z1] € [z, a;].
Mas, y(x) e z(x) sao polinémios de mesmo grau e com coeficientes dos termos de maior grau
positivos. Isto significa que ambos tém o mesmo sinal em [a;_1, ;] € em [x,, a;]. Entdo, de
(3.7), H(z)[y' (x)z(z) —y(x)2'(x)] ¢ uma fungao crescente nesses dois intervalos. Além disso,

lim  H(z)[y'(x)2(x) = y(2)2' ()] =0 e lim H(z)ly' ()z(x) —y(x)2(x)] = 0.

+ —
e . — .
T—a;_y T—a;

Assim, a expressao [y (z)z(z) —y(x)z'(z)] deve ser positiva em [a;_1, 1] e negativa em

[, a;]. Mas, y(z1) = 0. Logo, para z = x1, temos que sinal(y'z) = sinal(y'z — yz') > 0.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Como z; é o menor zero de y(z), entdo sinal(y'y) < 0 para x = z1 — ¢, € > 0. Como y(x)
e z(x) sao do mesmo tipo e, além disso, z(z) também ndo tem zeros em [a;_1,2;), entao
sinal(y'z) = sinal(y'y) < 0. Isto é uma contradicao.

Podemos usar o mesmo argumento para x = x,,. Mostramos, assim, que z(z) tem, pelo
C(z) — C(x) C(z) — C(x)
A(z) A(z)

em algum ponto de a1 <z < a;.

menos, n + 1 zeros se > 0. Absurdo! Portanto, deve ser negativa

Repetindo a mesma demonstracao, mas trocando os papéis de (C(x), y(z)) e (C(z), 2(z)),

, C(z) — C(x) L :
concluimos que T deve ser positiva em algum ponto de a;—; < x < a;. Isto sig-
x
nifica que é(x) —(C'(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em [a;_1,a,], 7 = 1,2,...,m.

Logo, C(x) — C(z) tem, pelo menos, m zeros em [ag, a,,]. Impossivel, pois C(z) — C(z) é de

grau m — 1. Portanto, C(z) — C(x) = 0. n

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar o Teorema 1.1. Consideremos, entao, o

problema eletrostatico descrito no Capitulo 1 com cargas fixas negativas e positivas.

Demonstracao do Teorema 1.1: Ji vimos que a existéncia do polinémio de
Stieltjes com as propriedades desejadas é equivalente & existéncia de um ponto de méxi-

mo I

= (z},25,...,2}) de T'(x) no simplex = := {a;_1 < 21 < ... < z, < a;}. Como
ja mencionamos, T'(x) é estritamente positiva em = e se anula na fronteira de =. Assim, o
ponto T existe.

Vamos, agora, estabelecer a unicidade. Seja, entao, C () um polinémio de grau dois,

C (x) # C(x), tal que a equagao diferencial
A(z)2"(z) + 2B(2)2 (z) + C(z)z(x) = 0

também admite uma solugao z(z) = (z — &)+ (¥ — &), com zeros distintos §; < ... <&,
em (a;_1,a;). Pelo Teorema 3.1, temos que:

1) se (C(z)—C(x))/A(x) ¢ positivo entre dois zeros @; e x4, consecutivos, com 0 < i < n,

entdo z(z) deve ter um zero em (z;,2;.1). Por outro lado, se (C(z) — C(x))/A(x) ¢

negativo entre & e &1, com 0 < i < n, entao y(x) deve ter um zero em (&,&;11);
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

2) C(x) — C(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (a,_1, a;).

Ja que podemos nos restringir as solugoes monicas da equacao de Lamé, os coeficientes
dos termos de maior grau de C(z) e C(z) sio iguais e, entdo, C(z)—C/(z) ¢ uma funcdo linear.
Para demonstrar a unicidade do polinomio de Van Vleck, mostraremos que C(z) — C(z) tem
pelo menos dois zeros, o que ¢ possivel somente se C(z) = C(z).

Suponhamos que C(z) # C(z). Entéo, por 2), C(z) — C(x) tem pelo menos um zero

em (a;_1,a;) e, por 1), concluimos que os zeros de y(z) e z(z) se entrelagam.

Observe que podemos escrever y(z) = z(x) + gn—1(z), onde ¢,—1(x) € P,_;. Entao,

y(r) Gn-1(z) 1 <& 2(x)
z2(x) 1+ 2(x) 1+ () ; (= &)Z,(gk)%ﬂ(ﬁk)

B Gn-1(&k) /2 () b
a 1+Z =& _1+Z$—§k

anl(fk)
2'(&)

Portanto, os coeficientes 9, da decomposicao acima tém todos o mesmo sinal. Como

H(z) [y (2)2(2) — y(2)'(x)] = H(:c)z2(x){ Zx,zQ(x)m,x]

onde 0, =

entao

= —H(x)Y 6z (x), (3-8)
z()

onde zi(x) = & Suponhamos que os 0y sejam todos positivos (o caso em que todos os
T — Gk

0k sao negativos é analogo). Entdo, a fungao

) Y izi(@)

é nao positiva, se anula somente nos zeros de H(x) e converge para —oo nos polos de H(z).
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equagao de Lamé

Caso a) Observe que, neste caso, H(z) tem dois zeros consecutivos e dois polos con-

secutivos, isto ¢,
’l) ro >0, 11 >0, 19 <0, 3<0 ou ’LZ) rg <0, r1 <0, ro >0, r3 > 0.

Logo, H(z) tera uma das seguintes formas:

H(x> = (J} - a0)2m<x - al)%l (CL‘ _ 61L2)|2T2 (x — i3)|27"3| (3'9)
Hp) = — L = @)z — g, (3.10)

(x — ag)?rol (x — ay)l2ml
Como G(x) se anula em ag e ay, se H(x) é dada por (3.9) (se anula em ay e a3, se H(z)
tem a forma (3.10)), pelo Teorema de Rolle concluimos que G'(z) tem um zero no intervalo
(a0, 1) ((az, as)).
Temos, também, que G(x) converge para —oo nos polos as e as (ag e a;). Entao, ela
tem um ponto de maximo local no intervalo (as,a3) ((ag,a1)). Logo, G'(x) deve mudar de

sinal neste intervalo. Mas, de (3.7) e (3.8),

Assim, C(z) — C(z) muda de sinal em (ao,a1) e em (as, as), isto ¢, tem um zero em
cada intervalo. Isto ¢ uma contradigio, pois C(z) — C(z) ¢ lincar. Portanto, a unicidade
esta demonstrada.

Caso b) Neste caso, devemos ter o < 0, r; > 0, 75 > 0 e r3 < 0. Logo,

H) = (o o 00— )

1
(@ — ag)Pral’

Como n > 1—(rg+r;+7r2+73), temos que G(z) tende a —oco quando z tende a —oo ou
+00. Mas, ag e a3 s@o polos de H(z) e isto significa que G(x) tera um ponto de maximo local
entre —oo e ag e, também, entre ag e +0o. Assim, temos dois zeros adicionais da derivada

de G(z), o que, em vista de (3.7), fornece mais dois zeros de C(z) — C(x). n

25



3.2 Campos eletrostaticos na presenga de restricoes e a equagao de Lamé modificada

3.2 Campos eletrostaticos na presenca de restrigoes e a
equacao de Lamé modificada

A principal contribuicao deste trabalho sera tratada nesta secao. Demonstraremos,
aqui, o Teorema 1.2, que trata do caso em que as n cargas unitarias livres estao sujeitas a
restricoes.

Para este proposito, consideremos primeiramente as condi¢oes necessarias de 12 ordem
para o correspondente problema extremo.

Sabemos, pela segdo anterior, que a energia do campo ¢ dada por L(x). Essa energia
¢ minima se, e somente se, T'(x), dado em (3.1), ¢ méaxima. Como o problema em questao

envolve restrigoes, ele pode ser formulado da seguinte forma:

mazximizar T(x)
(3.11)
sujeito a R(x) = 0.
Sabemos que T'(z) ¢ uma fungao continua e estritamente positiva em = e, portanto,

(3.11) é equivalente a
maximizar T(x)
sujeito a T(z)R(x) = 0.
O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser usado para resolver o problema
acima. Para isso, vamos definir a fungao F(x) = T'(x) — pT'(z) R(x), onde p ¢ uma constante.

Precisamos, entao, encontrar o ponto que satisfaz

OF@) o k12,
8mk
ou seja,
oT (x) 0 B B
Oy — p@xk T (z)R(x)] =0, k=1,2,...,n.

Aplicando a regra da cadeia ao segundo termo da equagao anterior, obtemos

T (x) p{aT(w)R(m) T (@) 8R(w)} P

oxy, oxy, oxy,
Como, no ponto de maximo, R(x) = 0, a equacdo acima pode ser escrita da forma
oT (x) OR(x)
—pT = 0.
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3.2 Campos eletrostaticos na presenga de restricoes e a equagao de Lamé modificada

De (3.2) e (3.4), a equagao anterior torna-se

B(xy)  1w"(x) OR(x)

A(xy) T3 W(zp) p Oxy,

=0, (3.12)

ou seja,
A(zp)W" (zr) + 2{B(x1) — pD(x1)}' (z1) = 0,

lembrando que D(xy) = A(xk)6§($>
Lk

(Ver pagina 5).
O primeiro membro da equagado acima é um polindmio de grau
max{m +n — 1,n + p — 1} que se anula nos zeros de w(x). Para destacarmos o fato de

que os zeros de w(x) sdo Ty, ..., T,, usaremos a notagao
w(tyx) == (t—x1) -+ (t — xp).

O Teorema Fundamental da Algebra garante a existéncia de um polinémio C' (t) com grau

menor ou igual a max{m — 1,p — 1}, tal que
A(t)W" (t; ) + 2{B(t) — pD(t)}&/' (t; ) + C(t)w(t; ) = 0. (3.13)

Obviamente, a implicagao reciproca ¢ também verdadeira, isto é, se (C(t), p,w(t; x)) é
uma tripla para (3.13), onde z € =N Q, entdo as condi¢oes de 12 ordem
oF
N

8$k (314)
R(xz) =0

sao satisfeitas. Portanto, demonstramos o resultado enunciado a seguir.

Lema 3.2 O ponto x € =N Q satisfaz as condigoes necessdrias de 12 ordem (3.14) para o

problema extremo (3.11) se, e somente se, existe uma tripla (C(t), p,w(t; T)) para a equagao

de Lamé modificada (3.13).

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o Teorema 1.2.

Demonstragao do Teorema 1.2: Seja z* um ponto de minimo da energia L(z)

sujeito a restricao R(x) = 0. Portanto, * ¢ uma solugao de (3.11). Conseqiientemente, pelo
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

Teorema 2.10, x* necessariamente satisfaz (3.14). Entao, o Lema 3.2 implica na existéncia
de (C(t), p,w(t; x)) para (3.13).

Para estabelecermos a afirmacao a), se (C(t), p, w(t; z)), com x € E e R(x) = 0, satisfaz
(3.13), pelo lema anterior, o ponto x é solucao de (3.14).

Finalmente, demonstraremos b). Como ja observamos, o problema de minimizar L(x)
em =N é equivalente ao de maximizar T'(x) na mesma regido. Seja = o fecho de Z. Como =
¢ fechado, Q é um compacto e 2N # , entdo o conjunto =N é um subconjunto compacto
e nao-vazio do R". Pelo Teorema de Weiertrass, a func¢ao continua 7'(z) atinge seu maior
valor em um ponto de ZN Q, digamos 0 = (ny,...,7,).

Por outro lado, T'(z) é estritamente positiva em = e anula-se na fronteira 9=. Portanto,
1 é um ponto interior a Z, isto ¢, n € Z. Logo, ¢ um ponto de méximo local de T'(z) em
=, sujeito a restrigao R(x) = 0. Novamente, o Teorema 2.10 mostra que m satisfaz (3.14).
Finalmente, o Lema 3.2 implica que as coordenadas 7y, ...,n, do ponto extremo 1 sao os

zeros de um polinoémio de Stieltjes w(t; x) para (3.13). n

3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios
ortogonais classicos

Nesta secao, estudaremos o problema da interpretacao eletrostatica dos zeros dos
polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite. Os resultados envolvendo os polinémios de La-

guerre e Hermite foram obtidos de maneira diferente daquela feita no texto classico de Szegd

[24].

3.3.1 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Jacobi

Consideremos o campo eletrostatico descrito no Capitulo 1, onde cargas p e q posi-
tivas sao distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real e que
interceptam os pontos 1 e —1, respectivamente. Tomemos n cargas unitarias distribuidas

uniformemente em retas que também sao perpendiculares ao eixo real e passam pelos pontos
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

X1, ..., Tp,onde —1 <z <29 < ...<x, <l
Como ja sabemos, a energia do campo é dada por

leag +quog|1+xk|+ Z log

—_— x :
1<i<k<n Tk i

Logo, a energia é minima se, e somente se,

n

Ti(z) = e 0@ = H(l — )P (1 4 x)? H |z, — (3.15)

k=1 1<i<k<n
¢ maxima.

Como Ti(x) é uma funcdo continua de 1, xs,...,2, para —1 < x; <1,i=1,2,...,n,
é claro que existe um ponto de maximo.

Sabemos que o maximo de (3.15) é obtido nos pontos onde 9Ti(z)/(0xr) = O,
k =1,2,...,n. Observe que este problema é um caso particular do problema tratado na
Secao 3.1 para m = 1. Logo, fazendo j = 0,1, ag = —1, a1 = 1, 70 = g e 11 = p, em (3.4),
obtemos

1w (z) p q

- —0
2 W' () +xk—1+xk+1

ou, entao,
(1 — 22w (z3) + [29 — 2p — (2¢ + 2p) 2]’ (21) = 0.

Portanto, a equagao se anula nos zeros de w(x). Entao,

(1 —a*)w"(z) + 20 — 2p — (24 + 2p)z]w’(2) = rw(z)

onde k é uma constante. Comparando os coeficientes de ” em ambos os membros, obtemos

k= —-n(2p+2¢+n—1). Logo,
(1 —22) f"(x) + [2¢ — 2p — (2¢ + 2p)z] f'(z) + n(2p + 2¢ +n — 1) f(x) = 0. (3.16)

Comparando esta equacao com a equagao diferencial (2.24) satisfeita pelos polinémios

1 1
de Jacobi, elas serao iguais se ¢ = % ep= a ;_ .

Logo, tomando esses valores para q e p, do Teorema 2.22 temos que a tnica solucao

polinomial da equacio diferencial acima é cPi™” )(:U), onde ¢ é constante, ou seja, w(zr) =

P (x).
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

Portanto, as coordenadas do ponto de maximo de T;(z) sio os zeros de P\ (x) e,
como conseqiiéncia disso, o sistema —1 < 1 < 29 < ... < x, < 1 é Unico.

Demonstramos, entao, o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam p > 0, q > 0 e {x;},, =1 < 2; < 1,4 = 1,2,...,n, um sistema
de valores para o qual a expressio (3.15) se torna mdzima. Entao, {x;}!_, sdo os zeros do

polindmio de Jacobi, P{*” (x), onde o =2p—1 e f=2q— 1.

Os zeros dos polinémios de Laguerre, L (x), e de Hermite, H,(x), também apresentam

interpretacoes eletrostaticas semelhantes. E o que veremos a seguir.

3.3.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de La-

guerre

A interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Laguerre pode ser dada pelo

resultado abaixo.

Teorema 3.3 Consideremos uma carga positiva p fixa no ponto x = 0 e cargas unitdrias

nos pontos varidveis xy,xa, . .., T, do intervalo (0,00) satisfazendo
n_l(x1+x2+---+xn) SK, (317)

onde K é um numero positivo pré-determinado. O mdximo de

n

Ty(a) = [ [(x)? [] I — @il

k=1 ik=1
i<k

B . . . ~ A a
€ atingido se, e somente se, os pontos x;, i = 1,2,...,n, sao os zeros do polinémio L% )(cx),

onde L' (x) € o polinémio de Laguerre de graun, a =2p—1 ec= K '(n+ a).

Demonstracao: A existéncia e a unicidade da posi¢ao de maximo sao claras. Pelo Teorema
de Weiertrass existe um ponto de maximo, ja que Ty(z) é uma fungao continua num conjunto

compacto.

60



3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

Pelo Lema 2.1, na posi¢ao de maximo, vale o sinal de igualdade em (3.17). Portanto,
este € um caso particular daquele tratado na segao anterior.
Logo, aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, temos que

0T2(m) _ 891(%)
6xk 6l‘k ’

onde gi(z) =n"Y(xy + 22+ -+ +2,) — K e p ¢ um multiplicador apropriado.

Como em (3.12), obtemos
1w'(@y)  p _p

2w (ry)  x  n

ou, entao,
" 2p /
rpw” (xg) + | 2p — —ap | W' (zx) = 0, k=1,2,...,n.
n

Isto significa que
2
zw'(z) + <2p — —px) W'(z) = aw(z),
n
com a ¢ uma constante.

[gualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os lados da equagao

acima, obtemos que a = —2p. Entao, chegamos a seguinte equagao diferencial de 22 ordem
" 2p /
aw’(x) + [ 2p — —x ) W'(2) 4+ 2pw(z) = 0. (3.18)
n

Observe que (3.18) é uma equagao de Lamé modificada com

Alz) = =,
B(z) = p,
Clz) = 2p,
D(z) = 1/n.

Lembremos que os polinomios de Laguerre, Lﬁf“) (y), satisfazem a equagao diferencial

y2"(y) + (@ +1-y)2'(y) + nz(y) =0, (3.19)
onde 2'(y) = dz(y). Se y = cx, onde ¢ é uma constante, obtemos
Y
E@) _1dG@) | Eu@) 1)
dy c dw dy? 2 dr?
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

Substituindo em (3.19), obtemos

d*z(cx) dz(cx) (@)
Frca (a+1—cx) Pl nez(cx) =0, z(cx) = Ly (cx).

X

Portanto, se « =2p — 1 e ¢ = 2pn~!

, comparando (3.19) com (3.18), concluimos que
w(x) = cte. L\ (cx).

A constante ¢ pode ser determinada da condigao (3.17) quando vale o sinal de igual-

dade. De (2.35), sabemos que a soma dos zeros de Lﬁf“)(y) ¢ igual a n(n + «), ou seja,

c(ry +x9+ -+ x,) =n(n+ a). Logo, de (3.17) obtemos ¢ = n;—{a'
2p _ n(n + «)
M = — t = —.
as, ¢ = —- e, entao, p T u

3.3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Her-
mite

Consideremos, agora, o campo eletrostatico formado por n cargas unitarias distribuidas
uniformemente ao longo de fios infinitos que interceptam o eixo real nos pontos varidveis

T, X9, ..., T, pertencentes ao intervalo (—oo,00) e tais que
n i+ ar+-+ad) < M, (3.20)

onde M é um numero positivo pré-determinado.

A energia do campo, entao, é dada por

Ty(z) = [ lax — 2 (3.21)
é maxima.

62



3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

A existéncia e a unicidade do ponto de maximo sdo claras. Os correspondentes z;,
i = 1,...,n, sao distintos entre si. Como no caso anterior, pelo Lema 2.1, no ponto de
méximo vale o sinal de igualdade em (3.20). Portanto, pelo método dos multiplicadores de
Lagrange, se p ¢ um multiplicador apropriado, obtemos

E)xk P (():L‘k

onde go(z) =n~Had + a3+ +22) — M.
Procedendo como no caso de Laguerre, chegamos que

1 2 2 4
52,5;:)) = —pﬂfk ou w’(wy) — kaw’(xk) =0, k=12,...,n

A dltima equagao acima é, entao, igual a aw(z), onde @ é uma constante. Comparando

os coeficientes de =", obtemos a = —4p e, portanto,
" 4p
W'(z) — —aw'(x) + dpw(x) = 0. (3.22)
n

Novamente, observe que (3.22) é uma equagao de Lamé modificada com

Alx) = 1,
B(z) = 0,
Clz) = 4p,
D(z) = 2x/n.

Lembramos que os polindémios de Hermite, H,(y), satisfazem

dz(y)
dy

#(y) = 2y2'(y) + 2n2(y) =0, onde Z'(y) =

Fazendo y = ¢z e procedendo como no teorema anterior, chegamos & equacao diferencial

ordinéria 2”(éx) — 2¢%x2'(¢x) + 2né*z(cx) = 0, satisfeita por z(éx) = H,(¢x).

2 2
Comparando esta equagao com (3.22), concluimos que, se ¢ = (_p) , entao w(z) =
n

cteH,(¢x). A constante ¢ pode ser determinada da condi¢do (3.20) tomando-se o sinal de
igualdade. Como, de (2.37),

n(n —1)

Flay+ay+-+al)= 5
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios ortogonais classicos

1
n(n —1) n—1\2
de (3.20) obtemos ¢*(nM) = ——~. Logo, ¢ = :
(3.20) (nar) = " 2o, ( - )
1
2p\ 2 n(n —
Mas, ¢ = i e, entao, p = g Demonstramos, entao, o seguinte teo-
n 4M
rema.
Teorema 3.4 Consideraremos n cargas unitdrias nos pontos varidveis x, Ta, . .., T, perten-

centes ao intervalo (—oo, 00) e satisfazendo

nHal 4 as+ -+ ad) < M,

n

onde M é um nimero positivo pré-determinado. Entao, o mdzimo de (3.21) € atingido se, e

somente se, x;, i = 1,2,...,n, sao os zeros do polinémio H,(¢x), onde H,(x) é o polindémio

n—1 2
de H it C = .
e Hermite e ¢ <2M)
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Capitulo 4

Interpretacao eletrostatica dos zeros dos

polinémios de Laurent ortogonais

Neste capitulo, estudaremos a interpretacao eletrostatica dos zeros dos L-polinémios or-
togonais. Para isso, uma relagao entre os polinémios ortogonais simétricos e os L-polindmios

ortogonais sera apresentada.

4.1 Relagao entre os polindmios ortogonais simétricos e
os L-poliné6mios ortogonais

Sri Ranga em [20| demonstrou um criativo modo de se obter seqiiéncias de L-polinémios
ortogonais, através de uma mudanga de varidveis em uma seqiiéncia {ﬁn(x)} de polinémios
ortogonais ménicos com relacdo a uma funcio peso par num intervalo simétrico (—d, d). E o
que mostraremos a seguir.

Seja Y (n) o espago de todos os polindmios reais monicos, p,(x), de grau n que satisfa-
zem & propriedade p,(z) = (—1)"p,(—z). Consideremos, ainda, o espago de todos polindmios
reais monicos, g,(t), de grau n que satisfazem a propriedade de simetria g, (t) = %

e que denotaremos por Z(n;f3).

Suponhamos que w(z) seja uma fungdo peso par em (—d,d), 0 < d < oo, isto é,
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4.1 Relacgao entre os polindbmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

w(z) = w(—z). Logo, pelo Teorema 2.20, os polindmios ortogonais monicos associados a
w(z), Py(z), pertencem a Y (n), n > 0. Consideremos, agora, v(t) uma fungao peso forte

definida em (32/b,b), 0 < 8 < b < oo, satisfazendo

Vi u(t) = /Bt v(B*/t).

Podemos facilmente mostrar que os polinémios similares aos ortogonais B, (t), n > 0,
associados a v(t) em (3%/b,b) sao tais que B,(t) € Z(n; 3).

Tomemos, agora, o > 0 e > 0. O teorema abaixo fornece uma condigao necesséria e
suficiente para que os polinémios p,(z) € Y (n) sejam ortogonais em (—d, d) com relagao a

w(x).
Teorema 4.1 Seja a seqiéncia de polinomios {p,(x)}22,, tal que p,(x) € Y(n). Entdo,
pal@) = Pal@),  n 20,

se, e somente se,

ar? + 3

Demonstragao: Como {\/az? + S+ /az} ™t = {\/az? + f—+/ax}/F, (4.1) é equivalente

a
Pam+1(2) .
/ {\/axQ j:\/_x} \/:_i_ﬁw(x)dx—o
e
d
/ {\/041'2 +/3x \/Ex}mHmL;(x)w(x)dx =0,
—d azr? + [
paral=20,1,...,mem > 0.
Mas,
koKL ki ;
{\/osz—l—ﬁ:l:\/ax} :Z(z) < ozx2—|—ﬁ> (£vaz)",
i=0
para k € N.
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4.1 Relacgao entre os polindbmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Logo, usando a propriedade de simétria de p,(z), as integrais anteriores podem ser
escritas, respectivamente, como

I

-1

Z (QTQ_f_ 1) {O‘xQ + ﬁ}lrl{i\/ax}2r+1] Pom+1 (LC)W(QU)dx =0

e r=0 (4.2)
/_Z ; (21; 1) foa? + BY" & \/aa:}”] Pamya(2)w(z)dr = 0,

paral=0,1,...,mem > 0.
Agora, se p,(z) = P,(z) para n > 0, entdo (4.2) deve valer, pois P,(z) é ortogonal a
todos os polindmios de grau menor ou igual a n.

Reciprocamente, se (4.2) vale, entdo po,+1(x) é ortogonal aos polindmios impares

-1
21 2 I—r—1 2r+1
D] R L
de grau precisamente 2/ — 1, para [ = 0,1,...,m. Como esses polindémios formam uma

base para todos os polinémios impares de grau menor ou igual a 2m — 1, pg,,11(z) deve ser
ortogonal a todos polindémios impares de grau menor ou igual a 2m — 1. Portanto, como
Pom+1(2) € monico e, também, impar, obtemos poy,+1(x) = Popmii1(z). De modo analogo,

mostramos que poy,(z) = Pon(z) € a demonstracao do teorema esta completa. n

Consideremos, agora, a transformacao

t(z) = {\/W—i— \/ax}Q, x € (—00,00),

que representa uma correspondéncia biunivoca entre (—oo, 00) e (0,00). A inversa de t(z) é

dada por

z(t) = ﬁ (\/E — %) ,  t€(0,00). (4.3)

Se 2 = d corresponde a t = b, isto é, Vb = Jad>+ 5 + Vvad, entao é facil ver que

x = —d corresponde a t = 3?/b. Temos, assim, o seguinte resultado.
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4.1 Relacgao entre os polindbmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Teorema 4.2 Considere a transformagao x(t) dada em (4.3). Sejam p(x) e q(x) polinémios

monicos satisfazendo q(t) = (2v/at)"p(x(t)). Entdo,
p(x) € Y(n) < q(t) € Z(n; B).

Demonstragao: Ja que x(3?/t) = —z(t), segue que

g/ _ L RO
3 = ar (2 t ) p(=2(t) = (=1)"(2vat)"p(=a ().

Portanto, p(x) = (—1)"p(—x) se, e somente se, q(t) = t"q(3*/t)/(—F)". Assim, pre-

cisamos mostrar que se p(x) é um polindbmio moénico de grau n, entdo ¢(t) também é, e
vice-versa.

Observe que se ¢(t) = Z bit', onde b, = 1, entdo, podemos escrever

i=0
( n
Z [bit" 4 b_it"], se n & impar
i=| "3
q(t) = n
Z [bit" + by _it" "] — biniat "2 se n & par
| =1
Se q(t) € Z(n; 8), entao b, ; = (—F)* ;. Logo
Z bilth + (—B3)* ™, se n & impar
= Ln+1
q(t) =
Z bilth + (—B3)* " —bLn+1JtL =), sen épar
=21

Mas, para i = [(n+1)/2],...,n

[2v/at(@)] " bdlt@] + () ) )
= [2va] "BV + (- V) )

= [2\/5]2(2'—71) b, (%) o {[\/@]Qi_n‘f‘( _t(ﬁx))%—n}

= (4a)i_"bia:2i_" +r(z),
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4.1 Relacgao entre os polindbmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

onde 7(z) é um polindmio de grau menor que 2i — n. Como p(x) = [2¢/at(x)] "q(t(z)),
chegamos ao resultado desejado.
Por outro lado, se p(x) € Y(n), entdao, para n = 2m, podemos escrever p(x) =

o azix®, onde agy, = 1. Portanto, (2vat)*™agy[z(t)]* é o polinomio

(40&)m_ia2itm_i (t o 6)21"

parai = 0,1,...,m. Analogamente, para n = 2m-+1, podemos escrever p(z) = > 1" ag;ip1 2%,
onde agy,+1 = 1. Portanto, (2v/at)*™ ™ ag; 1 [z(¢)]* T ¢ o polinomio

(4O‘)m_ia2i+1tm_i(t - 5)2i+1;
parai=0,1,...,m. [

Veremos, agora, um resultado que relaciona as fungoes peso.

Teorema 4.3 Sejam b e d tais que Vb = \/ad® + 3 + Vad e
V(t) = At VAW (2(t)),

onde A € uma constante positiva. Entiao, W (x) é uma fun¢ao peso em (—d,d) tal que W (x) =
W(—x) se, e somente se, V(t) é uma funcio peso forte em (B32/b,b) tal que v/t V(t) =

VEEV(3]1).

Demonstragao: Podemos verificar facilmente que W(z) é positiva e satisfaz W(x) =
W (—z) em (—d, d) se, e somente se, V(t) & positiva e satisfaz v/t V(t) = \/B2/t V(3%/t) em
(62/5,b).

Portanto, precisamos apenas mostrar que se os momentos (incluindo os negativos para

V(t)) existem e sao finitos para uma das fung¢des peso, o mesmo é verdadeiro para a outra.
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4.1 Relacgao entre os polindbmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Temos que
b d 2i -1
/ tV(t)dt = / {\/ozx2 + 0+ \/ax} A{\/axQ + 06+ \/5:10} 2{\/041’2 + 06+ \/ax}
B2/b —d
20
_ 2A/d {m+m}”{‘“+ ” a32+waW<x>dx}
—d azr? + 3
= QA\/E/d {\/04:702 + 8+ ﬁx}QiHLf)d:p
—d ar? + [
Mas, se 1 € Z,
Z (;) (ax® + B) 7 (ax?), se >0,

<

(Vaa? 5B+ Vaapt _ | 3

ax? + 3 B -

=
—_

("7 e gy, se i<

o

\ J=

Como W (z) = W(—x), entao

/ﬁz/b £V (t)dt = /_C; Sy(z)W (z)dx,

onde S;(x) é um polinémio par de grau exatamente 2 para ¢ > 0 e é um polinémio par de
grau exatamente |2i] — 2 para i < —1. Como os mondmios z* podem ser expressos como

combinagao linear dos polindmios S;(z), e vice-versa, o teorema esta demonstrado. [ ]

Apresentaremos, agora, a relacdo entre os polinémios ortogonais simétricos e os

L-polindmios ortogonais.

Teorema 4.4 Sejam W(z) e V(t) um par de fungées peso dadas pelo Teorema 4.3 Entao,
para n > 0,

By(t) = (2Vat)" B, (2(1)).
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4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Gegenbauer-Laurent

Demonstracgao: Pelos Teorema 4.1 e 4.3, segue que

n+2s

/b £ (2Vad) " By (2 (1) V (D)t = /d{M+\/ax}_ A2Va)"
8 —d

2/b

1 R
X \/041’274— \/_IPn(m(t
x2{\/ax27—l—\/_m} M

azr? + [
— 24va(2va)" /{WJFI:U}

B
XMW(x)dm:O, 0<s<n-1.
ar? + [

n—1)4+2s

Portanto, de (2.41) e do Teorema 4.2, o resultado do teorema segue imediatamente. m

4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios
de Gegenbauer-Laurent

Considere os polinomios de Gegenbauer (ultrasféricos) cléssicos, o (x), ortogonais em

[—1, 1] com relacdo & funcio peso (1 —t2)*~1/2. Como vimos na secdo anterior, os polindmios
BN (t) = CV (a(1) 2V at)", (4.4)

onde z(t) é dado em (4.3), sdo L-polindmios ortogonais com rela¢ao a funcdo peso forte
v(t) = t=Mb — ) Y2(t — a)* /2 no intervalo (a,b), 0 < a < b, onde a = 3?/b e 2\/a =
Vb — \/a. A funcdo peso v(t) é facilmente obtida do Teorema 4.3.
Temos, ainda, que
(1 _1:2) _ (b_t)(t_a)
(Vb — Va)t
da(t) 1 t+ab
dt Vb —a \ 2tVt

d?x(t) ~1 3vab +t
dt? Vo —a \ AVt )’
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4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Gegenbauer-Laurent

Considerando z(t) = B (t) ey(z) = e (x), de (4.4) obtemos

A0 = (o Vay gl = (V- var [y @ ey "]
= o varer Ty 4 T
Dai,
/) = - varen - va) (VD) [ - ). e
Como

2t = (Vo—ay? [y"(x) (Z—f) + (?Cfl—f * 273) Vi) + (ZT B 2%) W)] |

de (4.5) concluimos que

y'(x) = (\/5—\/5)”15"/2(\/5—\/5)2( 2t ) {Z”(t)—

2n(t + Vab) — (3vab +t)

t 4+ Vab 2t(t + v ab)
X (z’(t) . %z(t)) - (4"—; . %) z(t)}. (4.6)

Substituindo (4.3), (4.5) e (4.6) em (2.33), isto é, na equagao diferéncial satisfeita pelos

polinémios de Gegenbauer e, em seguida, multiplicando por [(t4v/ab)?(vVb—+/a) "t /2] /(2t),

obtemos a equacao diferencial

com

A" (t) + 2B()2' () + C()=(t) = 0,

A(t) = 2t(b—t)(t — a)(t + Vab),
B(t) = (n—=XA=1#~[(n—1/2)(a+b) — (n -\ —2)Vab]#?
—[(n = 3/2)(a +b)Vab— (n+ Nab]t + (n+ X — 1)(ad)*?,
C(t) = 22t +nf(n+4x+1)Vab+ (n+1)(a +b)/2]t
+n(n + 2\ — 1)ab + n(n — 1)(a + b)Vab/2.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindomios de Hermite-Laurent

A decomposicao em fragoes parciais de B(t)/A(t) é dada por

B(t) 2 +1 1 LT L A1l 1
Aty 4 t-a 4 t—1b 2t 2t+ab

Do Teorema 1.1 a) obtemos, imediatamente, o resultado a seguir.

Teorema 4.5 Considere o campo eletrostdatico que obedece a lei do potencial logaritmico e é
22 +1

gerado por duas cargas positivas de mesmo valor nos pontosa eb, 0 < a < b, e cargas
negativas —1/2 no ponto —vab e —(n+X—1)/2 na origem. Entao, os zeros do polinémio de
Gegenbauer-Laurent, Bff) (1), sao os unicos pontos de equilibrio de n cargas unitdrias moveis

em (a,b).

As duas cargas negativas, uma em —+/ab e a outra na origem, estdo, ambas, a esquerda
do intervalo [a, b] e atraem os zeros de BY (t). Isto significa que os zeros estdo mais concen-
trados perto de a do que de b e sua distribuicao assintética nao é uma distribuicao arcsen em
[a, b]. De fato, Sri Ranga [20] demonstrou que os zeros de B (t) sdo simétricos com relagao

a v/ab no seguinte sentido: se ¢, ¢ um zero de B (t), entdo ab/t) é também um zero.

4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios
de Hermite-Laurent

Lembremos que os polinémios de Hermite, H,(z), sdo ortogonais em (—o0,00) com

relagao a fungdo peso w(x) = e~**. Entao, os polindmios
BH(t) = H,(z(t))(2Vat)" (4.7)

sao  L-polindmios ortogonais em (0,00), com relacito & funcdo peso forte
1/ (t+5°/t)
v(t) = t—2exp | ————

1 ) . A fungdo peso v(t) também pode facilmente ser obtida
a
do Teorema 4.3.

Vamos considerar, aqui, idéia similar & usada por Dimitov e Van Assche em [6] para o
estudo da interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios de Gegenbauer-Laurent, que

apresentamos na secao anterior.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindomios de Hermite-Laurent

Consideremos z(t) = B (t) e y(z) = H,(z). De (4.7), concluimos que

Rdz(t) n
p y'(z) + gz

J(t) = (2Vat) (t)-

Dai, utilizando a transformagao (4.3), temos que

/(o) = 2van o) (2200) [0 - o). (19

t+5

Como

S0 = @vaiy [y"<x> (&) + (2% 4 ) v+ (1 ) y<x>] ,

de (4.8) e (4.3), obtemos

o = e ({55 Lo [

x (z’(t) - %z(t}) - (4”—; - 2%) z(t)}. (4.9)

Substituindo (4.3), (4.8) e (4.9) na equacdo diferencial de 22 ordem (2.38) satisfeita

pelos polinémios de Hermite e, em seguida, multiplicando por (2v/at)™(t+3)3 /4t, concluimos

que z(t) = BH(t) é solugao da equacao diferencial de Lamé modificada

A(t)2"(t) + 2 {B(t) . gD(t)} (1) + C(t)2(t) = 0,

onde
A(t) = 4dat’(t+p),
B(t) = —(2n—1)at* — (2n — 3)aft,
C(t) = nt®+n(na+a+26)t+ nﬁ[a(n -1+ ﬁ},
D(t) = n (£ + Bt -t = ).

A decomposicao de B(t)/A(t) em fragoes parciais é dada por

B(t) __(277,—3) 1 11

Aty 4

Aplicando, agora, a transformagao (4.3) a restrigao (3.20), pelo Teorema 1.2 obtemos

o seguinte resultado.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindomios de Hermite-Laurent

Teorema 4.6 Considere o campo eletrostatico que obedece a lei do potencial logaritmico e

_ 2n — 3 1
€ gerado por duas cargas negativas, — ( ) em 0 e —3 em —f3, 8 > 0, e n cargas
unitdarias livres nos pontos 0 < t; < ... < t, < 0o, sujeitos a restri¢ao
1 < 32
— tr+— ) =N, a > 0.
dam Z ( F tr
k=1
Entao, o ponto t = (ty,...,t,), onde ty, k =1,...,n, sio os zeros do polinémio de Hermite-

Laurent, BE(t), ¢ o ponto de minimo local para a energia do campo acima descrito.

Como no caso dos polindémios de Gegenbauer-Laurent, aqui, também, as duas cargas
negativas, uma em —/ e outra na origem, atraem os zeros de Bf (), que sao simétricos com
relagao a [3, isto ¢, se t; é zero de B (t), entao 5%/t é também um zero. Isto significa que

os zeros estao mais concentrados perto da origem.
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