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Um estudo sobre processos de descoeréncia em qubits de estado sélido
Frederico Brito

RESUMO

Esta tese teve como objetivo estudar processos de perda de coeréncia quantica, cha-
mados de descoeréncia, em sistemas de matéria condensada eleitos pela literatura como
possiveis implementagoes do bit quantico (qubit). Esta perda de coeréncia quantica ocorre
devido ao inevitavel acoplamento do sistema de interesse com o seu ambiente. Como os
estados de superposicao quantica sao a chave para a realizagao de operagoes baseadas na
logica quantica, tem-se que tais processos limitam ou até mesmo impedem o uso de de-
terminados sistemas na esperada realizacao fisica do computador quantico. Os sistemas
de matéria condensada padecem de uma dificuldade maior para se isolar o qubit do seu
ambiente, o que acarreta, em geral, na observagao de tempos de coeréncia piores do que os
encontrados em seus concorrentes. Por outro lado, a possibilidade de construgao de varios
qubits acoplados e de manipulacao de cada um de modo individual, usando-se técnicas
convencionais de engenharia, tém impulsionado esforgos nestes tipos de dispositivos. Os
sistemas abordados na tese foram: qubits supercondutores contendo jungoes Josephson; e
qubits de pontos quanticos. Para a investigacao completa do primeiro tipo tivemos que
desenvolver o modelo Caldeira-Leggett para o caso de varias fontes de dissipagao acopladas
ao qubit. Com a prescri¢ao apresentada aqui, pudemos determinar o nimero de banhos de
osciladores necessarios para a correta descricao das fontes, e verificar que as taxas totais
de relaxacao e de descoeréncia nao sao necessariamente as somas das taxas devido a cada
fonte individualmente. Além disso, pudemos aplicar o formalismo desenvolvido no estudo
de um qubit de fluxo em investigacao. Para o sistema de pontos quanticos seguimos a
linha de determinacao do banho efetivo visto pelo grau de liberdade de spin do elétron
aprisionado no ponto quantico. Determinada a fungao espectral efetiva, pudemos encon-
trar solugoes analiticas para a dinamica do valor esperado para cada uma das componentes
de spin o, ., 0 que permitiu uma andlise completa dos efeitos de cada parametro fisico do
sistema. Em ambos os casos, fomos capazes de indicar os melhores regimes de operacao
de cada qubit, e dar estimativas dos tempos de relaxacao e de descoeréncia.
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ABSTRACT

The purpose of this thesis was to study the process of loss of quantum coherence, named
decoherence, in condensed matter systems cited in the literature as possible candidates for
the implementation of a quantum bit (qubit). Decoherence occurs due to the inevitable
coupling of the system of interest to its environment. Once the quantum superposition
states are the key to perform operations based on quantum logic, these processes limit,
or even hinder, the utilization of some of those systems in the physical realization of
the quantum computer. Relatively to its competitors, condensed matter systems usually
present a higher degree of difficulty as one tries to minimize the coupling between the
qubit and its environment, which, generally, worsens its coherence time observations. On
the other hand, these devices present advantages which stimulates its study, such as: the
possibility of construction of several coupled qubits and the possibility of manipulating
each one individually, using conventional engineering techniques. The systems studied in
this thesis were: superconducting qubits with Josephson junctions; and electronic spins
quantum dots. Aiming at a complete investigation of the first system, we developed the
Caldeira-Leggett model for the case of several dissipation sources coupled to the qubit.
With the prescription presented here, we determine the number of oscillator baths needed
to the correct description of the noise sources, and verify that the total relaxation and
decoherence rates are not necessarily the sum of the individual rates relative to each
source. Moreover, we applied this formalism to the study of a flux qubit currently under
investigation. For the quantum dot qubits, we employed the effective bath approach to
treat the dynamics of the spin of the electron localized in the quantum dot. As a result,
we found analytical solutions for the dynamics of the average value of each one of the spin
components o, , .. In both cases, we indicated the best operational regime of each qubit
and gave estimates of the relaxation and decoherence times.
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1 INTRODUCAO

Na ultima década houve um grande esforco para o entendimento e controle da perda de
efeitos quanticos em sistemas nano-mesoscopicos. Essa perda dos efeitos quanticos decorre
da interacao desses sistemas, que nunca podem ser considerados sistemas isolados, com o
meio externo [1,2] (chamado genericamente de reservatério). A motivagao principal para
tal esforgo se deu apds a demonstragao de que um computador baseado na légica quantica
seria capaz de implementar tarefas de maneira muito mais eficiente, quando comparado
com o seu analogo classico. O melhor exemplo dessa capacidade é o problema da fatoracao
de um nimero em seus fatores primos, demonstragao dada por Peter Shor em 1994 [3] e
realizada experimentalmente [4] em 2001, utilizando-se técnicas de Ressonancia Nuclear
Magnética (NMR) para fatorar o nimero N = 15. A chave dessa potencializacao de efi-
ciéncia estd no “paralelismo” quantico, decorrente de estados de superposicao quantica.
Operar, linearmente, em estados deste tipo tem o mesmo “efeito” de uma computagao
paralela, porém efetuando-se apenas uma unica operacao. Contudo esse paralelismo na-
tural dos sistemas quanticos so se revela com uma escolha adequada de operacgoes légicas
(os algoritmos quanticos). Diversos sistemas foram langados como possiveis candidatos a
implementagao do bit quantico (qubit), entre eles tém-se destacado [3,5], por exemplo,
experimentos em NMR, pontos quanticos, ions aprisionados, cavidades opticas e juncoes
Josephson. Um exemplo de que muito se avancou no entendimento dos mecanismos de
perda de coeréncia quantica nestes dispositivos propostos esta no fato de que, desde a pri-
meira observacao de oscilagoes coerentes em qubits Josephson [6], os tempos de coeréncia

observados nestes dispositivos aumentaram trés ordens de grandeza.

Um bom numero de sistemas em estudo ja possibilitam operagoes logicas confiaveis
e alcancam o numero considerado necessario de operacoes realizadas dentro do tempo
de coeréncia, a saber 10* [7], para a realizagdao do computador quantico. Apesar desse
sucesso, pouco se sabe como manter coeréncia quantica entre varios sistemas distintos
acoplados (conhecido como emaranhamento quantico) por um tempo razoavel. Resultados
recentes [8] demonstram que os tempos de coeréncia devem diminuir exponencialmente
a medida que o nimero de qubits do sistema é aumentado. Aliado a este problema,

também existe a dificuldade experimental em se criar e controlar de modo adequado tal



acoplamento. Todos esses pontos associados, juntamente com a perda da fidelidade de
acesso individual a cada qubit, levam a uma drastica reducao da eficiéncia da computacao
quantica (uma vez que se espera que um bom computador quantico opere com pelo menos
algumas centenas de qubits), ndo permitindo ainda vislumbrar com seguranca, no horizonte

proximo, a realizacao do esperado computador quantico de “mesa’.

Sob os aspectos de construcgao, controle e acesso a cada ente em dispositivos contendo
varios qubits, os sistemas de matéria condensada, por herdarem todo um arcabouco de
técnicas desenvolvidas até entao, levam vantagem em relacao as demais propostas de im-
plementacao fisica do computador quantico. Isto tem gerado um crescente interesse pelo
estudo destes dispositivos. Por outro lado, a dificuldade maior em se isolar os qubits do
acoplamento com o meio externo, faz com que os tempos de coeréncia observados nestes
sistemas sejam, em geral, nao muito bons. E neste contexto que se insere o trabalho
desenvolvido desta tese. Estivemos interessados em estudar os processos de descoeréncia
presentes em qubits de matéria condensada, procurando indicar meios e regimes de opera-
¢ao nos quais os efeitos do acoplamento com o meio externo sejam amenizados. Optamos
por focar em dispositivos supercondutores contendo jungoes Josephson e em dispositivos
de pontos quanticos. Cada qual apresenta seus pontos positivos e negativos. Para os
qubits supercondutores, a necessidade de se operar no regime de baixas temperaturas, em
geral da ordem de dezenas mK [9-11], de modo a suprimir a circulagao de corrente normal,
constitui a maior critica a este tipo de dispositivo. Como pontos positivos tem-se a facil
construcao e a alta fidelidade das operagoes e medigoes dos estados do qubit. Para os pon-
tos quanticos, a observagao de bons tempos de coeréncia, 1 —20ms [12,13], conta a favor do

uso destes. Ja a dificuldade para a deteccao do sinal do sistema conta desfavoravelmente.

O trabalho desenvolvido nesta tese esta exposto do seguinte modo:

e O primeiro capitulo e o apéndice A versam sobre qubits supercondutores. Apds
uma breve introducao da fisica envolvida nestes dispositivos, introduzimos o modelo
Caldeira-Leggett [2] para uma situa¢do na qual o qubit encontra-se acoplado a véa-
rias fontes de dissipacao conhecidas no problema, que no caso em questao, sao as
resisténcias e as impedancias associadas as fontes de fluxo e/ou corrente externas.
Vale ressaltar que o modelo apresentado é completamente geral, valendo para qual-
quer outro sistema (por exemplo, o sistema poderia ser um spin interagindo com
fonons e magnons). Com a prescricdo adotada, pudemos determinar o nimero de
banhos necessérios para descricao do ambiente. Em seguida passamos a andlise das
contribuicoes das fontes de dissipacao para a relaxacao. Verificamos que, em geral,
as taxas totais nao sao necessariamente a soma das taxas devido a cada fonte iso-

ladamente. Encontramos um termo de interferéncia no cédlculo das taxas totais que
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representa a interacao indireta entre as fontes mediada pelo qubit. A verificacao
da nao-aditividade das taxas também tem sido observada em outras situagoes. de
Ponte e colaboradores [14] verificaram que para o caso de acoplamento forte entre
dois osciladores dissipativos, cada qual acoplado a uma fonte de dissipacao, é possivel
encontrar uma assinatura da interferéncia entre as fontes de dissipacao. Finalizando,
aplicamos o formalismo desenvolvido para um caso de qubit de fluxo que vem sendo
investigado experimentalmente [9,15]. Ao apéndice A é deixada a apresentagao dos
elementos da teoria de grafos necessarios para a deducao da equacao de movimento

(2.20) e a exposicao das matrizes pertinentes a este célculo.

e O segundo capitulo e o apéndice B discutem o caso de qubits de pontos quanticos.
Apoés a apresentacao do problema, passamos a andlise do banho efetivo visto pelo
grau de liberdade de spin do elétron aprisionado no ponto quantico, deduzida por
Westfhal Jr. e colaboradores [16] para spins de intera¢ao spin-6rbita. Determinada
a funcao espectral efetiva que rege a dissipagao do spin, estudamos a sua dinamica
através das solucoes das equacoes de Bloch-Redfield. Pudemos encontrar solucgoes
analiticas aproximadas para tais equacoes, e verificar quais parametros fisicos de-
sempenham papel importante para a dinamica dissipativa. O apéndice B contém o
calculo dos coeficientes das equacoes de Bloch-Redfield. Para poder obter as solugoes
analiticas apresentadas, e devido a complexa estrutura da fungao espectral, tivemos

que desenvolver uma aproximacao para o calculo das integrais em freqiiéncia.






2 QUBITS SUPERCONDUTORES

Esta parte da tese tratara da investigacao dos processos de descoeréncia em qubits
supercondutores na presenca de diversas fontes de dissipacao distintas. Para tal, conside-
raremos 0 modelo Caldeira-Leggett contendo varios banhos de osciladores. Deduz-se dos
resultados que o nimero de banhos nao é necessariamente igual ao de fontes de dissipa-
cao acopladas ao qubit, e que as taxas totais de relaxacao e de descoeréncia nao sao as
somas das taxas devidas a cada fonte individualmente. Além disso, desenvolvemos uma
aplicagao geral da aproximagao de Born-Oppenheimer para reduzir o calculo envolvido
na solugao da equacao de Schrédinger e assim tornar mais palatavel a interpretacao dos
resultados. Toda a formulacao desenvolvida é aplicada ao estudo de um qubit de fluxo em

investigagao [9,15], fornecendo uma andlise completa da dissipagao deste sistema.

2.1 Introdugao

As primeiras propostas de utilizagao de dispositivos supercondutores como realizagoes
fisicas de um qubit ocorreram entre 1997 e 1999 [17, 18], e desde entao esta area tem sido
alvo de intensa pesquisa tedrica e experimental [9,15,17-23]. Tais dispositivos consistem
de circuitos elétricos feitos em uma base supercondutora. O elemento chave destes cir-
cuitos é a existéncia de jungoes Josephson em sua composicao, cuja presenca gera uma
rica estrutura de minimos na energia potencial eletromagnética (doravante, o potencial)
destes sistemas. Os dispositivos sao operados variando-se tensoes, correntes ou fluxos
magnéticos aplicados externamente. Sob condicoes adequadas, a estrutura do potencial
do sistema pode ser modificada para ter a forma de pogo duplo, cujos estados de cada
pogo correspondem a estados macroscopicamente distinguiveis de corrente e/ou fluxo. A
baixas temperaturas a dinamica do sistema fica restrita aos dois primeiros auto-estados de
energia do sistema, permitindo a implementacao destes dispositivos como qubits. Varias
observagoes experimentais de efeitos quanticos, tais como tunelamento quantico macros-
copico [24,25] e espectroscopia dos auto-estados de energia [6], ja foram realizadas nestes
dispositivos, porém o estado da arte nestes experimentos envolvendo qubits supercondu-

tores é a observagao de oscilagoes coerentes quanticas entre dois estados do sistema. Tais



experimentos foram realizados recentemente para os dois principais qubits superconduto-
res, o qubit de carga [10,11] e o de fluxo [20], dando grande impulso & drea. Experimentos
envolvendo dois qubits acoplados também tém sido apresentados [21,26]. Os qubits de
carga e de fluxo sao diferenciados uns dos outros pela relacao entre a energia de acopla-
mento Josephson, F;, e a de carga, Ex, das juncoes utilizadas. Os qubits de carga tém
Ec > E; e sao adequadamente descritos por estados de carga. Ja os qubits de fluxo
encontram-se no outro regime, F; > Eo. Antes de apresentarmos com mais detalhe cada

um destes dispositivos, faremos primeiramente uma breve revisao do efeito Josephson [27].

2.1.1 Efeito Josephson

O efeito Josephson foi apresentado pela primeira vez em 1962, e previa a possibilidade
de existir corrente supercondutora fluindo entre dois supercondutores separados por uma
barreira fina de isolante. A predicao apresentada mostrava que a diferenca entre as fases
das fungoes de onda de cada supercondutor pode se ajustar para permitir o transporte de
corrente constante, cujo valor maximo que a juncao pode suportar é chamado de corrente

critica, I.. A famosa relagao do efeito Josephson é dada por [27]
I =1.sinp, (2.1)

onde ¢ = 0y — 6 ¢é a diferenca entre as fases das fungoes de onda do supercondutor 2 e
1. Hoje se sabe que o efeito Josephson é muito mais geral, ocorrendo nao apenas para o
caso de supercondutores separados por uma barreira isolante, mas em qualquer situacao
na qual dois supercondutores estejam conectados por um contato fraco [27]. O contato
fraco pode ser uma barreira de isolante, uma camada de metal normal, ou pode ser uma
constricao feita com outro material supercondutor. Além deste resultado, Josephson pode
prever que se uma tensao V for mantida através da juncao, a diferenca entre as fases tem

a seguinte evolucao temporal
de  2eV

dt  h

Com as relagoes (2.1) e (2.2), podemos calcular a energia armazenada na jun¢ao como,

(2.2)

a menos de uma constante, [IVdt = (h/2e) [I.sinpdp = —E;cosp, sendo E; =
(®oI./27). g = h/2e =~ 2.07 x 107 Wb é o0 quantum de fluxo.

A deducao do efeito Josephson pode ser feita de maneira simples (a derivagao apre-
sentada aqui foi dada por Feynman [28]), partindo-se da hipdtese de que a fungao de onda

do estado fundamental do supercondutor possa ser descrita como uma funcao de apenas

*

uma variavel (single particle wave function).* Deste modo tem-se a fun¢ao de onda do

*Uma outra possivel visao desta fungao de onda é considera-la, para sistemas invariantes por transla-
¢ao, como sendo descrita pela varidvel do centro de massa do condensado [29].
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supercondutor dada por

Y(r) = y/n(r)e®. (2.3)
Voltando ao problema de supercondutores separados por uma barreira de isolante, vamos
assumir que a espessura da barreira é dada por d. Caso d seja pequeno de tal maneira
que ainda permita uma sobreposi¢ao (overlap) apreciavel entre as fungoes de onda dos

supercondutores, as equagoes de Schrodinger dos supercondutores devem ser dadas apro-

ximadamente por

ihy = By + A, (2.4)
iy = Egthy + A*1)y. (2.5)

Considerando A real e supondo que nao ha campo externo aplicado, A = 0, obtemos o

seguinte conjunto de equagoes usando (2.3)

—hf, = A, /@ cos(6, — 6,) + Fy, (2.6)
ni

—hby = Ay /E cos(fy — 61) + Es, (2.7)
no
_2A

hl = ? ning Sin<92 - 01) = —hQ. (28)

Assumindo ny &~ ny = ng, e como n; nos da a corrente através da juncao, obtemos as

equacoes do efeito Josephson

I =1I.5sing (2.9)
2eV

)= ——— 2.10

¢ p (2.10)

com p =0y — 0, [, =2n,A/he (Ey— Ey) =2eV.

Até entao apresentamos o efeito Josephson considerando a juncao ideal, porém um
modelo mais real se faz necessario em situacoes envolvendo tensoes finitas aplicadas ao
circuito. O modelo usualmente adotado é o RSJ [27] (resistively shunted junction), no qual
a juncao Josephson real é modelada por uma ideal descrita por (2.1), com uma resisténcia
R e uma capacitancia C' associadas em paralelo. A Fig. 2.1 apresenta a representacao
esquematica de uma juncao RSJ. A corrente total que passa pela juncao Josephson é

composta agora de trés componentes, a saber

Vo dV
[ =I,si M 2.11
smy e O (2.11)

onde o primeiro termo representa o tunelamento de pares de Cooper através do contato

fraco, o segundo termo (lei de Ohm) origina-se do movimento de corrente normal, onde



FIGURA 2.1 - Modelo RSJ para uma juncao Josephson. Cada juncao J; tem associado
em paralelo uma resisténcia R; (devido a corrente normal) e um capacitor

C;.

V' é a tensao aplicada através da juncao e a resisténcia R, no modelo RSJ, é a resisténcia
do estado normal. Por fim, o ultimo termo, originado pela existéncia de uma capacitancia

finita na juncao, representa o termo de carga do capacitor.

Com a introducao do modelo RSJ para tratar as jungoes, verificamos que os dispositi-
vos contendo jungoes passam a ter duas escalas de energia distintas. Uma ¢é dada pela ener-
gia de acoplamento Josephson E; = ®¢l./2m, e a outra é a energia de carga do capacitor
Ec = €?/2C. Essas escalas de energia distinguem os atuais dispositivos supercondutores
em duas categorias: os dispositivos contendo juncoes de capacitancia baixa, de modo que
Ec > E;, chamados de qubits de carga; e aqueles nos quais a energia de acoplamento
Josephson ¢é a escala de energia relevante, E/; > F. Passaremos agora a apresentagao de

cada um destes dispositivos (para uma longa revisao destes qubits, vide [19]).

2.1.2 Qubits supercondutores de carga

Qubits de carga sao constituidos de juncoes de capacitancias baixas, tal que a energia
de carga domine a energia de acoplamento Josephson, isto é E¢ > E; (tipicamente F¢
é da ordem de 10 vezes maior que E; nestes dispositivos), tornando-se assim a escala de
energia relevante do problema. O material escolhido para se construir o dispositivo deve
ser tal que o gap supercondutor seja a maior escala de energia do problema. Deste modo,
a baixas temperaturas, o tunelamento de quase-particulas através da juncao é evitado,
reduzindo-se a dissipacao devido ao fluxo de elétrons normais e assegurando-se que apenas
pares de Cooper tunelem. Os estados de carga sao mais apropriados para descrever a
dinamica do dispositivo. Sob condic¢oes adequadas, tal dinamica pode ficar restrita aos
dois primeiros auto-estados do dispositivo (que diferem entre si por apenas um par de

Cooper), servindo entdo como uma realizagao fisica de um qubit.
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FIGURA 2.2 - (a) Qubit de carga mais simples contendo uma jungao Josephson. (b) Qubit

de carga com energia de acoplamento Josephson ajustavel através do fluxo
externo aplicado ao anel.
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A Fig. 2.2(a) apresenta o qubit de carga mais simples possivel. Ele consiste de uma
pequena regiao supercondutora contendo um excesso de n pares de Cooper, conectado
a um eletrodo supercondutor, que age como um reservatério de cargas, através de uma
juncao com energia de acoplamento Josephson E; e capacitancia C';. O dispositivo é

operado variando-se uma tensao de controle V. A energia de carga neste caso ¢ dada por

e e?
Ec = E—I—E. (2.12)
O hamiltoniano do sistema pode ser entao escrito como
H = 4Ec(n —n,)? — E;cos p, (2.13)
onde n = —ihd/d(hy) é o operador nimero de pares de Cooper em excesso na pequena

regiao supercondutora, sendo canonicamente conjugado com a diferenca de fase hp. O pa-
rametro adimensional n, = C,V, /2e, determina o efeito da tensao de controle. Escrevendo

o hamiltoniano na representacao dos estados de carga teremos'

H= Z {4Ec(n —ng)?n){n| — %Eﬂ\n)(n + 1|+ |n+ 1>(n])} : (2.14)

TA passagem para a representacio dos estados de cargas pode ser feita observando-se que {(p|n) =
e /v/2m. Deste modo, tem-se que: cos¢ = [dypcosplp)(p| = 3, . [ dpcospln)(nlp)(plm)(m| =

giv(m—n+1) giv(m—n—1)
LS )| [ dip { 250 2B~ LS ) (ml {8(m — 0+ 1) + 8(m —n — 1)} Ob-
tendo assim a forma apresentada na eq. (2.14).
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Observe que quando n, = 1/2, os estados n = 0 e n = 1 seriam degenerados se
E; =0, estando os demais estados bem afastados em energia. Assim, préximos ao ponto
de degenerescéncia e no regime de baixas temperaturas, apenas os estadosn =0en =1
desempenham papel importante na dinamica. Com a presenca do termo de acoplamento
Josephson, os estados relevantes passam a se sobrepor de maneira apreciavel, gerando
a condicao ideal para a implementacao do dispositivo como um qubit. Neste regime de

operagao, o sistema pode ser mapeado como um hamiltoniano de spin 1/2 dado por

1 1
Hdeg = _EBZO-Z - §Bmam (215)
onde |T) = |n=0) e|l) = |n = 1). Também temos que a amplitude de tunelamento e

o termo Zeeman sao dados respectivamente por B, = E; e B, = 4Ex(1 — 2n,). Observe
que com o arranjo experimental da Fig. 2.2(a) somos capazes de controlar a separagao de
energia de carga através da tensao externa aplicada, porém a amplitude de tunelamento
¢ fixa neste dispositivo. Este fato representa uma limitagao no controle do dispositivo
apresentado. Apesar desta limitacao, ja se pode implementar operacoes de um qubit neste

dispositivo [19].

Na busca do maior controle possivel dos parametros que desempenham papel impor-
tante na dinamica do qubit, os dispositivos propostos atualmente apresentam uma estru-
tura muito mais complexa, em geral contendo véarias jungoes Josephson. A Fig. 2.2(b)
apresenta um qubit contendo duas juncgoes, no qual a amplitude de tunelamento entre os
minimos é um parametro controlado externamente. Isto é alcancado aplicando-se fluxo
magnético externo no interior do loop. Neste caso, a condi¢ao de quantizacao do fluxo no
interior do anel é modificada devido a presenca das jungoes para: ¢+ %gol — %g@ = m®y,
onde ¢; representa a diferenca da fase supercondutora através da juncao i, e m é um
numero inteiro. Se a auto-indutancia do loop for pequena, o qubit é descrito por um ha-
miltoniano da forma (2.2), com a energia de acoplamento Josephson dada por (assumindo

que as jungoes sao idénticas)

P
—FEjcosp; — Ejcosps = —2FE; cos (ﬂa) Cos @, (2.16)
0

onde ¢ = ps — 7P/Py. Escolhendo o regime de parametros onde apenas dois estados
de carga desempenham papel importante, obtém-se o hamiltoniano de spin (2.15), com o

acoplamento Josephson efetivo
)
Ba: = EJ(@) = 2EJ COS (Wa) s (217)
0

que é uma funcao do fluxo externo. Assim, com a estrutura de duas jungoes apresentada,

ja somos capazes de manipular tanto a energia de separacao entre os estados, quanto a
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amplitude de tunelamento. Permitindo uma implementagao mais simples e mais confiavel

de portas logicas de um qubit.

2.1.3 Qubits supercondutores de fluxo

O outro regime de parametros dos dispositivos supercondutores contendo jungoes Jo-
sephson candidatos a qubit, é aquele no qual a energia de acoplamento Josephson é a
escala de energia relevante do problema, F; > E¢. Neste caso, os estados de fluxo sao
mais adequados para descrever a dinamica do sistema. Estes dispositivos apresentam uma
estrutura contendo loops que aprisionam fluxos magnéticos, tendo como conseqiiéncia a
existéncia de correntes circulantes persistentes. Como no caso dos qubits de carga, sob con-
dig¢oes adequadas a dinamica do sistema pode ficar restrita a apenas dois dos auto-estados
do sistema, permitindo o uso do dispositivo como um qubit. Tais estados correspondem a
correntes circulantes de sinais opostos, podendo ser detectados pela medicao, feita através
de um SQUID, dos fluxos gerados pela configuragao de corrente circulante correspondente
(o fluxo gerado pelas correntes circulantes é da ordem de 1073® [18,23]). Os estados po-
dem ser manipulados com campos magnéticos externos aplicados aos loops do dispositivo,

com tempos de operagao da ordem de 1 — 10ns [9,18].

O qubit de fluxo mais simples é um anel supercondutor fechado por uma juncao Jo-
sephson (SQUID). A quantizacao do fluxo no interior do anel é modificada pela presenga

da jungao, passando a ser dada por [27]

)
d+ —p=nd 2.18
+ 27_‘_30 nYo, ( )

onde ¢ é o fluxo total aprisionado no interior do anel, ¢ = 6, — 6, é a diferenca de fase
através da juncao e n é um inteiro qualquer. Deste modo o fluxo ® e a diferenca de fase ¢
estao relacionados nos qubits de fluxo, podendo qualquer uma dessas variaveis ser usada
para descrever o estado do sistema. O hamiltoniano do SQUID pode ser escrito apenas

em termos da variavel de fluxo, sendo dado por

(®—,)2 N Q?
2L 20,

(2.19)

)
H = —FEjcos (2#(?) +

onde o primeiro termo constitui a energia de acoplamento Josephson, o segundo traz
as contribuicoes magnéticas, sendo ®, o fluxo magnético externo aplicado e L a auto-
indutancia do anel. O terceiro termo é a energia de carga do capacitor C; da jungao. A
carga ) = —ihd/0®P e o fluxo ® sdo as varidveis canonicamente conjugadas do problema.
A anélise do potencial do sistema revela um estrutura muito rica, gracas a presenca da jun-

¢ao, dependente dos parametros fisico. Podemos observar que se 8 = (27/®¢)?LE; < 1,0
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FIGURA 2.3 - Potencial do SQUID em funcao do fluxo externo aplicado ®,, sob a condi-
cao de parametros 8y, = (27/®¢)2LE; > 1. Para pontos de fluxo préximos
a ®y/2 o sistema apresenta uma dindmica de pogo duplo de potencial.
Variando-se ®, consegue-se apenas modificar a diferenca de energia dos
pPOGoS.

potencial apresenta um tnico minimo, nao sendo assim interessante para a implementacao
do qubit. J4 para o caso contrério, 8 = (21/®¢)2?LE; > 1, a estrutura do potencial apre-
senta véarios minimos. Variando-se o parametro externo do sistema, ®,, pode-se encontrar
uma situacao na qual o sistema apresenta uma estrutura de poco duplo de potencial. A
Fig. 2.3 apresenta a dinamica do potencial ao variarmos o fluxo externo ®,. Observamos
que para o caso ®, = ®y/2, o potencial apresenta o referido poco duplo. A baixas tempera-
turas, apenas os menores auto-estados de energia dos pogos contribuem para a dinamica,
podendo o sistema ser mapeado no problema de spin 1/2, com hamiltoniano dado por
Haeqg = —%Bzaz — %Bxax. Novamente, como no caso mais simples do qubit de carga, ape-
nas a simetria do potencial duplo pode ser manipulada externamente (detalhe que pode
ser observado na Fig. 2.3), sendo dada por B,(®,) = 47E;/6(8; — 1)(®,/Py — 1/2)
(para O, — 1 < 1).

Um exemplo de dispositivo no qual seja possivel controlar a amplitude de tunelamento
é o qubit apresentado na Fig. 2.4. A estrutura de varias jungoes permite maior controle
sobre o qubit e mais confianca na implementacao das portas logicas. Este qubit vem sendo
estudado pelo grupo da IBM [9], tendo sido alvo de uma andlise completa nesta tese, ex-

posta na secao 2.3.

Apresentados os qubits supercondutores, passaremos agora ao estudo da descri¢ao

quantica dos efeitos dissipativos gerados pelo acoplamento entre o qubit e o seu ambiente.
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FIGURA 2.4 - Novo qubit da IBM. (a) Esquema da preparagao experimental do qubit
acoplado a um oscilador harmoénico (representacao equivalente de uma li-
nha de transmissao). (b) Foto do qubit. Cada jun¢ao tem um tamanho
de 250 por 250 nm?. Tarja mais escura préxima ao loop superior é uma
microlinha de transmissao supercondutora responsavel pela aquisicao de
dados do qubit. (c) Méscara usada para a confecgao das jungoes (detalhe
da caixa tracejada). Figura gentilmente cedida por Roger H. Koch.
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2.2 O modelo

Nosso ponto de partida para a descricao quantica de qubits supercondutores é a equa-
¢ao de movimento cléssica derivada por Burkard e colaboradores [30] para qualquer circuito
supercondutor contendo jungoes Josephson (pequenas corregoes e uma extensao destes re-

sultados foram encontrados mais recentemente [31], e serdao expostos ao longo deste texto):

2, = 2r -
Cp = —L;'sinp — My — aﬂ(N * P, () — g(S 1)) —R ' — My * ¢, (2.20)
0 0
onde ! = (p1,¢9,...,p,) é a diferenca da fase supercondutora através das jungoes J;.

Iz e ®, sdo as correntes e os fluxos magnéticos externos aplicados ao circuito. Em (2.20),
assume-se o modelo RSJ para cada juncao Josephson, Fig. 2.1. Considera-se também
que todas as capacitancias do circuito tém uma jungao Josephson em paralelo. Assim,
neste formalismo, associa-se, sem perda de generalidade, a cada capacitancia pura do
circuito uma juncao de corrente critica nula e resisténcia infinita. A deducao da equacao de

movimento (2.20) foi feita utilizando-se teoria de grafos para rede, sendo bastante laboriosa
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e longa. No apéndice A ha um resumo dos elementos necessarios para a sua dedugao e
o seu entendimento. O uso desta ferramenta tem possibilitado fazer consideracoes e tirar
conclusdes completamente gerais (ndo dependendo da topologia do circuito) a respeito dos
qubits supercondutores. E importante salientar que a teoria dos grafos trata apenas da
topologia do circuito, sendo a fisica do circuito determinada pelas de leis de Kirchhoff e

Faraday.

As matrizes diagonais C, le = 271 /®I, e R representam, respectivamente, os capa-
citores, as correntes criticas e as resisténcias de cada juncao. As matrizes My, My, N e S
(apresentadas no apéndice A) envolvem as auto e mituas indutancias associadas a cada
loop do circuito. Além disso, sao matrizes que dependem da topologia do circuito. Os ter-
mos dissipativos presentes na equagao de movimento decorrem das resisténcias presentes
em cada juncao (tipicamente maiores do que M), representadas pelo termo R, e das
impedancias (com valores tipicos entre 502 e 10k(2) associadas a cada linha de transmissao
externa, presentes no termo My x . As impedancias sao descritas pela relagao entre as

transformadas de Fourier da corrente e tensao
Vz(w) = Z(w)lz(w), (2.21)

onde Z(w) é a matriz impedancia de dimensao ny x ny (nz é o niumero de impedancias

externas). A convolugao (f * g)(t) é definida como

(F+ g)(t) = /_ " f(t— P)g(r)dr (2.22)

[e.9]

assim podemos escrever (2.21) no dominio de tempo como

t

Vz(t) = (Zx1z)(t) = / Z(t — 1)z (m)dr = / Z(t — )15 (7)dr, (2.23)

—00 —00

[e.9]

onde no ultimo passo usamos o fato de que a fungao resposta deve ser diferente de zero
apenas para tempos positivost, Z(t) = 0 para t < 0. Finalmente, a transformada de

Fourier é definida como®

Z(w) = / Z(t)e ™'dt :/ Z(t)e “ieqt, (2.24)
—00 0
sendo € > 0 introduzido para assegurar a convergéncia da integral.

Trabalhando um pouco mais a equagdo de movimento (2.20), podemos agrupar os

termos dissipativos como um tnico termo se definirmos a matriz dissipativa M(w) =

tEvitando assim uma quebra da causalidade.
A escolha da transformada de Fourier é tal que a impedancia para um indutor L é dada por Z(w) =
—twlL
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M,(w)+iwR ™. Além disso, da propriedade de que a matriz M, é simétrica [30], podemos
escrever o termo My como o gradiente de um potencial. Deste modo, a equacao de

movimento passa a ter a forma

ou
Cp=-—-—-M 2.25
=00 * P, (2.25)
1 2 B} _
Ulp,t) ==Y Ly} cosp; + 5% Mog + (}%wT[(N «®,)(1) + (S+1p)(t)].  (2.26)

O primeiro termo do potencial é a energia de acoplamento Josephson, o segundo é o termo
devido as indutancias do circuito e os dois ltimos representam o acoplamento do qubit

com possiveis fontes externas de correntes e de fluxos.

A matriz dissipativa M(t) é real, simétrica e causal, sendo dada no espago de Fourier
por [30]
M(w) = My(w) 4+ iwR ™" = mL,' (w)m” + iwR ™", (2.27)

onde m é uma matriz real n X ny, eq. (A.18), e a matriz Lz (w) é definida como

Lz(w) = Lz(u)) + LC, (228)

sendo a matriz indutiva L., dada por (A.33), real e independente de frequéncia, e Lz (w) =
Z(w)/iw. E interessante notar que a dissipagao é provocada apenas pela parte imaginaria

de matriz dissipativa, InM(w). Isto pode ser visto ao tomarmos a transformada de Fourier

de (2.25)

~w?Cep(w) = — (g—g) (w) — (ReM(w) + iImM(w))ep(w), (2.29)

além disso, a dinamica s seré dissipativa se a matriz ImM (w) for positiva¥. Esta restricao
pode ser verificada da seguinte forma: suponha que KImM(w)KT é diagonal, com KK =
K'K = 1, fazendo a mudanga de base em (2.29) encontramos um conjunto de equacoes

com a forma
—wm;y;(w) = Z aj(w)y;(w) — i7i(w)yi(w) + Bi(w) (2.30)

onde y; = (K¢);, m;, «; e 3; sao fungdes reais. +; representam os autovalores de ImM (w),

que sao ; > 0 se ImM for positiva.

A positividade da parte imaginaria de (2.27) pode ser constatada sabendo-se que [32]

ImL,!(w) = w{ReZ(w) 4+ w?L.(w)[ReZ(w)] ' Le(w)} 1, (2.31)

Uma matriz A é dita positiva se, para qualquer vetor |r), (r|A|r) for um nimero real, nio-negativo.
Toda matriz positiva é hermitiana, deste modo, pelo teorema da decomposicao espectral, tem-se entao
que os autovalores de uma matriz positiva sao reais, nao-negativos.
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onde Ly(w) = Le+ImZ(w)/w. Como ReZ(w) > 0 (parte resistiva das impedancias), tem-se

que ImL,*(w) e ImM(w) sdo matrizes positivas.

2.2.1 Modelo Caldeira-Leggett para varias fontes de dissipacgao

O objetivo desta secao é apresentar um modelo quantico que descreva os efeitos de
varias fontes de dissipacao distintas que estejam acopladas a um sistema de interesse, cuja
equacao de movimento classica seja dada pela forma (2.25). Os casos nos quais estaremos
interessados serao aqueles que apresentem uma dinamica dissipativa. Deste modo devemos
ter a condigao de que a matriz ImM(w) deva ser real, simétrica e positiva. Vale frisar que
a prescricao apresentada aqui pode ser aplicada a qualquer sistema, nao se restringindo
apenas aos casos de qubits supercondutores, cuja dinamica classica seja governada pela
equagao de movimento dissipativa (2.25). Assim, o problema a ser estudado pode ser
apresentado de maneira geral como: o estudo de um sistema descrito por n coordenadas
canonicas ¢’ = (o1, 2, ..., @n), cujo potencial seja dado por U(t), contendo n; fontes de
dissipacao conhecidas e descritas pela matriz dissipativa M(t), com equagao de movimento
(2.25).

A idéia inicial para abordar este problema ¢é usar o modelo Caldeira-Leggett [2], mo-
delando as fontes de dissipagao como varios banhos de osciladores. Em principio tem-se a
tendéncia de se esperar que para cada fonte de dissipagao devemos associar um banho de

osciladores. Para verificar se esta hipdtese é correta ou nao, partimos de um hamiltoniano

dado por:

‘H="Hs + Hp + Hsg; (2.32)

1 ®o\?
Hs = §Qcchch+ <2_0) Ulp); (2.33)

T
. I P 2 .2 \. 9234
B = EZZ gy | ei%aiTas | (2:34)
j=1 «a @

Hsg = ZcpTcaxa, (2.35)

«

onde Hgs representa o hamiltoniano do sistema isolado, Hpz é o hamiltoniano de m > 1
banhos de osciladores desacoplados, e o termo Hss € o termo de acoplamento entre o
sistema e os banhos de osciladores (sendo ¢, uma matriz real n X m, € X2 = (Ta1, - Tam))-
E importante destacar que nao foi feita qualquer hipdtese a respeito do nimero m de

banhos que devemos utilizar para fazer a descricao correta das ny fontes de dissipacao.

A quantizagao do sistema ocorre ao conjugarmos as variaveis Q¢ e ¢ através da relagao

de comutagao canonica (no caso de qubits supercondutores, Q¢ representa as variaveis de
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carga, e ¢ as de fluxo)
o

As equacgoes de movimento para as coordenadas do sistema e dos banhos derivadas do

hamiltoniano (2.32) sdo dadas por:

. ou o\

n
.. 2
Majla; = —majwajxaj — E CaijPi- (238)
i=1
Tomando a transformada de Fourier de (2.38), obtemos a seguinte equagao para as variaveis

D et Caijipi(W)

Mej(W? — wc%j) .

dos banhos

Toj(w) = (2.39)

Tomando a transformada de Fourier da equagao (2.37), substituindo (2.39) e tomando a

transformada de Fourier inversa, obtemos a equacao de movimento (2.25) para ¢, com

M(w) = (fb—”) 3 e [ma(w? - w2)] e, (2.0

(e}

onde m,, w, e w sao matrizes diagonais m x m com seus elementos dados respectivamente
PO Mgj,Waj € w. Notadamente verifica-se de (2.40) que a matriz M(w) é simétrica,
M(w) = M(w)T.

Definindo a densidade espectral do ambiente como a func¢ao matricial
J(w) = g ; com, 'w 16 (w — wy)ck, (2.41)

onde 6;;(X) = 6(X;;), e assumindo-a como uma funcado continua, podemos obter a seguinte

relacaoll

™

J(w) = (?) ImM(w) = > J;(w)v;(w)v;(w)", (2.42)

onde a decomposicao espectral apresentada vale-se do fato de que a matriz ImM(w) é
real e simétrica, com autovetores reais v;(w) e autovalores J;(w) > 0 (a positividade da

matriz ImM(w) pode ser verificada usando-se a regularizagdo w — w —ie em (2.40) e entao

IDados os elementos de matriz M;j(w) = Yo, >, CaikCajrmyt(w? — w2,)7t e Ji(w) =
S >, caikcajkm;,iw;klé(w — Wak), & prescricdo para o continuo nos fornece M;;(w) =

2 "1 (W 2 00 W T (W .
(é—’;) 2 dw’% = (é—’;) [%P Jo do’ wg’jig) +iJ;;j(w)|, confirmando (2.42).
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observando que podemos reescrevé-la como ImM(w) = > A, (w)Al (w))**. Até entdo o
nimero de banhos acoplados ao sistema de interesse nao estava determinado, sendo um
parametro livre do nosso modelo, porém, com a relagao entre J(w) e ImM(w), podemos
determind-lo como o posto maximo de ImM(w), isto é, m = max, (rank[ImM(w)]), que é
limitado pelo minimo entre o nimero de fontes de dissipagao, n¢, e o de variaveis distintas
que descrevem o sistema, n, assim m = max, (rank[ImM(w)]) < min(n,ns). Observe
que 0s casos nos quais se tem necessariamente apenas um unico banho de osciladores
descrevendo os efeitos de varias fontes sao: quando hé apenas uma tnica fonte acoplada
ao sistema, ny = 1 (caso trivial); e o caso quando a dinamica do sistema de interesse
¢ descrita por apenas uma unica coordenada, n = 1. Finalmente podemos completar a
descrigao do ambiente visto pelo sistema de interesse ao associar os autovalores de (2.42)

com a fungao espectral do j-ésimo banho de osciladores do ambiente

2
,ya'

Ji(w) == E P :} 0w — waj), (2.43)

o ajWay

para tal, devemos usar a decomposicao espectral (2.42) e fazer a seguinte identificagao
CakjCalj = Vaj (Vi(Wa)Vi(wa) " - (2.44)

Uma vez conhecida a descricao quantica do sistema de interesse, podemos estudar a

sua dinamica a partir da equacao de movimento da matriz densidade do sistema total

ihp(t) = [, p(t)], (2.45)

onde H é o hamiltoniano completo do sistema (2.32). O regime fisico de real interesse ex-
perimental para a computacao quantica é aquele no qual o acoplamento sistema-ambiente,
Hsp, € feito o mais fraco possivel. Assim, nos problemas de interesse, podemos expandir
(2.45) em uma série de poténcias do acoplamento sistema-banho e reter apenas os termos
de primeira ordem (conhecida como aproximagao de Born). A validade da expansao tam-
bém é assegurada no caso de forte acoplamento, se a dissipacao provocada pelo banho for
pequena, isto é, J(w;;)/w;; < 1. Além disso, também podemos assumir que os tempos
de correlacao no ambiente tém tempo de vida curto quando comparados com as escalas
tipicas do sistema de interesse (conhecida como aproximacao de Markov). Assim, den-
tro da aproximacgao de Born-Markov, podemos escrever a equagao mestra para a matriz

densidade reduzida do sistema, pg = Trgp, como a equagao de Bloch-Redfield [33],

an(t) = _@wnmpnm(t) - Zkanmklpkl (t); (246)

“* A prova de que dada uma matriz A qualquer, AAT é positiva é dada por: Seja |r) um vetor qualquer,
temos que (r|AAT|r) = Yo (r|Aln) (n|At|r) = >, l{r|Aln)|? > 0, c.q.d.
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onde ppm = (nlps|m), wWpm = wn — wm, € Hs|n) = hwyln). O tensor de Redfield
tem a forma Rumm = O ), ng—;)nk + Onk D, Fl(r_r)m - F%:Lan - Fl(n_l)nw

b 9o T = o enp ot T o ism @ © (b = Tith onde
Hsp()nm = (n|e B Hgpe ™5|m). O coeficiente Raaps ¢ a probabilidade de transicao

com as taxas da-

do estado (3 para o estado a.. Para verificar quais processos de relaxacao sao mais efetivos

na dinamica do sistema, fagamos pp, (t) = e~ “rmtG,,,(t) em (2.46), cujo resultado serd

Grm(t) = —Zankle_i(w“_w”m)tle(t) (2.47)
il

e_i(wkl _(U'nm)t _ 1

RumiGru(t) + O(R?),  (2.48)

Gum(t) = Gum(0)+ >

- i(wr — wp — wp + wiy)

onde (2.48) é a solucao de (2.47) em primeira ordem de R (justificada no limite de acopla-
mento fraco). Podemos ver que os processos envolvendo as transigoes |wy —w;—wy, +wp,| < 1
desempenham papel mais importante na relaxacao do sistema. Isto pode ser explicado
observando que a acao efetiva esperada da perturbagao Hgp é conectar apenas os auto-
estados do hamiltoniano que possuam diferencas de energia da ordem da pertubagcao. Deste

modo, passaremos a considerar apenas 0s processos nos quais wy — w; — Wy, + wy, = 0.1

Para o hamiltoniano de interagao sistema banho (2.35), pode-se escrever

Rel(!), = ol S 2.49
CLlimnk = Pim <|wnk|>¢nk81nh(6|wnk|/2)’ ( : )

2 >l J

T Jo wr-wi, 2

onde ¢, = (n|e|k). Assumindo que a dinamica do sistema de interesse é governada pelos
estados de mais baixa energia, passaremos a restringir o espaco de Hilbert do sistema ao
subespaco gerado pelo estado fundamental, |0), e primeiro estado excitado, |1), de Hg.*
Dentro desse subespaco e usando a aproximacao secular, podemos determinar as taxas de
relaxacao T, * e de descoeréncia Ty, ' nas equacoes de Bloch como T, ' = 2Re(FéT1)O —1—1“%31)

eTy' = (20) ' +T, " onde T, = Re(T{{), + T\, —2r(i) ) 6 a taxa de dephasing puro.

fEsta aproximagao é conhecida como secular [33].

Qs efeitos devido a processos envolvendo os demais estados excitados sio exponencialmente despre-
ziveis se a distancia entre o primeiro estado excitado e os demais, A7, for muito maior que a energia de
ativacao térmica kT, kpT < hn.
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Assim encontramos para o nosso problema

T, =20) " + T, (2.51)
w
T = deh, I (wor)py, coth b 201); (2.52)
_ 2 . J(w)
Tt = 5 lmlen — @) =P (ew — o), (2.53)

onde # = 1/kgT. Usando a decomposigao espectral (2.42) obtemos

T = 4 o)) o (%) (2.54)
2 & J;
75 = 23 l(ow = o) v, O 2
j=1

w

(2.55)

w—0

Onde assumimos que o limite v;(0) = lim,_ov,(w) existe, uma vez que v;(w) é um vetor

normalizado para qualquer valor de frequéncia.

2.2.2 Nao-aditividade das taxas de relaxagao em qubits supercondutores

A formulacao introduzida na secao anterior nos permitiu descrever os efeitos de va-
rias fontes de dissipacao distintas acopladas a um sistema de interesse, cuja equacao de
movimento seja dada por (2.25). A obtencao de (2.52) e (2.53) nos permite quantificar
esses efeitos, porém, no estagio atual, nao é possivel distinguir a contribuicao individual de
cada fonte. Caso pudéssemos identificar a origem de cada termo nas taxas de relacao e de
descoeréncia, teriamos a oportunidade de verificar se a hipotese da aditividade das taxas
de relaxacao, correntemente assumida na literatura [19], estd correta ou se existe algum
regime no qual tal hipotese falha. A resposta para essa questao estd intimamente ligada
ao estudo da matriz dissipativa M(w). Como conhecemos bem tal matriz para o caso de
qubits supercondutores, eq. (2.27), passaremos a considerar especificamente esse tipo de

caso para ilustrar a anélise que se segue. Reescrevendo a parte imaginaria de (2.27) como
ImM(w) = mImL,' (w)m” + wR ™", (2.56)

observamos que, se retirarmos as impedancias externas acopladas ao qubit (isto significa
fazer L ;' — 0), a matriz (2.56) torna-se diagonal, com seus elementos dados pelo o inverso
das resisténcias R; associadas a cada juncao Josephson. Neste caso, o nimero de banhos

é igual ao numero de fontes (resisténcias), m = ny, e as taxas de relaxacdo podem ser
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escritas na forma

1 &1 .
T~ Z E’ X =129 (ImM(w) diagonal) (2.57)

onde T)((j ) representa a contribuigao independente de cada resisténcia. Deste modo as taxas
totais sao dadas pela soma das taxas devido a cada fonte isoladamente. Observe que a
situagado na qual se verifica InM(w) diagonal, é aquela em que as fontes nao geram um
acoplamento entre os graus de liberdade do sistema. Verificamos assim que a hipdtese da

aditividade das taxas é exata para este tipo de problema.

Consideremos agora a presenca de impedancias externas acopladas ao qubit. Como
R > Z em qubits supercondutores, podemos desprezar os efeitos dissipativos das resis-
téncias presentes nas juncgoes, quando comparamos com os decorrentes das impedancias
externas. Sabemos que Ly (w) = Lz(w) +Le, eq.(2.28). Se considerarmos que as impedan-
cias sao independentes, Lz (w) é diagonal, o que nos permite tentar obter a seguinte forma
para a inversa de Lz (w), L' (w) = L' (w)+Y (w). Usando a identidade L (w)L,'(w) = 1,

obtemos a seguinte expressao formal
L' (@) = L' (@) - Ly (@)LL; ). (2.58)
iterando essa equagao, podemos construir a série infinita
L,)=L,'-L,'LL;' +L;'L.L,'L.L;' —--- . (2.59)

Definindo Pj(w) = Lyj(w)eya], onde Lz;(w) = Zj(w)/iw, e af = (10---0),al =

7o J
(00---1---0),f = (00---1), podemos escrever L, = Z;LZ P; e por conseguinte

]:21 = (P, - P,L.P, +P,L. P, L. Py —---)+ (P, — P;L.Py; + P,L.P;L.Py—---) +

nz nz
+-- 4+ (P, —P,,LP,, + ) — Z P,L.P,, + Z p,L.P,LP, —---, (2.60)
n#m n#EmMFEL

esta forma de série para Lgl(w) é bastante elucidativa, pois observe que os termos entre
parénteses representam as contribuicoes de cada fonte isoladamente. Tais termos podem

ser somados exatamente, resultando na matriz diagonal

(P, — P,L.P, + P,LP,.LP, — )+ + (P, — P, LP,, + )=

= i ( ! ) ool = diag ( ! ) (2.61)
S \Lzj(W) + Leg; ) 7 Lzj(w)+ Leji )’

e que os termos restantes, série indicada pelos dois ltimos termos de (2.60), sao propor-

cionais a produtos da forma LE;LE} (com j # 1), isto é, s@o termos que representam o
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acoplamento indireto entre as fontes, e que nao podem ser separados em contribuigoes dis-
tintas de cada fonte, s6 existindo por conta dos termos fora da diagonal de L.. Deste modo
verificamos que se as fontes gerarem um acoplamento entre diversos graus de liberdade do
sistema, este mediara uma interacao indireta entre elas, gerando termos nao aditivos nas

taxas. Definindo

ny nyg
n#m n#EmMAL

podemos escrever (2.60) como

L, (w) = dia ( ) + Lt (w). 2.63
Z( ) g LZ]<W)+LCJJ mx( ) ( )
Passando as taxas a ter a forma geral
1 1 1
— = — 4+ —, X =129, (2.64)
T~ 2y

onde, novamente, 1/ T)((j ) representa a contribuigao isolada da j-ésima fonte de dissipagao

)

acoplada ao sistema, e o novo termo 1/ T)((mi representa a nao-aditividade das taxas. Vale

ressaltar que temos assegurado a positividade dos tempos totais Tx e as contribuicoes

), uma vez que provamos ImM (w) ser uma matriz positiva. Ja as contribui-

individuais T
goes 1/ T)((mlx) podem ser positivas ou até mesmo negativas (como veremos mais adiante),

-1
mix

uma vez que ImL_: (w) ndo precisa ser necessariamente uma matriz positiva, constituindo

assim um termo de interferéncia.

Para qubits supercondutores, Lyz;(w) = Z;(w)/iw, podemos escrever

5 = 4(%>2\aTstom\2Re siop Coth{ fis /2 (2.65)
T 2 ’ Zj(wor) + iwor Le,j;

ﬁ - %(%)Z\a?m%%o—son)rme% (2.66)
Tl(iix) =4 (%)2 b mImL_L (w )M @, coth <5u2)01) (2.67)
% ~ 0 (2.68)

1 /Td()mm) ¢ nulo pois o termo de menor ordem em frequéncia w em (2.62) é L, Ly o w?.

Assim ao tomarmos o limite w — 0 em (2.53) obtém-se (2.68).
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2.2.3 Aplicagao da aproximacgao de Born-Oppenheimer

Para calcular as taxas (2.65-2.68) precisamos determinar elementos de matriz do tipo

odil ;= [ detalm’ p)(ale)leld) (2.69)

onde o, 3 =0, 1.

Com o aumento da complexidade dos dispositivos supercondutores candidatos a qubit
(muitas vezes tais dispositivos precisam ser descritos por varios graus de liberdade, o que
acarreta em uma equagao de Schrodinger multidimensional), o cdlculo de tais elementos
tem se tornado computacionalmente bastante dispendioso, e nao revelando de forma clara
a fisica do problema. Com o intuito de reduzir esse célculo computacional e tornar mais
palatavel a analise fisica, desenvolveremos nesta se¢ao uma aplicagao da aproximacao de
Born-Oppenheimer para reduzir a dimensionalidade do sistema. Tal procedimento esta
baseado no fato de que, nos dispositivos em que estaremos interessados, espera-se que
o comportamento de um dos graus de liberdade do sistema se destaque em relacao aos
outros. Isto porque, para operar como um bom qubit, precisamos encontrar uma regiao
do potencial do dispositivo que tenha a forma de um pogo duplo com barreira de potencial
entre os minimos nao muito alta, e que nas diregoes transversais a direcao de separagao
dos minimos, o potencial cresca muito rapidamente quando nos deslocamos da posicao
destes, gerando assim um potencial de confinamento ao longo destas direcoes. Assim o

procedimento aqui adotado pode ser resumido da seguinte forma:

e Primeiramente, determina-se a regiao de operacao do qubit (pogo duplo de poten-

cial).

e Em seguida identifica-se a direcao de separacao entre os minimos como a dire¢ao

“lenta” do problema, f||, e as demais como “rapidas”, f, .

e Trata-se adiabaticamente as coordenadas “rapidas”, tendo como conseqiiéncia a mo-

dificacao do potencial visto pela coordenada “lenta’.

e O problema reduz-se entao a analise de um potencial unidimensional efetivo visto

pela coordenada relevante para dinamica, fj.

Para realizar a aproximacao de Born-Oppenheimer ja descrita, é mais conveniente

passar para um sistema de coordenadas no qual as massas (no caso, as capacitancias) sao
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isotropicas. Para tal, definimos a seguinte transformagao

q = c?C2Qq, (2.70)
f = cY2CH 2. (2.71)

A introducao do fator ¢, alguma capacitancia padrao do sistema, nos permite manter as
mesma unidades de Q¢ e ¢ nas novas variaveis ¢ e f. A relacao de comutacao também

permanece inalterada para este conjunto de varidveis:

P . d .
2—7?(%620,]' — Qcjpi) = thd;; — 2_72(fin —q;fi) = ihd;;. (2.72)

O hamiltoniano para esse sistema de coordenadas passa a ser escrito como

1

Hs(t) = %qTqu (%) U'(f, 1), (2.73)

1
U'(£,1) = = Y Lyjcos(c!/(C7V2E);) + ST (cCT/2MC /o)t

+ élfT[cl/ch/2(N £ B,)(1) + 20 V2(S * 1) (1)), (2.74)
0

onde passaremos a destacar a variavel “lenta” das demais da seguinte maneira f = {fy,f, }.

Como ja discutido anteriormente, as coordenadas “rapidas” sao caracterizadas pela
forte variacao do potencial ao longo dessas direcoes, levando a um potencial de confina-
mento na regiao de cada minimo relevante do problema, cujo efeito esperado deve ser a
localizagao da funcao de onda ao longo dessas direcoes. Assim consideramos uma boa

aproximacao expandir U’(f) até segunda ordem nessas varidveis

U'(F) = V() + Y alffL s+ by (FEL £L . (2.75)

onde b pode ser feita uma matriz simétrica real. Nesta aproximacao, as posicoes dos

minimos nas coordenadas f, como funcao de f|, sao dadas por:
min 1 -1
£ (f) = —5b ™ (falfy)- (2.76)

A partir deste ponto, o procedimento da aproximacao de Born-Oppenheimer [34] é
solucionar a equagao de Schrédinger para cada uma das variaveis rapidas, considerando-se
fixa a variavel lenta. Devido ao forte confinamento, espera-se que o sistema seja encontrado
no estado fundamental nestas coordenadas, no caso, uma gaussiana centrada em (2.76),

representada aqui como

(£010,£)) = g(fL — £ (£))). (2.77)
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Assim, na aproximacao de Born-Oppenheimer, a funcao de onda completa do sistema é
assumida como

(fla) = (fjla)(fL]0,£)) = (fjla)g(fL — £ (f))). (2.78)

Onde (fj|a) é 0 a-ésimo auto-estado da equacao de Schrodinger unidimensional na variavel

[— ((I)o) 22 5; + u(fy)

u(f)) = (%)2 V(f)) — (%) iaTbla + \/%_C Trvb. (2.80)

Note que o potencial efetivo encontrado (2.80) tem dependéncia nao trivial da varidvel

lenta f”

(fjla) = Aa(fjlo). (2.79)

devido aos dois ultimos termos. O primeiro e o segundo termos representam o valor do
potencial para os pontos (2.76), e o termo final representa a soma das energias de ponto

Zero %ﬁw do potencial harmoénico multidimensional.

Finalmente, os elementos de matriz que precisam ser computados, (2.69), podem ser
escritos na aproximacao de Born-Oppenheimer em uma parte devido a variavel lenta e

outra devido as contribuigoes das variaveis rapidas:

/ dE(x; - £) (| £) (£]3) = / dE (et - £, + b)) (alf) (£15)
dfydf v - £ (alfy))(E8)g” (FL — £ (F) +

/

/dfndfﬂ £y aelfy) £y 13)g” (£ — €7 (f)))

= [l [t g ) +
[dtltitainylon [ g - )

= /dfn(r]*'fi"m(f||))<04|f||><f!ﬁ>+/df||fyf<04|f|><f||\ﬁ)- (2.81)

1/2 T
Q;

onder; =c~ m” C'/2. No tltimo passo usamos o fato de que uma gaussiana é uma

funcao normalizada.

2.3 Resultados

Aplicamos toda a formulagao desenvolvida nas secoes anteriores para calcular as pro-
priedades de um qubit que vem sendo alvo de estudos recentes [9]. O qubit em questao é

apresentado na Fig. 2.4, consistindo de trés jungoes Josephson e trés loops: um pequeno e
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dois grandes. O qubit é operado aplicando-se fluxos magnéticos em dois de seus loops: o
fluxo aplicado ao loop menor é chamado de fluxo de controle, identificado por ®.; o fluxo
aplicado a um dos loops maiores é denominado de ®. O terceiro loop é acoplado indutiva-
mente & uma microlinha de transmissao supercondutora de alta qualidade (tarja escura no
loop superior da Fig. 2.4), que por sua vez é acoplada indutivamente a um SQUID dc (néo
mostrado na figura) responsavel pela aquisi¢ao de dados do experimento. A estrutura do
dispositivo é tal que, com relacao aos fluxos aplicados aos loops maiores, o qubit depende
apenas da diferenga entre eles (essa é uma caracteristica conhecida de um “gradiometro”).
Outro ponto importante a se destacar é a pronunciada simetria do qubit. Como veremos
mais adiante, essa simetria se manifesta no comportamento quantico do sistema, desempe-
nhando papel fundamental nos resultados obtidos. Experimentalmente, o qubit é mantido
a uma temperatura de T" = 30mK, porém os circuitos externos acoplados ao qubit tém
temperaturas efetivas da ordem de 1K. Os fluxos sao variados em uma escala de tempo
da ordem de 1ns [9]. Para o nosso conjunto de parametros, encontramos que o tempo de
resposta dos circuitos externos é muito rapido, o que torna o intervalo de tempo do kernel
N(t) (S(t) é nulo no nosso problema) na convolucao (2.32) muito curto, sendo da ordem
de 1ps. Por esta razao iremos ignorar os efeitos de retardo no nosso problema, assumindo
entao N(w) = N(w = 0).

Para o calculo que se segue, vamos considerar que o qubit estd acoplado a dois circuitos
dissipativos diferentes: um acoplado indutivamente ao loop menor, caracterizado por uma
impedancia Z;, e o outro acoplado indutivamente a um dos loops maiores, caracterizado
por uma impedancia Z,. Espera-se que os processos de dissipacao e de descoeréncia do
qubit sejam governados por esses dois circuitos dissipativos (em tempo, consideraremos
apenas estas fontes de dissipacao presentes no circuito, uma vez que, como ja foi dito, as
resisténcias das jungoes sao muitas ordens de grandeza maiores do que as impedancias das

fontes de correntes externas).

A Fig. 2.5 apresenta um grafo orientado do circuito completo, contendo o qubit e os
dois circuitos dissipativos. Cada ramo do grafo representa um determinado elemento do
circuito, onde identificamos: L; como a auto-indutancia do indutor ¢; M;; como a indu-
tancia mutua entre os indutores 7 e j; e J; uma juncao RSJ, contendo a juncao Josephson
J; em paralelo a capacitancia C; e a resisténcia R;. No calculo que realizamos, também
consideramos a possibilidade da presenca de capacitancias “parasitas”, identificadas como

Cy e (5, que surgiriam no circuito devido a grande proximidade dos ramos Lg 7 e L.

Os valores dos parametros fisicos deste qubit sdao: Lz; = Z;(w)/iw; Z1 = Zy =
5090, I, = ngJ = 0.8uA, C; = 10fF, Cy = Cs = 50fF,e L, = 106.27, L; = 32.18, L3 =

L5 = 60503, L6 == L7 = 8146, LQ == 3218, L4 == 60503, M12 == 08, M13 == M15 =
018, M16 - M17 == —241, Mgc = —M5C = 052, M34 = 05, M35 = 34, M36 =
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FIGURA 2.5 - Novo qubit da IBM, desenhado como um grafo de rede. Este é um grafo
orientado do qubit acoplado, via as indutancias mutuas Mis e M3y, a duas
fontes de dissipagao Z; e Z5. Os ramos do grafo representam as jungoes
Josephson J;, as indutancias L; e as impedancias externas Z;. Cada juncao
Josephson, Fig. (a), é modelada por uma junc¢ao do tipo RSJ. Cy e Cj
representam as capacitancias “parasitas” presentes no circuito. O qubit é
operado ao variar-se os fluxos externos ®. e ® aplicados ao menor e maior
loops. A figura (b) mostra a arvore escolhida para o grafo.

Ms; = 0.22, Mz; = Mss = —0.86, M,
—13.93 (todos em unidades de pH).

As matrizes de loop para o grafo apresentado sao dadas por

Fer =

-1 0 0

—1

0

0

0

aFCZ:

0 (exato), Mg. = —My. = 27.63, Mg =

: (2.82)
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00 000 -1 0
Frr=100 000 |:Fkz= 0 -1 |- (2.83)
01 —100 0 0

Sendo as matrizes L escritas como:

Ly My My My My My, 0O M.
Mg Lz  Mss Mss Msy 0 M3y Ms,
L= M15 M35 L3 M56 M57 7LLK: 0 0 M5c ) (284)
Mg Mss Mss Lg  Mer 0 0 M.
M7 Ms; Msy Mer Lg 0 0 Mz,
Ly 0 O
LZl 0
Lx=10 L, 0 |, Lz= : (2.85)
0 LZ2
0O 0 L,

Alguns pontos merecem destaque aqui:

e Apesar da quebra de simetria do sistema, provocada pelo acoplamento entre o loop
maior e o circuito dissipativo Z,, os resultados observados ainda revelam um forte
componente de simetria. Isto decorre do fato de que este acoplamento se da de modo

muito fraco.

e Os efeitos das capacitancias “parasitas”, apesar de terem valores cinco vezes maiores
do que os das capacitancias das juncoes, levam apenas a mudancas quantitativas
dos resultados. Isto pode ser explicado como uma conseqiiéncia da posicao destes

elementos no circuito, pois preservam a simetria do dispositivo.

Com todos os elementos apresentados, podemos passar para a descricao quantica do
sistema. O qubit é descrito por cinco graus de liberdade (trés devidos as jungoes e dois
devido as capacitancias “parasitas”). A andlise do potencial nos revelou que a regiao de
interesse para a operagao do qubit, regiao na qual encontramos um poco duplo de potencial,
ocorre no espaco de fluxo para pontos em torno de ® = ¢4 e de ¢, entre 0 e 0.39P,. Além
disso, observamos que ao longo da linha . = 0 — 0.39®,, com & = Py, o sistema é

encontrado em um potencial de poco duplo simétrico. Denominaremos tal linha no espaco
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FIGURA 2.6 - Grafico de contorno do potencial U’(f), eq. (2.74), na linha de simetria,
para os valores de fluxo . = 0.36®y e & = ®,. A linha tracejada em
vermelho indica a diregao da coordenada lenta f}, na qual o potencial é um
poco duplo simétrico. As barras indicam a extensao da funcao de onda, na
vizinhanga dos minimos, na direcao répida f; .

de fluxo como linha de simetria ou de degenerescéncia (S line). A Fig. 2.6 apresenta um
corte no potencial U’; eq. (2.74), para um ponto dessa linha de simetria. O corte foi
escolhido de tal modo a conter os dois autovetores da parte quadratica do potencial U’,
C~/2M,C~'/2, com menores autovalores. Um deles tem autovalor nulo, o que faz com que
ao longo dessa direcao a energia de acoplamento Josephson seja dominante, tornando a
estrutura do potencial periédica ao longo da mesma (os minimos L1-R1 e L.2-R2, indicados
na figura, sdo idénticos). Essa periodicidade é uma manifestagao da periodicidade de 27
da fase supercondutora. Os pontos desenhados na Fig. 2.6 indicam a posicao aproximada
dos minimos relevantes para o problema. A linha tracejada ligando L1 a R1 indica a
coordenada assumida como “lenta” na aproximacao de Born-oppenheimer, as demais serao
consideradas como “rapidas”. Finalmente, ainda com respeito a Fig. 2.6, as barras de erro
verticais proximas aos minimos L2 e R2 indicam a extensao da funcao de onda do estado
fundamental, nessas regioes, ao longo desta diregao. Revelando o confinamento esperado

ao longo das direcoes rapidas.

A Fig. 2.7 apresenta a estrutura do potencial, para um ponto da linha de simetria,
quando “caminhamos” ao longo de cada uma das direcoes ortogonais. Como esperado,

para a coordenada “lenta” verificamos uma estrutura suave de poco duplo simétrico. Ja
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FIGURA 2.7 - Graéficos do potencial U’, eq. (2.74), na vizinhanga dos minimos relevantes,
para cada uma das componentes ortogonais de f. Cada grafico foi feito
fixando-se quatro coordenadas em seus pontos de minimo e variando-se a
varidvel restante. Para a coordenada “lenta” f; (linha sélida), vé-se uma
estrutura de pogo duplo (simétrico na linha de simetria). Para as coor-

denadas “réapidas” fﬂf), aqui calculadas para o minimo L1, encontra-se um
potencial harmonico aproximado. Fluxos externos utilizados nesses grafi-
cos: . = 0.360y e & = P,.

para as coordenadas “rapidas” o que se verifica é um rapido crescimento do potencial
quando nos deslocamos da posicao do minimo. Notadamente a forma destes potenciais é
aproximadamente harmoénica, corroborando a expansao do potencial, eq. (2.75), utilizada

na aproximagao de Born-Oppenheimer.

A dependéncia do potencial com os fluxos externos é dada de maneira bem distinta.
Por exemplo, mudancas em ®. acarretam em variagoes na distancia de separacao e na
altura da barreira de potencial entre os minimos. As Figs. 2.8-2.13 apresentam a di-
namica do potencial ao variarmos ®. na linha de simetria, ® = ®;. Percebe-se que ao
aumentar-se ®@., a distancia entre os minimos L;-R; diminui e que para L;-R;,; aumenta.
Concomitantemente a barreira de potencial diminui entre o primeiro par de minimos e
aumenta para o segundo. Para valores de fluxo ®. 2 0.399, o par L;-R; colapsa em
um unico minimo, desaparecendo a barreira de potencial, passando o potencial a ter a
forma harmonica nesse regime de fluxo. Observe que o par L;-R;;1 tem uma barreira de
potencial minima nao nula, e que é considerada bastante alta para o regime de operacao

do qubit (o que dificultaria criar estados de superposigdo quantica no sistema). Por isso,
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FIGURA 2.8 - Valores da fase associada a juncao Josephson J; para os pontos de minimo
do potencial, como funcao do fluxo de controle ®., na linha de simetria.
Sao apresentado dois pares de minimos (Li-Ri) vizinhos. Préoximo de &, 2
0.39%¢, a estrutura de duplo minimo colapsa em um unico minimo por
perfodo. Neste regime, a distancia entre os minimos simples (i)-(i 4+ 1) é
de 27

os minimos considerados relevantes para a computacao quantica sao L; e R;, no regime
de fluxo ®. > 0.36%,. A Fig. 2.14 mostra o comportamento da distancia de separacao
entre o estado fundamental, |0), e o primeiro estado excitado do sistema, |1). Observa-se
um crescimento exponencial na regiao de interesse 0.369y < &, < 0.38P, revelando um

rapido crescimento da amplitude de tunelamento entre os dois pocos.

Para variacoes de ® em torno de ®,, a mudanca ocorre no aparecimento de uma
diferenca de energia entre os dois minimos, quebrando assim a simetria do poco duplo.
Para grandes deslocamentos da linha de simetria (para este qubit, deslocamentos da ordem
de ® = ®y+4, (§ 2 0.01d)), apenas um minimo permanece estével (significa dizer que os
dois menores auto-estados de energia estao confinados em apenas um unico pogo). Com
a analise dos resultados obtidos até aqui, ja somos capazes de explicar uma observagao
experimental [15]. A Fig. 2.15 apresenta uma simulagdo de uma seqiiéncia de medidas
tais como sao realizadas no experimento. As medidas sao feitas varrendo-se ®, para um
dado valor de ®., da esquerda para a direita, e em seguida retornando da direita para
a esquerda. Para cada varredura determina-se o valor da supercorrente circulante em
um dos loops maiores do qubit, gerando-se entao o grafico da Fig. 2.15. Como se pode
observar, existem regioes nas quais essa varredura apresenta histerese. Este fenomeno

pode ser explicado pela existéncia do pogo duplo de potencial nesta regiao do espaco de
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FIGURA 2.9 - Valores da fase associada a jungao Josephson J; para os pontos de minimo
do potencial, como funcao do fluxo de controle ®., na linha de simetria.
Sao apresentado dois pares de minimos (Li-Ri) vizinhos. Préximo de &, 2
0.399, a estrutura de duplo minimo colapsa em um unico minimo por
periodo. Neste regime, a distancia entre os minimos simples (i)-(i + 1) é
de 27

fluxo, e pelo efeito que a variacao do fluxo ® tem para a forma do potencial. A explicacao
detalhada é dada por: partindo-se de um ponto distante da linha de simetria, ® = ®g, o
sistema apresenta um tnico pogo estavel, digamos L1, que corresponde a uma determinada
configuracao de corrente. A medida que nos aproximamos da linha de simetria, o outro
poco vai se tornando mais estavel, até que o potencial vira um poc¢o duplo simétrico. Por
conta da alta barreira de potencial, o sistema continua localizado apenas no poco L1.
Porém, continuando a varredura, o poco L1 vai se tornando cada vez mais instavel, até
que chega um momento no qual o sistema tunela para a configuragao mais estavel do
poco R1, que corresponde a outra configuracao de corrente circulante. Ao retornar na
varredura, o sistema permanecerd na configuragao correspondente ao minimo R1 até que
se atravesse a linha de simetria e este minimo passa a se tornar instavel. Resultando no
tunelamento para o minimo L1. A forma da histerese também pode ser bem explicada
através da Fig. 2.13. Olhando para ® = @, percebemos que a medida que diminuimos @,
de 0.49(, a regiao de histerese cresce rapidamente, refletindo o crescimento exponencial da
altura da barreira de potencial. No entanto, ao continuarmos diminuindo ®.., verificamos
que a regiao de histerese para de crescer e numa mudanca repentina passa a diminuir até
estabilizar-se num valor finito. Esta mudanga abrupta reflete o fato de que, para valores

baixos de ®., a barreira entre os minimos L1-R2 passa a ser menor do que a observada
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FIGURA 2.10 - Valores da fase associada a juncao Josephson J3 para os pontos de minimo
do potencial, como funcao do fluxo de controle ®., na linha de simetria.

Sao apresentado dois pares de minimos (Li-Ri) vizinhos.

Proximo de

®, 2> 0.399g, a estrutura de duplo minimo colapsa em um tnico minimo
por periodo. Neste regime, a distancia entre os minimos simples (z)-(i+1)

é de 27
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FIGURA 2.11 - Valores da fase associada a capacitancia parasita Cy para os pontos de
minimo do potencial, como funcao do fluxo de controle ®., na linha de
simetria. Para esta fase todos os pares de minimos (Li-Ri) tém os mesmos
valores. Isto ocorre devido a auséncia de um termo de energia Josephson
dependente desta fase.



34

N — 1,2
S. - --RL,R2
Tl R2
R1  ~~<._
6| Th
N\
o N
4l \
L2
L1
2 1 " 1 n 1 n 1 1 1 "
0.0 0.1 02 03 04 05
@ (D)

FIGURA 2.12 - Valores da fase associada a capacitancia parasita Cs para os pontos de

minimo do potencial, como funcao do fluxo de controle ®., na linha de
simetria. Para esta fase todos os pares de minimos (Li-Ri) tém os mesmos
valores. Isto ocorre devido a auséncia de um termo de energia Josephson
dependente desta fase.
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FIGURA 2.13 - Valor da barreira de potencial na linha de simetria como funcao de ®..

Sao apresentadas as alturas das barreiras entre os minimos L1-R1 (linha
sélida) e L1-R2 (linha tracejada). A barreira entre L1-R1 diminui rapida-
mente a medida que a distancia entre eles diminui. Para ®. 2 0.39®, a
barreira entre os minimos L1 e R1 desaparece.
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FIGURA 2.14 - Energia de separacao entre o estado fundamental e o primeiro estado ex-
citado, hry; = (1|Hgs|1) — (0|Hs|0), como fungao do fluxo de “controle” ®..
na linha de simetria. Grafico interno mostra em detalhe o regime
. = 0.36 — 0.38, a curva tracejada representa um ajuste exponencial
dos dados.

entre L1-R1, passando o tunelamento entre os minimos L1-R2 a ser mais provavel. Esta

mudanca de comportamento é um 6timo meio de calibracao dos fluxos aplicados.

2.3.1 Taxas

Tendo confirmado que a aproximagao de Born-Oppenheimer para funcao de onda do
sistema ¢é confidvel no nosso problema, procedemos com o calculo das taxas de descoeréncia
(2.51-2.53). A temperatura usada nos calculos foi de 7' = 5K (a temperatura real do qubit é
de T' = 30mK), o que representa uma estimativa da temperatura efetiva sentida pelo qubit,
devido aos acoplamentos com os circuitos externos. As Figs. 2.17-2.20 apresentam os
resultados encontrados considerando a presenca de capacitancias “parasitas”. Utilizaremos
a seguinte notagao para nos referirmos a cada uma das contribuicoes dos circuitos externos:
o subindice s denomina os efeitos do circuito que esta acoplado ao loop menor, este circuito
é caracterizado pela impedancia Z;; o subindice [ denota os efeitos do circuito acoplado ao
loop maior, sendo aquele caracterizado pela impedancia Z,. As curvas referentes ao loop
menor, 11, e Ty, sao perfeitamente simétricas, o que ja nao ¢ observado em T; e Ty;. Isto
pode ser explicado sabendo-se que o potencial efetivo (2.80) tem a seguinte propriedade
no nosso problema:

u(f), ® = &g +€) = u(—f),® = Py —¢), (2.86)
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FIGURA 2.15 - Simulacao da corrente circulante no loop de aquisicao de dados, como
funcao do fluxo @, parametrizada pelo fluxo ®.. A varredura nos fluxos
mostra regioes verticais de histerese, indicando a presenca de um potencial

de poco duplo nessas regioes. Figura gentilmente cedida por Roger H.
Koch

donde podemos concluir que os termos de f{"*(f;) fmpares em fj e em € tém que ter a

forma produto efj. Deste modo os primeiros termos da série de Taylor para r; - £ (f))
devem ser dados por:

rj - £ () = ayff 4 byefy 4 - - - . (2.87)

além disso, eq. (2.86) implica na seguinte paridade da fungao de onda: (fjla,e) =
(—fj|a, —€), onde (f|c, €) significa a fungao de onda do a-ésimo auto-estado do sistema,
calculado para o fluxo ® = &y + €. Usando estas constatagoes e (2.87), podemos analisar

a paridade dos termos do elemento de matriz (2.81):

/dfryfu(aﬁlfﬂfulﬁa@ = /dfnr}fn(%—d—f><—f|||ﬁa —€)
= /dfnfj!fn@’—€|f||><f|||ﬂ, —€) (2-88)

/dfll(ajffﬂLbjff)(0476|f||><f|K3, €) =/df||(—ajf2+bj€f||)<0¢;—€!f||><f||lﬁ, —€)

= —/dfn(ajf2 — bjef) ) {a, —€lf)) ()13, —€). (2.89)
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Verificamos assim que o termo longitudinal do elemento de matriz 2.81 é uma funcao par
de €, e que o termo transverso ¢ uma funcao impar. Tudo isto posto, podemos agora
entender o porqué da perfeita simetria de T3, e Tys. Ela decorre por conta do fato que
para essas grandezas r| = 0, fazendo com que («a|r; - f|3) tenha paridade definida com
relacao a e. Esta perfeita simetria observada é uma conseqiiéncia direta da forma como o
qubit e o circuito Z; se acoplam, acoplamento este que nao quebra a simetria do sistema.
Para os termos T7; e Ty, a contribuicao longitudinal é nao-nula, rg # 0, assim as corregoes

transversais tornam (a|r, - f|3) sem paridade definida com respeito a e.

Analisando os comportamentos das curvas nas Figs. 2.17-2.20, podemos verificar a

existéncia de dois regimes distintos que iremos identifica-los como:

e um semiclassico, observado para valores de ®,. < 0.399(, onde o potencial é des-
crito por um pogo duplo com a posi¢ao do minimo a esquerda e a direita dados

respectivamente por:

fr, = {fjL, £ (1)}, (2.90)
fr = {fjr, £ (f1r)}. (2.91)

Devido a alta barreira de potencial separando os minimos, os estados fundamentais
de cada pogo simples, |L) e |R), podem ser aproximados como orbitais localizados
centrados em f;, g, deste modo (L|R) ~ 0. Assim os dois primeiros auto-estados do
sistema podem ser escritos de maneira aproximada como combinagoes simétrica e

anti-simétrica de |R) e |L)

0) = %( 1+wimyL>+ 1—wi01\R>), (2.92)
1 € €
) = \ﬁ( 1- 1) - 1+w—01|R)>, (2.93)

onde hwoy = (1|Hs|1) — (0|Hs|0), sendo wo; = VA2 + €2. € = (L|Hg|L) — (R|Hs|R)
mensura a anti-simetria do pog¢o duplo (determinada pela diferenga ® — ®p), e A =
(L|/Hg|R) ¢ a amplitude de tunelamento entre os pogos (fun¢do de &, no nosso
problema). Observe que A aumenta exponencialmente com @, Fig. 2.14, em acordo
com a predicdo apontada pela aproximacao WKB [34]. Uma vez que |L) e |R)
sao orbitais localizados, assumiremos a seguinte aproximagao para os elementos de

matriz:

(LIf|R) ~ 0, (LIf|L)~f;, (R|f|R)~ f. (2.94)
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Das eqs. (2.92)—(2.94) o elementos de matriz envolvendo os auto-estados de energia,

eq. (2.81), passam a ser dados por

1A

(Olr; - f]1) =~ §w_01r‘j - Af, (2.95)

(Ofr; - £]0) — (1[r; - £]1) =~ wirj.Af, (2.96)
01

onde Af = f; — fg.

e 0 outro regime, chamado de “harmonico”, ocorre para @, = 0.399,. Dois pontos sobre
a forma do potencial merecem ser destacados: primeiramente, como ja foi comentado
anteriormente, a estrutura de poco duplo do potencial colapsa em um poco simples
para o regime de valores de ®. em questao. O potencial é perfeitamente harmonico
para pontos da linha de simetria, deixando continuamente de sé-lo para valores de
€ nao-nulos; o outro ponto a ser relatado é que, ao aumentarmos ®. para um dado
€ # 0 fixo, observamos que o pogo simples vai se tornando cada vez mais harmonico.
Esta observacao sera capaz de explicar o comportamento das curvas obtidas nesse

regime.

Além disso, algumas curvas apresentam uma mudanga brusca de comportamento ao pas-
sarem pelo ponto ® = (1+§)Pg, d ~ 0.01, como discutido na se¢ao anterior, neste regime
de fluxo um dos pocgos passa a ser instavel, sendo a dinamica concentrada apenas no poco
estavel. Antes de discutirmos os resultados apresentados com mais detalhes, facamos uma

discussao sobre o termo nao-aditivo que ocorre neste problema.

2.3.1.1 Nao-aditividade das taxas

Para o caso contendo apenas duas fontes de dissipagao, conseguimos somar exatamente

a série que gera L | eq. (2.62). Sendo o resultado final dado por:

Lc12 1
L} (w) - L0712 Lz, (w)+Le,11
e [Lz,(w) + Leni][Lz,(w) + Lego] — L2 1 1 Leio

LZ2 (w)+Lc,22

Usando os valores dos parametros fisicos do qubit em estudo, encontramos que os elementos
de L. podem ser escritos aproximadamente por L.1; ~ Ly = 32.18pH, L.o = Ly =
605.03pH e L.19 ~ Mi3MiaM34/(L1L3) = —3.22 107%pH. Devido ao acoplamento fraco

entre o qubit e o banho, o termo nao-aditivo é completamente desprezivel para esse arranjo
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FIGURA 2.16 - Tempo de relaxacao como funcao de ReZ;, para M3 = 0.5pH, na situacao
de acoplamento mais intenso. A linha tracejada representa T} sem o termo
nao-aditivo, as curvas trago-ponto e sélida incluem 1/7™* para os casos
Ry, = —10kQ e Ry, = 10k€2, respectivamente. A figura interna apresenta
T, para R = ReZ; = 75¢), como funcao do acoplamento M3 entre os
loops menor e maior do qubit

experimental, sendo da ordem de

1/T1(mix) W Lepa(Lean + Leos)

— ~ 1071 (2.97)
/1 R

onde consideramos as impedancias puramente resistivas, Z;(w) = R = 50€2.

Caso o arranjo experimental nao fosse bom, de tal modo que os acoplamentos entre o
qubit e os circuitos externos fossem mais intensos, o termo de nao-aditividade passaria a
dar contribuicoes relevantes para a dissipacao. A Fig. 2.16 apresenta T como funcao do
valor da parte resistiva da impedancia, e no grafico interno como funcao da interacao entre
os loops menor e maior do qubit. As impedéncias sao assumidas dadas por Z; = R, Zy =
R + iRy, onde R = 75Q e Ry, = £10kQ (R;, > 0 corresponde a um cardter indutivo,
e Ry < 0 a um capacitivo). A curva tracejada apresenta T} sem se considerar o termo
nao-aditivo, as curvas sélida e trago-ponto computam o efeito de 1/T™* para Ri, > 0
e Ry, < 0, respectivamente. Como esperado, as curvas indicam uma piora do tempo de
relaxagao a medida que aumentamos o valor da impedancia externa ou a interagao entre
os loops do qubit. No que concerne a nao-aditividade, podemos observar que desconsiderar
o termo 1/T/™* pode levar a um erro de até 20% na estimativa da relaxacdo neste caso.
Além disso, o conhecimento deste resultado poderia indicar o melhor arranjo experimental
possivel para a operacao do qubit (no caso, impedancias com carater capacitivo), supondo

que o acoplamento sistema-banho nao pudesse ser diminuido. Assumimos que neste caso o
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FIGURA 2.17 - Tempo de relaxacao T3, associado a fonte de dissipacao Z;, para o caso
contendo capacitancias parasitas. Os varios graficos de 17, sao apresen-
tados como funcao dos fluxos ®. e . A barreira de potencial permanece
alta até pontos de @, ~ 0.399(, como conseqiiéncia, tem-se que o sistema
pode ser bem descrito por um modelo semicldssico. Para ®. 2 0.399, o
comportamento é analogo ao do esperado para um potencial harmonico.
A perfeita simetria com relacao ao ponto ® = & ocorre como uma ma-
nifestagao da simetria do qubit. Para grandes deslocamentos com relagao
a linha de simetria (& = (1 £ )Py, com 6 > 0.01), os dois primeiros
auto-estados encontram-se localizados em um tnico pogo, o que explica a
mudanca de comportamento apresentada nas curvas.

arranjo experimental teria os novos valores dos parametros fisicos: Ly = Ly = 12nH, M5 =
VLiLy e Myy ~ +/L3L4 (acoplamento indutivo forte).§§ Como veremos nas proximas
secoes, o arranjo experimental “ruim” acarreta em tempos de coeréncia da ordem de 103
vezes menores do que os observados para o arranjo com acoplamento fraco, devendo assim

ser prontamente evitado na implementacao deste dispositivo como um qubit.

2.3.1.2 Ty,

A Fig. 2.17 mostra que T}, é simétrico e apresenta uma forte divergéncia para ® = ®
(ponto evitado nos dados que geraram a Fig. 2.17). Além disso, & medida que aumentamos

®., observamos que T}, decresce exponencialmente, mudando repentinamente para um

5 A hipétese feita do acoplamento sistema-banho mais intenso assumida ainda encontra-se no regime
de validade da aproximagdo de Born-Markov, uma vez que a condi¢do J;(wo1)/wo1 < 1 é satisfeita se
|Zi|> > €2/h. O que acontece no caso em consideracio.
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crescimento exponencial com ®.. Estes dois comportamentos podem ser explicados usando

os limites semicldssico e harmonico.

Para os valores iniciais de ®., 0.36®5 < &, < 0.399,, o comportamento das curvas pode

ser bem explicado pela aproximagao semiclassica. Como o termo longitudinal é nulo para
g . o . , _T

a contribuicao devida ao circuito acoplado ao loop menor, isto é r! = (a{m cY 2)” =0,

o elemento de matriz (2.81) passa a ser dado por:

1 A2 min min
[(Ofes - £1D)P = (O} - £ D ~ 5 = [0 - (B () — £7ED)” (2.98)
01

no tltimo passo usamos a aproximagao semicldssica (2.95). Usando a expansao (2.87) e

ff = —fﬁ para € = 0, encontramos:

2
1(0|r; - £]1)]? ~ L. Ve (fl)? (2.99)
! 4wk I
01
wa; 11
Tls 0.8 A2€2 = F —f- 6—2 (2100)

Este resultado estd em pleno acordo com o comportamento observado nas curvas de Ti,.
H&a uma divergéncia evidente para pontos da linha de simetria, e como A cresce expo-
nencialmente com o aumento de ®., verificamos a razao pela qual T}, diminui da mesma

maneira com P..

Para os valores de fluxo ®, 2 0.399, o potencial é um pogo simples quase-harmonico
(perfeitamente harmonico na linha de simetria), que vai se tornando cada vez mais harmo-

nico a medida que aumentamos ®.. Assim observamos que o elemento de matriz

{Olry - £[1) Z/dfn(rf- T (1) (0L (£ 1) %/df(a1f2+b16f)<0lf><f|||1>, (2.101)

¢ nulo para € = 0, pois as fun¢oes de onda (f)|0) e (f|1) do oscilador harmonico tém
paridade opostas, explicando assim a divergéncia apresentada nas curvas de Tj5. Para
pontos fora da linha de simetria, € # 0, o termo quadrédtico em f; na integral vai se
tornando exponencialmente nulo ao aumentarmos ®., uma vez que as fungoes de onda
(f110) e (f)|1) vao se tornando aquelas do oscilador harmoénico. Explicando o crescimento

de T1s com P, neste regime de fluxo.

2.3.1.3 Ty

Ao contrario do que ocorre em T, o termo longitudinal é nao-nulo para 77y, isto é,
rl = (angC1/2)H # 0, fazendo com que as curvas da Fig. 2.18 nao sejam perfeitamente

simétricas. A aproximada simetria observada decorre do fato que o termo longitudinal é
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FIGURA 2.18 - Tempo de relaxacao 17, associado a fonte de dissipacao Z,, para o caso
contendo capacitancias “parasitas”. Os varios graficos de T3, sao apre-
sentados como fun¢ao dos fluxos ®. e . Analogamente a Ti,, T; tem
dois regimes distintos, um “semicldssico” ®. < 0.39Py, e um “harmo-
nico” ®. 2 0.399,. A simetria aproximada decorre das contribuigoes
dominantes || para os elementos de matriz (2.81)

dominante no célculo do elemento de matriz (2.81). Procedendo analogamente ao caso

anterior, temos que a aproximacao semiclassica nos da

_ 1 A?
Ty o (Ol 0P = — Iy (Ef — ()] (2.102)
01
62

Concordando com o comportamento observado nas curvas da Fig. 2.18: um minimo na
linha de simetria, e uma diminui¢ao exponencial do tempo de relaxagao quando aumenta-

mos ..

Para o regime de poco simples, a componente longitudinal continua dominante, com

o elemento de matriz dado por

O 1) ~ [ ey + aoff + b)) O 61D ~ [ an el OIIEID, (2100
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FIGURA 2.19 - Tempo de descoeréncia Tys associado a fonte de dissipacao Z;, para o
caso contendo capacitancias “parasitas”. Os varios graficos de T}, sao
apresentados como funcao dos fluxos ®. e . A estrutura de dois picos é
entendida como uma manifestagao do peso diferente que os estados |0) e
|1) desempenham nos elementos de matriz (2.81). A simetria matematica
ocorre devido a simetria do qubit.

como nao temos problema de nulidade do elemento (0|ry - f|1) (consequentemente, di-
vergéncias em T7;) neste caso, observamos de (2.104) que 73; é uma funcdo fracamente

dependente de € e ®., em acordo com o que se verifica na Fig. 2.18.

2.3.1.4 Ty,

Do mesmo modo que 7'y, Ty, nao contém contribui¢ao do termo longitudinal. Usando

(2.96), a aproximacao semiclédssica prediz

2
(0] v - £]0) — (1|v - £]1)]? ~ 5—2 x BE(Hf)? (2.105)
01
2 1 A2
Ty, o % =5+ (2.106)

Determinando uma forte divergéncia de T}, para ¢ = 0. Este comportamento pode ser
observado para os valores iniciais de ®. na Fig. 2.19, porém para valores maiores de &,
essa predi¢ao nao se encontra em acordo com o comportamento observado (uma estrutura
de dois maximos que se distanciam rapidamente). Isto ocorre porque, na linha de simetria,

a aproximagao semicléssica nos diz que os elementos [(0[f]0)]? e [(1|f|1)|* sao iguais, sendo
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esta hipotese correta se as fungoes de onda dos estados fundamental e excitado forem muito
bem localizadas na regiao dos pogos (com amplitude tendendo a zero na regiao da barreira
de potencial), fato este ocorrendo para os valores iniciais de ®. (a barreira de potencial
é bastante alta nestes casos). No entanto, como vimos na Fig. 2.13, a barreira diminui
rapidamente a medida que aumentamos ®., tendo como conseqiiéncia alargar a funcao de
onda para além da regiao dos minimos. Deste modo a diferenca entre os elementos de

matriz passa a ser nao-nula.

Para ®. 2 0.39®,, podemos entender o comportamento de Tys analisando em detalhe

o elemento de matriz
(alry - fla) Z/dfn(rf~ T () (alfy) (£ ler) %/df(a1f|2+b1€f||)<a|f|><f||a>a (2.107)

onde o = 0, 1. Para € = 0, encontramos que <1|fﬁ|1> - (O|fﬁ|0) = h/mwp, uma vez que
as funcoes de onda (f)|0) e (fj|1) sao as dadas para o oscilador harmoénico, isto explica o
crescimento de T}, como funcao de ®.. Para pontos fora da linha de simetria, € # 0, o termo
linear em f na integral vai se tornando exponencialmente nulo ao aumentarmos ®., uma
vez que as funcoes de onda (fj|0) e (fj|1) vao se tornando aquelas do oscilador harmonico,
fazendo com que os picos ocorram para valores cada vez maiores de e, justificando o

movimento dos picos para pontos bem distantes de & = P,.

2.3.1.5 Ty

Finalmente, a Fig. 2.20 mostra Ty. Assim como em 7j;, o termo longitudinal é
dominante neste caso, e devido as corregoes transversais, Ty nao é simétrico. No regime
semicldssico temos

2

_ €
T3 oc [0l - £10) — {1y - F1)2 & 5[y (0 — ) (2,108
01
2 A2
(a— (2.109)
€

Vemos que T} cresce com A, e que a divergéncia torna-se mais intensa também com o

aumento de P..

Para o limite harmonico,
(afrs - fla) ~ /dfn(fzfn + asfif + baefy ) arlfy ) (fy ), (2.110)

onde a = 0, 1. Para e = 0, encontramos novamente que <1|fﬁ\1> - <O\fﬁ]0> = h/mwp.
Para pontos fora da linha de simetria os termos lineares em f; tornam-se muito pequenos

quando ®. aumenta. Por isso o deslocamento do pico para pontos distantes de € = 0.
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FIGURA 2.20 - Tempo de descoeréncia Ty, associado a fonte de dissipacao Zs, para o
caso contendo capacitancias “parasitas”. Os varios graficos de T} sao
apresentados como funcao dos fluxos ®. e ¢. A quebra de simetria das
curvas ocorre devido as contribuigoes transversais para os elementos de

matriz (2.81), e estd associada a quebra de simetria do sistema provocada
pelo acoplamento entre o qubit e a fonte Zs.

2.3.1.6 Capacitancias “parasitas” vs. caso “limpo”

Até agora nao tecemos comentario algum a respeito da presenca das capacitancias
“parasitas”. As Figs. 2.21 e 2.22 apresentam resultados de T, e Ty para o qubit da
Fig. 2.5 sem as capacitancias Cy e Cj, isto é, Cy = C5 = 0. Podemos observar que os
mesmos comportamentos qualitativos vistos nas Figs. 2.17 e 2.20 sao mantidos no caso
“limpo”. Porém, quantitativamente os resultados variam apreciavelmente. Na regiao de
poco duplo, T} é 10 vezes maior para o caso contendo as capacitancias parasitas, ja na

regiao harmonica os valores sao aproximadamente os mesmos.

Podemos entender esse comportamento através da andlise das Figs. 2.23 e 2.24.
Observa-se que o efeito das capacitancias “parasitas” no potencial é aumentar a distancia
de separagao entre os minimos, sendo que a barreira de potencial permanece a mesma (a
diferenca calculada foi menor do que 107%%). Por conta destes fatos, espera-se que a taxa
de tunelamento entre os pogos seja maior no caso “limpo”, resultando em um tempo de re-
laxacao menor. A Fig. 2.24 nos mostra que este comportamento persiste por todo regime
de poco duplo. Na regiao harmonica os potenciais permanecem praticamente inalterados,

o que faz com que as taxas sejam aproximadamente iguais.
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FIGURA 2.21 - Tempo de relaxacao T3, associado a fonte de dissipacao Z;, para o caso

sem capacitancias “parasitas”. Observa-se o mesmo comportamento do
apresentado na Fig. 2.17
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FIGURA 2.22 - Tempo de descoeréncia Ty associado a fonte de dissipacao Z,, para o
caso sem capacitancias “parasitas”. Observa-se 0 mesmo comportamento
do apresentado na Fig. 2.20



2.8 Resultados 47

| —— with "stray" capacitances .
| - - - - without "stray" capacitances |!
700 | ' .'
% ' .'
£ | ;
7/ ! 1
G~ ! i
~ ! )
2 ' '
702 + | '
1 1 1 1 1
-6 4 -2 0 2 4 6

Il

FIGURA 2.23 - Potencial U’(f), eq. (2.74), ao longo da coordenada “lenta” f| para os ca-
sos contendo (linha sélida) e nao contendo (linha tracejada) capacitancias
“parasitas”. Observa-se que a altura da barreira de potencial que separa
os minimos é praticamente a mesma para ambos os casos (a diferenga
calculada é da ordem de 107%%), e que a distancia entre eles muda consi-
deravelmente. Por conta destes fatos, espera-se que a taxa de tunelamento
seja maior para o caso que nao contém capacitancias parasitas, resultando
em um menor tempo de relaxacao 77. Esta conclusao pode ser confirmada
comparando-se Figs. 2.17 e 2.21. Valores de fluxos usados nos graficos:
(I)c = 036(130 ed= q)o.

A nossa conjectura para este aumento de 1] devido as capacitancias “parasitas” é que,
como esses elementos nao sao dissipativos e as suas posicoes no circuito mantém a simetria
do qubit, a introducao destes novos elementos tende a reforcar a simetria do qubit e deste
modo a blindar o dispositivo contra possiveis flutuacoes introduzidas pelo acoplamento

com os circuitos dissipativos externos.

2.3.1.7 Taxas totais

A Fig. 2.25 apresenta Ty, T, e T, totais calculados desconsiderando-se os termos
nao-aditivos, isto é, 1/Tx = > i1 / T)((j ). Como esperado, as curvas apresentam dois com-
portamentos distintos, um para valores de ®. < 0.399, (regime de pogo duplo) e outro
para ®. 2 0.39 (regime harmonico), o que gera um minimo em 77 e um maximo em 7T,
e Ty. Ty, é dominante em todo o intervalo no célculo de 7. J& T}, ¢ dominado por Ty

para ®. pequeno, sendo que T, passa a dominar para valores de ®. > 0.38®,. Deste
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FIGURA 2.24 - Gréficos das posi¢oes dos minimos (L; —R;) na coordenada “lenta” f;; como
funcao de ®. ao longo da linha de simetria. A curva soélida representa o
caso contendo capacitancias parasitas e a curva tracejada o caso que nao
contém.

modo pode-se atestar que ambos os circuitos dissipativos desempenham papel importante

na dissipagao do sistema.

Para a operacao experimental do sistema, podemos observar que o tempo de relaxacao
é muito longo para valores baixos de ®., o que indica a regiao preferencial para a iniciagao
do qubit (T}, e consequentemente 75 sdo pequenos nesse regime, porém estes ndo desem-
penham papel importante para esta operacao). Os valores altos de T} nada mais sdo do
que uma manifestacao da grande barreira de potencial encontrada nesse regime de fluxo.
A medida que aumentamos ®. a barreira vai diminuindo, até que se atinge as condigoes
desejadas para a operacao do qubit, a saber, uma estrutura de poco duplo com uma baixa
barreira de potencial. Este é o caso do intervalo 0.37®y < &, < 0.38%,. Para este inter-
valo, 77 tem um minimo em torno de 200ns, e 75 um maximo da ordem de 100ns. O que
revela uma situagao nao muito confortavel para a permanéncia do qubit neste regime por
tempos muito longos. Porém, como é esperado [9] um tempo de operacao total menor do
que 10ns nesta regiao, tem-se que estes tempos sao aceitaveis para a implementacao deste

dispositivo como um qubit.

O gréfico interno da Fig. 2.25 apresenta o que ocorreria no caso de um ajuste imperfeito
de @, tirando o sistema da linha de simetria por uma variagao de 1m®,. O que se observa

é que, mesmo para um deslocamento tao pequeno, as grandezas em questao ja apresentam



2.4 Conclusao 49

10° "Shifted S line: =1001Q"
; 10° —T, —T, T,
10° £
N 10° 3
- E
10°
107 £
1

| 1 1 1 L 1 L | 1 | 1 1
036 037 038 039 040 041 042
D, (D)

[ 0

FIGURA 2.25 - Tempos Ty, T, e T5, ao longo da linha de simetria, ® = ®,. Verificamos
uma janela desejavel de operacao do qubit no intervalo de fluxo &, =
0.37—0.38®,. Grafico interno apresenta a situacao para um deslocamento
de 1m®, da linha de simetria.

variagoes perceptiveis. O que sinaliza que desvios muito grandes precisam ser evitados no

experimento.

2.4 Conclusao

A formulacao geral proposta neste capitulo para a descricao quantica de qubits super-
condutores, via o modelo Caldeira-Leggett para varias fontes, juntamente com o desen-
volvimento da aproximagao de Born-Oppenheimer nos permitiu fazer um extenso estudo
dos tempos de relaxacao e descoeréncia de um qubit de fluxo, Fig. 2.5, em funcao dos
campos externos aplicados. A andlise dos resultados obtidos revelou que a simetria do
dispositivo tem papel fundamental sobre as taxas de dissipacao. Verificamos que os dois
circuitos dissipativos acoplados ao qubit desempenham papel importante na dinamica do
mesmo, e que, apesar do regime de acoplamento fraco, os tempos de coeréncia ainda nao

sao os ideais para o regime de operacao do qubit.



50




o1

3 PONTOS QUANTICOS

O problema de interesse ¢ o estudo dos efeitos de fonons actisticos na dinamica do grau
de liberdade de spin do elétron aprisionado em um ponto quantico. Como o acoplamento
entre o spin eletronico e os fonons da rede é dado indiretamente, via interacao spin-orbita,
devemos determinar o banho efetivo visto pelo spin. Conhecendo a funcao espectral efetiva,

podemos investigar a dinamica dissipativa através das solugoes das equagoes de Bloch-
Redfield.

3.1 Introdugao

Um ponto quantico é essencialmente uma regiao onde ha a possibilidade de se confi-
nar elétrons em todas as trés dimensoes espaciais. As dimensoes dessa regiao, em geral
da ordem [35] de 10 — 100nm, levam a quantizacdo do espectro do movimento orbital,
gerando uma estrutura muito similar a de dtomos (muitas vezes os pontos quanticos sao
chamados de atomos artificiais ou superdatomos). O confinamento pode ser obtido [35]
através da utilizagdo de portas elétricas e/ou gravando os pontos quanticos, através de
técnicas de litografia de feixe de elétrons/ions, em uma heteroestrutura semicondutora
contendo um gés de elétrons bidimensional. Tais pontos quanticos sao chamados de “la-
terais” e “verticais”. H& outro método de fabricacao conhecido como crescimento auto-
organizado, que usa compostos com constante de rede apreciavelmente diferentes (cerca
de 7% entre GaAs e InAs), para gerar a transi¢ao espontanea de uma estrutura de rede
ordenada, para um arranjo aleatério de pequenas ilhas, transicao esta conhecida como
Stranski-Krastanow [35]. Os pontos quanticos auto-organizados apresentam formas mais
regulares e uma distribuicao de tamanhos bem homogénea quando comparados com os
pontos quanticos laterais e verticais. Apesar dos grandes progressos das técnicas de fa-
bricagao e controle dos pontos quanticos, apenas recentemente conseguiu-se medir o spin
de um elétron aprisonado [12,13]. A possibilidade da utilizagao de tais dispositivos como
qubits j& é bem conhecida e explorada [36,37]. Medidas experimentais da relaxagao de
spin entre estados separados por um campo Zeeman, tém revelado que a relaxacao do

spin eletronico aprisionado em pontos quanticos ocorre mais lentamente do que em uma
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estrutura volumétrica (bulk). Tendo sido observado tempos de relaxagao de 0.85ms em
pontos quanticos bidimensionais de GaAs [12], e de até 20ms em pontos quanticos auto-
organizados de GalnAs [13]. Os principais processos envolvidos na relaxacao de spin em
pontos quanticos sao esperados serem, para campos menores do que 0.5T, via interacao
hiperfina com os nicleos da rede [38] e, para campos da ordem ou maiores do que 1T,
via interagao spin-6rbita [39,40]. Estaremos interessados em analisar a relaxacao para o
segundo tipo de interacao. Este é um processo de relaxacao que ocorre de modo indireto,
através de transicoes de fonons da rede que, acoplados ao movimento orbital, geram uma

dinamica dissipativa para o grau de liberdade de spin.

3.2 Banho estruturado para spins de interacao spin-érbita

Estaremos interessados na dinamica dissipativa de pontos quanticos bidimensionais
isotropicos, com potencial de confinamento lateral parabdlico e interagao Dresselhaus para
o acoplamento spin-6rbita. Além disso, para a interacao elétron-fonon consideraremos
apenas interacoes com fonons actsticos via potencial de deformacao e efeito piezoelétrico.
Trabalhos teéricos [39,41] vém abordando este sistema através de uma andlise perturbativa
do acoplamento spin-érbita. Dentre os principais achados esté a previsao que a relaxacao
do grau de liberdade de spin do elétron aprisionado no ponto quéantico é menos eficiente
do que em uma estrutura volumétrica. Aqui seguiremos o desenvolvimento nao pertur-
bativo exposto por Westfahl Jr. e colaboradores [16] para o calculo da funcao espectral
do banho efetivo visto pelo spin eletronico. Eles demonstram que, ao contrario da andlise
perturbativa, existe uma pronunciada ressonancia no banho que pode ser facilmente ajus-
tada a freqiiéncia Zeeman dos spins, delimitando dois regimes de dissipagao diferentes: um
super-ohmico para baixas freqiiéncias; e um ohmico ou sub-0hmico para o regime de altas

freqiiéncias. O ponto de partida para tal dedugao é o hamiltoniano de spin

hA 1 1
Heo = —TAx ~+ hwo (a;ay + 5) — P36y Py + hwo (alaz + 5) + po.P;, (3.1)

onde definimos y — z como o plano que define o ponto quantico, hA = gugB, representa
o campo Zeeman, (3 é a constante de acoplamento spin-6rbita (para heteroestruturas de
GaAs, 3 ~ 3 x10°m/s), (ay,a}) e (a.,al) sdo os operadores bosonicos usuais do oscilador
harmonico que representam o movimento orbital nas direcoes y e z, e wy ¢é a freqiiéncia

natural do potencial lateral confinante.

Podemos escrever a interagao elétron-fonon como [42]

C .
Hel*fon = Z {hqubIMbq,,\ -+ %‘;elq-r (bIL)\ + bq’)\>} (32)

QA
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onde Cq4 ) ¢ a constante de acoplamento elétron-fonon para fonons com polarizagao A e
freqiiéncia wq z, e T = (x,y, z) é 0 operador posigao do elétron. O acoplamento apresentado
em (3.2) supoe que, uma vez sendo a massa do elétron muito menor do que as dos atomos,
o potencial do elétron pode ser considerado independente das velocidades dos atomos da
rede, dependendo apenas das suas posigoes (esta aproximagcao é conhecida como adiabética
[42]). Neste caso, o campo visto pelo elétron é alterado pelos deslocamentos dos atomos
das suas posicoes de equilibrio na rede. Essas pertubagoes no campo podem ser divididas
em contribuigoes devidas ao deslocamento dos dtomos préximos ao elétron (chamadas
de forcas de curto alcance), e contribuigoes originadas pela polarizacao da rede devido a
mudanca de posicao dos atomos (chamadas de forgas de longo alcance). Para interagdo com
fonons acusticos, o primeiro tipo de contribuicao, na teoria do potencial de deformacao,
tem constante de acoplamento proporcional ao vetor de onda q, e para o segundo tipo de

contribuicdo, em cristais piezoelétricos, tem-se Cqx o< 3_;; 4;d; [42].

Considerando apenas a interacao do elétron com os modos de fonons acusticos em
estruturas de zincblende, Westfahl e colaboradores [16] mostraram que, dentro da aproxi-
macao de resposta linear para o sistema de féonons, o hamiltoniano elétron-fonon (3.2) é

mapeado no modelo de banho de osciladores com fungao espectral dada por

Js(w) = m*whds (ﬁ) Olwp — w) (3.3)

onde s = 3 para a interacao piezoelétrica, com constante de acoplamento adimensional

03 = % (% + #), e s = b para o potencial de deformacao, com 5 = 2;:;;:)*%{’ onde
wp ¢ a freqiiéncia de Debye, v; e v; sao respectivamente as velocidades do som longitudinais
e transversa, p é a densidade do material, (e,,)14 é 0 tensor eletromecanico para estruturas
de zincblende, m* é a massa efetiva do elétron, e a.r é o potencial de deformacao no ponto
I'. 6 é a funcao degrau. As constantes de acoplamento d3 e d5 sao, em geral, da ordem de

10% e 10° respectivamente.

Uma vez conhecida a funcao espectral que mapeia o hamiltoniano elétron-fonon no
modelo de banho de osciladores, podemos agora tentar determinar a fungao espectral do
banho efetivo acoplado ao grau de liberdade de spin. Para tal, vamos assumir que o grau
de liberdade de spin possa ser descrito por uma particula de massa M4 com coordenadas
canonicas {A,pa} e potencial U(A). Um exemplo que corresponderia a esta hipitese é
o caso de uma particula sujeita a um potencial de pogo duplo, cuja dinamica a baixas
temperaturas fica restrita aos dois primeiros auto-estados de energia. Neste exemplo, os
estados de spin o, = +1 corresponderiam a particula M4 ser encontrada no poco do lado

esquerdo ou direito [43]. Assim, sob esta hipdtese, podemos escrever o hamiltoniano do
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sistema spin-orbita-fonons de maneira geral como
2

pA P L L9
H= - A
20, +U(A) + BAp 5 3
2

maw C,
_'_ Z {Qma (qa + mawg Q)Q} 9 (34)

onde as varidveis {q,p} correspondem as do movimento orbital e {q,,p.} as dos fonons.

Sendo a fun¢ao espectral dos fonons, J(w) = 2 Ca

- 2 O MaWa

d(w—wy), dada no nosso problema

por (3.3). As equagoes de movimento do sistema derivadas de (3.4) sdo dadas por

MsA = —0,U(A) — Bm"(0rq — 514) (3.5)
m'G = m*poOA— (m” wo Z Cola, (3.6)
Moo = —mawiqa — Cug. (3.7)

Definindo a transformada de Fourier de ¢(f) como

i) = [ ate. (39

com Imz < 0, obtemos o seguinte conjunto de equagoes:
—0AU(A) = —22M4A +izm* (G — m*ﬁ2f~1 (3.9)
—22m*§ = izm*BA— (m*wi+ Z Z Coda, (3.10)

—z2maq~a = —mawicja—Caq. (3.11)

Da tultima equagao tiramos que
Ca
T L 3.12
4 za: Mo (W2 — 2)1 (3.12)
Substituindo (3.12) em (3.10), obtemos
A, (3.13)

onde

L(z) = —2° {m* + Z man(woé — 7 } (3.14)

m*+;/ooo dw%}. (3.15)
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No 1ltimo passo usamos a definicdo da fungao espectral J(w) = 5> Ca dw — wy).
Substituindo (3.13) em (3.9), encontramos

{—ZQMA . #;i(z) . m*ﬁ2} A= —8,0(A), (3.16)
—  K(2)A(2) = —0,U(A). (3.17)

Assim podemos definir a fungao espectral efetiva como
Jep(w) = lir% Im(K(w —i€)), sendo nesse caso

K(z) = —2°My— —————~ —m*3*. (3.18)

Tomando o limite de L(z — w — i0") de modo adequado, obtem-se a seguinte expressao

para a densidade espectral efetiva [16]

Jop = m* (%0, - Q(ﬁ) 5 ) (3.19)
()" = (2)*0+7w)) +62()
f@) = ~Z(E)BEL 50+ (-1)B-22,5,0))

onde B é a func¢ao beta incompleta generalizada. Como vimos anteriormente, para o nosso
caso temos s = 3 para a interacao piezoelétrica e s = 5 para o potencial de deformacao.

A Fig. 3.1 mostra a fungao espectral efetiva para o caso s=3.

A regido préxima ao méximo de J.r(w), para o limite de baixas freqiiéncias, tem a

forma aproximada de uma lorentziana dada por

_ — Q)WDQS E
~ Q) ~ ot 18 2
Jef(w s) w 2(,0(2) <<w _ Qs>2 I €2> ) (3 O)

onde a posicao e a largura do pico sao determinadas por
s—1
s—2 _wpm(s—=2) [wo [(s—=2)m

O mwp, |— 2 R pT T e B T 3.21
D i oo\ 2, (3.21)

™

3.3 Equacoes de Bloch-Redfield

Uma vez conhecida a funcao espectral efetiva que determina a dissipagao sofrida pelo

grau de liberdade de spin do elétron, podemos descrever a sua dinamica dissipativa através
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Jor()/(m' B

oL

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
w/wp

FIGURA 3.1 - Fungao espectral efetiva para spins de interacao spin-érbita. A regiao pro-
xima ao pico tem a forma aproximada de uma lorentziana de largura ¢ e
posicao do pico €);. Nesta figura consideramos o caso s = 3

do seguinte hamiltoniano efetivo

A
Hef(t):—%ax—he Uz—i—Zhw (b bo + )+5220a(bz+ba), (3.22)

onde o banho visto pelo grau de liberdade de spin agora tem uma fungao espectral J(w)
dada por (3.19). O termo A representa o acoplamento entre os estados |0, = £1), e 0 novo
termo €(t) representa um possivel campo de controle aplicado ao ponto quantico. Este é

o hamiltoniano de spin-béson com um termo forcante [43].

No limite de acoplamento sistema-banho e/ou dissipagao fraca, as equagoes de movi-
mento para os valores esperados das componentes de spin*, o;(t) = Tr{s(t) 7;}, podem ser

escritas na forma das equagoes de Bloch-Redfield generalizadas [44]

5,() = —2e(t)on + Ao, — Tyy(t)o, — Tye(t)o. — Ay(2), (3.24)
5.(t) = —Ag, (3.25)

Os coeficientes destas equagoes sao dados por: A,(t) = ImF(¢), A,(t) = ReF(t), com
F(t) = 2 [y dtTmM (t — t'\Ugp(t,t)\Ugp(t,t'); Tyj(t) = [ dt'ReM(t — t')by;(t,t'). Sendo
Uij(t,t') = (i|U(t,t')|j) os elementos de matriz do operador evolucao temporal U(t,t') do

*Vale ressaltar que os valores esperados o; determinam completamente a dinamica da matriz densidade
reduzida do sistema, uma vez que podemos escrevé-la como p(t) = I/2+37,_ . 0i(t)6:/2, onde I é a
matriz identidade
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sistema na auséncia do banho (aqui seguimos a notagdo assumida na literatura do pro-
blema spin-béson, onde o,|R) = +|R) e 0,|L) = —|L)), byx = by, = |Urr|* — |UrL|?, bsx =

2ReUgrpUrL € by, = —2ImUgrUgy, e finalmente, a funcao de correlacao M (t) é determi-
nada por
1 [ cosh(s2%— — jwt
M(t) == / dwJ (w) _(2’“BTM ). (3.26)
™ Jo Sll’lh(m)

O regime de validade para o qual as eqs. (3.23-3.25) foram deduzidas é aquele em que se
verifica que as correcoes das freqiiéncias da dinamica do problema, devidos ao acoplamento
com o banho, sao pequenas. Como veremos mais adiante, o nosso problema de interesse
encontra-se no regime de validade destas equagoes. Antes de partirmos para a solugao do

problema, fagamos uma digressao ao caso sem a presenga do campo forgante €(t).

3.3.1 €t)=0

Com apenas o campo estatico na direcao perpendicular ao ponto quantico, espera-se
que a agao do banho seja levar o sistema até o estado de equilibrio termodinamico, cujo
valor esperado da projegao da varidavel de spin paralela ao campo é bem conhecido como

dado por

hA hA

WpT _ p OkpT BA
o.(t — 00) = P "¢ " _tanh (Qk:BT) : (3.27)

note que este resultado deve ser independente da forma da fungao espectral J(w) do banho.

A verificacao de que as equagoes de Bloch-Redfield reproduzem o resultado esperado
(3.27) para qualquer J(w) é simples de ser realizada, sendo o “truque” deixar para fa-
zer as integragoes em freqiiéncia por tltimo nos coeficientes das equagoes (3.23-3.25). O
operador evolugao temporal do sistema sem dissipagao é facilmente calculavel, U(t,tg) =
e'Ao:(t=t0)/2  resultando nos elementos de matriz: Ugg(t,to) = Urr(t,to) = COS(M) e
Ur(t,to) = isin(@). Deste modo, tem-se que A,(t) =0, I',.(t) = 0. A equagdo de
movimento para o valor esperado da componente paralela ao campo externo passa entao

a ter a forma simples
0.(t) = —Lpu(t)or — AL(t).

Fazendo primeiramente a integragao temporal dos coeficientes, obtemos

A(t) = % Ooo de(w)W
R e de(w)sin[(w — A)t]

w—A

2m J,
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1 [ hw \ sinf(w + A)t]
r = — h
22 (t) o/, dwJ(w) cot (Qk:BT) DA
1 [ hw \ sinf(w — A)t]
+% i dwJ(w) coth (QkBT) R

Para t >> A~! wi!, devido as fortes oscilagdes dos integrandos, os primeiros termos
das expressoes acima decrescem com 1/t (vide apéndice B), tornando-se despreziveis rapi-
damente, enquanto nos outros termos, sinf[(w — A)t]/(w — A) — 7d(w — A), fazendo com
que a integral convirja para o valor constante da funcao que esta sendo integrada no ponto

A, assim

/000 de(w)W — 0,

/OOO de(w)W — 7 J(A),

1 1 hA
— A (t>1) = _§J(A), Loa(t>1) = 5J(A) coth (QkBT) :

Deste modo, no regime de tempos muito longos, a equagao de movimento para o, é

dada por

) 1 1 hA

hA _lJ(A) coth(A)t hA
1) = tanh 2 2kpT h . 2
= 0,(t >> 1) = tan (szT) + ce 5T)" — tan T (3.28)

Da solucao (3.28) podemos determinar o tempo de relaxac¢ao do sistema, sendo exatamente
a famosa expressdo [43]: T, ' = 1J(A) coth (%)

Observando as outras componentes, temos o seguinte conjunto de equagoes

o,(t) = Ao, =T (t)o, —Ty.(t)o.,
0.(t) = —Aogy,

com o coeficiente Iy, (¢) sendo dado por

1 [~ fw \ sin?[L(w + A)]
.(t) = —;/0 dwJ(w) coth (QkBT) j+A

1 [ fw \ sin?[L(w — A)]
— h 2 .
+7r/0 dwJ(w) cot (2kBT) A
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Para tempos longos, t >> A~ wgl, o coeficiente I'y,(t) converge para a constante no

tempo (vide apéndice B)

[ hw 1 1
=T 1) =— h P — :
y=T,.0t>1) 277/0 dw cot (2kBT) J(w) L«)—Q w+Q}

Assim, encontramos

.. 1 hA T\ .
G.(t>1)=—-A(A—7)o, — §J(A) coth (Qk:BT) o

— o, (t>1)~ e 17 coth (557 )t {Aei(A—"/)t + Be—i(A—v)t} 7
donde podemos verificar que o tempo de descoeréncia e o tempo de relaxacao se relacionam

do seguinte modo: 75 = 27;. Exatamente como esperado para esse problema. [43]

3.3.2 Caso: €(t) = ¢g cos(2t)

Voltando ao caso que estamos interessados, desejamos observar a evolucao do sistema
na presenga de uma forga externa de controle. Focaremos [46] no caso de um campo
monocromatico do tipo €(t) = €y cos(2t). Nosso hamiltoniano de spin passa a ser escrito
entao como

hA |

Hs(t) = 5 0 heg cos(Qt)a . (3.29)

O célculo exato do operador evolugao temporal U(t,ty) partindo de (3.29) é muito
dificil de ser obtido, uma vez que o hamiltoniano nao comuta para tempos diferentes.
Podemos simplificar o célculo se usarmos a aproximagao da onda girante RWA (rotating
wave aproximation). Para tal, facamos a decomposicao do campo linearmente polarizado

em dois campos circularmente polarizados (um com rotagao horaria e o outro anti-horaria)
. 1.
g, cos(Qt) = 50 (upg +ua) (3.30)
onde 6 -uy = 6, cos(Q)—6,sin(Qt) = R, ()6, RL(O), 6-us = 6, cos(Qt)+5, sin(Q) =

R, (=Qt)6. Rl (—t) e

R, (Qt) = e 2% = . (3.31)



60

Mudando para o referencial girante do spin eletronico, a equacao de Schrodinger passa a

ser escrita como

z‘% = Hs(t)t) Zﬁl{;ia = —eoRy(At){cos()a. }RE(A)|t) & (3.32)
= i% = —%Rx(ﬁﬂ{& ‘ug +6-ua}RI(A)|E)R,  (3.33)

sendo [t)g = R, (At)[t). Podemos observar entao que as contribuigoes geradas pelo termo
horario oscilam mais rapidamente que aquelas geradas pelo termo anti-horario. Assim, ao
integrarmos as equagoes de movimento sob um intervalo de tempo mensuravel, esperamos
que as contribuicoes de uy devam ser despreziveis. Deste modo, para o calculo do operador

evolugao temporal, passaremos a aproximar o hamiltoniano de spin (3.29) por

hA h
Ho(t) ™ ——6, — L5 . uy. (3.34)
2 2
O célculo do propagador U(t,ty) passa a ser bastante simplificado nesta aproximacao,

podendo ser calculado exatamente como

Ut to) = RL(Qt)ez 1 (=0 R (), (3.35)
sendo 6 -n = AE—:Q&I + €6, = cos(¢)d. + sin(¢)d,, com as definigoes
A—Q
tan(¢) = — e =/e&+ (A —Q)? (3.36)
0

onde ¢ representa a dessintonia entre a freqiiéncia de Larmor A e do campo externo €2,
e € é a freqiiéncia de Rabi do problema. Observe que se fizermos ¢g = 0 = ¢ = 7/2,
recuperamos exatamente o resultado esperado para o operador evolugao temporal sem o

campo transverso €(t).

Os elementos de matriz pertinentes para o cédlculo das equagoes de Bolch-Redfield

podem ser postos na forma

ImUgr(t, ¢ \Urp(t, ") = @ <Sin[(t — )] + sin[(t + ¢)Q(1 — cos|(t — t’)el]))

MR )i (1 = sin(¢))?

sinf(t — )(Q + e1)] + sin[(t —)(Q — )], (3.37)

cos(9)
2

RGURR(t, t/)URL (t, t,) = sin(t'Q) sin[(t — t/)Gl]

sin(2¢)
4

cos(t'Q)(1 — cos[(t — t)er]), (3.38)
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\Urr(t,t)|)? — |Ur(t, )| = ms;—<¢)(cos[(t — ") + cos[(t + t")Q](1 — cos[(t — t')el])>

| (L+sin(9)) (1 = sin(¢))?

1 cos[(t —t")(Q+¢&)] — 1

cos[(t —t") (2 — &) (3.39)

Convém notar que estes elementos de matriz sao exatos dentro da aproximacao da onda

girante que estamos adotando.

No presente estagio ja dispomos de todos os elementos para realizar o calculo dos
coeficientes das equagoes de Bloch-Redfield. Novamente, revelou-se muito mais conveni-
ente fazer primeiro as integragoes no tempo (integrais simples de fungoes seno e co-seno)
para depois integrar em freqiiéncia. Devido a complexidade da fungao espectral, tivemos
que implementar uma maneira de calcular aproximadamente as integrais em freqiiéncia,
permitindo assim obter as solugoes analiticas desejadas. A aproximacao utilizada é assin-
toticamente exata quando ¢t — oo, e consiste em se aproximar a contribuicao de parte do
contorno de integracao no plano complexo pelos seus pontos finais. Todo o calculo das
integrais e o desenvolvimento da aproximacao utilizada foram deixados no apéndice B.

Para o prosseguimento da analise que se segue é suficiente saber os seguintes achados:

e A largura do pico da fungao espectral efetiva (3.19), ¢, é o parametro que distingue
as escalas de tempo do nosso problema: a forma lorentziana da funcao espectral (ou
de maneira mais geral, o seu p6lo no plano complexo) introduz um novo regime de

relaxacao no problema (o tempo de vida do pélo), dado por 1/¢.

e No regime de tempos curtos, t < 1/, a dissipagao é dominada pela regiao do pico
da funcao espectral, €2,. Este regime de transiente ocorre devido ao fato de “ligar-
mos” abruptamente a interagao sistema-banho em ¢ = 0 e pelo forte peso do pico da

funcao espectral.

e J4 no regime de tempos longos, ¢ > 1/¢, a dissipagao é completamente independente
da regiao do pico, sendo determinada pelo regime de baixas freqiiéncias, em especial

as regioes préximas as freqiiéncias externas 2, A e €.

Prosseguindo com calculo, ¢ bastante ttil escrever os coeficientes das equacoes de

Bloch-Redfield na seguinte forma funcional (vide apéndice B)

A (t) = ri(t) +mq(t) sin(2Qt) 4+ nq(t) cos(2Qt),
A (t) = mo(t)sin(Qt) + no(t) cos(Qt),
Loe(t) = r3(t) + mg(t) sin(2Qt) + ns(t) cos(22), (3.40)
Loa(t) = my(t)sin(Q2) + ny(t) cos(2),
Ly.(t) = r5(t) + ms(t) sin(2Qt) + ns(t) cos(282).
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Como exposto no apéndice B, os coeficientes de (3.40) sdo compostos por dois termos
distintos: um devido aos pélos de J(z); e outro devido as contribuigoes dos contornos
de integragao. Os pdlos de J(z) que dao a principal contribuigdo ao primeiro termo sao
2o = Qs £ il, sendo €25 a posicao e ¢ a largura do méximo da fungao espectral (3.19). O
tempo de vida destes pdlos é de apenas t &~ 1/¢. Como veremos mais adiante, esta é uma
escala de tempo curta no nosso problema. Neste regime, um destes coeficientes merece

destaque, trata-se de 7 (t), que pode ser escrito explicitamente como

O, — QWY
©. 000 ),

2 :
() ~ LI(Q)e S G sin| (3.41)
=0

sendo O = Q, QN = Q+¢ e Q¥ = Q —¢; Cy = cos(¢)?/2, C1 = (1 +
sin(¢))?/4 e Cy = (1 —sin(¢))?/4, lembrando que tan(¢) = (A — Q)/ep. O primeiro
termo do lado direito de (3.41) traz todas as contribui¢oes dos pélos da fungao espectral
(observe que para ¢ > 1/¢ tem-se r1(t) — 71(t)). E deste termo que surge uma solucio
particular de o0, (t) para o regime de tempos curtos

2 (1 — cos([Qs — QD))

oo (t) ~ 0T(Q)e Z G, —ay +G,(t) (3.42)

Note que as amplitudes das oscilagoes observadas sao proporcionais ao valor da fungao es-
pectral no ponto €2,. Assim, este termo deve ser praticamente desprezivel para dissipacoes
muito fracas. Para as demais componentes de spin, verificamos que as contribuicoes dos

polos sao despreziveis frente aos outros termos.

Para t > 1/, observa-se que os coeficientes r;(t), m;(t), n;(t) convergem rapidamente
para valores constantes no tempo, que iremos identifica-los como: r;(t > 1/0) ~ r;, m;(t >
1/0) =~ m;, n;i(t > 1/¢) = n;. Além disso, para os parametros fisicos que utilizamos, ainda
podemos aproximar os coeficientes por (para t > 1/¢, os termos desprezados sdo duas
ordens em ¢, maiores do que os termos considerados): A,(t) ~ 11, A,(t) = mq(t) sin(Qt) +
no(t) cos(Qt), I'pp(t) = 13, Iys(t) = mysin(Qt) + ny cos(Qt) e I'y, = 5. Deste modo, para

o regime t > 1/¢ podemos aproximar as equagoes de Bloch-Redfield por

Q-
8
—~
=
{

2¢q cos(Qt)oy, — r3o, — (Mg sin(Qt) + ny cos(Qt))o, — 11, (3.43)
—2¢g cos(Q)o, + (A —15)0, — 130, — Mo sin(§2t) + ngy cos(), (3.44)
o.(t) = —Aoy,. (3.45)

q.
<
=

!
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Tomando a transformada de Laplace desse conjunto de equacoes obtemos

(s 4 13)0u(s) = 62(0) = = — Ki(5)5.(0)
+Z_(s+1Q)oy(s +1iQ) + Z1 (s —iQ)o, (s — i), (3.46)

A-rs 5.(0) — Ko(s)

(S AT

S

)oute) = 3,0 +
—€p {o.(z +1iQ) + 0, (x — i)}, (3.47)

onde usamos que s0,(s) = 7,(0) — Aoy(s), e tendo definido a transformada de Laplace e
a sua inversa como
00 1 €+1i00
fo)= [T -5 [ e (3.43)
0 2m €—100
Substituindo (3.47) em (3.46), encontramos a seguinte equacao para a transformada

da componente o,

ey By oy Ze(s— i)
h(s)02(5) = duls) + == ermd(s + 890+~ m oy (s —i9) (3.49)

2w oy Dl i)

A Siriy ot 20 + 2o 20
com as defini¢oes
g(s) = s+rz+ M (3.50)
1 n;  m; 1 n; o m;

Kils) = 759 <§ N 27) LT <§ + 27) (3.51)
d(s) = (0) = = = 5.(0)Ka(s) (3.52)
d,(s) = &,(0) A;T56Z(O) — Ky(s) (3.53)
Zu(s) = e+ 2 (% + 7’;—:) (3.54)
h(s) = s+r3+mZ_(s+m)+ﬁz+(s—im (3.55)

Analisando (3.49) percebemos que ao iterar a equagao ad infinitum, obtém-se inde-
pendentemente das condigoes iniciais do problema, por conta dos termos ri/s e Ks(s),
um familia de pdlos nao dissipativa 42ni€), isto é, os harmoénicos pares da freqiiéncia de
oscilagao do campo de controle externo estao presentes na decomposicao espectral de .
Ja os harmonicos impares dependem da condicao inicial de o,. Para o, . observa-se jus-

tamente o contrario, os harmoénicos impares independem das condigoes iniciais e os pares
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da condigao inicial ¢,(0). Além disso, pode-se observar que apenas a componente o, tem

um polo s = 0.

No regime fisico que estamos interessados, ¢y/A < 1, precisamos iterar apenas uma
vez a eq. (3.49) para obter bons resultados, uma vez que Z.. /g =~ ¢y/A. Procedendo deste
modo, encontramos que a evolucao temporal de um estado inicial de superposicao equipro-
vavel dos estados |0, = £1) (0,(0) = £1, 0,(0) =0, 0,(0) = 0) é dada aproximadamente

pelas seguintes solugoes das equacgoes de Bloch-Redfield

22:02 1 — cos([Q —Qi]t))]

— (s — Q®)2

02(t) ~ 0,(00) + G cos(20t) + LT (e

+ (035(0) —0z(0) =G — HZ> ~Trt 4 Z Hie 3t " cos(wit), (3.56)

1=

o,(t) ~ %f(eo, Q) (1 — cos(Qt))

—N—
~
8
=
Q
2
B
|
Q
|
M
=
~_
3
3z,

+05(00) + g} + AZ Hie_l;it{f(e%;wo — cos([2 - wi]t))

f(E(), Q + wi)
LA b .
Q + w;

(1 — cos([Q + wi]t)> } (3.57)

3.3.3 Analise das solugoes

Varios pontos merecem ser destacados nas solucoes encontradas. Comecemos pelas
taxas de relaxagdo que aparecem em (3.56-3.57). Estas foram encontradas como dadas

aproximadamente pelas expressoes

2 .
1 : hQ0)
~ ) (2) .
r 5 ZEO C;J(2%) coth (2k3T> ; (3.58)
2f2(eo, Q) A(A—27)
I'p~|(1- I, Ty=20I'y =20y =2I. .
R ( 1+2f2(e, Q) Q2 » 0 ! 2 (3.59)

Para o caso em consideragao, tem-se que I' < ¢. Deste modo, para o,, verificamos que
a relaxagao estd dividida em dois regimes, um de tempos curtos, t < 1/¢, cuja taxa
nao depende da temperatura, e um de tempos longos ¢ > 1/¢, com taxa dependente

da temperatura. Observe também que para ¢y = 0 recuperamos o resultado esperado
I' = 1 J(A) coth <2k T> [43].
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A funcao
Q

02— A(A = 29)

dd uma medida real da for¢a do campo oscilante €(t) sobre a dinamica do spin. H4 dois

f(€07Q) = €0

(3.60)

elementos importantes aqui, um ¢ a intensidade hey do campo e outro é uma medida de

quao afastados estamos da freqiiéncia natural de ressonancia do sistema /A(A — 2v) ~

A —7.

O deslocamento v na freqiiéncia natural de ressonancia pode ser identificada como um

termo de Lamb shift, sendo dada aproximadamente pela férmula

2
C. wp Buw 1 ]
=r: - d th P _ | 6l

Esta expressao ¢ muito similar a encontrada no tratamento nao-perturbativo da interacao

campo-atomo [45]. Perceba que a férmula deduzida para -y é dependente da temperatura e
que a presenca da funcao espectral no integrando deixa nitido que tal correcao decorre da
interacao spin-banho. Outro ponto a se destacar é que, na deducao das solugoes analiticas
encontradas aqui, esse termo surge naturalmente da solugao, o que nao se verifica no pro-

cedimento proposto por [44] (onde se faz necessério impor o deslocamento da freqiiéncia).

Dada a fungao f(e, §2), podemos escrever os coeficientes de (3.56-3.57) como

1 hA
G~ %’ (€0, 2)4(0) (3.63)
2
~ (L
H, ~ (wl) 7.(0). (3.65)

As freqiiéncias dominantes observadas para o regime de tempos longos sao

wo =~ 29, (3.66)
Wy R \/e%+(Q— VAA —27))2 ~ \/e%+(Q—A+7))2, (3.67)
wo \/e%+(Q+ VAA —27))2 =~ \/e%+(Q+A—7))2. (3.68)

Encontramos para o nosso problema que o peso maior para dinamica do spin, estd no

termo da freqiiéncia baixa w;. E interessante notar que essa freqiiéncia é exatamente (no
caso de v = 0) igual & que aparece no problema de como um &tomo responde a um campo

externo, fenémeno conhecido como oscila¢ao de Rabi ou optical nutation [45].
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FIGURA 3.2 - Taxa de relaxagao I como fungao da freqiiéncia do campo externo oscilante
). Curva sélida representa o caso com campo externo ligado, ¢g = 5 X
1073wp. O méximo da taxa ocorre préximo a posicao do pico da funcao
espectral, 2 =~ ;. Curva tracejada mostra o caso sem campo externo
oscilante. Temperatura assumida para esses graficos T'~ 1K.

hA
2kpT

cia, f(eo,2) diverge, e tem-se da solugao encontrada que a componente o, oscilard com

Para ¢y = 0, obtém-se a solugao esperada o, (t — 00) — tanh( ). J& na ressonan-

freqiiéncia w; ~ €y entre os valores +1 (mesmo comportamento observado no problema de
Rabi [45]).

Assim, nao de modo surpreendente, verificamos que em varios aspectos a dinamica do
spin eletronico aprisionado em um ponto quantico se assemelha a de um atomo sob a acao

de campos externos.

3.4 Resultados

Aplicamos [46] os resultados encontrados na segao anterior para o caso de interagao
piezoelétrica, s = 3, em pontos quanticos de dimensao wy = 0.483wp = 15meV, submetidos
a campos externos de B, = 10T e B, = 0.3T, o que nos dd hA/kp = 6K e hey/kp =
0.2K. A freqiiéncia de Debye assumida foi de wp = 4.7 x 10¥Hz = 360K. As Figs.
3.2-3.7 apresentam os resultados assumindo-se os valores de estrutura volumétrica [42]:
B = 3000m/s, m* = 0.063m,, d3 = 355. Em toda a andlise que se segue, a temperatura
escolhida foi de T'~ 1K

As Figs. 3.2 e 3.3 mostram uma analise do comportamento de I' em funcao da freqiién-

cia 2 e da amplitude ¢y do campo oscilante. Em ambos os graficos nota-se uma assinatura
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FIGURA 3.3 - Taxa de relaxacao I' como funcao da intensidade do campo externo, €. A
curva solida apresenta o caso da ressonancia 2 = A — v e a tracejada o
caso fora da ressonancia 2 = 0.1A. A estrutura de méaximos observados
ocorre devido a existéncia do pico na fungao espectral. A distancia entre
os maximos é da ordem de 2€). Nestes graficos T'~ 1K.

da existéncia do pico na funcao espectral. Na Fig. 3.2, observa-se um méximo pronun-
ciado proximo a freqiiéncia €2, no qual a taxa de relaxacao pode assumir valores cerca
de cinco vezes maior do que o menor valor observado. Na Fig. 3.3 observamos que esse
aumento pode chegar a ser duas ordens de grandeza maior nos pontos £|Q £ €Q|. Deste
modo, temos claro quais regimes de operagao do qubit devem ser evitados para obter-se

uma optimizagao dos tempos de relaxacao.

A dinamica dos valores esperados das componentes o, e o, é apresentada nas Figs.
3.4 e 3.5 para o caso na ressonancia {2 ~ A — v. Tem-se que o, oscila entre os valores
+1 com freqiiéncia caracteristica w; = €¢y. Apenas se constata um regime de relaxacao,
o que ocorre devido a fraca dissipacdo sofrida pelo spin, isto é, J(£25) << 1. O tempo
de relaxacao estimado é da ordem de 7} = 20us. Para a componente o, observa-se uma
estrutura de batimentos entre os valores +1, com freqiiéncias angular e de batimento
dadas respectivamente por 2 — w;/2 e wy. Ja nas Figs. 3.6 e 3.7 mostra-se um caso fora
da ressonancia, €2 = 0.8A. A principal freqiiéncia de oscilacao da componente o, continua
sendo wy dada por (3.67), porém a amplitude de oscilagdo diminuiu consideravelmente,
sendo perceptivel a presenca das demais freqiiéncias, wy e wo. Novamente, s6 é possivel
identificar um regime de relaxacao na dinamica, sendo o argumento para tal exatamente o
mesmo do caso na ressonancia. Para a componente o, a amplitude do batimento diminui e
novas freqiiéncias comecam a participar da dinamica. A freqiiéncia de batimento continua

sendo w; e a freqiiéncia angular é dada aproximadamente por €2 4 w; /2.



68

1.0

05

FIGURA 3.4 - Evolugao temporal do valor esperado da componente de spin o,(t) para
o caso da ressonancia 2 ~ A — ~, usando-se valores de estrutura volu-
métrica para os parametros fisicos do ponto quantico. Curva sdlida apre-
senta a solucao analitica e a tracejada o numérico exato das equagoes de
Bloch-Redfield. A freqiiéncia de oscilacao observada é w; =~ ¢y. Tempo de
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relaxacao estimado T} = 20us. Neste grafico T~ 1K.

1.0

05

-0.5

-1.0

FIGURA 3.5 - Evolugao temporal do valor esperado da componente de spin o,(t) para o
caso da ressonancia €2 ~ A — v, usando-se valores de estrutura volumétrica
para os parametros fisicos do ponto quantico. Curva sélida apresenta a
solugao analitica e a tracejada o numérico exato das equacoes de Bloch-
Redfield. wy e 2 —w;/2 s@o respectivamente as freqiiéncias de batimento e
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T T
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: : : ;
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angular do problema. Neste grafico T'~ 1K.
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FIGURA 3.6 - Evolugao temporal do valor esperado da componente de spin o, (t) para o
caso fora da ressonancia 2 =~ 0.8A, usando-se valores de estrutura volumé-
trica para os parametros fisicos do ponto quantico. Curva sélida apresenta
a solucao analitica e a tracejada o numérico exato das equacoes de Bloch-
Redfield. A principal freqiiéncia de oscilagao observada é w;. Tempo de
relaxacao estimado T} = 20us. Neste grafico T ~ 1K.
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FIGURA 3.7 - Evolugao temporal do valor esperado da componente de spin o,(t) para o
caso fora da ressonancia ) ~ 0.8, usando-se valores de estrutura volumé-
trica para os parametros fisicos do ponto quantico. Curva sélida apresenta
a solucao analitica e a tracejada o numérico exato das equacoes de Bloch-
Redfield. wy e Q + w; /2 sao respectivamente as freqiiéncias de batimento e
angular do problema. Neste grafico T'~ 1K.
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Como pudemos constatar, para os valores dos parametros que temos utilizado, a re-
laxacao introduzida pelos polos da funcao espectral efetiva, terceiro termo de (3.56), é
desprezivel quando comparado aos demais. Apenas para ilustrar a presenca deste regime,
consideraremos o caso em que o acoplamento entre o sistema-banho seja mais forte, po-
rém ainda no regime de que as corregoes nas freqiiéncias, introduzidas pelo acoplamento
sistema-banho, sejam pequenas. As Fig. (3.8-3.13) apresentam este caso, onde fizemos [,
cerca de 100 vezes maior. O tempo de relaxacao estimado para este regime de parametros
é de T} =~ 10ns, ou seja, mil vezes menor do que o estimado usando-se valores de estrutura

de volume para os parametros.

As Figs. 3.8-3.11 apresentam a dinamica dos valores esperados de o, e o, para o caso
fora da ressonancia €2 = A. Neste caso pudemos acompanhar todo o processo de relaxacao
do sistema. Para o regime de tempos muito longos, t > 1/I', o sistema alcanca o estado
estacionario com o valor esperado de o, oscilando com freqiiéncia 2€2 em torno do valor
0, (00) ~ (m) tanh (%), ja a componente o, oscila com freqiiéncia €2 em torno
da origem. Para o regime inicial da dinamica, Figs 3.9-3.10, observa-se claramente dois
regimes de relaxagao para a componente o,: um para tempos da ordem de t =~ 1//; e outro
parat > 1/£. Os dois regimes tém freqiiéncias caracteristicas bem distintas. Para o regime
de tempos curtos, a decomposicao espectral é formada pelas freqiiéncias dominantes Q)
e para tempos longos encontra-se as freqiiéncias w;. Para o, observamos uma estrutura
de batimentos, Fig. 3.10, com freqiiéncias de batimento e angular bem definidas por w; e
) — wy /2, respectivamente. Para tempos longos, o batimento comega a cessar, Fig. 3.11,

sobrevivendo apenas as oscilagoes com freqiiéncia {2 no regime de tempos muito longos.

Finalmente, as Figs. 3.12 e 3.13 mostram a dinamica da componente o, para o caso
da ressonancia 2 &~ A — . O mesmo tipo de comportamento observado no caso anterior
estd presente. O valor médio de o,, para o regime de tempos muito longos, diminui
substancialmente quando comparado com o caso fora de ressonancia. Porém, as oscilagoes
para t > 1/¢, passam a ter amplitudes bem maiores no caso em consideragdo. Apesar

disso, o regime de relaxacao de tempos curtos ainda é perceptivel.
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FIGURA 3.8 - Evolugio temporal do valor esperado da componente de spin o, (¢) para o caso fora da
ressonancia ) ~ A, assumindo-se a interacdo spin-érbita aproximadamente 102 vezes
mais intensa. Curva sélida apresenta a solugdo analitica e a tracejada o numérico exato
das equagoes de Bloch-Redfield. Tempo de relaxacdo estimado 77 = 10ns. Gréfico
interno apresenta em detalhe o regime de tempos muito longos, t ~ 107wp. A oscilacio

observada tem freqiiéncia dada por 2€ (exato). Neste gréfico T ~ 1K.
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FIGURA 3.9 - Detalhe das primeiras oscilacdes da evolucao temporal do valor esperado da compo-
nente de spin o, (t) para o caso fora da ressonancia ) ~ A, assumindo-se a interacdo
spin-6rbita aproximadamente 102 vezes mais intensa. Curva sélida apresenta a solucao
analitica e a tracejada o numérico exato das equagoes de Bloch-Redfield. Dois regimes
de relaxagdo sao observados: um para tempos curtos, ¢ < 1/¢; e outro para tempos
longos, t > 1/¢. A principal freqiiéncia de oscilagdo observada para tempos longos é w;.
Neste grafico T ~ 1K.
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FIGURA 3.10 - Evolugao temporal do valor esperado da componente de spin o,(t) para
o caso fora da ressonancia 2 ~ A, assumindo-se a interagao spin-érbita
aproximadamente 10? vezes mais intensa. Curva sélida apresenta a so-
lucao analitica e a tracejada o numérico exato das equacoes de Bloch-
Redfield. wy e © — w/2 sdo respectivamente as freqiiéncias de batimento
e angular do problema. Neste grafico T ~ 1K.
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FIGURA 3.11 - Regime de tempos longos para o valor esperado da componente de spin
0,(t) para o caso fora da ressonancia {) ~ A, assumindo-se a interacao
spin-6érbita aproximadamente 10? vezes mais intensa. As componentes
) + w; vao evanescendo, fazendo com que o batimento observado nas
primeiras oscilagoes cesse. No regime de tempos muito longos, ¢t > 1/,
apenas a freqiiéncia ) (exato) é observada. Curva sélida apresenta a
solugao analitica e a tracejada o numérico exato das equacoes de Bloch-
Redfield. Neste grafico T'~ 1K.
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FIGURA 3.12 - Evolucao temporal completa do valor esperado da componente de spin
0. (t) para o caso na ressonancia 2 ~ A—-, assumindo-se a intera¢ao spin-
érbita aproximadamente 10% vezes mais intensa. Curva sélida apresenta
a solucao analitica e a tracejada o numérico exato das equagoes de Bloch-
Redfield. Tempo de relaxacao estimado 77 = 10ns. Nestes graficos T =~
1K.
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FIGURA 3.13 - Detalhe das primeiras oscilacoes da evolucao temporal do valor esperado
da componente de spin o,(t) para o caso na ressonancia  ~ A — v,
assumindo-se a interacdo spin-6érbita aproximadamente 10? vezes mais in-
tensa. Curva sélida apresenta a solucao analitica e a tracejada o numérico
exato das equacoes de Bloch-Redfield. Dois regimes de relaxacao sao ob-
servados: um para tempos curtos, t < 1/¢; e outro para tempos longos,
t > 1/¢. A principal freqiiéncia de oscilagao observada para tempos longos
é wy. Nestes graficos T ~ 1K.
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3.5 Conclusao

Através das solugoes analiticas das equagoes de Bloch-Redfield pudemos identificar
claramente quais caracteristicas da funcao espectral efetiva, determinada para spins de
interagao spin-6rbita [16], desempenham papel importante para a dinamica dissipativa do
sistema. Da andlise dos resultados determinamos quais regimes dos parametros externos
sao mais favoraveis para a implementacao deste dispositivo como um qubit. Além disso,
conseguimos verificar que, para diversas situacgoes, o comportamento do spin eletronico
aprisionado no ponto quantico se assemelha ao de um atomo sob a acao de campos ex-
ternos. Os tempos determinados para a relaxacao do spin revelaram-se menores do que
os observados experimentalmente [12], o que pode indicar que o uso de valores de estru-
tura volumétrica para os parametros fisicos do ponto quantico, pode levar a tempos de

descoeréncia subestimados.
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APENDICE A - Matrizes da teoria dos grafos

Neste apéndice apresentamos um resumo dos elementos da teoria de grafos necessarios
para a dedugao da equagao de movimento (2.25). Também sao apresentadas as matrizes

definidas ao longo do texto principal.

A.1 Teoria dos grafos para circuitos

O objetivo desta secao é definir as matrizes da teoria dos grafos usadas para escrever as
leis de Kirchhoff (lei das malhas e dos nés) e a lei da indugao de Faraday. Um grafo de um
circuito (uma exposigdo mais rigorosa pode ser encontrada em [47]) é um diagrama onde
estao representadas todas as conexoes entre os elementos do mesmo. Cada elemento de
dois terminais (resistor, capacitor, indutor, fontes de corrente e tensao, etc.), independen-
temente da sua natureza, é representado num grafo como um segmento de linha, chamado
de ramo (branch), e cada um de seus terminais é apresentado como um ponto, chamado de
n6 (node). A Fig. A.1 mostra um grafo de um circuito contendo um SQUID com jungao
RSJ, acoplado a uma fonte de fluxo externa. Observe que a orientacao do grafo assumida

nao precisa ser necessariamente igual a real configuracao de correntes no circuito.

bs b‘ b, . b, b,
(b) ©

FIGURA A.1 - Exemplo de construgao de um grafo. (a) Circuito contendo um SQUID
com juncao RSJ (elementos bs-bg) acoplado a uma fonte de fluxo externa
(elementos by e by). (b) Um grafo orientado do circuito. (c) Arvore esco-
lhida para o grafo, cujas cordas sao os elementos by, bs, by e bg.

Assim, dada a idéia do que é um grafo, podemos passar as defini¢oes dos termos usados

na teoria.
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Defini¢ao 1 Um grafo orientado G = (N, B) é uma colegao de N nds N' = {nq,...,ny}
e B ramos orientados B = {by,...,bg}, com a condi¢ao de que os ramos se interceptam

apenas nos nos.

A Fig. A.1(b) é um grafo orientado do circuito Fig. A.1(a).

Definicao 2 Um grafo € dito conectado se existir ao menos um caminho conectando dois

de seus nos.
O grafo apresentado na Fig. A.1 nao é conectado.

Definigao 3 Um subgrafo de G é um grafo G; = (N;, B;) tal que N; e B; sdo subconjuntos
de N e B.

O grafo formado pelos ramos bs-bg e os nés nz-ny é um subgrafo conectado do grafo da
Fig. A.1.

Definicao 4 Um loop em G é um subgrafo conectado de G no qual todos os nos tém grau

dois - o grau de um no € o numero de ramos conectados a ele.

O subgrafo da Fig. A.1 formado pelos ramos b; e by e nés n; e ny é um exemplo de um

loop.

Definicao 5 Uma drvore T' de um grafo conectado G € um subgrafo conectado de G com

as condicoes de que T nao contenha qualquer loop e possua todos os nos de G.

Os ramos que nao pertencem a arvore sao chamados de cordas (chords). A Fig. A.1(c)
apresenta possiveis arvores dos subgrafos de Fig. A.1. As cordas de cada arvore sao

respectivamente (by) e (by, bs, bg).

Definicao 6 Um loop fundamental F; de um grafo G € um loop que contém wma tunica

corda f; associada a drvore T do grafo G.

Uma descricao completa da topologia do circuito é dada pela matriz de loop funda-

mental (fundamental loop matriz), definida como

)
1, seb; € F; (mesma diregao da corda f;),

L
Fz(j) =94 —1, seb; € F; (diregao contraria a da corda f;), (A1)

0, seb; & F;,

\
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ondei=1,...Fand j =1,...,B. Ordenando o ramos do grafo G de modo que os primei-
ros N — P ramos pertencam a arvore 7T', onde P ¢é o numero de subgrafos desconectados

de G, obtemos que
FO = (-F"|1), (A.2)

onde F, a matriz de loop, ¢ uma matriz (N — P) x (B — N + P).

Agora estamos aptos a apresentar as leis de Kirchhoff através do uso da teoria de grafos.
Para tal, escrevamos as correntes dos ramos como I = ([3,...Ig), onde I; representa a
corrente elétrica que flui no ramo b;, e as tensoes do ramos como V = (Vj,...Vg), onde V;
representa a tensao entre os terminais do ramo b;. Se agruparmos as correntes e tensoes

dos ramos da arvore e da corda,

I = (Iarvalcor)a (A3>
V = (Varvavcor>7 <A4>

Podemos escrever as leis de Kirchhoff como

FIcor = _Iarva (A5>
F'Vyw = Ve — ®,. (A.6)

Onde @, sao os fluxos magnéticos externos aplicados aos loops.

Para a deducao da equacao de movimento de qubits supercondutores, se faz necessario
agora distinguir os diferentes tipos de elementos do circuito elétrico no grafo. Para tal

€SCrevernos

Fe; For Fer Feoz Fep
F— | (A7)

Frx; Fxr Fxr Fxz Fis

onde as submatrizes F xy serao chamadas de submatrizes de loop. Para montar a estrutura
apresentada em (A.7), assumimos, sem perda de generalidade, que a drvore escolhida para
o grafo deva conter todos os capacitores (C') e o minimo necessdrio de indutores (K).
Assim, as diferentes cordas podem ser agrupadas em jungoes Josephson (J), indutores
lineares (L), resistores (R) (associada a cada juncdo), impedancias externas (Z) e fontes
de corrente (B).



82

Para a completa descricao do problema, precisamos definir as relagoes corrente-tensao

para os diversos tipos de elementos

I, = L SiIl(,O, (AS)
QC = CVC7 (Ag)
Vir = Rlg, (A.10)
Vz(w) = Z(w)Iz(w), (A.11)
b, L Lok I,
_ (A.12)
Dy LY. Lk Ix

Aqui as matrizes diagonais I., C e R contém as correntes criticas I.; das jungoes, as
capacitancias e as resisténcias. sing é o vetor (sinq,sings,...,singy,). Eq. (A.12)
identifica os indutores de drvore e corda. No formalismo apresentado em [30] assume-se
que todas as capacitancias do circuito tem uma juncao Josephson associada em paralelo.
Assim, para cada capacitancia pura do circuito associa-se uma juncao de corrente critica
1. nula e resisténcia infinita. Deste modo, cada capacitancia do circuito, seguindo este

modelo, tem associada uma fase ¢ seguindo a relagao ¢ = %’;C_lQC.

Exemplo 1 Para o circuito da Fig. A.1, sequindo a prescricao apresentada neste apén-
dice, temos que a drvore a ser escolhida deve conter apenas os ramos by (indutor) e bs
(capacitor), com as submatrizes das por Foy =1, Fop =—1, Fxp=—1, Foyz = Fop =

Frj=Fkgrp = Fgr= Fgz =0. Obtemos a relagcdo

. d—-9, ) \%
Ie=1,—1;—1Ig — CcV = 7 —[csmgo—ﬁ
. b dU(®) o\ | (P-0,)
Co+ — =0 U®)=—-F 2m— —_—
+R+ 7D — (P) Jcos(ﬂ(%)—k 5T
no ultimo passo usamos que@—l—% = nd, egb:—%.

Finalmente, com todas essas defini¢oes, pode-se chegar a uma equacao de movimento

universal para qubits supercondutores dada por [31]

! 2
Cp = —L7'sing — My — (N &,)(t) -

(S * IB)(t) — R_IQ'O — Md * . (Al?))
Dy Dy

Esta expressao representa um extensao da apresentada em [30], uma vez que ®, and Ip

podem variar no tempo.
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Os coeficientes desta equacao sao dados por

My(w) = mLy(w) 'm?, (A.14)
M, = N(w = 0)Fg;, (A.15)
N(w = 0) = Fo Ly 'LL,. (A.16)
S(w=0) =Fcp — For (L) FL LI Fyp, (A.17)
m = Foy — Foo (L) FL LEF,. (A.18)
Com as definigoes das em [30]:

L; = Lyz — Ly L7 Ly, (A.19)
Ly (w) = Ly — LyzLzz(w) 'Ly, (A.20)
Ly, = FL,LxFxy, (A.21)
Li; = FL, LgFz, (A.22)
Lyz = Ly + FL, LxFxz, (A.23)
Ly = L+ FL, LgFxy, (A.24)
Foy = Foy + Fo L 'Lk L Lk Fyy, Y = Z, B, (A.25)
Fxi = Fxr — L' Liy, (A.26)
L, =L <1L + L‘ILLKL;(TKFKL>1 , (A.27)
Li = L (1x — LgFr L Lok L) 7 (A.28)
Lk = Lx — LixL 'Ly, (A.29)
L=L-LygLg'Lik. (A.30)

As expressoes completas para S e N sdo [31]:
) FCB - (A.31)
[ w) (Fikz — Lzl Fiy) + For L 'LLD " (Fiy, — LigLyg (W)FIT@)} LxFs,

N(w) = FoL Ly 'LL Y (w) — FozL, (w) Lz L. (A.32)
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A.2 DMatriz L,

Da Eq. (A.19) tiramos que

Lc = LZLLiLlLLZ = F%Z]:KFKZ — LZLLZ[l/LLZ- (A33)



85

APENDICE B - Integrais dos coeficientes das equagoes de Bloch-Redfield

Como ja comentado no texto principal, para calcular os coeficientes das equacgoes de
Bloch-Redfield optamos por primeiro realizar as integracoes no tempo. Tais integrais
sao bem elementares envolvendo integrandos de fungoes seno e co-seno. Usando a forma
apresentada para os elementos de matriz (3.37-3.39), podemos agrupar as integrais em

freqiiéncia em dois tipos, a saber

19y = /OOO dzg(z)Sily, j: @, t), (B.1)
IP]y; g(z),4] = /OO dzg(z)Saly, j; 2, 1], (B.2)
sendo,
Sipgiod] = 5 (LD gyl ) (B.3)
Soly, j;x,t] = sz[x@f_yy)é] + (—1)3'%:;)%]. (B.4)
Usando as definigdes apresentadas, podemos escrever os coeficientes como
A (t) = —COS;E‘Z’) (1 - cos(QQt)) 1919 J(2), 1] (B.5)
B (cosQ(qb) COS(QQZ);- (1 + sin(¢))? ) 1909 + 1: J (). 1
- (COSQ(@ COS(QQZ);— (1 — sin(¢))? ) 110 — eps I
_COZZ@ sin(201) <1§°> [ J (), 1] — %(12(“) 0+ 5 J(2), 8] + V10 — &1 J (), t])>
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(B.6)

A,(p) = 2 (m(m)zﬁ” (7 (2), 1] + cos() [0 J (), “)
_COS7(T¢)‘ sin(€t) ((1 +sin(@){7[Q + e J(@), 8] — (1 = sin(0)) [V[Q — 13 J (x), t])
—Cozsff) cos(Q2t) ((1 +sin(@)L,[Q + 5 T (@), 8] — (1= sin(6)) L7 [2 — 3 T (=), ﬂ)

Tuu(t) = %ﬁ) (1 + Cos(2Qt)) IV[Q; J(x) coth (QZ:T) 4]

- (cos2(¢) COS(ZQZ)W— (1 +sm<¢>>2> 1[0 + 613 J(x) coth (QZZT) 1]

B (COSQ(@ COS(QQZ)W— (1- sm<¢>>2> 190 = e J () Coth( ZZT) 1]

[\V]

) G20 (fé” € J(2) coth(z), ]

™

—%(15” [+ €12 J (2) coth(z), t] + ISV[Q — 3 J() coth(z), t]))

[.(t) = —w (cos(Qt)]}l)[Q; J(z) coth <2kuT> 1]

—sin(Q) IV[Q; J () coth (2IZT) ,t])

cos()

™

sin(t) ((1 +sin(¢)) V[0 — € J(2) coth ( QZUT) :

t]

—(1 —sin(@)) IV [Q + €3 J(2), t])

‘% cos(Qt) <<1 —sin(¢)) IV [Q + €13 J (2) coth ( 5 Z§T> 4]

—(1 + sin(¢))I{V[Q — €15 J(2) coth <22§T> ,t]>

(B.7)

(B.8)
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FIGURA B.1 - Contornos no plano complexo utilizados para calcular as integrais em
freqiiéncia dos coeficientes das eqiiagoes de Bloch-Redfield.

T,.(f) = —Cos;;d’) sin(201) (11“)[9; J(z) coth < : /ZT) 1] (B.9)
S (110~ e (2 coth (2ZZT) A+ 12+ e J(2) coth (2/ZZT> ’ﬂ)>
+COS;7£¢> (1 — cos(20)) 15" [Q; () coth <2/Z§T> 4
N (0052(¢) cos(2Qi)7T+ (1- sin(¢))2) 1010 — 12 J(x) coth <2ZZT> )
. (cos2(¢) COS(QQZ);L (14 sin(¢))2) IV[Q + e1; J(2) coth ( QZjT) 1]

Esta é a forma funcional apresentada em (3.40).

B.1 I9[y;g(x),t]

sin[t(z+y)]

O calculo das integrais I; passa pelo calculo de integrais do tipo fobg(x) Ty

sendo g(z) uma funcdo analitica no eixo dos reais e 0 < y < b. Podemos calculé-las
aproximadamente usando o teorema dos residuos e o lema de Jordan [48]. Passemos a

analise de cada integral.
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B.1.1 fo dxg(x )—Sm[t(Cc y)]

Para esta integral é conveniente fazer a seguinte mudanca de varidvel

b sinft(xz — to-y) x sin(2’
[{ o R [ o)

!/
-y ot x

yt / : / t(b—y) /
_/ dr'g(Z +y)sm(fc) +/ dz g(x +y)sm<x) (B.10)
t x ut x’

3 ﬁ’;t drg($ +y)=~ Sin(®) . Para o primeiro termo de (B.10) escolhemos os contornos fe-
chados C semlplano superior) e C” semiplano inferior) apresentados na Fig. B.1(a).

Pelo teorema dos residuos sabemos que

iz 0~ i 1z

z e i e z e
dzg(Z A dxg(= - dzg(Z -
/ng(ter)Z /p xg(t+y)x+/cl zg(t+y)z

p i ei% eit(z0—y)
+/ dwg( + y)— —i—/ dzg( y) = 2miRes [g(zo) } . (B.11)
0 Ca

" 20— Y

onde p = yt, e z representa os pélos da fungao ¢g(z) no semiplano superior contidos

pelo contorno C'. A integral do contorno C' é facilmente calculavel

> eiz ‘ 0 Tei@ . .
dzg(= +y)— =1lim | dfg( +y)e”* = —img(y). (B.12)
C1 t zZ r—0 /. t

Um fato muito interessante a respeito do contorno C é que o seu raio aumenta com o
tempo. Como nesse circuito de integracao podemos escrever z = p(cos(f) +isin(f)),
esperamos que para tempos tais que ¢ > 1/y — p > 1, as principais contribui¢oes
para integral venham dos pontos § ~ 0 e § ~ 7 (supondo que lim, .o, g(z) — 0).

Utilizando esta aproximagao passamos a ter
Z e’ _ " 107 ,ipcos(0) ,—psin(0)
dzg(= +y)— = —i | dbg(y[l +e*])e e
Co t z 0
~ / dfg(2y)ePe "’ + / d9g(0)e_i”e_psm(0)
0 T—€
1 — e ¥

=i{g(2y)e” + g(0)e '} ——— (B.13)

onde € < 1 é um parametro adimensional. No limite de ¢ — oo encontramos que a
integral feita sob o contorno C5 é nula. Sendo exatamente o resultado esperado pelo

lema de Jordan.
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Deste modo obtemos o resultado aproximado

eit(zo_y) ‘|
(20 —v)
1 —e yte)

yt T eia:
/ dxg(? +y)— ~ing(y) + 2miRes {g(zo)

—yt X

—i{g(2y)e"”" + g(0 Zyt} (B.14)

Procedendo de modo analogo para o semiplano inferior, obtemos entao

l/wg¢1+wﬁi9)%ﬂy@)+WR%U)P@®§§i:Q}

AN )

—1t(2
+mRes!) [g(zo)£
(20 — )

onde Res!) indica que apenas os pélos com |20| < 2y sdo considerados no calculo

(1 — ey

] ~ {g(0) + 9(2y)} cos(yt) (B.15)

dos residuos. Lembrando que o ultimo termo da expressao acima foi calculado apro-

ximadamente considerando-se a hipdtese t > 1/y.

o fytt(b_y) drg(% + y)¥22: Para o segundo termo de (B.10) trabalharemos com os con-
tornos apresentados na Fig. B.10(b). Novamente é mais conveniente uma mudanca

de variavel dada por

t(b—y) T sinz 39 4} sin(z + tb/2)
dra(® _ L Gl /) B.16

Usando a mesma aproximagao anteriormente adotada, encontramos o seguinte re-

sultado aproximado

drg(— + ~ mRes!D [ 2 } + 7Res?) [ z }
/yt g(t v) T 4 0)(20 - Y) 9z (20 — )
cos[t(b —y)] cos(yt) (b2
— py—L (9 1 — ¢ (0/2=y)et B.17
{ﬂ) b= 1) 9(2y) m € (B.17)

onde o residuo Res"? é calculado para os pélos zy de g(z) nos quais 2y < |z| < b.
O tltimo termo foi calculado sob a hipétese t > 1/(b/2 — y).

Assim, somando todos os termos de (B.15-B.17), obtemos

/Obg@)w ~ g(y) + mRes {g(zo) izt ]

T —y (20 —¥)

€4ﬂm—W}<_{gan_+gx2y)}cmxyﬂ (1;15:3t>

+mRes [g(zo)—<zo - m

o g U (1 - ), (5.15)

t(b—y) yt
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onde o residuo é calculado para todos os pdlos de g(z) tais que |zg| < b e Rezg > 0.

b in[t(x
B.1.2 ] dwg(m)%

Trabalhando com a variavel

b sin[t(x b/2 sin[t(x’
/0 dmg(x)—[;(_i_—'y— vl = /_b/2 dr'g(z' +0/2) [i(/ +Z/Z/i—; y)]7 (B.19)

e escolhendo os contornos de integracao da Fig. B.1(b), podemos proceder com o cdlculo

de modo andalogo ao da subsecao anterior, encontrando assim o resultado final

e s e e Rl )

E e [ N

onde o residuo é calculado para todos os pélos de g(z) tais que |zp| < b e Rezy > 0.

A Fig. B.2 apresenta os resultados numérico exato e o analitico aproximado desen-
volvido nesta seciio, para g(z) = 0.05xe~%/?° (grafico & esquerda) e g(z) dado pela funcio
espectral efetiva encontrada para spins de interacao spin-érbita, eq. (3.19). Para garantir
que I1(t — 0) — 0 nos calculos analiticos, multiplicamos os termos oriundos dos con-
tornos Cy e C4 por uma funcao envelope (1 — e ¥") (lembrando que para tais termos, a
aproximacao adotada deve dar resultados bons apenas para t > 1/y), e para os demais
multiplicamos por (1 —e™"). Usamos y = Awp = 0.0186wp. Podemos observar que para
a fungao g(x) 6hmica o resultado analitico s6 é bom para tempos twp > 1/A. Ja para o
segundo caso, temos uma excelente concordancia também para tempos twp < 1/A, isto
ocorre porque, ao contrario da funcao ohmica, a funcao espectral efetiva tem podlos no

plano complexo que dominam o regime de tempos curtos.

O tempo de vida de um pdlo é dado pela sua parte imaginaria. Assim, verificamos
que no regime de t > 1/Imz, a integral I/ )[y; g(x),t] converge rapidamente para o valor

constante

IPly; gx),t > 1] — mg(y) (B.21)

B.2 IY[y;g(x),t]

sin? [t(x4y)]
rty

¢ assumida uma funcao analitica no eixo dos reais e 0 < y < b. O célculo segue um

Para I, devemos calcular integrais do tipo fob dzrg(z) , onde novamente g(z)
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FIGURA B.2 - Integral 1 1(0) calculada usando a solugao analitica encontrada (curva sélida)
e feita numericamente exata (curva tracejada). O grafico a esquerda apre-
senta um exemplo de funcao sem pélos g(x) = 0.05ze¢=2%, e o a direita
g(x) é assumida a funcao espectral efetiva (3.19).

procedimento inteiramente andlogo ao das integrais I;. Os resultados encontrados foram

entao

/Ob dg( 0@ =0)] 1y /0" 9@ @{Res lgU;]

T —y 2 (x—y) 2 20— Y

—Res [g(zo)w] } — %{g@y) — g(0)} sin(2yt) (l%y:yte)

20— Y

I

2 r+y) 2 20+y

HRes|g(a0) } — 5 o R g B (o

20+ Yy 2 2t(b+y) 2ty

/Ob d:tg(x)%m ~ }/0” de(gA — i_W{ReS {g(zo)w} (B.23)

A Fig. B.3 apresenta os resultados numeérico exato e o analitico aproximado desenvolvido
nesta se¢ao, para os mesmos casos expostos na Fig. (B.2). Para garantir que Ir(t —
0) — 0 nos célculos analiticos, multiplicamos os termos oriundos dos contornos Cy e C}
por uma func¢ao envelope (1 — e ¥") (lembrando que para tais termos, a aproximagao
adotada deve dar resultados bons apenas para t > 1/y), e para os demais multiplicamos
por (1 —e™*). Novamente, podemos observar que para a fun¢ao g(x) dhmica o resultado

analitico s6 é bom para tempos twp > 1/A. J& para o segundo caso, obtemos uma
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FIGURA B.3 - Integral 12(0) calculada usando a solugdo analitica encontrada (curva sélida)
e feita numericamente exata (curva tracejada). O grafico a esquerda apre-
senta um exemplo de funcao sem pélos g(x) = 0.05z¢ 2%, e o a direita
g(x) é assumida a funcao espectral efetiva (3.19).

excelente concordancia também para tempos twp < 1/A, isto ocorre por conta dos pdlos

da fungao espectral efetiva.

Para tempos twp > 1/Imzy, a integral 1 éj ) [y; g(x), t] converge rapidamente para o valor
constante

b 1 1

(J@-y)Jr

Blygo).t>1 -5 [ (B.24)

| deg(e)p [
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