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Resumo

Esta tese aborda diversos aspectos da propagacao semiclassica de estados
coerentes. Determinamos uma expressao bastante geral para o propagador entre
tais estados que, ao contrario das féormulas existentes na literatura, é valida para
pacotes de larguras quaisquer. O resultado, obtido via integracao funcional, de-
pende de trajetorias classicas num espaco de fase complexificado. Aproximacoes
baseadas em orbitas reais sao também analisadas e demonstra-se a origem comum
dos propagadores gaussianos de Heller e BAKKS. Em seguida, é feito um estudo bas-
tante completo da propagacao semiclassica de estados coerentes na representacao de
posicao. Os resultados formais obtidos sao aplicados explicitamente para o caso de
um pacote gaussiano sob a influéncia de um potencial repulsivo suave. Para este
sistema, a solucao das equacoes de Hamilton e a propria funcao de onda semicléassica
podem ser determinadas analiticamente. O problema das solugoes nao contribuintes,
que se origina da aplicagao do método do expoente estacionario, é resolvido através
de imposigoes de consisténcia fisica. Os efeitos das causticas no espaco de fase, pon-
tos onde a aproximacao semiclassica de ordem quadratica diverge, sao controlados

através de corregoes envolvendo fungoes de Airy.
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Abstract

This thesis addresses different aspects of the semiclassical propagation of co-
herent states. We have derived a general expression for the propagator connecting
these states which, differently from previous formulae in the literature, is valid for
packets of arbitrary widths. The result, obtained via functional integration, de-
pends on classical trajectories in a complex phase space. Approximations based on
real orbits are also analyzed and it is demonstrated that the Heller and BAKKS
Gaussian propagators belong to the same category. Next we make a detailed study
of the semiclassical propagation of coherent states in the position representation.
The obtained formal results are applied to the case of a Gaussian packet under the
influence of a smooth repulsive potential. For this system the solution of Hamil-
ton’s equations and the semiclassical wave function can be expressed analytically.
The problem of non-contributing solutions, which originates from the application of
the stationary exponent method, is solved by the introduction of some criteria of
physical consistency. The effects of caustics in phase space, points where the lowest
order semiclassical approximation diverges, are controlled by introducing corrections

involving Airy functions.
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Introducao

A origem da fisica semiclassica confunde-se com o surgimento da propria
mecanica quantica. Ao estudarmos os primeiros avancos na dire¢cao de uma teoria
ondulatoéria, freqiilentemente encontramos modelos que fundem conceitos classicos
as ainda emergentes idéias de discretizacao. Um exemplo tipico é o &tomo de Bohr,
onde o momento angular eletronico é expresso em miultiplos inteiros da constante
de Planck: L = nh. De maneira mais ampla podemos afirmar que érbitas classicas

e a quantizagao das acoes a elas associadas,

S = / pdq = nh,
ciclo

constituiram um dos pilares da velha mecanica quantica. Posteriormente, o es-
tabelecimento das formulagoes de Schrodinger e Heisenberg, posicionou a teoria
quantica como um conjunto conceitualmente independente e radicalmente distinto
da mecanica classica. Esta nova teoria obteve um sucesso retumbante na descricao
dos fenomenos em escala molecular, atomica e sub-atomica. Podemos entao nos
perguntar: qual é a motivagao para se estudar a fisica semiclassica atualmente? A
resposta a esta questao pode ser dividida em duas partes cuja fronteira é, em tltima
analise, arbitraria. Primeiramente, uma das for¢as impulsionadoras da fisica desde
as suas origens ¢ a idéia de unificacao, isto é, a busca por teorias que descrevam um
conjunto cada vez mais amplo de fenomenos através do mesmo arcabouco tedrico.
Sob este ponto de vista é fundamental entender como as abordagens classica e
quantica encontram-se nos limites de validade da primeira. Esta regiao onde as

duas teorias se superpoem especifica o regime semiclassico, que matematicamente



traduz-se na relacdo S/h > 1, ou como é usual expressar de modo formalmente
equivalente 7 — 0. Uma faceta deste problema que tem recebido crescente atengao
é o entendimento de como as caracteristicas classicas de sistemas cadticos influen-
ciam na dinamica dos sistemas quanticos correspondentes. Por outro lado, além
de sua importancia no entendimento da conexao formal entre as teorias classica e
ondulatéria, técnicas semicldssicas como WKB, EBK [1], limites assintdticos em in-
tegrais de trajetéria [2, 3, 4] e representacoes de valor inicial [5, 6] tém um amplo
espectro de aplicagoes. Estas variam do estudo numérico de sistemas quanticos cujos
andlogos classicos tém dinamica cadtica [7] até o célculo de diversas propriedades
fisico-quimicas de moléculas (espectro vibracional, propriedades de dissociagao, etc)
[8], passando por célculos estatisticos em fisica nuclear [9] e de transporte em es-
truturas mesoscopicas [|. As aplicagoes em quimica e fisica molecular tornam-se
particularmente importantes na descricao de sistemas com muitos graus de liber-
dade, por exemplo, moléculas poliatomicas.

Em muitas das aplicacoes a atencao volta-se para a propagacao de esta-
dos iniciais bem localizados no espago de fase (pacotes de onda) [10, 11]. Neste
contexto, estados coerentes desempenham um papel central, pois sendo pacotes de
incerteza minima, propiciam uma representacao especialmente conveniente para es-
tudos semiclassicos no espacgo de fase [12, 13, 14, 15, 16]. De modo mais especifico,
procuraremos descrever propagadores quanticos (médulo e fase), envolvendo esta-
dos coerentes, em termos de grandezas da mecanica Hamiltoniana. Veremos que a
descrigao da dinamica de pacotes de onda em termos de orbitas classicas exige uma
extensao das variaveis de posicao e momento ao plano complexo. Surgem entao
diversos efeitos de interesse, como a multiplicidade das solugdes complexas e sua
divisao em partes contribuintes e nao contribuintes, além do problema das causticas

no espaco de fase.

Organizacao da Tese

O capitulo 1 tem dois objetivos. Primeiramente procuramos fornecer um

resumo dos conceitos e técnicas que serao tteis na leitura do restante da tese, e em



segundo lugar abordaremos mais detidamente alguns pontos que em geral nao sao
discutidos na literatura com a freqiiéncia ou clareza necessarias. Ressaltamos que
dada a forma de apresentacao, o referido capitulo nao faz as vezes de uma introducgao
aos temas apresentados.

No capitulo 2 apresentamos uma dedugao completa do propagador semicléssico
entre estados coerentes. O resultado final faz uso de trajetérias cldssicas que,
de modo geral, devem ser compleras. Uma aplicacao simples para o oscilador
harmonico, onde as trajetorias sao explicitamente determinadas, ¢ mostrada. No
calculo apresentado revela-se uma ambigiiidade extra, nao relacionada a questoes de
ordenamento, presente neste tipo de férmula semiclassica. Exploramos esta liber-
dade para demonstrar que as aproximagoes gaussianas de Heller [17] e BAKKS [3],
com importante potencial de aplicacao em quimica, podem ser obtidas a partir de
uma mesma expressao geral. Alguns testes numéricos simples sao também execu-
tados. Por ser um capitulo denso em passagens matematicas, algumas delas foram
suprimidas do corpo principal do texto e estao discutidas com detalhe em apéndices
no final da tese.

O terceiro capitulo trata da propagacao de estados coerentes, também em
termos de trajetérias complexas, na representacao de posi¢ao. Um estudo minucioso
da dinamica num potencial de “parede suave” é feito. O problema da determinacgao
das orbitas complexas é atacado com o auxilio do mapa conforme de Adachi e
Klauder e a questao das solugoes nao contribuintes é abordada.

No capitulo 4 apresentam-se possiveis férmulas semicldssicas que evitam
efeitos nao fisicos introduzidos por pontos criticos no espaco de fase complexo. Um
estudo do efeito destes pontos, denominados causticas, é apresentado para o mesmo
sistema abordado no capitulo 3 e as correcoes sao aplicadas fornecendo resultados
eficientes.

Na parte final da tese as principais conclusoes do trabalho sao agrupadas e

comentadas, e possiveis perspectivas sao tracadas.






Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Este capitulo consiste na apresentacao de conceitos e métodos basicos a serem
utilizados no decorrer da presente tese. A abordagem nao pretende ser exaustiva e
referéncias complementares, necessarias a um estudo mais sistematico, serao provi-

das a medida em que os tépicos forem apresentados.

1.1 Estados Coerentes

Seja{|n)},n =0, 1, 2..., o conjunto de autoestados de um oscilador harmoénico
quantico de massa m e freqiiéncia w. Estados coerentes canonicos |z) sao definidos
por [18]:

)=e MZﬂn = 3l e?0) (1)

onde |0) denota o estado fundamental,

v L (g .bp L (g .bp
T I _;x = = — 1.2
a \/ﬁ(b Zh) e Z \/§(b+zh (1.2)

sao respectivamente o operador de criagao e o rétulo complexo que caracteriza o

estado coerente. Os nimeros ¢ e p sao os valores médios dos operadores correspon-



dentes no estado |z). A constante b é proporcional a incerteza na posi¢ao

b=/ (h/mw) = V2Aq, (1.3)

de forma que qualquer estado coerente satisfaz a relacao de incerteza minima AgAp =
h/2.

E comum encontrarmos na literatura a afirmacao de que os estados {|z)}
formam uma base super-completa. Grosso modo, isto significa que subconjuntos
de {|z)}, z € C, podem ainda constituir uma base no espago de Hilbert [19, 20].
Pode-se entender esta propriedade de forma mais precisa através de um teorema
simples que reproduzimos a seguir [19].

Teorema de Cahill: Seja {z;} € C uma seqiiéncia convergente de niimeros
complexos, entao os estados coerentes correspondentes {|z;)} formam uma base no
espaco de Hilbert.

Prova: Vamos assumir por hipdtese que existe um vetor |f) tal que (f|z;) =

0 para todo j. Em seguida definimos a funcao

[e.9]

F(z) =2 (flz) = > (fIn)

n=0

ZTL

ot (1.4)

E f4cil mostrar que f ¢ uma funcao inteira de z, ou seja, que satisfaz as condigoes de
Cauchy-Riemann em todo plano complexo. Notamos que, por construcdo, f(z;) ~
(flzj) =0 = f(z;) = 0 para todo j. Lembramos agora que qualquer fungao inteira
que se anula para alguma seqiiéncia convergente de pontos em C ¢ identicamente
nula. Assim f(z) = 0 = (f|z) = 0 para todo z. A tunica possibilidade é portanto
|f) = 0. Se o tinico vetor ortogonal ao conjunto {|z;)} é o vetor nulo, como acabamos
de concluir, entao este conjunto forma uma base no espaco de Hilbert, ou seja,
qualquer vetor nao nulo pode ser escrito em termos de {|z;)}. O que completa a
demonstracao. Um corolario imediato é que qualquer estrutura em C que suporte
uma seqiiéncia convergente, por exemplo linhas e regioes finitas, também especificam
uma base no espago de Hilbert [21, 22].

Outra conseqiiéncia da supercompleteza é a impossibilidade de ortogonal-



Figura 1.1: Pacote gaussiano de incerteza minima

izacao dos estados coerentes, expressa através da relacao

(2a|21) = exp { |22’ /2 + 2521 — |21 [*/2}
=exp {— (g2 — q1)?/4b° — b*(p2 — p1)*/4R* + i(qapr — @1 — p2) /2R }, (1.5)

que é finita para qualquer par z; e z5. A resolucao da unidade em termos do conjunto

1= [19, (16)

onde a integragao cobre todo o espaco de fase e d’z/m = dgdp/27h. Finalmente

{|2)} escreve-se

lembramos que estados coerentes correspondem a pacotes de onda gaussianos nas

representagoes de posi¢ao e momento (figura 1.1):

(x|z) = 7TAb72 exp [—% + %p(x - q/2)] : (1.7)
(pal2) = 7 4c7F exp [—“’2;” - salpe - p/2>] , (1.8)

comc = h/b= V2Ap,. Nos capitulos seguintes estudaremos a propagacao semiclassica

tanto na representagao |z) quanto na prépria representagao |z).



1.2 Sobre a Aplicacao do Método do Expoente

Estacionario em Calculos Semiclassicos

Nos préximos capitulos faremos uso do método do expoente estacionario na
avaliacao de limites assintéticos de integrais complexas. Este método esta descrito
com diferentes niveis de rigor matemdtico em intmeros textos [23, 24, 25]. Nesta
secao nos limitaremos a abordar alguns pontos que nao sao tocados de maneira clara
na literatura e que tém importancia capital no entendimento dos resultados que se

seguem. O objetivo do procedimento ¢é avaliar a integral*
) = / g(w)e M d (1.9)
c

no limite A — oo. Nesta tese, F correspondera a uma acgao efetiva calculada sobre
alguma trajetéria cléssica e A identifica-se com o inverso da constante de Planck
h~t. Assumiremos que g e F = F, +iF; sao funcdes analiticas da varidvel complexa
w, e que g tem variagao lenta se comparada a exp{AF}. O contorno de integrac¢ao
C é uma curva que suporemos continua e de extensao infinita no plano complexo.
Estas nao sao as condicoes mais gerais sob as quais o método pode ser aplicado, mas
serao suficientes para os nossos propositos. O procedimento consiste nos seguintes
passos:

(i) Identificar os pontos criticos de F (pontos de sela) , i.e., calcular os pontos
w para os quais dF /dw = 0;

(ii) Determinar as curvas de maximo declive passando por cada ponto de
sela;

(iii) Justificar, via teorema integral de Cauchy, a deformagcao do contorno C
em curvas de maximo declive;

(iv) Determinar as expansoes assintéticas em torno de cada ponto de sela;

(v) Somar as contribuigoes individuais.

No passo (i) identifica-se os pontos criticos do expoente F. Dado que esta

¢ uma funcao analitica, e portanto harmonica, tais pontos sao necessariamente de

*Por simplicidade nos restringiremos a uma tinica variavel complexa.



sela (e nao pontos de maximo ou minimo). Mais precisamente, os gréficos de F,
e F; em fungao de Re(w) e Im(w) tém pontos de sela em dF/dw = 0. Na etapa
(i) encontra-se os contornos de maximo declive para F, como fungao de Re(w) e

AF (w) tem

Im(w) passando pelos pontos de selal. Sobre o novo contorno a funcio e
maximos nestes pontos que tornam-se cada vez mais pronunciados para valores cres-
centes de A. No limite A — oo, toda a contribuigdo para a integragao (1.9) vem das
vizinhancas imediatas dos pontos de sela e uma expansao de F em torno dos mes-
mos fornece uma estimativa bastante acurada para a integral. Como destacado por
Bleistein e Handelsman* em [24] o passo (iii) é, em geral, o mais dificil na execucao
do método na medida em que nao ha um algoritmo a ser seguido e cada problema
requer uma analise particular. Além disto, um conhecimento detalhado da funcao
F(w) é necessario, o que pode nao ser facil em problemas onde as etapas anteri-
ores sao executadas numericamente. Esta dificuldade esta no amago do problema
das trajetérias nao contribuintes que encontraremos no capitulo 3. Uma vez que
a deformacao é justificada e que as regioes relevantes encontram-se proximas aos
pontos de sela, podemos expandir o expoente em torno dos mesmos. Finalmente,
antes de somar as contribuicoes de cada ponto de sela, é preciso verificar se nao ha
superposicoes entre tais regioes, evitando que contribuicoes redundantes sejam con-
sideradas. Sendo estas superposicoes despreziveis, pode-se somar as contribuicoes
individuais de cada ponto critico. O que corresponde ao passo final na execugao do
método.

Isto posto, devemos agora destacar que, ao estudarmos sistemas particulares
(mesmo os relativamente simples), dificilmente o método é aplicado da forma rig-
orosa descrita acima. O que usualmente ocorre é a seguinte seqiiéncia alternativa.
Executa-se o passo (i), geralmente com o auxilio de cdlculos numéricos, e em seguida
determina-se as caracteristicas gerais do novo contorno (diregdes assintéticas e de
méaximo declive), o que via de regra é suficiente para a execugao dos passos seguintes.
Dada a sua dificuldade, a terceira etapa é substituida por uma série de condig¢oes

baseadas em consisténcia fisica, por exemplo, a imposicao de que a funcao de onda

fpara F; este mesmo caminho é de variacio minima, ou seja, é uma curva de nivel F;=cte.
Y<The importance of step (3) cannot be overemphasized. Unfortunately, it is not only the pivotal
step in the analysis, it is also often the most difficult to apply.”



semiclassica deve permanecer finita quando i — 0. Estas condigoes serao listadas
e aplicadas no capitulo 3. Seguem-se entao os passos (iv) e (v). Outro ponto
que vale destacar é que tudo que foi dito aqui refere-se a avaliacao de integrais
envolvendo uma variavel complexa. Porém, freqiientemente precisamos estender o
método para um nimero maior de variaveis, ou até mesmo para dimensao infinita no
caso de integrais de trajetéria (capitulo 2) e ao invés de pontos criticos é necessario
calcular linhas ou trajetorias criticas. Desta forma, o uso do termo “método do
expoente estacionario” em calculos semicléssicos constitui um abuso de linguagem
que, consagrado na literatura, manteremos nesta tese tendo em mente as diferencas

apontadas.

1.3 Transformacoes por Meio de Funcoes Analiticas

e Causticas

Nesta se¢ao vamos considerar transformagoes (ou mapas) entre varidveis com-
plexas, induzidas por fungoes analiticas. Veremos que este conceito esta intimamente
relacionado as propriedades das trajetorias complexas necessarias ao calculo dos
propagadores. Além disto, os pontos criticos de tais mapas identificam-se com as
singularidades das formulas semiclassicas.

Seja uma transformagao definida num certo dominio D do plano complexo
dada por w — z, z = f(w). Dizemos que o mapa é conforme num dado ponto w € D
se f é analitica neste ponto e, além disto, df/dw|g # 0. E fato bem sabido que
uma tal transformacao preserva angulos (em valor absoluto e sentido) entre pares
quaisquer de curvas orientadas passando por w [26]. Vamos agora mostrar que o
mapa acima descrito é localmente biunivoco. Sendo f uma funcao analitica, esta
admite uma expansao em série de poténcias em torno do ponto w. Em ordem mais
baixa na diferenca (w — @) temos:

z=f(w)+ fl(0)(w—0) =>w=0w+—"——7, (1.10)
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ou seja, dado um ponto z na vizinhanca de f(w), podemos encontrar uma regiao em
D na qual existe apenas um ponto w tal que w = f~1(z2). E importante ressaltar
que esta propriedade ¢é local e nao ha garantia de que a aplicacao seja globalmente
biunivoca. O que acabamos de mostrar é que existe uma bola de raio finito em torno
de w na qual o mapa é um-para-um. De maior importancia para os nossos estudos
¢ o papel desempenhado pelos pontos w., que no presente contexto chamaremos
de cdusticas, onde o mesmo mapa nao é conforme, i. e., df/dw|,, = 0. Por
simplicidade vamos assumir que a segunda derivada é nao nula. Podemos ainda
expandir f obtendo desta vez:

(w—we)* = w=w,+

(1.11)

2= flu) + L)

Entao, dado um ponto z na vizinhanga de f(w,), existem dois pontos w no dominio
de f que sdo mapeados em z = f(w). A transformacao é portanto dois-para-um e em
oposicao ao caso anterior, nao é possivel definir uma bola em torno de w, para a qual
o mapa é biunivoco. Para ilustrar estas situagoes vamos considerar as transformagoes
induzidas por f(w) = exp(w) e g(w) = w?. Ambas as fungoes sao inteiras (analiticas
em todo o plano complexo), a primeira ndo possui pontos criticos enquanto que a
segunda tem derivada nula em w = w, = 0. Desta forma, w — exp(w) é um mapa

conforme em todos os pontos e w — w?

é conforme, exceto em w = (. Na figura
(1.2) mostramos uma rede composta por linhas Re[f(w)] = cte e Im[f(w)] = cte
(a) e a sua imagem inversa no plano-w (b). Note que as 12 linhas retas desenhadas
no primeiro plano sao mapeadas em 12 curvas, que também se cruzam a angulos
retos, no segundo plano. Grosso modo, podemos afirmar que o mapa f~! causa
apenas uma deformacdo suave nas curvas do plano-f(w). Em contraste, vemos na

L em um reticulado

figura (1.3) que uma rede andloga é mapeada por meio de g~
composto por 24 curvas no plano-w, cujo ponto central é a caustica w.. Neste caso,
além da deformagao hd uma duplicacao do nimero de curvas. Veremos no capitulo
3 que propagadores semicldssicos podem ser expressos em termos de trajetorias
complexas determinadas através de mapas conformes. Usualmente héa diversas, ou

mesmo infinitas, trajetorias contribuintes cujo niimero esta intimamente relacionado
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(@) - plano f(w) 02 (b) - planow
01
0.11
0.05

0 0

-0.05
-01

01

07 0.75 0.8 0.85 09 095 -02 03 02 01 0

Figura 1.2: Tlustragao da transformacao conforme f(w) = exp(w). Na figura do lado
esquerdo temos um reticulado composto por linhas Re[f(w)] = cte e Im[f(w)] = cte
que é mapeado pela acao de f~! no padrao mostrado do lado direito. O mapa é
claramente biunivoco, i.e., a cada linha no plano z = f(w) corresponde uma tnica
curva no plano w.

(a) - plano g(w) 064 (b) - planow
o1 0.47
0.051 021
0 0
~0.05 02
-01 -04
0.05 01 015 02 025 -0.6 204 02 0 02 04 06

Figura 1.3: Tlustragao da transformagao conforme g(w) = w?. Desta vez o reticulado
Re[g(w)] = cte e Im[g(w)] = cte é mapeado pela agao de g~! no padrao mostrado
do lado direito. O mapa é dois-para-um, i.e., a cada linha no plano z = g(w)
correspondem duas curvas no plano w. A caustica localiza-se no centro deste plano.
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a presenca de causticas no espago de fase complexificado. Veremos além disto, que
nestes pontos criticos as aproximacoes semicldssicas em ordem mais baixa divergem

e calculos de ordem superior sdo necessarios (capitulo 4).

1.4 Funcoes de Airy com Argumento Complexo

Funcoes de Airy estao relacionadas a correcoes de cédlculos assintéticos em
torno de causticas, tanto em éptica quanto em fisica semiclassica. Desde que a maior
parte dos resultados desta tese derivam-se de trajetérias complexas, teremos corre-
spondentemente corregoes envolvendo fungoes de Airy com argumento complexo.
Isto, longe de ser uma simples extensao do caso real, traz diversas sutilezas que
serao abordadas no capitulo final desta tese. Abaixo definimos as fungoes de Airy

e listamos algumas de suas propriedades importantes. Consideremos as seguintes

fi(s) = %/C] exp {z (%t?’ntst)}dt, (1.12)

onde C; denota qualquer das curvas mostradas na figura 1.4 (j = 1,2,3.). A funcao

funcoes

de Airy com argumento complexo s é definida por Ai(s) = fi(s). As fungoes fo e f3

relacionam-se com a primeira através das seguintes expressoes
fa(s) = e B Ai(e2/35), e fz(s) = MBAi(>35). (1.13)

Estaremos particularmente interessados nos limites assintéticos destas fungoes. Para

Ai(s) temos

. g—1/4 943/2
Ai(s) ~ NG exp | ——5— |, se |arg(s)| < . (1.14)

Os limites assintoticos correspondentes para fo e f3 sao

5—1/4 943/2 5—1/4 9,43/2
~ ~ . (L5
Jals) ~ o exp ( 3 ) e fals)~ mgmmexp ( 3 > (1.15)
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t — plane

Cl

C3 C2

Figura 1.4: Possiveis contornos para a integracao (1.12).

Como veremos em detalhes no capitulo 4, a variavel s desempenhara o papel de uma

medida da influéncia das cdusticas nos resultados semiclassicos.
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Capitulo 2

Integrais de Trajetoria com
Estados Coerentes de Larguras

Arbitrarias

Neste capitulo apresentaremos uma deducao detalhada do propagador semicléssico
conectando estados coerentes quaisquer |2’) e |2”). O resultado final, dado pela ex-
pressao (2.54), é mais geral do que os previamente apresentados nas referéncias [2, 4]
pois no procedimento de integrais de trajetdrias [27] fazemos uso de estados inter-
medidrios de larguras arbitrarias [28]. A referida férmula depende de érbitas num
espaco de fase complexo e é valida para qualquer sistema Hamiltoniano. Veremos
que a dinamica subjacente nao é regida pelo hamiltoniano cldssico H, mas sim por
sua versao suavizada que definiremos a seguir. Inicialmente mostraremos os detalhes
envolvidos na obtencao do propagador com o uso de estados coerentes de larguras
arbitrdrias e ilustraremos os procedimentos envolvidos no calculo semiclassico no
caso de um potencial harmonico enfatizando as caracteristicas das trajetorias com-
plexas. Em seguida, apresentamos uma aproximagao gaussiana baseada em solucoes
reais, de particular importancia para a quimica tedrica, que contém como casos par-
ticulares as férmulas de Heller [17] e BAKSS [3]. Finalmente alguns resultados

numéricos serao discutidos.
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2.1 Formalismo

2.1.1 Estados Coerentes de Larguras Arbitrarias

Sabemos que um estado coerente |z) tem seu rétulo complexo dado por

z:%(%—l—ib—é)), (2.1)

onde os numeros reais g e p sao os valores médios dos operadores quanticos corre-
spondentes e o parametro b, ao qual nos referiremos neste capitulo como a largura do
pacote ¥ (x) = (x|z), estd relacionado a incerteza na posigao por b = V2 Aq. Quer-
emos aqui destacar que a caracterizagao completa de um estado coerente necessita
da especificacao dos trés nimeros reais ¢, p e b. Consideremos o exemplo de dois
estados distintos caracterizados por (¢ = 2,p =2,b=1) e (¢ = 1,p =4,b = 0.5)
com h = 1, ambos tém o niimero complexo z = \/5(1 + i) como rétulo. Em geral,
dado um ntmero complexo w, existem infinitos estados coerentes distintos para os
quais z = w. A relacao torna-se univoca apenas quando explicitamos, além de g e
p, também b, ou equivalentemente w (a freqiiéncia do oscilador associado). Assim,
uma notacao mais precisa seria |2) = |¢,p,b) ou z = 2(q,p,b), (¢,p,b) € R?* x R,.

Conseqiientemente, o operador identidade pode ser escrito como

. dgd
= [ [lep) S e 2.2

Para diferentes valores de b a integracao acima cobre todo o espaco de fase com
pacotes gaussianos de larguras distintas. Note que esta multiplicidade ocorre devido
ao fato de que, dentre os trés rétulos (g, p, b), apenas dois sdo varidveis de integracao
em (2.2). Isto ndo ocorre para resolucoes da identidade expressas em termos de
bases como {|z)} e {|p)}, onde o nimero de rétulos e de varidveis de integracao é o
mesmo. B evidente que em célculos exatos a escolha de um b particular em (2.2) é
irrelevante. Contudo, em aproximacoes assintoticas nao se espera que os resultados
obtidos com b’s diferentes coincidam exatamente. Para usar este parametro livre,

precisaremos de relacoes entre estados coerentes de larguras distintas. Um calculo
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simples envolvendo integrais gaussianas fornece a expressao para a superposicao

entre dois estados rotulados por (qi,p1,b1) € (g2, P2, b2),

(2a]) = / (ol ] 1) =

bgbjrb% eXP{—% <m) f(Q1aCI2,p1,p2,b1,b2)}, (2.3)
onde
f(q1,G2,p1,p2,b1,b2) = (g2 — 611)2 + (b;f;)Q(pz - p1)2
2 [, ) _
—3 [b1q2p1 baqips + — (b —b])(qap2 + up1) | = fau. (2.4)

Note que para by = by recuperamos a expressao para a superposicao de estados

relativos ao mesmo oscilador harmonico (1.5).

2.1.2 Propagador

Consideremos um sistema genérico descrito pelo hamiltoniano quantico H,
cuja expansao em poténcias dos operadores de criagao e destruicao esta bem definida.

O propagador entre estados coerentes escreve-se
K (2", 2, T) = (2| Te i Jo AO]1), (2.5)

onde o operador de ordenamento temporal é denotado por 7. Os estados inicial e
final identificam-se por 2’ = 2/(¢,p',0') e 2" = 2"(¢",p", 0"), respectivamente. Para

7 suficientemente pequeno podemos escrever o propagador como o produtoério

K(2", 2\ T) ~ (zx] H H(t5)T| 509, (2.6)

!/

onde, por conveniéncia, zy = 2" e zyp = 2’; e o tempo t; pertence ao intervalo
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[i7,(j + 1)7]. O préximo passo no formalismo de integrais de trajetéria é inserir
(N — 1) identidades entre os termos do produtério acima. E neste ponto que o
procedimento aqui adotado torna-se diferente. Nao ha motivo a priori para usarmos
b= o0’ ou b= o¢" em todos os operadores identidade; pelo contrario, a cada um deles
associaremos uma largura b;, que em principio pode tomar qualquer valor. Apds
a deducao do propagador usando este procedimento mais geral, mostraremos que
alguns resultados presentes na literatura e obtidos de maneiras diversas podem ser
englobados na mesma categoria. Mostraremos também que, em geral, a propagacgao
semicléssica é sensivel a escolha das larguras intermediarias. Com a insercao das

identidades o propagador torna-se

N— 1d22 N-1
Ko / / [T T {Gale ey @
j=1 7=0
Seguindo Klauder [2] podemos escrever
N-1 N N-1
{ralet 0z}~ [T {(zpalt - £0 )71}
=0 =0

N-1 — .
1T
~ [[(znlz) . e Z — 7 v, (2.8)
=0 =0

com a definicao

(21| H(t;)|2;)
T (zj+1]25) (2:9)

Das equagoes (2.3), (2.7) e (2.8) obtemos

N-—1
. d% [ 2bb
K& / / 7r] b2 +2;1 eflertl, (2.10)
Jj=1

N-1 .
1 1 1T
Flg,p,b =) {—5 (b2+—bg> fivrs — %HjJrl,j} 7 (2.11)
=0 J Jj+1

onde usamos a notagao (¢, p, b] = (qo, ---, v Do, ---» PN, bos --., b)) € f+1,; estd definido

com
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na relagao (2.4). Relembramos que (qo, po, bo) = (¢, ', 0") e (qn, pn, bn) = (¢",p", 0").

2.1.3 Equacgoes de Movimento

Precisamos agora resolver as integrais multiplas em (2.10) levando em conta
o limite semiclassico h — 0. Para tanto, aplicaremos o método do expoente esta-
cionario, o que requer uma extensao analitica das variaveis ¢ e p ao plano complexo.

As condigbes para os pontos estaciondrios (ou pontos de sela) sdo

OF OF

— = — =0, k=1,..,N —1. 2.12
Opy, oqy ( )

No limite N — oo pontos extremos vizinhos aproximam-se arbitrariamente e tendem
a uma (ou mais) trajetoria(s) estaciondria(s). As condigoes (2.12) levam as seguintes

equacoes discretas
1 1 2 20 [ 1 1
D) (W) {_ﬁ(bkbkﬁ-ly(pk—&-l — Dk) — % bi‘]k—&-l + §(bi+1 - bi)Qk }
kT V%41 L

1 1 2 2i [ 1 _
5 (m) {?(bklbkf(pk — Pk-1) — 7 biqr—1 + Q(bi — 1)k }

T (asz,kz—l +3sz+1,k

— 0, (2.13
i \ "o apk) (2.13)

1 1 2i 1 —
D) (W> {_Q(Qk—l—l —qr) — T {—biﬂpm + §(b2+1 - bi)pk }

k+1

1 1 21 1 1
-3 (m) {2(% — k1) — - |:bi—1pk—1 + E(bi — bi_1)Pr }

T (aHk,k—l +aHk+1,k

=0. 2.14
n o aqk) (2.14)

Para valores intermediarios de k, ou seja k # 1, N —1, podemos expandir as equagoes
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de movimento (no limite 7 — 0) em termos das diferengas infinitesimais A g, =
Qi1 — Qs App = Pry1 — Pr € A by, = b1 — by, Apenas termos de primeira ordem
serao relevantes para as equacoes resultantes no limite mencionado. Das expressoes

(2.13) e (2.14) obtemos

1 i it (OHir—1 | OHiip
—(App — Apy_ —(A Agr_1) — — : =) = 2.1
2712( Pr = Api-1) + o (Age + Age-1) — & ( R ) 0, (2.15)
e
1 i it (OHiep—1  OHigi
—(Aqr — Aqi—1) — —(A Aprp_1) — — : =1 =0. (2.1
Qbi( Tk Qr—1) 2h( Pr + Apr-1) - ( 90 + 9ae ) 0. (2.16)
As equagoes diferenciais correspondentes sao
OH OH
] = — )= ——— 2.1
i=%, ¢ P="30 (2.17)
onde Ag/T — ¢, Ap/T — p, H = (z|H|2) e
OHrp—1 | OHrya k) OH (3Hk k-1, OHpya k) OH
— 4 = = =, — 4+ =) = —. 2.18
( gk Iqr, dq Opy Opr dp ( )

Estas ultimas relagoes sao demonstradas no apéndice A. Mostramos entao, que as
trajetorias extremas, em torno das quais encontra-se a contribuicao mais relevante
no limite 4 — 0, coincidem com solugbes das equagoes de Hamilton (trajetdrias
classicas). Obviamente este ndo é um resultado novo, mas é importante ressaltar
que no presente caso termos em b e b, que, em principio poderiam surgir (veja
equagoes (2.13) e (2.14)) , cancelam-se. Para k =1 e k = N — 1, o que é equivalente
afazer t =0et =T, as equagdes (2.13) e (2.14) fornecem as condigées de contorno

a serem satisfeitas pelas trajetorias:

1 (q(o) +ia’p(0)) _ 1 <q_’ +Z,a’p’) _ (2.19)

" 7 "0
(q T/) O I;(T)) _ 1 (‘1_ iy th ) — (2.20)

[\
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gr EH

fr(t) € R?

??l'

Figura 2.1: Trajetérias real e imaginéria

Novamente b(0) e b(7") ndo aparecem nas expressoes finais. Neste ponto atingimos
uma parte delicada da nossa dedugao e é importante entender o significado das
condicoes acima. Note que se assumirmos ¢(0) = ¢’ e p(0) = p/, como poderia pare-
cer razoavel a primeira vista, estaremos especificando por completo uma trajetéria
real (para todo t) que termina em, ¢.(¢’,p’) e p,(¢,p’), ndo necessariamente coin-
cidindo com ¢(T") = ¢" e p(T') = p”. Assim, o conjunto de condigoes (2.19) e (2.20)
constitui uma super especificagao que em geral nao pode ser cumprida por trajetorias
reais. Portanto, as condi¢oes de contorno precisam ser satisfeitas como um todo por
trajetérias complexas ¢(t) e p(t) cujas partes real e imagindria combinam-se conve-
nientemente em t = 0 e t =T'. Este fato fica mais explicito ao adotarmos a notagao

Z'=mn'e 2 =¢" e definirmos novas varidveis

n(t) = = (qff,) +¢0/Z;L(t)) L E(t) = % (qg,) —q 0/2@) , (2.21)

de forma que as condigoes de contorno tomam a forma simples 7(0) = n" e £(T") = &£”.

No caso da trajetéria real terfamos apenas a primeira condicao satisfeita ficando o

ponto final dado por &, (veja figura 2.1).

O Hamiltoniano Suavizado
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E importante notar que H(q,p,b) = <,2'|I:I|z>7 nao coincide com H, o mais
direto correspondente cldssico de H. Podemos determinar o hamiltoniano suavizado
no caso particular em que o hamiltoniano quantico é um polinomio em ¢ e p, es-
crevendo estes operadores em termos de @ e a' com ordenamento normal e usando

as relacoes alz) = z|2) e (z]a" = (z|z*. Alguns exemplos sdo:

(z+2%) =g, (2.22)

Sil=

b .
(214]2) = EM(G +ah)]z) =

b2

(2]¢%|z) = <|(a+dT)2’Z>—2<|(a +a'? +aa’ + a'alz)
b2 b2 b2 b2
_2<y(a +a? +2aTa 4 1|2) = 2(z+z*)2+2—q + 5 (2.23)

b3 o b3 R ) . e
(2]¢%|z) = 23/2< zl(a +a")’|z) :W<Z|(G+GT)(G2+GT2+GGT+GTCL)|Z>

3

23/2< z|(@® + a + 3a'a® + 3a"%a + 3a + 3a'|z)
b3 b3 3b?
23/2(2—1—2) +W(z+z)—q —1—7(1, o (2.24)

Naturalmente, relagoes andlogas podem ser escritas para poténcias de p. De maneira
mais geral, para hamiltonianos que podem ser escritos na forma H = %ﬁQ +V,é

facil mostrar que

2

1, . 1 h
H(ap,0) = 5{E1712) + V(0,b) = 57 + 105 + V(e D) (225)

onde
= (2 V7]2) = / " eV a)alz)da

1 & (z q
= m /_Oo V(z) dz, (2.26)

é o potencial suavizado. Fica claro na equacao acima que o parametro b exerce uma
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influéncia no potencial V, e portanto na dinamica classica subjacente.

2.1.4 O Propagador Semiclassico

Uma vez determinadas as equagoes de movimento, o préximo passo é ex-
pandir a fungao F[q, p,b] no expoente de (2.10) em torno das trajetérias extremas.
Denotaremos tais trajetérias por (g;,p;) e os correspondentes desvios relativos as
mesmas por ); = ¢; — q; e P; = p; —p;. Representaremos o resultado da expansao
até segunda ordem por

F=F+F+F. (2.27)

A funcao F é o termo de ordem zero, ou simplesmente a funcao F' calculada sobre a
propria trajetoria classica. O termo de segunda ordem F; é uma forma quadratica
em (); e P;. Obviamente F; = 0, j& que a expansao ¢ feita em torno de um extremo.

E conveniente definir as seguintes variaveis auxiliares

1 (g . bp; L (g .bp;
e Y I = 2 ) 2.28
UJ V2 (bj o h )’ o V2 \b; Z h ( )

Denotaremos as varidveis andlogas referentes a (); e P; por U; e V;, em termos das

quais podemos escrever

N-1
Fy == (U} + BV} + 23UV + NUiViea + wUsUsa + vViVi +9,U;4V;)
j=1
(2.29)
Apoés algumas manipulagoes algébricas, chega-se aos seguintes coeficientes
b | — b? T b2, — b2 .
j+1 J J+1 J
oy = ——2— 44 ;) .:—_f__"
I T, ) 2 = aw, v T Y
2b;b;41
)\j = _b2J——J|—+bQ + T/ﬁ)j, ’}/j = 1, (§] ,Uj = Vj = 19]' = O, (230)
Jj+1 J
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com

iv? 2 ih O
;=

2h 8qj2- ijz ap? + aqjﬁpj) (1 + Hij-1). ( )

ib? 92 ih 2 o2
¢ <2h 8q]2. 2b32. 3p§ aqjapj> (Hjs15 + Hjg-1), (2.32)

b 040q501 b1 06;0pey by 0450y bybia 3pj3pj+1( |
2.33

E preciso manipular os coeficientes «, 3 e A com cautela visto que estes podem ser

- 1 ibjbj+1 82Hj+17j bj 82Hj+1,j bj+1 82Hj+1,j ih 82Hj+1,j
Hj = 5 + -+ .

ou nao infinitesimais (no limite 7 — 0) dependendo do valor de j. Para lidar mais

adequadamente com este detalhe, vamos distinguir explicitamente as duas situagoes

—Ab; /2b; /2 j=1,...,. N =2
CVj — ]/// ]_’_T@]/ para j . ) ) 9 (234>
—0"/24+T1yp;/2 para j = N — 1,
Abj_1/2b; +T0;/2 para j =2,...,.N — 1,
B; = o J ‘ (2.35)
8 /24 T10i/2 para j = 1,
Aj=7Kk; —1, paraj=1,.,N—2, (2.36)

onde 8" = (6" —b*(T)) /(¢ +b*(T)) e & = (b*(0) — o)/ (b*(0) 4+ ¢’*). Note que os
coeficientes ayg, an, Bo, By, Ao, AN—_1, € Ay nao sao necessarios pois Uy, Uy, Vo, e Viy
sao identicamente nulos. A raiz quadrada multiplicando a exponencial na equagcao

(2.10) d& contribuigoes apenas nas extremidades da trajetéria, e chegamos a

PV 40'0(0) 0" W(T) & 7 WAViy
K(f ,77,T)~ \/(U’2+b2(0))(0”2+b2(T))e //{31:[1 T }e [ ]'

(2.37)
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Sendo a integracao acima gaussiana, podemos escrever

K= V/«ﬂ24%225§giz:f§?22«r>>eF‘[(‘1)N;J det MYTO] 2, (2:38)

NI

onde a matriz simétrica M@= é definida pela relacao 2F, = —I'"MW-DT, sendo
I'" = (Uy_1,Vn_1,...,U, V1) e T o vetor coluna correspondente (vide apéndice B).
Resta-nos calcular F' e det M~V no limite 7 — 0, onde o indice discreto j (ou t;)
serd substituido pela variavel continua ¢t. O calculo de F' sobre a trajetéria classica

fornece

( 0//2 _ 0./2)

m(ﬁlQ — &), (2.39)

— i 1
F = LS(&" ol T) — (' + |E"P) +
onde S(£",n/,T) é a acao complexa relacionada ao hamiltoniano suavizado:

s ) = [ e -6 - a0+ e, o)

//2)‘

com x = 200" /(0" + o O termo “acado ” é apropriado, pois como veremos

abaixo, as propriedades usuais desta fungao também sao desfrutadas pela expressao
(3.26). Considerando varia¢oes em 7' = 1(0) e £” = £(T") obtemos para 0.5 (avaliado

na trajetéria extrema):
6S = —ihx[£(0)on" + n(T)s&"]. (2.41)

De onde podemos concluir que

oS S, . S

R —ihvo = 5¢” 2.42
oy x§(0) = —ihxd€(0) o2+ ae0C (2.42)
‘ 08 028 0?8
= —ihxn(T —ihxon(T) = on' 6&”. 2.4
oo = xn(T) = —ihxon(T) ayoer + e 3 (2.43)
Variagoes em T levam a rela¢do usual 0S/9T = —H. Finalmente, o cilculo de
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det MN=1 ¢ abordado no apéndice B, e o resultado obtido é
(=1)N " det MN=D = [§0(T) — §"5u(T)]er 7, (2.44)

onde ¢” estd definido depois da equagao (2.36), u e v sdo as versoes continuas das

variaveis definidas em (2.28):

L (q . bp L (g . bp
‘ 17 O*H  RB* O*H
2
I= Z/o {b (t) 0 + =0 8p2} dt. (2.46)
Sendo as relagoes que conectam (u,v) e (n,&) dadas por
% W + b2 o2 — b2 )
“=3 ( o )T\ T )¢ (2:47)
© r "2 b2 12 b2 ]
X o' — o+
v=2 ( — )n+( — )g (2.48)
podemos escrever (2.44) como
_ _ 206(T) 0" 2

Novamente utilizando as relagoes (2.47) e (2.48), agora com t = 0, podemos escrever
0¢(T) = 6" como uma funcao das derivadas segundas da agdo complexa S. As
condigbes iniciais que determinam du(t) e ov(t) sdo du(0) = =" e dv(0) =1 (veja

apéndice B). Temos

() o+ (T ) 0] =9

() (i) ] -

onde d17(0) = én’. Substituindo a equagao (2.42) nas expressoes acima e eliminando

(2.50)

(2.51)
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0£(0), chegamos a dn' =0 e

. 20" b(0) 928 \ !
5¢" = zh0/2+b2(0) <8n’8§”> . (2.52)

Portanto,

(=)N det MOV = —ip

40'b(0) 0" H(T) S\ _ag
(6”2 4+ 0%(0))(c" + b*(T)) <an/a§//) € . (2.53)

Substituindo em (2.38) obtemos a expressao final para o propagador semiclassico:

i 028 . i
K " /T — _ 7 _ " /
(6 7"77 ) hanlagﬂeh exp{hS(f 7/’7’T)} X
1 UH2 — 0,2 2 "2 1 112 72
{3 (Zorss ) =€) - S0P+ €'} (254)

Para ¢/ = ¢” o propagador toma a mesma forma daquele previamente apresentado
em [3]. Porém hd uma diferenca fundamental: Na expressao acima a dinamica
classica é regida pelo hamiltoniano (2.25) que néo estd restrito a b = ¢’ = ¢”, sendo
este parametro completamente livre.

Para ilustrar a aplicagao da férmula (2.54) calculamos abaixo o propagador

semiclassico para o oscilador harmonico simples descrito pelo hamiltoniano

.1 1
H= 5152 + 5&352, (2.55)

cujo correspondente suavizado é

1L, B 1 ,, Wb
=gt gt at

(2.56)

As equagoes de movimento podem ser facilmente resolvidas e a solucao para a tra-

jetoria complexa em termos de n e £ é dada por

T](t) [K<b2 - 012)€iwt + M(bQ 4 0_/2)67iwt} ; (257>

- 20'b

27



1
&) = 20D

As condigoes de contorno mistas sao satisfeitas para

[K(b2+0//2) zwt+M( //Q)G—iwt]. (2.58)

b [(52 + 012)0/15// _ (bQ _ 0”2)0 nle—sz}

K = 2.59
i(b* 4 020"2) sin(wT) + b*(0”? + 072) cos(wT)’ (2.59)
© 2ba’ b2 2
o —0
M = o 0,277’ — <b2 - 0,2) K. (2.60)

A agdo complexa (2.73) combina-se com Z definido na equagao (2.46), tal que

S(E 1. T) +T = X2 /e(0) + ()] (2.61)

Esta expressao juntamente com as equagoes (2.57), (2.58), (2.59), (2.60)

levam a
i 5 _ Xl , (2.62)
honoe" (1 — 4C20”0") sin(wT) — 2C(0” + 02) cos(wT)
(§
L)+ 3 (L) o -7 -
(1/2+ 300 ) 4+ €7) i) — C(o" = o) ~ €")conluT) —4G'a"E"

(1 —4¢20720"?) sin(wT) — 2¢(0"? + 0"2) cos(wT) ’

com ¢ = iw/2h. O resultado final é

—Ca'o -5 !
"o _ sUn' I7+1€717)
&, T) 2\/(1 — 4¢2020"2) sin(wT) — 2( ("2 + 0''2) cos(wT)e

(1/2 + 2<2 12 //2)(77/2 + 5”2)sm(wT) C( "2 __ 0/2)(77/2 _ f”Q)C ( 4(0_/ " /5//
P { (1 —4¢2%0"20"2) sin(wT) — 2¢(0"? 4+ 0""?) cos(wT) }<2 64)

que coincide com o resultado quantico exato, e portanto é independente da escolha
do parametro interno b.

Para obtermos alguma intuicao sobre as trajetérias complexas vale a pena
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analisar o caso em que o moédulo quadrado do propagador reduz-se a uma proba-
bilidade de retorno, ou seja, quando os estados coerentes inicial e final coincidem
2= 72" ou & = n*. Vamos em particular estudar o comportamento da posicao
final ¢(T") em fungao do tempo de propagagao T. Da condicao periddica temos que
o' = ¢” e vamos assumir por simplicidade que b coincide com estas larguras. Nestas

circunstancias temos

n(t)=n'e ™ = n(T)=ne ™", (2.65)

) =ne @I = g(T) =9, (2.66)

A posicdo complexa final é dada por ¢(T) = b(n(T) + £(T))/Vv/2, o que leva as

seguintes relacoes

Relg(T)] = % [q/(l + cos(wT)) + hp/ sin(wT)] | (2.67)
© 1 .. 2p/
Im[q(T)] = —3 [q sin(wT') + > (1-— cos(wT))] . (2.68)

Vemos entdo que a trajetéria torna-se real, com ¢(T) = ¢’ e p(T) = p’, quando
T coincide com o periodo de oscilacao classico. Ao nos afastarmos desta situacao
a parte imaginaria de ¢(7) torna-se nao nula como mostrado na figura 2.2 para
w=2mq¢=1,p =1/2,b=1/2 e h = 1. H4 ainda um tempo intermediério, dado
por (1 + cos(wT))/sin(wT) = —b*p'/hq’ com sin(wT') # 0, onde ambas as fungoes
anulam-se simultaneamente (7 ~ 0.55), contudo a trajetdria ndo torna-se real pois
nesta situa¢do o momento final p(7") tem parte imaginéria nao nula.

Na parte final deste capitulo, utilizando o resultado desta secao, estudare-
mos aproximacoes gaussianas baseadas em trajetorias reais para a determinacao do
propagador misto (z|K(T)|2"). Este propagador descreve a evolucdo temporal de
um estado gaussiano diretamente na representagao de coordenadas, i. e., sua fungao
de onda. Mostraremos que as férmulas de Heller [17] e BAKKS [3] tém a mesma

origem e que, em geral, o resultado final da propagacao semiclassica é sensivel a
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Figura 2.2: Partes real (cinza) e imagindria (preto) de ¢(7')

escolha do parametro b. A determinacao das trajetorias complexas é um problema a
parte, bastante complicado em geral, e serd abordado no proximo capitulo também

no caso do propagador misto.

2.2 Aproximacao Gaussiana

Nesta secao apresentamos de maneira sucinta a Aproximagao Semicléassica
Gaussiana (ASG) para o propagador misto. FEsta grandeza, que corresponde a

evolucao temporal do estado |z’) na representacao de posicao, pode ser escrita como

d2 Z”

(2| K(T)|2) = / (z]2") (" |K(T)|2), (2.69)

com (2"|K(T)|2") dado por (2.54) no limite i — 0, e ¢’ = ¢” = o, por simplicidade.

A ASG é obtida a partir da expressao (2.69) através da expansao de Taylor da acao

complexa em torno da trajetéria real comegando em (¢, p’). Este procedimento é
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baseado na hipodtese de que a contribuigao para o propagador cai de forma gaussiana
quando as trajetérias complexas afastam-se da trajetéria real. Se denotarmos o
ponto final desta trajetéria por (g.,p,), ou equivalentemente por (n,,§,), entdao a

acao expandida lé-se

LS, T) & Sl T) 4 (€ &)+ (€ &) (270)

onde usamos a equagao (2.43) para expressar o termo de primeira ordem, e definimos

|7 (2.71)

Com isto, a equagao (2.69) torna-se uma integragao gaussiana nas varidaveis ¢” and
p”. O resultado desta integragao simples é a seguinte expressao (puramente gaus-

siana)

. N mios i [ 0%S 11—y (z-g¢\
(w|K(T)|z)—\/m h(@n’@f”)reXP{ 21+7( o )}

) 1
X exp {% {pr(x —q)+ §q'p’ + Sy + IT] } . (2.72)

[A9eeh)

onde as quantidades com o subscrito “r” sao avaliadas sobre a trajetéria real, e Sy

é a acao de Hamilton ;
Sy = / (pdg — Hdt). (2.73)

Devemos notar que qualquer ASG do tipo (2.72) tem uma capacidade limitada de
descrever a propagacao quantica, em particular efeitos de interferéncia, devido a sua

natureza puramente gaussiana:

-1 2
. ne_ T 20 1( 0°S Ly (zzar)?
RDIE =" (e ) . .74

Apesar de sua simplicidade a férmula (2.72) permitird intimeros testes de propagagoes

com varios b’s distintos, explicitando a sensibilidade do resultado semiclasico final
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a este parametro. Além disto, expressoes gaussianas do tipo (2.72) sdo amplamente

usadas, sobretudo em quimica teérica [6, 29, 30, 31], como nicleo para a integragao

d2z

™

o) ~ [ AR D)) as0l1000), .75

que fornece resultados nao gaussianos e pode ser eficientemente executada via métodos
Monte Carlo [5] (métodos IVR - initial value representation). Frisamos que a
férmula (2.72) é valida para qualquer b, dependente do tempo ou ndo. Como o fator
—(1=7)/(2+ 27) que multiplica o termo quadrético em x na exponencial é depen-
dente do tempo, a largura da gaussiana nao é fixa o que caracteriza a aproximagao
dada por (2.72) como uma TGA (do inglés Thawed Gaussian Approzimation). De
fato, mostraremos a seguir que as TGA’s de Heller e BAKKS sao casos particulares
da férmula aqui deduzida, conectando-as de forma natural. A primeira, obtida em
1975, corresponde a uma expressao gaussiana andloga a férmula (2.72), porém cal-
culada com o hamiltoniano cléssico H (e nao H) e sem o termo Z, adicionado a fase.
A TGA de BAKKS (2001) corresponde exatamente ao resultado em (2.72) com a

identificacao b = o.

2.2.1 Limites de Interesse

A expressao (2.72) é uma TGA bastante flexivel e como dissemos, contém
como casos especiais os resultados de BAKKS [3] e Heller [17]. A primeira afirmacao
é verificada diretamente por inspecao tomando-se b = ¢. A férmula de Heller é

obtida no limite mais sutil b — 0. Queremos entao mostrar que
(@ | K(T)|2") tener = (@ |K(T)[2)5-0- (2.76)

Da defini¢ao do potencial suavizado podemos escrever

(z—q)?

V(g b) = ﬁ / Viz)e “#dr = / SOz — V(x)de,  (2.77)
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onde

0Oz —q)= —e P (2.78)

é uma representacao da distribuicao Delta de Dirac, no sentido de que

lim { / 6O (z — q)V(x) dx} =V(q), (2.79)

b—0

se V(x) é uma funcdo continua. Portanto, quando b — 0
1 h2 2
—p* 4+ — =H+ —. 2.
H—r+ 5 +V(q) + (2.80)

A agao Sy e o fator Z, tornam-se neste limite

f K2 I p?
Sy —/i {pdq — <H+ @) dt} , I, = /Z @dt, (2.81)

de forma que a composicao destas duas grandezas fornece
f
Su+1I, = / (pdg — Hdt) = S, . (2.82)

Os fatores divergentes 47 /4b? cancelam-se exatamente e o resultado ¢é a acdo usual
para a dindmica governada pelo H cldssico. Como a agao (2.73) aparece em (2.72)
apenas através de suas derivadas, o termo divergente (porém constante) também

nao contribui. Portanto,

1
™ 40

s ,  [i 928 11—~ (2" —q 2
K(T)|#)p0 = - -5
(@IBT)Z )00 VI+y h@n’@f”|reXp{ 21—1—7( o ) }

. ] A
X exp {% [pr(:v” —q) + §q'p' + SC} } = (2"|K(T)|2"Y getter, (2.83)

onde todas as grandezas nesta férmula sao calculadas usando-se o hamiltoniano de
Weyl, H. Como mostrado em [3], a expressao acima é exatamente o propagador de

Heller, o que prova a relagao (2.76).
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2.2.2 Propagacao em um Potencial Anarmonico

Como esperado, a aplicagao da férmula (2.72) a propagac¢ao num potencial
harménico fornece o resultado exato (veja apéndice C). A questao natural que surge é
se a escolha do parametro b pode afetar a propagacao semiclassica sendo o potencial
nao harmonico. Veremos a seguir que, de fato, o propagador pode ser bastante
sensivel a esta escolha. Para potenciais anarmonicos um tratamento completamente
analitico nao é possivel, e os resultados seguintes referem-se a calculos numéricos.
Analisemos entao o problema simples de comparar a propagacao semiclassica com
diversos b’s distintos e constantes. Como mostramos anteriormente, entram nesta
categoria as TGA’s de Heller (b = 0) e de BAKKS (b = ¢). Vimos também que
todas as TGA’s decorrentes de (2.72) fornecem o resultado exato no caso de um
potencial parabdlico. No caso de um potencial ligado genérico, além dos casos b = 0

e b = o, podemos nos perguntar qual o papel desempenhado pela escolha

b=+\/h/mw(E) = by, (2.84)

em analogia a definigao (1.3), sendo w(FE) a frequéncia do sistema em questao para
uma dada energia classica . Como exemplo, consideremos a propagacao gaussiana

no potencial quértico (m = 1)

1 1
V(z) = §w§m2 + §€x4. (2.85)
O hamiltoniano suavizado correspondente é
1, R 1 ,, 1 , wi?* 30 ., .,
= - — 4+ = — — b°/4). 2.
H 2p+4b2+2w0q+8€q+4+8€(q+ /4) (2.86)

Nos graficos que se seguem tomaremos h = 0.05. Como ilustragao inicial mostramos
a comparagao entre as propagagoes exata e semicldssica (com b = o, b = 0.0, e
b = by). Na figura 2.3 mostramos o médulo quadrado da func¢ao de onda em T = 0,
T =2eT = 16 (unidades arbitréarias). O pacote inicial é dado por ¢' = 0.0, p’ = 0.5

e 0 = 0.2; e os parametros do potencial sdo wy = 1/2 e £ = 1/16. Neste sistema, e
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Figura 2.3: Mddulos quadrados das fungdes de onda exata e semiclassicas para: (a)
T=0eT=2;¢e(b)T=16.

com E = 1/8 temos b, ~ 0.31. Para estdgios iniciais (7' = 2) todas as propagagoes
sdo praticamente equivalentes, como podemos ver na figura 2.3(a). Contudo, para
tempos maiores as diferencas tornam-se bastante perceptiveis, por exemplo, para
T = 16 vemos na figura 2.3(b) que o resultado para a densidade de probabilidade
obtido com b = by, é mais preciso. Para que a nossa andlise nao fique restrita
a alguns instantes particulares, vamos acompanhar a superposi¢ao (Vg|igc) dos
resultados exato e semicldssico como fungao do tempo. Na figura 2.4 apresentamos
o médulo desta superposigao para quatro condigdes iniciais distintas (com mesma
energia total): (a) ¢ = 0.0, p’ = 0.5; (b) ¢ = 0.97, p' = 0.0; (¢) ¢ = 0.6, p’ = 0.4;
e (d) ¢ =0.6, p = —0.4. Em todas as situagoes 0 = 0.2. Utilizamos cinco valores

distintos para a largura: b=0,b=0,b=10b, e b =10, £0.1.
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Figura 2.4: Comparagao entre as propagacoes semicldssicas com b’s distintos. As
condigbes iniciais sao: (a) ¢ = 0.0, p" = 0.5; (b) ¢ = 0.97, p’ = 0.0; (¢) ¢ = 0.6,
p=04;e(d) ¢ =06, p = —04. A escala de tempo mostrada corresponde
aproximadamente a trés periodos de vibragao .
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Nas figuras acima fica clara a sensibilidade das TGA’s a escolha do parametro
b. Além disto, constatamos que os melhores resultados sao obtidos em torno de b =
by, ou b = b, 4+ 0.1. Usando-se 0 = 0.5 > by, e repetindo-se todas as outras condi¢oes
, 0 resultado permanece qualitativamente inalterado. Testes em outros potenciais
foram executados para diversas situacoes distintas. Verificamos que a propagacgao
semiclassica com b = by, foi de eficiéncia superior a qualquer propagacao com b < by, o
que sugere um limite inferior para tal parametro. Além disto, constatamos que para
b > by, em particular para b > D, onde Dyuss € a escala da regiao classicamente
permitida, o desempenho alcancado é bastante baixo. Finalizamos esta se¢ao nos
referindo ao limite classico. Como brevemente ressaltado em [4], para valores muito
pequenos de h espera-se que a TGA de Heller apresente resultados excelentes, ja
que utiliza o préprio hamiltoniano classico em sua dinamica. Isto é consistente com
a condigao b = by, pois, se h — 0 temos b, = /h/mw(FE) — 0, qualquer que seja o
sistema abordado. Assim, a TGA com b = by, torna-se a TGA de Heller no limite

classico.
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Capitulo 3

Propagacao de Pacotes de Onda

Via Trajetorias Complexas

Nesta parte da tese deduziremos uma expressao semiclassica baseada em
érbitas complexas para o propagador misto (x|K(T)|z). Diferentemente da aprox-
imacao gaussiana obtida no capitulo anterior a formula que apresentaremos é capaz
de descrever os padroes de interferéncia que surgem na dinamica dos pacotes de
onda sem a necessidade do uso de integragdo numérica (métodos IVR).

O papel das trajetérias complexas no calculo de propagadores semiclassicos
vem sendo estudado tanto em sistemas integraveis [32, 33, 34, 35, 36] quanto em sis-
temas caéticos [37, 38, 39, 40]. Em todos os casos abordados surgem dois problemas
particularmente interessantes: solucoes nao contribuintes e cdusticas. O primeiro
refere-se ao fato de que nem todas as trajetorias classicas devem ser incluidas no
calculo dos propagadores. Discutiremos adiante alguns critérios propostos nas re-
feréncias [37, 33] para definir quando excluir ou nao tais contribuigdes. O segundo
problema relaciona-se a pontos no espaco de fase onde as aproximacoes quadraticas
divergem e sera abordado no préoximo capitulo.

A maioria dos resultados apresentados na literatura faz uso de calculos numéricos
na solucao das equagoes de movimento e na determinagao do préprio propagador.
Nestes casos torna-se dificil fazer uma analise mais detalhada das propriedades das

orbitas complexas, por exemplo, a determinacao do nimero exato de solugoes e
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de causticas, e suas propriedades dinamicas e assintoticas. Na ultima segao deste
capitulo, estudaremos em detalhe o caso de um pacote gaussiano sob a influéncia do
potencial V(x) = 1/x?. Para este sistema as 6rbitas complexas podem ser explici-

tamente calculadas e uma expressao analitica para o propagador é obtida.

3.1 O Propagador de van Vleck

O propagador de Feynman (x|K(T)|x") = (x| exp (—iHT/h)|z’") pode ser in-
terpretado como a fungao de onda ¢ (x, T'), resultado da evolugao de um estado inicial
completamente localizado em = = 2/, ¥(x,0) = §(x — 2’). No limite Semicléssico
(x| K(T)|x"y é determinado através da trajetdria cldssica que conecta ' a x num
tempo T'. Esta grandeza é denominada “propagador semiclassico de van Vleck” e é
dada por [41]

(2| K (T) |2 )e = —— ciS/h=in/t (3.1)

by/2mmy,

A férmula acima depende apenas de ingredientes cldssicos: A agao de Hamilton S

referente a trajetoria (real) que conecta x’ e z em um tempo T,

S(x,T; 2',0) = /T(px' — H)dt; (3.2)

e a matriz tangente (ou de estabilidade) m definida por

dz dzq
b Mqq Mgp b
= : (3.3)
dpr dpo
¢ Mpg  Mpp ¢

onde (dzg, 0pg) sao desvios infinitesimais no ponto inicial da trajetéria classica e
(0xr, Opr) sdo os desvios resultantes apés um tempo T'; b e ¢ sdo grandezas com

dimensao de posicao e momento, respectivamente. As entradas de m dependem das
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@0
dzq |

Figura 3.1: A matriz tangente determina as caracteristicas da vizinhanca da tra-
jetéria classica.

derivadas de segunda ordem da acao como segue:

9?s C Myq 0%S c 1 . 9?s My,

(3.4)

Oro?2 b mgy, Orodrr b M Orr? b mg,

Uma quarta relagao é dada por det(m) = 1. Deste ponto em diante representaremos
os pré-fatores nas formulas semiclassicas em termos da matriz de estabilidade, e nao
em termos das derivadas da acao, pois este procedimento facilita grandemente os
célculos (especialmente do ponto de vista numérico). Note que a expressao (3.1)
nao ¢ valida nas vizinhangas dos pontos onde m,, = 0 (pontos focais). Além disto,
no caso de haver mais de uma solucao classica conectando = a z’, suas contribuicoes

para o propagador devem ser somadas.

3.2 Propagacao Semiclassica de Pacotes de Onda

Em muitas situagoes de interesse fisico é importante estudar a propagacao de
um estado inicial mais realistico, ou seja, a dinamica de um pacote de ondas suave
Yo(z). Uma vez conhecido o propagador de Feynman, isto pode ser feito através da
integracao

U(x, T) = (@[ K(T)[to) = /(ile(T)lw’> (@ [tho)da’ . (3-5)

Neste capitulo denotaremos as variaveis dinamicas por 2’ e p’ enquanto ¢ e p de-

screvem a condicao do pacote inicial. Estaremos particularmente interessados em
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estudar o limite semicléssico do propagador misto
U(@,T) = (z|K(T)|z) , (3.6)

que ¢ simplesmente a funcao de onda referente a evolucao temporal do estado gaus-

siano inicial

M + Ep(:v —q/2)| . (3.7)

(xl) = (x]z) =7 3b"% exp [— T

E natural que escrevamos a contrapartida semicldssica do propagador misto (3.6)

como (compare com (3.5))

(3| K(T)]2) ~ / (K (T2 Y (|2’ = (. T) | (3.9)

onde o propagador semiclassico de van Vleck desempenha o papel de nicleo na

integragao . Podemos entdo escrever a equagao (3.8) como

oo —im/ <xp{i
wsc(l‘, T) _ /+ e 4 [$ p{ZF/h} dl’l : (39)

L3274, 2rmy,

onde definimos o expoente

(/—61)2'

F(z,T; 2',0) = S(x,T; 2,0) + p(z' — q/2) +ih z 5

(3.10)
O proximo passo é calcular a integral em x’ através do método do ponto de sela.
Para isto vamos assumir que o pré-fator em (3.9) é uma funcdo de variacao lenta
(se comparada a variacao da fungao exponencial). O ponto estacionério fica entao

determinado pela condic¢ao de variacao nula em F'. A derivada primeira desta funcgao

¢ dada por
i i OF 14 (' —q)
2=t ) - 11
= e TR ) T (8.11)
com 55
P, 2, T) = R (3.12)
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complexa

real dp =&

) I (Q'rapr)
PHiR=1+i

T
als

Figura 3.2: Trajetérias real e imaginaria.

A segunda derivada é
i i 0F  iop 1
M= 1
h h Oz hox' b (3.13)

A posicao zj(x,T'), solugdo da condicao de fase estaciondria F' = 0, é dada por

l

h

(o — q)

=0 (3.14)

(p—po) —
onde
po(x,T) = p (2,20, T) . (3.15)

A equagao (3.14) e a condicdo final 27, = z constituem uma super especifica¢do
(posicao e momento iniciais e posi¢do final) que, em geral, ndo pode ser satisfeita
por trajetorias reais. Portanto a trajetéria cléssica deve ser complexa e, partindo
de z{, com momento pj, ambos nimeros complexos cuja combinagao satisfaz (3.14) ,
deve chegar em x (necessariamente real) em um tempo ¢t = 7. Veja a figura 3.2 onde
¢- € p, denotam os pontos finais da trajetoria real que comeca em ¢ e p. Obviamente
nos pontos onde houver a coincidéncia = = ¢,(q, p) a 6rbita torna-se real.
Expandindo iF/h em torno de z até segunda ordem podemos escrever
iF/h =~ iF(x))/h + iF"(z})/h (' — z},)? /2 . Resolvendo a integral gaussiana re-

sultante obtemos

e—i7r/4 o

sc aT = -
Vel 1) = it o \| i) IR

exp {iF(xp)/h} . (3.16)

43



Finalmente, usando as relagoes (3.4), (3.12), (3.13) notamos que

: i 0S5 1 i Mgy +im

Isto simplifica o pré-fator em (3.16) e leva a

1 1 ; /
77Z)sc (.ZU, T) = . eﬁF(;z,T; xo,o)
DT fmgq + g,
: ! o S(e T O fplah—a/2) T , (3.18)

onde uma soma sobre as trajetérias contribuintes satisfazendo as equagoes de Hamil-

ton e as condic¢oes de contorno complexas

/ /
%ﬂ%:gﬂg, e ah=uz, (3.19)

é assumida. A equagao (3.18) fornece o limite semiclassico da func¢ao de onda propa-

gada a partir de (z|z). A primeira vista podemos ser levados a crer que a férmula

(3.18) fornece um resultado gaussiano, como ocorre com uma TGA, devido ao termo
quadratico na exponencial. Contudo, assim como o termo quadratico, os outros ter-
mos no argumento da exponencial tém partes real e imaginaria (ndo desempenhando
o papel de fases puras). Desta forma, o médulo quadrado de . pode assumir for-
mas nao gaussianas, e em principio, descrever os padroes de interferéncia que surgem
na propagacao quantica. Para 7' = 0 temos my, = 1, my, = 0, S = 0 e recuper-
amos (3.7); para tempos mais longos devemos seguir a fase do nimero complexo
Myq + 1My, para obter a fase correta do pré-fator. A expressao (3.18) fornece uma
boa descricao da fun¢ao de onda quantica desde que eliminemos contribui¢oes dos
pontos de sela inadmissiveis [37, 32] e se o efeito das cdusticas, pontos no espago
de fase onde o pré-fator diverge, puder ser negligenciado. Estes sao respectivamente
“ o problema das solugoes nao contribuintes” e o “problema das causticas”. Um
método pratico para lidar com o primeiro problema foi utilizado por Adachi [37] e
mostrou-se bastante eficaz [37, 32, 33, 40] em aplicagoes anteriores, enquanto que o

segundo permanece como um problema a ser resolvido (veja préximo capitulo).
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3.3 Voltando as Trajetorias Reais

Naturalmente, pode-se mapear o problema da determinacao de trajetorias
num espaco de fase com D dimensoes complexas, no problema equivalente de en-
contrar trajetorias num espago de fase com 2D dimensoes reais. Este procedimento
é descrito a seguir. Contudo, como veremos na préxima se¢ao, € mais vantajoso
atacar o problema complexo fazendo uso das propriedades de mapas conformes. Por
hora nosso objetivo é reescrever a equacao (3.18) em termos de quantidades reais.

Para tanto definimos

2'(t) = 2y () + ipy(t), (3.20)
P'(t) = pi(t) + ias(t), (3.21)
H = H, +1H,, (3.22)

onde z(t), pi(t), x5(t), ph(t), Hy, e Hy sao grandezas reais. Com esta notacao
2'(0) = z{ e p'(0) = p,. Para Hamiltonianos da forma H = p?/2 + V(2') a tltima

equacao pode ser escrita como
1 , .
H = S0 —a%) + ipia + V(@ +iph). (3.23)

Se H é uma funcdo analitica de z/, p}, 7}, e p, na regiao de interesse, pode-se
mostrar que (z}, p}) e (4, p}) sdo varidveis canonicamente conjugadas que satisfazem

as equagoes de Hamilton com H; [34]:

: OH . OH

T = 8p,11 , P = ——axlll; (3.24)
e

. OH . OH

=0 =0, 3.5

onde a dependéncia em Hs foi eliminada através do uso das condigoes de Cauchy-

Riemann. A acao e a matriz tangente podem também ser separadas em quantidades
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reais. Temos
T T
5= / Wi — H)dt = / (W, — ahpy — Hy)dt +
0 0
T
j / (24, + Pl — Ho)dt = S1 + iSh, (3.26)
0

e escrevendo m = M +iN, a relagdo (3.3) torna-se

ozt oz
Tl qu _qu qu _qu Tl
spl! P
% Ngg Mgq  Nep My %
— : (3.27)
5 !/ 6 /
% Mpq _Npq Mpp _Npp %
(S{l‘// 6:)3’
- Npg  Mpg  Npp My -
Finalmente, podemos escrever a equagao (3.18) como
1 1
Vse(z, T) = .
b1/2m i/ \/qu — Nyp +i(Nygg + Myp)
1 L, (1(0) —q)* | p3(0)?
X exp {_552 - ﬁpr(O) - 262 + 2b2
cexp {251+ 10l 0) — 0/2) — GO0 - ) | (3.29

onde as trajetérias classicas apropriadas devem satisfazer as quatro condigoes reais

“’Jléo) - xlzio) = % (3.29)
p’zl()O) N p’léo) _ 229 (3.30)
2 (T) == (3.31)
pa(T) =0 (3.32)

que sao equivalentes as condigoes de contorno (3.19). A seguir vamos usar o esquema

acima para descrever a colisao de um pacote gaussiano com uma parede rigida.
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3.3.1 Um Exemplo Simples

Como uma primeira ilustracao da aplica¢ao da férmula semiclassica (3.18), ou
mais precisamente da férmula (3.28) baseada em quantidades reais, vamos considerar
o exemplo simples (analiticamente solivel) de um pacote gaussiano colidindo com
uma parede infinita localizada em x’ = 0. Neste caso, o uso do mapa de Klauder
e Adachi, que introduziremos a seguir, e de procedimentos numéricos nao serao
necessarios. Na regiao de interesse (z' < 0) o Hamiltoniano ¢ simplesmente H =
p'?/2, e assumiremos que a colisao ¢ eldstica. No caso da parede rigida, mantendo a
notagao dada em (3.20) e (3.21), definimos a extensao da fung¢ao potencial ao plano

complexo como

(3.33)

, oo para Re(z') =2 >0
Vi(ay) =
0 para Re(z') =2} <0

Assumiremos que o pacote inicial satisfaz p > 0, ¢ < 0 = 2 < 0 (configuracao
de colisao). Temos duas trajetérias no espaco de fase quadridimensional, i. e.,
duas trajetérias complexas, que contribuem para o propagador. Uma delas é uma
trajetoria direta, que nao atinge a parede, enquanto a segunda é uma trajetoria

refletida. A primeira é dada por

)\2
/ o 2
() —m[/\ p+T($—Q)]t+m($—q—Tp)+q (3.34)
P = m[vp +T(z - q)] (3.35)
, A
= @ a—Tp) (3.36)
, A
pa(t) = m(ﬂﬂ —q—=Tp)t-T); (3.37)

onde A = b/c. Esta solugdo é consistente com a presenca da parede em x) = 0 se e

somente se 2 (t) < 0 para todo t < T'. Isto é equivalente a condigao
Np(t —T) —qT(t —T)+x(A\* +1T) < 0. (3.38)
Como p >0, ¢ <0, e x < 0, a desigualdade acima é sempre satisfeita e a trajetoria
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Figura 3.3: Trajetérias direta e refletida.

direta contribui para o propagador para todo T. A acao para esta solucao é dada
por
1
Sy = é(p’f —a )T  and Sy = pia,T. (3.39)
Os elementos relevantes da matriz tangente sao My, = 1, My, = T/\, e Nyg = Nyp =
0. Substituindo estes resultados em (3.28) obtemos a contribuigdo da trajetdria

direta:

@K (D)) or = ! p{ X <x—q—nm}

WA A P T o

AT (x—q—Tp)?* i
X exp {2)\2 7 e + ﬁp(x —q/2—=Tp/2) ¢, (3.40)

que é simplesmente o resultado quantico exato para a propagacao livre do pacote

inicial (x|z). Para a trajetéria refletida obtemos

, 1 A2

1 2
pi=o WP\ p—T(x+q)] (3.42)
A

Po(t) = 0 g b gt T)(E-T): (349
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onde

+1 para t<T
o= P (3.45)
—1 para t>71
e = —a/(0)/p, é 0 tempo classico de colisdo. A primeira vista pode-se argumentar

que o deveria aparecer sé nas variaveis (z,p}), pois o potencial depende apenas
de | (veja equagao (3.23)) e isto levaria a um movimento completamente livre
nas varidveis (x5, py). Na verdade, isto ndao ocorre devido a conservacao da energia
complexa H, que implica conservacao de H; e Hy separadamente. Como Hy = pa),
uma colisao eldstica requer que z, — —z, quando p; — —p}. Pelas equacoes de
2 2 4 51 Dy- quag
Hamilton, uma inversao no sinal de z7, deve ser acompanhada da mesma inversao
em p,. Note também que as quantidades relevantes que entram na equagao (3.28)
para a trajetéria refletida podem ser obtidas da trajetoria direta fazendo-se v — —x
e invertendo-se o sinal dos elementos da matriz tangente. Finalmente, uma fase
im/2

extra de ¢™/¢ devida a presenca da parede infinita leva a relagao (z|K(T')|z)rr =

—(=z|K(T)|2) pr, ou seja,

(@) K (T)|2)rr = — 1 { A <x+q+Tp>}

B ST S WP U T2

AN (x4 q+Tp)? i
X exp {2)\2 7 o - ﬁp(a: +q/2+Tp/2) ¢y (3.46)

Novamente, esta soluc¢ao é consistente somente se () < 0 para todo t < T'. E fécil

mostrar que isto é equivalente a condicao z/(0) < 0, ou seja

lal

2l + T, (3.47)

|z] <
Esta condicao nao é satisfeita para todos os x e T'. Isto significa que, para um dado
tempo T de propagacao , a contribuicao da trajetoria refletida deve ser cortada para
algum z, tornando a funcao de onda descontinua. Contudo, esta caracteristica nao
fisica so se torna relevante se uma porc¢ao significativa do pacote inicial encontra-se

em x > 0, o que claramente nao é uma condigao inicial valida. Isto pode ser visto
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se avaliarmos a contribuicao da trajetoria refletida no ponto de corte

(2| K (T)\2) 2 o e X Jﬁemmw <e M (348)
Como ¢ representa o centro do pacote inicial, e b sua largura, é preciso que ¢ seja
maior do que algumas unidades de b para que a parte relevante da distribucao gaus-
siana inicial esteja em x < 0. Para a relacio modesta ¢ = 3b temos e 4/?" ~
107%. Assim, para condicoes iniciais fisicamente vélidas, a contribuicao da tra-
jetoria refletida pode ser levada em conta sem restrigoes . Finalmente, o propagador

semiclassico total pode ser escrito como:

bse(, T) = (2|K(T)|2) pr + (x| K(T)|2) rr = (x| K(T)|2) pr — (—|K(T)|2)pr

(3.49)

que é o resultado exato [42] e leva & densidade de probabilidade

1 1 A (x—q—Tp)?
sc ,T ? = -
|Yhse(z, T) NG [+ 72/% {exp|: 2 4+ T2 b2 }
N (x+q+Tp)?
Texp {_ NiTE P
2(Np —qT) N2t (g +pT)?

—2cos {mx eXP |~ 35 B : (3.50)

para z < 0. Na proxima segao estudaremos a colisao de um pacote de ondas com

uma parede descrita por um potencial suave.

3.4 O Mapa de Klauder e Adachi

Retomemos agora a propagacao de pacotes via trajetérias complexas. Para
que possamos lidar de maneira mais sistemdatica com as condigoes de contorno (3.19),
vamos utilizar um procedimento introduzido por Klauder e aplicado pela primeira

vez a um sistema nao trivial por Adachi [37]. Este método consiste em escrever as
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plano w plano 7 (w)

Imlzf(w)] =0

a:fJTl (Zm[af(w)] = 0)

Figura 3.4: O mapa de Klauder e Adachi

condicoes iniciais no espacgo de fase complexo como

Ty =q+w e Py :p—f—igw, (3.51)

onde w = a + if. Desta forma, a primeira condi¢ao em (3.19) é automaticamente
satisfeita para qualquer valor de w. O préximo passo é propagar os pontos iniciais
(3.51) via equagbes de Hamilton para todos os possiveis valores de w. Isto leva a
um mapeamento do plano complexo w no plano complexo x/.(w) que é a posi¢ao

complexa no tempo final 7. (veja se¢ao 3 do capitulo 1):
w — xp(w). (3.52)

Finalmente, para que a segunda condicao em (3.19) seja satisfeita, precisamos deter-
minar os pontos no plano w que tém como imagem a linha Im[z/.(w)] = 0, visto que
a condigdo em t =T é a/.(w) =z € R. Veremos que, em geral, este mapa possui
varias causticas dando origem a muiltiplas solucoes no plano-w. Ao final deste pro-
cesso obtemos todas as trajetorias classicas satisfazendo as condig¢oes de contorno
corretas. Este procedimento contudo nao nos diz que parcelas destas trajetorias
devem ser levadas em conta na avaliagao do propagador e quais sao provenientes de
pontos de sela nao contribuintes (veja secao 1.2). Esta identificagdo caracteriza o
problema das trajetérias nao contribuintes [37]. Chamamos atengao para o fato de
que uma das trajetérias deve necessariamente passar pelo ponto real a« = = 0,
pois para T', q e p fixos, sempre existe um valor especifico de x que admite uma

trajetoria real. Chamaremos esta solucao de principal.
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Como estabelecido por Adachi, precisamos definir uma regiao permitida no
plano w e restringir o calculo do propagador semicassico as familias que estejam den-
tro desta regiao. Dentro da zona permitida devemos ter as seguintes propriedades:

i) Trajetérias com Im[F] < 0 devem ser removidas. Isto evita divergéncias
em exp {—Im[F]/h} no limite A — 0, veja (3.18);

ii) Trajetérias com Im[F;|(x) > 0 mas Im[F;(z)] < Im[F}(x)], onde I rotula
a solucao principal e J todas as demais solucoes, também devem ser removidas de
forma a garantir que a solugao contendo o ponto real da a contribuicao dominante
no limite A — 0;

iii) A descontinuidade introduzida pelo corte abrupto de qualquer das familias
secundarias deve ser minimizada.

Como frisamos no capitulo 1, estes procedimentos procuram eliminar, a pos-
teriori, os pontos de sela cuja inclusao nao seria justificavel via teorema integral de

Cauchy.

3.5 Colisao de um Pacote de Ondas com uma

Parede Suave

Nesta secao estudaremos em detalhe, com o auxilio do mapeamento de Klauder
e Adachi, a evolugao semiclassica de um pacote gaussiano sob a influéncia do po-
tencial .

Vi) =—5. (3.53)

Este potencial de “parede suave”, que também representa a parte centrifuga de
potenciais efetivos em problemas de forga central, permite que diversos resultados de
interesse sejam obtidos analiticamente. Entre eles a prépria expressao semiclassica
para 1. em termos das familias contribuintes no plano w, bem como as equacoes
satisfeitas por estas familias. Apesar da simplicidade deste sistema, ambos, “o
problema das solugoes nao contribuintes” e “o problema das causticas” aparecem

na dinamica semiclassica e serao analisados.
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Figura 3.5: Pacote Gaussiano sob a influéncia do potencial de “parede suave”

3.5.1 Solugao Classica

A equacao de movimento é dada por

. 2
x — i 0, (3.54)
cuja solucao para x > 0 é
277
iL'/T = \/F -+ (pE)T + 1'/0)2 . (355)
0

Utilizando a parametrizagao (3.51) obtemos

2 = —2T2 ikw w)]?
Vi) = 2 o+ )T + g+ o) (3.56)

com k = ¢/b. Por conveniéncia, devido a presenca da raiz quadrada na solugao para
e . 2 . ’
x’, vamos inicialmente usar o mapa gerado por z'7.(w) ao invés de z'7(w) com a

ressalva de que a condi¢do Im[z'r(w)] = 0 é equivalente a
Im[z7(w)] =0 e  Relz2(w)] >0, (3.57)

, 2 A
de onde concluimos que os mapas w — z'7(w), 2'7(w) tém a mesma estrutura

geométrica na regiao onde Re[z/2(w)] > 0. Note também que z/2(w) é uma funcao
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analitica do seu argumento w exceto no ponto singular isolado w = —¢q. Temos que

2T?(R? — 3%)
2 _ 2 2
2 2T?3R
Im[a:'T(w)] =2 {(KT + R)(kaT + ﬁ) — m , (359)
onde k =c/be
R=q+a«a e K=p—kp3. (3.60)
Nos nossos calculos, usamos um pacote inicial com ¢ = 2.0, p = —0.5, b = 0.8, e

fixamos A = 0.3 = ¢ = 0.37 e k ~ 0.47 (unidades arbitrarias). Uma escala de tempo
relevante é dada pelo tempo classico de retorno de uma particula com posicao e

momento iniciais ¢ e p, respectivamente:

= — f?;pQ . (3.61)
Com a nossa escolha de parametros temos 7 =~ 1.33.
3.5.2 Acao Complexa e Matriz Tangente
O célculo da acao complexa S fornece
s=: (% + p’g) T - V2tan ' [Q(T)] + V2 tan L [Q(O)] .  (3.62)

com

Q0 = [(Z+03) 1+t (3.63)

Sera conveniente na abordagem do problema das solugoes nao-contribuintes sepa-
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rarmos S em partes real e imaginaria. Apds alguma algebra obtemos

Re[S] = % {K2 — k*a® + M} T

(R2+B2)2
VB, [2Rel@D] ], V3, [ 2ReQ(O)
2 [1_;@@2] T [1—|@< >|2} | (3.64)
Mg 26R
Im[S]_{k K= Gy 62)2}T
V2, [V QUIPE T AR
2 17 Q)P — 2m[Q(T)
Va2 [T QP + ARG
+7m[ I+ RO — 2m(Q(0)] ] / (3.6

onde os ramos das fungoes complexas foram escolhidos de forma que S = 0 para
t = 0. Os elementos necessarios da matriz tangente podem ser calculados a partir

da variagao em z/,

1 272 T
5uy — L (pgT o~ T) 52+ ~—(ohT + )7 (3.66)
‘/L‘T xXr 0 'IT
Temos entao
) 1 272
Myq + Mgy = (poT + 20)(1 +ikT) — —5| . (3.67)
T )

Veremos que esta relagao esta intimamente relacionada com as causticas que serao

abordadas no proximo capitulo.

3.5.3 A Funcao de Onda Semiclassica

Temos agora todos os ingredientes necessarios na determinacao da funcao de
onda semicldssica (3.18). O resultado é

14 p=1/2 41/

e = o e (CIFI/R) exp (RE[F1) (369
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onde usamos z/» = x, veja (3.19),

Re[F] = Re[S] + p (R - g) - T‘—f (3.69)
Im[F] = Im[S] + p3 + 2—722(a2 - 3. (3.70)

Lembramos que ha uma soma implicita em todas as trajetérias contribuintes.
Note-se de passagem que a equacgao (3.68) também depende de x implicitamente, pois
as familias contribuintes podem ser consideradas curvas paramétricas [a(x), 5(z)] no
plano w . Note também que 1)s. — 0 para x — 0 como esperado.

Para aplicar efetivamente a férmula (3.68) precisamos resolver as equagoes
(3.57) de modo a obter as curvas no plano w que contribuem para o calculo da
funcao de onda semicldssica. Partindo das relagoes (3.58) e (3.59) determinamos*
a existencia de quatro curvas ou familias que denotaremos por fI, fII, fIII, e
fIV. Estas familias sdo mostradas na figura 3.6(a) para 7' = 0.5. Chamaremos f/
de familia principal [33] pois esta contém o ponto em que a trajetéria torna-se real
(a, f) = (0,0). Para encontrar as partes contribuintes de cada familia vamos usar
as regras definidas na se¢ao anterior:

i) Trajetorias com Im[F] < 0 devem ser removidas, evitando divergéncias em
exp {—Im[F|/h} no limite i — 0;

ii) Trajetérias com Im[Fj](x) > 0 mas Im[F;(z)] < Im[F;(z)] (onde J =
II,111,1V) também devem ser removidas de forma a garantir que fI da a con-
tribuicao dominante no limite h — 0;

iii) A descontinuidade introduzida pelo corte abrupto de qualquer das familias
secundéarias deve ser minimizada.

Na figura 3.6(a) vemos que fII e fIII tém partes (em cinza) nas quais
Im[F] < 0. Estes intervalos nao foram incluidos nos nossos calculos. De fato, os
critérios (ii) e (iii) fazem os intervalos nao contribuintes se estenderem a regides em
que Im[F] > 0. Todas as familias correspondem ao intervalo paramétrico completo

(0, +00) em z, contudo fI e fIII sdo semi-infinitas quando levadas ao plano w, en-

*Os zeros da funcdo Im[z'>(w)] foram obtidos através do método de Newton.
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Figura 3.6: Em (a) mostramos as familias contribuintes para 7' = 0.5. Os circulos
abertos mostram os pontos que sdo mapeados em z/. = x = 0. As partes em cinza
tém Im[F] < 0. O asterisco indica a posigao da cdustica localizada entre fI e fI1.
Em (b) sdo mostradas as contribui¢ées individuais de f1I, fII e fIII para a funcdo
de onda semicléssica.

quanto que fII e fIV ocupam uma regiao limitada neste plano. Os circulos abertos
correspondem aos pontos que s@o mapeados em x/, = x = 0 e o asterisco mostra
a localizacao da caustica, ponto onde a aproximacao de ordem quadratica diverge,
entre fI e fI1. Na figura 3.6(b) as contribugdes de cada familia para a fungao de
onda semiclédssica dada pela férmula (3.68) sdo mostradas. A familia principal da a
contribuicao mais importante do ponto de vista quantitativo. fII e fII] também
dao contribuigoes relevantes. Note que nenhuma das fungoes isoladas apresenta um
padrao de interferéncia, pois esta caracteristica esta relacionada a combinacao das
contribugoes individuais. Para todos os tempos estudados verificamos numerica-
mente que fIV da contribuicoes despreziveis.

Na figura 3.7 mostra-se a evolugao temporal da regiao Im[F| < 0. Notamos
que mesmo para tempos de propagagao muito curtos (figura 3.7(a)) existem peque-
nas regioes proibidas em torno de w = —2.0. Isto ¢ uma marca da presenca das
causticas que, como confirmaremos a seguir, se originam neste ponto. Estas regioes
inicialmente pequenas expandem-se, como pode ser visto na figura 3.7(b) (7" = 0.5),
e a medita que o tempo passa elas coalescem formando o padrao mostrados nas

figuras 3.7(c) e 3.7(d). Este padrao tende a uma configuragao estética para 7' > T
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Figura 3.7: Curvas de nivel Im[F| = cte < 0 para T" = 0.01 (a), T = 0.5 (b),
T =1.0(c) e T =1.33 (d). Note que em (a) temos, além de um grande vale para
B > 0, pequenas regioes proibidas em torno do ponto singular. As ilhas inicialmente
pequenas expandem-se (b) e posteriormente coalescem (c). Em (d) observamos uma
mudanca topologica que leva a regioes permitidas nao comunicantes. Na regiao
permitida a direita encontra-se fI, a esquerda temos as demais familias.
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Figura 3.8: Em (a) mostramos a configuragao do pacote de ondas inicial. Em (b) -
(d) as propagagoes semicldssica (linha cheia) e exata (linha tracejada) sdo compara-
das. Enquanto que para T'= 0.5 (b) e "= 1.0 (c) os resultados semicldssicos sao
bastante acurados, para T =7 = 1.33 (d) o efeito da caustica localizada entre fI
e fII prejudica consideravelmente o resultado semicléssico.

como pode ser obtido da equagao (3.70).

Uma vez encontradas as familias e calculadas suas contribuicoes individuais
o préximo passo é combina-las. Na figura 3.8(a) mostramos a configuragao inicial
do pacote de ondas. Nas figuras subseqiientes 3.8(b), 3.8(c) e 3.8(d) mostramos
os resultados semiclassico e exato (denotado por ¢qy,) para a evolucdo do pacote
inicial. Lembramos que, no presente caso, o resultado semicléssico é a composi¢ao
das contribuicoes das familias fI, fII e fII1. Em particular, a figura 3.8(b) mostra

o resultado soma das fungoes isoladas mostradas na figura 3.6(b). A precisao da
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férmula (3.18) é muito boa para T'= 0.5 e¢ T = 1.0 (3.8(b) e 3.8(c)), onde se vé o
padrao de interferéncia do resultado quantico precisamente reproduzido pela férmula
semicldssica. Note que a normalizacao N da funcao de onda semicldssica é muito
boa nas figuras (3.8)(b) (N = 1.000) e (3.8)(c) (N = 0.987). Contudo, para T ~ T
o aumento no pré-fator devido ao efeito das causticas leva a uma degradacao na
normalizacao do resultado semiclassico, como pode ser visto na figura (3.8)(d), onde

T =7 =1.33 e N =~ 1.1. Este problema seré abordado no préximo capitulo.

3.6 Trajetorias Complexas em Sistemas Periodicos

Finalizaremos este capitulo com uma breve discussao sobre a multiplicidade
das trajetorias complexas. No sistema que acabamos de abordar vimos que o niimero
de familias satisfazendo as condigoes de contorno é finito (4 familias). Para outros
sistemas abordados na literatura, os resultados numéricos indicam a existéncia de
um nimero bem maior de solucoes cléssicas. O propagador semicléssico entre es-
tados coerentes [32] e o propagador deduzido no inicio deste capitulo foram estu-
dados numericamente para o potencial V(z') = 2™ [33], para o qual nao é possivel
determinar as trajetérias em termos de funcoes elementares. Nesta secao vamos
analisar a dinamica complexa de um sistema similar que admite solucao analitica
e mostraremos que o numero de solugoes classicas em torno da familia principal
cresce indefinidamente com o aumento do tempo de propagacao. O hamiltoniano

que estudaremos é também o de um oscilador quartico:

H 12+1’22 (3.71)
== —r : :
ol T
A equacao de movimento é
r' + 4B =0, (3.72)
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onde E é a energia total do sistema. A solucao é facilmente obtida:

2l (w) = x} cos(2VET) + plysin(2VET)
= g cos{(zy” + py”) T + po sin|(wg” + po”) 1, (3.73)

onde z(, = ¢ +w e p = p+iw (com ¢/b = 1 por simplicidade) e w = a +i3. Apos
alguma &algebra obtemos para a parte imaginaria da posicao em ¢t = T a seguinte

expressao:

Im[2/r(w)] = —(¢ + ) sinh(BT) sin(AT) + 3 cosh(BT) cos(AT) —
(p — B) sinh(BT") cos(AT) + a cosh(BT') sin(AT), (3.74)

onde A = ¢ + p? + 2aq — 20p e B = 283q + 2ap. As trajetérias classicas sdo dadas
por Im|[a/.(w)] = 0, o que claramente d& origem a uma equacao transcendental. Em
oposicao, a relagao equivalente para a parede suave (3.59) é uma equagao algébrica
admitindo necessariamente um numero limitado de solugoes. Na figura (3.9) as
familias sao mostradas para T = 0.1 (a), T'= 0.5 (b), "= 1.0 (c) e T' = 2.0 (d),
com ¢ = 1.0 e p = 1.0 (unidades arbitrarias). Esta profusao de solugoes foi inicial-
mente observada em sistemas cadticos, e por isso associada a nao integrabilidade
do sistema abordado [37]. A origem da multiplicidade de solugoes foi posterior-
mente elucidada através da andlise dos mapas conformes resultantes de um sistema
integravel periddico [32]. Devemos portanto ter em mente que esta propriedade
nao esta diretamente relacionada a integrabilidade do sistema, e sim ao nimero de
causticas no plano w, i. e., a ocorréncia de pontos de retorno. Assim, a existéncia
de um nimero limitado de trajetérias no sistema V = 1/2? deve-se ao fato de que

ha apenas um ponto de retorno cléssico (visitado uma tnica vez).
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Figura 3.9: Evolugao do nimero de solugoes clssicas na regiao a € (=3,3) e § €
(—3,3). Em (a) apenas uma familia é visivel. Este nimero cresce indefinidamente

com o tempo de propagacao.

62




Capitulo 4

Causticas e Correcoes de Ordem

Superior

Na parte final deste trabalho, vamos apresentar possiveis corregoes a férmula
semicléssica (3.18) que levam em conta os efeitos introduzidos pelas cdusticas [43].
Tais corregoes surgem de expansoes de ordem superior a quadrética e como veremos

resultam em expressoes envolvendo fungoes de Airy.

4.1 Expansoes de Terceira Ordem

Antes de determinarmos tais correcoes, devemos identificar que tipo de ex-

pansao de terceira ordem pode ser feita. Para isto, consideremos a integral
/eéF(“’”,)dx’, (4.1)

onde F' tem dois pontos de sela 2/, e 2 (F’ = 0) e um ponto z/, para o qual /" = 0*.
Denotaremos as vizinhancas de z/_ e 2’ onde a contribui¢ao para a integral (4.1)

é relevante por D, e D_, respectivamente. Quando a expansao da funcao F' até

*Estes pontos correspondem exatamente as cdusticas visto que o resultado da integragao é
proporcional a (F”)~1/2
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Figura 4.1: Para a configuracao mostrada nao ha superposicao entre as regioes
relevantes e pode-se somar as contribuicoes de 2/, e 2.

ordem quadratica nao fornece bons resultados é preciso considerar termos de ordem
cubica. Temos entao duas situagoes distintas:

(a) Nao ha superposigao relevante entre as regides Dy e D_, ou seja, Dy N
D_ =~ {0}. Neste caso a distancia entre 2/, e 2’ é grande o suficiente para que
possamos fazer uma expansao em torno de cada ponto e somar as duas contribuicoes
sem que haja redundancia. Esta situagao é mostrada esquematicamente na figura
4.1. Podemos obter uma estimativa para a validade deste procedimento analisando
tal expansao em torno de um dos pontos de sela. Seja, por exemplo, F, a expansao

em torno de 2/, :

1 1
Fi(2) = F(2!)) + EF"(:E’JF)(Q:' — )’ + EF/”<.T/+)<£U/ —al)? (4.2)

Avaliando esta expansao no outro ponto de sela e lembrando que F” é pequeno na

vizinhanga da cdustica obtemos

1
Fy(2) =~ cte + EF/”(LC/JF)(ZL'L — )% (4.3)
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Vemos assim que, se (1/6R)F" (2/,)(z". — 2/,)® =~ 1 a fungdo exp{iF'/h} executa
aproximadamente um ciclo completo e a parte da integracao (4.1) referente a z/,
tende a se anular na regiao ' &~ x’_. Sob estas circunstancias podemos garantir que
as contribuicoes individuais calculadas a partir de uma expansao de terceira ordem

podem ser somadas. Escrevendo esta condicao explicitamente temos

6h \'*
|2’y — a2’ | > (‘FW‘) : (4.4)

(b) Em caso contrario, Dy e D_ tém uma superposi¢ao considerdvel e nao

podemos simplesmente expandir F' para cada ponto de sela e somar as contribuicoes
individuais sob pena de computar duplamente a parte referente a Dy N D_ # {0}.

Um possivel procedimento é entao expandir F' em torno da prépria cdustica 2, :

F(&!) ~ F(al) + Fal)(a’ — a0) + SF @)@~ al)" (4.5)

Neste regime, tal expansao resulta em uma boa estimativa para a integral (4.1) pois

também ¢é vélida em torno de z/, e 2’ (Veja a figura 4.2). Este tipo de aproximagao

¢ denominada transicional pois é vélida apenas na vizinhaga de z, e precisa ser

substituida por outra férmula (tipicamente uma aproximagcao de segunda ordem)

longe desta regiao. As férmulas de conexao na teoria de WKB sao um exemplo
deste tipo de procedimento.

Finalmente, existem aproximagcoes denominadas uniformes, que sao validas

em todas as situagoes mencionadas anteriormente. O preco a ser pago neste caso

¢ uma perda de precisao nas regioes distantes das causticas em comparagao com a

aproximacao de ordem quadratica.

4.2 Aproximacao Regular

Trataremos agora o caso em que o critério (4.4) é satisfeito, ou seja, vamos
corrigir as contribuicoes de cada familia e somé-las. O resultado é uma aproximacao

espacialmente regular (valida para todo o eixo x), que denotaremos por V.. Vamos
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Figura 4.2: No caso ilustrado acima a soma das contribuicoes dos pontos criticos é
redundante e é preciso expandir F' em torno de z..

entao reescrever a expressao (3.8) como

+oo —ir/4 :
Uoo(2,T) = / T explif b}y (4.6)

b32l/4, S2tmy,

desta vez expandindo F' até terceira ordem na diferenca (' — z), onde x;, é o ponto

de sela:
/ / ’ . (SE/ — Q>2
Pla, T; 2',0) = S(a,T; #/,0) + pla’ — ¢/2) + ih-L- (4.7)
1 1
~ Fag) + 5P (o) (@ — wp)” + 2P (2) (2" — 25)”
onde a terceira derivada de F' é dada por
L L APE 13 “s)

ho " hoa® hOx”?

Novamente, nao expandiremos o pré-fator, simplesmente avaliando-o no ponto de
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sela. Obtemos

—im/4 ; ! )
2 exp{iF(z)/h} exp{id(z' — )% + E(g;’ —zp)%Yda’, (4.9)

b32l/4, [2wmy, c 3

com A e B dados, em termos das entradas da matriz tangente (3.3), por

Uz, T) =

F"(z() 1 (m +1im )
A= 0O - — (e p , (4.10)
2h 202 Mgp ot
© F//l( /) 1 a
i m
B = S 0 4.11
2h 202 Ox' (mqp)gg6 (4.11)

O contorno de integragao original (eixo real) deve ser deformado em um contorno
C que passa pelo ponto de sela zf, com declive maximo mantendo a integral (4.9)

limitada. E conveniente escrever o argumento da exponencial na integral (4.9) como

B
—(@ — 2P+ Al — ) =

2 [y(2' — xp) + o) + ply(a’ — xp) + o] + 203, (4.12)

Wl =

com
A A?

— B3 — =
’Y—B ) U_B2/37 n= B4/37

(4.13)

onde B'/3 denota a raiz principal de 43 = B (veja apéndice D). Escrevendo a integral

(4.9) em termos de t = y(2’ — z(,) + 0 obtemos

i iB , 1 243 A?
/Cexp{zA(x — )+ ?(x/ — )}’ = 73 OXP (z@> I <—m> (4.14)

com a defini¢do (compare com a equagao (1.12) no capitulo 1)

I (—BATZ) = /Cexp {2 Et?’ + (— ;;) t} } dt . (4.15)

Como a integral I deve ser limitada, o novo contorno de integragao C deve ser de-

formével em uma das curvas mostradas na figura (4.3). Desta forma, somos levados
a identificar a funcao I(—A2?/B*3) ou com a funcao de Airy, também denotada por

f1, ou com uma das fungoes correlatas fy ou f3 [24]:
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t — plane

C1

C3 C2

Figura 4.3: Possiveis contornos de integracao para a integral (4.15).

I =2rf; = /c exp {z [%tg’ + <_BATj3) t} } dt , (4.16)

J

onde C; denota qualquer das curvas mostradas na figura 4.3 (j = 1,2,3.). O propa-

gador semiclassico torna-se

e~ exp{iF (x))/h} 1 243 A?
\IJSC(I', T) = b3/2ﬂ-1/4\/m X Bl/3 exp <Z@> I <_W) . (417)

Note que na expressao acima nao ha divergéncias para A = 0, ou seja, nos pontos

onde 1 vai a infinito. Usando a rela¢do (4.10) podemos reescrever a expressao

(4.17) de maneira mais sugestiva como

—7i/4 A1/2 243 A2 1 F(z")/h
VT B 3B B bY2ml/d Sy, + img,

O primeiro termo envolve apenas poténcias do niimero complexo ¢ = AY2/B'/3 e o
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segundo é exatamente 1. (veja o capitulo anterior). Chegamos a seguinte expressao

fatorada
\Ijsc = X(C) wsc 5 (419)
com - 2
() = NG Cexp (z?> I(—=¢Y) . (4.20)

Esta maneira de escrever Uy, torna claro o papel de y. Esta funcao é uma corregao
que, por consinténcia, deve ser relevante apenas nas vizinhagas das cdusticas (¢ ~
AY? x 0), onde 1), falha em descrever a funcdo de onda quantica. Vamos usar
este critério de consisténcia fisica para determinar em termos de qual das fungoes
(4.16) devemos expressar x para cada valor de (, ou equivalentemente de x. Mais
precisamente devemos obedecer as seguintes regras:

(a) Exatamente sobre as cdusticas Wy, deve permanecer finita. Por inspegao
da equagao (4.17) vemos que esta propriedade é automaticamente satisfeita;

(b) Longe da influéncia das cdusticas devemos ter Wy. — 1) (uniformidade).

Neste regime |AY2| > 1 = |[¢| > 1, se B # 0. Devemos entdo impor
Y — 1 se I¢] — o0 (B #0). (4.21)

Da definigao (4.20) vemos que a integral I(—(?) deve satisfazer

(=Y ~ ™/t /m¢exp <—i%¢6> para  ( — oo. (4.22)
Neste ponto do calculo temos ainda dois problemas a resolver. Primeiramente,
precisamos escolher um dos seis contornos +C; para cada z. Como a estrutuda de
vales e montes do integrando em (4.15) depende de x através de (, ndo hé razao para
que o contorno seja o mesmo para todos os valores de x. Além disto, dado o contorno
correto, é necessario que a escolha dos ramos que aparecem na expansao assintotica
de x satisfaca a condigao de consisténcia fisica (4.21). Vamos resolver este problema
supondo que C é conhecido. Consideremos entao que I(—C*) = 27Ai(—(%), ou

seja, vamos assumir que C ~ C;. Como vimos no primeiro capitulo temos 27Ai(s) ~
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Vs 4 exp (—25%?/3) para s — oo se arg (s) # 7 [25, 24]. Podemos entdo escrever

_41/2]3
2mAi(—C) ~ VF[(—=CHYH 2 exp <—%) para  ( — oo. (4.23)

se arg (—(?) # 7. Com a escolha conveniente de ramos, ou seja,
(=2 = =i = (=Y =ic® e (=YY= (424

obtemos o limite desejado (4.21). Contudo, nao ha razao a priori para que a escolha
acima forneca em todos os casos a fungao y correta, pois como dissemos, C pode
ser também deformével em Cy ou C3. De fato, percebemos que em alguns intervalos
devemos necessariamente usar f; ou f3, simplesmente porque, para f; = Ai, y # 1

no limite ¢ — oo quando ¢* é real e negativo. Lembramos agora que

{ 27 fy(s) ~ —in/ms ™/ exp (25%/2/3) (4.25)

21 f3(s) ~ iy/ms~ /4 exp (25%/%/3)

para s — oo. B facil mostrar que se tomarmos I(—C*) = 27 fo(—C*) ou I(—¢*) =
2 f3(—¢*) também obtemos o limite correto para a correcao x, desde que escolhamos
as raizes (—CHV? = i¢% = [(—¢HV?P = —i0 e [(—¢HV?])7V2 = £e7/4( 7 respec-
tivamente. Ressaltamos que todas estas identificacoes sao possiveis pois a unica
mudanca de um particular f; para outro é o contorno de integracao , permanecendo
o integrando em (4.14) inalterado. Todas as possibilidades devem ser levadas em
conta de modo a satisfazer a imposicao (4.21) para todos os valores de arg (—¢*).
Podemos alternativamente manter a escolha de raizes fixada por (4.24) e escrever o

fator de correcao como

+2y/me ™4 exp (12¢°/3) Ai(—(¢Y), se  C~=C
X(€) =1 +2v/mem A exp (—i2¢°/3) fo(—¢*), se  Cr~ =0 (4.26)
—2y/me™/ A exp (—i2¢°/3) f3(—C?), se  C~=£C3

Tudo o que temos de fazer agora é selecionar uma das expressoes acima (para cada

x) por comparagao com o resultado fornecido por ©¥sc. Obviamente este procedi-
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mento corresponde a escolha do contorno correto e em geral, precisa ser feito nu-
mericamente. Esta é uma terefa relativamente facil dado o reduzido ntumero de

possibilidades presentes na formula acima.

4.3 Aproximacao Transicional

Abordaremos agora o caso em que a expansao da acao efetiva deve ser feita
em torno das causticas, ou seja, quando a condigdo (4.4) nao for satisfeita. Os
procedimentos matematicos sao similares aos da secao anterior e por isto serao

apresentados de maneira mais resumida. A expansao de F' resulta em

1
F(z,T; o',0) & F(x) + F'w) (2" — af) + 2 F" (@) (2" = 2()” . (4.27)

Podemos entao expressar a funcao de onda semiclédssica na vizinhanca da caustica

CcOomo

S UF (/) [

b32rl/A, f2mmy,  Je 6

Com a transformacdo de coordenadas t = (F"/2h)Y/3 (2" — z.) obtemos

2FI3 1/3
b2/, ommg,  \F" <h2F> ’ (4.29)
qap

2F13 1/3 ' 1 2F/3 1/3
(W) E/Cexp i §t3+ (W) t| pdt, (4.30)

onde novamente I = 27 f; para j = 1,2,3. Contudo, a escolha entre os contornos C,;

U (g, T) = (z/ — 2.)*}da’. (4.28)

—im/4 - 1/3
o - LS (1)

com

I

nao pode ser feita através da andlise do comportamento assintético |F’| > 1. Esta
condicao ocorre longe das solucoes cldssicas determinadas por F/ = 0 e nao ha um
critério fisico 6bvio a ser satisfeito neste regime. Outra conseqiiéncia deste fato é
que na expressao acima nao ¢ possivel fatorar ¢, como na secao anterior, visto que

' deve ser calculada a partir de trajetdrias classicas comecando em z/(0) = 2/, e
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terminando em z/(7") = x. Assim, diferentemente do caso regular, as trajetérias que

contribuem para a determinacao de plo

de thgc.

nao sao as mesmas que entram no calculo

4.4 Revisitando a Parede Suave

Retomaremos nesta secao o problema da evolucao semiclassica de um pacote
gaussiano sob a influéncia do potencial V(z') = 1/2"2. Desta vez daremos énfase
as propriedades das causticas e ao efeito que estes pontos criticos causam no resul-
tado semiclassico. Em particular, mostraremos que a concordancia pobre entre o
resultado exato e 1. para T' = 1.33, veja figura 3.8(d), deve-se a caustica localizada
entre as familias [ e I1. Finalmente, aplicaremos as correcoes de terceira ordem a

estas duas familias.

4.4.1 CAausticas

Como dissemos no capitulo 1, as cdusticas sao os pontos criticos do mapa
w — 2'r(w), que é conforme exceto nestes pontos e onde a fun¢do 2’7 (w) nao for
analitica (w = —¢). O ntmero e as propriedades dinamicas das cdusticas no presente
sistema sao bastante distintos dos apresentados anteriormente na literatura [37, 32].
Estes pontos criticos sdo dados por daz'r(w)/dw = 0, ou seja, pela equagao (de

quarto grau em w)

277

3 ~ _
(g +w)’[(1 4+ ikT)w + pT + q] = T

w# —q, (4.31)

de onde podemos concluir que existem quatro caustica no plano-w independente-
mente de T (veja figura 4.4). Esta equagao é totalmente equivalente a tomarmos
Mgq + 1My, = 0 na expressao (3.67), mostrando que as cdusticas correspondem aos
pontos onde 1. diverge. Inicialmente notamos que se T — 0 a equagao (4.31)

torna-se simplesmente (¢ + w)* = 0, o que nos diz que estes pontos criticos nao se
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aproximam da regiao de interesse a partir de w ~ 00, como ocorre nos sistemas
tratados nas referéncias [37, 32] mas sim a partir do ponto singular w = —gq. Isto faz
com que o efeito das causticas apareca rapidamente na propagacao semiclassica. Por
outro lado, no limite 7' — co a mesma equacao escreve-se (q +w)3(p — ikw) = 2/ik,
ou seja, as causticas tendem a uma configuragao estatica no plano w, que depende
apenas de (¢,p) e da razdo k = ¢/b. Todas estas caracteristicas podem ser con-
statadas na figura 4.4 onde sdo mostradas as curvas de nivel Re[z/7(w)] = cte e
Im(2'7(w)] = cte (veja secao 3 do capitulo 1) para diferentes tempos de propagacio

Na figura 4.4(a) temos um estagio bastante inicial com 7" = 0.01, onde fora da
vizinhaca imediata do ponto singular o padrao de linhas é completamente regular.
As linhas cruzam-se a angulos retos devido a propriedade conforme do mapeamento.
Para T' = 0.5 (4.4(b)) o padrao ja é consideravelmente mais complexo. As quatro
causticas tornam-se claramente visiveis, como defeitos no padrao geométrico, nas
figuras 4.4(c) e 4.4(d). Note a semelhanga local entre a estrutura de linhas em torno

das cdusticas mostradas nestas figuras e no caso mais simples da figura 1.3(b).

4.4.2 Correcgoes aos Efeitos das Causticas

Antes de aplicar a formula semicléssica corrigida vamos mostrar que a dis-
crepancia entre os resultados exato e semicldssico mostrados na figura 3.8(d) se
deve a caustica localizada entre as familias I e I1. Observando aquela figura ve-
mos que a regiao onde a férmula semicléassica falha é dada aproximadamente por
1.4 < x < 2.0. Para cada familia este intervalo em x corresponde a um intervalo em
a (ou equivalentemente em (3). Na figura 4.5(a) mostramos esta relagao para f1I e
fII e destacamos a regiao mencionada através das linhas tracejadas verticais. Por
sua vez, estes intervalos das linhas a(x) correspondem a subconjuntos de fI e fIT
mostrados em linha grossa no plano-w, juntamente com a localizacao da cdustica,
na figura 4.5(b). Desta ultima figura, constatamos inequivocamente que os efeitos
espurios introduzidos na aproximacao semiclassica nao corrigida devem-se ao ponto
critico mostrado. Pode-se também verificar que a contribuicao de fIII nao sofre

influéncia relevante de nenhuma das cdusticas. Além disto, a distancia entre os pon-
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Figura 4.4: Curvas de nivel Re[2/2] = cte e Im[2/5] = cte. Os tempos considerados
sao: T'=0.01 (a), T = 0.5 (b), T = 1.0 (c) e T = 1.33 (d). As cdusticas sao
facilmente distinguiveis como defeitos no padrao reticular e em (d) tém coordenadas
aproximadas (—3.0,0.4), (—=2.2,—-1.1), (—1.2,1.3) e (—0.5,—0.1). O padrao central
em forma de flor se deve a oscilagoes rapidas em torno do ponto singular (—2,0).
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Figura 4.5: Em (a) mostramos «(z) para as familias [ e I/ para T = 1.33. A
faixa para a qual 1. nao apresenta bons resultados estd destacada pelas linhas
pontilhadas verticais. Em (b) as partes correspondentes a esta faixa sao mostradas
em linha grossa para as mesmas familias.

tos criticos correspondentes de cada familia é da mesma ordem de B~'/? e portanto,
vamos aplicar a férmula (4.19) apenas as contribuicoes de fI e fI1I, ficando a parte
da terceira familia inalterada. Para tanto precisamos calcular ¢ = AY2/B'3 o que

para a parede suave pode ser feito explicitamente através das expressoes

1 277

= 'T "1+ ikT) — — 4.32
¢ T(3p\T + 4!
3
_ TGl + 7o) (4.33)
ha'o(poT + xp)?

A figura 4.6(a) mostra o resultado da aplicagao da férmula semicléssica corrigida
(linha cheia). Os resultados exato e semicldssico nao corrigido sao também mostra-
dos (linhas tracejada e pontilhada respectivamente). A melhora no resultado é bas-
tante significativa especialmente na regiao onde a férmula (3.68) causa um aumento
nao fisico na densidade de probabilidade (a normalizagao obtida com a corre¢ao é
N = 1.003). Como esperado, longe desta regiao ambas as férmulas semicldssicas
fornecem resultados bastante préximos. Isto é devido a propriedade (4.21) cuja
validade pode ser constatada na figura 4.6(b) onde mostra-se o médulo de y como

funcao de x. Note que para fI o fator de correcao rapidamente tende a unidade, en-
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Figura 4.6: Em (a) temos a mesma situagao da figura 3.8(d). Note que o resultado
semicléssico regularizado (linha cheia) praticamente coincide com a propagagao ex-
ata (linha tracejada). O resultado semicldssico ndo corrigido é mostrado em linha
pontilhada. Em (b) mostramos o médulo do fator de corre¢ao x em fungao de x
para as familias I e I1.

quanto que para fI[ ha uma saturacdo em torno de |x| =~ 0.94. Isto se deve ao fato
de que, diferentemente de fI, fII ocupa uma pequena regiao no plano w. Assim,
para esta familia, mesmo os pontos que sao mapeados em = > 1 vém de regioes
que estao préoximas a caustica no plano w. Além disto, para fI x é descontinuo
devido a mudanga f3 — fi que ocorre em torno de x = 1.3. E interessante notar
que a descontinuidade introduzida pelo corte de fII é virtualmente anulada pelo
salto devido a mudanga de contorno de integragao da corre¢ao x referente a fI. Nos
casos analisados verificamos numericamente que estas descontinuidades tendem a

coincidir (em x) e interferem destrutivamente.

Causticas de Ordem Superior

Note-se que a prépria condi¢ao de consisténcia (4.20) carrega uma limitacao
a validade da correcao . A referida condicao nos diz que x — 1 se ( — o0, de
forma que , se |[A| > 1, i. e., se as cdusticas estao longe da regiao de relevancia, a
correcao deve ser préxima de 1. Ocorre que ¢ — oo também se B o< F"" — 0 o que

nao necessariamente ocorre longe das causticas de primeira ordem. Vemos entao que
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a expressao (4.19) fica mal definida se os pontos para os quais A = 0 (onde devemos
ter x = 0) e B = 0 (onde pela condi¢ao (4.20) devemos ter x = 1) aproximam-se
das regioes contribuintes. Para o sistema que estamos tratando, ha um ponto no

qual B =0 (w # —2.0) cujas coordenadas sao

q+3pT/4

. _ 2kT q+3pT/4
1+ (3kT/4)2

b= 4 14 (3kT/4)?

(4.34)

Para T' > 1 temos que o — 0 e  — 2p/3k. Assim, se p é pequeno se comparado a

k, este ponto se aproxima da origem do plano w, ou seja, da familia principal.
Note além disto que hd uma divergéncia andloga na expressao (4.29) quando

F"(x!) — 0, ou seja quando as cdusticas de primeira e segunda ordem coincidem.

[

Nestes casos, corregoes de ordem ainda mais alta seriam necessarias.
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Comentarios Finais

Neste trabalho estudamos diversos aspectos da propagacao semiclassica de
pacotes de onda com a utilizagao de técnicas de integrais de trajetoria e de limites
assintoticos. Demos especial atencao a utilizacao do método do expoente esta-
cionario. Neste sentido esperamos ter contribuido para estabelecer de forma mais
clara sob que condigoes esta técnica é aplicada em aproximagoes semiclassicas.

Demonstramos que a utilizacao de um procedimento mais geral no célculo do
propagador entre estados coerentes tem conseqiiéncias relevantes para os resultados
numéricos finais. Tal procedimento leva a conclusao de que podemos utilizar hamil-
tonianos com parametros de suavizacao arbitrarios na dinamica cléssica subjacente.
Particularmente, em resposta a questao levantada na referencia [4], sobre a relagao
entre as TGA’s de Heller e BAKKS, demonstramos que estas pertencem a uma
mesma categoria e estao continuamente conectadas pela operagao b = 0 < b = 0.
Além disto, tornou-se claro que, em geral, nem a TGA de BAKKS nem a TGA
de Heller constituem as tinicas ou melhores opcoes . Uma perspectiva de aplicagao
para as TGA’s com b’s arbitrarios é a possibilidade de combina-las e obter uma
nova categoria de IVR sem a necessidade de integracao numérica. Somas do tipo
> p(@|K(T)|z)p, onde cada termo da soma é uma TGA com b distinto, fornecem
resultados nao gaussianos e sao em principio capazes de reproduzir fenomenos de
interferencia. Contudo, é necessario um critério para a escolha dos valores dos
parametros b a serem incluidos na somatoria.

A propagacao de estados coerentes via trajetorias complexas foi também
abordada. Uma analise detalhada da natureza e do papel desempenhado pelas

6rbitas complexas foi executada para o potencial V' = 1/2/2. A familia principal
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fornece sempre a contribuicao mais relevante do ponto de vista quantitativo, mas a
inclusao das familias secundarias é fundamental para a descricao precisa da fungao
de onda. Para executar esta composi¢cao com sucesso, resolvemos, via argumentos
de consisténcia fisica, o problema das solu¢oes nao contribuintes. Além disto, con-
firmamos que a questao da multiplicidade das trajetorias classicas esta relacionada
a periodicidade dos sistemas em questao a nao a sua integrabilidade, em acordo
com os resultados em [32]. Deduzimos corregoes para a fun¢ao de onda semicldssica
que apresentam bons resultados nas vizinhancas de causticas de primeira ordem.
Estes pontos foram estudados de maneira detalhada para a parede suave, onde
foi possivel obter as equagoes satisfeitas pelos mesmos e identificar seu efeito nas
formulas semiclédssicas. Estas correcoes envolvendo fungoes de Airy com argumento
complexo, computadas numericamente, forneceram resultados eficientes.

Uma perspectiva de aplicacao das técnicas aqui desenvolvidas e aplicadas é
a determinacao de grandezas termodinamicas através da operacao formal TW —
ih/kp©, onde kg e © sdo a constante de Boltzmann e a temperatura, respec-
tivamente. Sob esta operagao os propagadores sao mapeados em densidades de
particulas em equilibrio térmico [44, 45, 9] a partir das quais pode-se calcular a
funcao de particao do sistema, e portanto determinar diversas grandezas de inter-
esse, como taxas de rea¢do quimica em fungao da temperatura [46].

Esta tese resultou na produgao de trés artigos originais [28, 33, 43].
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Apeéendice A

Prova das Equacoes (2.18)

Comecamos este apéndice lembrando que assumimos que o hamiltoniano
quantico H pode ser escrito como uma série de poténcias de operadores de criagao

e destruicao . Assim, podemos escrever

H=> Apm@) o™ =H=> Aym(z)" 2" (A1)

n,m

O célculo das derivadas de H é imediato, por exemplo

Ty = 2y ) (22)

Por outro lado, podemos, sem perda de generalidade, escrever
T ~T\n am
H = E Anm(a;)" aj', (A.3)
n,m
Onde os operadores estao associados ao EC |z;) e os coeficientes nao sao os mesmos
da expansao (A.1). De fato, para calcular H,., ; é preciso expressar H em termos

de d} 41 € a; em ordenamento normal. Da definicao de ¢ e p em termos de operadores

de criagao e destruigao , obtemos duas relagoes : bj(a; + d}) = bj41(Qj41 + dj»ﬂ) e
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bjt1(a; — d}) = b;(aj41 — aTH) Eliminando d}H chegamos a

R 2b;b; > X (b2 b2.) R
T J+1 T J+1 J
;= 5—5 | o, + | 5— ] 4. (A.4)
= () e (i) o
No limite 7 — 0 as diferencas Ab sao pequenas e podemos escrever aT = al i1t
O(Ab)) e [aj,a},,] = 1+ O(Ab;), assim

1= Anmlal,,) @ + O(Ab;), (A.5)
Da equagao (2.9) obtemos

ZAnm )" =+ O(Ab) (A.6)
) OH

) * n m— THO n Sm—
J+1J Z J+1 £ 1 1_ (A7)

Este é o primeiro termo da expansao (A.2). Um procedimento andlogo para a deter-
minagao das derivadas de H;;_; fornece o outro termo, o que prova a primeira das
equagoes (2.18). Um célculo completamente similar demonstra a segunda equagao

m (2.18), o que completa a prova.
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Apeéendice B

Calculo do Pré-Fator

Neste apéendice, utilizando algumas relagoes de recorréncia, iremos calcular o
determinante da matriz simétrica 2(N — 1) x 2(/N — 1) dada por

MW= =

—6"+ToN_1 1 0 0

1 An_1+ToN-1 TEN—1—1 0

0 ThN—1—1 —An_o+ToN_2 1
ANo+T00  The—1 0
Tko—1 —A1—|-7'<,01 1

0 1 O 4101
(B.1)
onde A; = Ab;_/b;j e A; = Ab;/b;. Portanto

det MY = (=" + 7on_1) det FND — det GVY), (B.2)
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com

An_1+ToN-1 TEN-1—1 0
TEN_1—1 —AN_ot+TN 2 1 0
F(N—l) — 0 1 ZN_Q‘I’TQN_Q TRN-1—1 s
0 0 Thn—2—1  —An_3+TeNn-_3
(B.3)
e
1 TRKN-1— 1 0
0 —An_o+ToN_2 1
-1 _ | o 1 AN_g+ToN—2 Thn-1—1 el (B4
0 0 ThN—2—1  —AyN_3+ToN-3
Calculando mais uma vez os determinantes obtemos
det F(N_l) — (ZN71 + TQN*l) det L(N_Q) — (T,"{)Nfl — 1) det R(N_Q), (B 5)
det G-Y = det LINV-2), '
As matrizes LN=2) ¢ RWV=2) escrevem-se como
—AN_2+TPN_2 1 0 0
1 AN_9+Ton-2 Thy—2—1 0
LWN=-2) — 0 ThNn—2—1  —Ay_3+ToN_3 1 ;
0 0 1 AN_3+Ton_3
(B.6)
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Thy_1—1 1 0 0

0 ZN_Q—H'QN_Q TKN_9—1 0

RWN-2) — 0 TRN_2—1 —AN_3+TPN_3 1
0 0 1 An_3+T0on_3

(B.7)
Finalmente, os determinantes de L(V=2 ¢ RN=2) podem ser expressos em termos

dos determinantes das matrizes F' e G-

det LV=2) = (=An_y + Ton_s) det FN2) — det GIV=2),

B.8
det RN=2) = (7hy_1 — 1) det FN—2), (B8)

o que nos leva a fechar o ciclo de recorréncia. Substituindo as relagoes (B.8) em
(B.5) e mantendo apenas termos de primeira ordem em 7 e Ab, chegamos a duas

equacoes de diferenca acopladas

(B.9)

det FN=D = —(Ayn_1 +Ton_1)det GV=2 — (1 — 27k y_1) det FIV=2),
det GV = (—Ax_o + Ty _9) det FV=2) — det GIV—2).

Definindo Fy_; = (=1)Vtdet F¥V e Gy_; = (=1)V1det GX~V as equagoes

tornam-se

(B.10)

Fy_1—Fy_o=(An_1+Ton-1)GNn_2 — 2TkN_1FN_o,
Gno1 —Gnoo = —(—ANn_2+ ToN_2)Fn_a.

Tomando o limite 7 — 0 chegamos as seguintes equacoes diferenciais

F:<g+Q>G—2/sF e G:—<—%+§0)F, (B.11)

onde

9 a2 02 2
90_1(Zb 0*H zhaH) 0°H (B.12)

T2\ h 02 b2 Op? +8q8p’
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1 /ib2 o2 02 2
o=t ib"0"H i O"H _(97'(’ (B.13)
2\ h 0¢> b Op? 0qOp
e
1 [ib*0*H  ih O*H
K_§(78q2+§6p2)’ (B.14)

sado os limites continuos das quantidades discretas correspondentes (2.31), (2.32) e
(2.33). Para calcular as derivadas de segunda ordem de H,;;; usamos o mesmo
procedimento apresentado no apéndice A. Para colocar as equagoes (B.11) numa

forma mais simétrica, facamos a seguinte transformacao
T 21 T 27
F=Fe Jo w0l = g3 o G =Ge Jo "0 = GeFT, (B.15)

obtemos
j'f:—mf+(b/b+g) G, ¢ G= (B/b—90>f+ KG. (B.16)

Passemos agora a analisar, mantendo em mente as relagoes acima, algumas pro-
priedades dinamicas das varidveis u e v definidas em (2.28). As derivadas temporais

destas variaveis e de suas espectivas variacoes sao dadas por
1 (¢ b\ b 1 (&G ib_\ b
_ 2, 7) 2 = — | 2+ =) — =6 B.17
U \/§<b+hp) bv:>u \/§(b+hp) bv’ ( )

, j ib.\ b1 (64 b )\ b

OH O*H O*H
_ _ g B.1
e
OH 0*H 0*H
=——=0p= o op. B.2
p=-5 D=5 5.0, (B.20)

Expressando estas relagdes em termos de du e dv, e substituindo nas equagoes (B.17)

e (B.18) chegamos a

o = —Kkou — (b/b + Q) v, e 0v=-— (b/b — <p> ou + Kov. (B.21)
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Por comparac¢ao podemos imediatamente escrever a solucao das equagoes (B.16)
como F = du e G = —dv. As condicOes iniciais sao especificadas pelas matrizes

FWN=1) o GIN=1 para N = 2. Temos entdo

0 -1 0 I -10
= -1 0 1], ¢ GO=]0 0 1 |. (B.22)
0o 1 ¢ 0 1 &

Portanto, temos as seguintes relacoes

{ det FO = —§' = Fy = F(0) = du(0) = —¢', (B.23)
det GV = —1 = G, =G(0) = —1 = 6v(0) = 1.
As solugoes das equagoes (B.11) sao dadas por

F(t) = 6u(t)er?, e G(t)=—6v(t)er?, (B.24)
sujeitas as condigoes (B.23). Substituindo em (B.2) obtemos

(=D det MY = [§u(T) — 6"5u(T)]er . (B.25)
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Apeéendice C

TGA para um Potencial

Harmonico

Neste apéndice aplicaremos a férmula gaussiana (2.72) para a propagacao de

um estado coerente em um potencial parabdlico qualquer, ou seja, a propagacao de

um estado comprimido (squeezed state). Mais explicitamente, assumiremos que o

pode ser diferente de b, = /h/mw. Além disto, ndo vamos especificar b, que pode

ser distinto de ¢ e de b,. O hamiltoniano quantico é

A 1 1
H:_AQ - 2
2mp +2mw

o

O hamiltoniano suavizado correspondente fica

1, h? 1, mwh?
H=gop+ g Famw e +—

A solucao das equagoes de movimento fornece

2

b h
¢ = q cos(wT) + Ehp’ sin(wT) e p,=p cos(wT) — b—zq' sin(wT).

h
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O célculo da agdo complexa (3.26) leva a

i (o b i 028 2
= (= — 22 ) sin(wT —— == C4
TTTT (bi 02)Sm<w ) Gagee T T (C-4)
onde
(b .
['=2cos(wT) + i (b_2 + ;) sin(wT). (C.5)
h
Finalmente,
1 1
Su+1, = (Q—pIQ — §mw2q'2) sin(wT) cos(wT) — ¢'p' sin®(wT). (C.6)
m

Agrupando todas as partes obtemos

N N 7 12q 02($ - QT)Q
R = \/02 cos(wT') + ib? sin(wT) P {_ 2(by, sin®(wT) + o4 cos?(wT')) }

X exp { i(by — o*) sin(wT) cos(wT)

2b2 (b} sin?(wT) + o cos?(wT)) (z = @)+ ip,,(g; - C]r/Q)} , (C.7)

h

que coincide com o resultado exato, independentemente da escolha de b. Vemos
assim que para potenciais quadraticos além do propagador entre estados coerentes
(2.54), a aproximagao gaussiana para o propagador misto é independente da escolha

do parametro b.
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Apeéendice D

Analise da Mudanca de Variaveis
(4.12)

Neste apéndice vamos analisar mais detidamente a mudanca de varidaveis
(4.12). Devemos notar que tal relagdo permanece vélida para qualquer das trés

raizes da equacao v = B. Assim, temos as seguintes possiveis relacoes :

A A? A?
TEeBT e 2pes M T T AR T T g B (1)
com
ej = 2/ para j=0,+1,-1. (D.2)

No corpo do texto utilizamos a raiz dada por j = 0, veja equagao (4.13), e concluimos
que x o I(—¢*). Contudo, nao deve haver uma escolha privilegiada e o resultado
fisico deve ser o mesmo independentemente de j. E f4cil mostrar, repetindo os passos

entre as equagoes (4.13) e (4.20), que para uma escolha qualquer temos
x o< e_jlle—;(=¢*)] . (D.3)

Esta porém nao é a tnica modificacao introduzida por uma escolha diferente de
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raizes. Note que o angulo entre os eixos z’ e t é arg(~y) pois
t =~a' + cte . (D.4)

Suponha entao que escolhemos a raiz 7 = 0 e encontramos, por exemplo, que o
contorno de integracao deve ser Co, ou seja, concluimos que y o< fo(—C*). Agora,
consideremos uma escolha diferente, digamos j = 1. Da relagao (D.4) vemos que isto
implica numa rotacao anti-hordria extra entre os eixos z’ e t por um angulo de 27 /3.
Encontrariamos entao que o contorno de integracao seria C;, o que juntamente com
a relagdo (D.3) levaria a x o< e_y fi[e_1(—¢*)] = e 2 /B3Ai[e 2m/3(—(Y)] = fo(—C?)
[24], que é o mesmo resultado obtido com j = 0. Este argumento pode ser estendido
para qualquer escolha de j demonstrando que o resultado final nao depende da

mesma.
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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