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Resumo

Neste trabalho sao apresentadas algumas propostas e aplicacoes, dentro da drea da mecdnica
computacional, considerando o método de Galerkin livre de elementos. Este método pertence a
classe de métodos chamados de livres de malha, mesh-free methods. De modo resumido, estes
métodos consideram a construcao de funcoes de forma, de suporte compacto, que dependem
fracamente da distribuicao dos pontos de aproximacao, nés ou particulas, e também sao pouco
dependentes da malha de integracao utilizada.

Mais especificamente, é proposto o método de Galerkin livre de elementos modificado, que
considera a construcdo das funcgoes de forma baseadas na distribuicao de diferentes fungoes
peso sobre a malha de integragao e apresenta uma contribuicao na imposi¢ao das condigoes de
contorno essenciais. Estimadores de erro e estratégias de refino da malha de integracdo sao
propostos, de forma a encontrar malhas de integracao adequadas para problemas lineares, no
contexto da mecénica dos sélidos, considerando a hipétese de pequenas deformagoes. Porém, o
fato de possuir a propriedade de imposicao das condicoes de contorno de forma direta, como feito
no método dos elementos finitos, possibilita a aplicacao deste método de aproximagao em diversas
dreas da engenharia, matematica ou fisica, principalmente para problemas nao lineares. Dentro
desta drea de problemas nao lineares, é apresentada uma investigacao do método proposto sob
deformagoes finitas, considerando um material elastoplédstico, de fase eldstica dada pelo modelo
de Hencky e com fase plistica dada por um modelo do tipo Jo, com endurecimento isotrépico
nao linear. Investigagoes sob o aparecimento do fenémeno de travamento volumétrico, e de seu
controle, também sao realizadas considerando problemas axissimétricos e também de estado
plano de deformagoes.

Ja o método de Galerkin livre de elementos usual é aplicado em problemas de conformacao
em molde. Problemas de forjamento a frio, considerando um material denso, e de compactacao,
dentro do enfoque da Metalurgia do Pé, sdo investigados. Para a abordagem destes dois proble-
mas é considerada também uma formulagao de contato, que considera a hipdtese de Signorini.

Especial atencao é dada para o problema da simulacao do processo de compactacao a frio, e
em molde, de componentes mecanicos. Este tipo de processo parte de um pé desagregado, que
é colocado em uma matriz e é entao submetido a altos niveis de deformacao. Este tipo de mate-
rial experimenta redugao de volume e, portanto, aumento da densidade. Tais caracteristicas do
processo implicam em uma modelagem do material que leva em consideracao uma descricao em
deformacées finitas e um modelo constitutivo que capture, de forma adequada, as néo lineari-
dades envolvidas no processo. O modelo constitutivo adotado para a simulagao do processo de

compactacao faz parte dos chamados modelos do tipo Cap. O modelo constitutivo apresentado
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neste trabalho é composto por trés superficies de escoamento completamente suaves e leva em
consideracao o acoplamento de alguns pardmetros com a porosidade relativa. Novamente, sao

apresentados vdrios exemplos de modo a averiguar a metodologia proposta.



Abstract

In this work some propositions and applications of the element-free Galerkin method are pre-
sented, inside of the computational mechanics field. Such method belongs to the class of the
so called mesh-free methods. In summarized words, these methods consider the construction of
shape functions, which has compact support and are weakly dependent on the distribution of
the sample points, nodes or particles, and also experiment low dependence of the integration
mesh used.

More specifically, the modified element-free Galerkin method, proposed in this work, consid-
ers the construction of the shape functions based in the distribution of different weight functions
on the integration mesh and presents a contribution in the imposition of the essential boundary
conditions. Error estimators and h-refinement strategies of the integration mesh are consid-
ered, as a way to find adjusted integration meshes for linear problems, in the context of solid
mechanics, considering the hypothesis of small deformations. However, the fact to possess the
direct imposition of the essential boundary conditions property, similar as in the finite element
method, become possible the application of this method in diverse areas of engineering, math-
ematics or physics, mainly for non-linear problems. Inside of this area of non-linear problems,
an investigation of the proposed method under finite deformations is presented, considering an
elasto-plastic material, of elastic phase given by the Hencky model and with plastic phase given
by a J2 model, with non-linear isotropic hardening. Analyses concerning the appearance of the
volumetric locking phenomenon, and its control, are also carried out considering problems under
axissimetric and plain strain state conditions.

The usual element-free Galerkin method is applied in problems considering conformation
inside a mold. Cold forging problems, taking into consideration a fully dense material and also
powder compaction problems, inside of the approach of the Powder Metallurgy, are investigated.
It is also taken into account a contact formulation, which considers the Signorini hypothesis.

Special attention is given for powder compaction simulation problem of mechanical com-
ponents. This type of process begins with a disaggregated powder, which it is placed into a
mold, and then is submitted to high levels of deformation. These types of materials experi-
ments volume reduction and, therefore, density increasing. Such process characteristics imply
in a modeling that take in consideration a description in finite deformations and a constitutive
material model that captures, in a correct form, the non-linearity involved in the process. The
adopted constitutive material model for the simulation of the powder compaction process be-
longs to the class of the so called Cap models. The constitutive material model presented in

this work is composed by three completely smooth yielding surfaces and takes in consideration
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the coupling of some material parameters with relation to the relative porosity. Again, some

examples are presented in order to assess the proposal methodology.



Apresentacao do trabalho

Ao recordar do inicio desta tese, por volta de quatro anos atras, véem a mente a vontade de
trabalhar dentro da drea de grandes deformacbes com énfase na conformacado de componentes
mecanicos.

No contexto de produzir algo novo, e entao validar o trabalho de doutorado, partiu-se para
o estudo de métodos numéricos emergentes, mesh-free e meshless methods, que possuiam van-
tagens, segundo vérios autores, quando aplicados para a simulacdo em deformacoes finitas e
comparados com os métodos numéricos tradicionais, método dos elementos finitos principal-
mente.

Durante o estudo destes métodos numéricos vislumbrou-se a possibilidade de propor uma
metodologia diferente para a imposicao das condigoes de contorno essenciais dentro do enfoque
do Método de Galerkin Livre de Elementos, Element-Free Galerkin Method. Esta proposta foi
implementada computacionalmente, atribuindo-a o nome de Método de Galerkin Livre de Fl-
ementos Modificado, Modified Element-Free Galerkin Method, e foi bastante explorada dentro
de enfoque de pequenas deformacgoes para problemas eldsticos e elastoplédsticos acoplados com
dano. Também foram propostos estimadores de erro e estratégias de refino da malha de inte-
gracao considerando-se problemas eldsticos sob pequenas deformacoes.

Ao final do segundo ano, mais tempo foi dedicado ao estudo do tema de deformagdes finitas
com vistas a sua aplicagao a conformacao de componentes mecanicos em molde. Diferentemente
do que acontece na drea de pequenas deformagoes, em grandes deformagoes existe um nimero
bastante grande de diferentes propostas para a abordagem deste tema. Um periodo de maturacao
foi necessdrio para que fosse feita a escolha da proposta mais adequada para a implementacao.
Dentre as diferentes propostas foi escolhida uma configuragao Lagrangeana Total juntamente
com um par conjugado de tensao-deformacao, que é a tensao rotacionada de Kirchoff e da
medida logaritmica de deformacao, que por sua vez permitiu o uso do chamado mapeamento
exponencial. Esta escolha mostrou-se bastante adequada como é demonstrado ao longo do texto.
Ao utilizar um modelo elasto-plastico do tipo Jo juntamente com as hipéteses de estado plano
de deformacoes e de problemas axissimétricos, uma andlise do efeito do fenémeno do travamento
volumétrico foi também proposta.

J4 o tltimo ano do trabalho foi dedicado ao estudo e implementagdao do problema de con-
tato unilateral com atrito, para a simulacao de conformagdo em molde, e também a modelos
constitutivos apropriados para a andlise de compactacao de materiais porosos dentro do enfoque
da Metalurgia do P6. Este problema em particular recebeu maio atengao neste iltimo ano de

trabalho, embora tenham sido apresentados alguns casos de simulacao de forjamento a frio para
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materiais densos e em molde, devido a quantidade de nao-linearidades envolvidas no processo.

A fim de contextualizar este trabalho de uma forma mais ampla a tese foi organizada em
cinco capitulos principais e em alguns apéndices. Cada um destes capitulos descreve uma etapa
cronoldgica, como descrito acima. A seguir é apresentado um pequeno resumo de cada um dos
capitulos desta tese.

O Capitulo 1 trata da descricao detalhada do Método de Galerkin Livre de Elementos
Modificado. Este método caracteriza-se pelo uso de duas funcoes peso, chamadas de EPuFe e
EFG, que sao devidamente distribuidas sobre o dominio, de modo a obter a propriedade de
kronecker delta na fronteira onde as condigoes essenciais sdo prescritas. Assim, tais condi¢oes
de contorno podem ser impostas diretamente, como feito, por exemplo, no método de elementos
finitos. O método usa malha de integracao composta de células de integragao triangulares. Sao
investigados vdrios aspectos inerentes ao método proposto, como a perda de regularidade na
regiao de transicao EPuFe-EFG, a sensibilidade da solu¢ao com relagao ao tamanho do suporte
de influéncia e ao parametro de extensao e também a sua dependéncia quanto ao numero de
pontos de integracao utilizado.

No Capitulo 2 sao propostas duas estratégias de estimadores de erro e de refino da malha
de integracao. Na primeira, é proposto um estimador do tipo recuperacao em que a solucao
melhorada é obtida pela minimizacao de um funcional que leva em conta o erro quadratico, o
erro de equilibrio e o erro na prescricao das tragoes prescritas. J& na segunda estratégia, também
do tipo recuperacao, é proposto que a tensao melhorada seja obtida pela metodologia chamada
de recuperacao por equilibrio por regioes. Vérios exemplos sao apresentados considerando a
hipétese de estado plano de tensoes de modo a avaliar a convergéncia de cada estratégia.

Uma proposta de aplicagdo do método de Galerkin livre de elementos modificado dentro do
enfoque de grandes deformagoes é apresentada no Capitulo 3. A formulacao adotada considera
uma descricdo Lagrangena total, a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao
em uma parte plastica e uma parte eldstica e o uso do par conjugado da medida logarftmica
de deformagao e a tensao rotacionada de Kirchoff. O uso deste par conjugado torna possivel
a utilizagao do chamado mapeamento exponencial que, por sua vez, proporciona o uso dos
algoritmos de mapeamento de retorno no mesmo formato do que os encontrados em pequenas
deformacgoes. O modelo constitutivo do material elastopldstico considera uma fase eldstica,
hipereldstica, e outra plastica do tipo Jo. A isocoriedade do fluxo plédstico, juntamente com
as hipéteses de estado plano de deformacoes e de sélidos de revolucao, leva ao aparecimento
do fendmeno de travamento volumétrico. Assim, uma estratégia de antitravamento é proposta
e investigada numericamente através de vdrios exemplos numéricos, tidos como cldssicos na
literatura, na averiguacao deste tipo de fendmeno. Os resultados obtidos sao confrontados com
resultados encontrados por outros autores.

No Capitulo 4 é apresentada a formulacao de contato e atrito implementada neste tra-
balho visando a simulagao de processos de conformacao em molde. Esta formulacao considera
que o obstédculo, molde, seja indeformével, hipétese de Signorini, e que o molde seja composto
apenas pela unido de segmentos de reta. A implementagdo do contato é feita dentro do en-

foque de deformacoes finitas apresentado no Capitulo 3 e os exemplos levam em consideracao
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o modelo Jy ji apresentado neste capitulo. InvestigacOes sobre o aparecimento do efeito de
travamento volumétrico também sao levadas em consideracao em alguns exemplos estudados.
Embora visando a simulagao do problema de compactacdo de pds metdlicos, a implementacao
das condicGes de contato sdo colocadas de forma geral de maneira a poder simular problemas
de forjamento a frio e em molde ja neste capitulo.

Por fim, no Capitulo 5, é apresentado um modelo constitutivo préprio para a aplicacao na
compactacao de componentes oriundos da Metalurgia do PJ. Este modelo leva em consideracao
a dependéncia da densidade e pertence a classe chamada na literatura de Cap models. O modelo
de Cap apresentado consiste de trés superficies de escoamento as quais definem uma funcao de
escoamento convexa e suave. Condicdes de continuidade C? e C! sdo exigidas para cada uma
das superficies de escoamento na regiao de transicao de forma que nao sdo necessdrios proced-
imentos especiais para a determinacao da regra de fluxo pldstico, como aquelas baseadas em
subgradientes necessédrias ao se trabalhar com superficies nao suaves. Resultados sao apresen-
tados para problemas considerando a hipétese de estado plano de deformacoes e de problemas
axissimétricos.

Ja os apéndices estao reservados para outros detalhes referentes a implementacoes de outros
modelos constitutivos, Apéndice A, a pequenas variacoes feitas na teoria apresentado nos
capitulos, como é o caso do Apéndice B que trata da adigdo de uma funcao peso diferente
no modelo proposto no Capitulo 1. O Apéndice C apresenta em detalhes o método de
Newton implementado neste trabalho para a solugao das equagoes nao lineares. Alguns detalhes
das fungoes tensoriais isotrépicas mais utilizadas durante o texto sdo mostrados no Apéndice
D. Por fim, no Apéndice E sao apresentados detalhes para a obtencao dos algoritmos de

mapeamento de retorno utilizados no Capitulo 5.



Capitulo 1

O método de Galerkin livre de

elementos modificado

1.1 Introducao

Nos dltimos anos, desde o trabalho precursor de NAYROLES et al. (1992), muita atengao tem
sido dada pela comunidade cientifica, e em especial a drea de matemaética aplicada e mecénica
computacional, aos chamados métodos sem malha, meshless methods, e ou aos métodos livres de
malha, mesh-free methods. Esta nova classe de métodos numéricos tem sido aplicada em prob-
lemas de engenharia onde os métodos tradicionais enfrentam algum tipo de problema. Em uma
recente revisao sobre os métodos sem malha apresentada por LI & LIU (2002) sdo comentadas
vérias dreas onde sua aplicacdo é promissora. Dentre elas pode-se citar as dreas/problemas de
localizacao, grandes deformacoes e propagacao de trincas.

Contudo, juntamente com o aparecimento e desenvolvimento destes novos métodos surgiram

também problemas inerentes a formulagao do método, como por exemplo:

e a necessidade do uso de uma integracao numeérica apropriada;

e desenvolvimento de uma estrutura de dados efetiva e também de procedimentos numéricos

para a reducao do custo computacional;

e evitar os problemas de condicionamento que acontecem quando se usam procedimentos de

enriquecimento hierdrquico, p-adaptatividade;

e necessidade do uso de procedimentos especiais para a imposicao das condicoes de contorno

essenciais.

Neste capitulo serd apresentada uma nova metodologia para a aplicacao das condigoes de
contorno essenciais dentro do enfoque do método de Galerkin livre de elementos, element-free
Galerkin (EFG) BELYTSCHKO et al. (1994), um dos métodos livres de malha mais utilizados.
O contetido deste capitulo é uma colecdo dos resultados apresentados em ROSSI & ALVES
(2002), ALVES & ROSSI (2003) e ROSSI & ALVES (2003). Esta nova maneira de impor as

condigbes de contorno essenciais do problema na forma fraca de Galerkin serd desenvolvida

1
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dentro do enfoque da Aproximagdao por Minimos Quadrados Mdveis (AMQM), Moving Least
Square Approzimation (MLSA), LANCASTER & SALKAUSKAS (1981), que é a base de muitos
métodos livres de malha. Deste modo, apesar deste procedimento ser apresentado dentro do
escopo de EFG, ele pode ser estendido com naturalidade para outros métodos livres de malha.

A necessidade de procedimentos especiais para a imposicao das condi¢oes de contorno essen-
ciais surge do fato que, geralmente, as funcoes de forma finais oriundas dos métodos livres de
malha nao representam uma interpolacao do campo desejado, mas sim uma aproximacao. Deste
modo, as fungdes de forma resultantes nao satisfazem a propriedade de delta de kronecker,
propriedade esta vastamente explorada no caso do Método de Elementos Finitos (MEF). Na
literatura, vdrias sao as abordagens implementadas para superar este problema. Dentre elas

pode-se citar o uso de:

e Multiplicadores de Lagrange, BELYTSCHKO et al. (1994);

e Métodos de colocagio, BELYTSCHKO & TABBARA (1996), MUKHERJEE & MUKHER-
JEE (1997) e ZHU & ATLURI (1998);

e Principios variacionais modificados, LU & BELYTSCHKO (1994) e MUKHERJEE &
MUKHERJEE (1997);

e Combinagiio com o MEF, BELYTSCHKO et al. (1994), KRONGAUZ & BELYTSCHKO
(1996), HEGEN (1996), HUERTA & MENDEZ (2000);

e Funcdes de peso singulares, DUARTE & ODEN (1996) e KALJEVIC & SAIGAL (1997);
e Métodos de penalidade, ZHU & ATLURI (1998) e GAVETE et al. (2000);

e Qutra estratégias e variagoes das acima apresentadas podem ser encontradas também em
GUNTHER & LIU (1998), PANNACHET & ASKES (2000), ZHANG et al. (2001) e
VENTURA (2002).

Cada um destes métodos apresenta vantagens e infelizmente desvantagens. Multiplicadores
de Lagrange sao geralmente usados em procedimentos numéricos e sao um modo efetivo para
impor restricdes em problemas de otimizacdo. Ainda, a sua implementacdo ¢ muito simples.
Nao obstante, o seu uso apresenta algumas desvantagens como: o mau condicionamento do
sistema de equacoOes algébrico resultante, o aumento no tamanho do problema e, seu uso estd
principalmente justificado para problemas formulados em termos de condig¢oes de ponto de sela.
Em um enfoque mais geral, seu uso pode nao ser facilmente justificado. Principios variacionais
modificados nao impoem, de forma geral, as condigoes de contorno essenciais com um alto grau
de precisdo, como mencionado em BELYTSCHKO et al. (1995).

Métodos que combinam EFG com MEF fazem uso de uma aproximacao/interpolacao mista,
isto ¢, a aproximagao/interpolagao de cada campo ¢é feita com as fung¢oes de forma provenientes
de cada um dos métodos. Desta forma, o dominio deve ser dividido em duas regides, uma
definida por um conjunto de nés associado com o MEF e o outro definido por um conjunto

de particulas associadas com o método livre de malha, EFG por exemplo. Além disso, no
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dominio de transi¢do onde os suportes das fungoes de forma EFG e MEF se sobrepoem, a
fungdo de forma resultante é dada por uma soma das fungoes de forma EFG ¢ MEF. Como
resultado, para satisfazer a condicao de consisténcia, isto €, para representar uma base completa
de polindmios exatamente até uma determinada ordem, um procedimento especial é requerido
neste dominio de transi¢ao, como mostrado em HUERTA & FERNADEZ (2000) e HUERTA &
FERNADEZ (2002). Embora as fungoes de forma de elementos finitos possam ser escolhidas de
forma a manter as exigéncias de consisténcia, sua base nao pode ser facilmente ampliada para
incorporar informacoes a priori das solucoes de equacoes diferenciais parciais, como feito, por
exemplo, na base MLSA intrinseca no caso de mecéanica da fratura, fato bastante explorado por
BELYTSCHKO em vérios trabalhos, como por exemplo BELYTSCHKO & FLEMING (1999).
Porém, informagdes a priori podem ser consideradas com o uso de um enriquecimento extrinseco
considerando o método dos elementos finitos baseados na particao da unidade, partition of unity
finite element method (PuFem), como sugerido em MELENK & BABUSKA (1996) ou mais
atualmente pelo método do elementos finitos generalizados, generalized finite element method
(GFEM), STROUBOULIS et al. (2000).

Continuando, a imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais podem também ser aplicadas
pelo uso de fungoes pesos singulares, ja que a funcdo de forma resultante torna-se realmente
um interpolante, como foi mostrado em LANCASTER & SALKAUSKAS (1981) e aplicado
por DUARTE & ODEN (1996). Porém, tais fungdes de forma tornan-se altamente nao poli-
nomiais, como descrito em HEGEN (1996), e sao responsédveis por uma perda de precisio, se
uma quadratura de integragdo numérica imprépria for empregada. Além disso, a imposicao das
condigbes de contorno essenciais s6 é alcangada no ponto de aplicagao da particula/né. Pontos
afastados dos centros de cada particula nao satisfardo as propriedades de interpolacao.

Mais ainda, resultados obtidos pelo método de penalidade sao dependentes do paradmetro
de penalizacao. Métodos de colocacao nao sao, em geral, apropriados. Porém, a abordagem
utilizada por ZHU & ATLURI (1998) forneceu resultados melhores, entretanto a matriz de
rigidez se tornou nao simétrica.

Neste trabalho, a imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais serd realizada pelo uso de
uma func¢ao de peso derivada, do que foi chamado, método dos elementos finitos baseado na par-
tigdo da unidade estendida, extended partitition of unity finite element method (EPuFem). Estas
fungoes pesos EPuFem sao dispostas apenas na vizinhanca do contorno essencial do problema,
como serd descrito pelo algoritmo mais adiante. Assim, o dominio restante pode ser coberto
através de funcoes peso EFG tradicionais, como por exemplo as splines quérticas. Além disso,
como o espaco de aproximagao final serd construido com base no MLSA usando uma sé base
intrinseca para todo o dominio, a sobreposi¢ao das fungoes peso EPF (EPuFem) e EFG torna-se
natural.

De fato, o método proposto pode ser visto como um método EFG convencional, que contém
um conjunto de fungoes de pesos diferentes, com a habilidade de selecionar para cada particula
o tipo de funcao de peso adequada. A este método foi dado o nome de método de Galerkin livre
de elementos modificado, modified element-free Galerkin (MEFG) method.

A necessidade do uso de funcgoes de peso EPF surge do fato que é necessédrio satisfazer
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uma condi¢do de consisténcia que estd associada com a base intrinseca adotada. Tal condigao
nao é satisfeita se forem utilizadas fungoes de peso oriundas do PuFem cldssico para uma base
intrinseca aumentada, fazendo com que surjam pontos onde a matriz de momento é singular,
como serd mostrado no decorrer deste capitulo.

Usando o MEFG proposto, as funcoes de forma resultantes satisfazem, no sentido de limite,
as condicoes de contorno essenciais, possuindo a propriedade de delta de kronecker sobre tal
contorno. Além disso, as funcoes de forma restantes sdo construidas de forma que o seu suporte
nao sobreponha o contorno onde as condigoes de contorno essenciais sao prescritas. Desta forma,
as condicoes de contorno essenciais sao impostas da mesma maneira que no MEF.

Para realizar a integracao, controlar e administrar o dados, bem como, para definir o su-
porte para as fungoes de peso EPF, é utilizada uma malha de integragdo composta por célu-
las/elementos de integracao triangulares. O algoritmo que constréi a cobertura apropriada para
um dominio genérico serd descrito juntamente com suas consideracoes principais e exemplos.

A fim de atestar a performance do método proposto sao feitas algumas aplicagdes con-
siderando a teoria de elasticidade linear, supondo a hipétese de estado plano de tensoes, para
alguns problemas clédssicos da elasticidade. Andlises de sensibilidade com relagao ao parametro
de extensao € serao realizadas a fim de determinar seu intervalo de aplicacdo para os problemas
em questao. Como serd numericamente demonstrado, o erro na imposicao das condi¢oes de
contorno essenciais devido & extensdo do suporte das funcées EPF poderd ser desprezivel desde
que seja utilizado um pardmetro de extensao e apropriado. Também, a perda de regularidade
devido a sobreposicao das fungoes de peso na regiao de transicdo é investigada neste capitulo.
As anélises serdo realizadas considerando uma quadratura de Gauss-Legendre de 7 e 25 pontos

de integracao de modo a verificar o seu efeito sobre a soluc¢ao dos problemas.

1.2 Aproximacao por Minimos Quadrados Mdveis

O método EFG consiste basicamente na construgao de um conjunto de fungoes de forma globais,
que definem o espago de aproximacao, que sao posteriormente empregadas em um procedimento
de aproximagao de Galerkin. Tais fungoes de forma sao construidas através do MLSA.

O MLSA foi inicialmente utilizado por LANCASTER & SALKAUSKAS (1981) na con-
strugao de superficies suaves. Dado um conjunto de dados discretos é possivel construir uma
funcao de aproximacdo u" que se ajusta, no sentido minimos quadrados, a este conjunto de
dados discretos. Isto é feito pelo uso de uma aproximacao de minimos quadrados ponderada,
onde cada uma das fungoes peso associadas a cada uma das particulas/né, dado discreto, possui
a propriedade de ter um suporte varidvel ou maével.

Mais especificamente, dado um conjunto de dados discretos {uy, I =1,2,..,n7}, onde np
¢ o nimero total de particulas, em um dominio Q, a funcdo de aproximacio u” (Z) é definida

como

uh (2) = ij (Z) a; (Z) = §(&) - @ () (1.1)

onde p'(Z) representa a base intrinseca empregada no MLSA e @ (¥) é o conjunto de coeficientes
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a determinar. O MLSA consiste no uso de uma base p'(Z) e de uma func¢do peso w (¥), a qual
determina a influéncia de quantas particulas serdo consideradas para a determinagao de @ ().
O critério utilizado para a determinacao de @ (Z) é a minimizagao de seguinte norma pon-

derada

J(@) = w(@-2)[pE)- d@) —wl
=1

onde n é o nimero de particulas na vizinhanga de Z para os quais a fungao peso w (¥ — #7) # 0,
ou seja é o nimero de particulas pertencentes ao suporte da funcao peso, e uy é o dado discreto
em ¥ = IJ.

Como resultado da minimizagao de J (&) é obtido

=1
onde
@ (7) = §(&) - A (%) b1 (7) (1.3)
sendo .
A (T) = ; w (T —2p) [p(Z1) @ p(&7)] (1.4)

®; (Z) é a chamada fungao de forma global e A (Z) é comumente chamada de matriz de momento.

Jé as derivadas parciais de ®; (Z) com rela¢ao as componentes de Z sdo dadas por

—» (7 7)1 v
WD) g, @)= 2O A w5 050 205 @@ am 2D 1)
sendo
OA(F) " 1 OA@), -
o =A@ T A@ T (1.6)

A ordem de consisténcia de uma aproximacao € definida como a ordem arbitrédria polino-
mial que pode ser representada exatamente pelo processo de ajuste ou aproximacao. Uma das
propriedades importantes do MLSA é a de que este método é capaz representar exatamente
combinagoes das fungoes de base p'(Z). Assim, é possivel alcan¢ar uma consisténcia de ordem k
através do uso de

=T

p (f) = 17$ay7$27wy,y2,...,a}k,...xyk

Lyt (1.7)

Deste modo, para satisfazer a consisténcia linear ¢ necessario apenas utilizar p7 (%) = [1,z,].

Ao se especificar um certo grau de consisténcia a aproximagao sao impostas restrigoes as fungoes
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de forma globais as quais levam, no caso de consisténcia linear, as seguintes relagoes

So@ - 1 (1.9
I=1
S0 (@ar — (1.9
I=1
Y@y = v (1.10)
I=1

De acordo com a Eq.(1.8) o conjunto {®; (%), I =1,2,...,nr} define uma particio da unidade.

Como comentado em BELYTSCHKO et al. (1994), as fungoes de forma oriundas do EFG,
®; (Z), nao satisfazem, em geral, a condigao de delta de kronecker, isto & ®;(Z;) # d17. Isto
infelizmente complica a imposicao das condigoes de contorno essenciais ja que estas condigoes
nao podem ser impostas diretamente pela prescricao dos valores nodais.

Com o objetivo de superar as dificuldades na imposicao das condi¢bes de contorno essenciais
jé referidas anteriormente, é proposto um EFG modificado. Este método modificado combina
o proposto PuFem estendido com o existente EFG de modo que se torna possivel impor, no
sentido de limite, as condi¢oes de contorno essenciais de forma direta, como feito no MEF.

Uma descrigao do método PuFem serd dada no préximo item de modo a introduzir as fungoes

PuFem estendidas.

1.2.1 PuFem

As fungoes de forma @ (%) associadas ao PuFem podem ser obtidas como uma particularizagao
do MLSA. TIsto é feito considerando apenas o termo constante da base intrinseca, ou seja p'= [1]
e usando como fungoes peso as fungoes tradicionais do método de elementos finitos.

O suporte tipico das fungoes de forma PuFem é ilustrado, para o caso bidimensional, na Fig.
1.1, onde para uma particula centrada em Z7, ¥ = (x7,ys), a lista de nés/particulas associadas

a ela é {¥, T, T3, T4, T5}.

Ly

Figura 1.1: Suporte tipico de ®; (7).

No caso particular em que a malha de integracao utilizada é do tipo triangular, as fungoes

peso sao dadas pelas funcoes lineares tradicionais de elementos finitos triangulares. Tais fungoes
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peso podem ser escritas de forma explicita como

w (T — Tp) = { 21 (@1 = winayi) + (i = yir1) 2+ (i —@i)y], & € supp [ @ () (1.11)

0, caso contrario

na qual (z;,y;) e (iy1,yi+1) sdo as coordenadas dos elementos das lista associada com &y

ordenados no sentido anti-hordrio e A é a drea de célula de integracao, dada por

) Lz yr

1 zip1 Y

Na literatura, as fungoes de forma derivadas considerando p* = [1] sdo conhecidas como
fungoes de Sheppard. Repare que neste caso, as func¢oes de forma obtidas reduzem-se as préprias

fungoes de forma de elementos finitos triangulares. Isto é facilmente demonstrado por

F=—A@) " =

by (Z) = w (T — 77) (1.13)

ecomo y ;qw(@—2r) =1

—

O (F) = (&) A @) br (B) =w (& —T1). (1.14)

Note que supondo esta condicao o MEF tradicional é reproduzido. Entretanto, o MLSA
possibilita que o espago de aproximacao seja aumentado de modo a reproduzir polinémios de
mais alta ordem. Como ja comentado anteriormente, isto é feito pela introdugéo de mais termos,
monomios neste caso, na base p'(¥). Infelizmente, o uso de tais bases juntamente com as fungoes
PuFem recém derivadas levam a matriz de momento a ser singular em alguns pontos do suporte
de @7 (¥). Consequentemente, nao ¢ possivel encontrar a inversa de A (¥), requerida na Eq.(1.3).

Com o objetivo de identificar os pontos que fazem com que A (Z) seja singular vai se con-
siderar agora um ponto £ que pertenca a um conjunto de células de integracao que formam o

suporte de uma funcao de forma PuFem, como ilustrado na Fig. 1.2.

Ly

AR
N

Figura 1.2: Suporte tipico PuFem para um dado Z.

Considere agora o caso particular onde ¢ utilizado como base intrinseca ' (%) = [1,,y].
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Para este caso a matriz de momento reduz-se a

Repare agora que, para este caso particular, o posto completo de A (&) é posto[A (¥)] = 3.
Entretanto, a funcao peso utilizada pelo PuFem satisfaz a condicao de delta de kronecker, isto

é wr (¥;) = w (Z; — 1) = 015, 0 que leva a
T = &; — posto [A (Z)] = 1.

Mais ainda, se forem considerados Z; e &; de modo que o segmento que liga estes pontos seja

paralelo aos eixos globais x/y entao para
Ze(l-XN&;+AZ;, Ae0,1],— posto [A (Z)] = 2.

De fato, de acordo com as referéncias LIU et al. (1996), BEISSEL e BELYTSCHKO (1996)

e HUERTA e MENDEZ (2000) a distribuicio de particulas deve satisfazer uma condicio de

estabilidade para que exista a inversa de A (Z). Esta condigao de estabilidade pode ser enunciada
como

card { Z;| ®; (Z) # 0} > dim [A (Z)] . (1.15)

Além disso, a distribuicdo de particulas deve ser de tal forma que se ¥ € R™ entao deve
existir pelo menos n + 1 particulas cuja os vetores posi¢ao formam um elemento simplex nao
nulo. Assim, para Q € R? e p7 (£) = [1, x,y] a distribuicio de particulas deve ser tal que para
todo & € Q deva existir o suporte de pelo menos trés particulas com uma densidade diferente

de zero.

1.2.2 PuFem estendido

A fim de superar o problema de singularidade de A (¥) , satisfazendo as condicoes de estabilidade
recém vistas, é proposto que a funcao de peso PuFem possa ultrapassar o seu suporte de um
certo €, como ilustrado na Fig. 1.3.

Os chamados pontos estendidos do suporte EPuFem sao determinados através da seguinte
relacao
T =% +e(Z; —Tr). (1.16)

Agora perceba que, tomando o limite para e — 0, é possivel determinar uma fun¢ao de forma

global que satisfaz, no limite, a condi¢gdo de delta de kronecker, isto é

lLim®; (Z;) = bi;. (1.17)

e—0

Isto implica que, se for adotado um valor de e suficientemente pequeno, as condicbes de
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contorno essenciais podem ser impostas diretamente, como feito no MEF. Porém, uma pequena
violacao da condicao de contorno permanecerd. Em uma se¢ao adequada deste capitulo uma

andlise detalhada do efeito de € sobre a solucao de problemas de valor de contorno é realizada.

Figura 1.3: Suporte estendido - EPuFem

Na Fig. 1.4 sdo mostradas algumas fungoes de forma ®; (¥) EPuFem para o caso unidimen-
sional. Repare que ®, (Z) significa que a fungao de forma estd centrada em = = 2. Além disso,
note que a nao linearidade que aparece na regiao dos nds/particulas ¢ devida a sobreposigao
das fungoes peso. Neste exemplo ilustrativo, foi utilizado um parametro de extensao bastante
grande, € = 0.1, a fim de amplificar o efeito de tal sobreposi¢ao das fungdes peso nas fungoes de

forma finalis.

1F

| MO B

0.7+ \ / \\

06| / \/ \
: />§\ )
. / S

(

Figura 1.4: Fungoes de forma EPuFe globais.

Na segao posterior, andlises similares a esta serao feitas com o objetivo de avaliar a so-

breposicao de diferentes funcoes peso e de seu efeito nas funcoes de forma globais finais.

Nota 1.1. As fungdes peso EPuFem foram construidas considerando uma malha de integragao
triangular. Entretanto, tais funcgoes também poderiam ser construidas baseadas em outras
topologias de malhas de integracdo. A Fig. 1.5 mostra o dominio estentido para uma malha
do tipo quadrangular. Neste caso a funcdo peso, associada a particula Z7, também pode ser

construida com o uso das fungoes de elementos finitos sobre o dominio estendido. Entretanto,
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serao necessdrios estruturas de dados e algoritmos um pouco diferentes do que os usados no
caso de malha de integracao triangular. Do mesmo modo, o método pode ser estendido para
casos tridimensionais se forem consideradas malhas de integragao baseadas em tetraedros ou

hexaedros.

'

Figura 1.5: Suporte PuFem estendido para uma malha quadrangular.

Nota 1.2. Um outro ponto importante é a possibilidade de construir fun¢oes de forma para uma
base intrinsica tal que p(Z) € R™. Neste caso, para todo Z € Q é preciso, novamente, satisfazer a
condigao de estabilidade, Eq.(1.15), juntamente com a condigao de que as particulas formem um
simplex nao vazio e de segunda ordem. Uma maneira de satisfazer tais condi¢es é uso de uma
distribuicao parametrizada de particulas, que levem em consideracao nao apenas as particulas
dos vértices mas também particulas do interior de, por exemplo, cada célula de integragao. Para
melhor explicar este caso considere o seguinte exemplo. Considere um problema bidimensional
onde pT (Z) = [1,x,y,m2,xy,y2]. Para este caso, pode ser considerado uma distribuicao de
particulas como a mostrada na Fig. 1.6(a). O procedimento utilizado para as particulas dos
vértices ¢ o mesmo j& descrito nas se¢oes precedentes. J& as fungdes peso interiores podem ser

construidas como fungoes do tipo bolha como mostrado na Fig. 1.6(b).

® - particulas nos vértices
m - particulas interiores

(a) (b)

Figura 1.6: Exemplo de uma distribuigao de particulas para bases intrinsicas aumentadas: (a)
Distribuigao; (b) Funcao peso do tipo bolha.
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Um exemplo de aplicacdo deste método pode ser visto em ALVES & ROSSI (2005), onde as
funcoes de forma oriundas do PuFem estendido sdo enriquecidas através de um procedimento

do tipo extrinseco, e entao utilizadas para resolver um problema elasto-plédstico.

1.3 Meétodo de Galerkin livre de elementos modificado

Seja € um dominio com fronteira 92, sendo 02 divido em uma regiao I'g, onde as condigoes
de contorno essenciais sao prescritas e outra Iy, onde as condigbes naturais estejam prescritas
eque I =IgUl'yel'gNI'y =2.

O MEFG tem como idéia bdsica combinar as func¢oes peso obtidas pelo EPuFem juntamente
com as fungdes peso convencionais jé utilizadas por vérios autores no EFG. Estas fungoes peso
sdo utilizadas pelo MLSA para produzir fungoes de forma globais que permitam a imposi¢ao
das condigoes de contorno essenciais, isto €, satisfacam a condicdo de delta de kronecker em
I'g, e que possuam a alta regularidade, proveniente das fungoes de forma do tipo EFG, em uma
regiao afastada de I'g. Isto é obtido pela apropriada especificacao de funcées peso EPuFem na
vizinhanca de I'p e pelo emprego de fungoes peso EFG tradicionais nas particulas restantes de
uma malha de integracao triangular.

A vantagem do uso de fungoes de peso EFG é que as fungées de forma oriundas deste
método sao fracamente dependentes da malha de integragdo, quando comparadas com o MEF.
Além disso, se a funcao de peso é continua com relacdo as suas i-ésimas derivas, também as
funcoes de forma serao as suas i-ésimas derivas, BELYTSCHKO et al. (1994).

Entretanto, para poder impor as condig¢oes de contorno diretamente é necessédrio garantir
que nenhuma funcao de peso do tipo EFG ultrapasse qualquer ponto em I'g. A fim de alcancar

este objetivo é considerada a seguinte estratégia:

1. Particao do dominio em uma malha de integracao triangular de modo que cada elemento

defina uma célula de integracgao;

2. Identificacao do conjunto de nés/particulas da malha que pertence ao contorno I'g jun-

EPF

tamente com a especificacao de funcoes peso do tipo EPuFem, w , centradas em cada

um destes nds, e com suporte definido pela lista de particulas adjacentes;

3. Verificagao se em cada um dos nés/particulas restantes da malha é possivel a utilizagao

EFG

de uma fung¢ao peso do tipo EFG, w , centrada nestes nés. Caso a funcio wPF'C teste

nao possa ser especificada, isto €, seu suporte ultrapasse I'g, entao ela é trocada por uma
funcéo do tipo wPFF.

Um exemplo genérico de uma cobertura produzida pelo método MEFG proposto ¢ ilustrado

na Fig. 1.7. Cada né/particula da malha de integracao é tido como o centro de uma fungao

peso e sua forma depende se ao né/particula é especificado uma fungao peso EPuFem ou EFG.

Repare agora que para um ponto %, como o mostrado na Fig. 1.7, onde é imposto #(Z) = 4
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VaVay

AN

Condigoes de
contorno naturais

~ A
Condigoes de ’
contorno essenciais ‘

Figura 1.7: Exemplo de cobertura proveniente do MEFG.

em I'g, a matriz de momento é escrita da seguinte forma:

Nota 1.3. Note que a diferenca desta abordagem em relagao aos trabalhos de BELYTSCHKO
et al. (1995), KRONGAUZ e BELYTSCHKO (1996), HEGEN (1996) e HUERTA ¢ MENDEZ
(2000) que combinam o EFG com o MEF estd no fato em que neste caso nao é necessario a
particdo do dominio em diferentes regioes. Além disso, no caso do MEFG é possivel satisfazer a
consisténcia linear, por exemplo, sobre todo domifnio simplesmente adotando 7 (%) = [1,x,].

1.3.1 Distribuigao das particulas EFG

Uma vez descrito o procedimento para a construgao das funcoes peso EPuFem resta agora
considerar a determinacao das funcoes peso do tipo EFG nas particulas restantes da malha de
integragao. Como jé comentado anteriormente, a atribuicao do tipo de fun¢ao peso a uma certa
particula depende do algoritmo de cobertura a ser adotado. Na literatura, é comum encontrar

EFG com suporte retangular ou circular. Neste trabalho ird se considerar apenas

EFG

funcoes peso w
funcoes wFC de suporte circular. Assim, a atribuicio de uma funcio w em uma dada
particula da malha, que nao pertence ao contorno essencial, estd ligada a determinagao de um
suporte, parametrizado pelo raio da funcao peso, que nao ultrapasse I'g, que assegure uma
cobertura do dominio e que satisfaga a condi¢ao de estabilidade dada na Eq.(1.15).

A estratégia proposta inicia com a atribui¢do de uma funcao peso wEFGC teste a cada particula
que ndo pertence ao contorno essencial, Z; ¢ I'g. Para cada uma destas particulas é determinado
o raio da funcao teste com base em uma estratégia que depende da lista de particulas vizinhas a

Z7. Caso este raio ultrapasse I'g este raio é entdo tomado como néo vidvel e é atribuido a esta
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particula uma funcio peso w®FF.

Nota 1.4. Repare que a condicao de estabilidade é satisfeita mesmo se forem consideradas
apenas particulas do tipo EPuFe sobre ). Deste modo, o algoritmo de cobertura é apenas
necessdrio para a determinacao do suporte das funcoes de peso do tipo EFG. m

A estratégia de cobertura utilizada neste trabalho para a distribui¢ao das funcées peso tipo
wPFC também ird se utilizar da triangularizacdo do dominio, necessaria para a determinacio
das particulas EPuFem. Assim, considere uma particula genérica tal que Z; ¢ I'p da malha de

integragao, como ilustrado na Fig. 1.8.

Figura 1.8: Raio da func¢ao de peso EFG.

EFG centrada em 77, ¢ determinado por

O raio, 71, que define o suporte da funcao w
T =8 Tl .. (1.19)

onde s > 1, com s € R, e r7,,. ¢ a maxima distancia dentre as particulas que compoem a lista

associada com Ty, Ly, com relacao a Zy, isto é,
rImax = HlZaX Hxl - .’L']H ) t S LI' (120)

Viérias sao as fungoes peso utilizadas na literatura. Como exemplos de funcoes peso mais

utilizadas pode-se citar as seguintes:

e Funcao peso spline cibica

% —A4r? 4 493 para r < 0.5
wEFG (r) = % — 4y + 472 — %73’ para 0.5 <r <1 ; (1.21)
0 para r > 1

e Funcgao peso spline quartica

(1.22)

WEFC (r) = 1— 672 +8r3 — 30t parar <1
0 para r > 1
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e Funcao peso gaussiana

— parar <1
wC (r) = 1—e(#)
0 parar > 1
Nas equagoes acima
Ty
== 1.23
=t (123
com

rr = ||Z — Z;|| (1.24)

sendo o raio parametrizado, entre [0, 1], da funcdo peso w* &, O tamanho do fator de influéncia

s a ser utilizado na andlise serd objeto de investigacao na se¢ao de resultados neste capitulo.

1.4 Algoritmo de cobertura do dominio

Nesta secao serd descrito o algoritmo utilizado para a cobertura, de um dominio genérico {2,

EBFG ¢ wEPF o consequentemente as funcoes de forma. Uma vez realizada

pelas fungoes peso w
a triangularizacao do dominio o algoritmo de cobertura pode ser descrito como mostrado na

tabela de procedimentos 1.1.

Tabela 1.1: Algoritmo de cobertura do dominio

Para cada particula/né #; da malha de integragao:

- Se Z1 € I'g entdo
o Utilize em #; uma funcdo peso do tipo wfF¥
- caso contrdrio
o Determine o suporte da funcéo peso wZFC teste
. Obtenha a lista L 1 assoclada a T
- Determine o raio 7 pela Eq.(1.19)

- Compute o raio admissivel, ry para a particula Zj através de:

adm’

x Determine a menor distancia da particula Z; para cada
segmento do contorno I'g, como ilustrado na Fig. 1.9.

-SeTr<ry entao

adm
x Utilize a funcio wPFC teste em Z;
- caso contrario
x Utilize uma funcio w®FF .

- fim
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Figura 1.9: Determinagao do raio admissivel.

1.5 Transicao das funcoes de forma EFG para EPF

EPE 3 funcao

Com base na Fig. 1.4, pdde-se observar que para pontos interiores do suporte de w
de forma global resultante é bastante similar aquela obtida pelo MEF para elementos triangulares
lineares. Se agora forem considerados pontos que possuam suporte formado apenas por fungoes

BFG 3 funcao de forma nestes pontos sera suave, de regularidade arbitréria

peso do tipo w
dependendo da regularidade da fungao peso escolhida, como ji comentado. Entretanto, como
esperado, para os pontos contidos nos suportes de ambas as fungoes peso haverd uma perda de
regularidade, que serd dada pela funcdo peso de menor regularidade, que neste caso & wFF
que é C°. Além disso, tais regides podem possuir funcdes de forma muito ndo polinomiais, o
que acarretard certamente em dificuldades de integragao, caso nao seja utilizada uma integracao
numérica adequada. Tais problemas de integragao podem levar a uma baixa exatidao da solucao
nestas regioes.

A fim de exemplificar a perda de regularidade nestas regices de transicao sao propostos agora
dois exemplos onde sao mostradas as funcoes de forma obtidas para um dominio unidimensional
e bidimensional.

As ilustragoes mostradas na Fig. 1.10 consideram um caso unidimensional onde as particulas
da malha de integragao sao dadas pelo conjunto {0,1,2,...}. Suponha agora que é aplicada uma

EFG

condicdo essencial prescrita na particula 0. A funcdo peso w utilizada aqui é a spline

EPF

qudrtica, Eq.(1.22), com suporte 77 = 2. J4 as fungdes w sao construidas com € = 0.1.
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Figura 1.10: (a) Dominio unidimensional coberto por fungoes de peso; (b) transigao para k=0;
(c) transigao para k=1; (d) transigdo para k=2.

A discretizacdo do dominio juntamente com a distribuicao das fungoes peso sao apresentadas
na Fig. 1.10(a). J4 nas Fig. 1.10(b), Fig. 1.10(c) e Fig. 1.10(d) s@o apresentadas as fungoes de
forma resultantes para k = 0,1 e 2 respectivamente, onde k é a ordem do monoémio introduzido
na base intrinseca, isto é p7 (%) = [1, x, ... xk] Nestas figuras é possivel observar claramente,
como esperado, a reducao da regularidade das funcdes de forma globais de C' — C% na medida
em que se aproxima da regiao ['g.

A fim de avaliar a regido de transigdo para problemas bidimensionais é proposta agora uma
andlise das funcoes de forma oriundas da malha de integragdo mostrada na Fig. 1.11. Esta
malha de integracdo ¢ composta por 6 células e 8 nés/particulas. O tipo de cada fungao peso
associada com cada né/particula é também mostrado nesta figura. Novamente, vai se utilizar
como parametros € = 0.1 para as fungbes EPuFem e 77 = 2 para as fungdes peso EFG, que sao
do tipo splines quérticas. No lado esquerdo da Fig. 1.11, Fig. 1.11(b)-(i) estao as fungdes peso
associadas a cada n6 I. Imediatamente ao lado de cada uma das fungdes peso, Fig. 1.11(k)-(r),
estao as fungoes de forma obtidas para k = 1.

Observando as ilustragoes das Fig. 1.11(k)-(r) é possivel notar o efeito da composigao de
diferentes fungoes peso na regularidade das fungoes de forma. Neste resultado é possivel perceber
também uma interpolacao quase-linear que existe entre os nés 1 e 2 da malha de integracao.

Com base na construcao das fungoes de forma mostradas na Fig. 1.11 torna-se possivel agora
exemplificar numericamente a perda de condicionamento da matriz de momento A (Z). Isto é

feito considerando medidas de condicionamento em dois pontos particulares pertencentes a I'g,
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Figura 1.11: Fungdes de forma globais e regiao de transi¢ao para k = 1. (a) Malha de integragao
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Tabela 1.2: Exemplo de perda de condicionamento de A.
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e [ det[A(0,0] [ [A©0,0)[, [ [A(0,0)[; | det[A(0,05)] [ [A(0,05)], [ [A(0,05)I],
1071 | 8.2645x1073 | 1.9091x10H! | 2.0656 1011 | 2.7047x10=2 | 3.0000x10T1 | 2.1602x 10T
1072 | 9.8030x107° | 1.0812x1072 | 1.4717x1072 | 2.5245%x1073 | 1.6412x10"2 | 1.3864x 1072
1073 | 9.9800x10~7 | 1.0080x 1013 | 1.4199x1073 [ 2.5025x10~% | 1.5140x10"3 | 1.3290x1073
1074 | 9.9980x10~2 | 1.0008x10F* | 1.4148x10%* | 2.5002x107° | 1.5014x10"* | 1.3235x10T%
1072 | 9.9998 %10~ | 1.0001x10F° | 1.4143%x107° | 2.5000x107% | 1.5001x10"° | 1.3229x107°
1076 | 1.0000x10~™ | 1.0000x107C | 1.4142%x10%% | 2.5000x10~" | 1.5000x10"% | 1.3229x1076
10~7 | 1.0000x10716 | 1.0000x10"7 [ 1.4142x10"7 | 2.5000x10~% | 1.5000x10%7 | 1.3229x107

que sao & = (0,0) e Z = (0,0.5). A Tabela 1.2 mostra esta andlise de perda de condicionamento
com base na determinacao do determinante e do cdlculo de nimeros de condicao da matriz A

para tais pontos.

1.6 MEFG aplicado para problemas elasticos com pequenas de-

formacoes

1.6.1 Definicao do problema

SeJa Q) ¢ R? um dominio limitado de contorno Lipschitz Of), sujeito a uma forca de corpo
b prescrita em {2, a uma tracao prescrita £ definida em I'y e a um deslocamento prescrito
definido em I'g. O problema de valor de contorno cldssico associado a elasticidade infinitesimal

pode ser enunciado como:

e Problema 1.1: Encontre  tal que

divo+b = 0,VZeQ (1.25)
ofi = t.VZely (1.26)
@ = u, VZeTlg. (1.27)
Aqui, 7 é a normal exterior a 'y e o € o tensor tensao de Cauchy, onde
o =De (1.28)
com
=Ll\vi+ (va)’ (1.29)

sendo € o tensor de deformagao infinitesimal e I) é o tensor relagao constitutiva eldstica de quarta
ordem.

A forma fraca do Problema 1.1 pode ser escrito como:
e Problema 1.2: Encontre o € K tal que

a (i@, 6@) = 1(5d), VY 6d €V (1.30)
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onde
o (@, 51) = / o (@) - & (58) (1.31)
Q
5(517):/ b i dQ+/ £ 6a dly. (1.32)
Q I'n
Nas equagoes acima /C é o espago dos deslocamentos admissiveis dado por

K={tdueW;(Q), i=demTg} (1.33)

e V ¢é o espaco dos deslocamentos virtuais dado por
V = {61l bu, eWH(Q), d=0em I'g}, (1.34)

onde W3 é o espaco de Sobolev?.

1.6.2 Discretizagao espacial

A fim de obter as equagoes discretas relativas a forma fraca dada pelo Problema 1.2, Eq.(1.30),
tanto o campo @ quanto du serao construidos com base na aproximacao MEFG dada pela

Eq.(1.2), ou seja
i (F) =) @ (&) (1.35)

o (F) =) @5 (&) ;. (1.36)

A fim de estabelecer o problema na forma discreta vai se denotar K e V! como o espaco de

'Espaco de Sobolev:
Seja um conjunto aberto 2 C R", entdo para 1 < p < oo, 0 espaco de Sobolev sz (), é definido como

WE(Q) = fu € L, ()]0 € L, (), ]a] < k}.

O espago Wy (Q), com a norma

1
|UHWI»(Q Z [0%ullf, »(Q) )

|| <k
para 1l <p < oo, e com norma
_ @, P
||U||W§C(Q) = \gllaé)i 0 uHLw(Q) )
é um espaco de Banach. Quando p = 2 também é um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

P

(u, U>W2’C(Q) = Z (0%u,0%v) 1, () » YU,V € WE(Q).

la|<k

Neste caso designa-se Wy (Q) por H" (Q).
Aqui L, denota o espaco das fungoes integraveis com norma

o= u(w)l”dm)%
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aproximacdo tal que

K'c K (1.37)

de modo que

ﬁh (f[) = ﬁ] em FE} . (138)

De forma andloga,
Vhcy (1.39)

com
n

Yh {5@’1 (@) =>_ @ (Z)our

I=1

o (Z7) =0 em FE} . (1.40)

Com base na discretizacao recém apresentada e supondo agora a hipétese de estado plano

de tensoes ou deformacoes, o Problema 1.2 é agora reescrito na sua forma discreta como:

e Problema 1.3: Encontre @" € K" tal que

a (ﬁh, 5#) —1 <5ﬁh> LV oah e Y (1.41)

onde
a <ﬁh,6ﬁh> = / o <7Ih> e (5@’1) dQ (1.42)
) l (5#) - /Qi- s dQ + /FN i oa" dly. (1.43)

Pelo uso das Eq.(1.35) e Eq.(1.36) o Problema 1.3 pode ser escrito como:

e Problema 1.4: Encontre @" € K" tal que

Kid = foot (1.44)
com
K= / B'DB d0 (1.45)
Q
€
(ﬁ“—i/(®%T5d9+i/ (@) { dr. (1.46)
Q 'y
Onde também,
o (2
& 7= | H@ 0 ) (1.47)
0 ‘I)] (:U)

e na forma global pode-se escrever

T
ug = |: Uy, U2 ) U1, U2, ‘ uy,, U2, ] (1.48)
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com
(@) = [8(@) | 8@ || 8@ | (1.49)
P (2 Dy (7 P, (¥ 0
0 by () 0 D,y (Z) 0 o, (7)
e também
Py, (2) 0 Dy, (7) 0 D, » (Z) 0
BT (z) = 0 By, (4) 0 Doy (L) |- 0 ®,, (7)) |- (1.51)
(DLGE (f) (I)Ly (f) (1)2,:1: (f) (1)2,1/ (f) (I)n,oc (f) (I)my (f)
Ja a relagao constitutiva eldstica para o caso de estado plano de tensoes fica
. 1 v O
D= 1.52
T2 |7 1 0 (1.52)
0 0 iz

onde E é médulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson.

1.6.3 Medidas de erro

Serao definidas agora algumas medidas de erro que servirao de auxilio para a avaliacao da solugao
obtida para os problemas propostos.

A chamada norma de energia é definida como

— =

1| 5 = [a (@ @))2 (1.53)

e a norma de deslocamentos Ly como

1
Hﬁhﬂ—-(/ﬂﬁ-ﬁdQ)z. (1.54)

Com base nas Eq.(1.53) e Eq.(1.54) pode-se agora definir as seguintes medidas relativas de

erro
@ — @
U—U
E
e = "= (1.55)
ks
como o erro relativo com relagao a norma de energia e
| — "]
U—1U
Lo
N, = — = (1.56)
? [l

como o erro relativo com relagao dos deslocamentos.
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1.7 Resultados

A fim de investigar a influéncia do parametro € e do tamanho do suporte s na solucao de
problemas de valor de contorno, Problema 1.2, discretizados pelo proposto MEFG ¢é proposta
a resolucdo de dois problemas cldssicos, com solugao analitica, da elasticidade infinitesimal.
Tais problemas sao a viga cantilever e o problema da placa infinita com furo. Nestes exemplos é
utilizada a hipétese de estado plano de tensées. Em ambos os casos, duas diferentes quadraturas
de Gauss-Legendre sao utilizadas para a integracao da forma fraca.

Também serdo analisados os efeitos da transicao das fungoes EFG para EPuFem quanto a
perda de exatidao na integragao numeérica da forma fraca do problema para um caso uniaxial.

Em todos os exemplos mostrados neste capitulo, as propriedades materiais sao dadas pelo
moédulo de elasticidade E = 210G Pa e pelo coeficiente de Poisson v = 0.3., comumente usadas

para O aco.

1.7.1 Viga cantilever

Neste caso é considerado o problema ilustrado pelo modelo na Fig. 1.13(a) onde estao mostradas,
de forma esquemadtica, as regioes de deslocamento e tracdo prescrita. As malhas de integracao,
homogeneamente refinadas, estao também ilustradas nesta figura. Estas malhas estruturadas
serao agora utilizadas para a realizacao de uma andlise de sensibilidade quanto ao pardmetro € e
também para a determinacao do valor do tamanho do suporte adequado. Os dados geométricos
da viga sao: comprimento L = 8mm, altura D = 1mm e espessura t = lmm. J4 a carga
transversal P aplicada é de P = 1N. A solugao analitica para este problema, TIMOSHENKO
& GOODIER (1970), ¢ dada por:

. —Py 5 D2
Us = o [(6L—3w)x+(2+u) (y ~ )} (1.57)
_ -P 2 D%z 5
Uy = ey [?wy (L—$)+(4+5V)T +BL—2)z ] (1.58)
para o campo de deslocamentos e
Cur () = LD (LI_ =)y (1.59)
oyy (z,y) = 0 (1.60)

owy (©,9) = 57 <T - y2> (1.61)

para o campo de tensodes. Ainda,
tD3

==
12

(1.62)

é o momento de inércia da secao transversal.
A fim de apresentar dados sobre a discretizacao e a cobertura utilizada na andlise é apre-
sentada a Fig. 1.14. Nesta figura é apresentada a malha de integragao Fig. 1.14(a), refente a

malha da Fig. 1.13(b), a Fig. 1.14(b) mostra a cobertura gerada pelo algoritmo proposto na
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Figura 1.13: Modelo do problema da viga cantilever e malhas de integracao: (a) malha de
integragao com 64 células/51 particulas; (b) 256/165; (¢) 1024/585 e (d) 4096,/2193.

(a)

ooooooooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooooooooo

o particula EFG
O particula EPuFe

Figura 1.14: Exemplo de cobertura usada no problema da viga. (a) Malha de integracao; (b)
cobertura e (c) representacao simplificada.

pagina 14, de acordo com s = 1.5, e na Fig. 1.14(c) sua representagao simplificada.

A primeira investigagao realizada é quanto ao tamanho do suporte s. Isto é feito considerando
o efeito da mudanga de s em 75 e n7,. As malhas de integragao utilizadas neste exemplo foram
as da Fig. 1.13(c) e (d). Os resultados estao ilustrados na Fig. 1.15(a) e (b).

Ja os gréficos das Fig. 1.15(c) e (d) mostram a andlise de sensibilidade para o parametro e
com relagio ng e 1y, ainda considerando as malhas de integracao da Fig. 1.13(c) e (d) fazendo
s = 1.5. Anélises de convergéncia sdo mostradas nos gréficos das Fig. 1.15(e)-(h) para s = 1.5
eee = 10"% As legendas mostradas nas Fig. 1.15(a)-(d) indicam o niimero de particulas
e o nimero de pontos de integracao respectivamente. As linhas tracejadas mostradas nas Fig.
1.15(g) e (e) representam a norma de energia e a norma de deslocamento exatas para o problema.

A Fig. 1.16 mostra o resultado do deslocamento em y, u,, em x = 0 obtidos para as malhas
de integracio da Fig. 1.13(c) e (d), fazendo s = 1.5 e ¢ = 107*. As Fig. 1.16(b) e (d) sdo

detalhes ampliados de 1.16(a) e (c) respectivamente.

1.7.2 Placa infinita com furo

Neste exemplo é considerada uma placa infinita com furo submetida a uma tragdo unitéria.

O modelo utilizado para simular este caso estd ilustrado na Fig. 1.17(a). Neste modelo sao
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ura 1.15: Resultados da andlise para o problema da viga cantilever.
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Figura 1.16: Resultado para deslocamento em y, u,, em x = 0.

impostas as condigoes de simetria de modo a modelar apenas 1/4 da placa. Além disso, a
tracao prescrita na fronteira é aquela obtida pela solucao exata do campo de tensoes, dado por
TIMOSHENKO e GOODIER (1970), que é

2 3 a4
Opz (T,y) = 1— ) [5 cos (2¢) + cos (4(]5)} + 5,4 C08 (49) (1.63)
a’ 1 4
oyy (z,y) = — 3 [5 cos (2¢) — cos (4(15)} ~ 5,4 ¢08 (49) (1.64)
2 4
oy (T,y) = —‘;—2 [% sin (2¢)) + sin (4¢)} + %Sin (46) . (1.65)

Neste exemplo ¢é utilizado a = 1, que ¢é o raio do furo.
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Figura 1.17: Modelo da placa infinita com furo.

Novamente, a fim de apresentar dados sobre a discretizacao e a cobertura utilizada na anédlise
é apresentada a Fig. 1.18. Nesta figura é apresentada a malha de integragao Fig. 1.18(a),
referente a malha da Fig. 1.17(b), a cobertura gerada pelo algoritmo proposto na pégina 14 na

Fig. 1.18(Db), de acordo com s = 1.5, e sua representagao simplificada, Fig. 1.18(c).
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D W

N

o particula EFG
0 particula EPuFe

77

(a) (b)

Figura 1.18: Exemplo de cobertura usada no problema da placa infinita com furo. (a) Malha de
integracao; (b) cobertura e (c) representacao simplificada.

A primeira investigacao realizada é quanto ao tamanho adequado do suporte s. Esta andlise
é realizada considerando o efeito da mudanca de s em ny. As malhas de integracao utilizadas
neste exemplo foram as da Fig. 1.17(c) e (d). Os resultados estao ilustrados na Fig. 1.19(a). J4
o grafico Fig. 1.19(b) mostra a andlise de sensibilidade para o pardmetro € com relagao a 7,
ainda considerando as malhas de integragao da Fig. 1.17(c) e (d) e fazendo s = 1.5. Anélises de

convergéncia sao mostradas nos gréficos da Fig. 1.19(c) e (d).
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Figura 1.19: Resultados da andlise para o problema da placa infinita
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1.7.3 Perda de precisao na integracao

Com o objetivo de ilustrar a perda de precisao relativa a integragao numérica, principalmente
na regiao de transigdo, é proposta a investigacao do resultado do campo de tensoes o, em um

exemplo uniaxial, tal como mostrado na Fig. 1.20.

Y t

V¢¢¢V'

Figura 1.20: Modelo uniaxial.

Para tanto, serao consideradas duas malhas de integracao. Uma delas é uma malha estrutu-
rada, que proporciona uma cobertura que possui uma certa ordenacao, e a outra é uma malha
nao estruturada. A Fig. 1.21(a) mostra a malha estruturada usada para este exemplo e, na
Fig. 1.21(b), é ilustrada a sua cobertura. Em ambos os exemplos, uma regra de integracao de

Gauss-Legendre de 25 pontos de integragao é utilizada.

(a) (b)

Figura 1.21: Malha de integracao estruturada e cobertura.

; 1.0003
1.0002
1

0.99988
0.99974

0.9996

0.99946

Figura 1.22: Resultado para o campo o,, - malha de integracao estruturada.



CAPITULO 1. O METODO DE GALERKIN LIVRE DE ELEMENTOS MODIFICADO 29

Na Fig. 1.22 é mostrado o resultado do pds-processamento para o campo o, para a malha
de integracao estruturada da Fig. 1.21. J4 na Fig. 1.23(a) mostra a malha ndo estruturada

usada para o exemplo uniaxial e, na Fig. 1.23(b), é ilustrada a sua cobertura.

INNININININININN 1%
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Figura 1.23: Malha de integracao nao estruturada e cobertura.

1.0027
1002
1.0013
1.0005
0.99982

0.9991

0.99838

Figura 1.24: Resultado para o campo o, - malha de integragdao nao estruturada.

Por fim, na Fig. 1.24 é mostrado o resultado do pés-processamento para o campo o, para
a malha de integracao nao estruturada da Fig. 1.23.

Repare que em ambos os casos é possivel distinguir a regiao onde existe a perda de precisao
devido a quadratura numérica utilizada. Na Fig. 1.22 esta regiao é bem evidente, caracterizada
por faixas, e na Fig. 1.24 ela é mais difusa. Porém o afastamento da solucao exata, 0., = 1, é
bem maior nesta iltima figura que na primeira. Em termos de erro relativo méximo no campo de
tensao é possivel facilmente identificar que no primeiro caso ele ¢ de 0,054%, enquanto no segundo
¢ de 0,27%. Note ainda que como ¢ utilizada uma base intrinseca que satisfaz a consisténcia
linear, p! = [1,z,y], teoricamente este “patch test” deveria ser satisfeito exatamente. Porém,
este resultado serd verificado apenas quando uma regra de integracdo numérica adequada for

utilizada.

1.7.4 Outros casos rodados

No apéndice A, é mostrada uma analise de dano de Lemaitre. O modelo constitutivo incorpora

endurecimentos isotrépico e cinemédtico nao lineares, e também um termo de gradiente do dano.
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Resultados sao apresentados mostrando o efeito do termo de gradiente de dado, sobre a evolugao

da varidvel de dano, quando é considerada a presenca do termo de gradiente de dano ou nao.

1.8 Conclusoes parciais

Neste capitulo foi apresentado um método de Galerkin livre de elementos modificado que preserva
a propriedade da imposicao direta das condi¢bes de contorno essenciais, como feito no MEF.
Foram realizadas investigagoes numeéricas, com base em alguns problemas de valor de contorno, a
fim de néo s6 avaliar, validar, o proposto método mas também para determinar valores adequados
para o parametro de extensao € e também para o tamanho do suporte s.

Dos resultados obtidos é possivel concluir que:

e Os resultados para ng e 7y, sao estdveis para € € [10_3, 10_7];

Para ¢ > 1073 ¢ verificado um aumento do erro, ny e n L,» devido a inapropriada imposi¢ao

das condigoes de contorno;

e Jd para e < 1077 foi verificado problemas de mau condicionamento da matriz de momento

A quando sio processados valores sobre I'g ou em I'y na vizinhanca de I'g;

As investigagoes numéricas feitas levam a um valor de s = 1.5 com adequado para o

tamanho do suporte;

E possivel verificar uma convergéncia assintética quando a malha de integracdo é refinada,

neste caso homogeneamente, e uma nova cobertura é proposta;

Dentro do enfoque dos métodos livres de malha, o método apresentado representa uma forma
promissora de impor as condigoes de contorno essenciais nos mais diversos tipos problemas de
valor de contorno encontrados na matemadtica, fisica ou engenharia. De fato, o MEFG preserva
a forma inicial do problema de valor de contorno, ja que nao é necessdria a utilizagao de outros
métodos para a imposicao de tais condigoes de contorno como, por exemplo, o método dos
multiplicadores de Lagrange, da penalidade, etc.

Como uma desvantagem desta metodologia é possivel mencionar a perda de regularidade
das funcoes de forma globais na vizinhanga da fronteira I'r e a maior dependéncia da malha de

integracao das funcoes de forma EPuFem quando comparadas com as fungoes de forma EFG.



Capitulo 2

Estimadores de erro e refino
aplicados ao MEFG

2.1 Introducao

Com o objetivo de minimizar a perda de precisao quanto a m4 integracao da regiao de transicao,
j4 mencionadas no Capitulo 1, e também gerar malhas de integragao e coberturas apropriadas,
que capturem as regioes de altos gradientes, mais propensas a erros de aproximacgao, é proposto
neste capitulo o refino adaptativo da malha de integracao. Duas estratégias para encontrar a
solucao melhorada a posteriori serao apresentadas.

Na primeira, é proposto um estimador do tipo recuperacao', na qual a solucdo melhorada
é obtida pela minimizagdo de um funcional que leva em conta o erro quadritico, o erro de
equilfbrio e o erro na prescrigao das tragoes prescritas em I'y.

Ja na segunda estratégia, também do tipo recuperacao, é proposto que a tensao melhorada
seja obtida pela metodologia chamada de recuperacio do equilibrio por regides?, REP, descrita
por ZIENKIEWICZ et al. (1999).

Ambas as estratégias usarao o mesmo critério de refino da malha de integracao e o mesmo
critério de parada, que é o da busca de um erro homogéneo distribuido, BUGEDA (1991). As
estratégias apresentadas aqui foram publicados também em ROSSI & ALVES(2003a), ROSSI &
ALVES (2003b), ROSSI & ALVES (2004) e ROSSI & ALVES (2005).

Importantes contribuices sobre estimadores de erro no contexto dos métodos livre ou sem
malha foram propostas nos tltimos anos. DUARTE & ODEN (1996) apresentaram um estimador
de erro do tipo residuo que foi aplicado ao método chamado de h-p clouds. Outras diferentes
contribuictes, agora para estimadores do tipo recuperacao, foram feitas por CHUNG & BE-
LYTSCHKO (1998) e também GAVETE et al. (2000) e GAVETE et al. (2001). J4 no trabalho
apresentado por LIU & TU (2002) é proposta uma estratégia de refino da malha de integragao
que é baseada no erro que surge quando diferentes regras de integragao sao consideradas.

Resultados para ambas as estratégias propostas e também uma comparacao entre elas sao

apresentadas considerando o problema de elasticidade infinitesimal, ja descrito no Capitulo 1,

Ldo inglés recovery.
2do inglés recovery by equilibrium patches.

31
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sob a hipdtese de estado plano de tensoes.

2.2 Consideracgoes iniciais sobre estimadores de erro

Na literatura especializada, muitas sao as propostas de estimadores de erro e de estratégias de re-
fino publicadas desde os trabalhos de ZIENKIEWICZ & ZHU (1990) e (1991), sendo que grande
parte tem como aplicacao o MEF. Neste contexto, revisoes relevantes podem ser encontradas
em AINSWORTH & ODEN (1997), WIBERG & ABDULWAHARB (1997) e ZIENKIEWICZ et
al. (1999).

As classes mais relevantes de estimadores de erro a posteriori sao os baseados no residuo e
os baseados na recuperacao ou recuperacao de gradientes. Dentre as técnicas mais efetivas de
recuperagao estao as técnicas chamadas regioes superconvergentes3, SPR, e a recuperacao de
equilibrio por regides, REP, ZIENKIEWICZ et al. (1999).

Como j4 brevemente comentado, no contexto de elementos livres de malha e/ou sem malha
algumas contribuicoes j4 foram feitas. Entretanto, muito do trabalho aplicado ao MEF pode ser
estendido para tais métodos e em especial para o MEFG proposto no Capitulo 1.

Mais detalhamente DUARTE & ODEN (1996) propuseram um estimador de erro baseado
no residuo, que foi aplicado ao método chamado de h-p clouds pelos autores. Devido a alta
regularidade das fungoes de forma globais obtidas por este método nao existiram saltos na
tensao aproximada oriunda da solucao do PVC, o que simplifica bastante a implementacao do
método.

No trabalho publicado por CHUNG & BELYTSCHKO (1998) foi mostrado que as aprox-
imagoes resultantes do EFG podem sofrer oscilagbes, principalmente nas regioes de altos gra-
dientes da solucdo, o que tais autores chamaram de oscila¢ées espurias®. Para minimizar este
problema os autores propuseram que o campo de tensoes oriundo da solucdo do PVC, o, fosse
novamente levado a uma nova aproximagao por MLSA, porém agora adotando um suporte menor
do que aquele utilizado para a solucao do PVC. Este procedimento resultou em um novo campo
de tensoes, menos suscetivel as oscilacoes espurias, o qual os autores chamaram de solucao
melhorada o*.

Ja em GAVETE et al. (2000) ¢ GAVETE et al. (2001) a solucao melhorada foi obtida
através do MLSA porém usando uma expansdo em série de Taylor apenas na vizinhanca de
cada particula, juntamente com um critério de escolha de quais pontos da vizinhanca devem ser
escolhidos para a determinacao de o*.

De fato, o sucesso dos estimadores de erro a posteriori depende de quao boa é a determinacao
de o*. Os estimadores de erro propostos neste capitulo fazem uso do procedimento proposto
por CHUNG & BELYTSCHKO (1998) para obter um campo completamente suave o*. Porém,
tal pés-processamento nao ¢ feito diretamente sobre os valores de o mas sim sobre valores de
tensoes nodais recuperadas obtidas por procedimentos, onde espera-se, que estes valores nodais

sejam de fato solucoes melhoradas quando comparadas com o”.

3do inglées super comvergent patch recovery.
*do inglés spurious oscillations.
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Deste modo, seguindo CHUNG & BELYTSCHKO (1998), a tensao melhora o* é obtida

considerando que
7
ot (7)) = &1 () o” (F1), (2.1)
I=1

onde ®; sdo as funcoes de forma globais obtidas com um tamanho de suporte 5 diferente do
que o determinado na Eq.(1.19) e 72 é o nimero de particulas pertencentes ao suporte de ®;.
Diferentemente que no trabalho dos referidos autores, aqui ird se utilizar uma tensao projetada

oP. Esta tensao projetada é proveniente de uma estratégia da solucao melhorada a ser adotada.

2.2.1 Determinacao do erro

O erro no campo de deslocamentos é dador por
=i — . (2.2)

Substituindo Eq.(2.2) em Eq.(1.53), norma de enegia, é possivel determinar o erro na norma

de energia como

18wl = ) 7 ﬁhHE - [a (ﬁ— Tt @ - ﬁh>

[MIE

ou ainda

=

edy = |[(o-0") 27 (o -0") a0

(5 - 5h) D! (5 - 5h) | . (2.4)

Aqui, por conveniéncia, serd denotado & como vetor tensao de Cauchy, o qual pode ser
construido através de um mapeamento adequado do campo tensorial. Muitos autores preferem

ainda escrever o erro no campo de tensoes como
&y =3d—a" (2.5)

Como ja comentado, nos estimadores de erro do tipo recuperacao uma solucao melhorada

0" & sempre determinada. Em geral, como a solugao exata nao ¢ conhecida a medida de erro é
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entao escrita com base em &, isto é

1
2
ey =1l = | [ (=)D (5 = ") ao
Q

O chamado indice de efetividade é definido como

E, (2.6)

Ja os erros relativos foram definidos no Capitulo 1, veja Eq.(1.55) e Eq.(1.56). Estas medidas

podem ser convenientemente reescritas para obter 1 e 7, pela substitui¢ao de & por ar.

2.3 Estratégia de refino

Como a estratégia de refino serd a mesma para ambas as formas de obter ad solugdes melhoradas,
ela serd apresentada antes das propostas de solugdo melhorada. O objetivo da estratégia de
refino é identificar as células de integragdo que devem ser refinadas de modo a satisfazer um
dado critério global. O critério global mais utilizado é o da prescricdo de um limite superior
para ng. Entretanto como o, tensdo de Cauchy exata, ndo é conhecida na grande maioria dos
casos e este limite superior ¢ entao imposto sobre n7.. Em outras palavras o objetivo ¢ buscar
uma malha de integragao tal que

ngp N nNp <7 (2.7)

onde v é o valor do erro global estabelecido a priori.

Porém, é necessdrio também estabelecer um critério local para que seja possivel coletar
as células de integracao a serem refinadas. O critério local utilizado neste trabalho é o da
distribuigao uniforme do erro, veja BUGEDA (1991). Tal critério estabelece que uma dada

célula de integracao deve ser refinada se

~ B o
* <t . 2.8
||6u”Ee = 100/, 5% (2.8)
Agora, como
2
el = llals — |2

—x

e substituindo @ por @* nesta equacao pode-se reescrever a Eq.(2.8) como

o i 7112 o
ez, < g I+ ezl
com

eullp, = / o —oh ']D)_l (a’*—a’h> aao| . (2.10)
Qe
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2.3.1 Algoritmo de Refino

1. Dada a estrutura de dados, encontre a solucdo do PVC - o*;

(a) Determina a solugao melhorada o* de acordo com a estratégia adotada;
(b) Calcula nj;
(c) Se (n}, < ~y) entao;

i. Nao é necessério refino pois a malha de integracao é adequada;

Encerra o procedimento de refino.
Caso contrério

i. Coleta as células que devem ser refinadas pela Eq.(2.9);

ii. Realiza o refino de cada célula de acordo com a Fig. 2.1(a) e (b);
iii. Compatibiliza a malha de integragao, Fig. 2.1(c) e (d);
iv. Realiza a suavizacao da malha de integracao, Fig. 2.2;

v. Gera a nova estrutura de dados ou atualiza a estrutura inicial.

2. Retorna ao passo 1.

>
b c (a
/N /N

Célula inicial / Célula refinada

Malha incompativel Malha compatibilizada

Figura 2.1: Refino e compatibilidade da malha de integracao.

35
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z Zi
z, T,
nd
L, Ty ¢ __1 *
P = 5 p=—pr n
d =1
Ly i Ls "
Ly Ly
(a) Antes da suavizacao (b) Depois da suavizagao

Figura 2.2: Procedimento de suavizagao do tipo Laplace.

2.4 Estimativa da solucao melhorada - 1 estratégia

A mais famosa e utilizada metodologia para determinagao da tensdao melhorada o* é a proposta
por ZIENKIEWICZ & ZHU (1990), também chamada de estimador Z2. Esta técnica ¢ ainda
hoje vastamente utilizada no contexto de MEF. Estes autores propuseram que o campo o* fosse
determinado pela interpolagao dos valores nodais O'II’, 0']; = oP (Z1), usando a mesmas fungoes
de forma utilizadas para a interpolagdo de @. A tensdo nodal o, {o},I=1,2,...,np}, foi
determinada pela imposi¢cao do critério de minimos quadradados global do erro, que pode ser

escrito como a minimizagao do potencial ¥ (o*) dado por
Y (o") = / <0'* - ah> . (a’* — O'h) Q. (2.11)

h

Embora o* seja mais regular que o', nao é possivel dizer que, em geral, o* seja uma estimativa

mais exata de o que o’

Entretanto, em muitos casos importantes, as solucoes o” pelo MEF apresentam altas ordens
de exatidao em certos pontos. Tais pontos especiais sao conhecidos como pontos superconver-
gentes, isto é, altas taxas de convergénia sao obtidas se estes pontos forem utilizados como
amostras em um procedimento de recuperacao. A localizacdo de tais pontos, quando eles exis-
tirem, ja estd bastante conhecida, veja ZIENKIEWICZ et al. (1999). No caso particular de ele-
mentos Trid e Quad§ tais pontos superconvergentes coincidem com os pontos de Gauss-Legendre
utilizados na integragao numérica. Como resultado, nestes casos particulares, a minimizagao do
potencial v (o*) Eq.(2.11), é equivalente a minimizacao de minimos quadrados ponderada dos
pontos discretos de superconvergéncia. Este procedimento tem mostrado, em geral, boas aprox-
imagoes para o, como visto em ZHU & ATLURI (1998) e ZIENKIEWICZ et al. (1999). Em
WIBERG & ABDULWAHAB (1997) ¢é apresentado uma versao do REP onde foi considerado a
incorporagao do erro de equilibrio e das condig¢oes de contorno.

Porém, no contexto do EFG, e portanto do MEFG, nao hd como assegurar a existéncia de
tais pontos superconvergentes. Além disso, o uso de fungoes peso do tipo splines qudrticas ja

h

leva a solugoes o” suaves quando utilizados métodos como o EFG convencional. No caso do

MEFG a solucdo o’ também sera suave a menos da vizinhanca de I'g. Como resultado, nio é
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possivel assegurar que a minimizacao de Eq.(2.11) levard a uma solu¢ao mais aproximada de o
do que o". Para tentar superar este problema pode-se incorporar, como feito em WIBERG &
ABDULWAHARB (1997), o erro devido a imposigao das condigdes de contorno naturais e também
o erro devido ao equilibrio no potencial ¢ (o).

Para tanto, é considerado inicialmente o seguinte problema de minimizagao:

e Problema 2.1: Encontre o* € W tal que seja solugao de

min [ (o7)] (2.12)

sujeito as restricoes
R = dive*+b=0 VZeQ 2.13)
J = o*i—t=0 VZeTy. (2.14)

Aqui,
H= {0'*| o7 (%) € H! (Q)}

é o0 espaco das tensbes recuperadas admissiveis, R representa o erro distribuido residual e Jé
o erro residual das tracoes prescritas. Entretanto, o Problema 2.1 envolve a minimizacao de
um funcional onde as restrigoes de igualdade, Eq.(2.13) e Eq.(2.14), que devem ser satisfeitas de
forma pontual. A fim de superar este problema, as restri¢cées de igualdade serao relaxadas como

proposto no Problema 2.2, isto é:

e Problema 2.2: Encontre o* € W tal que seja solucao de

min [¢ (6")] (2.15)
sujeito as restricoes
1
2
Cf/ﬁ-ﬁdﬁ =0 (2.16)
Qe
1
2
cs / J-Jdly =0 (2.17)
T'nNOQe

Ve=1,2,..7.

Deste modo as restrigoes de igualdade sao fracamente impostas nas células de integracao.

Neste trabalho ird se considerar

ci = h?
Cs = Le
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com h, = /A., A, é a drea da célula de integracio, e L, comprimento total dos lados I' 5 N OS2,

A fim de resolver o problema de minimizacao enunciado em Problema 2.2 é proposto o
uso do método da penalidade exterior. Pelo uso deste método o problema de minimizagao,
Problema 2.2, reduz-se a solucao de uma sequéncia de problemas sem restricao, o qual pode

ser formulado como:

e Problema 2.3: Encontre o* € W tal que seja solucao de

o= lim o, (2.18)

(a1,02)—00

onde o}, é a solucao de:

e Problema 2.4: Dados a; > 0 e az > 0, determine o, que seja solucao de

min [¢,, (o)) (2.19)
tal que
Ne oL L
b (@) =0 (@) + 3 oqu/R B A0+ anCS / Jorary | (220
e=1 Qe INNIaTc 08

Na prética, uma solugao precisa do Problema 2.3 pode ser obtida pelo uso de a3 e as
suficientemente grandes. Assim, a solugdo do Problema 2.4 pode ser aproximada pelo uso de
parametros adequados a1 > 0 e ag > 0 fixos. Tais parametros serdo identificados através de
uma andlise paramétrica, como serd mostrado mais adiante.

Da condicao de estacionaridade do Problema 2.4 surge

Ne Ne .
Z/ <a* - 0'h> 26T dQY+ o 2016/ (diVO'* +l;) -divé* dQ+
e=1 Q. e=1 Q.

+agi‘05 / <a*ﬁ—f)-&*drN:o Vo e H. (2.21)
e=1

= T nyNOQe

Para o caso particular de estado plano de tensoes, pode-se escrever a Eq.(2.1) em compo-

nentes como

oy () = Y (@)Y (2.22)
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T
e definindo o vetor ¢%; = [ag o L ah } como o vetor de componentes da tensio projetada,
Tz Yy Ty

pode-se entao reescrever a Eq.(2.22) como

(@) =) B (D) (2.23)
J=1
onde ~
P (Z) 0
& (%) = 0 &5 0 . (2.24)
0 0 (7
Analogamente, vai se escrever
dive™ = do*, aggy = ZHJ (@) 7 (2.25)
ox + Jy J=1
onde - -
6<I>é;(5c’) 0 a<1>é](f)
dy ox
e _
o — [ e + Ty ] S P,@ (2.27)
Oy + Ty Ty J=1
com B B
D () ng 0 Oy (7
P,z | @ 0 Ls@n, (2.28)
0 Py (@)ny Py (Z)ny
Agora, substituindo as Eq.(2.23), Eq.(2.25) e Eq.(2.27) em Eq.(2.21) e definindo
M, — / &7 (#)®, (7) dO (2.29)
Q
Ky = o> 05 / HY (4) H, (7) dO (2.30)
e=1 Q.
Q= aQZCg / PT ()P (%) dly (2.31)
e=1 I'nNOQe
F? = / &7 (z) " dO (2.32)
Q
Ne o
Ff = o) Cf / HY (Z) b dQ (2.33)
e=1 Q.
Bo= Y / PT ()7 dly (2.34)
e=1
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e ainda supondo que &* seja arbitrdrio, é possivel finalmente definir
M+ K+ Q)d” = F7 + F! — F°. (2.35)
Tal sistema de equacoes deve ser resolvido para &%.

2.4.1 Exemplos

A fim de avaliar a estratégia proposta serdao agora analisados alguns problemas. Porém, antes
disso é necessédrio encontrar valores adequados para 3, a; e ag. Para tanto ird se adotar como
problema base a placa infinita com furo Fig. 1.17, ja abordada no Capitulo 1. Mais especifi-
camente, a andlise paramétrica serd realizada considerando a malha de integracao mostrada na
Fig. 1.17(c) onde sao utilizadas as mesmas propriedades materiais e uma regra de integragao

Gauss-Legendre de 7 pontos.

Anadlise paramétrica

A andlise paramétrica terd como objetivo avaliar o efeito da variacdo de 3, ay e as sobre o
indice de efetividade 0. Estd é uma andlise de trés pardmetros o que torna dificil avaliar a sua
combinacao. A fim de simplificar esta andlise foi considerado que para cada 5 fixo, a1 € as
pudessem variar dentro de um grande intervalo. Os resultados destas anélises estao mostrados

nas tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 para s igual a 1.1, 1.5 e 2.0 respectivamente.

Tabela 2.1: Andlise paramétrica para § = 1.1
al\ ag | 102 10! 10° 10t [ 1002 | 103 | 100 | 107° | 107°
10? 1.4067 | 1.1117 | 1.1174 | 1.1646 | 1.1757 | 1.177 | 1.1771 | 1.1771 | 1.1771
10! 1.3640 | 0.9794 | 0.9607 | 0.9612 | 0.9619 | 0.9620 | 0.9620 | 0.9620 | 0.9620
10° 1.3666 | 0.9125 | 0.8960 | 0.8935 | 0.8933 | 0.8932 | 0.8932 | 0.8932 | 0.8932
10~1 | 1.3813 | 0.8803 | 0.8595 | 0.8547 | 0.8538 | 0.8538 | 0.8538 | 0.8538 | 0.8538
102 | 1.4026 | 0.8797 | 0.8563 | 0.8509 | 0.8499 | 0.8498 | 0.8498 | 0.8498 | 0.8498
1073 | 1.4065 | 0.8801 | 0.8563 | 0.8507 | 0.8498 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497
10~% | 1.4069 | 0.8801 | 0.8562 | 0.8507 | 0.8498 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497
1075 | 1.4070 | 0.8802 | 0.8562 | 0.8507 | 0.8498 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497
107% | 1.4070 | 0.8802 | 0.8562 | 0.8507 | 0.8498 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497 | 0.8497

Os valores mais adequados para a1 e ag sdo aqueles que levam o indice de efetividade o
mais proximo de 1. Analisando os resultados mostrados nas tabelas pode-se reparar que hé
uma convergéncia monoténica se for percorrido o sentido de a; = 1076 e ap = 1076 até 10
Entretanto pode-se verificar uma degradacio da solucdo para valores maiores que 10'. Por outro
lado, pode-se verificar também que para valores menores que 10~3 os valores de # permanecem
sem mudangas, isto é, a influéncia de oy e as tende a ser nula, como esperado. Assim mantendo
como intervalo de andlise [1()_3, 1()1] ¢ possivel identificar a; = 10! e ap = 10! como valores
adequados. Ainda é possivel verificar que para este intervalo § = 1.1 produz os melhores valores.

Na Fig. 2.3 é ilustrada a influéncia de a na prescricio da tracdo em I'y. E possivel verificar

de fato que hd uma influéncia bastante significativa na correcao da distribuicao da tragao, quando
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Tabela 2.2: Anilise paramétrica para s = 1.5
ar\ az | 102 10! 109 10-t [ 102 | 107° | 100* | 107° | 10°°
107 1.2370 | 1.0035 | 0.9911 | 0.9920 | 0.9928 | 0.9928 | 0.9929 | 0.9929 | 0.9929
10* 1.2243 | 0.9646 | 0.9523 | 0.9503 | 0.9502 | 0.9502 | 0.9502 | 0.9502 | 0.9502
10° 1.2232 | 0.9073 | 0.8919 | 0.8894 | 0.8891 | 0.8891 | 0.8891 | 0.8891 | 0.8891
1071 [ 1.2928 | 0.8862 | 0.8569 | 0.8528 | 0.8519 | 0.8519 | 0.8519 | 0.8519 | 0.8519
1072 | 1.3290 | 0.8891 | 0.8540 | 0.8494 | 0.8482 | 0.8481 | 0.8481 | 0.8481 | 0.8481
1073 | 1.3346 | 0.8899 | 0.8539 | 0.8493 | 0.8481 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480
1074 | 1.3352 | 0.8900 | 0.8539 | 0.8493 | 0.8481 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480
10~° | 1.3353 | 0.8900 | 0.8539 | 0.8493 | 0.8481 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480
107% | 1.3353 | 0.8900 | 0.8539 | 0.8493 | 0.8481 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480 | 0.8480

Tabela 2.3: Andlise paramétrica para § = 2.0
al\ ag | 102 10! 10° 10t [ 102103 ]10%] 10° | 107
102 1.1320 | 1.0037 | 0.9895 | 0.9883 | 0.9886 | 0.9887 | 0.9887 | 0.9887 | 0.9887
10* 1.0887 | 0.9690 | 0.9514 | 0.9489 | 0.9487 | 0.9487 | 0.9487 | 0.9487 | 0.9487
10° 1.0300 | 0.9177 | 0.8928 | 0.8896 | 0.8891 | 0.8890 | 0.8890 | 0.8889 | 0.8889
10~1 | 1.0052 | 0.8914 | 0.8567 | 0.8511 | 0.8501 | 0.8498 | 0.8498 | 0.8498 | 0.8498
1072 | 1.0095 | 0.8928 | 0.8536 | 0.8467 | 0.8452 | 0.8449 | 0.8448 | 0.8448 | 0.8448
10=3 | 1.0108 | 0.8936 | 0.8536 | 0.8465 | 0.8450 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447
10~% | 1.0109 | 0.8937 | 0.8536 | 0.8465 | 0.8450 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447
107> | 1.0109 | 0.8937 | 0.8536 | 0.8465 | 0.8450 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447
1079 | 1.0109 | 0.8937 | 0.8536 | 0.8465 | 0.8450 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447 | 0.8447

comparado com a tragao exata, se for considerado ag = 10. Neste exemplo foi utilizado a; = 0

de modo a nao incorporar este efeito na andlise.
1,02;
1,004
0,984

0,964

Tracao-t,

0,94

0,921

0,90 . . : .
0 1 2 3 4 5

Figura 2.3: Efeito do parametro ag na tragao para x = 5.

Refino da placa infinita com furo

Uma vez determinados os valores adequados para s, a; e ag é possivel agora aplicar a proposta

de estratégia de refino. Para tanto, ird se considerar agora o refino da placa infinita com furo
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partindo da malha de integracao nao estruturada de 95 nés como mostrada na Fig. 2.4(a) e
tendo como objetivo alcangar uma malha de integragao para v = 1.5%. Apds trés niveis de
refino a malha de integracao de 962 nés, mostrada na Fig. 2.4(b), é obtida com 7}, = 1.306%,

que é de fato uma boa estimativa do erro exato uma vez que ngp = 1.314%.
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Figura 2.4: Malha de integracao inicial (a) e refinada (b) para v = 1.5%.

Um comparagao entre a tensao exata e a tensao melhorada o7, para ¢ = 90° é apresentada

na Fig. 2.5. J4 a Fig. 2.6 apresenta a curva caracteristica de convergéncia.

3.04
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b 2.04

1.5
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Yy

Figura 2.5: 0}, X 0., para ¢ = 90°.

Refino de um componente mecanico

Vai se considerar agora o refino de um componente mecanico complexo, tal como mostrado na
Fig. 2.7. Neste caso o erro admissivel prescrito serd de v = 3%. A malha de integragao inicial é
dada pela Fig. 2.7(a) e contém 208 nés. Apéds trés niveis de refino a malha de integragao da Fig
2.7(b) é alcangada com 3741 nés e com 0} = 2.17%. J& a Fig. 2.8 mostra uma saida de tensao

equivalente de von Mises para a malha refinada.
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=t -

von Mises

S 6.3675
| 5.7309

o 5.0943

W % 4.4577

_= o 3.8211
3.1845

255479

19113

1.2747

0.6381

0.0014

Figura 2.8: Tensao equivalente de von Mises.

2.5 Estimativa da solucao melhorada - 2 estratégia

A segunda estratégia proposta para estimativa da solucdo melhorada estd baseada na metodolo-
gia REP. Para a aplicacdo deste método ¢é preciso estabelecer regioes® (2, sobre as quais ¢ obtida
uma tensao recuperada oP que é, diferentemente da estratégia 1, suave sobre tal regido. Este

campo suave é obtido pela pela imposicao da condicao de equilibrio de modo que

/ ol e (cmh) dQ ~ / o e <5ﬁh) aQ Vet e Vi (2.36)
Q, Q,

Porém, como proposto por ZIENKIEWICZ et al. (1999), a fim de evitar problemas de
singularidade na determinagao de o” a condicao de equilibrio sobre sobre 2, ¢ imposta sobre
cada componente de oP. Mais ainda, no caso de estado plano de tensdes pode-se escrever
P = (082, ohy, ohy] € = [agm, a’;y, ng]. Neste caso o condicao de equilibrio modificada na

regiao €2, pode ser escrita como

/ 5?-5<5ﬁh) Q) ~ / Ef-§<6ﬁh> o veah e V", (2.37)
Q, Q,
onde & = (&h : a) & edl =GP 8)é

i =

2.5.1 Definicao das regioes

Em geral, as regioes (2, sao construidas ou identificadas com base em duas diferentes estratégias,

que sao:

e Regido de elementos circundando uma dada particula/né, isto é, uma regiao tipo particula/né;

do inglés patches.
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e Regido definida pelos elementos que circundam um dado elemento/célula, isto é, uma

regidao tipo elemento/célula.

Serd considerado neste trabalho uma regiao do tipo particula. Como ¢ utilizado neste tra-
balho uma particao do dominio com base em células de integracgao triangulares uma tipica regiao

do tipo particula é do tipo como mostrada na Fig. 2.9.

A Regiao 2,

Figura 2.9: Regiao tipo particula £2,,.

2.5.2 Determinacao de o?

Como ja comentado, as solucoes oriundas do MEFG podem apresentar oscilagoes espurias.
Ainda, nas regides vizinhas & I'g as fungoes de forma apresentam uma perda de regularidade.
Devido a estes fatos, a tensdo oP serd aproximada com base em o” dentro de cada regido por
uma funcao polinomial de ordem adequada. Assim, o? serd nao somente continua mas também
livre de oscilagoes dentro de cada regiao.

O procedimento para a determinacao da tensao melhorada o* pode ser descrito como:

1. Aproximar a tensdo recuperada &% em cada regido tipo particula por um polindmio de

ordem adequada, isto é,

7 = (a7 - &) & = oie;, (2.38)

onde
O‘f = (T Eiz (2.39)

com ¢ = [l,x,y,xz,wy,yz, ] e a; sendo o vetor de coeficientes a determinar. A forma

discreta da condicao de equilibrio modificada pode ser escrita como
/ BT d0 ~ / BT d) (2.40)
QP QP

onde B ¢ a matriz deslocamento/deformacao, Eq.(1.51), que relaciona as derivadas das

fungoes de forma de cada particula Zp;

2. Determinar os coeficientes @; por minimos quadrados, isto é, pela minimizacao de

2
/ BT&! dQ — / BT& dO|| . (2.41)
QI) QP



CAPITULO 2. ESTIMADORES DE ERRO E REFINO APLICADOS AO MEFG

Definindo agora,

¢é possivel determinar

Hiz/BT{?i@(j'dQ

—

F; =

;= (H'H;) H;F,.

Qp

/ (B'e @ &) 3" do
QP

46

(2.42)

(2.43)

(2.44)

A estratégia utilizada para a determinagao da tensao o é o uso de um polindémio quadratico

em todas as regioes tipo particula que possuem uma particula EFG em Z;. Para aquelas

regides que possuem uma particula EPuFe em Z7, um polinémio linear teste é inicialmete

utilizado. Se a matriz H,LTHz resultante for singular, entao oP serd aproximada por um

polindnio constante, isto &, ¢ = [1];

. Uma vez que o campo tensao recuperada é determinado, para por exemplo a k-ésima

regiao tipo particula, a tensao recuperada é avaliada na particula que define a regiao, isto

é7 o’ (fk)a

. Calculadas as tenstes em cada uma das particulas da malha de integracao, o campo suave

global o* é construido, pela uso da Eq.(2.1), mediante o uso de um valor de § adequado.

2.5.3 Determinacao de s

De forma andloga ao realizado na estratégia 1, neste caso também serd necessario realizar uma

andlise para a determinacgao de 5. Novamente, esta andlise serd realizada considerando o efeito

da mudanca de § no indice de efetividade 6 considerando a malha de integragdo mostrada

na Fig. 1.17(c).

Como o tamanho do suporte utilizado na andlise tem influéncia direta na

determinagao da tensao melhorada pelo REP, esta anilise também ird consider uma variagao

de s. Os resultados desta anilise paramétrica estdo mostrados na tabela 2.4. Desta andlise é

possivel identificar que o valor de 6 mais préximo da unidade acontece para s = 1.5 e 5 = 1.10.

Tabela 2.4: Anilise paramétrica para determinacao de s

s\s 1.01 1.05 1.10 1.25 1.50 2.0 2.50 3.0 3.50 4.0

1.25 | 1.7150 | 1.7137 | 1.7121 | 1.7119 | 1.7407 | 1.8411 | 1.9134 | 1.9954 | 2.1000 | 2.2452
1.5 | 1.0423 | 1.0416 | 1.0412 | 1.0425 | 1.0526 | 1.1108 | 1.2110 | 1.3552 | 1.5466 | 1.7858
1.75 | 1.0711 | 1.0704 | 1.0695 | 1.0673 | 1.0683 | 1.1003 | 1.1662 | 1.2707 | 1.4175 | 1.6082
2.0 | 1.0516 | 1.0510 | 1.0503 | 1.0475 | 1.0450 | 1.0598 | 1.1063 | 1.1927 | 1.3220 | 1.4942
2.25 | 1.0500 | 1.0497 | 1.0493 | 1.0479 | 1.0476 | 1.0655 | 1.1093 | 1.1863 | 1.3008 | 1.4543
2.5 | 1.0546 | 1.0543 | 1.0539 | 1.0525 | 1.0526 | 1.0695 | 1.1056 | 1.1672 | 1.2591 | 1.3843
2.75 1 1.1092 | 1.1084 | 1.1071 | 1.1040 | 1.1027 | 1.1181 | 1.1464 | 1.1924 | 1.2621 | 1.3595
3.0 | 1.1003 | 1.0992 | 1.0974 | 1.0920 | 1.0871 | 1.0971 | 1.1215 | 1.1611 | 1.2203 | 1.3026

Na Fig. 2.10 estd ilustrado o efeito de 5 em o7, para ¢ = 90° e ¢ = 45°.
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Figura 2.10: Variacao de o}, com relacao a 5.

2.5.4 Exemplos
Placa infinita com furo

Uma vez determinado o valor adequado para s, pode-se partir para a aplicacao da proposta de
refino. Para tanto, vai se considerar agora o refino da placa infinita com furo partindo da malha
de integragao nao estruturada de 95 nés como mostrada na Fig. 2.11(a) e tendo como objetivo
alcangar uma malha de integracao para v = 1.5%, que ¢ o mesmo exemplo j& proposto para a
primeira estratégia. Apds trés niveis de refino a malha de integragdo de 830 nés mostrada na
Fig. 2.11(b) é obtida com 7}, = 1.225%, que é de fato uma boa estimativa do erro exato, ja que
ng = 1.331%.
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Figura 2.11: Refino da placa infinita para v = 1.5% - (a) malha inicial; (b) malha final.

Na Fig. 2.12(a) é mostrado um comparativo entre a convergéncia, ng e 7}, da estratégia 1

e da estratégia 2. Jd na Fig. 2.12(b) é ilustrada a comparac@o entre a tensao exata e a tensao
melhorada para ¢ = 90° na Eq.(1.63).
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Figura 2.12: Detalhes da andlise - (a) Comparativo entre as convergéncias da estratégia 1 e 2;
(b) Tensao melhorada para ¢ = 90° - estratégia 2.

Refino de um componente mecénico

Considera-se agora o refino de um componente mecénico complexo, tal como mostrado na Fig.

2.13(a). Neste caso o erro admissivel prescrito é de v = 2.75%. A malha de integragao inicial

¢ dada pela Fig. 2.13(a) e contém 362 nds. Apds trés niveis de refino a malha de integragao

da Fig. 2.13(c) é alcancada com 2799 nés e com 7}, = 2.141%. A mesma andlise foi realizada

considerando a estratégia 1. Neste caso, a malha de integracao final mostrada na Fig. 2.13(e)

e obtida apés trés niveis de refino, porém com 3446 particulas e com nj = 2.377%. As Fig.
2.13(b), Fig. 2.13(d) e Fig. 2.13(f) mostram também a disposigao das particulas para cada

malha de integracao. J4 a Fig. 2.14 mostra a convergéncia, considerando agora 77, para ambas

as estratégias e na Fig. 2.15 mostra a saida para a tensao equivalente de von Mises para a malha
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refinada para cada caso. Para ambos os casos mostrados nesta figura a tensao equivalente de

von Mises foi calculada considerando as tensoes melhoradas de cada caso.
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Figura 2.13: Refino de um componente mecéanico e sua distribui¢ao de particulas para v = 2.25%:
(a) e (b) Malha inicial e distribui¢ao de particulas; (c) e (e) malhas finais e (d) e (f) distribuigao
das particulas.



CAPITULO 2. ESTIMADORES DE ERRO E REFINO APLICADOS AO MEFG 50

20+

~0-- ' - Estratégia 1
—o—1n' - Estratégia 2

._.
@

Erro relativo (%)

1 r )
600 1000 7000
Nimero de GL

Figura 2.14: Convergéncia para ambos os casos.

von Mises
- 3.0447
2.7408
2.4369
2.1331
1.8292
1.5253
1.2214
0.9175
0.6136

- 0.3097
- 0.0059

von Mises
- 2.9687
2.6724
2.3761
2.0799
1.7836
1.4873
1.1910
0.8947
0.5984
- 0.3022
- 0.0059

Figura 2.15: Tensao equivalente de von Mises.

2.6 Conclusoes parcias

Estratégias de geragdo de malhas de integragao adaptativas para o MEFG foram apresentadas
neste capitulo. Com base nos resultados apresentados pode-se verificar que mesmo quando
partindo de malhas de integragao pobres, as metodologias de refino foram capazes de encontrar
malhas de integragdo suficientemente refinadas, de modo a atingir o objetivo prescrito.

Porém, quando comparadas as duas estratégias, pode-se concluir que a segunda estratégia

leva algumas vantagens sobre a primeira. Estas vantagens podem ser citadas como:

e Maior simplicidade de implementagao;
e Requer a introducao de um menor nimero de pardmetros a determinar;
e Menos graus de liberdade foram necessérios para atingir o mesmo nivel de erro;

e Sua aplicacao para problemas nao lineares pode ser feita de forma mais direta.
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Para ambas as estratégias apresentadas pdde-se verificar que o fator de influéncia do suporte
5, usado no poés-processamento para obter o campo suave o*, Eq. (2.1), foi muito préximo de
1. Isto condiz com os resultados apresentados por CHUNG & BELYTSCHKO (1998) e faz com
que a determinacio de o* seja bastante rdapida, pois poucos pontos na vizinhancga de Zj sao
considerados, diminuindo a largura de banda do sistema de equagdes a ser resolvido.

Por fim, os métodos de refino adaptativos aplicados ao MEFG apresentaram resultados

promissores e devem ser mais investigados, considerando a sua aplicagao em outros problemas.



Capitulo 3

Analise do MEFG sob deformacoes

finitas

Neste capitulo serao apresentados aspectos da formulagao adotada para resolver problemas de
elastoplasticade em grandes deformagoes juntamente com a discretizacao espacial feita pelo
MEFG, ja apresentada nos capitulos anteriores.

Mais especificamente, a formulacao adotada ird considerar:

e uma descricao Lagrangena Total;

e a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacdo em uma parte pldstica e uma

parte eldstica;

e que as equagoes constitutivas serao dadas em termos da medida logaritmica de deformacao
e a tensao rotacionada de Kirchhoff. O uso deste par conjugado, definido na chamada con-
figuracao nao tencionada, torna possivel a utilizacao do chamado mapeamento exponencial
que, por sua vez, proporciona o uso dos algoritmos de mapeamento de retorno no mesmo

formato que os encontrados em pequenas deformacoes.

Duas sao as principais justificativas para a escolha de uma descricao Lagrangeana Total
neste trabalho. A primeira reside no fato da construcao do suporte de influéncia requerido para
a construcao das fungoes de forma do método MEFG ou mesmo do EFG. Através do uso de
uma descricao Lagrangena Total as fungoes de forma, MEFG ou mesmo EFG, juntamente com
suas derivadas, podem ser calculadas uma tinica vez para todo o processo. A outra justificativa
provém do uso da simulacao da compactacao de materiais porosos onde hd uma grande variagao
da porosidade dentro do processo. Em uma descricao Lagrangeana Total a conservagao da massa
pode ser estabelecida localmente de forma fechada sem aumentar o nimero de equagoes a serem
resolvidas em cada ponto. J4 no caso de uma descrigao Fuleriana a conservagao da massa deve
ser imposta pela equacao da continuidade, a qual deve ser resolvida para cada ponto juntamente
com as demais equagoes nao lineares.

O uso da medida de tensao rotacionada de Kirchhoff e da medida de deformagao logaritmica,
In (U), foi primeiro descrita por ETEROVIC & BATHE (1990) e WEBER & ANAND (1990).

52
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Nestes trabalhos os autores fizeram uso da medida logarftmica de deformagao juntamente com o
mapeamento exponencial para obter o algoritmo de mapeamento de retorno de forma bastante
similar aos encontrados em problemas de pequenas deformacoes. Tal configuragao foi também
estudada por SIMO (1992), PERIC & OWEN (1992) e BADRINARAYANAN & ZABARAS
(1994). J& nos trabalhos apresentados por SOUZA NETO et al. (1996) ¢ PERIC & OWEN
(1998) ¢ utilizada uma descricdo Euleriana baseada na tensao de Kirchhoff e na medida de
deformacao logaritmica In (V).

A fim de avaliar numericamente a aplicacado do MEFG quando submetido a deformagoes
finitas serd apresentado um modelo de elastoplasticidade sobre a hipdtese axissimétrica e de
estado plano de deformacoes. A formulacao de elastoplasticidade apresentada é constituida
de uma parte eldstica, que serd levada em consideracao através do modelo hipereldstico de
Hencky, e de uma parte plastica dada por um modelo de plasticidade J>. Este modelo de
plasticidade conta com uma regra de endurecimento isotrépico nao linear tal como a apresentada
por SIMO & ARMERO (1992). A consideragao deste tipo de modelo de plasticidade leva a
incompressibilidade do fluxo plastico e ao conseqiiente aparecimento do fenémeno de travamento
volumétrico' em formulacoes de elementos finitos de baixa ordem. Tal fenémeno é também
evidenciado em formulagoes do tipo livres de malha como mencionado em ASKES et al. (1999)
e também em HUERTA & FERNANDEZ-MENDEZ (2001).

Uma estratégia para prevenir o aparecimento de travamento volumétrico é proposta e in-
vestigada. Esta estratégia é baseada na idéia do método F-bar (F) apresentado por SOUZA
NETO et al. (1996), e considera que o gradiente de deformacao possa ser decomposto em uma
parte volumétrica e outra isocérica, sendo esta tltima dada por uma média dentro da célula de

integracao.

3.1 Modelos constitutivos elastoplasticos baseados em formu-

lacao hiperelastica

3.1.1 Decomposicao multiplicativa do tensor gradiente de deformagao

A principal hipétese adotada na formulacao elastopldstica de grandes deformactes apresentada
aqui é a decomposi¢ao multiplicativa do tensor gradiente de deformacao, F, em uma contribuicao
pldstica e outra eldstica, isto é,

F =F°F? (3.1)

onde F° e FP sao respectivamente a parte eldstica e pldstica de F.

Esta hipétese inclui a suposicao da existéncia de um estado local nao tencionado, i.e., livre
de tensoes, definido por FP. A Fig. 3.1 ilustra este estado.

Ainda na Fig. 3.1 €, representa a configuracao de referéncia e ), a configuragdo corrente.

A funcao movimento @ que leva um ponto X e Q, em um ponto ¥ € €); é definida como

F=3 (X't) (3.2)

Ydo ingles volumetric locking.
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Figura 3.1: Modelo cinemético de deformagao.

onde
% (XQ =X+ (3.3)
Ja o gradiente de deformacao é dado por

F=V.3 (X’t) . (3.4)

Da adocao da decomposicao multiplicativa de F decorrem muitos resultados importantes so-
bre a cinemética da deformacgao do corpo. O campo espacial denominado gradiente da velocidade
é, por sua vez, escrito como

L(Z,t) = VzU (Z,t)

na qual ¥ (Z, t) é a descrigao espacial da velocidade. O tensor gradiente da velocidade pode ainda

ser decomposto em uma parte elédstica e outra plastica da seguinte forma
L(@’(X‘,t),t):}_«'“()?,t)rl (X',t>:Le+Lp (3.5)

com L¢ = Fe (F¢)~! ¢ LP = FekP (FP)~! (Fe) ™1,
O tensor taxa de deformagao, D, dado pela parte simétrica de L, pode ser também decom-

posto como

D = sym(L)=sym (L) +sym (L")
— D°+DP (3.6)

Uma condicdo imposta sobre as deformacdes ¢ que det (F) > 0%, o que implica em det (FP) >

0 e det (F¢) > 0. Deste modo, cada um dos termos do gradiente da deformagao admita decom-
posicao polar, isto é,

F? = RPU? F¢ =R°U*° (3.7)

onde R? e R¢ € ort™, isto é, R? e R sdo tensores ortogonais préprios e UP e U¢ sdo tensores

?det (F) = 1 - deformacdes isocéricas.
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simétricos positivos definidos. De modo geral, pode-se ainda escrever que

U° =VCe (3.8)
na qual C é o tensor de Cauchy-Green & direita dado por

Ce=F¢ Fe. (3.9)

A medida de deformacao adotada é a medida de deformacao logaritmica, medida de defor-

macao de Hencky ou ainda Eeo, dada por?

0

E = In (UY). (3.10)

Neste trabalho vai se desprezar o sobrescrito E< optando apenas por E€, quando se fizer refer-

éncia a deformacgao logaritmica Lagrangeana de modo a nao sobrecarregar a notagao.

3.1.2 Pares conjugados de tensao e deformacao

O tensor tensao de Kirchhoff &€ dado por

T=Jo (3.11)
J = det(F) (3.12)

_ P

= (3.13)

na qual p, e p sao as densidades de massa da configuracao de referéncia e corrente respectiva-
mente.
Entretanto, como colocado por HILL (1978), os pares de tensao-deformagao devem ser tais
que a taxa de trabalho por unidade de massa W seja invariante, isto é
1 1 . 1

1 1. . .
W=>¢-D=—7-D=—P.F=—S8.C=—7-E, (3.14)
p Po Po 2p, Po

onde P é o primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff (PK1) e S é o segundo tensor tensao de
Piola-Kirchhoff (PK2). T é o tensor tensao rotacionado de Kirchhoff, dado por

7 =R)T rRe. (3.15)

3E possivel definir a chamada familia Lagrangeana de deformacio dada por

E" — L (U™ -1) para m#0
| In(U) para m=0
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O tensor C admite decomposicdo espectral, isto é
c =3\ (E ® l}) (3.16)

onde \; sdo os autovalores e [; sao os autovetores de C¢. Isto significa que U€ possue os mesmos

autovalores de C¢, isto é,
3
Uezz\/A_i(E-@lZ). (3.17)
i=1

Como In (U®) é uma fungao tensorial isotrépica, veja Apéndice D, temos

3.1.3 Lei constitutiva hipereldstica, potencial de energia livre e dissipagao

Dentro do enfoque da termodindmica dos processos irreversiveis, o potencial de energia livre 1

¢é construido de forma a ter a seguinte forma geral

¢ =1 (E°, o) (3.18)

onde a é um conjunto de varidveis internas associadas com os mecanismos dissipativos envolvidos
no processo irreversivel.
A inequacao fundamental de Clausius-Duhem é dada por

) . T
U-D—p(w—ksT)—(j’-v; >0 (3.19)

na qual s é a entropia especifica, T' é a temperatura absoluta e ¢ é o vetor fluxo de calor. Agora,
considerando Eq.(3.6)

VT
T

o - (D¢ + DP) —p(¢+sT’) _q- >0 (3.20)

e multiplicando esta tltima equagao por J, Eq.(3.12),

VT
T

- (D¢ 4+ DP) — p, (¢+5T) —Jg- >0 (3.21)
e pela imposicao da conservagao da taxa de trabalho eldstica,

D=7 E°

obtemos entao

=1
Vil o, (3.22)

7—.E€+T.Dp—po<121+8T>—Jq_" T =

Tomando agora a taxa 1,21, Eq.(3.18), juntamente com a consideragao de que o processo seja
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isotérmico, a Eq.(3.22) fica

. 8¢ . 8¢
T . E° -DP — CEC 4+ — . 6 >
T T Po <8Ee * day, ak) 20,
e coletando os termos
_ oY . oY
—p —— | - E€ -DP —p —— . . > 0. 2
<7- Po 8Ee> +T Po B, ar >0 (3.23)

Ainda, assumindo que a Eq.(3.23) deva ser satisfeita para todos os processos reais leva a

_ W

T = po@ (324)
e 9

Br = oDy (3.25)

na qual 8, é um conjunto de pares associados as varidveis internas oy, chamadas de forgas

termodinamicas. Por meio destas defini¢oes a Eq.(3.23) fica escrita como
T -DP -3, - & > 0. (3.26)

Relagao constitutiva hipereldstica

A equagéo constitutiva hipereldstica é dada por

Fo— L(E)
— DE° (3.27)
onde
D= 2l + <fe _ §M> IeT) (3.28)

na qual D é a equacgao constitutiva hipereldstica de quarta ordem, I é o tensor identidade de
quarta ordem, I é o tensor identidade de segunda ordem, x é o médulo volumétrico e p é um

dos coeficiente de Lamé ou médulo de cisalhamento, 4 = G.

Taxa de deformacgao plastica modificada

E conveniente introduzir a contribuicao plastica modificada para o gradiente da velocidade como

L» = (F°) 'LPF° (3.29)
= FP(FP) . (3.30)

L? ¢ obtida pelo transporte de LP para a configuracao local ndo tencionada. Pode-se ainda

decompor LP em sua parte simétrica DP, associada ao estiramento pldstico, e antissimétrica
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WP associada a rotacao pléstica, isto é,

L? = sym (L?) + skew (L) (3.31)
= DP+ WP, (3.32)
Agora, como o sélido elastopléstico é considerado isotrépico em cada configuracao local nao

tencionada, o termo de rotagao pldstica ¢ tomado como nulo, WEBER & ANAND (1992) e
SOUZA NETO et al. (2002), isto é,

W? = 0. (3.33)
Isto implica que a Eq.(3.26) possa ser escrita como
- F°DP (FO) ' — B, - & >0 (3.34)

ou ainda4
F)*' r(F° ,Dp_ﬁ -ap >0 3.35
k

e fazendo uso da decomposicao polar

RUHT +(RU) T .DP -8, -0, > 0 (3.36)
U°(R)T+RE(US) L. DP -G, - & > 0 (3.37)
UF(US) 1. DP -8, - > 0 (3.38)

Agora, como a relacao constitutiva, Eq.(3.28), é isotrépica a inequagao fundamental de Clausius-
Duhem reduz-se a
-DP — B, - &y > 0. (3.39)

Rl

Funcao de escoamento

O dominio eldstico é definido por uma fungao de escoamento genérica que tem dependéncia da

tensao rotacionada de Kirchhoff e das forcas termodinamicas, isto é,
F=F(7,0B%)- (3.40)
O chamado conjunto das tenstes admissiveis é definido por
E=A{7F(7F,By;,) <0}. (3.41)

Potencial de dissipagao e leis de evolugao

A dissipagao associada ao problema puramente mecénico ¢ dada por

D=7-D' -8, & >0. (3.42)

‘R-ST=STR-T=RT?-S
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A fim de definir as leis complementares de evolucao do processo dissipativo, é postulada a

existéncia de um potencial de dissipagao, ou pseudo-potencial de dissipagao,

¢ =@ (T, By; o) (3.43)

que é uma fungao escalar, convexa e nula na origem, com relagao as varidveis (7, 3;). E possivel

mostrar que pelo uso da hipdtese de dissipacao normal, o processo evolutivo fica definido por

_ agp
p = —_—
D pE (3.44)
. Oy
A = 8,3k . (345)

No caso do modelo de plasticidade ser considerado associativo, o potencial de dissipagao é
tomado como sendo a fun¢ao indicatriz do conjunto £. Neste caso, como resultado da aplicagao
da hipdtese de dissipacdo normal, obtemos (]_)p, dk) € Jy, i.e., (]_)p, dk) pertence ao conjunto
dos subgradientes de ¢ em (T, 3;; o). A determinagao deste subgradiente nos permite deter-

minar que a evolucdo da taxa de deformacdo pldstica modificada DP fica dada por

_ . OF
p = —_—
D7 = Ao (3.46)

e que a evolugao das forgas termodinamicas ficam determinadas por

G = — A (3.47)

9By’

onde 5\, denominado por multiplicador plastico, satisfaz as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)
F<0 A>0 AF=0. (3.48)

3.2 O problema de valor inicial elastoplastico

No presente contexto, as varidveis desconhecidas do problema de valor inicial elastoplastico sao
o gradiente da deformacao plédstica FP e o conjunto de varidveis internas c.

Assim, as condicOes iniciais sao:

FP(t,) = FP, (3.49)

a(t,) = ao.

O problema est4 sujeito a uma histéria do gradiente de deformagao, F (¢), t € [t,,t1]. O problema
de valor inicial consiste em encontrar FP e a tais que as equacgoes constitutivas dadas pelas
Eq.(3.27), Eq.(3.46),Eq.(3.47) e Eq.(3.48) sejam satisfeitas para t € [t,, t1].
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3.2.1 Aproximacao pela metodologia operator split

O uso da metodologia de aproximacao baseada na decomposicao de operadores, operator split

method, resulta em um algoritmo que consiste em duas etapas bésicas:
1. Predigao eldstica: o problema ¢ assumido como puramente eldstico entre ¢, € t,1.

2. Corregao pldstica: um sistema de equagoes discretas considerando

e a lei da elasticidade;
e o fluxo pléstico;
e a evolugao das varidveis internas;

e o critério de carregamento/descarregamento;

é resolvido com os resultados do estdgio de predigao eldstico como condigoes iniciais.

3.2.2 Predigao elastica

No estdgio de predicao eldstica é assumido que

FP = 0 3.50)
a = 0. (3.51)
Supbe-se inicialmente que a solucio seja eldstica, estado eldstico teste®, dado por
teste
Z+1 = F} 3.52)
ettt = ay,. (3.53)
O correspondente gradiente da deformagao eldstica teste é determinado por
il = Fu (FO)™ 3.54
n+l — Tntl ( n) : ( : )
Como a lei eldstica é dada em termos de E€, é preciso calcular
teste teste T teste
= (F) F (3.55)
e entao calcular a deformacao logaritmica teste como
teste 1 teste
ter :5111( g+1). (3.56)

t t pa 3 Z. 3 ~ . .
Uma vez que Ef::le é calculado, é possivel determinar a tensao rotacionada de Kirchhoff teste

pela Eq.(3.27), ou seja

este 2 este
rlee =il + (- G o (BEY) (3.57)

do inglés trail elastic state.
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3.2.3 Correcgao pléastica

O procedimento adotado para a correcao pldstica corresponde & classe dos chamados algoritmos
de mapeamento de retorno®, ja extensivamente utilizados por muitos autores, para uma visdo
mais atualizada veja SIMO & HUGHES (1998) e SOUZA NETO et al. (2002).

Entretanto, diferentemente dos trabalhos que envolvem pequenas deformacoes nos quais é
comumente adotado o método de backward Euler para a solucao do problema elastopldstico
inicial, aqui é utilizado a aproximacao backward exponencial. Pela hipétese da decomposicao
multiplicativa do gradiente da deformacao, do uso da medida de deformagao logaritmica junta-
mente com o uso da aproximacgao backward exponencial, o algoritmo de mapeamento de retorno

mantém a forma daqueles vistos em pequenas deformacoes.

Verificagao da fungao de escoamento - critério de escoamento

A correcao pldstica s6 deve ser efetuada caso o estado teste proporcione uma tensdo que nao

pertenca ao conjunto &, ?flejﬁe ¢ &£, em outras palavras se

—teste teste
f(Tn+1,an+1) > 0
Correcao plastica - Algoritmo de mapeamento de retorno exponencial
Neste estdgio, a regra de fluxo plédstico e as leis de evolucao das varidveis internas sao dis-
cretizadas. Para discretizar a regra de fluxo pldstico,
F? = DPF?,

é utilizada uma abordagem conveniente, proposta por ETEROVIC & BATHE (1990) e WEBER
& ANAND (1990), que consiste no emprego de uma aproximacao backward exponencial.

Com F}, como condicao inicial, a discretizacao resultante ¢ dada por, veja Apéndice D,

oOF
Ffz—i—l = exp (A)\ 8_7_'

) F?. (3.58)
n+1

O uso da aproximagao backward exponencial propicia uma precisao de primeira ordem e preserva
a incompressibilidade plastica, no caso do uso de modelos do tipo Js.
A discretizacao das leis de evolugao das varidveis internas ¢ feita pelo método clédssico de

Euler implicito. Assim,

oF
oy, ., = o, + AN — (3.59)
i aﬁk n+1
e o incremento pldstico A\ deve ser estritamente positivo
AN > 0. (3.60)

%do inglées returning mapping.
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Mapeamento pela integracao exponencial

Sobre condigoes isotrépicas, o procedimento de atualizacao pode ser escrito no mesmo formato
que no caso dos algoritmos cldssicos de mapeamento de retorno aplicados a problemas elasto-
plésticos em pequenas deformacoes.
Para tanto, partindo da Eq.(3.58) e apés uma manipulacao algébrica extensa pode-se chegar
a seguinte regra de evolugao
cteste oOF

E¢ | = — AN — . 3.61
n+1 n+1 oF _— ( )

Sitema de equacgoes locais

Como resultado, o algoritmo de mapeamento de retorno consiste na solu¢ao do seguinte sistema

de equacoes nao lineares,

teste
Bl Bl + ML, [0
Qg — O, — AN %‘HH =10 (3.62)
'7? (5;n‘%17 kavv%l) 0

para A\ > 0.

Ainda como resultado da manipulacao algébrica é possivel identificar que

eteste

fwl e (3.63)

A Fig. 3.2 mostra com mais detalhes as configuracoes de deformagao entre o incremento n
en+ 1. Aqui

F,=F,F, (3.64)
Repare que como
F, =F;F> (3.65)
temos
teste
761+1 = F,Fj
= F,uF,'F;,
= Fop (Fh) 7 (F;) ' Fy,
= Fu (F))7, (3.66)

o que, de fato, reproduz a Eq.(3.54).

3.3 Problema de valor de contorno global

Uma vez definido o modelo constitutivo e a estratégia de atualizacao das varidveis em t,11, 0

que define o chamado problema local, é possivel agora resolver o problema de valor de contorno
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Configuragao
conhecida em f, Configuragao
conhecida em t,,,

Configuragao
inicial em ¢,

F.i

Configuragao nao
tensionada em ¢,

exp(Dr.)

Configuragao nao
tensionada em ¢,

Figura 3.2: Configuracoes de deformagoes entre o incremento n e n + 1.

global associado com o deslocamento .
A configuracao adotada neste trabalho é a chamada Lagrangeana Total. Dentro deste enfoque
o problema de valor de contorno, formulag¢do forte, e a sua equivalente formulagao integral,

formulacdo fraca, serdo discretizados a seguir.

3.3.1 Formulacao forte: Configuracao de referéncia.

O problema chamado de formulagdo forte pode ser enunciado como:

e Problema 3.1: Para cada t € [t,,t¢], determine @ <X ,t> que é solugao do seguinte
problema de valor de contorno

div P ()Z't) s ()Z') ?(}Z’,t) ~ 0 em (3.67)
p (X't) 7 (X't) - f(}?,t) em T (3.68)
@ (X't) - 3 ()Z) em T, (3.69)

Neste tltimo problema 7 é a normal externa na configuracao de referéncia, veja Fig. 3.3.
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v
San

Sy

\4

Figura 3.3: Vetores tracao e normais em €2, e €.

3.3.2 Formulagao fraca do problema: Configuracao de referéncia

J4 a formulagao fraca é do tipo:

e Problema 3.2: Determine ()Z', t) € K, para cada t € [t,,tf], tal que

/P-V)zéﬁdQO:/ pog-éﬁdﬁo—i-/ {-62dA, VYodeV. (3.70)
o Qo T

t
o

Aqui K é o espago dos deslocamentos admissiveis dado por
K={iluecW,(Q), i=tdemy} (3.71)
, para p suficientemente grande, e V é o espago dos deslocamentos virtuais, dado por
V = {6l bu; € W, (Q), 6@ =0em Ty}, (3.72)
Ou denotando, para cada t € [t,, ],
I (i 61) = / PV il d9 — / pob - 0t A, — /F 751 dA, (3.73)
0 0 to
o problema pode ser reescrito como:

e Problema 3.3: Determine 4 ()Z', t) € K tal que, para cada t € [t,,ty],

F(@60) =0 VogeV. (3.74)

3.4 Formulacgao incremental
A formulag@o incremental entre o instante t,, e t,11, veja Fig. 3.4, considera que:

e A configuragao e as varidveis de estado sejam conhecidas em €2,,;
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><y

\ 4

Figura 3.4: Descricao incremental.

e As equagdes de equilibrio sejam escritas em $2,,41.

Assim, o campo de deslocamentos serd representado por

Gn = @n—X - Gpn=1 ()Z,tn (3.75)
an—f—l = fn—}—l - X ﬁn—&-l =u <X> tn+1> (3-76)
e deste modo
Fnyi = I+ Vgt (3.77)
F, = I+ Vg, (3.78)

Assim, em t,,41, a forma fraca do problema pode ser escrita como:

e Problema 3.4: Encontre 4,11 € K tal que
F (tUpt1,;00) =0 Vouey, (3.79)

onde

F (@ps1;010) = / P (iiyy1) - V00 d9% — / Pobnit - 0T dQ — / b1 00 dA,.
ry

o o

Como o Problema 3.4 é néao linear com relagdo a t,41, ¢ proposto o método de Newton
para a sua solugao.
3.4.1 Linearizacao e método de Newton

Seja
@y =1ip, k=0 (3.80)
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onde k denota a iteragdo no processo de Newton. k = 0 ¢é o valor inicial convergido da tltima

iteracao, isto é, u,. Deste modo, para a k-ésima iteracao
Wy = gy + Ay (3.81)
Com o objetivo de determinar A@¥ ,; ¢ imposta a condicao
r(athea) =0 ey, (3.82)

ie, F(atoa) = £ (b, + Adk,,08) 0 Voie V. (3.83)

Considerando F (-,-) como sendo suficientemente regular, e expandindo F (¥, + A% ;@)

em uma série de Taylor em z_[fl 41, obtemos, para uma aproximagao de primeira ordem,
_; e S ks g
2 <un+1 + Aty q; 5u> =F <un+1, 5u) + DF <un+1, 5u> [AunH] . (3.84)
Agora, pela Eq.(3.83) é possivel escrever
ks _f; _ ks
DF (unﬂ, (5u> [Aunﬂ] =—F (unﬂ, (5u) . (3.85)

com
D (i,:0m) [Ad,] = /Q a (i) Vg (A, ) Vo g, (3.86)

onde A é o médulo tangente global, o qual é dado por

OP,

A(a* = - :

[ <un+1>}ijkl OFy,; -, (3.87)
OTip 1 —1p—1

3.4.2 Notas sobre a determinacao de A

O computo de A requer a determinacao da derivada da tensdo de Kirchhoff com relagao ao
gradiente da deformagao. Porém, da Eq.(3.15) é possivel escrever T como funcdo da tensao
rotacionada de Kirchhoff, 7. Desta forma serd necessdrio determinar a derivada de T com

relagdo a F,, 1. Porém como

— _ 2 eteste

Tn+l = Tn+tl n+1 a(')n )
aplicando a regra da cadeia, temos

teste eteste

OTny1 _ OTnp OB, 0CT

D= = . 3.89
aFnJrl 8E$;_T_Slte 80%?_3;6 aFn«H ( )
Denotando P
= Tn+1
D = (3.90)

n+1
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teste

OE¢
G=_——2 (3.91)
8Cn+1
€ GC teste
H=—41 3.92
aFnJrl ( )
pode-se reescrever a Eq.(3.89) como
D = DGH, (3.93)
a qual em componentes é dada por
ﬁz‘jkl = D’ijTSGTSququ}l' (394)
Determinagao de H
Sabe-se que
eteste eteste T eteste
n+1 = < n+1 ) n+1
= (F3) TF]  Fpp (F)
= (F)™" Cppa (Fp) (3.95)
ou em componentes
teste — —
Oty = [ED ] o [0 (3.96)
Logo,
eteste
3ngn+1 — [(FZ)—T} 8CTSn+1 [(Fz)fl} ) (397)
8Fkln+1 e 8Fkln+1 sJ
Mas
69(:7TS +1 é?
= = For Frns
s ~ 0B L)
= 0piFhsy1 + Frrpyi0sls (3.98)
entao substituindo Eq.(3.98) na Eq.(3.96) produz
eteste
H.. —  _in+1
ijkl aFkln_H
— teste teste —
= [ e e 1Lj. (3.99)
Determinagao de G
8E teSte 8 teste te@te
G=——ntl 1n( et ) ce' ) 3.100
80%1:_91& 8Cgtislte +1 2 aCeteete +1 ( )

Perceba que a determinacao de G requer uma derivada do tipo d)((X). Este tipo de derivada

é uma derivada de uma fungao isotrépica. Esta classe de derivadas foi investigada em detalhes
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por SOUZA NETO et al. (1998) e ORTIZ et al. (2001). Neste trabalho foi implementada a
proposta apresentada por ORTIZ et al. (2001).

Determinacgao de D

A determinacao do tensor de quarta ordem D ¢ a unica contribuicao oriunda da relagao con-
stitutiva do material, no médulo tangente consistente A. As demais contribuigbes sdo todas
relacionadas a parte geométrica.

De fato, D depende se o estado ¢ eldstico ou elastopldstico. Se F < 0, D é assumido como o
moédulo eldstico D, e se F > 0 entao D é o médulo tangente consistente elastoplédstico D, que

deve ser identificado do sistema de equagdes por Eq.(3.62).

3.5 Definicao do modelo

A fim de exemplificar a descricdo proposta aqui e proporcionar uma visao mais detalhada, um
modelo constitutivo serd agora escolhido e aplicado para sélidos de revolucao e também para
o caso de estado plano de deformagoes. Como ja comentado anteriormente serd investigada
a performance numérica do método MEFG, considerando o problema elastopldstico sujeito ao
fenomeno de travamento volumétrico. Para tanto, e em via de poder estabelecer algumas com-
paragoes com trabalhos realizados nesta linha, serd considerado um modelo de plasticidade do
tipo J2 o qual ja foi investigado por vérios autores como SIMO & ARMERO (1992) e também
por SOUZA NETTO et al. (1996) e SOUZA NETTO et al. (2002). Este modelo constitutivo
considera uma regra nao linear para o endurecimento isétropico. Vdrios exemplos serdo nu-
mericamente analizados de modo a poder avaliar a performance do método quando comparado
com alguns resultados jd apresentados por estes autores, porém dentro do enfoque de elementos
finitos de baixa ordem. Em alguns casos também ird se comparar os resultados obtidos com um
elemento finito tri6 também desenvolvido neste trabalho.

No desenvolvimento do modelo axissimétrico utiliza-se o sistema de coordenadas cilindrico.
E suposto que as propriedades materiais, o carregamento e as condi¢bes de contorno sejam
independentes do dngulo de rotagao #. A Fig. 3.5 mostra, de forma esquemsdtica, a descrigao
do modelo axissimétrico. O tensor gradiente de deformagao é escrito com relacao ao sistema

cartesiano como

F = I+V U
Oy Ou  Oduy
1 00 X, 0X3 0Xs
= Oug  Ouy  Oug
01 0|+ & % %
0 0 1 Oug  Ouz  Oug

@
I
@
&
S
&
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Xg; Z A

C A

»
>

X,r

Figura 3.5: Modelo axissimétrico.

Agora, identificando as relagoes entre o sistema de coordenadas cartesiano e cilindrico pode-se

fazer

Ul < Uyp U < Uy us < ug

X1<—>7" XQHZ XgHQ

O gradiente de ¥ em coordenadas cilindricas ¢ dado por

dup  dup 1du _ up
or 0z r 00 T
— ou, ou 10u
Vei=1| 3" 9 vo0 : (3.101)
Oug  Oug  10ug | ur
or 0z r 00 r

Outra hipdtese levada em consideracao é que o modelo axissimétrico nao possua torgao
aplicada na direcao do eixo z. Como resultado, os campos de deslocamento, de deformacao e de

tensao sdo completamente independentes do angulo 6. Assim, o campo de deslocamento é

up = uy (1, 2) Uy = uy (1, 2) up =0 (3.102)
o que implica que
Qup  dur
or 0z
Vgi=| %% 2w (3.103)
0 0 =

3.5.1 Procedimento local

Para cada ponto de integracao da forma fraca discretizada, precisam ser feitas uma série de
cédlculos antes de verificar se este ponto pertence ou nao ao dominio eldstico. Estes computos

requeridos para cada ponto de integracao estao descritos na tabela de procedimentos 3.1.

Algoritmo local

O modelo proposto para a implementagao axissimétrica consiste no seguinte:
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Tabela 3.1: Computos requeridos em cada ponto

(i) Dado 41 compute:
Foi1 =1+ V gty
(ii) Determine Ff;ffe por
Faemtflte =Fni1 (Fg)_l .

teste

(iii) Determine C%,_; .
eteste _ Feteste T Feteste
n+l — n+1 n+1
. . . o~ teste
(iv) Realize a decomposicao espectral de Cf::le
teste T '
761-&-1 = E A (ll & lz> .

eteste

(v) Compute Uy,
ste este 3 1 g g

e _ (C%tﬂt )2 ~3 " (li ® zi>

(vi) Compute as deformagoes logaritmicas
teste teste
B :ln( il >
este _1

(vii) Tome a inversa de (Uf; Ht )
(viii) Compute

eteste o Feteste eteste -1
n+1 — +n+l n+1 .

1. A relagdo constitutiva hipereldstica

F = DE°
2
= 2uE°®+ (n—§u> tr (E9) I

2
D = 2ul+ (m—§u>I®I

F = ROTTRY, r1=Jo, J=det(F).

2. Funcao de escoamento

F(7,k) = \/3J3 — [k (a) + 0y

70

(3.104)

(3.105)

onde o, ¢ a tensao de escoamento inicial, J é o segundo invariante do tensor tensao

com

rotacionada deviatérica de Kirchhoff, denominado por 77, e
1
Jy = =70 7P,
272
p_ - L
7Y = T—g tr (7)1

Ainda,

k(o) =Ha+ (000 — 0y) (1 - 6_50‘)

(3.106)

(3.107)

(3.108)
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Tabela 3.2: Algoritmo de mapeamento de retorno

eteste

(i) Dado E&\; e kI = ky,, compute:
eteste

ety = DB
(ii) Teste o estado eldstico teste:
- Se F (Fleste kleste) < 0 entdo

o estado ¢ eldstico: atualize (-),,,; = (-)/7

n+1
- caso contrario

0 passo é elastopldstico: resolva o seguinte sistema de equagoes

teste
Er o —E AN 0
Qpa1 — Qp — AN = 0
F (Tn+1, b (ans1)) 0

para Ef | |, apq1 e AN

Atualize as varidveis

OF
Fl . =exp <A)‘ oF n+1> Fn

- fim

é a relagao de encruamento isotrépico. Esta relagao foi utilizada inicialmente por SIMO
& ARMERO (1992) na validagdo dos procedimentos numéricos apresentados por estes
autores. Varios outros autores, como SOUZA NETO et al. (1996) e (2002), tem também

utilizado esta regra de endurecimento isotrépico em seus trabalhos.

3. Evolugao do endurecimento isotrépico
=\

Tal modelo, no enfoque da termodinamica dos processos irreversiveis, € oriundo do seguinte

potencial de energia livre

1 1 1
P = §]D)Ee CE° + §Ha2 + (000 — 0y) [a + ge‘sa] . (3.109)

Na tabela 3.2 sao apresentados os aspectos gerais do algoritmo de mapeamento de retorno.

3.5.2 Solucao do sistema de equagoes nao lineares

Neste item sera feita uma descricdo da solucdo do sistema de equacbes locais, discretizado

no algoritmo de mapeamento de retorno descrito na tabela 3.2, através do método Newton.
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Inicialmente vai se escrever o sistema de equagao em uma forma vetorial conveniente como

_ e eteste
f5 - E12n+1 - E12n+1 + A)‘]\/vuwrl

teste

fo=Es53,  — ESy " +AAN33,

A
o Vs T2 G440

Assim, o problema consiste em encontrar Ef, , |, a1 € AX que resolve

f1=anpy1 —an — AN 0
Jfo=F (Tni1, k (ang1)) 0
fs=FEf,,, — By, + AN, _ 0 (3.110)
fa=ES  —ES . + ANy, 0 '
0
0

com

OF
N=157

f(@=0. (3.112)
com ¥ = (AA, ety By By Efy Eggnﬂ) .

Meétodo de Newton

O sistema de equagoes nao lineares Egs.(3.110) é agora resolvido pelo método de Newton. Para
tanto considere
o1 =an, =0, (3.113)

onde 7 denota a iteracao de Newton. Neste, 1 = 0 é o valor inicial assumido como o tltimo passo

convergido, isto é, ¢y. Deste modo a i-ésima iteragao
I =gl + A (3.114)
nt+1 = Int1 Qn+1- .
Para a determinagio Ag, 11 Impoe-se
o i1 Lo » 5
F@5) = F (@i + Adyy) =0.

Agora, considerando f suficientemente regular pode-se expandir f (cfnﬂrl + Aq’n’;l) em uma

série de Taylor em ¢,',, e mantendo uma aproximacao de primeira ordem, temos

X — 7 =1 é’j? d;f -7
F @1 + AG4) = (@) + % [Ag) ] - (3.115)
Desta forma, definindo B
M= (3.116)
= %7 _

pode-se obter a seguinte estimativa para ch’nﬁrl, como solucao de

M [AG ] = —F (@) - (3.117)
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Tabela 3.3: Algoritmo de Newton aplicado ao sistema de equagoes do algoritmo de mapeamento
de retorno

(i) Inicialize o contador de iteracdo: ¢ «— 0
(ii) Inicialize q_'an = (a1
(iii) Compute o residuo f‘o = f((j'an) , erTo = HfoH .
(v) Faga enquanto (erro > tol ou i < imaz)
(1) Determine a matriz tangente M = M (g, ,)
(2) Resolva o sistema linear para Ag,’,

AGiy =M

(3) Atualize os deslocamentos cj’nfll
i i .
qnz+1 - qn71|—1 + Aqnz—&—l

(5) Compute erro =

70
(6) Atualize f i fitl e i+1

fim

O algoritmo do Método de Newton estd esquematicamente mostrado na tabela de procedi-
mentos 3.37. Detalhes sobre o algoritmo do Método de Newton, utilizado neste trabalho, podem

ser vistos no Apéndice C.

Determinacao de D

A identificacao de D=D" para este modelo pode ser feita de forma explicita através do seguinte
sistema de equagdes, veja SOUZA NETO et al. e (2002):

dE%-Fl +d (A)‘) Nypt1 + A)\%?_I::ll d7_-n+1 dE'(riLtrlal
dOén+1 —d (A)\) = 0 (3.118)
Npt1-dTp41 + %danﬂ 0
com
OF_ 9F k()
ok (Odn+1)
T O 3.119
80dn+1 ( )
da Eq.(3.118.2)

d(AX) = dani1 (3.120)

e da Eq.(3.118.3)

1
dom 1 = =g Nog1 - dTni1. (3.121)
Oan 41

"4maz Maximo nimero de iteragoes permitido
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Agora substituindo Eq.(3.121) em Eq.(3.120) obtém-se

1
OF
804n+1

d(AX) = — Npi1-dTpi. (3.122)

Substituindo Eq.(3.119) e Eq.(3.122) em Eq.(3.118.1) deriva-se

B ~ 1 _ aN 1 ,_ trial
D~ tdF — —7 Nnt1 (Npq1 - dTni1) + AN — = dF g = dEf:Jrl :
o Tn+1

Coletando os termos e sabendo que (A®B)C=(B-C) A

_ aNn — 1 _ e ria
<]1D 1y AA%) dT — —7Nnp+1 (Npy1 - dTni1) = dEntﬂl
T’rLJrl aan+l
_ aNn 1 _ 1 _ trial
<HD ! +AX o7 il ) ar — —aF (Nn+1 X NnJrl) dTny1 = dEfL—‘rl .
" 8Oén-s-l
Denominando agora
ON,,
A = Dl4an—rtt (3.123)
87-n—‘rl
1
B = _TNN-H ® Npt1 (3.124)
aoCn+1
obtém-se
(A+B)dF,y = dEC T (3.125)
o que implica finalmente em
~ e ar, _
b—D” -2 — (a+B), (3.126)
n+1

ou ainda substituindo as equagoes Eq.(3.123) e Eq.(3.124) em Eq.(3.126) obtém-se

—1
aT ON 1
DeP — ;*jﬂ — (]1))—1 + A\ a_”“ ——7 N1 ® Nn+1> ) (3.127)
dE’rH—l Tn+1 80zn+1

Determinacao de ?)7__—”:?1 O tnico termo que falta determinar é a derivada de N,+; com

relacdo a T,+1. Esta pode ser obtida considerando que

aNijn+1 _ 0 \/g %gn-u
0Ty Oty \ V2 720l

n+1 —+1

\/g 1 87-371-&-1 =D 8 1
5 — + T — — . 3.128
: [H*MI ey T Oy \ PP (3128)
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Mas 5
Tijnin 1
— = 0;.04 — =0k1044 3.129
T kOl = 30k104 ( )
© D
0 1 _ “Thlpin
0Tl (H?D H) R (3430)
o \T2al) ~ Tl
Substituindo Eq.(3.130) e Eq.(3.129) em Eq.(3.128) produz
7D zD
N; 1 TiGns1 Tkl
]n+1 \/7 5 o _5 5 In+1 n+1] (3 131)
ik O3l k945 ) .
3Tkln+l * 7Rl [ 3 172"
ou 5N
ntl \f [ e1-N N ]
— n+1 & n+1 (3132)
OFnpr V2F24 L 3
em que
Lijet = didji (3.133)
I®I = 5ij5kl- (3.134)

3.6 Aspectos computacionais relacionados ao MEFG

Nesta secao serao descritos aspectos computacionais relevantes da implementacao de problemas
axissimétricos de grandes deformacgoes pelo MEFG. Como j& comentado no Capitulo 1, cada

grau de liberdade do campo de deslocamento é aproximado por

n
T (X’) =Y &, ()Z') i
I=1

i () =S ()

Partindo do Problema 3.4 pode-se escrever a forma discreta deste problema pela introducgao
das funcoes de forma associadas ao MEFG, descritas acima. Assim, o problema fica reescrito

como:
e Problema 3.5: Encontre ?IZH e K" tal que
r (ﬁﬁﬂ,;dﬁh) —0 Vi eVh (3.135)

onde

F(UZH;&_[) :/Q P( M) V ¢0it dS, /oninﬂ-éﬁ on—/Ft 1 0ii dA,,

o o
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Porém a forma discreta oriunda deste problema nao é atraente para a implementagao numérica
pois recai na manipulacao de tensores de quarta e segunda ordem. A fim de manipular somente
com vetores e tensores de segunda ordem um mapeamento serd apresentado na se¢ao seguinte.
Com base neste mapeamento serao entdo definidos os vetores forca interna e externa, os quais

serao utilizados na iteracao de Newton do problema global.

3.6.1 Particularidades axissimétricas

Algumas particularidades encontradas na implementagao dos problemas axissimétricos serao
agora consideradas. O gradiente de @" em componentes cilindricas, dada a sua discretizacio

espacial, é escrito como

oul  oul 0P, 0P
arh Bzh 0 n or Ury 9z Ury 0
Lah ou}  Oul} _ 0P, 0P,
VXU - or 0z Oh - Z or Uzr gz Uar 0 ’ (3136)
= 1
0 0 =« =1 0 0 1du,

Entretanto, a implementacao de tal procedimento é inadequado. Deste modo, é proposto um
mapeamento entre a forma matricial de V )—(*ﬁh em forma vetorial adequada onde apenas as

componentes diferentes de zero sao levadas em consideragao. Este mapeamento é tal que

r —h %
(Ved"), a0
(V)fﬁh)m n 7. 0 ”
(Vgih)y, | = 0 & [ " ] : (3.137)
Uz
(V)Eﬁh)m = 0 851;[ !
L (v)?ﬁh)s,g d L %(I)I 0
Denotando agora
G?:[ o e e, f] (3.138)
0 0 or 0z 0
e
F:[10011], (3.139)

é possivel escrever o vetor gradiente de deformagao como

Fh=T+Gh (3.140)
Ccom n
Gh =Y Gi (3.141)
I=1
ou ainda
Gh = GIwI (3.142)

com 49 dado pela Eq.(1.48) e
GI=[G1[Gal---|Gn].
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A forma linearizada do vetor gradiente de deformagoes é tal que

F (ah) = o[ +4Gh (3.143)
= 6Gh
— G5 (3.144)

Da mesma forma ird se escrever o vetor PK1 como
P'=| Py Py Py Py P |. (3.145)

3.6.2 Forgas internas e externas

O principio do trabalho virtual estabelece que, na auséncia de forgas inerciais,
swint — syyeet, (3.146)
Deste resultado é possivel determinar os vetores de forga interna e externa. O vetor de esforcos

internos ' &

swint  — f_int . 5iY

= / P.6§F dQ,
Qo

= / PG99 dQ,
Qo

= /(Gg)TﬁdQO-(Sﬁg.
Qo

Assim,

fint — / (G9T P dQ,. (3.147)
Qo
De maneira similar, o vetor de forcas externas fe"’:t ¢ dado por

sSwert  — fext . Sid

- /poz?o.aﬁd90+/ £ 0 dA,
Q0 It
- / o - BIST dQY, + / L. 8959 dA,
r

- oud.

- [/ )T B dY, +/ @7 %, dA,
rY

/ )T B d2, +/ (@7 E, dA,. (3.148)
rY

Assim,
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A Eq.(3.146) implica em
f_-int _ f_-’eact'

3.7 A equacao de equilibrio MEFG

O problema nao linear global serd agora descrito em termos da equacao de equilibrio residual.
Tal equagao referencia as forgas internas e externas do problema, Eq.(3.147) e Eq.(3.148). Nos
problemas estudados aqui serd assumido que as forgas externas nao sejam dependentes da con-
figuragdo. O problema discreto em termos da equagao de equilibrio residual é posto na seguinte

forma.

e Problema 3.6: Encontre QZ’Z 41 que satisfaga a equagao de equilibrio residual
P ) = Fr () - fist =0 (3.149)

onde

(i) = ], (@7 (@) a0,

:?,itl = / Po (q)g)T bo dQO + / (Qg) ton-‘rl dAO'
Q %

3.7.1 Linearizacao e método de Newton

Seja

—»ZH =9, E=0 (3.150)

onde k denota a iteragao do processo de Newton, sendo £ = 0 o valor inicial assumido como o

valor convergido do tltimo passo de @Y, isto & ij,. Para a k-ésima iteracao

k+1 k
gttt
@) = a0 + AT, (3.151)
k
Para determinar Au? 41 € necessdrio impor
S opktl = . —‘hk+1 g_,gk+1
r<n+1>—0 S Uy = P9 . (3.152)

Considerando 7 suficientemente regular, expandindo 7 ( (TS VAN T +1> em uma série de Taylor

—hk N . ~ . .
em 4, ,, obtém-se, para a aproximagao de primeira ordem,

F( Upy1 T Aun+1> =r ( n+1> + D7 < n+1) {A&’Zil} (3.153)

0 que implica em

DF (i) [Adt | = 7 (@) | (3.154)
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Tabela 3.4: Método de Newton para o problema global

(i) Inicie o contador: k « 0

(ii) Inicialize @, = @n41

(iii) Compute as informagoes da tabela 3.1
(

. . - Sp0 7 —p0 re
iv) Compute o residuo 70 = 7 (uZH) por 0 = fint (uthl) — ﬁfl

e o erro por erro = |||
(v) Faga enquanto (||| > tol ou k < kpaz)

(1) Monte a matriz de rigidez K = K (EZL)

k
(2) Resolva o sistema de equagdes para A
(3) Atualize os deslocamentos ﬁﬁﬁ

k+1 k k
—gF Tl g =g
Up gy = Upyq + Aty 4

(4) Compute os novos valores da tabela 3.1
(5) Compute P! e entdo erro = |||
(6) Atualize i* «— Tl ek« k+1

fim

em que
DF (aﬁ +1) [Aﬁf; H} - / (G AGIAG,, dD,
= / (G9)T AGY dQ, AT,
- K;ﬁZL
onde
K = /Q (GHT AGY dQ, (3.155)

na qual A é a forma matricial do tensor de quarta ordem do médulo tangente consistente A
definido na Eq.(3.88).

Baseado neste resultado o sistema de equagoes da Eq.(3.154) pode ser escrito como
_»gk — _»hk
KA@,, = —7 (un+1> (3.156)

k
e deve ser resolvido para Aﬂ,’fl 11
O algoritmo global do método de Newton é descrito na tabela de procedimentos 3.4%.
A tabela 3.5 mostra uma sequéncia de procedimentos para a determinagao do médulo tan-

gente A.

8 kmaz € 0 nimero de iteragoes permitidas
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Tabela 3.5: Determinacao do médulo tangente global A

(i) Compute G pela Eq.(3.100)
(ii) Compute H pela Eq.(3.92)
(iii) Compute D
Se F (Firial, ktrial) <0 entdo
D = D pela Eq.(3.104)
caso contrdrio
D = D pela Eq.(3.126)
fim
(v) Compute D pela Eq.(3.94)
(vi) Compute A pela Eq.(3.88)
(vii) Identificar A
A Ferme p

matricial

3.8 Travamento volumétrico

Como ja comentado na introdugao deste capitulo o modelo material apresentado nesta segao as-
sume como hipdtese a incompressibilidade do fluxo elastopldstico. Tais modelos sao conhecidos
como modelos de plasticidade J3 pois consideram apenas a parte desviadora da tensao no modelo
constitutivo elastopldstico. Entretanto, tal hipétese leva ao ja bem conhecido fendémeno de trava-
mento volumétrico ao se usar, por exemplo, elementos finitos de baixa ordem de aproximacao
juntamente quando sdo consideradas as hipoteses de estado plano de deformagoes ou de modelos
axissimétricos. Tal fendomeno também é constatado quando sao utilizadas metodologias do tipo
livre de elementos ou sem malha como foi constatado por ASKES et al. (1999), DOLBOW &
BELYTSCHKO (1999) e também por HUERTA & FERNANDEZ-MENDEZ (2001).

O método B-bar (]_3) proposto por HUGHES (1980), o método enhanced assumed strain
(EAS) proposto por SIMO & RIFAI (1990) e o método conhecido como F-bar (F) proposto
por SOUZA NETO et al. (1996) sao exemplos de metodologias usadas largamente na literatura
para obter aproximagoes por elementos finitos de baixa ordem livres de travamento volumétrico.
Entretanto, estas metodologias sdo postas de forma geral e podem ser aplicadas sem grandes
modificagoes dentro do enfoque do MEFG, ou mesmo no EFG.

Mais especificamente sobre o travamento volumétrico no MEFG, bem como nos métodos
livres de malha em geral, foram também propostos alguns procedimentos. Em WELLS et al.
(2002) é proposto que seja realizado um enriquecimento extrinseco local, como proposto em
DUARTE & ODEN (1996), apenas onde acontece o fluxo pldstico. J4 em ASKES et al. (1999)
é numericamente mostrado que para um certo valor de s, suporte de influéncia, suficientemente
grande néo é evidenciado o problema de travamento. Porém, em HUERTA & FERNANDEZ-
MENDEZ (2001) é mostrado que ao aumentar o suporte de influéncia o problema de trava-
mento é apenas atenuado mas nao suprimido da andlise. Formulacoes mistas, onde o campo

de deslocamentos e de pressao sdao aproximadas separadamente, sdo propostas em DOLBOW
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& BELYTSCHKO (1999) e também em CHEN et al. (2000) juntamente com estratégias de
integragao seletiva. Neste caso a condigao inf sup de Ladyzhenskaya-Brezi-Babuska (LBB) deve
ser satisfeita.

Neste trabalho serd investigada a implementacao de uma metodologia similar ao procedi-
mento conhecido como F-bar (F), proposto por SOUZA NETO et al. (1996), e aplicado no
MEFG para o problema de deformactes finitas mostrado neste capitulo. Tal escolha se deve
a simplicidade de implementacao do método quando comparado com os outros métodos e pe-
los bons resultados apresentados por SOUZA NETO et al. (1996) e (2002), SRIKANTH &
ZABARAS (2001) e ZABARAS et al. (2003).

3.8.1 Implementacio do F

Basicamente, a metodologia F utilizada aqui requer inicialmente que o gradiente da deformacao,

F, seja decomposto na sua parte isocérica, F;s,, € volumétrica, F,, isto é,

F = Fison (3157)
onde
Fiso = [det F] 3 F (3.158)
€
F, = [det F]3 L. (3.159)

A implementacio do gradiente de deformacdo F requer também que seja definido um gradiente

de deformagao modificado ou médio, chamado aqui de F,,, de forma que,

F, = (Fm)iso (Fm)v :

O gradiente da deformacao F ¢ entdo definido como

F = Fio(Fn), (3.160)
1 1
detF,, 3 I3

= [detF} F = [7} F. (3.161)

Assim, a determinacdo de F requer que a parte volumétrica de F,,, ou seja (Fu),, seja
calculada de um modo especial dentro do elemento. SOUZA NETO et al. (1996) propoe
que este valor seja determinado no centrdide do elemento através de uma interpolagao. Neste
trabalho vai se supor que det F,, seja determinado por um valor médio, dentro do elemento,

através da seguinte expressao para a média
1
I = —/ J dQe. (3.162)
Qe J q,

Ainda, como proposto por MORAN et al. (1990), no contexto do método B, e utilizado por
SRIKANTH & ZABARAS (2001) e também ZABARAS et al. (2003) serd ainda determinado
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um F,, gradiente da deformacéo relaxado, dado por uma combinacio convexa entre F e F, isto
é

F,=aF + (1 - a)F. (3.163)
onde a € [0,1]. SRIKANTH & ZABARAS (2001) utilizaram em suas andlises o = 1073,

Na implementacio do procedimento tipo F, apenas a resposta relacionada & parte constitu-
tiva ¢ alterada. Conforme SRIKANTH & ZABARAS (2001)

P = Poo¢(F)

Neste caso
Fmt = / P(F,) Vi dQ, Voue. (3.164)
Qo

Linearizacao

Uma vez determinada a forma continua associada a chamada forca interna, [, relacionada
agora com F,., pode-se proceder com a determinagdo da matriz tangente utilizada no procedi-
mento de Newton. Da mesma forma feita anteriormente sua determinacao é dada pela lineariza-
cdo de [,

Por definicao

F( —(k )1+€Au;_+)_175u> —F <_'£::)_1a5u>

pr (ay;0a) [aal),| = 1im - (3.165)
- % . [F (a8, + eadlt) ;o)) (3.166)
Agora, sabendo que
% Y [Fmt ( 51421 + EAﬁﬁlﬁﬁ)} = % e—O/OP <FT ( 51421 + 6Aﬁﬁl>> -V gou dfd,

P (F, (@), +eadl,)) - Vgoa g,

_ / 4
B Qo de e=0

e usando a regra da cadeia pode-se escrever que

P (B (2 +aih)) = 505 ],

d

de

F( "+ enil®) ) (3.167)

e=0

O termo aaTP ¢é idéntico ao termo obtido na linearizacao de g—lF) sendo apenas avaliado em F,..
s

Em outras palavras
oP

— = Alg .
aFT ‘Fr
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< OF,
J4 o termo oF

¢ determinado com base na Eq.(3.163), isto ¢

OF, 0 _
5F — OF [oF + (1 —_a)F]
— al+(1—a) gg
Porém, da Eq.(3.161)

oF _ i Im
OF 0 J
2
3

I\ o (J, J.\ 3
7) PR <7>+<7>H

com
OF \ J | J?
Mas
0 8
= JF T

%(Jm) - %(i/ JdQ)
- /aF

= — F~7 Q..
Qe /Qe / a

Logo, substituindo Eq.(3.171) e Eq.(3.172) em Eq.(3.170) pode-se escrever que

a Jm _1 1 -T -T
6—F(7)_J<QE/QEJF 09, — T F )

Substituindo Eq.(3.173) em Eq.(3.169) obtém-se

— 1
3F_1 Im \ 3 1 -7 -T
8_F_3<J> {F@[(Jmﬁe/QCJF dQe)—F %3]1}.

Finalmente, substituindo Eq.(3.174) em Eq.(3.168) obtém-se

OF,

1-a) [Jm)3 1 / L .
ol ) I FTdo,)—F
oF T T3\ A

83

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)
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3.9 Exemplos

Nesta secao serao apresentados vérios resultados numeéricos a fim de avaliar alguns aspectos
referentes a performance da implementacao do MEFG em grandes deformagoes. Entre os tépicos

que serao avaliados estao os seguintes:

e performance da estratégia de solugao através da formulagao de grandes deformacgoes pro-
posta e também do algoritmo elastopldstico quanto & sua robustez, ou seja, da avaliagao

da sua estabilidade ao longo das simulacoes;

e presenca de travamento volumétrico e da eficdcia da estratégia antitravamento volumétrica

apresentada;
e dependéncia de malha;

e condigoes da resposta limite e da localizacao da deformagao.

A fim de proporcionar uma base comparativa foram selecionados alguns exemplos tidos
como cldssicos na literatura da drea para a verificagdo dos aspectos relacionados acima. Ainda,
muitas vezes serao apresentados também resultados obtidos pela andlise dos exemplos através do
MEF considerando um elemento triangular de 6 nés, chamado comumente de tri6, quadratico e
isoparamétrico. Este elemento foi escolhido por nao apresentar o efeito de travamento volumétrico
e por poder ser usado sobre a mesma topologia da malha de integracao usada para o MEFG.
Contudo, ao se introduzir o elemento tri6 sobre a malha de integracao usada pelo MEFG, que
por sua vez pode ser vista como uma malha de integracao usada para um elemento tri3, deve-se
manter em mente que sao adicionados vdrios nés a mais na malha devido aos nés intermediérios
das arestas dos elementos tri6.

Em todos os exemplos apresentados nesta secao foi utilizado o = 0, isto é, apenas a proposta

original de F foi considerada.
3.9.1 Deformacgoes hiperelasticas

Anadlise de tensao-compressao unidimensional e cisalhamento puro

Uma andlise simples de tensao-compressao unidimensional, Fig. 3.6(a), é realizada agora de
forma a validar e ilustrar a relacdo hipereldstica nao linear entre a tensao rotacionada de Kirch-
hoff, T, e a deformagao logaritmica E¢. E possivel mostrar que quando o estado de tensao é

unidimensional a relacdo entre a tensdo e a deformacao é dada por”
T..=FIn (Az) (3176)

onde A, é o estiramento na diregao de z.

9 __ 9kp
E= 3r+p
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z Y

ATTTA\% N

(a) (b)

Figura 3.6: (a) Modelo uniaxial sobre a hipétese axissimétrica e (b) modelo de cisalhamento
puro sobre a hipétese de EPD.

Na Fig. 3.7 é mostrado o comparativo entre a tensao analftica e o resultado numérico para
tal simulagao. Neste grifico é plotada a tensdo normalizada (7,,/F) versus o estiramento .

Os parametros materiais adotados sao os seguintes

k = 164206.35 MPa
pw = 80193.80 MPa.

1,00 -
0,75
0,50

m s
\3 0,25 o Numérico

I

Exato

0,00

-0,25 A

-0,50 -

-0,75 T T T T T T ]
0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50

Estiramento - X,

Figura 3.7: Resultado analitico e numérico para o problema de tensao-compressao uniaxial.

J4 na Fig. 3.6(b) é mostrado o modelo utilizado para simular um estado de cisalhamento
puro considerando a hipétese de estado plano de deformacoes. Para este caso a solucao analitica,
veja WEBER & ANAND (1990), ¢ dada por

1 /
Oy = WY —1 In <1+%’72+’Y 1+711’}’2> (3177)
1+ 572

1
Ozz = 370zy

Oyy = —370uy (3.178)

Na Fig. 3.8 é apresentado o grafico da tensdo normalizada (o,/p) versus o cisalhamento,
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obtido analitica e numericamente. Note que, novamente, a tensao obtida coincide com a solugao
analitica dada por Eq.(3.177).

1,0
0,81
= 0,6 1
~
g
© 041 .
o Numérico
Exato
0,21
0,0 T T T T 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Cisalhamento - ~

Figura 3.8: Resultado analitico e numérico para o problema de cisalhamento puro.

3.9.2 Casos multiaxiais
Estriccao de um corpo de prova - Necking

E proposta agora a andlise de um corpo de prova cilindrico onde deseja-se verificar a "estriccao",
necking, e também problemas relacionados com o chamado travamento volumétrico. Para tanto,
é considerado o modelo da Fig. 3.9(a) que consiste em um modelo axissimétrico de 53.334
mm de comprimento por 6.413 mm de raio. Devido as caracteristicas de simetria, apenas um
quarto do modelo é discretizado. O modelo é submetido a um carregamento de deslocamento
de @, = 7Tmm. Tal carregamento é obtido por uma rampa de carregamento linear onde vérios
passos de carregamento sao considerados.

Para que a estriccao seja iniciada, uma pequena imperfeicdo geométrica é introduzida no
modelo. Esta imperfeicao consiste em uma variacao do raio na regiao central do modelo de 1%,
isto é, o raio da regiao central é de 6.35 mm. Exemplos similares a este sao apresentados nos
trabalhos de SIMO & ARMERO (1992) e SOUZA NETO et al. (1996) e (2002) na investigagao
do problema de travamento volumeétrico.

Os parametros materiais adotados para este exemplo foram os seguintes:

K = 164206.35 MPa

p = 80193.80 MPa
o, = 450.00 MPa
H = 129.24 MPa
0oo = 715 MPa

§ = 16.93.

Ainda na Fig. 3.9 sdo mostradas a malha de integragdo e também a distribuigao de particulas.
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A malha mostrada na Fig. 3.9(a) também sera utilizada para a andlise considerando um elemento
finito tri6. Neste caso o nimero de nés da malha é de 1379 nds. A distribuicao de particulas
referentes a malha de integracao da Fig. 3.9(a) ¢ mostrada na Fig. 3.9(b). Neste caso s@o
dispostas 364 particulas conforme o algoritmo ja apresentado no Capitulo 1. A fim de poder
comparar as andlises com o mesmo nimero de graus de liberdade é introduzida a distribuicao
de particulas mostradas na Fig. 3.9(c). Note que esta distribuicao é igual a distribuicao de nés

para a analise com MEF-tri6 apresentada na Fig. 3.9(a).

z
6.413 o particula EFG
| NolN o particula EPuFe
=
©
N}
e
Sk
i (@ )
6,35 r

Figura 3.9: Modelo axissimétrico - Malha de integragao usada no FEM e distribuicao de particu-
las para o MEFG.

Na Fig. 3.10 ¢ mostrada a comparagao entre as configuragoes deformadas do corpo para 85%,
Fig. 3.10(a) e (b), e 100%, Fig. 3.10(c) e (d), do total do deslocamento prescrito, considerando
as malhas apresentadas na Fig 3.9(a) e (¢) com ou sem a implementacao da metodologia F-bar.

Fazendo uma andlise qualitativa destes resultados é possivel notar que nao hd uma distingao
aparente na geometria deformada para o estdgio 85% do deslocamento total prescrito. Assim,
para este caso as implementagoes com e sem F-bar, 3.10(a) e (b) respectivamente, propiciam
safdas semelhantes. Entretanto, quando esta mesma andlise é feita para 100% do deslocamento
total prescrito é possivel verificar diferencas discrepantes na regidao de estriccdo quando sao
comparados os resultados oriundos do MEFG e do MEF. E possivel notar ainda que a introducéo
da metodologia F-bar, 3.10(d), proporciona uma sensivel mudanga quando comparada com a

configuragao deformada sem F-bar, 3.10(c).



CAPITULO 3. ANALISE DO MEFG SOB DEFORMACOES FINITAS 88

85% 100%
MEF-tri6 MEF-tri6 MEF-tri6 MEF-tri6
MEFG-tri3 MEFG-tri3 MEFG-tri3 MEFG-tri3
com F-bar com F-bar
— MEFG
— MEF
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.10: Comparacao entre as deformadas obtidas pelo MEF e MEFG em dois estdgios do
processo.

E possivel notar também diferencas entre as saidas de deformacao pldstica acumulada, p, Fig.
3.11, no final do processo. Novamente, nestas figuras estao as saidas para as malhas mostradas
na Fig 3.9(a) e (c) e também levam em considerac@o a implementagao da metodologia F-bar no
MEFG.

MEF-tri6 MEFG-tri3 MEFG-tri3
com F-bar
p p p

- 1.8823 i 1.5142 r 1.7625

1.7026 1.3710 1.5947

1.56229 1.2284 1.4269

1.3432 1.0855 1.2592

1.1635 0.9425 1.0910

0.9838 0.7996 0.9236

0.8041 0.6567 0.7558

0.6244 0.5138 0.5880

-0.4447 -0.3709 - 0.4202

-0.2649 -0.2280 -0.2525

(a) -0.0852 -0.0851 (C) -0.0847

Figura 3.11: Deformagao plédstica acumulada para as diferentes implementagoes.
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Ja a Fig. 3.12 plota as curvas de forca na direcao z versus o deslocamento na mesma
direcdo, para a parte superior do corpo. A forca foi calculada assumindo que o estado de tensao-
deformacao na parte superior seja praticamente homogéneo. Com base nesta figura é possivel
ter uma idéia mais clara das diferencas existentes ao se fazer uso do método de aproximacao com
e sem a presenca de uma metodologia F-bar. Fica claro que os resultados permanecem préximos
durante grande parte do processo, a menos do erro de discretizacao quando considerada a malha
de integragao da Fig. 3.9(b). Porém, a partir de um certo ponto, que parece ser um ponto de
inflexdo no gréfico, e que é um pouco diferente para cada implementagao, a solugdo comeca a
se afastar daquela obtida pelo método de elementos finitos usando elementos do tipo tri6 na
malha da Fig. 3.9(a). E possivel perceber também que a implementacio da metodologia F-bar
produz uma sensivel melhora nos resultados fazendo com que a resposta se aproxime daquela
encontrada pelo método dos elementos finitos. Ainda neste grifico sao plotados os resultados
obtidos por SIMO & ARMERO (1992) e SOUZA NETO et al. (1996).

80 1
70

(=]
o
1

—— FEM-tri6 1379 nés

—+— MEFG-tri3 364 nés N\
—=— MEFG-tri3 364 ncs - F A
—— MEFG-tri3 1379 nés
| —— MEFG-tri3 1379 nés - F
109 | SOUZA NETO et al. (1996) - F
———— SIMO & ARMERO (1992) - Q1/E5
0 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Deslocamento -u, (mm)

Forga - F. (kN)
=

DO
o
L

Figura 3.12: Forga axial x deslocamento na parte superior do corpo.

Meia simetria

No exemplo anterior o caso de estriccao de um corpo de prova foi numericamente investigado.
Devido as caracteristicas de simetria, apenas um quarto do corpo foi espacialmente discretizado.
Para este caso, a regiao de maior solicitagao, definida pela regido central do corpo de prova, isto
é, regiao inferior do corpo modelado, é justamente a regiao de maior presenga das fungoes de
peso do tipo EPuFem, decorrente da imposi¢cao da condigao de simetria. Como ja comentado e
ilustrado no Capitulo 1, as funcgoes de forma finais oriundas apenas da composicao de fungoes de
peso do tipo EPuFem reproduzem uma interpolacao linear do campo u e desta forma implicam
em uma aproximagao constante para F, o que torna ineficaz, nestas regioes, a aplicacao da
metodologia F-bar.

E proposto agora a simulaco de tal problema considerando apenas meia simetria do corpo,
ou seja, que seja imposta apenas a simetria ao longo do eixo z da Fig. 3.9(a). A distribuigao de
particulas referente a malha de integragao Fig. 3.9(c) é apresentada na Fig. 3.13(a). J4 a Fig.

3.13(b) apresenta a configuragao deformada apds todo o processo completado.
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i

o particula EPuFe

o particula EFG

Figura 3.13: Discretizacao usada para o caso de meia simetria.

Os resultados, novamente considerandos de forga versus deslocamento, na regiao de aplicagao
do deslocamento prescrito, estao apresentados na Fig. 3.14. Repare que neste caso os resultados

obtidos pelo MEFG foram bem mais préximos aos resultados apresentados com o MEF-tri6.

Porém o efeito de travamento volumétrico parece ainda estar presente.

80 7

—=— MEFG-tri3 711 nés
—s— MEFG-tri3 711 nés - F
—— MEFG-tri3 2725 nés
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|
|
|
|
|
/
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! —— MEFG-tri3 2725 nés - F
104 feeee SOUZA NETO et al. (1996) - F
[ f— SIMO & ARMERO (1992) - Q1/E5
0 T T T T T T 1
3 4 5 6 7

0 1 2
Deslocamento -u, (mm)

Figura 3.14: For¢a axial x deslocamento na parte superior do corpo - 1/2 simetria.

Anadlise de localizacao e dependéncia de malha sobre estado plano de deformacoes

Neste exemplo ¢ apresentado um modelo de tracao uniaxial de uma barra de segao retangular
sob condicao de estado plano de deformacoes. As dimensoes da barra coincidem com aquelas

apresentadas no exemplo anterior. Isto é, ao invés de possuir um raio de 6,413 mm esta serd
Novamente, uma pequena imperfeicao

a dimensao da metade da base da barra retangular.
geométrica ¢ introduzida no modelo. Esta imperfeicao consiste em uma variacao na base da
regiao central do modelo de 1%, isto é, a distancia do centro da barra retangular até a lateral
é de 6,35 mm. Esta barra é entdo submetida a um deslocamento prescrito de 4, = 5 mm em
ambas as extremidades.
A fim de evitar o efeito das particulas EPuFe serd considerada a andlise do corpo inteiro, isto
é, nao serao utilizadas condigoes de simetria usuais para este tipo de problema. Os parametros
materiais sao os mesmos apresentados no exemplo anterior a menos do pardmetro material asso-

ciado com a parte linear da regra de endurecimento que é assumido negativo, H = —12,924 MPa,

como sugerido em SIMO & ARMERO (1992).
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Neste exemplo serd investigada se a solucao do problema sofre de dependéncia da malha
de integracao. Para tanto, sao propostas duas malhas de integracao com a mesma distribuicao
e nimero, 861, de particulas mas com diferentes orientagoes das células de integragao. Estas
malhas de integrac@o estdao mostradas na Fig. 3.15(a), denominada O1 - de orientacado 1, e Fig.
3.15(b), chamada de O2. Na Fig. 3.15(c) é apresentada a distribuigao das particulas, que neste
caso é a mesma para ambas as malhas. Porém, isto nao significa que o suporte das fungoes
de aproximacao seja exatamente o mesmo pois relembrando, o algoritmo de determinacao do
suporte s das particulas depende da m&axima distdncia entre a particula e sua lista de particulas

adjacentes, que de fato é diferente para cada uma das malhas.

o particula EFG

Orientagao 1 (O1)  Orientagao 2 (02) | particula EPuFe

©0006000000000000000

©000000000000000000

10000000000000000000

0000000000000000000

10000000000000000000

$60000000000000000000

©000000000000000000

(a) (b) (c)

Figura 3.15: Malhas de integracao utilizadas para a andlise de problema de estiramento de um
corpo sob EPD.

Para efeito de comparacao serao também efetuadas andlises considerando um elemento finito
tri6. Para tanto, serdo utilizadas as mesmas malhas de integracao mostradas nas Fig. 3.15(a) e
Fig. 3.15(b). Porém, neste caso o nimero de graus de liberdade associados as malhas de MEF
sao bem maiores do que os utilizados na anélise por MEFG. O niimero de nés da malha de MEF
tri6 é de 3321.

e Resultados usando Elementos Finitos - Elemento Tri6

Nesta secao serao apresentados e discutidos apenas os resultados obtidos pela andlise uti-
lizando um elemento finito do tipo tri6. A Fig. 3.16 mostra as malhas deformadas no final da

andlise. A Fig. 3.16(a) refere-se a malha com orientacao O1 e a 3.16(b) a malha com orientacao
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02. As Fig. 3.16(c) e (d) sao ampliagdes da regido mais refinadas das Fig. 3.16(a) e (b) re-
spectivamente. E visivel a diferenca entre as deformadas das duas malhas indicando uma forte

dependéncia da solugao do problema da malha de discretizagao por elementos finitos.

=

Figura 3.16: Malhas deformadas para a andlise de elementos finitos tri6 considerando a orien-
tagao O1 e O2.

Esta diferenca fica ainda mais evidente ao se plotar as curvas de forga versus deslocamento
obtidas das andlises. Este grifico estd mostrado na Fig. 3.17. Repare, novamente, que por boa
parte da andlise as curvas sao idénticas mas a partir de um certo ponto, fase de estric¢ao do
corpo, existe uma diferenca crescente dos valores entre as duas malhas. Com base na comparacao
com trabalhos semelhantes apresentados por SIMO & ARMERO (1992) e SOUZA NETO et al.
(2003) pode-se notar que a malha com orientagado O2 possui valores de predigao de forga versus

deslocamento mais préximos com os valores apresentados por estes autores.
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) SOUZA NETO et al. (1996) - F
/ ———— SIMO & ARMERO (1992) - Q1/E4
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Figura 3.17: Forca axial x deslocamento para a andlise de elementos finitos tri6.
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e Resultados obtidos com o MEFG

Agora, sao apresentados e discutidos apenas os resultados obtidos pela andlise utilizando o
método proposto no Capitulo 1. A Fig. 3.18 mostra as malhas deformadas no final da analise.
A Fig. 3.18(a) refere-se a malha com orientagdo O1 e a Fig. 3.18(b) & malha com orientacao
02. Novamente, as Fig. 3.18(c) e (d) sdo ampliagoes da regidao mais refinadas das Fig. 3.18(a)
e (b) respectivamente. Diferentemente do exemplo anterior nao é visivel a diferenca entre as
deformadas das duas malhas. Isto indica que ndao hd uma forte dependéncia da solucdao do

problema da malha de discretizagao por MEFG.
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Figura 3.18: Malhas deformadas para a anélise considerando o MEFG tri3 para a orientacao O1

e O2.

Também, esta diferenca nao fica evidente ao se plotar as curvas de forca versus deslocamento
obtidas nas andlises. Este grafico estd mostrado na Fig. 3.19. Neste grifico sao apresentados os
resultados obtidos para as andlises sem a incorporacio da metodologia F e com a metodologia
F para as malhas de integragio com orientacdo O1 e O2 apresentadas na Fig. 3.15(a) e 3.15(b).
Repare que as curvas obtidas sao praticamente idénticas durante toda a andlise. Novamente,

para efeito de comparagao, sao apresentados resultados semelhantes das andlises feitas por SIMO
& ARMERO (1992) e SOUZA NETO et al. (2003).
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Figura 3.19: Forca axial x deslocamento para a andlise por MEFG tri3.

Estiramento de um corpo de dupla fissura
Introduzido inicialmente por NAGTEGAAL et al. (1974), sob condigoes geométricas lineares,
este exemplo reproduz um estado de alto grau de restricao devido a utilizacao de um modelo

constitutivo Jo elastopldstico ideal juntamente com a hipétese de estado plano de deformagoes.

Os parametros materiais utilizados nesta anslise sao
164206.35 MPa

©w = 80193.80 MPa

oy, = 450.00 MPa.

K =

A anélise consiste no estiramento de um corpo com as dimensoes mostradas na Fig. 3.20(a).
Este estiramento é realizado através da prescricdo do deslocamento na regido superior e inferior
do corpo. Em ambas as regioes ¢ aplicado um deslocamento prescrito de 4, = 0,3 mm. A
anédlise ¢ entao feita considerando 100 incrementos constantes de deslocamento. Na Fig. 3.20(b)

é mostrada a malha de integracao usada no MEFG com suporte s = 1,5. Novamente, a Fig.

3.20(c) mostra a distribui¢ao das particulas. Para efeito de comparagdo a malha apresentada na
Fig. 3.20(b) serd também usada para andlises considerando um elemento finito tri6 e também um
PuFem tri3. Cabe aqui novamente ressalvar que o nimero de nés usado na anilise de elementos
finitos tri6 é maior do que os usados na malha baseada em tri3 usada no MEFG e também no

PuFem.
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Figura 3.20: Modelo para o corpo com duas fissuras.

Os resultados para forca x deslocamento, computados na parte superior do corpo, estao
mostrados na Fig. 3.21. Repare que fica claro que o uso do MEFG sem nenhuma estratégia de
antitravamento volumétrico leva a impossibilidade da representacao da carga limite associada
a este tipo de problema. Também, os resultados obtidos da andlise através do PuFem tri3
e do MEF tri6 se afastam do resultado esperado de forma drastica. Por outro lado, quando é
utilizado a estratégia antitravamento apresentada neste capitulo, para dois tamanhos de suportes
diferentes, consegue-se uma reproducao da carga limite do problema, como pode-se observar pela
comparacao com os resultados de SIMO & ARMERO (1992) e SOUZA NETO et al. (1996).
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Figura 3.21: Diagrama comparativo entre a forga axial x deslocamento para as diversas pro-
postas.
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Problema de membrana de Cook

Neste ltimo exemplo é analisada a performance do método frente a um problema onde os efeitos
de flexdo sao predominantes. Este exemplo, conhecido como membrana de Cook, consiste em
um painel trapezoidal, sob hipétese de estado plano de deformagdes, que é engastado em um
lado e submetido a um esfor¢o de cisalhamento de V' = 5 kN, como mostrado na Fig. 3.22(a).
Esta forga cisalhante é distribuida ao longo do comprimento, isto é, a forca distribuida aplicada
é de f =312,5 N/mm. As malhas de integragao usadas bem como seus respectivos arranjos de

particulas sao mostrados na Fig. 3.22 para s = 1, 5.

48

v
E (a) (b)
: (f)

Os resultados para deslocamento u, do ponto superior direito do painel versus o nimero de

16

44
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o0 particula EPuFe

Figura 3.22: Membrana de Cook

elementos distribuidos no lado do corpo sao mostrados na Fig. 3.23. Repare que na medida
em que a malha de integracao é refinada o resultado tende a solugao do problema. Resultados
apresentados por SIMO & ARMERO (1992) sao também plotados na Fig. 3.23.
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Figura 3.23: Deslocamento do ponto superior da membrana de Cook.

3.10 Conclusoes parciais

Neste capitulo o método de Galerkin livre de elementos modificado foi numericamente inves-
tigado, quando submetido a grandes deformacgoes. Os resultados apresentados evidenciam a
presenca do fendomeno de travamento volumétrico. Neste contexto uma metodologia do tipo F-
bar foi implementada e os resultados, provenientes desta andlise, mostram-se melhores quando
comparados com os resultados sem a presencga desta metodologia. Os resultados foram muitas
vezes comparados também com aqueles produzidos por um elemento finito tri6. Em alguns casos
ficou evidente a melhor performance do método MEFG, evidenciando a sua baixa dependéncia
da malha de integracao.

Entretanto, foi verificado também que a presenga de particulas EPuFem nas regioes de grande
fluxo plastico deterioram a solucdo, mesmo quando foi utilizada a estratégia antitravamento
apresentada. Porém, os resultados indicam também que com uma discretizacao melhorada na
regiao de alto fluxo pldstico, regiao de estriccdo do corpo de prova por exemplo, pode levar a
resultados onde o problema de travamento volumétrico seja bastante minimizado.

Uma possivel causa deste tipo de comportamento é o fato de que as fungdes de forma globais
do tipo EPuFem, ilustradas no Capitulo 1, e usadas no exemplo denominado estriccao de
um corpo de prova para impor as condicées de simetria do problema, aproximam F de forma
constante. O refinamento da malha de integragao na regiao de estriccao diminui sensivelmente
a regiao do dominio coberta por estas fungoes de forma global. Isto sugere que a implementacao
de um procedimento do tipo h-adaptativo, do tipo mostrado no Capitulo 2, pode resultar em
uma solugao livre de travamento volumétrico. Entretanto, esta é uma especulacao que deve ser
confirmada através de resultados desta implementagao.

Os algoritmos propostos nesta se¢ao mostraram-se robustos e embora nao tenham sido im-
plementados procedimentos do tipo de controle de deslocamento, como os utilizados por SIMO
& ARMERO (1992) e também SOUZA NETO et al. (2002) para este mesmo tipo de aplicagao,
pode-se levar as andlises suficientemente longe desde que dado o incremento de deslocamento
adequado. Assim como comentado no trabalho de CRISFIELD (1997), também foi evidenciada
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a baixa taxa de convergéncia quando da introducao da metodologia F-bar.
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Capitulo 4

Contato Unilateral em Grandes

Deformacoes

Neste capitulo serao apresentados aspectos gerais com relagao ao problema de contato unilateral,
dentro do escopo de grandes deformagoes, e sob a hipdtese de Signorini, ou seja, que o obstéculo
ou corpo alvo seja indeformével.

O problema de contato e atrito é complexo e de grande importancia dentro da mecanica do
continuo. Especial atencao deve ser dada a este tipo de fend6meno ao propor uma simulagao de
processos de conformagdo em molde, como compactagdo e também forjamento. Assim, tendo
em mente antecipadamente a proposta do préximo capitulo, que é a de simular o processo de
compactacao de pés metdlicos em molde, torna-se imperativo a abordagem deste tépico. Neste
tipo de processo o termo de contato e fric¢ao/atrito é um dos fatores principais da andlise, como
serd comentado com mais detalhes no préximo capitulo.

Nos dias de hoje ja hd bastante literatura disponivel sobre esta drea de conhecimento. Livros
de conteudo exclusivo sobre este tépico foram recentemente publicados por LAURSEN (2002)
e WRIGGERS (2002) onde estdo documentados com mais detalhes vérios dos trabalhos apre-
sentados por estes autores, como por exemplo WRIGGERS et al. (1990) e também SIMO &
LAURSEN (1992).

Diferentemente dos capitulos anteriores, onde o MEFG foi amplamente utilizado, neste capi-
tulo e no capitulo subseqiiente serd utilizada uma versao padrao do método livre de malha EFG.
Isto se deve ao fato de que os termos relacionados ao contato serem comumente impostos via o
método de penalidade ou ainda pelo método do Lagrangeano aumentado. Assim, é proposto que
também as condigOes de contorno essenciais do problema sejam impostas de forma semelhante.

Alguns exemplos numéricos, considerando a hipétese axissimétrica e de estado plano de
deformacoes, serao também apresentados nesta secao para validar e verificar o desempenho da

metodologia proposta.
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4.1 Definicao do problema

4.1.1 Formulagao forte

Seja 2, a configuragao inicial do corpo com contorno 0f1,, sujeita a forca de corpo b definida
em (),, a tracao t prescrita em I} ao deslocamento prescrito @ definido em T'% e a condigio de
contato com atrito definida em I'¢. Seja ainda o contorno dado por 99, = I', UT% U TS com
NIy =g, PN =2 el"NTS = @. A forma forte do problema de contato com atrito

quase-estatico em grandes deformacgoes pode ser enunciado como:

e Problema 4.1: Encontre u, para cada t, tal que

diVP—polz;:O em (4.1)
com
P = t em rt (4.2)
u = u em I (4.3)
e
Q,>0,9,<0 e Qg,=0 (4.4)
sendo )
. — c| dr e || > c
Qg,,_{ cs|Q5l g s Q5| > sl (4.5)

0, caso contrario

Aqui, @C = Pm ¢é o vetor tracao na superficie de I'S e g é a funcao vetorial gap function a
qual serd definida na préxima secao. Ainda, os termos QC e ¢ sao decompostos aditivamente da

seguinte forma

Q¢ =G5+ Q5w (4.6)
na qual
c = @°7 4.7
)6 = I-7e7Q° (4.8)
e
g=gr+gv (4.9)
sendo
G = §-7 4.10)



CAPITULO 4. CONTATO UNILATERAL EM GRANDES DEFORMACOES 101

Nestas ltimas equagoes 7 é a normal externa ao obstdculo no ponto de contato, como visto

na Fig. 4.1, e a Eq. 4.5 representa a lei de atrito de Coulomb cléssica.

4.1.2 Definicao da funcao gap

Suponha que para cada ponto ¥ = ¢ (X ,t), X e I'S, possa ser identificado um ponto corre-

spondente Y € T' 5, como sendo a projecdo mais préxima de I'pps para & no espaco Fuclidiano.
A parametrizagdo da fronteira I'ps pelo seu comprimento de arco [, [ € [0, 1], permite que o

problema de encontrar esta projecao mais préxima possa ser formulado da seguinte forma:

e Problema 4.2: Encontre [* tal que

[* = argmin @'(X,t) —?(Z)H (4.12)
l€[0,1]

= argmin || X —i—ﬁ( _;,t> - ?(Z)H (4.13)
l€[0,1]

sendo a projecao mais proxima dada entao por v <)? , t> -y (l* (X , t)) .

Aqui é suposta a existéncia de uma correspondéncia um-para-um entre os pontos X € I'S e

Y €Ty, Assim, em cada instante ¢, e para todo Xe I'¢ é necessdrio determinar:
e a projecdo mais préxima Y ()Z, t) =Y (l* (X', t));
e a normal ¥ <)?, t) para 'y em Y (X', t).

De posse destes resultados é possivel definir a fungao vetorial gap da seguinte forma

=g

g:-[)f+ﬁ()f,t>—Y(X’,t)} (4.14)

—

e sua componente normal, g, <X ,t> : 'S — R, por
gy:—[)?jtz?()?,t)—?()?,tﬂﬁ(}?,t) (4.15)

A Fig. 4.1 mostra, de forma esquemadtica, o problema de contato com relagao a um obstédculo
fixo, indeformével, Q. de fronteira I'yps a qual estd parametrizada pelo comprimento de arco
[, 1 €[0,1]. A fronteira I'y;s separa o espago em uma regiao admissivel onde g, < 0, em uma

regido de contato para a qual g, = 0 e, por fim, em uma regiao inadmissivel onde g, > 0.

4.1.3 Formulagao fraca

A fim de resolver o problema de contato com atrito de Signorini na descricdo Lagrangeana Total,
na sua forma incremental, é aplicado o método do Lagrangeano Aumentado. Como resultado, a
solucao do problema de contato com atrito é determinada pela resolucao da seguinte sequéncia

de problemas:
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/§\

g,<0
regiao admissivel

=1
S

regido de contato

=0 Q. - 9,0

regido inadmissivel

)

>
€

Figura 4.1: Modelo de contato em grandes deformagdes - problema de Signorini.

e Problema 4.3: Dado ¢, > 0, X €, >0e X)) encontre u,4+1 tal que

Un+1" n+1
- < ok
Upy1 = lim ),
k—o0
aonde @F | ¢ a solugdo de: Encontre @, ; € K tal que

Fat ., 60)=0 VéieV, 4.16
n+1

onde
(0, 0) = £ (@, 00) + 7o (e, 00) + £ (ih,00) (4.17)

na qual

F(ﬁﬁﬂ,aﬁ) - / P( nﬂ) -V ¢0il dD, / Pobrst -0t Sy — / Brir 00 dA,, (4.18)
Qo Qo It

u [~ = Fu i vk —
rF (uiﬂ,éu) =— /Fu Qi1 (quH,eu, >‘Un+1> -0 dA, (4.19)
e
e (g;g +1,5g) -/, ac +1( @16 A +1> 5 dA,, (4.20)
sendo
@y, = Ppam em TV (4.21)

Qo = Q. 7P+Q5 . ér em T (4.22)
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Figura 4.2: Forca normal Q,ﬁ e tangencial Q"fr que surgem no contato.

Neste processo iterativo, os multiplicadores de Lagrange sao atualizados através de

k41 <k 1 /. o

)\'U«n+1 = - |:)\un+1 + a (uf;z—f—l - un+1>:| (423)
1 ,

Norh = <>\’$n+1 o9 <u7’2+1>> : (4.24)

Aqui, (-) é o operador de Macauley, definido por

(o) = 5 (z +1al), (425)
o qual retorna a parte positiva do argumento z. Note que, Xu e €, sao respectivamente o mul-
tiplicador de Lagrange e a penalidade exterior associados a imposi¢ao da condigao de contorno
essencial, e A\, e ¢, sao respectivamente o multiplicador de Lagrange e a penalidade exterior
associados & imposi¢cao do contato normal.
Ao observar o Problema 4.3 pode-se identificar que foram introduzidas duas novas parcelas,
" dada pela Eq.(4.19) e F€ pela Eq.(4.20), ao Problema 3.4, que sao, respectivamente, o
trabalho das forcas referentes & imposicao das condigoes de contorno essenciais do problema e o
trabalho das forgas de contato. A parcela Q) é referente a contribui¢ao normal do contato Q7 é
referente & contribuicao tangencial, i.e., do atrito e dependerd da formulacao de atrito adotada,
a qual sera discutida com maiores detalhes em uma se¢éo deste capitulo. A Fig. 4.2 mostra as
forcas que surgem no contato.
A inclusado destas duas parcelas agrega novas nao linearidades ao problema, o que por sua

vez implica no uso de métodos numéricos apropriados para a busca de sua solugao.

4.1.4 Meétodo de Newton

A fim de determinar a solucdo @*_; da Eq. (4.16) é utilizado o método de Newton. Dada a
©) _

~ e e _k _ N ~ . . . Sk
solugao inicial 4, | = tp, U, denota a solugao convergida em t,, encontre a estimativa u, , ,

@ty = lim @, (4.26)

1— 00
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onde ﬁffﬁl ¢é calculado, da iteracao anterior, por
a:(i)l = ﬁil '+ Aﬁi(ll Y, (4.27)
O incremento Aun(+1 Y ¢ determinado pela solugao do seguinte problema linear
DF (ayiV,oa) [aaiV]| = -F (@l Vo) weaev, (4.28)

na qual Df pode ser encontrada através da derivada de Gateaux

DF (Y, oa) [adi] = di F (@D + eadri Y, o) (4.29)

e=0

Nas proximas secOes cada um destes efeitos serd abordado com mais detalhes finalizando

com a apresentacao do algoritmo utilizado na solugao do problema proposto.

4.2 Imposicao das condicoes essenciais

No Capitulo 1 foi apresentada uma extensa discussao sobre a imposicao das condigoes essenciais
propostas por varios autores, nao sé utilizadas para o EFG mas também para a maioria dos
métodos livres de malha. E proposto nesta secio que as condigoes de contorno essenciais sejam
impostas através do método do Lagrangeano Aumentado. Embora seja uma evolugdao natural
do método dos multiplicadores de Lagrange e do método de penalidade, métodos estes preferidos
por uma grande parte dos autores citados no Capitulo 1, o método do Lagrangeano Aumentado
nao foi utilizado por nenhum dos trabalhos citados para a imposicao das condigoes de contorno.

A imposicao das condigoes de contorno essenciais via o método do Lagrangeano Aumentado

implica em que
. _k >k -k 1/ k =
R K7/ ( n(i)l,eu, >‘un+1> = — [)\unﬂ + = ( n(i)l un“ﬂ em I'Y (4.30)
u

onde )\u .1 ¢ o multiplicador de Lagrange para a k-ésima iteragao, em ¢y41, € €, ¢ 0 parametro

de penalidade referente a @“ A derivada de Gateaux de F* é dada por
(A — —KR(1 1 — — U
pr (a0, 1) [Ad )] = —= / A, 5 dre, (4.31)

4.2.1 Procedimento de discretizagao via EFG

Considerando agora a aproximagao por fungoes do tipo EFG ¢ possivel escrever a Eq.(4.30) da

seguinte maneira
. ShF 1 k() o
u _ —h = u
rl=— [Aunﬂ + o ( Upq — un+1> em I'y. (4.32)

Aqui
k(1)

k(l) —
ary = ®9a (4.33)
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e também
o = IS, (4.34)

Nas Eq.(4.33) e Eq.(4.34) ®9 ¢ a matriz das funcoes de forma globais provenientes do método
ShF

EFG. J4 o termo de aproximagao associado com o multiplicador de Lagrange, A é computado

Un+17
supondo uma interpolacao linear, isto é,

_pk
W Ny

Un+1 Un+1"

(4.35)

Agora, substituindo Eq.(4.33), Eq.(4.34) e Eq.(4.35) na Eq.(4.32) e esta em Eq.(4.19) produz

Fu (aﬁ’fﬁ’,aﬁh) - / Gu) . st dre
= e+ fu - oa (4.36)
com
= / ) (®9)" NOX, ner AT (4.37)
e 1 5 (®9)7 @g(*gk‘f—ﬁg) dr. (4.38)

Ainda, ao substituir as Eq.(4.33) e Eq.(4.34) na Eq.(4.31) produz

pre (@t oa") [ady] = kil Ay - ou (4.39)
na qual
; 1
W == [ (®9)T &9 ar, (4.40)
€u ry

4.3 Imposicao dos termos de contato e atrito

Os termos de imposigao de contato, @y ,,, sao dividos em contato normal, Q7 e contato

Vn+41?
tangencial ou de atrito, QCTnH, de acordo como mostrado na Fig. 4.2 e sao decompostos aditi-

vamente como mostrado na Eq.(4.22), repetida aqui,

Qn+1 Q. V+Q, ., er em I%. (repetida)

A fim de simplificar a derivagdo de cada termo é ainda feita a seguinte decomposicao

FE (i, 0) = FC (ﬁ’;;(j)l, 5t ) +r5 (a (*ﬁ(j)l, 5t ) (4.41)
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com
k(1 -
re ( " )175u> = / Qyn+1 ¥ e, A’;n+1> 70 i dre (4.42)
k(1 - k(% k(i -
FT ( n(Jr)175u> = / QTn+1 n+)17 f/n+17€T) eTEh)Ll X ng. (4'43)

que sdo, respectivamente, o trabalho das forcas de contato normal e o trabalho das forcas de
atrito.
4.3.1 Contato Normal - condicao de impenetrabilidade

Nesta tese é feita a hipdtese que as paredes do obstdculo, molde, sao compostas apenas por

segmentos de retas. Estd hipétese implica em que:

e O problema da minima distancia entre o corpo e o obstdculo, dado pela Eq.(?7), seja

simplificado;
e Os termos referentes & curvatura, que aparecem na linearizagao do problema, sejam nulos.

Seguindo a proposta apresentada inicialmente em SIMO & LAURSEN (1992), na qual é ap-
resentada uma metodologia baseada no método do Lagrangeano Aumentado, o termo de contato

normal referente ao processo iterativo é escrito como
k(i) k k L/ k(i)
lc/vz+1 (un+17 €v, >\l/n+1> <Aun+1 ;g (un+1> > (444)

onde )xl,f w1 € € sdo, respectivamente, o multiplicador de Lagrange e a penalidade referentes a

k-ésima iteracao, para o instante ¢,1. A derivada de Gateaux de F ¢ é dada por

prrs (0, 00) [a2] = = [ (@) (A o A0) A0 sars

€v

Na Eq.(4.45) H (-) é a fungao de Heaviside, a qual ¢ 1 quando o argumento é positivo e 0 caso

contrario.

Procedimento de discretizagao via EFG

Considerando a aproximagao por fungoes do tipo EFG, é possivel escrever a Eq.(4.44) da seguinte

k() k 1 _h k(i)
lc’n+1 = <)\’}/ln+1 + gg <’LLZ+1 )> ° (446)

Mantendo as Eq.(4.33), Eq.(4.34) em mente e também que o multiplicador de Lagrange,

maneira

)\}kan 4.+ € computado supondo uma interpolacao linear, de modo idéntico ao feito anteriormente,
entao .
79

)\N 1 _Ng)\Nn+1‘ (447)
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Agora, substituindo as Eq.(4.46), Eq.(4.33), Eq.(4.34) e Eq.(4.47) na Eq.(4.42) produz

ro (@) = [ @l ot ary
rek (i) o
— Vng1 . (5ug (448)
com 1
= k(4) k _pk(i
5n+1 = _/ <)\ﬁln+1 6_9( Z+1>> (Qg) n(—ﬁ-)l drc (449)
c v

Ainda, ao substituir as Eq.(4.33) e Eq.(4.34) na Eq.(4.45) produz

2050

Sp k(i -, Sp k(i k(1) —
pry () o) [aaitl| = Ko adgy - 0w (4.50)
na qual
k(D) 1 k(i) T k(i c
Ko == | m (@) [@) 73] e @) 7] ar. (4.51)
€y re

4.3.2 Contato Tangencial

A completa determinagdo do termo de contato tangencial, atrito ou ainda friccdo, depende do
modelo ou lei utilizada. Vérias regras tém sido empregadas para descrever estes efeitos. Dentre
as quais pode-se citar as seguintes, BELYTSCHKO et al. (2000):

e modelos baseados na lei de atrito de Coulomb, os quais sao baseados nas leis cldssicas de

atrito;

e modelos baseados em equacOes constitutivas de interface, nas quais as forcas tangenciais

sao derivadas de uma relagao constitutiva semelhante as usadas para materiais ineldsticos;

e modelos asperezidade-lubrificacao, os quais consideram o comportamento fisico da interface

e sao geralmente postos na microescala.

Nesta tese serd utilizado um modelo de atrito de Coulomb regularizado. Este tipo de mod-
elo incorpora caracteristicas das duas primeiras regras apresentadas anteriormente e tem sido

amplamente utilizados na literatura como visto em SIMO & LAURSEN (1992) e vérios outros.

Lei de atrito de Coulomb regularizada - Regularizagao com uso de penalidade

A fim de superar as dificuldades numéricas associadas a natureza multi-valor da lei de Coulomb
apresentada na Eq.(4.5) é proposto o uso de uma lei de atrito de Coulomb regularizada. Esta
pode ser obtida através da introduc¢ao de um parametro de penalidade ep, veja LAURSEN (2002),
0 qual nao é necessariamente igual ao pardmetro ¢, introduzido anteriormente na discussao do

contato normal, na lei de Coulomb cléssica de forma a ter a sua evolugao governada pelo seguinte
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conjunto de equacoes simultaneas

k(@)

k(i) k(i) k(i)
T <Q%n+1 Y Qlcjn+1) = ’Q%n+1 - CfQVn+1 (452)
1 ck(i)
= ok (3) _ L . k() . Vn+41
QTn+1 = er UTn+1 + Y )Qck(z) (453)
VUn+1
>0 (4.54)
AT = 0 (4.55)

onde T é a chamada funcéo de escorregamento’ que faz o papel andlogo a funcio de escoamento
no caso de plasticidade, cy ¢ o coeficiente de fricgao e 7 ¢ a velocidade tangencial dada, no caso

bidimensional, por

uTSL = un(i)l : eTSJ)rl- (4.56)

Uma idéia do modelo de Coulomb regularizado é apresentada na Fig. 4.3.

Figura 4.3: Regularizacao do modelo de Coulomb via penalidade.

A analogia com o modelo de plasticidade fica ainda mais evidenciado ao perceber neste

modelo que a funcao de escorregamento T separa o efeito do atrito em duas fases, que sao:

e condicao de adesao, stick condition, que acontece para T < (0 e neste caso nao existe

movimento relativo da regiao de contato do corpo com relagao ao obstéculo;

e condi¢ao de escorregamento, slip condition, que acontece para T > 0 e neste caso hd

movimento relativo da regiao de contato do corpo com relagao ao obstédculo.

Assim, a integragao da Eq.(4.52) produz um estado teste seguido de um mapeamento de

retorno. Na tabela 4.1 sao apresentados os aspectos gerais do algoritmo utilizado para o modelo

'do inglés slip function
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Tabela 4.1: Algoritmo para o modelo de Coulomb regularizado

. k(D k(7) .
(i) Dado QCT , Q,.1» uT, € up, , compute:

teste . k(7)
QTn+1 QC er <uTn+1 - uT’”)
(ii) Teste o estado teste:

-Se Y <Q7fej:f ,Q,C/k(i)1> < 0 entao

condicao de adesao:
testek(z)
QTn+1 QTn+1

- caso contrario

condicao de escorregamento:
Ctestek(i)
k) ck() ®Tpyq
Ton+1 f Vn+1 Ctestek(i)
Tn+1

- fim

de Coulomb regularizado apresentado nesta secao.
Uma vez definido o modelo de atrito a ser adotado pode-se partir para a identificagdo dos
termos do funcional f . quanto a sua discretizacao e linearizacao. Como jd visto, o trabalho das

forgas de atrito é dado por
k) ke . .
FT( n+1’ / QT, € T(%Jrl ou dA,. (repetida)

Procedimento de discretizagao via EFG Novamente, através da discretizacao por fungoes

de forma EFG pode-se escrever que
Frlu (—»Z’j:’l)j(h—[h> = / QT +)1 J:%:H drg em I
= an+1 - ou? (4.57)
com as forcas de contato referentes ao atrito dadas por
i = / Q5. (@& ar. (4.58)

A linearizacao do termo referente & imposicao do contato tangencial é dada pela derivada de

Gateaux de F %,

Dr () [a] = L (@) + caet o0 (159

e=0

De acordo com o algoritmo, apresentado na de Tabela 4.1, esta linearizagao considera:
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e a condicao de adesao:

hED) ooh _pk()] _ gecadt® gk o
DFT( Uppr,0U" ) Aty | =K7 | Ad -0

com o .
cAd"® 1 T k(0) g\T (1) c
T = . (®9) er\y ® (P ) €T, \y dre.
e a condicdo de escorregamento:
_p k() _h _p k() cEs k(i) _,gk( i) o
DFT( Uy ,0U ) { n—l—l} K% v AL - ou?
com

teste k(4)

Th+1 - Vn+1 ctestek( ) T n+1

Tn+1

n+1

Esk (i) Cf /H Ck(l) |:(‘I’g)T —k(l) ® (Qg)T é-;fﬂ(’b) dr\c
0"

4.4 Algoritmo geral

110

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

Na tabela 4.2 estao apresentados os aspectos gerais do algoritmo utilizado para resolver o prob-

lema da imposicao das condicoes de contorno essenciais bem com o problema de contato e atrito

descritos nesta secao.

Neste algoritmo é apresentada apenas as iteraces externas n e k. A iteracao i é realizada

ao resolver o problema de valor de contorno nao linear.
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Tabela 4.2: Algoritmo geral

(i) Dado o incremento de carregamento para ty1, inicialize k =0 e ¢, e e €’
(ii) Inicialize os multiplicadores e o deslocamento com os valores convergidos da tltima iteragao:

— k —
NG =0, N =X e, =
Npt1 = 7'Nyp? Unt+1 ~ "Un n+1 — Y1

=7

ﬂ’ﬁil — QZHHOO > toly ou H<g (ﬁgil>>um > tOlg) v elyel,

a. Obtenha a solucao ﬂ'ﬁil € K" do seguinte problema nao linear

(iii) Faca enquanto (’

Jo, P (@) - Vot g, = fQ pobni - 0T S, + frt By - 0" dAg+
+ [, QUL T dA, + frc ¢ -odh dA, Vo e VP

Este problema nao linear € resolvido iterativamente, para a k-ésima iteracao,
de modo a fornecer estimas para a configuracdo do corpo em Qﬁ +1- Neste problema

k
Fuk i L (gh*  _an
n+l = |:>\un+1 t oo (Unpr —Upya )| vn+1 - >‘Nn+1 g "*1
tFStF

—0c _ 1 (., pnE _ _h
62721+J. - cgjvn €T <1L7?L+1 1L7)1>

teste teste
QTnH se T <QTL+1 ’QVn+1> <0
k testek
sendo Qr . = QS
n+1 T, 41 teste
Q% . seT(QTM Qs ) >0

47teste1C
7}r+1

teste teste
com (CQTH_,'_1 ’ Qyn+1> ‘QTn_H le/n+1;

b. Uma vez obtida a solucao 1_[2 41 Pbara o problema em (a) atualize as varidveis:

+1

Multiplicadores de Lagrange: )\ Nppr = </\?\I;n+1 + ; g (qﬁi1>>

P PNy
Un+1 Un+1 €u n+1 n+1
k+1 »
Deslocamento global: L = fL 41
Atualiza a iteracao k: k—k+1;

(iv) Uma vez que a condicao para o passo (iii) foi satisfeita atualize todas as varidveis internas
referentes ao problema elastopldstico juntamente com

ck

u u c c c
Qny1 — Qi QT77,+1 - QTHH Unt1 © Wong
e c = c > —h, —hk
Qn+1 — Qun+1y + QTH_HeT Upy1 < Upyq
(v) Realize as operagoes para pés-processamento;

(vi) Atualiza a iteracao n: n<«—n+1;

(vii) Proceda ao novo incremento de carregamento e reinicie o algoritmo em (i).
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4.5 Exemplos

Com o propésito de investigar a implementacao do problema de contato unilateral com atrito
proposto nesta se¢ao foram escolhidos alguns exemplos representativos considerando o modelo
constitutivo do material Jo, j4 apresentado no Capitulo 3, e também as hip6teses de problemas

sob estado plano de deformagcoes e axissimétrico.

4.5.1 Deslizamento de um bloco elastico

Este exemplo foi utilizado por vérios autores, como por exemplo ODEN & PIRES (1984) e
WRIGGERS et al. (1990), SIMO & LAURSEN (1992) e também mais recentemente por
AKKARAN (2001) para a validagdo numérica de suas propostas e modelos de contato com
atrito. Este problema simples consiste no deslizamento de um bloco eldstico sob uma parede
fixa rigida conforme mostra a Fig. 4.4(a)-(c). Neste exemplo nao ha imposigao de condigoes de
contorno essenciais por meio do termo Eq.(4.19). O bloco é contido apenas pelo atrito gerado
pela parede. Neste exemplo a parede e as particulas inferiores do bloco estao inicialmente em
contato. A andlise é realizada utilizando 50 passos de carregamento. E considerada a hipétese
de estado plano de deformagoes e é utilizado um suporte de influéncia de s = 1.5 juntamente
com uma regra de integracao de Gauss-Legendre de 7 pontos de integragao. Este exemplo foi
discretizado com uma malha de integracao contendo 20 x 10 células triangulares e 231 particulas
EFG.

p,~-200 MPa

2.0

p,=60 MPa

(a) (b)

o particula EFG

ooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooo ( )

(d)

Figura 4.4: Geometrias indeformadas e deformadas para o problema de deslizamento de um
bloco eléstico sobre uma superficie rigida: (a)-(b) Malhas de integragao; (c)-(d) disposigao das
particulas.

Os parametros utilizados nesta andlise, para a caracterizacdo do material e também das
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constantes usadas na formulagdo do problema de contato e atrito, foram os seguintes:

Kk =833.333 MPa  u = 384.615 MPa
;=03 =10°% e =10"
tols =10

O uso de um coeficiente de atrito da ordem de 0.3 permite que haja regioes de deslizamento
e também regides fixas na regiao de contato. O grafico apresentado na Fig. 4.5 mostra as
tragoes normais e tangencias que surgem na regiao de contato ao final da analise. Neste gréfico
¢ apresentada também uma comparacao com os resultados encontrados por AKKARAN (2001)

para elementos finitos Quad4.

1000 4

900 ] —O— Tragao tangencial

800 ] —0O— Tragao normal

700 ] —o— Tragao tangencial - AKKARAM (2001),
600 ] —o— Tragiao normal - AKKARAM (2001)

500 ]
400 ]
300 ]
200 1 =
100 ]
0]
-100 ]
-200 ]
-300 ]

Tragoes de contato - (MPa)

Localizacao na Interface - (mm)

Figura 4.5: Tragbes de contato na interface para o problema de deslizamento de um bloco
eldstico.

4.5.2 Esmagamento de um cilindro

Neste exemplo é apresentado o esmagamento de um cilindro de dimensoes mostradas na Fig.
4.6(a). Devido a simetria do problema, apenas um quarto do modelo é discretizada com uma
malha de integragdo contendo 12 x 16 células triangulares e 221 particulas EFG, Fig. 4.6(b)
e Fig. 4.6(c) respectivamente. Novamente, um suporte de influéncia de s = 1.5 foi utilizado

juntamente com 7 pontos de integragao.
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| T R T A N S N A " O particula EFG

. / 1
Linhas de ‘\! (a) (b) (c)

simetria

1.0

Figura 4.6: Modelo usado para o exemplo esmagamento de um cilindro: (a) Modelo; (b) Malha
de integragao e (c) distribui¢ao das particulas.

A andlise consiste no movimento da parede superior, esmagamento, de & = 1.2 mm com
relacdo ao eixo de simetria horizontal. Foram utilizados 400 passos de carga durante a anélise.

Os dados utilizados nesta andlise foram:

K = 164206.35 MPa 1 =80193.80 MPa o, = 450.00 MPa
H =129.24 MPa 0o =715 MPa  § = 16.93
;=02 ¢=10"°% e =10"
€y, = 1077 toly = 107° toly = 1076,

Os resultados desta simulagao, deformadas, estao mostrados na Fig. 4.7 para uma andlise
sem e com a metodologia antitravamento volumétrico apresentada no Capitulo 3. Mais es-
pecificamente, as Fig. 4.7(a)-(d) apresentam a andlise sem F e as Fig. 4.7(e)-(h) apresentam
a mesma andlise, porém usando a metodologia F. A fim de possibilitar uma comparacio, as
deformadas foram tomadas para o mesmo passo de carregamento. Ja na Fig. 4.7(i) é mostrada
a superposicao das deformadas, em uma escala maior, dos casos Fig. 4.7(c), representada em
vermelho para fim de melhor visualizagao, e Fig. 4.7(g). Repare que existe uma sensivel difer-
enca entre as deformadas dos dois casos, principalmente na regiao de contato. Nesta regiao,
canto superior direito e esquerdo da Fig. 4.7(i), houve um descolamento de certos pontos no
caso da simulacdo sem a metodologia F. O mesmo nao acontece para a simulacio que leva em
conta o antitravamento volumétrico. Na parte superior da Fig. 4.7(i) é possivel ainda iden-
tificar a chamada dead zone, regiao em forma de cone neste exemplo, a qual é caracterizada
por uma regidao onde existem apenas pequenas deformagoes envolvidas durante o processo de

esmagamento, e que é causada devido ao efeito do atrito do corpo com a parede do molde.
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0%

o particula EFG

2NN
LN
KD

Figura 4.7: Saidas deformadas para o problema esmagamento de um cilindro considerando a
influéncia do efeito de travamento. (a)-(d) deformadas sem o uso do F; (e)-(h) deformadas com
o uso do F e (i) superposicao das deformadas do caso (c), em vermelho para realcar, e (g).

As forcas totais desenvolvidas durante o processo de conformagao, na parede superior de
contato, estdo mostradas na Fig. 4.8, também considerando a simulacdo com e sem F . Na Fig.
4.8(a) ¢ mostrada a evolugdo da forga normal em fungdo do deslocamento da parede e na Fig.
4.8(b) é mostrada a evolugao da forga tangencial também em fungao do deslocamento da parede.
Repare que neste caso as diferencas sao bem mais sutis. Porém em ambos os casos a predicao

da forga total foi ligeiramente inferior para as simulagoes usando a estratégia antitravamento

volumétrico.
40000 7500
1 Forga normal - com F ' Forca tangencial - com F
35000 B -
— — — - Forca normal - sem F 6000 — — — - Forc¢a tangencial - sem F
30000
o —_ I
= 25000 = 4500 y
1 1 | y/
< 200004 <
£ 1 g 3000
O 15000 4 o T
= F //
10000 /
1500 4
I
5000 _ g
] = (b)
0 T T T T T T T T T T T 1 0 T T T T T 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 12 0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0 1,2
Deslocamento superior da parede - (mm) Deslocamento superior da parede - (mm)

Figura 4.8: Forga total desenvolvida na parede do molde. (a) For¢ga Normal; (b) For¢a Tangen-
cial.
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4.5.3 Esmagamento de uma segao plana

Neste exemplo é apresentado o esmagamento de uma secao plana que possui as mesmas di-
mensoes apresentadas no exemplo anterior, Fig. 4.6, e desta forma a mesma discretizacao foi
utilizada. Porém, a simulagdo ocorre agora sob hipétese de estado plano de deformagdo. A
andlise consiste do movimento da parede superior, esmagamento, de 4 = 1.0 mm com relacao ao
eixo de simetria horizontal. Foram utilizados os mesmos 400 passos de carga durante a andlise.

Os dados utilizados nesta andlise sao:

= 164206.35 MPa  u = 80193.80 MPa o, = 450.00 MPa
H=-12.924 MPa 0o =715 MPa = 16.93
;=02 =105 e=10"
€, =107  tol; =107%  toly =1075.

As saidas deformadas estao mostradas na Fig. 4.9 para uma anélise sem e com a metodologia
antitravamento volumétrico. Novamente, as Fig. 4.9(a)-(d) apresentam a andlise sem F e as
Fig. 4.9(e)-(h) apresentam a mesma andlise, porém usando a metodologia F. J4 na Fig. 4.9(i) é
mostrada a superposi¢ao das deformadas, em uma escala maior, dos casos Fig. 4.9(c), represen-
tada em vermelho para fim de melhor visualizacao, e Fig. 4.9(g). Novamente, repare que neste
caso também existe um sensivel diferenca entre as deformadas dos dois casos, principalmente na
regiao de contato. Analogamente ao exemplo anterior também houve um descolamento de certos
pontos no caso da simulacdo sem a metodologia F. O mesmo nio acontece para a simulacio que

leva em conta o antitravamento volumétrico.
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sem F

o particula EFG

0%

33%

com F

®g
8

D
©
o

cooo0o0 0

8
®
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o ©
o ©
o o
o o
o o
o o

Figura 4.9: Saidas deformadas para o problema esmagamento de uma secgao plana considerando
a influéncia do efeito de travamento. (a)-(d) deformadas sem o uso do F; (e)-(h) deformadas
com o uso do F e (i) superposicao das deformadas do caso (c), em vermelho para realgar, e (g).

Na Fig. 4.10 estao mostradas as forgas totais na parede superior do molde desenvolvidas
durante o processo de comformacdo, considerando a simulacio com e sem F. Na Fig. 4.10(a) é

mostrada a evolucao da forga normal em funcao do deslocamento da parede e na Fig. 4.10(b) é

mostrada a evolucao da forga tangencial também em fun¢ao do deslocamento da parede. Repare

que neste caso as diferencas ndo sao muito evidentes.

4500

4000 ] Forga normal - com F
3500 — - — - Forga normal - sem F
—~ 3000
R
~ 2500
S 2000]
=
o |
o 1500 4

1000 ]
500 ]

0

T T . T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0.8
Deslocamento superior da parede - (mm)

Forga - (N)

800 4

1 Forca tangencial - com F
700 4

| - — — - Forca tangencial - sem F
600 -

500
400 4
300
200 v
100 4
] (b)
v T T T T T T T T 1
0,0 02 0.4 0.6 0.8 1,0
Deslocamento superior da parede - (mm)

0

Figura 4.10: Forga total desenvolvida na parede do molde. (a) For¢ga Normal; (b) Forga Tan-

gencial.
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4.5.4 Forjamento a frio de um componente

Neste exemplo é apresentada a simulagao do processo de forjamento a frio de um componente
mecanico. As dimensoes da préforma bem como as dimensoes do molde estdao mostradas na Fig.
4.11. O processo consiste no movimento da parte superior do molde de u = 60 mm em vérios
passos, conformando desta forma a préforma no molde. Devido a simetria apenas a metade do

componente foi modelada sob a hipétese axissimétrica. Os dados utilizados nesta andlise sao:

Kk = 164206.35 MPa 1 =80193.80 MPa o, = 450.00 MPa
H =129.24 MPa 04 =715 MPa  § =16.93
;=03 =105 e=10"
€, =107  tol; =107%  toly =1075.

= K |
I
I
| o
<
Linha de 1 r="70
simetria ‘\I
I
| 10 2
1 \
' E
I +
| 101( S
1 10
| (7 2
o
I 3e)
I
|

[e=)

=S s s

O [t |

S
ot

Figura 4.11: Dimensoes iniciais da préforma e do molde.

Novamente foram consideradas andlises com e sem o efeito da estratégia antitravamento. Na
Fig. 4.12(a) é ilustrada a malha de integrac@o inicial, juntamente com a sua correspondente
distribuicao de particulas. Foram utilizadas 486 particulas em uma malha de integragao de
880 elementos triangulares. As saidas mostradas na seqiiéncia Fig. 4.12(a)-(f) correspondem a
andlise sem F, e nas Fig. 4.12(g)-(1) estdo as saidas levando em consideracio a estratégia com F.
A Fig. 4.12(m) corresponde a superposicao das Figs. 4.12(f) e (1). Para facilitar a visualizacao,

a saida sem o efeito de F' é mostrada em vermelho nesta tultima figura.
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Figura 4.12: Deformadas em véarios pontos do processo considerando ou néo o efeito da metodolo-

gia antitravamento.
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Na Fig. 4.13 s@o apresentados os resultados para a deformacao pldstica acumulada no final
da andlise levando em consideracao ou nao a metodologia antitravamento. Repare que, embora

pequena, existe uma diferenca entre as duas andlises.

(a) - Sem F
DPA DPA
' 2.495 - 2.551
2.249 2.299
2.002 2.047
1756 1.795
- 1.510 - 1.542
1.263 1.290
1.017 1.038
0.770 0.786
0.524 0.534
0.277 0.282
0.031 0.030

Figura 4.13: Deformagao pldstica acumulada para o problema de forjamento a frio de um com-
ponente.

Esta diferenca é notada também quando sao analisadas as saidas para a tensao equivalente

de von Mises no final da andlise, Fig. 4.14.

(a) - Sem F

von Mises von Mises
- 1037.5 - 1044.7
990.12 996.19
942.73 947.69
895.30 899.10

- 847.96 - 850.67
800.58 802.17
753.19 753.66
705.81 705.15
658.42 656.64
611.04 608.14
563.65 559.63

Figura 4.14: Tensao equivalente de von Mises para o problema de forjamento a frio de um
componente.

Ja na Fig. 4.15 é mostrado o comportamento referente a forca necessédria para obter o
forjamento do componente. Como no caso anterior ndao hd uma expressiva diferenga na forga
de forjamento entre a andlise com e sem a presenca de F. As forcas totais no final do processo
de forjamento sdo F, = 218753,45 kN para o problema considerando F e F, = 215532,71 kN

para a simulacao sem F.
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250000 -

—0— Forga - com Fbar

200000 — % Forca - sem Fbar

150000

ot

100000

Forga - (kN)

50000 4

Deslocamento superior do molde- (mm)

Figura 4.15: Forga de forjamento.

4.6 Conclusoes parciais

Neste capitulo foi apresentada uma proposta de imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais
baseada no método do Lagrangeano Aumentado e também uma proposta de imposicao de contato
unilateral com atrito baseada no trabalho de SIMO & LAURSEN (1992).

Alguns exemplos foram considerados levando em conta o modelo J2 apresentado no capitulo
anterior. Novamente, pode-se evidenciar a presenca de travamento volumétrico nas andlises.
Porém, diferentemente do capitulo anterior, agora apenas fungoes de forma do tipo EFG foram
consideradas. Em geral, sutil melhora foi percebida ao se utilizar o procedimento F-bar.

De um modo geral nao houveram maiores problemas na resolugao dos problemas apresenta-
dos senao aqueles ja conhecidos da literatura na abordagem usando o método do Lagrangeano
Aumentado ou mesmo do método da Penalidade que sao referentes a escolha dos valores da pe-
nalidade adequada para cada problema. Maiores testes sao feitos no préximo capitulo de modo

a avaliar as condicoes de contato e atrito considerando um modelo constitutivo mais complexo.



Capitulo 5

Compactacao de materiais porosos

5.1 Modelos constitutivos aplicados na Metalurgia do Pé6

O modelo constitutivo usado para modelar o comportamento mecanico do p6é sob compactagao
e/ou forjamento é de fundamental importancia no sucesso da simulac¢do. A escolha de um modelo
constitutivo apropriado conduz a resultados, tanto quantitativos como qualitativos, satisfatérios
quando comparados com o comportamento experimental. Em outras palavras, a simulacao da
compactagao e/ou forjamento depende de um modelo constitutivo elastoplédstico ou viscopléstico
razodvel, capaz de reproduzir o comportamento do material sob condigbes de carregamento
complicadas e também de um algoritmo de integracao preciso e estavel.

No desenvolvimento de modelos de plasticidade para materiais porosos compressiveis é
necessdrio estabelecer um critério de escoamento e uma regra de fluxo das quais as relagoes
de tensao-deformacao possam ser derivadas. Entretanto, o escoamento de materiais porosos é
um pouco mais complicado do que em materiais totalmente densos devido ao fato do escoa-
mento ser influenciado nao apenas pela parte desviadora da tensdo, mas também pela parte
hidrostatica, DORAIVELU et al. (1984).

Varios sao os modelos constitutivos propostos na literatura. Sua utilizacdo depende nao sé
do processo, mas também do tipo e forma do p6 em questdo. Entretanto, duas linhas diferentes
de caracterizagdo de modelos constitutivos tém sido mais utilizadas recentemente. A primeira

I e a segunda de modelo de material granular?®, veja

é a chamada de modelo de material poroso
LEWIS & KHOEI (2001).

O modelo de material poroso é também conhecido como uma modificagdo do critério de
von Mises. Ao modelo de von Mises, modelo de plasticidade .J5, é incorporada a influéncia da
parte hidrostética da tensao na funcao de escoamento. Esta funcao é construida de tal forma
a satisfazer as condigoes de convexidade e simetria requeridas na plasticidade. De modo geral
estas fungoes possuem a seguinte forma funcional

F=AJy+ BI} =5,

Y

Ydo inglés porous material model.
2do inglés granular material model.

122



CAPITULO 5. COMPACTACAO DE MATERIAIS POROSOS 123

onde Js é o segundo invariante do tensor tensao desviadora e I é o primeiro invariante do tensor
tensao. J4 A e B sao escalares que na maioria dos modelos sao fungao da densidade relativa.
0y ¢ a tensao de escoamento que em geral também ¢ funcao da densidade relativa.

Ja o modelo de material granular é naturalmente sensitivo & pressao hidrostética e considera
a coesao do metal particulado e também a interfriccao entre as particulas do pé. Estes modelos
sao bastante utilizados no modelamento de solos ou rochas e sao conhecidos também como
modelos de Cap®, devido ao formato da superficie que é incorporada em modelos tradicionais
como Mohr-Coulomb e Drucker-Prager.

As aplicagGes destes modelos dentro da metalurgia do p6 ainda geram bastante discussao. O
modelo de material poroso apresenta melhores resultados quando a densidade relativa, n, é supe-
rior a 70 %, DORAIVELU et al. (1984) e LEWIS & KHOEI (2001), e nao leva em consideragao
a friccao entre as particulas de pé. Desta forma, segundo estes autores, este tipo de modelo nao
deve ser aplicado na fase de compactacao do pé. Aplicacoes deste modelo sdo mais comuns no
processo de forjamento de pecas sinterizadas como pode ser visto em KUHN & FERGUNSON
(1990). Entretanto, PARK et al. (1999) e PEREZ-FOGUET et al. (2003) utilizaram este mod-
elo com sucesso, como referido pelos autores, para a compactacao. Dentro deste enfoque é ainda
possivel citar também os trabalhos bastante conhecidos baseados na fracdo de volume publicado
originalmente por GURSON (1977) e modificados por TVERGAARD (1981) e TVERGAARD
& NEEDLEMAN (1984). Tal modelo é ainda conhecido como modelo de dano GTN*.

Por outro lado, o modelo de material granular tem sido bastante utilizado no processo de
compactacao. Exemplos recentes de aplicagoes de tais modelos podem ser vistos em LEWIS
& KHOEI (1998), COUBE & RIEDEL (2000), GU et al. (2001), LEWIS & KHOEI (2001) e
CHTOUROU et al. (2002).

Existem também trabalhos publicados sobre compactacao de pés-metélicos que utilizam as
chamadas formulacdes endocronicas na plasticidade®. HAGGBLAD et al. (1991) apresenta
resultados considerando tal formulagao.

J& quanto & descrigdo cinemadtica das deformagoes é também possivel encontrar as mais di-
versas propostas. Como exemplo de trabalhos recentes pode-se citar OLIVER et al. (1996) que
apresenta uma descricao Lagrangeana Total baseada na decomposicao multiplicativa do ten-
sor deformacao com medida de deformacdo dada pelo tensor deformacdo de Almansi. LEWIS
& KHOEI (1998) e (2001) apresentam simulagdes baseadas tanto na chamada descricdo La-
grangeana Total como na chamada Lagrangeana Atualizada. J4 PEREZ-FOGUET et al. (2003)
mostram um enfoque diferente dado pela chamada descrigdo Lagrangena-Fuleriana Arbitrdria
(ALE)S.

Neste capitulo serd apresentado o modelo constitutivo utilizado para simular a compactacao
em molde utilizando a descricao cinemética Lagrangeana Total proposta no Capitulo 3 e a
discretizacao espacial proposta no Capitulo 1. A justificativa do uso da descri¢ao Lagrangeana

Total provém da grande variagao da porosidade dentro do processo de simulagao. Como ja

3do inglés Cap models.

! Gurson-Tvergaad-Needleman

do inglées endochronic plasticity model.
SALE - Arbitrary Lagrangian-Eulerian
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comentado anteriormente, supondo uma descricao Lagrangeana Total a conservagao da massa
pode ser estabelecida localmente de forma fechada sem aumentar o nimero de equagoes a serem

resolvidas em cada ponto. Isto é, em cada ponto

Po

P~ det (F) (5.1)

Ja no caso de uma descricao Fuleriana a conservacao da massa deve ser imposta pela equagao
da continuidade, a qual deve ser resolvida para cada ponto juntamente com as demais equagoes
nao lineares.

Porém, antes serao apresentados alguns aspectos fenomenoldgicos envolvidos na compactagao
e forjamento de pdés-metdlicos, que dao base a escolha do modelo constitutivo. Também serd
apresentada uma pequena revisao dos modelos constitutivos aplicados & compactagao na Met-

alurgia do Pé.

5.2 Aspectos fenomenolégicos na compactacao na Metalurgia
do Pé6

A compactacdo de pés na Metalurgia do Pé tem sido descrita qualitativamente por um longo
periodo e estd bem estabelecido que o processo possui trés mecanismos complexos de densifi-
cagao. O primeiro acontece em baixa pressao e é dado pelo escorregamento das particulas, o que
leva a um grande rearranjamento. O segundo estdgio envolve deformacoes eldsticas e também
plasticas das particulas via o contato de suas dreas levando ao que é chamado de endurecimento
geométrico’, dado pela deformacdo pldstica e pelo fechamento dos vazios. O tltimo estdgio
ocorre em altas pressoes e neste estdgio a resisténcia ao fluxo aumenta rapidamente devido ao
endurecimento da matriz.

Para o sucesso do modelamento do processo de compactagao de pés na Metalurgia do Po

muitos sao os requisitos necessdrios, dentre eles pode-se citar os seguintes:

e O p6 é um material com friccdo e compressivel, e sua densificacao é dependente do estagio

da compactacao. O modelo do material deve refletir estas caracteristicas.

e Durante a compactacao, o pé exibe “strain or work hardening”, o volume reduz, o ma-
terial torna-se mais duro, os vazios de ar se fecham e as particulas endurecem devido a
deformacao plédstica volumétrica. Neste caso a fun¢do de escoamento, superficie de escoa-
mento, é considerada como uma superficie mével a qual é dependente do estado desviador

e hidrostatico da tensao;

e O processo de compactacao envolve, geralmente, reducoes de volume muito grandes. A

formulacao deve ser capaz de representar este processo fisico;

e O processo de compactagido é realizado em molde. O atrito devido ao contato do p6 com

as paredes do molde é um dos principais mecanismos de falha no processo. Sua influéncia

"do ingles geometric hardening.
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deve ser considerada através de um modelo condizente.

Muitos pesquisadores da drea relatam que a maior fonte de falha, ruptura ductil ou fadiga, em
um componente produzido através da Metalurgia do PJ provém da distribuicdo nao homogénea
de densidade da peca compactada e de trincas internas iniciadas em um plano de cisalhamento.
A distribuicdo de densidade é dependente da combinagao de muitos fatores tais como a forma
geométrica e o tamanho do pé, das suas propriedades mecénicas, do atrito entre as particulas

do po e entre elas e as paredes do molde, dentre outros.

5.3 Visao geral sobre os modelos constitutivos usados na Met-

alurgia do p6 no contexto de materiais granulares

Ira se optar por trabalhar com modelos constitutivos da classe de materiais granulares devido
a sua maior adequacao ao tipo de problema proposto, como ji discutido. Porém, antes de
apresentar o modelo constitutivo em detalhes sera feita uma revisao, de cunho mais qualitativo,
dos modelos para materiais granulares encontrados na literatura. A Fig. 5.1 mostra os diversos
tipos de modelos encontrados na literatura que vém sendo utilizados para simular a deformagao

8

de materiais granulares®. Nesta figura, Jo é o segundo invariante do tensor tensdo no espaco

desviador e p é a parte hidrostdtica da tensao, dados respectivamente por

1

Jy = EO'D*O'D (5.2)
1 1

p = gllzgtl"(a')- (5.3)

A extensao do modelo de solos para simular a compactacao a frio na Metalurgia do P € direta
uma vez que neste tipo de processo o pé, seja ele metdlico ou nao, é visto como um conjunto
de particulas que interagem uma com as outras produzindo fricgao. Porém, diferentemente dos
modelos de solos neste tipo de processo o pé estd completamente seco, isto é, nao é necessdrio
levar em consideragao o acoplamento com a fragao de liquido.

Na andlise de compactacao de pés, o critério de Mohr-Coulomb e o critério de Drucker-
Prager sofrem de duas deficiéncias. A primeira é que eles supdoem a existéncia de uma regra de
fluxo associativa que leva a uma excessiva dilatagao. A outra deficiéncia é que este modelo pode
suportar ilimitada compressao hidrostdtica. Estas deficiéncias sao eliminadas pelo uso de uma
regra nao associativa de plasticidade para esta regiao e por uma superficie esférica ou eliptica,
chamada de Cap que limita o carregamento hidrostético.

O modelo do tipo Cap é um modelo de plasticidade definido por uma superficie de escoamento
convexa, muitas vezes nao suave, e por uma regra associativa ou nao associativa de plasticidade.
A superficie de escoamento deste modelo elastoplastico tem um Cap mdvel que intersecta o
eixo hidrostatico. A posi¢do onde esta intersecao acontece depende do fator de endurecimento
proposto em cada teoria e da forma funcional do Cap. As principais caracteristicas dos modelos

do tipo Cap aplicados & compactacao na metalurgia do pé incluem uma superficie de falha,

8E comum em modelos de solos tomarem como positiva as tensdes compressivas.
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Figura 5.1: Modelos utilizados para materiais granulares e em particular para a compactacao
na Metalurgia do Pé.

geralmente definida pela superficie de Drucker-Prager ou Mohr-Coulomb, e de um Cap do tipo
eliptico ou esférico, o qual fecha, isto é limita, o espago aberto entre a superficie de falha e o
eixo hidrostético. A superficie de escoamento expande no espaco das tensdes de acordo com a
regra de encruamento adotada. As formas funcionais tanto para a superficie de falha quanto
para a superficie Cap devem ser as mais gerais possiveis, de forma a permitir seu ajuste, para
uma variada faixa de propriedades materiais.

Aparentemente, DRUCKER et al. (1957) foram os primeiros a sugerir tal tipo de superficie
de escoamento. Eles propuseram que sucessivas superficies de escoamento poderiam ser esten-
didas na forma de cones de Drucker-Prager com Caps esféricos. Na medida em que o material
endurece ou amolece, ambas as superficies poderiam expandir, sendo a posicdo e o tamanho
de cada superficie dependente da deformacao hidrostédtica. Com a introdugao deste modelo

duas sdo as inovagoes introduzidas. A primeira é a idéia de um Cap esférico limitando o cone.
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A segunda foi a idéia do uso da densidade, volume especifico ou fracdo de volume, como um
parametro de endurecimento para determinar as sucessivas superficies de escoamento.

Desde entao, um nimero extenso de critérios de escoamento foram desenvolvidos e testados
para descrever o comportamento granular com relacdo ao escoamento e & densificacdo. As
fungoes de escoamento mais implementadas para simular compactagao na metalurgia do pé sao
os modelos baseados na linha critica, modelo Cam-clay, formulado por SCHOFIELD & ROSCOE
(1968) e modelo Cam-clay modificado, Fig. 5.1(a) e (b).

De acordo com DESALI (1984) existem varias diferencas entre o modelo Cam-clay e o modelo
de Cap. Nos modelos do tipo Cam-clay a superficie mével desempenha o papel mais importante
na definicdo do escoamento e a superficie fixa, linha critica, é utilizada apenas para definir o
estado critico. Por outro lado, nos modelos do tipo Cap tanto a linha fixa quanto a mével sao
utilizadas para definir o escoamento do material. LEWIS & KHOEI (2001) comentam ainda que
os modelos do tipo Cam-clay, ou Cam-clay modificados, Fig. 5.1(a) e (b), foram desenvolvidos
e extensamente testados em situagoes de carregamento de construgoes geotécnicas de material
geolégico, tal como argila, as quais possuem altas tensoes de coesdao. Deste modo, nao sao
apropriados para simular a compactacao de pés-metdlicos, principalmente no inicio do processo
quando o material granular estd completamente solto. Alternativamente aos modelos do tipo
Cam-clay estao os modelos de DESAI (1980) e DESAI & HASHMI (1989), Fig. 5.1(c) e (d)
respectivamente. A aplicacdo destes modelos é bastante difundida para o comportamento de
solos, mas pouco se comenta sobre a sua aplicagao para a compactagao de p6s metdlicos.

DIMAGGIO & SANDLER (1971) e SANDLER et al. (1976) propuseram um modelo do
tipo Cap generalizado, Fig. 5.1(e). Este modelo é muito utilizado por vérios pesquisadores na
simulacdo de solos e é normalmente encontrado em vérios softwares comercias.

Mais recentemente, e também especificamente para a simulacdo da compactagdo de pés
metélicos, varios modelos surgiram. LEWIS & KHOEI (1998) e (2001) apresentam um modelo
baseado em uma superficie de falha de Mohr-Coulomb combinada com um modelo de Cap eliptico
denominado MCEC?, Fig. 5.1(g). Neste modelo o movimento do Cap é controlado pelo aumento
ou decréscimo da deformacgao plastica volumétrica. Este modelo convexo, nao suave, consiste
em um cone de falha, tal como Mohr-Coulomb, e em uma superficie de escoamento eliptica, onde
o pardmetro de endurecimento é entao funcao da deformacao pldstica volumétrica.

Ja COUBE & RIEDEL (2000), Fig. 5.1(f), modificaram um modelo de Cap implementado
no software comercial ABAQUS. O software ABAQUS tem sido muito utilizado nos tltimos anos
para fazer andlises complexas na engenharia. Seu bom desempenho e robustez o tornaram uma
ferramenta bastante difundida tanto no meio académico quanto, e principalmente, na industria.
Entretanto, grande parte das equacoes constitutivas implementadas estao baseadas em modelos
clédssicos da literatura ou em pequenas variagoes destes modelos. O modelo de Cap implementado
no ABAQUS, que tem como base um cone formado pelo critério de Drucker-Prager é dirigido
para andlises geoldégicas tais como andlise do comportamento de solos. Com base em dados
experimentais COUBE & RIEDEL (2000) propuseram modificagdes nas constantes do modelo

de Cap implementado no ABAQUS para tentar adequé-lo ao processo de compactacao de pos-

IMCEC - Mohr-Coulomb Eliptical Cap
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Tabela 5.1: Alguns valores dos coeficientes da fungao de escoamento para materiais porosos

Autores A B 1)
KUHN & DOWNEY (1971) | 2477 o 1
SHIMA ¢t al. (1976) 3 e nZZ
12 1— 4
GURSON (1977) == ;7’12 5—71—,7
DORAIVELU et al. (1984) 2+ n? Lo e
C
2
LEE ef al. (1992) 2 4 12 1P (%)
2 12 n=npc \"
PARK et al. (1999) 241 —- (mﬁ
, 177)2)”1 <M> 2 n S n
PEREZ-FOGUET et al. (2003) | 2 |1 <2+n2 n<log ) AT ’
0 n>1 (’7"’70) n>n
1-0.98n o

metalicos.

No trabalho de CHTOUROU et al. (2002a) e (2002b), é apresentado um modelo de Cap
composto por 3 superficies de escoamento nao suaves. Tal modelo é uma variacdo do modelo
de DIMAGGIO & SANDLER (1971) o qual foi estudado também por varios outros autores,
dentre eles pode-se citar HOFSTETTER et al. (1989). Além do Cap, da superficie de falha
por cisalhamento é também introduzida uma superficie de falha por tensdo. A Fig. 5.1(h)
mostra esquematicamente o modelo proposto pelos autores. Outra diferenga deste modelo com
os modelos anteriores é que a superficie de falha por cisalhamento nao é mais dada pelo cone
formado pelas superficies lineares de Mohr-Coulomb ou Drucker-Prager, mas sim pelo envelope

exponencial de Drucker-Prager.

5.4 Dependéncia do modelo da densidade relativa

Viérios autores relatam a importancia do modelo constitutivo em refletir a dependéncia da den-
sidade relativa ao longo de toda a simulacao. De fato, isto se torna importante devido a grande

reducao de volume experimentada neste tipo de processo. Em termos de densidade relativa 7,

)
n= a (5.4)
na qual p,, ¢ a densidade do material totalmente denso, ¢ comum trabalhar com densidades
iniciais homogéneas de 1 =~ 0.4 e chegar a densidades relativas finais em torno de n =~ 1 em certos
pontos do componente, dependendo da geometria final do molde. A introdugao da dependéncia
do modelo constitutivo da densidade relativa é apresentada de varias formas na literatura. Para
os modelos de materiais porosos € comum encontrar os coeficientes A e B e também o pardmetro
oy = 00y como funcao da densidade relativa. A tabela 5.1 mostra alguns destes valores.
Ja os modelos de materiais granulares costumam apresentar pardmetros materiais do mod-
elo, como a coesao e o coeficiente de fricgdo no caso de superficies do tipo Drucker-Prager ou
Mohr-Coulomb, funcao da densidade relativa, bem como pardmetros eldsticos como o médulo

de elasticidade. Exemplos deste tipo de dependéncia podem ser visto no trabalho de GU et al.
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(2001) e também de CHTOUROU et al. (2002a).
Neste trabalho vai se adotar a dependéncia dos pardmetros eldsticos da densidade relativa

de modo que

D) =2 )1+ (n) = 3u(n) A=), (5.5)

Explicitamente, esta dependéncia serd dada pela relagao que foi apresentada por GETHIN
et al. (1995) e é oriunda de um ajuste de dados experimentais obtidos para um pé de ago,

conforme visto na Fig. 5.2. Esta relacdo é dada por!'®

E (1) = 36401, (5.6)
3000 4
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Figura 5.2: Variagao do mdédulo de elasticidade com relacao a densidade relativa.

J& o coeficiente de Poisson é mantido constante durante a andlise conforme observagoes

experimentais feitas por estes autores.

5.4.1 Implicacoes da dependéncia da densidade relativa no algoritmo

Devido a descricao Lagrangeana Total adotada, ndo hd maiores mudancas a serem feitas no
algoritmo de mapeamento de retorno, além do computo da densidade relativa n juntamente com
os demais valores j4 citados na tabela 3.1. Isto acontece pois esta fase de mapeamento de retorno
acontece para um « fixo e, portanto, para um gradiente de deformacao F fixo em cada ponto.
Porém, o mesmo nao acontece para a determinagao dos médulos tangentes consistentes do
problema. Aqui, a dependéncia da porosidade deverd ser levada em consideragdo de modo a
assegurar uma boa taxa de convergéncia do algoritmo resultante da aplicacdo do método de
Newton. A derivagdo dos médulos tangentes serd abordada em uma secdo especifica deste

trabalho onde serd descrito o procedimento para que esta correcao seja considerada.

0, _ __F® _ _E
k=30 ¢ = 3a+0)
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5.5 Modelo de Cap C"*

Ira se apresentar agora o modelo constitutivo escolhido para simular a compactagao de pos
metalicos. Trata-se de um modelo de Cap composto por trés superficies de escoamento com-
pletamente suaves. A idéia deste modelo de Cap foi proposta originalmente por SWAN & SEO
(a ser publicado) e SWAN & SEO (2000) e ¢ modificada neste trabalho para incorporar a de-
scricao de deformagoes finitas, ja detalhada no capitulo anterior, e também para a inclusao da

dependéncia da densidade relativa. Este modelo é esquematicamente mostrado na Fig. 5.3.

[
Superficie de falha == _ T
por cisalhamento I, Cap “”‘“l“’N
de compressao
F,
Cap circular °
de tensio %
.7 :‘\
.’/‘E? ! ‘\
! 3V L.
T I I (w) @ x(w) 1,

Figura 5.3: Cap suave composto por trés superficies.

5.5.1 Formas basicas e taxas de evolugao

Este modelo de Cap considera as seguintes fungoes de escoamento, sobre as quais é imposta uma

condicao de interseccao suave:

FEXD) = (87 - Fun) <0 1)
Fo(mxPw) = [P~ Feh,e) <0 8)
(X" = 87 - R <o 9)

Estas funcoes de escoamento, F;, j = 1...3, sao especificadas em termos das funcoes I, F. e I}
as quais sdo chamadas respectivamente de funcao envelope exponencial de Drucker-Prager,

funcdo Cap de compressao e funcado Cap de tensdao. Aqui,
SP = 7P _xP, (5.10)

ISP = vSP - 8P, (5.11)

I :tl‘<7_').

7D denota a parte desviadora da tensdo e ¥ é a chamada de parte desviadora do back stress, o
qual estd associado ao endurecimento cinemédtico. Mais especificamente as formas de F, F,. e F;

sao definidas como
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F.(ll) = a+ny [1 - eﬁfl} , com Ifw)< I <IT (5.12)
F.(I,w) = R*w)— (I —w)?, com I <If(w) (5.13)
F,(I;) = R%-1I% com I > IT. (5.14)

Nestas equagoes «, v e § sao pardmetros materiais, enquanto I 1T e I{(w) denotam, respecti-
vamente, o ponto que delimita o Cap de tensao e o envelope de Drucker-Prager, e o ponto mével
que delimita o envelope de Drucker-Prager e o Cap de compressao. No modelo apresentado aqui
o ponto I{ é considerado fixo.

A regra de fluxo para este modelo é associativa quanto a evolucao de DP, isto é:

_ . OF;
DP = ZAJO—; (5.15)
J

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de carregamento e descarregamento sao:

F; <0, A >0 e Fi\;j =0, para j=1..3. (5.16)

E a condicao de consisténcia pldstica para este modelo fica

Fi\j =0, para j=1..3. (5.17)

Deste modo, de acordo com as condigoes de KKT, este modelo elastopldstico possui seis

condigoes de carregamento que devem ser observadas, que sao:

1. O ponto de tensao T estd dentro da regiao da funcao de escoamento e F; < 0, j = 1...3.

Neste caso a resposta do material é eldstica, ou seja hipereldstica;
2. Carregamento estd ocorrendo sobre a superficie 1, tal que, 71 =0 e A > 0;
3. Carregamento estd ocorrendo sobre a superficie 2, tal que, Fo =0 e Ao > 0;
4. Carregamento estd ocorrendo sobre a superficie 3, tal que, F3 =0 e Ag > 0;
5. As superficies 1 e 2 estao simultaneamente ativas, isto é, 71 = Fo =0 e M >0e X > 0;

6. As superficies 1 e 3 estao simultaneamente ativas, isto é, 71 = F3=0e M >0e X3 >0.

Em esséncia, este modelo considera cinco subcasos elastoplésticos. A Fig. 5.4 mostra esque-

maticamente cada um destes casos.
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Figura 5.4: Casos de carregamento.

A evolugao da varidvel relacionada com o endurecimento do Cap de compressao é tal que:

w=h'(w)tr (DP) (5.18)

onde b/ (w) é o médulo de endurecimento tangente o qual é dado por

B e 5.19
D e W sao parametros materiais, sendo
dh (w)
n = )
dw

O valor maximo que o parametro w pode assumir é limitado a zero, isto é w € (—o0,0]. O
parametro x (w) define a intersec¢ao do Cap com o eixo hidrostético das abscissas como fun¢ao

do parametro de endurecimento w, uma vez que
X(w)=w—-R(Ww). (5.20)

Perceba que como w < 0 implica em R (w) > 0 pois x (w) =w — R(w) < 0.
E considerada também uma regra de endurecimento cinemstico linear, situada completa-
mente no espago desviador, a qual possui a seguinte forma

x" = c1’De, (5.21)

onde C' é o médulo de endurecimento pldstico constante. A fim de néo sobrecarregar demasiada-
mente a notacdo com sobrescritos é introduzido o operador de quarta ordem I”, o qual aplicado

em um tensor de segunda ordem produz a sua parte desviadora. Tal operador é construido por

HD:]I—é[I@I]. (5.22)

Definicao do Cap de compressao

Neste modelo o Cap circular de compressao é determinado impondo duas condic¢Ges, que sao:

1. que o Cap esteja centrado em (11 = w, HSDH =0 ) ;
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2. que sua interseccao com o envelope exponencial de Drucker-Prager seja suave.

O algoritmo para a determinagao do raio R (w), que satisfaga estas duas condigoes, con-
siste em dado w encontrar a minima distancia do ponto (w,0) a curva envelope exponencial de

Drucker-Prager. Isto pode ser escrito como encontrar a minima distancia quadrética,

d*(I,w) = FZ (1) + (I — w)?, (5.23)
de (w,0) para a superficie F; = 0. Da condigao necessdria de optimalidade

od* (Il,w)

o = 0. (5.24)

Ii

Entéao, o objetivo é encontrar o valor I = I{ (w) para o qual a Eq.(5.24) ¢é satisfeita. Uma

vez encontrado este valor, R (w) fica determinado por

R(w) = y/d* (I, w). (5.25)

Da condicao de optimalidade, Eq.(5.24):

{2([1—w)+2Fe (L) F! (Il)} Is =0. (5.26)
sendo AF. (I
P (1) = 20

O problema pode entao ser enunciado como:

e Problema 5.1: Encontre I; que resolve o seguinte problema nao linear:
g(I1)=0 (5.27)

com

g () =2F, (I1)Fé (L) +2(I1 —w) (5.28)

sendo
F,(Iy) = a+ \[1 — exp(81)], para If(w) <1 <I}.

Para tanto, vai ser aplicar o método de Newton. O algoritmo para determinacao de I é

descrito na tabela de procedimentos 5.2. Para este método ¢é ainda necessdrio encontrar

Fl(I) = —ABexp(Bl) (5.29)
F/ (L) = —AB%exp(8h) (5.30)
em que ,
Fc{/ ([1) — M’

E;
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Tabela 5.2: Algoritmo de Newton para a determinagao de If

(1) Inicialize o contador de iteragao: i < 0
(ii) Inicialize I = w
(iii) Determine g (I7)
(v) Faga enquanto (|g (17)| > tol ou i < imaz)
(1) Determine AT
. Ii
At =2

(2) Atualiza I+
I =1+ AL
(3) Compute g (I;)
(4) Atualize i — i + 1
fim

e desta forma

g (I) =2 (F.(I) F,(I\) + Fe (L) F!' (I;) - 1) . (5.31)

Nota 5.1. Repare que para o Cap de tensao de tragao é necessario encontrar a abscissa [ 1T ,
a qual serve para delimitar os pontos entre o Cap e o envelope exponencial de Drucker-Prager,
para posterior definicio de RT. O algoritmo mostrado na tabela 5.2 pode ser utilizado para a

determinagdo de I{. Para tanto o valor de w = 0 deve ser fornecido. ®

5.5.2 Evolugao e atualizagoes - problema de valor inicial elastoplastico

O problema de evolugao das varidveis internas do problema relacionadas ao Cap vai ser agora
analisado com base no procedimento descrito no Capitulo 3. Aqui, diferentemente daquela
formulacgao, trés sao as superficies de escoamento consideradas. Também, a evolugao de algumas
varidveis internas é dada de forma nao associativa. De forma geral, o problema de valor inicial
elastopldstico para o problema de Cap proposto aqui é muito parecido com aquele ja apresentado
no Capitulo 3, mais especificamente na pagina 59, que usa o procedimento de predigao eldstica
e de uma correcao pldstica. Entretanto ha algumas particularidades que devem ser levadas em
consideragao.

Por exemplo, a determinacgao de qual superficie estd ativa, ou seja por onde estd se dando o
carregamento, ¢ um tanto mais complicada do que a estratégia mostrada no Capitulo 3. De
fato, para cada ponto que define o estado teste, (Fffj"f, )‘(T?f:f te, wffjtf>, serd necessario um pro-
cedimento especial para identificar qual é a superficie que estd ativa, ou se o ponto permanecerd
no estado eldstico. Este procedimento especial surge devido ao fato que nao é possivel a priori
determinar qual é a superficie que estd ativa. Como o envelope exponencial de Drucker-Prager
limita os Caps de tensao e compressao, quando ele é violado necessariamente os outros dois

teste

também serdo violados. Assim, quando F; (on +1) > 0 qualquer uma das trés superficies pode

estar ativa.
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Uma vez posta esta dificuldade para a determinacao de qual é a superficie que estd realmente

. _ _ Ptest e
ativa para um estado teste (rﬁiﬁe,xfﬁ e,wfffrtf) que produz Fp (e!%%°) > 0, um critério ¢

proposto para a sua determinacao. KEste critério consiste no uso do mapeamento de retorno,

. ~ . , . — _ Nteste
da classe da projecdo do mais préximo ponto'!, do estado teste, (Tfffjf, XE g ,wifjtf> , para a

superficie do envelope exponencial de Drucker-Prager, o que levard a um novo ponto chamado

aqui de wfﬁf‘fl. Se a 0 novo ponto estiver sobre o dominio da superficie de Drucker-Prager entao

este serd realmente o modo ativado. Porém, se o novo ponto estiver sobre o dominio ou do Cap
de compressao ou de tracao entao estas deverao ser consideradas como superficies ativas. Estas

idéias estao ilustradas na Fig. 5.5. Caso Ifgid > If;

) entao o ponto pertence ao dominio do

+1
Cap de tensao e deve-se efetuar agora o mapeamento de retorno considerando esta superficie.
Ccasol

1., €ntaoo Cap ativo é o de compressao e o mapeamento de

Da mesma forma, se I fgfr"ll <I

retorno para este Cap deve ser considerado.

IS

Estados
® Inicial
< Teste

® Mapeamento
de Retorno

casol

W X(w) I,

Figura 5.5: Estratégia para a determinagao da superficie ativa caso F; > 0.

Note ainda que, o estado teste pode ainda violar F» ou F3 sem no entanto violar Fi, veja Fig.
5.6. Neste caso deve ser determinado qual é a superficie ativa e proceder com o mapeamento de

retorno condizente a esta superficie.

IS”14

Estados

m Inicial

< Teste

® )\apeamento
de Retorno
1,

Figura 5.6: Mapeamento de retorno caso F; < 0 e Fa > 0 ou F3 > 0.

A tabela de procedimentos 5.3 mostra o algoritmo utilizado para checar qual superficie estd

ativa.

" do inglés closest point projection.
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Tabela 5.3: Identificacdo da superficie ativa e mapeamentos de retorno

. . — _ Ntest
(i) Determine F; (o/¢$%¢) com base em (Tfjtf, X2 e,wﬁfﬂf)
(ii) Se (F1 (o) > 0) entdo

resolva o problema do mapeamento de retorno para JFi

casol casol,
compute wi T e (I1),57;

Se { ()t < (1p)ess b entiio

A superficie ativa é Fo: Mapeamento de retorno para Fa
Se {(n)5sst > (7)., } entdo
A superficie ativa ¢ F3: Mapeamento de retorno para F3
Caso contrério
A superficie ativa ¢ F.
fim
Caso contrério
Se {Fy (o151) > 0 e It < It (w!f5'?) } entéo
A superficie ativa é F2: Mapeamento de retorno para Fa
Se {F3 (o) > 0 e I** > IT'} entdo
A superficie ativa é F3: Mapeamento de retorno para F3
Caso contrério
Incremento eldstico
fim
fim

Caso 1: mapeamento de retorno para F;

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo para
a superficie F1, a determinacao do estado deve ser realizada de acordo com o seguinte modelo

constitutivo:
1. A relagfo constitutiva hipereldstica

7 = D(E

= B+ (o) - Fun) (BT

D(n) = 2u(mI+ (ff (n) — gu(n)> (I®I)

2. Funcao de escoamento
Fi (7, x") = ||SP|| - F. (1) (5.32)

em que
F.(I))=a+7v [1 - eml} , para If(w)<I; <If.
3. Evolugao do endurecimento cinemético

x” = c1PDr
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com C' sendo um pardmetro material constante. Aqui

_ 0F1
DP = A\ — (5.33)
or
Em uma primeira andlise, o mapeamento de retorno associado a este caso consiste em en-
contrar E¢_;, X2 ; e A\ que satisfacam o seguinte sistema de equagdes nio lineares

e eteste 8‘7:1
ne1 — Eppn +AM G

n

(en]

n+1

X2, — X2 — A CTP %)W =10 (5.34)

fl (7_-n+1a Xr?Jrl)

com A); > 0. Uma vez determinadas estas varidveis os outros pardmetros do modelo podem
entao ser atualizados.

Porém, é possivel escrever o sistema de equagoes, Eq.(5.34), de forma mais reduzida apés
algumas manipulacoes algébricas. O Apéndice E apresenta esta derivagao de uma forma mais
detalhada. O problema referente ao sistema de equagoes, Eq.(5.34), apds esta manipulagao

algébrica pode ser escrito como: Encontre A); e I, ., que resolvam

o Dteste
82
I, — It + 9AN Ky Be M

n+1 ln+1

@+ C) M| — oty (1= )| [ 0 ] . (5.35)

1o

Uma vez determinados AA; e Iy, , ¢ possivel atualizar as seguintes varidveis

S713+1 = [1 — % gqll)flsfe
I1S2
D = #P —ouANN,
X = XE 4+ AMCN,
e entao calcular
Toil =TE 4+ %Ilnﬂl-

Na tabela 5.4 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de

retorno para o caso de Fp ativo.

Atualizagao de w Uma vez determinados I, ., e A\; pode-se atualizar o parametro w1
utilizado para a determinacao das varidveis associadas ao Cap. Entretanto, a atualizacao de

wp11 envolve também a solugao de um conjunto de equacoes nao lineares dado por

Wntl =W — 3A>\1h, (wn+1) Fe/(I]-n+l)
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Tabela 5.4: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 1

(i) Uma vez determinada que Fj estd ativa resolva:

‘ gr?fftF —2u+0) A)\l’ — [a—l—’y (1 — eﬁlln+l>} _ [ 0 :|
Iy — Ifffff + 9A)\1/€'Y/36/811"+1 0

para I, ; e A)j.
(ii) Atualize as varidveis
1 A)\IKQU"FC!] theste

- H theste ’I’L+].
n+1

D
Sn+1 -

7_-713+1 = ?r?;eigte — 2uAN Ny
XD =xE + AMCN,

= _ =D 1
Fopn =700 + 10,1

OF
FP. | =exp (A)\l Lo n+1> F’,
em que
W e~ Dx(wni1)
) = WD G
X (Wny1) = 1= R (wn41)
Fe/(lanrl) = _'Yﬁeﬁhnﬂ .

Caso 2: mapeamento de retorno para F»

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo para
a superficie Fa, a determinagdo do novo estado deve ser realizada de acordo com o seguinte

modelo constitutivo:
1. A relacao constitutiva hipereldstica

T = D(nE

= 2u(n)E°+ </1 (n) — gu (n)> tr (E) I
D) = 21+ (n() = 3un) A&
2. Fungiio de escoamento
Fo (7, %", w) = |8P|]° = F.(Ii,w) <0 (5.36)

em que
F.(I;,w) = R? (w)—(I1 — w)2, para I < I{(w).



CAPITULO 5. COMPACTACAO DE MATERIAIS POROSOS 139
3. Evolucao do endurecimento do Cap
@ = b (w) tr (DP)

4. Evolucao do endurecimento cinemadtico

x” = CIPDr.
Aqui
DP = A\, 8855 2 (5.37)

Novamente, em uma primeira andlise o mapeamento de retorno associado a este caso consiste

em encontrar Ef , ;, )‘(,? 1, Wnt1 € Adg que satisfagam o seguinte sistema de equagoes nao lineares

¢

E, Eet“{e + AN &2
n+1
Xn—&—l A)\QCI[D 8.7-'2 ’

n+1 —

)

com A)Xy > 0. Porém, é possivel escrever o sistema de equagoes, Eq.(5.38), de forma mais

(5.38)

o o o O

Wnt1 — wWn — Ay B (W), tr <%f;2

Fo (7_-n+1> )_(n_t,_la Wn+1)

reduzida. Para tanto, pode-se proceder de forma andloga ao caso 1, isto é, a solucdo pode ser

dada pela imposicao do seguinte sistema de equacoes escalares, veja o Apéndice E,

L, ., — I{eitf + 18k (Iln+1 — wn+1) Al 0
Wntl — 2— 6 hn (w)|n+1 (Iln+1 — wn+1) Ady _ 0 (5.39)
Sgteste
- s — Fe (Iln+1>wn+1) 0

(14+2(2u—C)AN2)

para I, ,, wny1 e Ao,
Na tabela 5.5 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de

retorno para o caso de F» ativo.

Caso 3: mapeamento de retorno para F3

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo na
superficie F3, a determinacao do novo estado deve ser realizada de acordo com o seguinte modelo

constitutivo:
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Tabela 5.5: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 2

(i) Uma vez determinada que F» estd ativa resolva:
I1n+1 - I{fffle + 18’£ (Iln,+1 - wn—l—l) A>\2

apteste||?
(1+2(27;L+—10)A>\2)2 = Fe (D nsa)
para Iy, .., wny1 € Alg.
(ii) Atualize as varidveis
gD, _ SPi
n+1 [1+2(2u—C)ANg]

—D _ _Dteste aD

xPo1 = xE +2AX0CSP,,

= =D 1
Tn4l = Tpy1 T+ §Iln+1I

)=
n+1

Fl 1 =exp <A/\2 &

Wnt1 — Wy — 6 R (w)|n+1 (Iln+1 - wn+1) Alg

o

1. A relacao constitutiva hipereldstica

T = D(nE

= 2u(n) E°+ (/ﬂ (n) — gum)) tr (E°) I

D) = 201+ (k) ~ Juln) A=)

2. Funcao de escoamento

em que
Fy(I;)=R%—1I?, com I >1I].
3. Evolugao do endurecimento do Cap
w=h'(w)tr (DP);
4. Evolucao do endurecimento cinemadtico
)L(D = CT1’D?;

Aqui
B — A2,
or

140

(5.40)

(5.41)
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Tabela 5.6: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 3

(i) Uma vez determinada que F3 estd ativa resolva:
pteste 2 teste 2
JS”_lH_ —R2 4+ M —0
[1+2(2u+C) AN T " (1418kAN3)°
para A\s.
(ii) Atualize as varidveis

SpiT

Sui1 = G0N

_TIL)+1 = ?r?flste - 4MA>\3S£+1
XD =xE +2AXCSE,

Iteste
_ 'n+1
Iln+l T 1+18xA)3

= =D 1
Tl = Tpy t §Iln+1I

| = €xp <A)\3 9F3

P
F, .

Fh,
n+1

O mapeamento de retorno associado a este caso consiste em encontrar E¢_;, X2, 1, wy11 €

A\3 que satisfagam o seguinte sistema de equagoes nao lineares

;

ES, —ES + AN 92

n+1

Xn—‘rl Xn - A)\3C’HD 6]: ’
n+1 _

n+1>

com A)y > 0. Porém, como feito nos casos anteriores, aqui também é possivel escrever o sistema

(5.42)
Wil — wn — AXg B (w)],,,, tr 222

o O o O

Fz (Frns1, X5 01)

de equagoes acima, Eq.(5.42), de forma mais reduzida. Neste caso é possivel reduzir o sistema

para apenas uma equacao, veja Apéndice E para uma descri¢cao mais detalhada,

2 Iteste 2
‘ 2_R%+<1"—“>2:0 (5.43)
[1 +2 (2M + C) A)\3] (1 + 18:‘€A)\3)

S Dteste
Sn+1

a qual deve ser resolvida para A\s.
Na tabela 5.6 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de

retorno para o caso de F3 ativo.

5.5.3 Determinacio dos médulos tangentes consistentes D = D”

Uma vez determinadas as estratégias de atualizagao locais para cada caso de carregamento é
possivel agora determinar os chamados mdédulos tangentes consistentes. Como estes médulos
sao dependentes da solucao local obtida, cada mdédulo deverd ser determinado com base nesta
solucdo. Assim vao existir trés médulo tangentes para o modelo constitutivo proposto, conforme
a tabela 5.3.
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Ainda, como jia comentado no inicio deste capitulo, o modelo constitutivo é dependente
da densidade relativa 1. Como na determinagdo do mdédulo tangente consistente é feita uma
linearizagao do sistema local de equacoes, proveniente do mapeamento de retorno, este médulo
resulta independente da densidade relativa.

Entretanto, na linearizacao, perturbacoes na deformacao implicam em perturbagoes na den-
sidade e vice-versa. A fim de levar em conta esta dependéncia serd introduzida no sistema de
equagoes uma relacao oriunda do algoritmo de estado teste ja comentado no Capitulo 3, relagao
esta também usada em PEREZ-FOGUET et al. (2003), de modo a identificar a relagao entre n

teste . teste ~ , .
e F; ., ouainda Ef | . Esta relagdao ¢ apresentada a seguir.

eteste eteste

Relagao entre an e F;,; e Ej
No algoritmo de predigao eldstica:

teste

“|P
+1 Fn

eteste

nt1 = Fnp1 (Fﬁ)il - Fni1=F}

Com base neste algoritmo a densidade relativa pode ser escrita como

o o
- = 5.44
T Qet (Fra)  det (S0 det (FR) (549

Agora veja que

eteste o 11 6teste
n+l1 — 9 n n+1

ou
6teste o eteste
n+1 = exp (QEn+1 )
T
eteste 6teste o eteste
( n+1 ) n+l = ©€XP (2En+1 )

e tomando o determinante em ambos os lados
eteste T eteste eteste
det ( a1 ) det ( nl ) = det [exp (2En+1 )}

este 2 este
o (#2)]* = o o ()]
det ( f;ff e) = exp [tr < ffffj]
6teste

det( n+1) = exp (E;i) (5.45)

em que
Eeteste —tr < ztj_sfe) ‘ (546)
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Logo, substituindo a Eq.(5.45) em Eq.(5.44) produz

Mo
exp (ngfjje> det (F%)

_ Mo (_Eeteste )
det (Fh) P Untt )

NMn+1 =

143

(5.47)

Tendo em mente esta relagao pode-se agora determinar os médulos tangentes para cada um

dos casos de carregamento. Os mdédulos tangentes usados neste trabalho sao apresentados a

seguir.

Médulo tangente para o caso 1

O sistema de equagoes local referente ao caso 1, onde nao é levado em consideragao o endureci-

mento cinemético, x? =0, é

e - eteste 8]:1
El o —EL AN

Fi (Fnt1, Mns1) =10
s — irexp (—E5°") 0

onde foi introduzida a relagao Eq.(5.47).
A linearizagao do sistema Eq.(5.48) é dada por

530 e N () [
AF1 (Frt1s Nps) _ 0

dnn+1 + ’f] eXp (—E5t58t6> dEgtESte 0

ap6s uma extensiva manipulagao, temos

ep d7—'n+1 :A_lﬁ

em que
A=D1+ A (72712 = Noa @ Ny ) + 8™ (T2 T)
(S}
B=1I- 77n+1D718—]D)E161+1 ® L
Myt

Médulo tangente para o caso 2

Procedendo de forma andloga ao apresentado para o caso 1 pode-se chegar a

dT

ep __ ntl a1

c2 — dEeteste - A IB
n+1

S

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)
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em que
1
A= D2 [P 101 -0 22 g1 L <02 07 —2A)\QI>® 0F>
0T n+1 oS 0T 0T i1
_, 0D 1 0F O0F,
B = 1 |[D'—FE, @I+ (C — —QA)\I)@I +1
+1 877n+1 +1 ag_:'il 877714—1 ZaTn+1 2
(]
A
C, = ——2 (5.54)

I1n+1 — Wn+1

1+ 6ANN,
Cy = — 2l (5.55)
6hn+1 (11n+1 - wn+1)

Médulo tangente para o caso 3

Novamente seguindo a mesma idéia apresentada no caso 1, pode-se chegar ao seguinte moédulo

tangente para o caso 3

dTy _ - _, 0D
D% = = {D ' +2AN [IP +I®1]} 1<H—nn+1]ﬂ) 177—13;“@1). (5.56)

teste
dEaem+1 9 n+1
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5.6 Exemplos

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de compactagao de componentes, em molde,
utilizando o modelo material proposto neste capitulo juntamente com a estratégia de contato
e atrito apresentada no Capitulo 4. A fim de poder estabelecer uma comparagdao com outros
modelos materiais e também estratégias de solugao apresentados na literatura para abordar o
problema de compactacao de pds metdlicos, foram selecionados alguns exemplos jé estudados
por outros autores, alguns inclusive com resultados experimentais. Os exemplos apresentados
nesta secao consideram a hipétese axissimétrica e de estado plano de deformacoes. Em todos os
exemplos um suporte de influéncia de s = 1.5 foi utilizado juntamente com uma quadratura de

Gauss-Legendre de 7 pontos de integragao.

5.6.1 Compactagao de uma bucha plana

O primeiro exemplo investigado é a compactacao de uma bucha plana. Resultados numéricos
e experimentais para este exemplo sao apresentados por GETHIN & LEWIS (1994). Outros
resultados numéricos para este exemplo também sao apresentados em LEWIS & KHOET (1998)
e (2001), CANTE et al. (1998) e PEREZ-FOGUET et al. (2003).

Na Fig. 5.7 é apresentada, de forma esquemdtica, o modelo axissimétrico proposto para
andlise. Repare que as regioes mostradas em cinza na Fig. 5.7(a) representam o molde. Nesta
mesma figura é mostrada a malha de integracao utilizada bem como a disposicao das particulas

EFG. Neste exemplo foram utilizadas 217 particulas e 360 elementos de integragao.

L4y

ooooo

ooooo

ooooo

ooooo

ooooo

20

ooooo

ooooo

ooooo

uuuuu

ooooo

ooooo

ooooo

ooooo

(a) 90000 (b>

r=2385 o particula EFG
r,=12.5

Figura 5.7: Modelo usado na andlise da bucha plana: (a) Malha de integracao e molde; (b)
disposicao das particulas EFG.

A simulacao consiste do movimento da parede superior, esmagamento, de & = 12 mm com

relagao & parte superior do molde. Foram utilizados inicialmente 200 passos de carga, porém
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devido a alta compactagao alcangada no estdgio final do processo, um refino sucessivo de passos
foi realizado chegando a 800 passos de carga no final da anélise.
As propriedades materiais, bem como os parametros utilizados para a imposi¢ao das condigoes

de contorno essenciais e de contato e atrito, foram os seguintes

E=FE(n) v=20.35
W=1 D=7x102MPa~! w,=-02MPa
a=5883MPa =10 \=226.455
;=015 ex=10"% ep=10""
e =102 tol; =107%  toly = 1076,

Na Fig. 5.8(a) é mostrado um comparativo entre a for¢a de compactagao partindo de duas
densidades relativas iniciais diferentes que sao 1, = 0.40, como usado no trabalho apresentado
por LEWIS & KHOEI (1998), e 1, = 0.41 como proposto por PEREZ-FOGUET et al. (2003).
Jé na Fig. 5.8(b) é apresentado um comparativo entre o perfil de densidade relativa obtida com
a proposta apresentada neste trabalho com aquela obtida por varios outros autores. Este perfil
¢é para um raio de 10.5 mm e para um movimento da parede superior do molde de @ = 10 mm.
Diferentemente dos trabalhos apresentados por LEWIS & KHOEI (1998) ¢ PEREZ-FOGUET
et al. (2003) neste trabalho é considerado o efeito do atrito em todas as paredes do molde e nao
somente nas paredes laterais, como usado nos trabalhos destes autores. Repare que ha uma boa

concordancia entre os resultados apresentados aqui e os alcancados por outros autores.

—o— GETHIN et al. (1994) - Experimental —o— GETHIN et al. (1994) - Numérico ~ —=— LEWIS & KHOEI (1998) - Numérico
—o— CANTE et al. (1998) - Numérico —— PEREZ-FOGUET et al. (2003) - Numérico —o— Presente trabalho 1, = 0.41 - Numérico
—#— Presente trabalho 1, = 0.40 - Numérico
130 4 10 |

120 4
110 ]
100
90
80
70
60
50
40 ]

Forga (kN)

Altura - Deformada (mm)

e = T T T T T T T T T — T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 060 065 070 075 08 085 090
Deslocamento (mm) Densidade relativa

Figura 5.8: Resultados para a compactagao da bucha plana. (a) For¢a x deslocamento; (b)
Variacao da porosidade ao longo da altura para a configuracao deformada de 10 mm e para um
raio de 10.5 mm.

Na Fig. 5.9 s@o mostradas as saidas em isofaixas para a densidade relativa, para vérios

movimentos da parede superior do molde. Como esperado, hd uma maior compactagdo no
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sentido de baixo para cima no componente. Ainda, é possivel notar um efeito de localizagdo em
todos os cantos do anel. Qualitativamente este efeito pode ser evidenciado nos trabalhos dos

outros autores citados acima.

(a) - 0 mm

(d) - 7 mm

n n n
; 0.685 - 0.821 (f) - 11 mm g 0.997
0.675 0.807 0.980
0.665 X 2

0.655

- 0.644 !
0.634
0.624
0.614
0.604
0.594
0.584

n

- 0.584
0.577
0.571
0.564
- 0.558
0.551
0.545
0.538
0.532
0.525
0.519

0.793 0.962
0.779 0.945
- 0.765 0.928
0.751 0.911
0.737 0.894
0.723 0.876
0.709 0.859
0.695 0.842
0.681 0.825

Figura 5.9: Compactacao da bucha plana. Isofaixas de densidade relativa para vdrias posigoes
da parede superior do molde.

Outro resultado bastante interessante estd mostrado na Fig. 5.10 a qual apresenta a tensao
de cisalhamento para um deslocamento de 11 mm da parede superior do molde. A partir da

andlise desta figura fica evidente o efeito do atrito sobre o pé compactado.

(e3

rz
- 18.47
14.82
11.17
7.519
- 3.868
0.217
-3.434
-7.085
-10.73
-14.38
-18.04

Figura 5.10: Saida de cisalhamento o,, para 11 mm.

5.6.2 Compactagao de um flange

Neste exemplo é mostrada a compactacao de um flange, o qual é modelado usando a hipétese
de axisimetria. As dimensoes do flange, bem como a disposi¢ao das paredes do molde, estao
apresentadas na Fig. 5.11. Nesta figura também é apresentada a disposicdo da malha de
integragao e das particulas EFG. Neste exemplo foram utilizadas 310 particulas e 540 elementos
de integracao.

A andlise consiste no movimento relativo da parede superior e inferior do molde de @ =
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6.06 mm e ug = 7.70 mm respectivamente. Este movimento é feito de forma simultdnea. Foram
usados 400 passos de carregamento durante esta andlise. Os pardmetros materiais usados neste
exemplo sao os mesmos calibrados pelo exemplo anterior, a menos do coeficiente de atrito, que

neste caso ¢ de ¢y = 0.08.
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Figura 5.11: Modelo usado na analise do flange: (a) Malha de integracao e molde; (b) disposigao
das particulas EFG.

Na Fig. 5.12 é mostrada a configuracao deformada no final da anélise. Este exemplo também
foi investigado por LEWIS & KHOEI (1998) e PEREZ-FOGUET et al. (2003). Novamente,
hd uma diferenca entre as condigoes de contorno usadas por estes autores e as usadas neste
trabalho. Aqui, ha contato efetivo entre o pé e todas as paredes do molde. J& no trabalho dos
autores citados, os ndés que pertencem as paredes que possuem movimento relativo sao presos
radialmente. Ainda, outros nés tém o movimento restringido em outras paredes do molde, como
por exemplo os nés das paredes que formam a regiao do canto do flange, regiao do detalhe
mostrado na Fig. 5.12(b). Para maiores informagcoes da condi¢ao de contorno usada por este
autor veja KHOEI & LEWIS (2002).
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Figura 5.12: Flange deformada. (a) Malha de integragao e (b) distribuicao de particulas EFG -
Linhas de corte indicando as posicoes para a leitura da densidade relativa..

De fato, estas regides de reentrancias possuem um comportamento bastante complexo, po-
dendo aparecer nestas regices efeitos localizados de redugao de volume em um lado da parede
e de aumento de volume na parede seguinte, dependendo do sentido do movimento do fluxo
de compactacao. Entretanto, como ji comentado, no exemplo apresentado neste trabalho é
permitido que o pé esteja livre para assumir qualquer tipo de movimento. Na Fig. 5.12(b) é
mostrado em um detalhe, a ampliacao da deformada obtida perto da reentrancia. Repare que
hé um pequeno descolamento do material da parede do molde.

O fato de haver regides localizadas, com aumento ou reducao de volume, durante o processo
de compactacao torna-se um problema mais relevante justamente quando o material é modelado
com formulagbes constitutivas do tipo Cap, onde o efeito de compressao e de tragao sao tratados
de forma bastante diferentes. De fato, para este tipo de material, os locais onde hd um grande
aumento de volume serao bastante propicios a falhas, como a nucleacao de vazios ou ainda a
nucleagdo de microtrincas. Este efeito serd melhor explorado em um outro exemplo, onde apenas
uma, das paredes do molde é considerada mdvel.

Na Fig. 5.12(c) sao mostradas as linhas onde serao levantados os perfis de densidade. Estas
linhas, cortes ou secoes, sao 1 — 1 az=1717 mm, 2 — 2 az=15 mm, 3 — 3 para um
r=93Tmmed—4 ar =877 mm. Os perfis de densidade sobre estas linhas estdao mostrados
na Fig. 5.13, onde também sdo mostrados os perfis obtidos por vdrios outros autores. Da andlise

desta figura pode-se verificar uma boa concordancia entre os resultados.
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Figura 5.13: Resultados para a compactacao do flange. Variagdo da densidade relativa para
varios cortes.

Ja na Fig. 5.14 sao apresentadas as saidas para a densidade relativa para alguns passos de
carregamento da anédlise. Repare que o perfil de densidade durante a anélise, e particularmente
no final da mesma, é bastante heterogéneo.

Por fim, é apresentado na Fig. 5.15 o gréfico de for¢a de compactacao para as duas paredes
méveis. Entretanto, como comentado em PEREZ-FOGUET et al. (2003), hd uma grande
diferenga com os resultados apresentados por LEWIS & KHOEI (1998) para este exemplo. A
forga total na parede superior apresentada no trabalho de LEWIS & KHOEI (1998) é de 1550
kN, enquanto que, no trabalho de PEREZ-FOGUET et al. (2003) é de 392 kN. J4 neste trabalho
esta forca é de 384 kN. Ainda, conforme PEREZ-FOGUET et al. (2003), esta variacao é devido
a diferenca no médulo de elasticidade usado pelos autores e também pelo fato que no trabalho
de LEWIS & KHOEI (1998) é considerada uma andlise dinamica.

Contudo, os resultados apresentados aqui estao bastante préximos daqueles apresentados por
PEREZ-FOGUET et al. (2003). Para efeito comparativo, no grafico da Fig. 5.15 ¢ considerada
uma for¢a normalizada ou adimensionalizada. Note, mais uma vez, a boa concordancia entre as

curvas de forca apresentadas.
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Figura 5.14: Compactacao do flange. Isofaixas de densidade relativa para vdrias posigdes do
molde.
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Figura 5.15: Comparativo entre as forgas normalizadas entre os védrios autores e o presente
trabalho.
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Outro caso

A fim de melhor analisar a resposta deste tipo de material em torno de reentrancias do molde,
é proposto que o problema de compactacao do flange seja novamente estudado, porém con-
siderando agora apenas o movimento relativo da parede inferior do molde. A deformada para
este caso estd mostrada na Fig. 5.16. Repare que existe um descolamento de uma grande regiao

em torno da reentrancia do molde.

Figura 5.16: Flange deformada para o caso de movimento apenas da parede inferior do molde.

O resultado para isofaixas de densidade relativa para este caso estd mostrado na Fig. 5.17.
Note que, devido ao efeito de canto hd um gradiente elevado de densidade relativa. Verifica-se
a existéncia de uma regiao com alto valor de compactacao logo a esquerda do canto e também

uma regiao com aumento de volume logo & sua direita.

7 0.734
0.694
0.654
0.614
- 0.574
0.534
0.494
0.455
0.415
0.375
0.335

Figura 5.17: Compactacao do flange. Isofaixas de densidade relativa para o caso de movimento
apenas da parede inferior do molde.
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5.6.3 Compactagao de um perfil de uma ferramenta de corte

Neste exemplo final é mostrada a compactacao de um componente com um perfil de uma fer-
ramenta de corte. Diferentemente dos outros exemplos, neste caso é suposto que o componente
possa ser modelado através da hipétese de estado plano de deformagoes. O modelo usado neste
exemplo estd descrito na Fig. 5.18, onde também é mostrada a malha de integracao e sua
distribuicao de particulas EFG correspondente. Na Fig. 5.18(b) também sao indicas as segoes
onde ird se avaliar a densidade relativa no final do processo de compactacao. As posicoes destas
linhas sdo: 1 — 1" na metade do componente, 2 — 2" a z = 2 mm da parede esquerda, 3 — 3’
para um z = 15 mm afastado da parede esquerda e 4 — 4" a z = 28 mm também da parede
esquerda. Os parametros materiais usados neste exemplo sdo os mesmos calibrados no primeiro
exemplo deste capitulo, a menos do coeficiente de atrito, que neste caso & de ¢y = 0.08. Neste
exemplo a densidade relativa inicial é de n, = 0.4 e foram utilizados 399 particulas e 702 ele-
mentos de integracao. Um exemplo bastante similar a este também foi considerado por LEWIS
& KHOEI (1998), porém estes autores restringiram o movimento dos nés em contato com as

parede superiores e inferiores do molde.

u,
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o particula EFG

Figura 5.18: Modelo, malha de integragao e distribuicao de particulas usadas na compactacao
de um perfil de uma ferramenta de corte.

Neste exemplo serd investigada a importancia da cinemédtica da ferramenta no processo de
compactacao de pds na metalurgia do p6. Para tanto, sdo realizadas vdrias andlises onde é
permitido que a parede superior e inferior se movam, ou que uma delas permanega fixa. As

andlises realizadas foram as seguintes:
a) Movimento apenas da parede superior de u; = 6mm para baixo;
b) Movimento apenas da parede inferior de ug = 6mm para cima;

¢) Movimento da parede superior de u; = 3mm para baixo seguido do movimento da parede

inferior de us = 3mm para cima;

d) Movimento da parede inferior de ug = 3mm para cima seguido do movimento da parede

superior de u; = 3mm para baixo;

e) Movimento de ambas as paredes simultaneamente, isto é parede superior de u; = 3mm

para baixo e parede inferior de us = 3mm para cima;
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(a) - Parede superior (b) - Parede inferior

(c) - Parede superior e depois inferior (d) - Parede inferior e depois superior

T 10 7t W2 W2l W W W

S .
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(e) - Parede superior e inferior simultaneamente

10tV V2l V2 W2t W

.

Figura 5.19: Malhas de integracao deformadas para as vérias configuracoes de cinemética do
molde simuladas.

As deformadas para cada uma das anslises acima estdo mostradas na Fig. 5.19. Inicialmente,
repare que hd um pequeno descolamento do material compactado com relacao & parede do
molde no canto inferior esquerdo, regides mostradas em detalhe nesta figura e com escala de
ampliacdo de duas vezes em relacao & regiao original, dependendo da cinemadtica do molde
escolhido para a compactagao do componente. Como serd visto mais adiante, esta regiao onde
h& este descolamento sofre um alto processo de compactacao, apresentando um gradiente de
densidade bastante elevado quando comparado com valores em sua vizinhanca.

Na Fig. 5.20 estao mostrados os resultados obtidos para a predicao da densidade relativa
para cada secao de corte mostrada na Fig. 5.18(b). Repare que pode existir uma variacao
bastante expressiva da densidade relativa dependendo da cineméitica do molde adotada.

Ja na Fig. 5.21 é plotado o grafico da forca pelo deslocamento total. Este grafico é construido

com base na forga total produzida na parede superior do molde.



CAPITULO 5. COMPACTACAO DE MATERIAIS POROSOS 155

0,95 -

0,90

0,854

0,80 4

0,754

Densidade Relativa

0,70

—e— Parede Superior ~—®— Parede Inferior ~—®— Parede superior ¢ inferior simultancamente
—e— Parede superior, depois inferior =~ —— Parede inferior, depois superior

Corte 1-1' - y no centro

Densidade Relativa

(a) ©

0,790 _

0,785

0,780 4

Densidade Relativa

0,775

5

10 15 20 25 30
Largura

Corte 3-3'- x = 15 mm

Densidade Relativa

T M T T T T T T T 1
3 4 5 6 7 8
Altura

' . 3
090 Corte 2-2' - x = 2 mm
._.\r,—H_o—O——o—o—o—o—.*./"

0,88_-
0,86_-
0,84:
082
0,80_-

0,78

0’76 T T T T T T T T T 1
(b) 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Altura

075 Corte 4-4' - x = 28 mm

0,74

0,73 4

0,72 |

0,71 — T T T T T " T " T
(d) 0 1 2 3 4 5
Altura

o4
-
oo.
Nel

Figura 5.20: Resultados de densidade relativa ao longo de cada linha de corte.
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Figura 5.21: Forcas desenvolvidas sobre a parede superior do molde para cada cinemdtica do

molde.
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Por fim, na Fig. 5.22 sao mostradas as saidas em isofaixas para a densidade relativa, para

cada caso de cinemadtica especificado acima.

(a) - Parede superior

Ul
- 0.940
0916
0.893
0870

Figura 5.22: Isofaixas de densidade relativa para as diversas cinemdticas do molde.

5.7 Conclusoes parciais

Neste capitulo foi estudado o processo de compactagao de pds metdlicos em molde dentro do
contexto da Metalurgia do P6. Um modelo constitutivo do tipo Cap, baseado no trabalho de
SWAN & SEO (a ser publicado) e SWAN & SEO (2000) foi modificado, implementado, testado,

calibrado e comparado pela realizacao de alguns exemplos que levam em consideracao também a
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proposta de deformacoes finitas apresentada no Capitulo 3 e a proposta de contato unilateral
com atrito e de discretizacao espacial apresentada no Capitulo 4. Os parametros eldsticos do
modelo hipereldstico foram tomados como dependentes da variagao da densidade relativa e esta
dependéncia implicou em correcées nos moédulos tangentes.

De maneira geral, a metodologia proposta apresentou-se bastante eficiente, como foi mostrado
pelos exemplos apresentados neste capitulo. Foi dada uma énfase em exemplos ja apresentados
na literatura para que se pudesse fazer um comparativo entre o modelo proposto neste capitulo
e os demais modelos vistos na literatura. Os resultados destas comparagdes mostraram uma boa

concordancia entre os resultados, tanto qualitativa como quantitativamente.



Conclusao

De um modo geral, este trabalho pode ser dividido em duas partes. A primeira trata da apre-
sentagdo do método de Galerkin livre de elementos modificado e de andlise mediante a aplicagao
em alguns problemas de valor de contorno em engenharia. Este método possui como principal
caracteristica a propriedade de gerar fungoes de forma que possuem a propriedade de delta de
kronecker sobre o contorno essencial, propiciando desta forma, a imposicao direta das condigoes
de contorno essenciais. A simplicidade de implementacdo do método e a sua vasta aplicabili-
dade em problemas da matemadtica, fisica e engenharia sao as principais vantagens do método
proposto. Por outro lado a perca de regularidade na regiao de transicao, préxima do contorno
essencial, faz com que erros de integracao surjam nesta regiao o que pode dificultar a sua apli-
cacao em problemas como choque, por exemplo.

Estimadores de erro e refino foram propostos, sob o contexto do método de Galerkin livre de
elementos modificado, para a obtencao de malhas de integracao e coberturas adequadas para o
problema de elasticidade sob pequenas deformacoes. Dois estimadores de erro foram propostos
e implementados com sucesso. A primeira metodologia é baseada na incorporacao de termos de
erro de residuo e de contorno, tracao prescrita, ao termo de erro quadréatico médio proposto por
ZIENKIEWICZ & ZHU (1990). Ja a segunda estratégia consiste na aplicagdo da metodologia
conhecida como REP, onde o equilibrio é imposto em regioes da malha de integragdo. Ambas
as abordagens produziram bons resultados porém, a abordagem baseada no REP leva algumas
vantagens quando comparada com a outra. Além de necessitar de um niimero menor de células
de integracao para alcancar a meta de erro global estabelecida a priori, a abordagem baseada
no REP pode ser estendida facilmente para problemas nao lineares.

O método de Galerkin livre de elementos modificado foi submetido também a uma anélise de
grandes deformagoes, na qual um modelo constitutivo elasto-plédstico Jo foi utilizado. O uso de
uma descri¢ao Lagrangeana Total juntamente com o uso do par conjugado de tensao rotacionada
de Kirchoff e da medida de deformacao logaritmica e também do mapeamento exponencial pro-
duziu algoritmos de facil e rdpida implementagao numeérica e de boa robustez. Anélises numéricas
foram feitas considerando a hipétese de estado plano de deformagoes e também para problemas
axissimétricos onde foi evidenciado o fendmeno de travamento volumétrico. Uma estratégia an-
titravamento foi proposta, implementada, testada e comparada com estratégias propostas por
outros autores, principalmente no contexto do método de elementos finitos, com base em uma,
gama de exemplos usados na literatura de modo a mostrar a eficiéncia da metodologia anti-
travamento proposta. Entretanto, devido a interpolagao linear produzida por uma cobertura

exclusivamente dada por funcées do tipo EPuFe o efeito de travamento volumétrico permaneceu

158
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presente, embora com um efeito minimizado, em alguns exemplos. Porém, uma estratégia de
refino da malha de integracdo pode reduzir a existéncia destas regioes fazendo com que este
efeito seja bastante pequeno.

A segunda parte do trabalho trata do problema de conformacido em molde. Aqui uma
discretizacdo EFG mais usual foi utilizada, na qual a imposicao das condi¢ées de contorno
essenciais é dada pelo método do Lagrangeano Aumentado. O molde é assumido como sendo
rigido, hipétese de Signorini, e formado apenas por segmentos de retas. Uma formulacao de
contato com atrito foi implementada onde o contato normal é também imposto pelo método
do Lagrangeano Aumentado e o termo de atrito é imposto pelo método da penalidade. FEx-
emplos foram realizados simulando alguns casos mais cldssicos e também uma simulagao de
um forjamento a frio de um componente mais complicado onde também é analisado o efeito
de travamento volumétrico sobre a cinemética da deformacao dos componentes. O algoritmo
apresentado mostrou-se bastante robusto para uma regiao bastante ampla do efeito de atrito.

Por fim, foi simulado o processo de compactacao de pds metdlicos em molde, dentro do
enfoque da Metalurgia do Pé. Um modelo constitutivo do tipo Cap, baseado no trabalho de
SWAN & SEO (a ser publicado) e SWAN & SEO (2000) foi modificado, implementado, testado,
calibrado e comparado com propostas apresentadas por outros autores. De maneira geral, a
metodologia proposta apresentou-se bastante eficiente, como foi mostrado pelos exemplos apre-
sentados. Foi dada uma énfase em exemplos ja apresentados na literatura para que se pudesse
fazer um comparativo entre o modelo proposto e os demais modelos vistos na literatura. Os
resultados destas comparagoes mostraram uma boa concordancia entre os resultados, tanto qual-

itativa quanto quantitativamente.



CAPITULO 5. COMPACTACAO DE MATERIAIS POROSOS 160

Sugestoes para trabalhos futuros

e Aplicacao de metodologias adaptativas, estimadores de erro e refino, para problemas nao

lineares com grandes deformagoes;

e Implementagao de uma metodologia de controle de carregamento, load displacement con-

trol;
e Uso de uma base intrinseca que propicie uma ordem mais alta de aproximacao;

e Descrigao do molde através de splines e inclusao dos termos de curvatura no problema de

contato.
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Apéndice A

Efeito do gradiente de dano na teoria

de Lemaitre

A.1 Introducgao

O dano, na mesoescala, pode ser interpretado como o crescimento e a coalecéncia de microtrincas
ou microvazios. A interpretacao fisica da varidvel de dano isotrépico, em um elemento de volume
representativo, é dado pelo quociente entre a drea destas microtrincas e a drea total da secao
deste elemento de volume representativo. A varidvel de dano, D, ¢ introduzida dentro das
equagoes clédssicas da mecanica do continuo através do conceito de tensao efetiva, ROBOTNOV
(1969), dado por

- o

e pelo conceito de deformacao equivalente definido por KRAJCINOVIC & LEMAITRE (1971).

A.2 Equacgoes constitutivas e leis de evolucao

As equacgbes constitutivas e as leis de evolugdo do problema sio determinadas com base em
dois potenciais, que sao o potencial de energial livre de Helmholtz, 1, e no pseudo-potencial de
dissipagao, D.

Aqui, é postulado a existéncia de ambos os potenciais. Assume-se ainda que o potencial de

energia livre de Helmholtz seja dependente de um conjunto de varidveis de estado, i.e.,
¥ = (0,7, D, VD) (A.2)

na qual, a é o tensor chamado back strain, r é a deformacao relativa ao endurecimento isotrépico
e VD é o gradiente do dano. Ainda, é assumida a condi¢dao de deformacéoes infinitesimais onde
a decomposicao aditiva do campo de deformagoes em uma parte eldstica e outra plastica é

convenientemente utilizada, i.e., € = €° + €. Agora, da inequacado de Clausius-Duhem e do

172
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método do estado local é possivel derivar as seguintes equacoes de estado

_o% o % 5, W
e X T fTTrao Y= rap

[t

o

- aa;D (4.3)
na qual x” é o tensor endurecimento cinematico, também conhecido como back stress, R é o
endurecimento isotrépico, Y taxa de desidade de energia de deformacao liberada e = ¢ a varidvel
dual associada com VD. E considerado o potencial de energia livre proposto por LEMAITRE
(1992) no qual é adicionado o termo relativo ao gradiente de dano, termo de estabilizagao. Este

potencial é dado por

2

1 1 D - -
pY = 5]@56 -e(1- D)+ Ry <r+ Ee”) + %a -a+kp <7 - DDC> VD-VD (A4)

na qual Reo, b, Xo0, 7 € kp s@0 parametros materiais e D, ¢ o dano critico. Agora de Eq.(A.3)

em Eq.(A.4) é possivel determiar as seguintes equagoes de estado
o =De’(1 - D) (A.5)

para a relagao entre tensao e deformagéo,

x"” = %xoova (A.6)

para o endurecimento cinemaético,
R= Re (1 - e**”") (A7)

para o endurecimento isotrépico,
Yy = %mee-seu—n)w[, (D, — D) (A.8)

para a taxa de desidade de energia de deformacéo liberada e

2
2 = 2%kp <DDC - %) (A.9)

para a varidvel dual associada com VD.

Jé as equacgoes de evolucao sao derivadas de um potencial de dissipacao tal que
D=D(o,x”,R,Y;e% a,7, D). (A.10)
Tais equacoes de evolugao complementares sao determinadas considerando a hipétese de dissi-

pagao normal sobre a Eq.(A.10), isto é, as equagoes de evolugao sao dadas por

. 0D . 0D . 0D . .0D
P — _ Y = — \—— = — \— = e
5 )\80" & )\BXD, T )\aR e D )\a : (A.11)
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Note que, ¢ assumido também que o gradiente do dano estéd associado com a parte reversivel

do processo e portando nao produz dissipacao.

A.3 Funcao de escoamento F

Serd definida agora a funcéo de escoamento F utilizada neste modelo. E considerada a seguinte

funcao de escoamento

F=("-x"),,~R—0y=0 (A.12)
onde
. 3 - .
(87 =x")., = /5 (57 =x") (87 =x") (A.13)

e oy denota a tensao de escoamento inicial.
Uma vez definida a fungao de escoamento é possivel definir a forma explicita do pseudo-

potencial de dissipacao D. Ela é dada por

3 n Y
4xP - xP  25(1-D)

D= (5" -x"),,~R—oy+ H (p—pp) (A.14)

onde S é um pardmetro material ¢ H é a fungdo de Heaviside. A taxa de deformacao plastica

p= ,/gép &P, (A.15)

Agora, com base nas equagoes Eq.(A.11) e Eq.(A.14) é possivel escrever as leis de evolugao

acumulada é defina como

como

3. (60 — D
&r = —A(f;—’;) (A.16)
2 (67 =x"),,
para a evolugao da deformagao pldstica,
P =\ (A.17)
para a evolugao da deformagao associada ao endureimento isotrépico,
3. 50 _ D D
& =24 {l)—’;) X (A.18)
2 (U - X )eq Xoo
para a evolucao do back strain e
.Yy
D==H(p—pp). (A.19)

S

Entretando é mais conveniente expressar as Eq.(A.17) e Eq.(A.18) em termos de R e x7.
Para isso, basta substituir as equagoes Eq.(A.17) e Eq.(A.18) na forma de taxa das equagoes
Eq.(A.6) e Eq.(A.7) para encontrar

R =M (Rs — R) (A.20)
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para a evolugao do endurecimento isotrépico e

~D D D
D _ (67 —x") X"

(A.21)

para a evolucao do endurecimento cinematico.

A.4 Estado de dano critico

Neste trabalho serd utilizado como critério de parada o estado de dano critico. De acordo
com BENALLAL et al. (1988) e LEMAITRE (1992) o dano evolui até um limite superior
representado pelo dano critico, D.. Em geral, este limite superior é dependente do material e do
tipo da condicao do carregamento. No caso particular de um ensaio de tragao unidimensional,

para materiais dicteis, este valor pode ser aproximado como D, = 0.15.

A.5 Algoritmo

A fim de resolver o problema elastopléstico acoplado com dano é utilizado o algoritmo de ma-
peamento de retorno, ja descrito nos capitulos anteriores. A tnica particularidade que deve ser
ressaltada aqui é que devido a hipétese de pequenas deformacoes utilizada nesta secao, algumas
alteracoes sao necessdrias quanto a forma fraca do problema. Entretanto, este tipo de problema
é bastante explorado na literatura e maiores detalhes podem ser consultados em vérios livros de

plasticidade infitesimal.

A.6 Exemplos

A.6.1 Estado de tensao unidimensional

No caso particular de um estado de tensdo-deformacao unidimensional é possivel determinar
exatamente o endurecimento isotrépico e cinemdtico como funcao da deformacgao pléstica, isto

¢,

R = Re (1 - e*bf”) (A.22)
= Xoo (1 — e—ysp) . (A23)

Simulando este caso unidimensional, através da aplicagao do estado plano de tensoes, Fig.A.1,
e acompanhando a evolugao das varidveis em um ponto de integragao e assumindo que nao exista
a presenca de dano, i.e. p < pp, € possivel verificar, baseado nas equagoes Eq.(A.22) e Eq.(A.23),
se o algoritmo implementado estd realmente produzindo os resultados esperados. A Fig. A.2
mostra os resultados analiticos versus os numéricos obtidos nesta simulagao. Os pardmetros
materiais utilizados nesta secao foram de o, = 520M Pa, x,, = 200M Pa, Ry = 4305M Pa,
b=0.2,v=20, F =210000M Pa, v =0.3 e kp = 0. Foi também utilizado 6 = 0.5 para a regra



APENDICE A. EFEITO DO GRADIENTE DE DANO NA TEORIA DE LEMAITRE

A T ﬁ T A’

200 [

Tensao

50

O Endurecimento isotrépico - Numérico
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¢ Endurecimento cinematico - Numérico
— Endurecimento cinemético - Analftico

Figura A.2: Endurecimento analitico x numérico.

de integracdo, que neste caso ¢ baseada na regra do ponto médio geral®.

A.6.2 Placa com rasgo

\ ! !
0.1 0.15 0.2 0.25
Deformagao Plastica

0.3
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Agora ird se considerar o problema ilustrado na Fig. A.3. Neste caso uma placa com rasgo é

submetida a um carregamento uniaxial monotoénico t.

Linhas de

-

simetria —>

| < ,,,,, +¥%/

Figura A.3: Modelo da placa com rasgo

Ydo inglés generalized midpoint rule.
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Serao considerados os mesmos parametros materiais do caso anterior, porém aqui D, = 0.15
e pp = 0.1. Ainda, serd permitido que o pardmetro kp possa variar dentro de certo intervalo
para que se torne possivel verifivar a sua influéncia na evolugao da varidvel de dano.

A discretizagdo do modelo apresentado na Fig. A.3 serd feita com base nos seu eixos de
simetria e a malha de integracgdo é mostrada na Fig. A.4(a). J4 a Fig. A.4(a) mostra a
cobertura para um tamanho do suporte de influéncia de s = 2.01. Aqui, 13 pontos de integracao

foram utilizados para uma quadratura do tipo Gauss-Legendre. Ainda, o pardmetro de extensao
utilizado foi de e = 107,

Figura A.4: Malha de integragdo e cobertura.

Nas figuras Fig. A.5 e Fig. A.6 sdo mostradas dois resultados para o campo de dano obtidos,
para o mesmo tempo, incremento de carregamento, considerando kp = 0 e kp = 300.

Analisando as saidas apresentadas na Fig. A.5 e na Fig. A.6, é possivel notar que a intro-
dugao do termo do gradiente de dano na formulagao implica em uma evolugao do dano diferente.
Ja a Fig. A.7 mostra a deformagao plastica acumulada, p, relativa a saida mostrada em Fig.
A5,

De uma forma mais geral, o efeito do termo estabilizagao, ﬁD, pode ser melhor vista ao
considerar um intervalo maior de variagao do parametro kp, o qual regula a influéncia do termo
de gradinte de dano na evolugao da varidvel de dano propriamente dita. O grafico mostrado na

Fig. A.8 mostra o efeito deste termo para diferentes valores de kp, para um mesmo nivel de

Dano
016228
0137
012178
0.10685
0.091332
0.07611
0.080888

0.045666
0030444
0016222
o

Figura A.5: Saida de dano para kp = 0.
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Dano
014704
013234
011763
010293
0088224
007352
0068316
o441z
0028408
0014704
©

Figura A.6: Saida de dano para kp = 300.

020838
017048
014958

0.11985
0089739

Figura A.7: Saida de deformagao plastica acumulada para kp = 0.

solicitacao sobre o dano maximo encontrado. Repare que quanto maior é o termo kp, menor é
o valo de dano critico. Isto é, dentro desta formulacao, o efeito da vizinhanca introduzido pelo
gradiente do dano leva a uma taxa de evolucao da varidvel de dano menor. Por outro lado, a

auséncia deste termo, para este problema, leva a um resultado mais conservativo.

0.152 ¢

0.148 -

0.146 -

0.144 1

0.142 -

0.138

. . . . . I
0 100 200 300 400 500 600

Figura A.8: Dependéncia da evolugdo do dano com relacido ao parametro kp.



Apéndice B

Introducao de uma funcao de peso
do tipo bolha

Nesta secao serd introduzida uma nova fungao de peso dentro da formulacao do método de
Galerkin livre de elementos modificado apresentado no Capitulo 1. Esta nova fungdo peso,

Bubble EP

chamada aqui de w , atuard na regido de fronteira onde as funcoes do tipo wPFF estdo

dispostas. A idéia é que com a introducao deste tipo de funcdo peso se elimine o problema de

EPE originarem funcoes de

obter fluxos constantes nessas regioes, devido as fungoes do tipo w
forma lineares no interior das células de integracao, como j4 foi mostrado no Capitulo 1.

Assim, problemas do tipo travamento volumétrico' poderiam ser abordados através de pro-
cedimentos conhecidos como por exemplo o F-Bar (F) ou mesmo o B-Bar (B). Entretanto, a
discussao sobre o aparecimento, ou nao, do travamento volumétrico dentro do MEFG nao serd
discutido nesta secao sendo objeto de do Capitulo 3 deste trabalho.

Como a apresentacao do método de Galerkin livre de elementos modificado j& foi feita no
Capitulo 1, aqui serao apresentados apenas informagoes sobre a introducao da funcao de peso
do tipo bolha. Serd apresentada também uma comparacao do efeito de sua introducao na

convergécia quando comparado com o método original.

B.1 Funcao de peso tipo bolha

Nesta secao o MEFG serd composto por trés funcoes de peso diferentes. Duas delas sao as fungoes

de peso j4 introduzidas na versao apresentada no Capitulo 1, sendo elas a wZFF e a wFFE. A

Bubble

terceira, e nova funcio, ¢ a chamada funcio de peso bolha? w . Muitas formas funcionais

podem ser escolhidas para a funcao bolha, dentre elas pode ser introduzida uma funcao do tipo

EPE porém com centro no interior da célula de integracdo, como alias j4

linear semelhante a w
comentado no Capitulo 1. Entretanto, a funcdo de bolha introduzida aqui advém da funcao de
forma do tipo Hermite para elemento triangular ¢ri4. A sua escolha foi feita considerando que

esta ¢ uma funcao C'° dentro da célula de integragao.

'do inglés volumetric locking.
2do inglées bubble function.

179
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1 wliu/)blr(& ,/T])

Figura B.1: Gréfico da func¢ao bolha no dominio padrao.

A sua forma funcional original é dada nas coordenas (£,7) do elemento finito padrao como

wBe (¢ m) = 27¢n (1 — € — 1) (B.1)

cujo o seu grafico é dado na Fig.B.1.
Porém, é uma caracteristica dos métodos mesh-free expressar as fungées de peso em termos
das coordenadas globais (x,y). Como o dominio serd discretizado por uma malha de integragao

Bubble

do tipo triangular, também serd possivel expressar as funcoes de peso do tipo w em termos

das coordenadas globais. Isto pode ser feito se as coordenadas (£,7n) forem escrites em termos
de (z,y).
Para a disposicao dos nés 1-2-3 dada na Fig. B.2 estas relacoes sao dadas por

1
§(zy) = A (z3y1 — z1y3) + (Y3 — 1) ¢ + (21 — x3) Y] (B.2)
1
n(z,y) = A (z1y2 — z2y1) + (y1 — y2) T + (2 — 21) Y] (B.3)
e suas respectivas derivadas sao
Bubble Bubble Bubble
ow _ ow % n ow @ (BA)
Ox o0&  Ox on Oz
Bubble Bubble Bubble
ow _ ow % n ow @ (B.5)
dy o5y on 0Oy

A extensao do suporte é feita da mesma forma que ja apresentado anteriormente a menos

Bubble (

que a particula w Z1) estd posicionada no baricentro da célula de integragao. Além disso,

poucas modificacGes sobre o algoritmo de distribuicao das particulas apresentado no Capitulo
1 sdo necessdrias. Mais especificamente, é necessdrio apenas adicionar mais um loop sobre as
particulas internas das células de integracao para verificar a possibilidade da utilizacao de uma

EFG Bubble

w , caso o contrario deve-se utilizar uma w
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N §
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Z, -

Figura B.2: Célula de integracao e suporte estendido para a funcao peso tipo w

100, —u— Tri3 07
—o— Tri3 25
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Figura B.3: Aniélise de convergéncia: (a) Viga cantilever; (b) Placa infinita com furo.

B.2 Exemplos

INTRODUCAO DE UMA FUNCAO DE PESO DO TIPO BOLHA

—— Tri3 07
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1
(b 100

1000 5000

Numero de GL

Bubble
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Novamente, vao ser considerados como exemplos 0os mesmos problemas ja formulados e apresen-

tados no Capitulo 1, isto ¢, a viga cantilever e a placa com furo infinita. As mesmas regras de

integragao sao usadas com os mesmos parametros de influéncia s para as particulas posicionadas

nos vértices de cada célula de integracao. Porém, o multiplicador de influéncia utilizado para as

particulas posicionadas no baricentro da célula de integracao foi de s = 1.01.

Os gréficos destas andlises estao mostrados na Fig. B.3. A Fig. B.3(a) mostra a andlise

de convergéncia para a viga cantilever,Fig. 1.13, enquanto a Fig. B.3(b) mostra a andlise de

convergéncia para a placa infinita com furo, Fig. 1.17.

Ja a Fig. B.4 mostra, de forma esquemédtica, a distribuicdo de particulas para uma malha

de integracao da placa infinita com furo.
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Bubble

Figura B.4: Distribuicao das particulas para uma malha de integracao.



Apéndice C

Método de Newton

Serd descrito neste apéndice o algoritmo de Newton utilizado na solugao das equacbes nao
lineares envolvidas neste trabalho. A descri¢do apresentada aqui toma como base o procedimento
apresentado em PRESS et al. (2002) e também em DE DEUS (2002).

O método de Newton puro utilizado na solugao de sistemas de equagdes nao lineares tem um
inconveniente, que é a tendéncia de nao convergir caso o ponto inicial nao seja suficientemente
préximo da solugao. Um método global é aquele que para todo ponto inicial converge para a
solucao. O essencial da idéia apresentada neste apéndice, é o de combinar a rédpida convergéncia
local do método de Newton com a estratégia de convergéncia quase global, a qual garantird que
0 processo siga para a solucao em cada interacao.

O passo de Newton para o conjunto de equagoes nao lineares pode ser descrito como procurar

Znovo tal que

F (Zpovo) = 0, (C.1)
com Znopo € R" € F : R — R™. Supondo que F seja suficientemente regular pode-se expandi-la
em uma série de Taylor da seguinte maneira

OF
+ Er 6% + 0? (07) . (C.2)

o o
T=ZTant

F (Zant 4 0%) = F (Zant)

Nesta equacao a matriz oriunda das derivadas de F' com relacdo a £ é conhecida como matriz

Jacobiana, isto é,

OF
oF;
Jij = oz, (C.4)

Entao, pode-se reescrever a expansao em Taylor vista na Eq.(C.2) como
F (Zant + 07) = F (Zamt) + I|z_z. 0T + 0% (67) . (C.5)

Desprezando o termo de ordem superior 02 (§) em Eq.(C.5) e impondo que F (Z4n 4 0%) =

183
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0, obtém-se o conjunto de equactes lineares que serao responsdveis pela atualizacao de oo,

isto é o sistema ¢é resolvido para 0Z. A Eq.(C.5) fica entao
Jox = —F, (C.6)

onde o sistema de equagoes lineares algébricas acima é resolvido por decomposicao LU, pro-

duzindo
LUsz = -F C.7
Ly = —F C.8
Uéz = 67 (C.9)

A atualizacao do vetor solucao é entao realizada fazendo
Tnovo = Tant + 0. (C.10)

Uma forma alternativa para chegar a solu¢ao mostrada na Eq.(C.6) é requerer a minimizagao
da seguinte funcao
f= %ﬁ - F. (C.11)
Porém, pode haver um minimo local de f que nao seja solugao de F (%) = 0. Deste modo, a
minimizacao de f pelo passo de Newton puro pode causar problemas no processo de solugao.
Antes de apresentar uma estratégia melhor para a minimizacao de f, repare que o passo de

Newton é sempre uma direcao de descida, uma vez que
V67 = (JTﬁ) : (—J—lﬁ) - _F.F<o. (C.12)

Entao, a estratégia serd a seguinte: Sempre se tentard primeiro o passo de Newton puro,
porque uma vez proximo o suficiente da solugdo, tem-se garantida a convergéncia quadritica,
sob certas condicoes. Desta forma, é checado a cada interagao se o passo de Newton puro reduz
f, caso contrario faz-se uma busca linear, backtracking, sobre a dire¢dao do passo de Newton puro,
até que se tenha um passo aceitdvel. Devido ao fato de que a direcao do passo de Newton puro
é uma direcao de descida para f, tem-se entao, a garantia de se encontrar um passo aceitdavel
pelo backtracking.

Perceba ainda que este método minimiza f por tomar passos de Newton que levam F para
zero, o que nao equivale a minimizar f com passos de Newton que levem o v f para zero.

Tomando o passo de Newton puro como d = 6% pode-se escrever a atualizacao vista na
Eq.(C.10) como

Tnovo = Tamt +Ad, 0 <A< 1. (C.13)

O procedimento busca encontrar A, tal que faga f (a_:'(mt + Acf) decrescer o suficiente. Para

assegurar que este passo seja aceitdvel sao impostas as chamadas condigoes de Wolfe, que sao:

1. ArmijO: f (fnovo) < f (fant) + Cl)\6f : (fnovo - j’cmt) )
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2. Curvatura: ﬁf (Znovo) * d > Cgﬁf (Zant) - CZ 0<Ci<(Cy <.

Todavia a segunda condigao de Wolfe, curvatura, na pratica nao foi imposta. A busca linear
aqui utilizada foi baseada em interpolacoes de funcgoes conhecidas e suas derivadas, as quais
fortalecerao a condigdo de Armijo. Tais fung¢oes serao melhor descritas mais adiante. Seguindo
recomendacdes da literatura utilizou-se C; ~ 1074, A estratégia pratica para o backtracking ¢ a
seguinte

g\ =f (:E'ant + A@ (C.14)

logo
g (\) = AVS (Zant) - d, (C.15)

onde é necessario encontrar A, o qual minimiza o modelo que serd construido a seguir. Sao
conhecidos os valores de g (0) e ¢’ (0), e como o primeiro passo é o passo de Newton puro, entao
tem-se também g (A, = 1). Inicialmente sera considerado A, = 1, para o qual serd avaliada
a condicdo de Armijo. Caso esta condi¢do ndo seja satisfeita é construido entdo um modelo
quadrético de g (\):

g(n) = |22 =9 (AOQ — 20" O \2 1 0) A+ 4(0). (C.16)

(]

donde se determina o seguinte minimo:

X' (0)

A TR g (0) g (O]

(C.17)

Em um segundo e subseqiientes backtracks, caso sejam necessarios, utiliza-se uma aproxi-
magao cibica para g, usando o valor prévio de g ()\,) e um segundo mais recente g (A1). Esta
aproximagao ¢ dada por

g(\) =aX + b2+ ¢ (0) A +g(0). (C.18)

e Nota: Dado um intervalo [c, q] conhecido, para o presente caso [0,1;0,5], que contenha
os comprimentos dos passos aceitdveis, tem-se que esta fungéo cibica sempre existe e é

unica.

Determina-se assim a e b, bem como A2, e deste modo o processo se repete até que a condigao
de Armijo seja satisfeita. Caso A\ seja muito préximo de Agx_1, ou muito menor que este, impoe-

se entao que

A = A’;—l, (C.19)
Tem-se entao para a minimizacao da cibica
g (Ag) + 52 — 51
M1 = M — (A — A , C.20
k=1 = M — (A — A1) 700 =g Or )+ 25 (C.20)
e i) — g/ ()
s1=9 (1) + ¢ () — 321 9 2k (C.21)

A—1— Mg
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so=[2— g (1) g ()] (C.22)

A interpolagdo ciibica é uma estratégia poderosa, jé que pode produzir uma taxa de con-

vergéncia quadritica na iteragao descrita acima, para o processo de minimizacao de A.



Apéndice D
Funcoes tensoriais isotrépicas

O objetivo deste apéndice é o de apresentar algumas caracteristicas e propriedades das fungoes
tensoriais isotrépicas. A fim de manter a objetividade do texto, esta apresentacéo se limitard as
fungoes tensoriais isotrépicas, de um tensor simétrico, mais utilizadas durante o texto tais como
a rafz quadrada v'X, o logaritmo de um tensor simétrico In (X) e da chamada fun¢ao exponencial
tensorial exp (X). Mais detalhes podem ser encontradas em GURTIN (1981) e SOUZA NETO
(2002).

As funcbes tensoriais isotrépicas comentadas anteriormente sao do tipo
Y (X) : Sim (V") — Sim (V") (D.1)
com
QY (X)Q" =Y (QXQ"), vQe Ort. (D.2)
D.1 Funcoes tensoriais isotépicas de um simples argumento

Considere y como uma fungao de um tnico argumento . Dada y : R — R, uma clase de fungoes

tensoriais isotrépicas de um tensor simétrico X pode ser construida como:
Y (X) = y(z)E (D.3)

onde y (z;) sdo os autovalores de Y (X) e E; sdo os tensores simétricos definidos como autopro-
jecoes de X, dados por
E; = ¢ ®¢;, (D.4)

sendo €; os autovetores ortonormais de X.

Como exemplos desta classe de funcbes tensoriais pode-se citar v/X, In (X) e exp (X) onde

187
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temos respectivamente

y(z:) = Vi (D.5)
Yy (LE‘Z) = lIl (1‘1) (D6)
y(x;)) = exp(z;). (D.7)

A determinacao pratica dos autovalores e dos respectivos autovetores de X depende do
procedimento de decomposicio espectral adotado. Uma vez determinados os valores de x; ¢ E;
os valores de Y (X) sao calculados por:

e Duas dimensoes:

2
Yoyl(xi) By para x1 # x2

y(xl)]: para T1 = T2
e Trés dimensoes:
3
>y (i) B para 1 # T # T3
i=1
Y (X) - Y (;Ua) E, + Yy (xb) (I - Ea) para Igq 75 Tp = Te (DQ)
y(z1)1 para Ti1 = Xo = T3
Os valores das derivadas,
dY (X)
D (X) = D.1
(X) X (D.10)

também s@o necessdrias em vdarios momentos do texto. Os valores das derivadas das funcgoes

tensoriais isotrépicas de um tensor simétrico podem ser determinadas por:

e Duas dimensoes:

2

_ %(I—El(@}:‘h—E2®E2)+Zy/($i)Ei®Ei para 1’17&{132 )
D(X) =1 )

Y (z1)1 para x| = To
(D.11)

e Trés dimensoes:

3
a;{#(m)—m) B — (wy+ o) I-
~[(@a =) + (X0 — 2c)| Ba @ Bo — (25— 2c) (By ® B — B @ Be) | +

+ 9 () Ea ®E, }  para x1 # xy # a3
Sl%_S2I—SSX®X+S4X®I+SSI®X—S5I®I para T, # Tp = T
y' (z1)1 para oy — 2y — 4

(D.12)
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nestes resultados os indices (a, b, ¢) sdo as permutagoes ciclicas de (1,2,3), ¢/ (z) = d%(;) e
5] = Y ($a) -y (:I:c) . y, (xc)
(l‘a — iL‘c)2 LTag — L
S = 2xcy (wa) — (SC) _ e e ,(:EC)
(.’L‘a — .’L'c) Lag — Le
B / /
Lq — -'L'c) (.’L’a - Z‘c)
S4 = S5 = XT:S3
S¢ = $283.

D.2 A funcao exponencial tensorial

A fungao exponencial tensorial tem um importante papel na determinacio dos algoritmos uti-
lizados no Capitulo 3 deste trabalho. No contexto de plasticidade em deformacdes finitas, o
seu uso, juntamente com a medida de deformacgao In (-), permite que os algoritmos de mapea-
mento de retorno sejam escritos da mesma forma daqueles encontrados no contexto de pequenas
deformagoes.

Nesta secao deste apéndice, é apresentada a definicdo da fungéo exponencial tensorial jun-
tamente com algumas de suas propriedades mais importantes.

Considere o problema de valor inicial definido pela equagao diferencial ordindria tensorial:

Y (t) = AY (t) (D.14)

com

naqual Y = % , A e Y sao tensores constantes, em geral nao simétricos. A fungao exponencial
tensorial, também conhecida como mapeamento exponencial, exp (-), é a unica solugdo para o

problema da Eq.(D.14), a qual é dada por
Y (t) =exp[(t — o) A] Y. (D.16)

Explicitamente, a funcao exponencial tensorial pode ser dada em termos da seguinte represen-

tacao em série

oo 1 .
exp (X) =) —X (D.17)
n=1""
na qual X é um tensor qualquer.

D.2.1 Algumas propriedades da funcao exponencial tensorial

1. O determinante da fungdo exponencial tensorial satisfaz

det [exp (X)] = exp [tr (X)]. (D.18)
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2. Pelo uso da Eq.(D.17) pode-se chegar a
exp (DXD ') =Dexp(X)D ™, (D.19)
isto implica que para qualquer tensor ortogonal Q
exp (QXQ") = Qexp (X) Q7 (D.20)

isto é, a funcao exponencial tensorial é isotrépica.

3. Para qualquer tensor X
exp (—X) = [exp (X)] " . (D.21)

4. Se C e D comutam, isto é, se CD = DC, entao
exp (C+ D) =exp (C)exp (D) = exp (D) exp (C). (D.22)

Esta propriedade implica que para qualquer tensor X e inteiro n temos

exp (nX) = [exp (X)]". (D.23)
5. Seja X um tensor anti-simétrico, X = —X7, entéo
Q =exp(X) (D.24)

é um tensor ortogonal, ou seja uma rotagao.

6. As componentes cartesianas da derivada da funcdo exponencial tensorial, com relacao ao

argumento, tém a seguinte representagao em série:

n

[Dexp (X)), = Z% > XL X ;- (D.25)
n=1 m=1

D.2.2 Integracao via mapeamento exponencial

A integragdo numérica do problema de valor inicial apresentado na Eq.(D.14), pode ser feita
utilizando a regra cldssica de integracao de Fuler, ou mesmo pelo uso de uma regra baseada na
chamada regra do ponto intermedidrio, midpoint rule.
Seja um intervalo [t,, t,+1]. Basicamente, o algoritmo que aproxima Y, 1 da solucdo é dado
por
Y, +1 = exp [AtA (tp+0)] Yn (D.26)

com

At = tpi1—tn (D.27)
tnro = tn+OAL (D.28)
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e A (tn+9) sendo constante dentro do intervalo [t,,t,11]. O parametro 6 satisfaz
0<0<1. (D.29)

A escolha de 8 = 0 produz uma integragao explicita. Com a escolha de 0 = % e § = 1 temos
respectivamente a integragao baseada no ponto médio e a integracao implicita. O algoritmo

apresenta precisao de segunda ordem para 6 = % e precisao de primeira ordem para 6 = 1.



Apéndice E

Mapeamentos de retorno usados no
Capitulo 5

E.1 Caso 1: mapeamento de retorno para F;

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo para
a superficie Fi, a determinacao do estado deve ser realizada de acordo com o seguinte modelo

constitutivo:
1. A relagdo constitutiva hipereldstica
7 = DaE
= 2B+ (o) - Jun) (BT
D(n) = 2u(n)I+ (ff (n) — gu(n)) I®I)
2. Funcao de escoamento
Fi(7.xP) = ||SP|| - Fe (I) (E.1)

em que
F.(L)=a+vy [1 - eml} , para If(w)<I; <If.

3. Evolugao do endurecimento cinemético
x" = c1PDP

com C' sendo um pardmetro material constante. Aqui

0F,

]:_)p == A)\la—’?

192
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Em uma primeira andlise, o mapeamento de retorno associado a este caso consiste em en-
e —D . . . ~ ~ .
contrar Ef .1, X;/.1 € A1 que satisfacam o seguinte sistema de equagoes nao lineares
e eteste 6?1
n+1

)_(n+1 Xn - A)\1(;’1[[) 8}—1’ gl = 0 (EB)

Fi (Fnt1,X500)

com AX; > 0. Uma vez determinadas estas varidveis os outros parametros do modelo podem
entao ser atualizados.
Porém, é possivel escrever o sistema de equagoes, Eq.(E.3), de forma mais reduzida. Para

tanto, observe que

OFL &
—= =N-F/(I)I (E.4)
o 05" 8P
YT T "
oF, (I
Fe(h) = af(ll)‘”ﬂeﬁh’ (E.6)
¢ oI
1 —_

Agora, multiplicando a Eq.(E.3.1) por D e usando a Eq.(E.4) pode-se escrever que

e teste 8?1
D (En-i-l - n+1 A/\l 67'

teste

) - ]D)[EZH BV + AN (Npyy — F (IlnH)I)} (E.8)
n+1

= Ty — % 4+ AN (DN, — F. (I, ,,) DI). (E.9)

Mas como
ID)Nn+1 = 2/.LNn+1 (ElO)

DI = 3x1, (E.11)

a Eq.(E.8) fica

e este af
]D)< n+1 — ntJrlt + AN = -

) = Tni1 — Tt + AN (2uNpy1 — FL (I1,,,,) 35I) =0
n+1

o7
(E.12)
ou
Topl = Tait — AN (2uNyqq — 36F) (I,,,) 1) . (E.13)
Tomando o seu trago produz
Iy = L+ 96F, (In,,,) AN (E.14)
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Porém como

_ _ 1
Tn+l1l = T713+1 + §I1n+1I.
determina-se
_ _ Nteste
D = P — 2uAN N, . (E.15)

Da mesma forma, partindo da Eq.(E.3.2) e fazendo uso da a Eq.(E.4) e Eq.(5.22) pode-se

escrever
_ _ 0F1 _ _
Xor1 = Xn, = AMCT? == X1 = Xp, = AMCT (Noy — FL (I, ) T)
T n+1
= X1~ X —AMCN, (E.16)
ou ainda
X =Xy + AMCNy . (E.17)
Entretanto, por definigao
SEJA = ‘7'£+1 - )_(111)+1 (E-18)

e substituindo a Eq.(E.15) e a Eq.(E.17) na Eq.(E.18)

P = 7o -xba
= 70 = 2uAMN 1 — XE — AMCONG41. (E.19)
Mas
teste _
2w =%, (E.20)
entao
S = ?Eflste — X2 AN 20+ O) Ny
= SPT — AN (2p+ C) Ny (E.21)
Como -
S
Npj1= g’;;l (E.22)
[E
tem-se =D
= = Nteste S
SD., =8P — AN (2u+C) HQ%HH (E.23)
n+1
e
— Mteste A)\l (ZM =+ C) —
SP = [HT SP.,. (E.24)
[Srenl
Esta tdltima equacao mostra que os tensores S,? 1€ Sﬁ’ff " s&o multiplos. Isto implica em
que . i
Sn+1 Sn—i-els ‘
_ = —— = Np.1. (E.25)
1S2all (1825
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Como resultado

A)\ 2/,1/ + C — Nteste
SP,=|1- % SPI. (E.26)
Hsn—I—l

Esta tltima equacao, Eq.(E.26), mostra que SE 1 pode ser considerada como dependente
apenas de A\;. Finalmente, tomando a norma em ambos os lados da Eq.(E.26) produz

= Dteste

sl — eu+ o) ml( . (E.27)

18241 =]

Esta equag@o pode ser substituida na Eq.(E.3.3) que produz

F(mx") = |87 - F(n)
= H Effte 2u+C A)\l‘— 1)
Dteste

—2u+0) A)\l‘ - [a—i—'y(l—eﬁ[l)] , com IS(w) < I < IT.

- |

O problema referente ao sistema de equagoes, Eq.(E.3), pode agora ser escrito como: En-

Sn+1

contre A)\; e I, , que resolvam

=S Dteste
Sn+1

{ L,y = TS0+ 98N myBe s

(E.28)

—(2N+C)A/\1‘—[oc+'y<1—ef3hn+1)] _ [0]
o |

Uma vez determinados Ay e I, , ¢ possivel atualizar as seguintes varidveis

= A)\ (2 + C) = teste
D 1\2p D
Sn+1 1 - "SDiefte Sn+1
n
_ _ teste
T = Tipl — 28AMNup
)_(r?+1 = X, +AMCN,

e entao calcular .

Tril =Thil + §Iln+11-
Na tabela E.1 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de
retorno para o caso de F; ativo.
E.1.1 Determinacao da matriz tangente local para o caso 1

Seja ¢ = [I1,,,, AX1] o vetor das varidveis a determinar e

o= |82 - eut ey an] - ot (1= e )] (E.29)
st o= I, — I + 9AN kyBe Tiner, (E.30)
fcl

Entdo, a matriz tangente local M¢! fica da seguinte forma [M Cl]w = aqcl , assim
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Tabela E.1: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 1

(i) Uma vez determinada que Fj estd ativa resolva:

—Dteste
SnJrl

—@M+CUAMy-p+q(L—£hHQ}

Ly = LT+ 98Ny Bl

1n+1

para I, ; e A)j.

(ii) Atualize as varidveis

QD _
Sn+1 -
n+1

1 . A)\IKQU"FC!] theste

H theste ’I’L+].

—D _ _Dteste
Totl = Thp+1 — QMA)‘INH-H

X2 =X + AMCN, 41

= _ =D 1
Fopn =700 + 10,1

P _ OF D
F, 1 =exp (A)\l o n+1> Fu

('],

1=

_Offt
Gqfl -

oft 2u+C,  if )
Zovil QR T
afcl afcl
Mcl _ 1 _ 1 BI1
[ ] 12 6(]51 8[1 ’7ﬁe
8fcl afcl
cl _ 2 _ YJ2 Bh
[M ]21 8qi:1 OAN 9”/876
fs  Ofs
cl — — 2 _ 2_ Bl
(M ]22 o o 14 9kB*yeP P AN

E.2 Caso 2: mapeamento de retorno para F;

ng;teu — (2u+ C)AN > 0
—(2u+C)AN <0

196

—~

E.31)

(E.32)
(E.33)

(E.34)

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo para

a superficie Fs, a determinacao do novo estado deve ser realizada de acordo com o seguinte

modelo constitutivo:

1. A relacao constitutiva hipereldstica

7 = DE

= 2u(n) E°+ </ﬂ (n) — gum)) tr (E°) I

D(n) = 2u(mI+ (H(n)—-u(n))lé@l
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2. Funcao de escoamento
Fo (7, %", w) = |8P|]° = F.(I1,w) <0 (E.35)

em que

F,(Ii,w) = R? (w) — (I} —w)?, para I; < I{(w).
3. Evolucao do endurecimento do Cap

& = I (w) tr (D?)

4. Evolucao do endurecimento cinemaético

x" = C1°DP.
Aqui
DP = A\, aaf_ 2 (E.36)

Novamente, em uma primeira andlise o mapeamento de retorno associado a este caso consiste

em encontrar Ef , ;, )‘(E 1, Wnt1 € Az que satisfacam o seguinte sistema de equagoes nao lineares

¢

ES, —ES AN 92
- - OF:
XP.1 — X2 — ANCTP 8—;)

n+1

n+1 _

o)

com A)y > 0. Porém, é possivel escrever o sistema de equagoes, Eq.(E.37), de forma mais

(E.37)

o o o O

Wnt1 — wWn — Axg ' ()], tr <%f;2

Fo (?n+1> )_(n_t,_la Wn+1)

reduzida. Para tanto, pode-se proceder de forma andloga ao caso 1, isto é, considere

OF, 0 SD OF. (I, w)
o7 2|57 H - a; (E.38)
mas COomo
OF: (I,w) _ OF.(I,w) 9L (E.39)

oT N ol oT
e utilizando Eq.(E.5) juntamente com a Eq.(E.7) permite que a Eq.(E.38) possa ser reescrita

COomo
OFs _ yap _ OF.(Iw)

== ST (E.40)
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Agora, multiplicando a Eq.(E.37.1) por D, pela esquerda, e usando a Eq.(E.38) juntamente

com as Eq.(E.10) e Eq.(E.11) pode-se escrever que

teste 8.7'2 8Fc (Il’(A))

I (Eiﬂ n1 AN —— 7 ) = Tntl — ?fleff + 2A)\2]D)SE+1 — Ak By DI
n+1 1 n+1
OF. (I
= Tpp1 — T+ (4uSn+1 3K % I) Al
1 n+1
o OF, (I
Tot1 = TL + 3ANok OF(hyw) |y 4uSE A, (E.41)
ol gl
Decompondo agora a Eq.(E.41) em sua parte desviadora e hidrostédtica pode-se escrever que
1 este 1 oF, (I, =
7D+ h, I =70+ ST 4 3A Mk OFc (hyw)) 4uSP 1 ANy (E.42)
3 3 ol il
e tomando o seu trago,
GF ([1 w)
__ rtest c 9
Ly, =177 + 964 oL . . (E.43)
Entao a atualizacao da tensao fica
R =7 — apa.Sh, . (E.44)

Da forma andloga, partindo da Eq.(E.37.2) e fazendo uso da a Eq.(E.38) e Eq.(5.22) pode-se

escrever

OF: OF, (I1,w
X??+1 Xn - AAQC]ID a 2 = XT?+1 Xn - AAQC]ID 2Sn+1 % I:|
T n+1 1 n+1
= Xih1— X — 200CS7,
ou
X1 =X +2AXC87, . (E.45)
Jé partindo da Eq.(E.37.3) e considerando que
F. (14,
tr 8_‘¢_'2 = QSn+1 —8 ( ! W) I
or |, 1 ol il
OF, (I,
- g 2Ete) (E.46)
811 n+1
pode-se escrever que
8Fc (11 w)
ntl = wWn — 34X B ——— . E.4
s = =380 )., Lol .
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Tomando agora
D =D D
Sn—l—l = Tp+1 — Xn+1

— Dteste

= PO —4uANSE L - xP —20ANSD (E.48)

,e tendo em mente que

X1 =X, (E.49)
entao
= _ DNteste _ Nteste —
Sv = (T%J — X1 )‘@#—QH)AMS%J
= SD — (4u—2H) ANSE, (B.50)
o que leva a
ST =S8R [1+2(20—C) A (E.51)
logo
B SDteste
Sii = o (E.52)

1+22u—C) AN

Tomando a norma em ambos os lados da Eq.(E.52)

‘ SDjffte
SP. | = - . E.
182l = T ey an) (E.53)
Perceba também que
GFC ([1, w)
_ =—-2(I — . E.54
ol _— ( Tnt1 wn-l-l) ( )

O objetivo entao torna-se em encontrar I wn+1 € Adg que resolvam o seguinte sistema

n+1?
de equacoes

[¢ este OF, (Ilyw)
2 = I, — I — 9kAN CT .
= I1n+1 - {/iitf + 18H (Iln.i,-l - Wn-l—l) A)\Q (E55)
€
OF. (I, w)
c2 !/ C 9
2 = wnp1 —wn 3N (W)
n n ‘ +1 811 il
= Wptl — Wp — 6 h/ (w)‘nﬂ (Iln+1 - wn+1) A)\Q (E56)
com
i ¢ D) E.57
) = WD) (550

X' (Wny1) = 1= R (wny1) (E.58)
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Tabela E.2: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 2

(i) Uma vez determinada que F» estd ativa resolva:
I1n+1 _ Jteste + 18k (Iln+1 — wn+1) Ao

1n+1 O
Wntl = Wn N 6 ' (w)|n+1 (Iln+1 - wn+1) Ao 0
—Dteste
n+1 . O
(1+2(2u—C)AN2)? Fe (Iln+1 ) wnJrl)
para I1, ,, wnt1 € Adg.

(ii) Atualize as varidveis

gD, _ SPi
n+1 [1+2(2u—C)AN2]

7_'1?+1 = ?gflste - 4-MA)‘2§T?+1

X5 = X5 +20X0CSP,

= =D 1
Tn4l = Tpy1 T+ §Iln+1I

)=
n+1

F | =exp <A/\2 075

or

e também da Eq.(E.37.4) e de Eq.(E.53)

(1422 —C)Ag)?

theste 2
n+1

2
f5"=

- Fc (Iln+1>wn+1) .

200

(E.59)

Na tabela E.2 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de

retorno para o caso de F» ativo.

E.2.1 Determinacao da matriz tangente local para o caso 2

Seja %2 = [I Tni1s Wntls A)\g] o vetor das varidveis a determinar. Entao a matriz tangente local

M52 fica da seguinte forma

afc2 afc2
M?]| = +&5 =a——=1+18kAX
[ ]11 8qf2 311n+1 + 18kAAo

. afc2 afc2
[M?],, = 8qé2 = —&unlﬂ = —18kA\s
of? _ off
8q§2 8A)\2

[Mc2]13 = =18k (I1,,, — Wn+1)

Agora como F. = R (wn+1)2 — (I1n+1 — wnH)Q entao

OF,
8Wn+1

= 2R (wn+1) R (Wny1) +2 (I]-n+1 - Wn+1)

OF
alanrl

= —2(I1,,, — wnt1) -

(E.60)
(E.61)

(E.62)

(E.63)

(E.64)
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Entao
3fC2 8fC2
M2, = 22 = 22— 6h (wya) AN
[ ]21 8qu 311n+1 6h (wn+1) 2
Ofs  0f
MC2 . ZJ2 _
M 0q2  Ownq1
=1 + 6h/ (wn+1) A)\Q - 6h” (wn+1) A)\Q (Iln+1 - wn+1)
. 3fC2 8fc2
[M 2]23 - aqi2 - 8A2)\2 = —6h' (wWn+1) (I17z+1 _Wn-l-l)
3
com
e~ Dx(wnt1) o= Dx(wn41) M Wn
B! Wn41) = =5 — —55 X ( +1)2‘
X' (wn1)]
Finalmente,
e - O O O
o aql 8Ianrl 8Ianrl
[MC2] _ 8f§2 _ af?fQ _ aF1c
32 8q§2 Own 41 Own 1
SV
3.7 9¢Z  0AN
—~ este 2
201+ C] ( o

(1422 + C) AN

E.3 Caso 3: mapeamento de retorno para F3

201

(E.65)

(E.66)

(E.67)

(E.68)

(E.69)

(E.70)

(E.71)

Quando o algoritmo mostrado na tabela 5.3 indicar que o carregamento estiver ocorrendo na

superficie F3, a determinacao do novo estado deve ser realizada de acordo com o seguinte modelo

constitutivo:
1. A relacao constitutiva hipereldstica
T = D(nE°
2
= 2u(n)E°+ (/@ () — g (n)) tr (E°) T
2
D(n) = 2u(mI+(rm)—gph)|IeL
2. Funcao de escoamento
_ =D 12
F3 (7.x7) = [I87|" = A(h) <0

com
Fy(I,)=R%—1I?, com I, >1Ii.

(E.72)
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3. Evolucao do endurecimento do Cap
w=h'(w)tr (DP);

4. Evolucao do endurecimento cinemadtico

— CIPDP;
Aqui
D? = A)\gaa]i?’.

202

(E.73)

O mapeamento de retorno associado a este caso consiste em encontrar E¢_;, X2, 1, w,11 €

A\3 que satisfagam o seguinte sistema de equagoes nao lineares

;

teste
Ee

e 8.7-'
n+1 En+1 A/\g 3
n+1

Xn—‘rl - Xn - A)‘:’>C’}ID 68%’

n+1

Wnt1 — wWn — AN B (W), 4 tr 68%

\ Fz (Frns1, X5 01)

n+1>

o O o O

(E.74)

com A)y > 0. Porém, como feito nos casos anteriores, aqui também é possivel escrever o sistema

de equagoes acima, Eq.(E.37), de forma mais reduzida. Para isso, permita que

dF3 d||SP||  oF (1)
87- —9 HSDH H H N (t%_ 1
com
OF; (Il) _
5 = 2641
_ OF; (Il)I
N ol

e utilizando Eq.(E.5) com a Eq.(E.75) pode ser escrita como

OF; _ o OR(L)

8’7' 8[1 I

(E.75)

(E.76)

(E.77)

Agora, multiplicando a Eq.(E.74.1) por D, pela esquerda, e usando a Eq.(E.38) juntamente com

as Eq.(E.10) e Eq.(E.11) pode-se escrever que

D (Efﬁ-l ntj:e AXs %7:3

t t
= Tny1—Thpl + <4ﬂsn+1

> = Top—Tall +2AXDS) -
n+1

DI

n+1

gy I) A
n+1
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ou
_ _ _ OF; (1
Tn+l = Tflejtle < 1MS£)+1 3K ; [(1 1)

I> Als. (E.78)
n+1

Decompondo agora a Eq.(E.78) em sua parte desviadora e hidrostatica pode-se escrever que

1 este 1 =1 8F I
Do+ on, I=700" 4 1T — (4uSP,, — 3k (1) I)AN; (E.79)
3 3 ol nil
e tomando o seu trago
Iln+1 = I{Z‘ff - 18:‘€Iln+1A>\3 (E80)

e substituindo na equacao anterior permite que a atualizacao da tensao possa ser dada pela
seguinte relacgao

_Dteste

T =T —4uAXsSP . (E.81)

De forma anéloga, da Eq.(E.74.2) vem

_ _ OF: _ _ _ OF, (I
X5 — x5 — AxCTP 8—‘3 = xP. —xP—AaxorP 2SP ) — 51( ) I]
T n+1 1 n+1
= Xop— X 280087,
ou
xXP. = xE +24X088 . (E.82)
Sabendo ainda que
= F (1
tr (8—’7?’ ) = tr <2S£+1 _ R () I) (E.83)
or |, oL |,
_ _g9hh)
8I1 n+1
pode-se escrever a Eq.(E.74.3) como
OF; (I)
/
Wntl = wWp — 3AA3 A (w)‘nJrl o |, (E.84)
Tomando agora a diferenca entre as Eq.(E.81) e Eq.(E.82) e sabendo que )_(Erfte =xb
—_ _ _ Nteste _ DNteste — —
Toit — Xl = Tl — Xns1 | — 4pAXsSy — 2A03C8), (E.85)
assim
SPy 1 = Sr?ffte —2(2u+C)ANsSE (E.86)
ou

l)teste

SPI =8P [1+22u+C) AN (E.87)
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Tabela E.3: Algoritmo de mapeamento de retorno para o Caso 3

(i) Uma vez determinada que F3 estd ativa resolva:
2 2
theste Jteste
n+1 - R%—, + < 1n+1) s = 0
[1+2(2p+C)ANs] (1+18kA)3)
para A\s.

(ii) Atualize as varidveis
_ theste
Sq?+1 — [1+2(2n+1
u+C)ANs]

—-D _ _Dteste aD
Totl = Tng1 — 4AAST
D _ <D QD
Xnt1 = Xn T 2AXC87

Iteste
I — 1'n+1
1ot 1+18xA)s

= =D 1
Tl = Tpy t §Iln+1I

_ OF:
FV | =exp <A)\3 o2 n+1> Fh

e deste modo
3 ng—Efte
SP . = n . E.88
T 14220+ C) A)g] (E-88)

Agora da Eq.(E.80)

teste

1
I =ttt E.
bt = T 18KkAN; (E.89)

Para este caso particular todas as equagoes de evolucao, Eq.(E.81), Eq.(E.82), Eq.(E.84) e
também Eq.(E.89), ficam dependentes apenas de A\3. Assim, a tnica equagao a ser imposta é

a Eq.(E.74.4) que pos sua vez pode ser escrita como

£ = (82l - B (1)
theste 2

teste
‘ el B R% N <Iln+1> ‘ (EQO)
(1422 + C) Ar)? (14 18kAX3)?

Na tabela E.3 é apresentado um resumo que compreende o algoritmo de mapeamento de
retorno para o caso de F3 ativo.

Resta ainda determinar o pardmetro wy,yi. Sua atualizagdo é feita iterativamente pela
Eq.(E.84).
E.3.1 Determinacao da matriz tangente local para o caso 3.

A matriz tangente local para o caso 3, M, é bastante simples uma vez que ela é tem apenas

uma entrada. Neste caso ¢ = [A)3] ¢ a varidvel a determinar. Entdo
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off* _ off°

1T 9B T 9AN
—~ este 2 2
12+ ) |SE" 36n (110
= - - . E.91
[1422u+C)AXs]> (1 +18kAN3) (E.51)

[2r]
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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