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Resumo

Esta dissertagao trata do problema inverso da diferenciagao numérica. Esse proble-
ma ¢é mal-posto no sentido de Hadamard (a solugao nao depende continuamente dos
dados). Nesse sentido, alguma técnica de regularizacao deve ser usada para obter
uma solugao aproximada que seja ao mesmo tempo estavel e convergente. Utilizamos
como método de regularizacao a regularizacao de Tikhonov, com escolha a priori do
parametro da forma: o = 2. Com essa escolha conseguimos obter unicidade de
solugao e taxas de convergéncia quase Otimas quando a solucao exata pertencer a
H?, e em um caso mais geral, quando a solucdo exata pertencer a H*. Além disso,
apresenta-se um exemplo em que a solugao regularizada nao converge quando a fungao

nao pertencer a H2.



Abstract

We consider the inverse problem of numerical differentiation. This is an ill-posed
problem in the sense of Hadamard (the solution does not continuously depend on the
data).

This fact motivates the introduction of a regularization strategy in order to obtain
approximate solutions which are both stable and robust. We use Tikhonov regular-
ization with an a priori parameter choice of the type o = 62. We are able to prove
uniqueness of the corresponding least square functional. Under smoothness assump-
tions (H? or, more general, H*) we also prove optimal convergence rates.

In order to verify the sharpness of these assumptions, we show an example of
non-convergence of the regularized solutions for the case when the solution is not in
H?.
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Introducao

Nesta dissertacao, desenvolvemos o problema de diferenciacao numérica, que é a
determinacao da derivada de uma funcao a partir dos valores discretos da mesma.
Esse problema surge de muitos modelos matematicos e problemas praticos como, por
exemplo, identificacao dos pontos de descontinuidade em processamento de imagem
(ver [13]); solucao do problema da equagao integral de Abel [11]; problema de de-
terminagao do pico de espectroscopia quimica [10]; problemas inversos em equagoes
fisico-matematicas [6, 15, 16], etc.

Ha vérios caminhos que podem ser usados para tratar o problema de diferenciacao
numérica. O caminho mais comum e simples, que na maioria das vezes é usado pelos
engenheiros, é o de diferencas finitas. Uma das desvantagens deste método é que nao
se aplica quando a quantidade de dados é muito grande. Essa desvantagem é devida
ao fato de o problema ser mal-posto no sentido de Hadamard (ver Definigao 1.4).
Para suprir essa dificuldade, diversos métodos tém sido propostos como, por exemplo,
o método de regularizacao de Tikhonov [1], o método de molificagao [4], entre outros.

Recentemente, Cheng e Yamamoto [8] usaram uma nova estratégia e provaram
taxas de convergéncia para o funcional de Tikhonov com termo penalizante igual a
| f]l. Além disso, Hanke e Scherzer [9] provaram uma andlise muito eficiente para
o tratamento do problema de diferenciacao, para problemas mal-postos, através da
escolha a posteriori do parametro « (Principio da Discrepancia).

Motivados pelos resultados obtidos nos trabalhos acima, abordamos o problema de
diferenciacao numérica utilizando regularizagao de Tikhonov. As principais diferencas

entre este trabalho e o de [9] sao as seguintes:

1. No caso em que se trabalha com derivadas de baixa ordem, consideramos o
problema de diferenciacao numérica em uma particao irregular, diferentemente

de [9].

2. Utiliza-se uma estratégia simples para escolha do parametro de regularizacao

o qual é diferente do principio da discrepancia (ver Apéndice B) usado em [9].



Entretanto, provamos estimativas de erro semelhantes a [9]. A idéia da estratégia
de escolha vem de resultados em [8] que é baseada na estabilidade condicional

(ver [8]) de problemas inversos e mal-postos;

3. Também consideramos o caso onde a solucao exata nao tem regularidade su-
ficiente. Mostramos que as propriedades da solucao regularizada podem ser

usadas para determinar os pontos de descontinuidade da solucao exata.

Na literatura atual, é possivel encontrar vérios trabalhos que tratam do problema
de diferencia¢do numérica como, por exemplo M. Hanke e O. Scherzer [9], Engl et
al. [6], Wang, et al. [16] que tratam da técnica de regularizagdo para reconstruir
derivadas de ordem baixa (1 e 2) e R. S. Anderssen e M. Helgland [12], Y. B. Wang e
J. Cheng [15] que trabalham a técnica da regularizagao para reconstruir derivadas de
alta ordem.

No Capitulo 1, apresentamos a formulagao do problema e enunciamos os resultados
principais. No Capitulo 2, apresentamos técnicas de regularizacao para problemas
inversos e mal-postos. Sao introduzidos os operadores de regularizagao e escolhas a
priori e a posteriori do parametro de regularizagao. No Capitulo 3, demonstramos os
resultados principais do trabalho, apresentados no Capitulo 1 e apresentamos alguns

resultados auxiliares.



Capitulo 1

Formulacao do Problema e

Principais Resultados

Na matematica existem vérios problemas em que um ¢ o inverso do outro (adigao
e subtragao, multiplicagdo e divisdo, diferenciacdo e integragao, entre outros). A
principio, nao estd bem claro qual desses é o problema direto e qual é o problema
inverso. Entretanto, como pode ser visto no exemplo a seguir, o problema de diferen-
ciagao (como oposto do problema de integragao) tem a propriedade de ser um proble-
ma mal posto!. Note que, como muitos problemas inversos envolvem algum passo de
diferenciacao em seus dados, o problema de diferenciagao é tido como um “problema
inverso” classico.
Exemplo 1.1 Seja f € C0,1] uma fun¢do qualquer, § > 0, n € N (n > 2) arbitrdrio
e defina

f2 = f(x) + 58671? x € [0,1]. (1.1)

Entao

(f) = f'(z) + ncos% x € [0,1]. (1.2)

Logo, na norma uniforme temos

If = flloo = 6
mas
1" = (£2) lloo = n.

Dessa forma, se considerarmos f como a funcdio exata e f° como a fungdo com

dados perturbados, temos que para um erro § arbitrariamente pequeno nos dados, a

"Ver Definicao 1.4.



derivada pode ser arbitrariamente grande (da ordem de n). Assim a derivada nao

depende continuamente dos dados com respeito a norma uniforme.

A seguir apresentamos o problema principal desta dissertagao, envolvendo o ope-

rador de diferenciagao e sua composigao (o problema pode envolver vérias derivadas).

1.1 Formulagao do Problema de Diferenciagao

Numeérica

Seja y = y(x) uma funcio definida em [0, 1] tal que y € H*(0,1), n um nimero
natural e A uma partigao do intervalo [0, 1], ou seja, A = {0 = xg < 1 < 23 < ... <
x, = 1}.

Considere o seguinte problema:

Dados valores 9 := y°(z;) aproximados da funcio y(z;) nos pontos z = z; satis-
fazendo

v —ylz)| <6, i=0,1,2,...n,

desejamos encontrar uma func¢do fs(x) de modo que a sua derivada f; aproxima-se da
derivada da funcao y(z).

O valor 6 > 0 introduzido acima é chamado de nivel de ruido, e pode ser in-
terpretado como imprecisao dos aparelhos usados na medicao, incertezas do modelo,
etc.

A particao, que foi citada acima, pode ter uma distribuigao uniforme dos pontos
ou nao. Caso a distribuicao nao seja uniforme, definimos o tamanho de cada intervalo

da particao e o maior intervalo da seguinte forma.

hi:‘l'i—l'l',l, i:1,2,...,’]7, e h= max hz
1<isn

Sem perda de generalidade, podemos assumir que y3 = y(0), ¥ = y(1), pois do

n

contrario definimos a fungao

Y(z) =y() +y5 — y(0) + (v — y(1) + y(0) — o)

e com 1sso temos

W



E ainda
Y'(z) =y (z) + v — y(1) + y(0) — .

Como a idéia original é encontrar uma funcao f tal que ' = v/, o problema passa a
ser o de encontrar uma f tal que f' =Y’ e como Y’ =y + ¢, logo, temos f' = f' +e¢,
ou seja, a derivada das fungoes apresentadas no problema original e neste diferem
apenas por uma constante.

O préximo passo é escolher o espago no qual a fungao y sera considerada. A seguir

introduziremos os espagos LP e os espagos de Sobolev.

Definigao 1.1 Seja f uma fun¢io e 1 < p < co. Entao f € LP(0,1) se

(/01 fp(:c)dx> .

Este é um espaco normado com a norma

1l = (/ S |pdx)

Definicao 1.2 Seja f uma funcio, 1 <p < oo el € N. Entao f € WP se:
f e Lr0,1), fO € LP0,1).

Este ¢ um espaco normado com a norma

|=

I lwsony = (1 Eaon + 17PN )"

Aqui o expoente (1) denota a l-ésima derivada de f.

Para facilitar a notacao abreviamos: || f|lwro1) = ||f]lp
Essa é a definicao geral de espacos de Sobolev e nesta dissertacao trabalhamos
com os espacos de Sobolev H!, que correspondem aos espacos W com p = 2.

Definimos ainda um outro conjunto, o qual facilitara a notacao dos espagos.

Definicao 1.3 Seja k > 1 um numero inteiro tal que k < n, em que n € o numero

de elementos da particao definida anteriormente. Entao denotamos:

H* = {fIf € H*0,1), f(0) = y(0), f(1) = y(1)}.



Uma formulacao funcional analitica para o problema de diferenciagdo numérica
¢ a seguinte: seja T o operador de diferenciacao e P o operador de anti-derivada 2.

Definimos agora o operador F':= PoT":

F:QC H*0,1) — H?*0,1). (1.3)

y — f

O problema inverso de diferenciacao numérica se deixa formular como F(y) = f.

Um exemplo desse problema é o seguinte:

Exemplo 1.2 Seja y = 22 ¢ § > 0. Queremos encontrar uma funcio f tal que
=y

Como y = 22, logo segue que y' = 2z. Agora, escolhemos a seqiiéncia de funcoes
fn da forma: f,(x) = 2? + n. Assim, quando calculamos a distancia entre f, e f; na

norma L? temos que:
Ifo— All=ll2® +n—2*=1| =n—1.

Ou seja, embora as derivadas das fungoes f, sejam iguais, a distancia entre essas
funcoes pode ser arbitrariamente grande.

Logo, existem inumeras funcoes que satisfazem f’ = 3/ e com isso é necessério
escolher uma “melhor” solucao do problema. Para isso definimos um problema de

minimos quadrados, ou seja, desejamos encontrar uma funcao fs, tal que:

F(fs) =y (1.4)

Ifs = vl = min{||f — |l F(f) =y} (1.5)
Uma formulagao equivalente é a seguinte: encontre fs tal que

n—1 n—1

Do - ) < T G- f@))' VS € B0, (1)

=1 i=1

Observe que estamos trabalhando com problemas que envolvem o operador de

diferenciacao, que é mal-posto no sentido de Hadamard.

?Dada uma funcdo h, P(h) corresponde a uma funcao g tal que g’ = h.



Definicao 1.4 Sequndo Hadamard, um problema matemdtico é bem posto se para
todos os dados admissiveis:

(1) existe uma solug¢ao para o problema (existéncia),

(17) a solugdo € unica (unicidade) e

(731) a solugdo depende continuamente dos dados (estabilidade).

Se uma destas condigoes nao é satisfeita, o problema é chamado de mal-posto.
Com relacao as trés condicoes a mais dificil de contornar é a terceira. Podemos nas
duas primeiras, fazendo uma escolha adequada dos espagos D(F') e R(F'), garantir
existéncia e unicidade da solucao. Para superar a dificuldade de ter estabilidade da
solugao, como funcao dos dados, definimos como solu¢ao os minimos dos funcionais
de Tikhonov com termos penalizantes especiais. A seguir definimos estes funcionais.

Quando se tem uma parti¢ao qualquer do intervalo [0, 1]

n—1

hi + hita 2 2
o(f) = S A (3 — f() +all B (1.7)

i=1
e quando se tem uma partigdo uniforme do intervalo [0, 1]
1 n—1

(7)== (o~ ) +all F9 (18)

n—1+%
i=1

O coeficiente o é chamado parametro de requlariza¢ao do funcional.

Observacao 1.1 Vale ressaltar que a escolha do parametro o no sequndo termo é
muito importante, pois se for um valor “grande” a funcao que minimiza o funcional
serd facilmente encontrada, mas ndo estard prézima de y?. Por outro lado, se a
escolha do parametro o for um valor “pequeno”, o minimo estard préxvimo de y?, mas
o problema nao terd estabilidade. Assim a escolha de o deverd ser ponderada entre a

estabilidade e a exatidao da solucao aprorimada.

Com a defini¢ao destes funcionais obtemos quatro problemas de minimos quadra-

dos.

Problema 1.1 Dada uma parti¢ao qualquer A do intervalo [0, 1], queremos encontrar
uma funcao fs5. € H* tal que

(I)(fé,oz) < Cb(f)

para toda funcdo f € H>.



Problema 1.2 De que modo podemos escolher o parametro de reqularizacao o como

fungdo de 8, de modo a obter tazas de convergéncia da ordem de O(\6) * entre fi(x)
ey (x)?

Problema 1.3 Dada uma particao uniforme A do intervalo [0, 1], queremos encon-

trar uma funcao fs. € H* tal que

\Il(fé,a) < \Ij(f)
para toda funcdo f € H*, onde k < n.

Problema 1.4 Suponha k < n. De que modo podemos escolher o parametro de
reqularizacdo o como funcao de &, de modo a obter taxas de convergéncia da ordem
de O(5"%") entre f(gg(m) ey (z) para 0 < j <k —17

Observacgao 1.2 A forma cldssica de escolha do parametro de reqularizacdo o nos
funcionais acima € da forma o = 6* (a priori). Em M. Hanke e O. Scherzer [9], a
escolha do parametro de reqularizacao € feita através do principio da discrepancia,
o que acarreta em um custo computacional superior em relacao a escolha anterior,

embora as taxas de convergéncia sejam similares.

1.2 Principais Resultados

A seguir apresentaremos os principais resultados desenvolvidos nesta dissertagao.

Os Teoremas 1.1 e 1.2 tratam do bom condicionamento dos funcionais (1.7) e (1.8).

Teorema 1.1 Para qualquer oo > 0 existe uma unica solucao f5. do Problema 1.1.
Teorema 1.2 Para qualquer oo > 0 existe uma unica solucao f5. do Problema 1.5.

Os Teoremas 1.3 e 1.4 fornecem taxas de convergéncia para as solugoes de minimos

quadrados tratadas nos teoremas anteriores.

Teorema 1.3 Suponha que f5, € a solugao do Problema 1.1, entao temos:

20
o

Dizer que uma funcio f(§) converge para zero quando § — 0 com ordem O(v/9) significa que:
im L) _
2V =
por um resultado cldssico em problemas inversos (veja Teorema 2.2)

h 02
1 f5.0 = ¥ 2200y < (20 + 4+ = )1y |2 00) + Ay — + (1.9)
T o

C em que C é uma constante qualquer. A escolha dessa ordem em particular é motivada

8



Escolhendo o = 6% temos o caso particular

h
10 =¥ llz0n < (20 + 48+ =) 2oy +h+2V0. (1.10)

Em [9] Hanke et al. é utilizada uma estratégia de escolha a posteriori do parametro
a (Principio da Discrepancia), naquele trabalho foi obtida uma taxa de convergéncia

semelhante a (1.10), a saber:
0 = o/l < VB (Rlly"ll + Vo). (1.11)

Teorema 1.4 Suponha que f5. € o minimizador do funcional ¥ e o = §%. Sey €
H%(0,1), entdo temos:

1) = yD |20y < Kagh* ™ + Ky (1.12)
para 0 < j <k —1, onde Ky; e Ky sao constantes.

O Teorema 1.5 trata da nao convergéncia da segunda derivada de f;, caso y nao

seja suficientemente regular.

Teorema 1.5 Suponha que fs. € a solugio do Problema 1.1. Tomando o = 6%, se
y € C[0,1)\H?(0,1), entao:

1 f5alli20) — oo quando §,h — 0.

Observacao 1.3 E possivel demonstrar que para uma fung¢ao f € L>®[0,1] a con-

clusao do Teorema 1.5 também ¢é verdadeira, como demonstrado no Coroldrio 3.1.

Observagao 1.4 Apesar de no Teorema 1.5 ser discutido o caso em que a solu¢do
ezata satisfaz y € C[0,1]\H?(0,1), este resultado também pode ser usado para deter-
minar os pontos de descontinuidade a partir dos valores da func¢ao em alguns pontos

discretos.



Capitulo 2

Regularizacao de Problemas

Inversos

Este capitulo apresenta uma abordagem geral de problemas inversos, lineares e
nao lineares, métodos de regularizacao, em especial a regularizagao de Tikhonov. e

escolha a posteriori do parametro de regularizagao.

2.1 Problemas Inversos e Mal-postos

Desde os anos 80, a drea da matematica na qual os problemas inversos sao en-
quadrados tem sido uma das mais estudadas dentro da Matemaética Aplicada. Isto
pode ser explicado devido ao grande ntimero de aplicagoes em outras areas, como por
exemplo, Geofisica (prospecgao de petrdleo), Medicina (tomografia computadorizada
ou por impedancia), Engenharia, Indistria, entre outras. De acordo com Engl et al.
6], sdo entendidos como problemas inversos aqueles que aparecem na tentativa de
determinar causas a partir de efeitos observados. Mas, quando se fala em problemas
inversos, é necessario perguntar: “ inverso do que? 7. Segundo J.B. Keller [7], dois
problemas sao inversos um do outro se a formulacao de um deles envolve toda a, ou
parte da solucao do outro. Entre os dois geralmente escolhemos para ser o problema
direto aquele que é mais simples ou que foi estudado primeiro.

Problemas inversos sao geralmente descritos por uma equagao do tipo:

F(q) =y, (2.1)

em que F' é um operador definido entre espacos de Hilbert X e Y, que pode ser linear

ou nao. Existem problemas interessantes em que F' é linear, por exemplo, quando o

10



modelo ¢é descrito explicitamente por uma equacao integral de primeira espécie (ver
[2]). Em termos de (2.1), o critério de Hadamard pode ser interpretado como: (2.1) é
bem-posto se o operador F' é uma bijecao com inversa continua.

Como mencionado no Capitulo 1, em aplicagoes praticas nao sao conhecidos pre-
cisamente os dados y, mas somente uma aproximacao y° (ndo necessariamente per-
tencente a imagem de F) com

ly —¢°] <6 (2:2)

no qual 9 > 0 é denominado nivel de ruido.

Em geral, temos que o problema (2.1) é mal-posto, ou mal-condicionado, por
exemplo, se o operador F' é compacto (e ndo degenerado), ndo podendo assim ter
inversa continua. No caso de problemas nao lineares, este mal condicionamento é
definido localmente (ver [6] para detalhes). A existéncia e unicidade de solugao para
(2.1) ndo podem, em geral, ser garantidos no caso nao linear. No caso em que a
solugdo de (2.1) existe, isto quando as condigdes i e i na Definigdo 1.4 sdo satisfeitas,
a violagao do terceiro item na definicao 1.4 é de especial importancia, visto que a nao
dependéncia continua dos dados, associada ao mal condicionamento do problema,
podem causar sérias dificuldades numéricas.

Para contornar essas instabilidades, é necesséario fazer uso de algum método de
regularizacao, a fim de obter uma aproximacao estéavel e convergente para a solugao

do problema inverso.

2.2 Operadores de Regularizacao

De acordo com Engl et al. [6], regularizagao, em linhas gerais, é a aproximagao
de um problema mal-posto por uma familia de problemas bem-postos. Uma defini¢ao

mais especifica é a seguinte.

Definicao 2.1 Seja F' : X — Y um operador linear limitado entre os espacos de
Hilbert X e Y e agy € (0,+00]. Para todo o € (0, ), seja

R,: Y- X

um operador continuo (ndo necessariamente linear). A familia {R.} é chamada

familia de operadores de regularizagdo para FT' se, para todo y € D(FT), existe uma

L A nossa equacio original é F(q) = y. Mas como F nio necessariamente tem um operador inverso
limitado, definimos o operador inverso generalizado a partir da equagao normal F*F(q) = F*(y).
Assim a inversa generalizada ¢ dada por F' := (F*F)~1F* se (F*F) for inversivel e por (F*F)TF*
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regra de escolha do parametro o = «(6,1°) tal que
lim sup {| Rugsyoy” = Fyll | o € Y, Iy =yl < 6} =0 (2.3)

¢ satisfeito. Aqui a func¢ao
a:RTxY — (0,a) (2.4)

¢ tal que
limsup {a(d,y) |4 €V, [y’ —yl < 6} =0. (2:5)

Para um y € D(FT) especifico, o par (Ra,a) é chamado um método de requlari-

zagdo convergente (para a solugao Fx =y) se (2.3) e (2.5) sao satisfeitos.

Sendo assim, um método de regularizacao consiste em: uma familia de operadores
de regularizacao e uma regra de escolha de parametros. O método é convergente no
sentido que, se o parametro de regularizagao for escolhido de acordo com tal regra,
entdo a solucao regularizada converge (na norma) quando o nivel de ruido tende a
Zero.

Também pode ser considerada a convergéncia da solucao regularizada na topologia
fraca (ver [5] para resultados sobre a nao convergéncia dos métodos de regularizagao
na topologia fraca).

Como pode ser observado na definicao acima, nao foi imposta nenhuma condicao
a respeito da linearidade da familia {R,}, mas se os operadores { R, } forem lineares,
entao o correspondente método é chamado de um método de regularizacao linear, e a
familia {R,} de operador de regularizagao linear.

Além disso, é possivel separar em dois tipos as regras de escolha do parametro, a

priori € a posteriori, como definido a seguir.

Definicao 2.2 Seja a uma regra de escolha do parametro como na Definicao 2.1. Se
a nao depender de y°, mas somente de §, entdo chamamos o uma regra de escolha a
priori do pardmetro e escrevemos o = «(d). Do contrdrio, chamamos « uma regra

de escolha a posteriori do parametro e escrevemos o = (6, 1°).

Para que o método de regularizacao aplicado a problemas mal postos seja conver-
gente no sentido da Definicao 2.1, é necessario que a regra de escolha do parametro

dependa do nivel de ruido 6 como pode ser observado no teorema a seguir.

Teorema 2.1 Seja F' : X — Y um operador linear limitado e assuma que existe

uma regularizagio {R,} para F' com a regra de escolha do parametro o dependendo

no caso geral.
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somente de 11° (e ndo de 0) tal que o método de regulariza¢io (Ry, o) é convergente
para todo y € D(F'). Entio F' ¢ limitado.

A demonstragao pode ser encontrada em [6].

A maior dificuldade do célculo de uma solugao da equagao (2.1), que chamamos de
¢*2, sendo disponiveis somente dados com ruido 3°, é que este calculo pode produzir
solucoes inadequadas devido a instabilidade do problema. Nesse sentido, procuramos
uma aproximacio de ¢*, que chamamos de ¢°, que possa ser calculada de maneira
estavel, isto é, que dependa continuamente dos dados perturbados 3. Por outro lado,
é desejavel que ¢’ tenda para ¢* se o nivel de ruido tende para zero e o parametro de
regularizagao oo = «(d) é escolhido de maneira adequada. Em [6] encontramos escolhas
a priori (o = a(d)) e a posteriori (o = a(d,y°)) do parametro de regularizacao.

Dessa forma, a escolha de a determina um balanco entre estabilidade e precisao
para a solucio regularizada ¢’. Nesse sentido, ¢ indispensavel para qualquer método
de regularizacao um conhecimento da “qualidade” dos dados, isto é, de um limitante
para o nivel de ruido § em (2.2). De outro modo, aproximagoes adequadas para a
solucdo de (2.1) ndo podem ser encontradas (veja Engl [6]).

Em geral, a convergéncia de um método de regularizacao para resolver o problema
mal posto (2.1) pode ser arbitrariamente lenta. Portanto, taxas de convergéncia
podem somente ser dadas em subconjuntos de X, isto é, sob informacoes a priori
na solucgao exata ¢*, ou equivalentemente nos dados y. Estas informacoes a priori sao
formuladas em termos das chamadas condi¢coes de fonte. Quando é falado em taxas

de convergéncia para um método de regularizagao, é tido em mente a taxa com que
g, — ¢*l = 0, quando & — 0.

Uma vez que tais taxas sao interessantes tanto do ponto de vista tedrico como do
pratico, é muito freqiiente a busca de um enfraquecimento dessas condicoes de fonte.
A préxima secao trata do método de regularizagao de Tikhonov, certamente uma

das estratégias mais conhecidas de regularizacao.

2.2.1 Regularizacao de Tikhonov

Seja F' : D(F) € X — Y um operador, onde X e Y sao espagos de Hilbert e

D(F) C X um conjunto de parametros admissiveis. Supomos que:

e F ¢ continuo;

2¢* é a solugao da equagdo F(q) = y°.

13



e F ¢é fracamente fechado?.

Para um fixo lado direito y € Y, o objetivo é encontrar uma gg-solucao de norma

minima?, denotada por ¢', da equacdo (2.1). Por definicao, ¢' satisfaz

F(d") =y

" = qol| = min{||l¢* — qol| ; F(¢*) =y}

Aqui, gy é uma aproximacao qualquer para a solucao ¢'. Assumimos ainda que existe
pelo menos uma gg-solucao de norma minima, isto é, que z pertence a imagem de
F. No caso de multiplas solucoes ¢f, gy pode ser usado como critério de selecio.
Essa escolha geralmente depende de algumaf(s) informagao(oes) a priori nas solugoes
q', se disponiveis. Na situacdo em que sao conhecidos somente dados com ruido y°

satisfazendo,

ly —v°|| <0,

)

procuramos por uma aproximacio ¢2, de ¢, como o mfnimo do funcional de Tikhonov,

Ja(uw) = |F(q) =y I* + alla = wl*, € D(F) (2.6)

sendo a > 0 e ¢o € X uma aproximacao inicial para a solugao (desconhecida) ¢* de
(2.1). As hipéteses estabelecidas sobre F' garantem a existéncia de pelo menos um

minimo para o funcional de Tikhonov (2.6). Além disso, com estas hipGteses temos:

e Estabilidade para um « fixo:
Para seqiiéncias y; € gz, em que y, — y° e ¢, ¢ um minimo de (2.6) com y°
substituido por ., existe uma subseqiiéncia convergente de g, e o limite de

qualquer subseqiiéncia convergente é um minimo de (2.6).

e Convergéncia:
Para a(d) — 0 com %5) — 0, quando 6 — 0, qualquer seqiiéncia {qg’z}, em que
0 — 0, ap =a(d) — 0, e {qg’;} é uma solugao de (2.6), tem uma subseqiiéncia
convergente, e o limite de qualquer subseqiiéncia convergente é uma ¢g-solucao

de norma minima.

3F é fracamente fechado quando para qualquer seqiiéncia (g,) C D(F), ¢, — uem X e F(q,) =y
em Y implica que u € D(F) e F(q) = y.
4¢" é uma go-solugao de norma minima se: F(q¢') =y e ||¢' — qo|| = min{|l¢ — ql| | F(q) = y}.
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Com isso obtemos os resultados abaixo relativos a taxa de convergéncia.

Teorema 2.2 Seja D(F) convexo, y° € Y com ||y — y°|| <9 e ¢' uma ¢*-solugdo de

norma minima. Além disso, suponha que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. F € Fréchet diferencidvel.

2. Erxiste vy > 0 tal que ||F'(q¢") — F'(q)|| < 7ll¢" —q||, para todo q¢ € Q em uma bola

de raio suficientemente grande centrada em g'.

3. Existe w € Y satisfazendo a condicao de fonte:
¢' =0 = (F'(¢") F'(¢")"w. (2.7)

4. lw] < 1.

Escolhendo a ~ &, obtemos as sequintes tazxas:
b —d'll =08 e |IF(g}) -l = O®).

A demonstracao pode ser encontrada em [6].

Observacao 2.1 Mesmo que a q¢*-solucao de norma minima nao seja unica, seque
das hipoteses feitas que somente uma q*-solu¢ao de norma minima pode satisfazer as

condicoes 2 a 4 do Teorema.

Observacao 2.2 Segue da demonstragcao do Teorema 2.2 que o raio p da bola sufi-
cientemente grande em torno de q' tem de ser maior que 2||q" — ¢*||. Se q¢' € tnica,

entio a condicao p > 2||q" — q*|| pode ser relaxada para qualquer p > 0.

Observacao 2.3 Note que o fechamento fraco do operador F' nao € necessdrio para
obter as taxas de convergéncia, mas é usado para obter existéncia, estabilidade e

convergéncia da solucao reqularizada.

Observacgao 2.4 Se F' € duas vezes Fréchet diferencidvel, as condigoes 2 e 4 podem

ser substituidas pela condicdo fraca

2. 2<w,/0 (1=t F"[q" + t(¢) — a)](¢5 — ¢"dt) <A — D) (28)

com vy < 1.
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No caso linear, a melhor taxa de convergéncia que é possivel obter para ||¢’ — ¢'||
6 O(63) e esta taxa ¢ obtida mediante a condicio z' — z* € R(F*F). E mostrado a
seguir que a mesma taxa pode ser obtida no caso nao linear se substituimos R(F*F)
por R(F'(z!)*F'(2"))* com p € [3,1].

Teorema 2.3 Sob as hipdteses do Teorema 2.2, se ' é um elemento do interior
de D(F) e ¢ — q* = (F'(¢")*F'(¢"))"v para algum p € [1/2,1]. Entdo, escolhendo
a ~ 8% obtemos:

g% — 4[| = O(52%1). (2.9)

A demonstracao pode ser encontrada em [6].

No teorema acima, o operador F’(¢")* denota o operador adjunto Hilbertiano da
derivada de Fréchet de F'.

Até o momento consideramos o caso em que « depende apenas do nivel de ruido
0, mas como nem sempre é aconselhdvel confiar somente na “qualidade”do nivel de
ruido, foi desenvolvida uma regra de escolha do parametro que depende nao apenas
de 6, mas também dos valores da funcéo y°, que é chamada de escolha a posteriori do

parametro e é apresentada a seguir.

2.3 Escolha a posteriori do Parametro de Regu-
larizacao

Desejamos escolher um parametro de regularizacio a tal que o erro ||¢’ — ¢f||
seja o menor possivel. Infelizmente, na estratégia a priori de selecao de parametros
sugerida anteriormente, o parametro de regularizacao depende muito da “qualidade”
da informacao sobre a solucdo exata ¢'. Como em geral essa informacido nio estd
disponivel, na pratica estas estratégias sao pouco usadas. Por isso foi desenvolvida
uma regra de escolha do parametro que nao levasse apenas em conta o nivel de ruido
§, mas que também considerasse os valores de 7°.

Segue da demonstracao do Teorema 2.2, que o principio da discrepancia de Moro-

zov®, no qual a(d) é determinado como a solugao de

1F(g2) = v’ =0, (2.10)

50 principio da discrepancia é um método de regularizacio a posteriori em que o parametro o é
escolhido por a(d, ;) := sup{a > 0;||F(¢}) — % < 78}. Maiores detalhes podem ser encontrados
no Apéndice B.
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produz a taxa O(v/d) sob a suposicao de que no teorema este () existe. Entretanto,
para problemas nao lineares, (2.10) tem somente uma solugao sob suposi¢ao muito
restrita na solucao regularizada (ver [3]). Uma justificativa é que, sob certas condigoes,

o problema:
l¢g—¢* — min, g€ M’ :={qe D(F)||F(q) — 1’|l <6} (2.11)

tem uma solucao estavel ¢° e que sob as condicoes do Teorema 2.2 obtemos a taxa
1¢° — ¢t|| = O(V/§). Contudo, este problema é ainda complicado de resolver. Uma
alternativa é considerar a formulagao via multiplicadores de Lagrange na abordagem
do problema de otimizagao (2.11), que conduz para a seguinte modificagao na regu-

larizacao de Tikhonov:
(I1F(q) =’ = 0)* + allg— "l — min, ¢ € D(F) (2.12)

Além disso, é possivel mostrar que, se a escolha do parametro a(d) = O(6?%) é
feita a priori, a taxa O(1/9) é obtida se as condicoes do Teorema 2.2 forem satisfeitas.
Como pode ser observado, para esta escolha de parametro nao ha necessariamente
informacoes sobre a solucao exata ¢' e somente um problema nao linear precisa ser

resolvido.
Lema 2.1 Seja D(F) convexo, y° € Y com ||y — y°|| < 0 e assuma que ¢* € D(F)
com F(q*) #y. Entdo o problema (2.11) tem uma solu¢do ¢° com

1F (@) — 'l =4

para 6 > 0 suficientemente pequeno.

A suposicao ¢* € D(F) é natural, pois ¢* é uma aproximacdo inicial para ¢f €

D(F) com F(q*) # y.

Teorema 2.4 Sejam todas as condigcoes do Teorema 2.2 satisfeitas e assuma que
q" € D(F) com F(q*) # y. Se ¢ é uma solugdo do problema (2.12), entio para a
escolha o = a(8) = O(6?) temos

lgh —a'll = O(V8) e |F(a)) — o’ = O®).

A demonstracao do lema e do teorema podem ser encontrados em [6].
Percebemos que nao é preciso fazer nenhuma limitacao inferior no parametro «,

como ¢ necessario na regularizacao de Tikhonov normal.
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Para problemas nao lineares, nos quais ha interesse especial nesta dissertacao,
num primeiro instante a desvantagem da regularizacao de Tikhonov é a existéncia de
minimos locais, isto é, ndao ha unicidade de solu¢ao para o problema (2.6). Tal fato é
acarretado pela nao convexidade do funcional de Tikhonov. Em vista disso, métodos

iterativos podem ser uma alternativa interessante.
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Capitulo 3

Demonstracao dos Resultados

Principais

Neste capitulo apresentamos as demonstragoes dos resultados enunciados na Secao
1.2 e alguns lemas complementares necesséarios para a demonstragao dos mesmos.

Na Secao 3.1 tratamos os teoremas referentes a unicidade de solugoes. Na Segao
3.2 apresentamos os resultados referentes a taxas de convergéncia, e na Secao 3.3

apresentamos os teoremas que tratam da nao convergéncia das solugoes aproximadas.

3.1 Unicidade de Solucao

Primeiramente, enunciamos alguns resultados complementares necessarios para a
compreensao da demonstragao. Estes resultados tratam de estimativas, para inter-

polacao de funcoes por splines cibicos naturais .

Lema 3.1 Suponha que y € uma fun¢do suave em (0,1) e s € um spline cubico natural
sobre a particio A = {0 = z9g < 1 < -+ < x, = 1} tal que s(z;) = y(x;),i =
0,1,2,...,n.

Entao, temos

|s" — y”||2Lz(0,1) + ||S”||2L?(0,1) - Hy”H%Q(O»l)'

Demonstracao: Note que:

I5" = 4" a0 + 15" oy = 205" aon) + 1y o) = (6787 = (")

'Uma funcao h(z) é chamada de spline cibico natural em [0, 1] se é duas vezes diferencidvel em
[0,1] e: (i) h(x) é um polindmio cubico em [z;,z;11]; (i) h”(0) = h”(1) = 0. Maiores detalhes no
Apéndice A.
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_ Hy”H%Q(O,l) + <S”,S” . y//> + <S” - y//’S//>
= 1y z200) + 205", 8" = y").

Pela definicao de splines cibicos temos que s”(0) = s”(1) = 0 e assim concluimos que

Portanto,

<S” _ y//’ 8//)

1
/ (8// _ yl/)slldx
0
1 1
|:(S/ _ y,).S”:| _/ (S/ _ y/).S///dz
0 Jo

_Z/ (s'—y').s’"dx
i=1 Y Ti-1

_ Z S///($i—) /”CZ (S,<£E) _ y'(x))dx

8" — y”H%Q(O,l) + ||3”||%2(0,1) = ||?/”||%2(0,1)'

0

Lema 3.2 Suponha que y é uma fung¢ao suave em (0,1) e s um spline cibico natural

sobre A tal que s(x;) = y(x;) e s'(x;) = y'(z;), i =0,1,2,...,n. Entdo temos

Demonstracao:

h
15" = 'l 2(0,1) < ;Hy//HLZ(O,l)-

Sem perda de generalidade consideramos apenas o intervalo h;.

Definimos uma funcao auxiliar g(z) := y(z) — s(z). A fungao g é representada por

uma série de Fourier de senos, assim temos:

_ 1
g(x) = ; a,sen—

o0

2nmx
1

Por um calculo direto, segue que:
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Como n > 1,

nm 2 B2 (nm\*
nmw e o M (nm 1y2
(57) @r < () @

Portanto, somando em n,

1 h2 T h2 T
/ (g/)de < / (g,/)2dl’: - (y"—s")2dx
0 0

2 2 Jo

2 x1 x1 T
= h_g (/ (v")2dx + 2/ (s" —y")s"dx —/ (s”)zd:c) (3.1)
72\ J, Jo U

~
I

Logo, integrando por partes em I concluimos que:

z 1 1
1—/ (s —y')s"dx = 3”’/ s —y'dr = 0.
0 0

]’ — (SI_y/)SIIO

Desta forma temos,

h2 T

x1 1 z1
/ (y/ o S,)QdCL’ < _2 (y//)2d$ . / (S”)2dl' < / (y”)2dl'.
0 ™ Jo 0 0

Somando sobre todos os intervalos h;, segue que:

1 h2 1
/ o — )de <o [ (.
0

™ Jo

Lema 3.3 Seja g € H?*(0,1) e x a fungdo constante por partes x definida como:
1o
X|[CCi71,CEi] = Xi = h_ g(x)dx
ST

Entao, temos

||9 - X||L2(0,1) < h”g/HLQ(O,l)-

Demonstracgao: Percebemos que pelo Teorema do valor médio para integrais existe

& tal que & € (x4, 7,41) e para t € (x;,x;11), segue que:

dt = |g(t) — g(&)

o) =0l = Jo() -5 [ it

i—1
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t T4
< [ [ ol 32)
&i Ti—1

Aplicando a desigualdade de Holder em (3.2), concluimos que:

x; 2
9() — x(B)] < B2 ( / rg'<x>\2dx) ot (ra).
Com isso, temos que:
[ 1o —xpae<n [ 1g@ps

onde h = max h;.

1<ign

Somando sobre ¢ segue que:

1
2

Tit1
(/ |g'<x>|2dx)] = Mgz

[y

n—

19 — xllz201) < [

Il
=)

i

0

A seguir apresentamos a demonstracao dos Teoremas 1.1 e 1.2 que tratam do bom
condicionamento dos funcionais (1.7) e (1.8).

Demonstracao do Teorema 1.1

A demonstragao ¢é feita em dois passos: existéncia e unicidade de solucao.

Passo 1: Existéncia de solucgao.

Inicialmente construimos uma fungao fs, € H* e mostramos que esta satisfaz

(I)(fé,a) < q)<f)

para toda f € H2.

As condigoes impostas sobre f sao as seguintes:

1. fsa € um spline cubico natural em A que é duas vezes diferencidvel, isto é:

foa@h) = fsa(zy),  fia(ai) = fiala),

so(r) = fio(z7),  i=1,2,..,n—1

na qual fs,(z) = lim f(z)e fsa(z;)= lim f(x).

r—r;+ T—T;—

22



2. [54(0) = f5,(1) = 0.

3. Parax;, 1=1,2,...,n — 1, a terceira derivada da funcao fs, satisfaz a seguinte

condicao:

L hi+hip

Sal@l) = fia(ar) = — =20 = fra(2),  i=12..n-1 (3.3)

Pela definicao de spline ctibico temos que f57, é uma funcio constante por partes.

Usando a integracao por partes, podemos provar o lema a seguir.

Lema 3.4 Suponha que g € H*(0,1), g(0) = g(1) = 0 e f5. satisfazendo as condigdes

impostas acima. Entao temos:

1 n—1
1 h; + h;
g” (gfozdx = a Z Tﬂg(mz) (yf - f&,a(xi)) .
0 i=1

De fato pela condigao 2 acima e integrando por partes temos que:
1 1 1
| s = d@h@)| - [ @@
0 0
- -3 [ s
i=1 Y Ti-1

Logo,

@i = -3 ) [ g
| > ) [

- — Zf’”(x;) (9(xi) — g(xi1))

= _ ig(xz) (f(xz_) - f(‘rz_—i—l))
= 3 gt (P7la) - 1)

i=1

1 2 hz + hz

= = Z T—Hg(xl) (yf - f&a(xi))
=1

a “
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Portanto, usando a defini¢do do funcional (1.7) temos:

O - W) = 3G (= ) = O = frale)))

i=1 Y
+a(||f”||L201) £ a||2L2(O,1))7

12

onde

L= () =200 f () + fPs) — (4))° + 20 fou (i) — fra(ms)
= =29 (f(2i) = foalx:) + (f (i) = foa(i) (f (@) + fsalz:))
= (f(2) = foalxs) (f (@) + foalz:) — 2¢7)

112200 + 1 allZa0n) — 207 frad =2 fhal a0y + 20", fi)
17" = FRalBatony = 2( s Fia) +20F", f1))

(17" = alZaony + 200" = Fas S

1
I = Bl +2 [ ("= ) fhade)
0

o
I I
ST

I
Q

= «
Pelo Lema 3.4 obtemos:

1 n—1 hz hz
0 [ ("= fa) fade =23 SR (1(00) = fialo) (4 = ralai))

i=1
Portanto,
— hi + hita s
(I’(f) - (I)(fé,a) = Z T (f(%) - f&,a(%‘)) (f(%) + f&,a(xi) - 2.%)
i=1

9 Z MR (f0) — fia) (4~ Frale)

+a||f” - gaH%Q(O,l)

n—1
- Z 9 = (f(xz) - fé,a(xi))Q + Oé”f// — éfa‘ﬁ?(og) > 0. (3_4)
i=1

Assim provamos que a funcio fs, minimiza o funcional ® em H?.
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Passo 2: Unicidade de solugao.
Suponha que existe uma outra funcao f € H? tal que ®(f) = P(fs5.). Entdo,

temos:

17" = fralaon =0, F() = fralw),  i=1.2.,n1

Logo, " = f§,, isto é f — fsa = ax + 0.
Como f(0) = f5,(0) implica que b = 0 e como f(1) = fs5(1) concluimos que
a = 0, e assim temos que f = fs4.

O

Demonstracao do Teorema 1.2

A demonstracao deste teorema novamente é feita em dois passos: existéncia e
unicidade de solucao.

Passo 1: Existéncia de solucao.

Primeiramente assumimos a existéncia de um minimizador fs, € HE.

Definimos uma fungao auxiliar F(X) = U(fsq + Ag) onde g(x) € H(0,1). Como

fs.o ¢ 0 minimizador do funcional ¥(f), temos F’(0) = 0. Note que:

1 n—1
U(fsa+Ag) = —1 (42 = fralz:) — Ag(a)” + all £+ Mg P20
i=1
1 n—1 9 n—1
= ( (W) = Fral@i)” =20 (4] = fralw1)) g(x»)
=1 i=1

Assim, temos:

n—1

—2

F'(A) = > (W = fralz) glz:) + 1 > g ()

n—14% ,
i=1 i=1

1
k
v (219 e 2 [ A9,
0
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Portanto,

n—1

F(0) = S (08 = fralw) gla) + 20 / § g0y

i=1

n—1

— Z (v) — fsa(2:)) g(z:)

i=1

-1 ) , N 1
20 (Z(—l)’féﬁﬂ)g(k‘l‘” L féif)gdx>
0

7

-2

- Z_:/O 8z — ;) (v — fsalz)) g(x)dx

n—1 —

+2a(=1)F | f20gdx

0
k—1
+2a Z(_l)i 5(’];“)(1)9(’“_1_“(1) N g;—&-z) (O)Q(k_l_i)(o)-
=0

Como g € HEF(0,1) é uma fungao qualquer, podemos supor que g € D(0,1) 2 e

assim temos que:

20 ) (1) i (1)g* 0 (1) — 15 (0)g* 1 (0) = 0. (3.6)

F0) = / 9() (‘ﬁ S 6 — 1) — fra(@) + a<—1>kf<2k>) dz =0

T =

em que 0(z) é a distribuigao de Dirac.
Como D(0,1) é denso em HE(0,1) concluimos que a equagao (3.6) é satisfeita.

Portanto, segue que ff;” satisfaz as seguintes condigoes de fronteira:

1) =0 i=0,1,2,.,k—2 (3.7)

E0)=0  i=0,1,2,.k—2 (3.8)

pois para k = 2 temos f§ (1) = f§,(0) = 0, para k = 3 temos féi)(l) = é?’og(O) =0e

assim sucessivamente.

2Uma funcao f € D(0,1) se for C>°(0, 1) e tiver suporte compacto.
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Com isso, segue que:

n—1

Y 8@ =z (Y] = fal) +a(=1)FfE = 0. (3.9)

i=1

1
n—1

Isto é, quando x # x;, fs5. satisfaz:

2k

=0 (3.10)
e, quando x = x;, f5. satisfaz:

1

(—1)F N = a(n—1)

3(0)(y; = foal@)). (3.11)

i=1

.
Il

. , 2k) e~
Assim concluimos que féa) ¢ uma distribuicao.

Para qualquer fungao g(z) € HY(0,1) que satisfaz:

0 i Syl )
g<x>{ P me e sn (312
=0, caso contrario
segue que:
/ 1 e s p [T (2k)
FI(0)=——— | b))~ fsalz))g(z)de+a(-1) o (@)g(x)dz = 0.
Portanto,
-1 , ,
— (0 — fral@))g(@) + o(=DF (2T @i+ €)= fia i = 0)g(x) =
-1 _ - -
— (0! = fralw)g(@) + a(=DM NV @) - 27 (@7)gle) =0

para toda g € HE(0,1) e que satisfaz (3.12). Com isso temos:

1
n—1

(W = fa(@) = a(=DF(FE (@) — FE57D (1)) (3.13)

parat=1,2,....n — 1.
A solucao de (3.10) é dada por:

foalr) =c1+cx+ ...+ coprh L, T € (x4, Tiv1), i=0,1,2,....,n—1. (3.14)
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onde os 2kn parametros sao determinados pela solucao das seguintes 2kn equagoes

lineares.

ftgf()z(‘rz) 5(2( )_0 ]_071772k_27 221,2,,71,—1,
(k1) 4y _ (@=1), —y _ Y = [oal(Ti)

fé,a (mz ) d,a (’]71 ) a(—l)k(n . 1)’

W) = 5D 0) =0 j=0,1,.k -2,

o,

f50(0) = 9(0),  f5.a(1) = y(1).

Para provar que o sistema de equacoes é unicamente soltuvel, basta provar que as
equagoes homogéneas tém somente a solucao trivial.

Se for escolhido y? = 0, i = 0, 1, ..., n, podemos pelo mesmo passo usado anterior-
mente obter as equagoes homogéneas.

Da definicao do funcional ¥ sabemos que f5, = 0 é a tnica solucao que minimiza
o funcional ¥ para o caso homogéneo. Portanto, existe uma tnica solugcao para o
sistema de equacgoes acima.

Passo 2: Unicidade de solugao.

A fungao f5, é o tinico minimizador do funcional W.

Para qualquer funcdo f € H* denotamos g(z) = f(z) — fsa(z). E facil ver que
9(0) = g(1) = 0 e

\I/(f) - \Ij(f6a = —1 Z 23/@ f&a(*%)) (fé,a(xz’) - f(xz))

(”f(k)”L o — I fsallzz0.)- (3.15)

Portanto, podemos estimar o segundo termo da igualdade acima por:

1
von [ (79 110) i
0

s

k k
(I F D200 — 10122 001)) = all f® — f12|12

g

I3

(3.16)

Integrando por partes k — 1 vezes em I3, considerando que f5k+J (1) = gfjj )(0) =

1
V[ 20
0

0, j=0,1,...,k — 2, e usando (3.13), segue que:

. . N
Iy = 20y (=1)7fE)gk=1=1 49
0

d,

28



= 20> (=D (S V) - f2 V() glay)

= (2 = foalz))) (f(2)) = fralz))) - (3.17)

Logo, usando (3.15), (3.16) e (3.17) segue que:

()~ W(fisa) = —12 2]~ ()~ Fra() (ool — F(21)
4209 B + o 3 (0 Frale) (F(53) ~ Foals)
1 n—1

= S (saley) — @)+ 2000y > 0.
j=1

Com isso mostramos que a fungao f5, ¢ um minimizador do funcional W(f).

Se existir uma outra funcao fi tal que ¥(f1) = U(f5.), entdao do passo 1 temos que
f(k) f(;a e, assim, fi — f5 € um polinomio de grau k — 1. Como fi(z;) — fsa(z;) =
0, j=1,2,..,n—1en >k, opolinomio f; — f5, tem mais do que k£ — 1 raizes o
que é uma contradicao. Assim temos que f; = f5,. Portanto, o minimizador é tnico.

[

3.2 Taxas de Convergéncia

A seguir apresentamos a demonstragao dos teoremas que tratam da convergéncia
das solucoes.

Demonstracao do Teorema 1.3

Suponha que s é um spline cibico natural que interpola os dados exatos y(z;), i =
0,...,n.

Definimos uma funcao auxiliar e(z) := fso(z) —s(z). E facil ver que e(1) = e(0) =
0, pois f(0) = y(0) = s(0) e f(1) = y(1) = s(1).

Considere a fungao constante por partes x € LQ(O, 1):

e(x;) —e(x;_q)
h;

x(z) = = X € (v, ), 1=1,2,...n. (3.18)
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Por (3.18) temos:

||€”H%2(0,1) =

1 n 2
= [ e - 0de+ Y el
0 i=1 Finl
1 n
= [ et = nde+ 3 xilelan) — elinn)
0 i=1
1 n—1
- / e'(e' — x)dx + Z e(x;)(xi — Xi+1) (3.19)
0 i=1
i ) A

Para a expressao I, obtemos:
1
Iy = / e'(e = x)dz = (€',e' = x) < €[z lle" = Xllz20,1)-
0
Pelo Lema 3.3 segue que ||’ — x|[12(0,1) < R|l€"||12(0,1) €, portanto,

I < |l€]| 20, ll€” = Xl e20,0) < Bll€] 20, l1€” | £2(0,1)- (3.20)

Da definigao do funcional (1.7) e como fs, é o minimizador do mesmo, segue que:

allféfa||%2(o,1) < P(fsa) < O(y)

n—1
hi 4+ hitq 2

= Z — (0 — ()" +ally| 72000

=1

n—1 h + h

7 1+1

< YT aly e

=1
< 8+ ally 200, (3.21)

: 1 hiths
pois Y or ) L < 1,
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Portanto,
62
I, aHL2 0,1) S o + H?/”H?‘ﬂ(o,l)-

Logo, pelo Lema 3.1,

||€”||L2(0,1) = || ||L2(0 1)

< faHLz(O,l) + ||5”||L2(0,1)
< 62 " y
= + ||y ||L2(01 + ||S ||L2(O,1)

52
< ( iy’ Hm,l)) 1y zon

52 1
< A=+ 20y |22 0,0
(8]

Com isso concluimos que:

(52
Iy < hlle”|| 20,1 ( + Hy//”L? 0,1 ) :

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para [, segue que:

I = (Z_:e(xi)(Xi_Xi+1)>

i=1

R ) ]

=1

_ [Z (") e | (55 <xi—xi+1>2]2. (3:22)

i=1
Da definigao de x, concluimos que:

v = el = o) = 7 (elo) = e(wy)

1 Tit1
= —/ x)dr — / ' (x)dx.
z+1 T;

Fazendo a mudanca de variaveis x — h;7 + x;_1 temos:

1 1 1
Xi — Xi—-1 = h_/ el(hﬂ' -+ .Ti_l)hidT — / €(hi+17' -+ .Ti)hi_._ldT
i J0 0

hit1

1 1
= / €/<hi7' + iL'ifl)dT — / €(hi+17' + .CCz)dT
0 0
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1
= / €l(hi7'+$€7;71)d7' —€(hi+17'+l’i)d7'
0

1 phiT4xi1
= / / e"(z)dzdr.
0 hit17+x;

Assim, segue que:

h*r—i—xl 1

IXi — xic1| = x)dxdr

'L+17—+"Ez
/ / x)|dzdr
hit17+z; hiT+x;—1

z+17+x7, Ti+4+1
_ / L|e"(x)]dx </ L|e"(2)]dx
h T

iTH+Ti—1 i1

Tit1 % Ti+1 %
([ ([ ot

< (wi —962'—1)%”6 ()] 2

(Zi—1:%i41)
1
= (hi+hiva)z|€"(2)]| 2

(x4 1I+1)

Como f5, ¢ o minimizador de ®, temos:

n—1
hi + hl 2
> (faalz) —ul)” < @(fra) < 0(y) <O +ally|s .
i=1 ’

pois, pelas condicoes impostas em yf , verificamos que:

n—1 n—1
hit hiv oy g2 hithirgs g
> W) -w) < Tt <

=1 =1

Logo,

n—1 nol
. %62@) =2 bt bt (Foalz) —y(@:))*

, ; 2
=1 =1

< i:(hz + hit1) <(f6,a($i) - yf)Q + (.%5 - Z/(%))Z)
= z_:(h, + hig1) (fo.a(zi) — 95)2 + z_:(hz + hit1) (yf - ?J(%))Q
< 22 h + hz+1 B y(xz))2

< 2 <(52 + ally” HL?(O,l)) + 267
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«
= 20 (24 Iy ey -

Portanto, da igualdade (3.22) concluimos que:

(3

I = <i %62(551)) (i m(hz + higr)?[le" (@)]|72

i=1 1=1
2 a0 " 2
< 28 (2+ S Ban ) 2le @z,
2 \/_ Q2 2 o2 |2 ?
< 45( 2+ /s llv ||L2(0,1)) ( = +2ly ||Lz<o,1>)
a 52 2
< 402 (VE+ 51 B ) (V5 + 210 B

2

92 a
= 48*(V2Y = + 2Vl o + I ez + 24 5518 o)
(52 o 2
= 452(<€/§4 — + 2 Y _2||y”||L2(0,1)>
e o
2
(07
2 W + (0 22— 49D iz
/62 a 4
< 452(\754 E+24 ﬁHyNHL?(O,I)) ;

pois 4v/2 > 4 > 2¢/2 + 1.
De (3.19) temos que He’H%Q(O’l) = I, + I5 e assim concluimos que:

||6/HL2(0,1) — I/4+]5 — , ]4 + ]5 .
e ||L2(0,1) lle ||L2(o,1) (I, + I5)2
I 1 I
’ : + - T / - + (]5)%
le'llzeoy  (I5)2  N€lle2o

Agora, da desigualdade acima e de (3.20) e (3.23) segue que:

02 02 «
20y < 2R)1Y" | L2000y + hy o + 2\/5\4/ o + 44 ﬁ\/gHy"HB(o,l)

, [62 25
= (2h+4Va) 1yl 20y + I E—i‘ Ta

Usando a desigualdade triangular e o Lema 3.2, segue que:

||f§,a - yl||L2(0,1) = ||f§,a — s+ - Z//||L2(0,1)
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< lefllzz) + 18" =yl z20,0)

< (2h+ava+ ") Iy leon + b/ S + 2
X - Y llL2(0,1) o %-

Escolhendo a = §? concluimos que:

h
Hfé,a - y/HLQ(O,l) = <2h +4V6 + ;) Hy"HL2(0,1) + h+ 2V6.

O

Observacgao 3.1 Como podemos observar, a taxa de convergéncia obtida é da ordem
O(Vd) escolhendo o = 6%, enquanto que na teoria cldssica a ordem é de O(6), se

escolhemos o = 4.

Observagao 3.2 Embora Hanke et al. [9] tenham utilizado uma escolha a posteriori
do parametro «, a taxa encontrada por eles é semelhante aquela encontrada neste

trabalho, a saber:

120 = o/ < VB (Rlly" |+ VBl 1)

A seguir sao enunciados alguns resultados auxiliares. Esses serao utilizados na
demonstracao do préximo teorema.
O lema a seguir trata da limitacao da norma em LP da derivada de f em termos

da funcao f e da segunda derivada de f.

Lema 3.5 Seja —co<a<b<oo, 1 <p<0el<eg < oo. Eriste uma constante
positiva K = K (eg, p,b—a), dependendo continuamente de b—a para 0 < b—a < oo tal
que para todo € satisfazendo 0 < € < ¢ e para toda fungao f duas vezes continuamente

diferencidvel no intervalo aberto (a,b), que satisfaz

b b b
/ |f () Pdt < Ke/ |f”(t)\Pdt+Ks‘1/ | f(2)|Pdt. (3.24)
No caso particular b — a = oo, entio K = K(p) pode ser encontrado de modo que

(3.24) € satisfeita ¥ € > 0.

Demonstracao: E suficiente provar (3.24) para fungoes reais, pois assumindo o
contrario e escrevendo uma funcao arbitraria f na forma f = u+14v com u e v fungoes

reais, obtemos:

[irwra = [ wor+wor]



< max(1,2°% )/b[( (t ))p+(v’(t))”]dt

< 2kmax(1,2"7) {/|f” |”dt+61/ | f(t Ipdf}

Também pode ser assumido sem perda de generalidade que €y = 1 pois, assumindo

o lema provado para este caso, obtemos (3.24) da seguinte maneira: como 0 < % <1,

b b b
[ i< k= [iora &2 [irora,

Isto implica (3.24) com uma mudanga

segue que:

K = K(g0,p,b—a) = K(1,p,b— a) max(eg, ;).

Assumimos, assim, que f é real e ¢ = 1. Também supomos que a =0 e b= 1. Se

0<{<3ze2<n<l, entaoexiste A € (& n) tal que:

¢ ’< 31 £(€)| + 31f(n)]-

Segue que, para qualquer x € (0, 1),
/x — ! )\ v 7 d
F@) = £ >+A aor
< 31F©)]+ 3] + / Taonn
0

Integrando essa desigualdade com respeito a £ em (0, %) e com respeito a 1 em (%, 1),

concluimos que:

Slf@l < /é| e+ [

/ e+ [ 177 @ar

1 ! I
ol + [ 17 @l

=l

Assim, pela desigualdade de Holder segue:

1 1
PP < 2o / FPdt + 2! / oRa
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Logo,

() < K, rdt + K, rq
/O\f(w)! < /O\f(t)l - /O\f(t)| :

onde K, = 2P~1.97,
Segue de uma mudanca de varidveis que, para um intervalo finito (a,b), vale a

desigualdade:

b b b
/ PPt < Kb — a)? / PPt + Kb — a) / FOPd. (3.25)

Como 0 < ¢ < 1, existe um nimero inteiro positivo n tal que:

11 1
55? < —<er.

S|

(b—a)i a)

Seja a; = a + para i =0,1,2,...,n. Segue de (3.25) que:

/|f V[Pt = Z / (1)t
- KZ{( ) [ <>|Pdt+(ﬁ)p /:;U”(t)!pdt}

< f((p,b—a){e / ()Pt + e / b\ f(t)\pdt}, (3.26)

onde K (p,b— a) = K, max{(b— a)?,2"(b — a)~"}.

Seja
max K(p,s) se b—a>1
K(l,p,b—a) _ 1<s<2
max K(p,s) se 0<b—a<1.
b—a<s<2

Entao K(1,p,b— a) é finito para 0 < b — a < oo e depende continuamente de b — a.
Parab—a < 1, (3.24) segue diretamente de (3.26). Para 1 < b—a < o0, o intervalo
(a,b) pode ser dividido em finitos subintervalos, cada um com comprimento entre 1 e
2. Logo, provamos (3.24) , aplicando (3.26) em cada subintervalo e somando todos.
Supondo b — a = 0o, assumimos aqui que a é finito e b = oo, pois o outro caso é
analogo. Para dado € > 0 seja a; = a + i€%7 1=20,1,2,.... Entao a; —a;_1 = e e,

usando (3.25), temos:
| irora - Z [ wora
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= ke [ Appin ety o [ Irp
j=1 ai—1 j=1 aj—1

que corresponde a (3.24) com K = K, dependendo somente de p.
O

O lema a seguir trata da limitacao em L” da norma da derivada de ordem j de f

em termos da funcao f e de sua derivada de ordem m, na qual j,m € Ne j < m.

Lema 3.6 Seja 0 < 9y <00, 2<m e
_ . 2 m—1
g0 = min{do, 95, ..., 0" " }.

Suponha que para um p dado, 1 < p < oo e =(0,1) C R existe uma constante
K = K(b0,p,Q) tal que para dado & com 0 < § < &y e para toda f € W?P(Q), que
satisfaz:

1l < Kol fllzp + K fllop (3.27)

Entao, existe uma constante K = K (g9, m,p,2) tal que para todo ¢ com 0 < € < &,
todo inteiro j, 0 < j < m—1 e toda f € W™P(Q), que satisfaz:

1£llip < KO Fllmp + K677 ]| Fllop- (3.28)

Demonstracao: Como (3.28) é 6bvio para j = 0, s@o considerados somente os casos
1 <7< m—1. A demonstracao é feita por duas inducoes em m e j.

As constantes Ky, Ks, ... que aparecem na argumentagao podem depender de 4y
(ou gg), m, pe .

Primeiro provaremos (3.28) para j = m —1 por indugao em m, de modo que (3.27)
corresponde ao caso especial m = 2.

Assumimos, portanto, que para algum k, 2 < k < m — 1 a desigualdade:

115 < B10l| Fllip + K28 fllo (3.29)

é satisfeita para todo 6, 0 < & < & e toda f € W*P(Q). Se f € WFP(Q), entao
provaremos que (3.29) também é satisfeita com k + 1 no lugar de k (e uma constante
K, diferente). De (3.27) e (3.29) concluimos que para 0 < n < dy

1fllkp = K26| fllisrp + K0 | flle-1,
< Kob|| fller1p + Ko K18 0| fllkp + KoK~ 0 76| flo,p-
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Pode ser assumido sem prejuizo que 2K7K5 > 1. Logo é possivel tomar n = RS

obtendo assim:

5 7]6
Ik = 28080+ () 1l

< K30 fllesrp + K30 fllop-

Isso completa a indugao estabelecida em (3.29) para 0 < § < 4y e, portanto, (3.28)
é valida para j=m—1e 0 < § < dp.

Agora provaremos por indugao em j que
£l < Kad™ (| fllnp + Ea677 || fllo (3.30)

é satisfeita para 1 <j<m—1e 0 < < dy.

Note que (3.29) com k = m corresponde ao caso especial j = m — 1 de (3.30).
Assim, assumimos que (3.30) é satisfeita para algum j, 2 < 7 < m — 1. Entao
provamos que é satisfeita com j — 1 em lugar de j (e uma constante K, diferente).

De (3.29) e (3.30) obtemos:

< Ks0llfllip + K50 fllos
< K50 {K — 48" 7| fllmp + Kad [ fllop} + K50 [ fllos
< Ko™ fllong + Kod ™V f o

”f”j—l,p

Com isso, (3.30) ¢ satisfeito e (3.28) segue tomando § = em 7 em (3.30). Note que
€ < eggsed < dy.
U

Lema 3.7 Seja e(z) = fsa(z) — y(z) e h = L o tamanho dos intervalos de uma

particao uniforme. Seja ainda > 0 o nivel de ruido. Entao temos:

lell < 2hlle'll 4 64/2(2 + ly™®[1?). (3.31)

Demonstracao: Da definicao de VU e f;,, segue que:

—

1 —

n—ll

(Y = fra(z))* < U(fsa) < U(y)

[y

1 —
T on—1 (W) — y(x:)? + ally™]
=1
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< 02+ 8 ly ™2 (3.32)

Do teorema do valor médio para integrais segue que existe &; € (x;, z;41) tal que:
1

"z_: /l‘i+1 e(z)dr = Y 62;&) (3.33)

i=0 Y Ti =0

Assim, de (3.32) e (3.33), concluimos que:

1 n—1 Tit1 n—1 o
2 d — 2 dr = € (51)
/Oe(m)m Z/xl e”(r)dx D

=0 %
1 n—1 1 n—1
= - (62<§z) - 62(x2)) + E 262(1'1)
=0
2 512 5 2
< —Z (t)]dt + nZ(fa,a(xi) — ;)" + (v —y(:))
=0
zm 2 512 5 2
< —Z (t)|dt + nZ(fa,a(%‘i)—yi) + (¥ — y(wi))
=0
n—1
< h/ 2|€(t)€/<t)|dt+2hz<f5,a(xi> —y0)? + () — ylx))?
0 i=0
1
< h / 2le(t)e (1)]dt + 28°(2 + [[y|P)
0
< 2helllle']| + 262 + [ly™]1?). (3.34)
Logo,
lell> < 2nllelllle'll +26%(2 + ly™|*)
lell* = 2nllef[lle'l + R*le'l* < R2le]* + 2622 + [ly™ %)
(llell = nlle'N? < R2(le]® +26%2 + [ly™]1?)
lell = Rlle’ll < Rlle'f +d4/(2 + ly®]. (3.35)
O

Demonstracao do Teorema 1.4.

Seja e(x) := fsa(z) — y(z) uma funcdo auxiliar. Primeiramente provamos que:
/]| < KihF ! 4+ Kops v (3.36)
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onde K; e K5 sao duas constantes que nao dependem de h e 4.
Sem perda de generalidade, assumimos que ||e||2<k1; Y = ¢ < 1. Tomando Jj =

I, m=k, p=2, e9g=1¢e f =eno Lema 3.6, obtemos:

I€]? < Kelle®|? + Kem1|le||?
= Ke(||le®|? + ex1e]?)
= Ke(|e®|2 + Jlel|2lel|?)

2k—1

= K([le™]*+1)e] "7

Da defini¢@o do funcional (1.8) e como f5, é o minimizador do mesmo, concluimos

que:

1 1
1A < 5¥(fsa) < 550() <1+ Iy

Assim, segue que

k k
1@ = £ =y < 1A+ g™
< 1+ ly®)2 + ly®] < 1+ 2]y ).

Do Lema 3.7, segue que

k—1
e < K (2h|re'u N uywz))

< KA 4 KpsR (3.37)

Em seguida provamos que (3.36) pode ser obtido de (3.37). Consideramos dois
Casos:

Caso 1: ||¢/|| < K1h* L. Certamente (3.36) é satisfeito.

Caso 2: K1h*1 < ||¢/||. Tome r = ||| — K1h*~1 > 0.

Usando (3.37) obtemos:

< (r+ thk_l)k_lr
= (€l = Kb+ Kb HE ()| — Kpt )
= e = KRR < Ko, (3.38)

Donde segue que:
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<
1 _
< KGR KESTE (3.39)

Com isso a desigualdade (3.36) estd provada.
De forma analoga, fazendo a escolha adequada dos indices no Lema 3.6, podemos

provar que, para qualquer 0 < j < k — 1, é satisfeita a desigualdade

. ) A o
||f(§,2 - y(j)”LQ(O,l) < Kljhk_] + ng(;Tj.

O

Observacao 3.3 Como podemos observar na demonstracao acima, basta considerar
o caso j = 1. Se considerarmos o caso em que k = 2, concluimos que a taxa obtida é

similar aquela encontrada no Teorema 1.8, isto é, da ordem de V9.

Observagao 3.4 Embora a escolha do parametro o seja diferente da teoria cldssica,
dependendo da escolha de k e j a tara de convergéncia € bastante similar aquela

2v
encontrada na teoria cldssica, a saber: da ordem de 621, em que v € [1/2,1].

3.3 Nao Convergéncia da Segunda Derivada

Nesta secao apresentamos duas situagoes nas quais nao ha a convergéncia da se-
gunda derivada. Na primeira situagao a fungao y pertence a C[0,1]\H?(0,1) e na
segunda situagao, que pode ser vista como uma generalizagao da primeira, temos que
a fungdo y pertence a L*°[0, 1]\ H*(0, 1).

Demonstracao do Teorema 1.5

A demonstragao deste teorema esta dividida em quatro passos.

Passo 1: Assumimos que a conclusao do teorema nao ¢ verdadeira. Isto significa

que existem duas seqiiencias 6™, A™, m =1,2,... e uma constante C' tal que:

0" — 0, h"™ — 0, quando m — o0

I fsallz201 < C

onde A™ é o valor do maior intervalo da particao A™, isto é, h™ = max h]".
1<i<n

E usada a notagao f3a(x; 0™, h™) para indicar que f5o(z) depende de 6™ h™.
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Da teoria de espagos de Sobolev, existe uma fungao g € H?(0,1) que satisfaz:

19" | L2001y < C (3.40)

lim ||f5,a(5ma hm7 ZE) - g<x)”0[0,1] =0. (341)

De fato, temos que para toda fungao f5(z;0™, h™) = fi, valem as hipéteses:
If5allzon <C, fia(0)=9g(0)=a e  fii(1)=g(1) =0
Logo, podemos definir a funcao:
h(z)=b+(1—-x)(a—0b) e fn=[fia—h

Com isso concluimos que f,,(0) = f,.(1) = 0, Hfgj”;fHHz(o,l) = ||fimllz#2(0,1) €, por-
tanto, existe uma funcao § € H?*(0,1), [|glm2(0,1) < C e uma subseqiiéncia f,,,, tal
que fom, =g = fm, —9 —0.

Como HZ(0,1) = Cp(0,1) e esta imersao é compacta, temos que fmkj = fm; — 0.
Assim,

fg;—gzfm—i-h—y‘S — h € (Cy(0,1)

e, portanto,
9=9-h = llg"li20 <C e  fla—9=fn—-3§—0

Passo 2: Definimos uma fungao auxiliar ¢(g) := ||g — y||cjo,1). Para 6 > 0 suficien-

temente pequeno, desejamos encontrar uma fungao f5 tal que:
L f5(0) = y(0), f5(1) = y(1);
2. ||f§/||L2(0,1) < \/Lg;
3. 6(4s) < inf 0l9) +0. Onde Hy = {g € V|| |20 < 35}

Pela definicao de ¢ é facil ver que existe uma tal funcao.

Agora provamos que:

¢(f5) — 0. (3.42)

Suponha que a conclusao de (3.42) nao é verdadeira. Entao, existe uma constante

42



C7 > 0 e uma seqiiéncia 0, k = 1,2, ... tal que 9, — 0 quando k — oo e

o(f5) = Ch.

Seja C,,[0,1] = {f|f € C[0,1] e f(0) = a, f(1) = b}. Como H? é denso em
C.5[0,1], existe uma fungao z € H? tal que a fungao y € C,,[0,1]\ H%(0, 1) estd bem
préxima de z, ou seja,

C
¢(2) = |1z = yllepy < 71
Denotamos B = ||2"|| £2(0,1)-
Como 9, — 0 quando k — oo, existe uma constante K > 0 tal que

1 C
12" | 2(01) = B < 75 o < 71, quando k > K.
k

Portanto, temos que z € Hs, .

Pela definicdo de f5 segue que

7 c, C
o(fs) < inf ¢(g) + 0 < d(2) + 0 < == + = = C.
geHs,, 2 2

Mas isto é uma contradigao. Logo, a conclusao (3.42) esta correta.

Passo 3: Neste passo provaremos que:
lim ® = 0.
51_{% (f 5,04)

Primeiramente, observamos que:

n—1

; hi + hi 2 ;
o(fs) = 3T (= Fotw) + P B

< 3 ht o (06— 9@ + (ol — o)) + 0 (%)
< 2 —y(@)) + () — fo(@))?) +9
< 2 4 26(5) + 0
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Como (lsir% o( f(;) = 0, concluimos que (lsir% ( ﬁ;) =0 e com isso temos
(lsiII(l) O(fs5.4) =0. (3.43)

Passo 4: Seja ¢ > 0 um numero arbitrariamente pequeno. Pela definicao de inte-

gral, temos:

n™m—1 hm +hl+1

lim 5 (9 - y(x)* = llg — ylli201)-

h™m—0
1=

Assim, existe uma constante M > 0 tal que para qualquer m > M, é satisfeita a

estimativa:
nm—1

i + Dl m m
lg — ?JHL2 0,1 S Z —H(g(% ) — y(@")* +e. (3.44)

Por (3.40) e (3.41) segue que existe uma constante M; > 0 tal que, para todo

m > M, sao satisfeitas:

1 f5.0 (0™, A" ) — g(a)||Zp0 < € (3.45)
e
(6™)? < =, (3.46)
C
Por (3.43), segue que existe uma constante M, > 0 tal que, para todo m > M, é
satisfeito

1D(f5.0)] < e (3.47)

Logo, por (3.44)-(3.47), segue que para m > max{M, My, My} vale

hm—f—hZ .
lg = yllZ20 < 32 s (g(]) — fralx( 8™, HM))?

nm™—1
hm + hl m m m m
8 3 S fra(af's 0 ) = o (o))
=1
nm™—1

3thMm () — y(a)) + €

< 3e+t 3(I>(f5,a(xi L™, B™)) 4+ 3(6™)2C + £ < 10e.

Como ¢ é um numero positivo arbitrario, concluimos que g = y.

Do passo 1, sabemos que g € H?(0,1). Isto contradiz a suposi¢ao que y ¢ H?(0, 1).
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Observacao 3.5 No primeiro passo mostramos que, se a sequnda deriwvada de f é
limitada, entao f aproxima uma funcdao continua g. Jd no passo 2 mostramos que f
aprozima a fungdo y. Enquanto que, no passo 3, provamos que ®(fs.) — 0. E por

iltimo provamos que g = vy, o que € uma contradi¢do pois g € H*(0,1) ey ¢ H*(0,1).

Observacao 3.6 Epossz/vel provar que se xo € um ponto de descontinuidade de y(x),

entao, para cada intervalo aberto I que contenha o ponto xg, temos
||f$fa||L2(1) — +00 quando h,d — 0.

Maiores detalhes sobre a verificacdo do fato podem ser encontrados em X. Z. Jia e Y.
B. Wang [14].

Corolario 3.1 Suponha que fs5, €é o minimizador do funcional 1. Tome o = §2. Se
y € L>®[0,1]\H*(0,1), entdo

||f§fa||L2(o,1) — 0 quando d,h — 0.

Demonstracao: A demonstracao deste corolario esta dividida em quatro passos.
Passo 1: Assumimos que a conclusao do corolario nao é verdadeira. Isto significa

que existem duas seqiiéncias 6™, A™, m = 1,2,... e uma constante c tal que:

oM — 0, A" — 0, quando m — o0

| f5all 200y < C

onde h"™ é o valor do maior intervalo da particao A™, isto é, h™ = max h.
1<in

Utilizamos a notagao f(;];) (x;0™,h™) para indicar que fs5,(z) depende de 6™ h™.

Da teoria de espacos de Sobolev, existe uma funcio g € H¥(0,1) que satisfaz:

19"l 200y < C (3.48)

lim || f5,o (0™, R™, x) — g(2)|| £oejo,1) = O. (3.49)
De fato, temos que para toda funcao fs.(x;0™, ™) = J§% valem as hipdteses:
1f5alliroy <O, f5a(0)=g(0)=a e  fio(1)=g(1) =0b.
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Logo, podemos definir a fungao:
h(z)=a+(b—a)x e fon=[fls—h

m(2
= fu() = OG5 oy = Il e
portanto, existe uma funcao g € H*(0,1), 9]l rx0,1) < C e uma subseqiiéncia f,,,,

tal que fi, =9 = fm, — 9 — 0.

Com isso, concluimos que f,,(0)

Como H}(0,1) — L°(0,1) e esta imersao é compacta, temos que fo, = fm; = -
Assim,
foo=G=tm+h—y" —h € LF(O1)
e, portanto,
9=9—h = 9"z <C e fla—9=fn—-3§—0
Passo 2: Definimos uma funcao auxiliar ¢(g) := ||g — y||z=[p,. Para 6 > 0 sufi-
cientemente pequeno, desejamos encontrar uma fungao ﬁ; tal que:
1L f5(0) =y(0), f5(1) =y(1);
2. 1§ ez < 5
. _ B )
3. 9(fs) < glen1£5¢(g> +0, onde Hy = g € Y||lg"||1200,1) < -
Pela definicao de ¢ ¢ féacil ver que existe uma tal funcao.
Agora provamos que
o(fs) — 0. (3.50)

Suponha que a conclusao de (3.32) nao é verdadeira. Entao, existe uma constante

C7 > 0 e uma seqiiéncia 0, k= 1,2, ... tal que 9, — 0 quando k — oo e

o(f5) = Ch.

Seja L35,[0,1] := {f|f € C[0,1] e f(0) = a, f(1) = b}. Como H" é denso em
Ca[0, 1], existe uma funcao z € H* tal que a fungao y € L5[0,1]\ H*(0,1) estd bem

préxima de z, ou seja,
Cy

P(2) = ||z = yllzep < 5

Denotamos B = ||2"|| £2(0,1)-
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Como 9,, — 0 quando n — oo, existe uma constante K > 0 tal que:

1 C,
! =B<—, 0,<— do n > K.
||Z ||L2(0,1) \/5—n, 5 quando n
Portanto, temos que z € Hs, .
Pela definicao de fs5 segue que
; : ¢, C
o(fs) < inf ¢(g) + G < ¢(2) + 0 < == + = = C.
gGHgk 2 2

Mas isto é uma contradigao. Logo, a conclusao (3.42) esta correta.

Passo 3: Neste passo provaremos que:
lim ® = 0.
lim &(fs.0)

Primeiramente, observamos que

n—1

a(fy) = Y m

>
(

2 ~
v = Fol@s)) + P e

n—1

_ Z h; +2hi+1

i=1

- 2 ~
v = (@) +y(w) = fo(@) + 1By

< "i hi + hit ((yf — (@) + (y(@:) — fé(f“i)y) £ (%)2
< 2 <(yf —y(z:))* + (y(x:) — fé(“»?) 0

< 207+ 2(8(f5))* + 6
Como (lsin[l) #(f5) = 0, concluimos que (lsin[l) ®(f5) =0 e com isso temos
zlsincl) O(fs0) =0. (3.51)
Passo 4: Seja ¢ > 0 um numero arbitrariamente pequeno. Pela definicao de inte-
gral, temos
n™m™—1 pm + Bm
lim Y " (g(2") — y(@)” = llg — yll720.)-

hm—0 4 2

1=

Assim, existe uma constante M > 0 tal que para qualquer m > M, é satisfeita a
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estimativa

hm+hl m m
lo= i < — (g — y(@) + e (3.52)
=1

Por (3.48) e (3.49) segue que existe uma constante M; > 0 tal que, para todo

m > M, sao satisfeitas:

| f5.0 (0™, A" ) — g(a)|[Zoco,yy < € (3.53)
e
(™2 < = (3.54)
C
Por (3.51), segue que existe uma constante M, > 0 tal que, para todo m > M, é
satisfeita

[D(f5.0)] <& (3.55)

Logo, por (3.52)-(3.55), segue que para m > max{M, My, My} vale:
hm —|— R .
lg = yliz01 < 3 Z o (g(]) — fralxl 8™, HM))?

Yhmog g
+3 Z L (fsa(@ 6™ B ) — 3 (27))?

2
=1
nm™—1
h* + hl" m m
8 ) SR @)yl 4

=1

< 3+ 30(fra(@ 6™ h™)) + 3(65™)?C + & < 10e.
Como ¢ é um numero positivo arbitrario, concluimos que g = y.

Do passo 1, sabemos que g € H*(0, 1). Isto contradiz a suposicio que y ¢ H*(0,1).
[
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Apeéendice A

Interpolacao Polinomial Por Meio

de Splines

A interpolacao usando splines vem sendo utilizada ha muito tempo, mas sé no
final da década de 60 foi feita a formulagao matematica desse problema.
Seja A uma partigao do intervalo [a,b] e os pontos base (z;, f(x;)),0 < i < n,

pontos distintos.
Definicao A.1 S(z) € um spline de ordem m em (—o0,0) se

1. S(z) € um polinémio de grau menor ou igual a m em cada sub-intervalo (—oo, o),

[l’g,ﬂ?l], ceey [;Cn,OO)
2. 8"(x) € uma fungdo continua em (—o0,00) para 0 < r < m — 1.

A derivada de um spline de ordem m é outro spline de ordem m — 1, bem como
a sua antederivada é um spline de ordem m + 1.

Freqiientemente consideramos o intervalo [a, b] em vez de (—o0, 00)

A.1 Splines Cubicos

Os splines cubicos sao os mais usados, por serem fungoes suaves, para o ajuste
de dados, pois nao produzem comportamentos com oscilacoes na interpolacao, o que
freqlientemente ocorre com as polinomiais interpoladoras de alto grau, acarretando
aumento do erro de truncamento. Além disso, splines ctibicos sao funcoes simples de
trabalhar.

Definicao A.2 S(z) € um spline cibico definido em [a,b] se
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1. S(x;) = y;,0 <i < n.
2. S(x),S"(z) e S"(x) sao fungoes continuas em [a,b].

3. Em cada subintervalo [x;_1,x;],i = 1,2,...,n, S(x) € um polinémio cibico, isto

¢, S(x) = a;i + bix + cix® + dix®, xiy < v <y

4. SO (xf)=8SU(z7),i=1,2,..,n—1, j=0,1,2, tendo em vista a condi¢do de

(2

continuidade.

Da propriedade 3 temos 4n coeficientes desconhecidos {a;,b;,¢;,d;}. Da pro-
priedade 1 temos n + 1 condigdes e da propriedade 4, 3(n — 1) que juntas fornecem
4n — 2 condicoes. Comparando o numero de condigoes com 4n que é o nimero de
coeficientes desconhecidos, concluimos que ha pelo menos dois graus de liberdade para
a determinacao dos coeficientes a;, b;, ¢;, d;, 1 < i < n.

Anteriormente fizemos referéncia a restri¢ao de S em |a, b], em vez de considerar
S em (—o00,400). Em geral, isso ndo é necessério, pois, uma vez expressa a S sobre
(20, x,,] ¢ facil construir uma extensao a (—oo, +00); contudo, esta nao sera unica.

Em geral, sao impostas as seguintes condicoes de fronteira: Sy = S5,, = 0. Outras
condicoes podem ser impostas aos extremos do intervalo de interpolacao, a saber,
condigbes sobre derivadas nos pontos terminais (que é este caso) e condigoes de con-

torno do tipo periédica.
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Apeéendice B

Principio da Discrepancia de

Morozov

Seja F' como na equagao (2.1) e g, : [0,||F]|*] — R para todo a > 0, com as
seguintes hipdteses: ¢, ¢ uma fungao continua por partes e existe uma constante

C > 0 tal que:

[Aga(M)] < C (B.1)
e7

, 1

lim ga(A) = 7 (B.2)

para todo A € (0, || F'||?]. Defina r, := 1 — Aga(A

~—

. Além disso, seja:
7> sup{|ra(N)|;a >0, X € [0, ||F||*]}. (B.3)
O parametro de regularizagao definido via principio da discrepancia é:
a(6,y°) = sup{a > 0;[|F(gq) — y’ll < 7} (B.4)

Assumimos que para cada A > 0, «a — g,()) é continua pelo lado esquerdo, de
modo que o funcional:

a = ||F(g) =9l

também é continuo pelo lado esquerdo. Entao, o supremo em (B.4) é alcangado, de

modo que
1F(@355) — ¥°ll < 70. (B.5)

Se [|[F(¢%) — y°|] < 79 para todo a > 0, entdo a(d,4°) = +oc e qg(éyé) deve ser

entendido como o limite quando @ — oo.
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Assim, o parametro de regularizacao é escolhido via comparacao entre o residuo
(ou discrepancia) ||F(¢2) — y|| e o nivel de rufdo 4.

Assumimos também que y € R(F). Do contrério, a discrepancia ||F(¢%) — v°||
nunca é menor que ||y — Qy|| —J, em que @ é o operador de projegao de y sobre R(F),
de modo que o conjunto em (B.4) pode ser vazio.

De fato, como |ly — y°|] < § e supondo que y ¢ R(F), entdo temos dois casos a

analisar.
Caso 1: F(¢’) = Qy. Logo,

1Qy — ol < I1F(ga) = yll + lly = 4’1,

ou seja,
1Qy — yll — 6 < IIF(g3) — o).

Caso 2: F(q%) # Qy como Qy é a projecao de y sobre R(F), segue que Qy é o ponto
mais proximo da bola Bs(y). Portanto, usando algumas desigualdades geométricas

concluimos que:
1Qy —yll — 6 < IIF(g3) — ¥°ll.

Formalmente, caso y nao seja atingido, pode ser considerada a equagao:

Fq=Qy (B.6)

ou a equagao normal
F*Fq=F"y,

que sempre sao solucionaveis se y € D(F T). Em um primeiro momento, nao parece
ser pratico usar (B.6), visto que em geral, () nao é facilmente calculavel. Entretanto,
este problema desaparece quando (B.6) é aproximado por uma equagao de dimensao
finita em uma apropriada direcao.

Definindo a familia de regularizacao R, como,
R, = /gadEAF*, (B.7)
na qual ™ é o operador adjunto de F' e &}, , como
Xupi={o € X | = (FF)w, Ju] < p}, (B.5)

concluimos que o método de regularizacao (R, «), em que « é definido via principio
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da discrepancia (B.4), é convergente para todo y € R(F') e de ordem étima em &), ,
para 11 € (0, 1o — 3), onde p19 > % e p > 0.

Além disso, obtemos a seguinte taxa de convergéncia:
_2p
1955,y — a'll = 0(677) (B.9)

A demonstracao pode ser encontrada em Engl et al. [6].

Observacao B.1 Do resultado acima podemos concluir que a convergéncia de ordem

otima € satisfeita para qualquer parametro a = «(8,y°) escolhido, que satisfaca
IF(¢5) — Il < 76 < |F(g}) — 3|

para algum B com o < § < 2 e com 7T definido em (B.3).
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