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RESUMO

Esta dissertacdo tem por objetivo investigar a apropriacdo das regras da
perspectiva cavaleira, por alunos do Ensino Médio, a partir das sombras dos objetos e de
um ambiente informdtico e se tais regras favorecem a resolucdo de problemas da
Geometria Espacial.

A pesquisa foi baseada nas investiga¢des de Bernard Parzysz (1989, 1991, 2001)
sobre representacdes planas de figuras espaciais, nos trabalhos de Paolo Boero (1996)
sobre a producdo de conjecturas dos alunos a partir da experi€éncia com sombras solares e
nos trabalhos de Chaachoua (1998) sobre as modificagdes produzidas por um ambiente
informético nas relacdes dos sujeitos sobre os objetos matemaéticos.

Utilizamos como metodologia de pesquisa, uma seqiiéncia de atividades baseadas
em alguns principios da engenharia didatica que foi aplicada a um grupo de 7 alunos da 3*
série do Ensino Médio.

As produgdes dos alunos mostraram que um jogo dialético entre a geometria
concreta e a geometria espaco-grafica contribui para a apropriacdo das regras da
perspectiva cavaleira. No entanto, a andlise desta seqiiéncia de ensino apontou que a
perspectiva cavaleira foi utilizada apenas como uma técnica de desenho e ndo como uma
ferramenta para auxiliar na resolucdo de problemas da Geometria Espacial. Outras
seqliéncias de ensino poderiam ser concebidas para estudar a complexidade dessa

passagem.

Palavras-Chave: perspectiva cavaleira — Cabri-Géometre — Geometria Espacial



ABSTRACT

This paper has for objective to investigate the appropriation of the rules of the
perspective cavaliere, for pupils of High School, from the shadows of objects and of a
computer-based environment and if such rules favor the resolution of problems of Space
Geometry.

The research was based on the inquiries of Bernard Parzysz (1989, 1991, 2001) on
plain representations of space figures, on the works of Paolo Boero (1996) on the
production of conjectures of the pupils from the experience with solar shadows and on the
works of Chaachoua (1998) on the modifications produced for a computer-based
environment in the relations of the subjects on mathematical objects.

We use as research methodology, a sequence of activities based on some

principles of the didactic engineering that was applied to a group of 7 pupils of 3™ grade of
High School.

The productions of the pupils showed that a dialectic play between concrete
geometry and space-graphic geometry contributes for the appropriation of the rules of the
perspective cavaliere. However, the analysis of this sequence of education pointed that the
perspective cavaliere was used only as one technique of drawing and not as a tool to assist
in the resolution of problems of Space Geometry. Other sequences of education could be

conceived to study the complexity of that passage.

Keywords: perspective cavaliere — Cabri-Géometre — Space Geometry
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Capitulo I
- A PROBLEMATICA -

1.1 INTRODUCAO

Nos 20 anos de magistério, sempre tivemos a preocupacdo com as questoes
ligadas a Geometria espacial. Durante as aulas de Geometria, os alunos apresentavam
dificuldades em representar objetos tridimensionais no caderno. O objeto que era
apresentado a vista nem sempre era bem representado no plano. Os desenhos desses
objetos eram, na maioria das vezes, realizados sem técnica, distorcidos e dependiam
também das habilidades e até da maturidade do aluno. Além disso, um objeto 3D
representado em 2D era confundido, muitas vezes, como um objeto plano. Comecamos
entdo a perguntar por que € tdo dificil para o aluno relacionar as propriedades dos objetos
do espaco com os desenhos do plano? E sempre nos questionivamos se 0s recursos
tecnoldgicos poderiam ajudar na aprendizagem da Geometria espacial.

Quando ingressamos no mestrado na PUC observamos que havia um grupo de
pesquisa chamado TecMEM — Tecnologias e Meios de Expressio em Matemadtica, cujo
objetivo era formar uma cultura de investigagcdo e pesquisa, envolvendo questoes sobre
as relacoes reciprocas entre prdticas Matemadticas, aprendizagem e tecnologias, em
particular, as tecnologias digitais, e a orquestragcdo do ensino na presenga de ferramentas
tecnologicas.

Resolvemos participar desse grupo, pois vislumbravamos nele a possibilidade de
refletir sobre a problemdtica do uso das tecnologias na formagdo dos conceitos
geométricos.

Baseando-nos na busca de respostas as dificuldades dos alunos acima citadas, de
uma melhor qualidade de ensino da Geometria através da informdtica e apoiando-nos em
tedricos que t€ém a mesma preocupacgdo, apresentamos ao leitor nosso objeto de pesquisa: o
estudo da perspectiva cavaleira. Para isso, esta dissertacdo foi dividida em quatro capitulos:

No capitulo I, apresentamos a nossa trajetdria pessoal como docente, o porqué da
escolha do tema, os objetivos da pesquisa, o referencial tedrico e as consideragcdes
metodoldgicas desta pesquisa.

No capitulo II, fazemos um estudo da perspectiva cavaleira dentro de um

panorama histérico e matematico.
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No capitulo III, tratamos das escolhas feitas para a concepcdo das atividades e

apresentamos alguns elementos da andlise a priori da seqii€éncia de ensino.

No capitulo IV, descrevemos todo o processo experimental e analisamos as

producdes dos alunos.

No capitulo V, apresentamos os resultados e a conclusdo do trabalho.

1.2 O ENSINO DA GEOMETRIA NO BRASIL

Iniciamos o trabalho consultando pesquisas para ter uma visao global do ensino da

Geometria no Brasil de modo a extrair subsidios na constru¢ao de nossa problemaética.

Em recente pesquisa, Almouloud (2004, p.99-100) aponta alguns fatores ligados

ao ensino da Geometria:

- o sistema educativo brasileiro, que define a politica da educagdo
com recomendagdes e orientacbes gerais sobre os métodos, os conteiidos e o
saber fazer, deixa para cada escola definir os contelidos que julga importantes
para a formagdo de seus alunos, fazendo com que a Geometria seja
[freqiientemente esquecida;

- a formagdo precdria dos professores em relagdo a Geometria;

- alguns livros diddticos em geral, propéem situagbes de ensino que
ndo enfatizam suficientemente a coordenacdo de registros de representagdo
semidtica e a importdncia da figura para a visualizacdo e exploragdo. Os
problemas geométricos propostos por esses livros privilegiam resolugcdes
algébricas, e poucos exigem raciocinios dedutivos ou demonstragées;

- quase ndo existe a passagem da Geometria empirica para a
Geometria dedutiva;

- hd pouco enfoque na leitura e interpretacdo de textos matemdticos.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matemdtica (5% a 8* série, p. 122,1998a)

reconhecem que

[...] a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matemdtica, e
muitas vezes, confunde-se seu ensino com os das medidas. Em que pese seu
abandono, ela desempenha um papel fundamental no curriculo, a medida em
que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento particular para
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que
vive.

Quanto ao trabalho com espaco e forma, os PCN (1998b, p122) sugerem que:

Como campo de problemas, o estudo do espaco e das formas envolve
trés objetos de natureza diferente:

1) O espaco fisico, ele proprio — ou seja, o dominio das
materializagdes;

2) A Geometria, concebida como modelizacdo desse espago fisico —
dominio das figuras geométricas;

3) O(s) sistema(s) de representagcdo plana das figuras espaciais —
dominio das representagdes grdficas.

A esses objetos correspondem trés questoes relativas a aprendizagem
que sdo ligadas e interagem umas com as outras. Sdo elas:



a) A do desenvolvimento das habilidades de percep¢do espacial;

b) A da elaboragdo de um sistema de propriedades geométricas e de
uma linguagem que permitam agir nesse modelo;

¢) A de codificagdo e de decodificagdo de desenhos.

No que diz respeito as representacdes planas das figuras espaciais, os PCN

(1998c, p.125) colocam

[...] que as principais fungdes do desenho sdo:

Visualizar — fazer ver, resumir;

Ajudar a provar;

Ajudar a fazer conjecturas (o que se pode dizer).

Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por meio
de um desenho buscam uma relagdo entre a representagcdo do objeto e suas
propriedades e organizam o conjunto do desenho de uma maneira compativel
com a imagem mental global que tém do objeto.

As produgées dos alunos mostram que eles costumam situar-se em
relagdo a dois pdlos, geralmente antagdnicas: um que consiste em procurar
representar o objeto tal como ele (aluno) imagina [...] a sua vista; outro que
consiste em procurar representar, sem adaptacdo, as propriedades do objeto
que (aluno) julga importante.

Os Parametros Curriculares Nacionais ddo uma visao geral da Geometria Espacial
no curriculo de Matemaética em todos os ciclos escolares, mas nao especificam o contetido
a ser desenvolvido em sala de aula, em termos de tOpicos principalmente em relacdo ao
Ensino Médio.

Nos dltimos sete anos, pouco mudou em relacdo ao ensino da Geometria no
Brasil, fatores externos e internos a sala de aula, citados acima, dificultam o ensino-

aprendizagem da Geometria.

1.3 A IMPORTANCIA DO DESENHO NA GEOMETRIA

As leituras dos PCN e as pesquisas citadas no item anterior nos sugeriram
aprofundar a problemaética criada pelo desenho na Geometria espacial.

Na Geometria, o desenho desempenha um papel importante, pois ele relaciona o
espacgo sensivel com a teoria. Embora ele seja importante, ele cria uma problemadtica para
os alunos na resolu¢do de problemas da Geometria espacial. Esta problemadtica estd ligada
a representagdo grafica dos objetos do espaco. Quando os alunos passam do objeto espacial
a sua representacdo numa folha de papel hd uma perda de informagdes. Segundo Bkouche
(1983, p.16) esta problemdtica pode desaparecer com uma aprendizagem das regras de

representacao.
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Bessot (1987), Osta (1987), Audibert e Keita (1987) mostram a necessidade de

ensinar regras explicitas para a representacao dos objetos no espaco.

Em muitos textos, desenho, figura e objeto geométrico se confundem e é
necessario distingui-los. Esta distin¢cdo estd no centro de varios trabalhos em didética da
Matemética, na Franga.

Robotti (2002) sustenta que a idéia de distinguir o desenho tracado sobre uma
folha de papel de um objeto idealizado, data do século IV a.C. em A Republica de Platao
que expode a filosofia de Sdécrates. Abaixo temos um trecho onde Sécrates fala sobre os

gedmetras:

[...] eles (os matemdticos) se servem de figuras visiveis e raciocinam
sobre elas, pensando, ndo nessas figuras mesmas, porém nos originais; seus
raciocinios versam sobre o quadrado em si e a diagonal em si, ndo sobre a
diagonal que tracam, e assim no restante [...] servem-se como outras imagens
para procurar ver estas coisas em si, que ndo se véem de outra forma exceto
pelo pensamento. (PLATAO, 1973, p. 101, apud MENEGHETTI, 2003)

Acrescenta ainda que toda atividade geométrica faz apelo, as vezes, aos objetos
tedricos que sdo percebidos apenas no pensamento. Robotti cita Capponi e Laborde (1994),

que propdem uma distin¢ao entre desenho e objeto geométrico:

Como uma entidade material sobre um suporte, o desenho pode ser
considerado como um significante de um referente teorico (objeto de uma teoria
geométrica como a da Geometria euclidiana, ou da Geometria projetiva). A
figura geométrica consiste no emparelhamento de um referente dado a todos os
desenhos, entdo é definida como um conjunto de pares formados por dois
termos, o primeiro termo o referente, o segundo um dos desenhos que o
representa; o segundo termo € tomado do universo de muitos desenhos possiveis
do referente.

[...] as relacdes entre um desenho e seu referente construidas por um
sujeito, leitor ou produtor do desenho, constituem o significado da figura
geométrica associada por este sujeito. A figura (significado), neste caso, é a
reconstrugdo mental de um desenho, abstraida de seu suporte material, para a
fungcdo de representar idealmente o objeto geométrico referente. (CAPPONI,
LABORDE, apud ROBOTTI, 2002) (tradugdo nossa).

Robotti (ibid) adota a definicdo de figura de Capponi e Laborde: € um conjunto de

pares compostos pelo objeto geométrico O e os desenhos d; que sdo as representagdes

materiais deste objeto geométrico:
F ={(0,d,),(0,d,),(0,d,),...(0,d,)}

Dessa maneira, Robotti completa que a figura é fruto do processo de abstracdo
que o sujeito efetua, a partir de um desenho (significante) e imagina o objeto geométrico
(referente) representado.

Dado um paralelepipedo, podemos imagina-lo (objeto geométrico) e representa-

lo, ou seja, desenhd-lo sob diversos pontos de vista. Entdo podemos dizer que a figura
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z

paralelepipedo € o conjunto formado pelo seu referente e suas vdrias representacdes

@ =

d, d, d,

possiveis.

Podemos ver acima, algumas representacdes do objeto geométrico paralelepipedo.

O conjunto dos pares {(paralelepipedo, d,), (paralelepipedo, d, ), (paralelepipedo, d,)....}

¢ a figura paralelepipedo. O desenho pode tornar acessivel o objeto geométrico, comunicar
uma idéia e, portanto a figura. Caso essa abstracdo ndo aconteca, ou seja, nao lhe € dado
um significado, entdo ndo tem status de figura, mas uma ilustragao.

Nesse aspecto, adotaremos as idéias de Capponi e Laborde nesta dissertacao.

1.4 COMO REPRESENTAR OBJETOS TRIDIMENSIONAIS NO PLANO

A representacdo de objetos tridimensionais numa folha de dimensao dois € pouco
explorada em sala de aula, esta constatacio € evidenciada em pesquisas como de Nacarato
e Passos (2003).

Professores e alunos estdo acostumados com representacdes estereotipadas dos
livros didéticos e repetem nas suas aulas essas mesmas representacdes (Nacarato e Passos,
2003; Parzysz,1991).

Quando os alunos nio percebem que o objeto representado no plano € um objeto
tridimensional significa que eles ndo relacionam as propriedades que poderiam estar no
desenho com as que estdo no objeto e vice-versa. Os alunos apenas repetem os desenhos
que os professores colocam na lousa e ndo conseguem imaginar uma situagcdo espacial a
partir de um desenho. Essas dificuldades foram percebidas em nossos alunos durante as

aulas de Geometria Espacial.

Diante dessas dificuldades, percebemos a necessidade de investigar uma maneira

de ajudar o aluno a representar os objetos tridimensionais no plano para melhor
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compreender as propriedades dos objetos no espago. Entre essas técnicas escolhemos a
perspectiva cavaleira apoiando-nos nas idéias de Veloso (2004), Audibert (1990), Geneves
e Laborde (2002) e Korkmaz (2003).

Veloso (2004) defende o ensino da perspectiva cavaleira porque

é um auxiliar essencial na visualizacdo e resolugdo de problemas de
Geometria do espago, tendo em consegqiiéncia uma grande importdncia no
ensino da Geometria, devendo ser aprendido e utilizado pelos alunos como meio

principal de representagdo.

A conservagdo, no desenho, de propriedades do objeto fazem da perspectiva
cavaleira uma importante ajuda na resolucdo de problemas na Geometria espacial, como

Audibert (1990,p.V) coloca abaixo:

La conservation dans le dessin d’'un maximum de propriétés tant
affines que métriques de I’objet permet, sans atteindre a la puissance des dessins
a l'identique de la géométrie plane, d’utiliser les perspectives cavaliéres comme
une aide importante a la résolution des problemes de géométrie dans
Pespace...].

Segundo Geneves e Laborde (2002) um procedimento de producdo de figuras
planas para a Geometria do espaco acessivel ao nivel do Ensino Fundamental é a
perspectiva cavaleira, mas esse procedimento pode também ser estudado pelas
propriedades Matemdticas que ela coloca em funcionamento.

Korkmaz (2003) também defende o uso da perspectiva cavaleira no ensino:

La perspective cavaliere a pris le pas sur la perspetive conique dans
I’enseignement de la géométrie dans l’espace, vraisemblablement por les raisons
suivantes:

La perspective cavaliére (la projection parallele) a plus d’invariants
que la perspective centrale, donc les constructions faites en perspective
cavaliere sont plus simples qu’en perspective centrale.

La perspective cavaliere offre une représentation graphique qui
correspond a une image <<voisine>> de celle de I’objet a la vue. (KORKMAZ,
2003)

Sintetizamos o texto acima da seguinte maneira: A perspectiva cavaleira possui
mais invariantes (conservacido de propriedades) e as construgdes sdo mais simples que a
perspectiva central. As representagcdes em perspectiva cavaleira oferecem uma

representacao grafica que corresponde a uma imagem proxima ao objeto a vista.

1.5 AS TECNOLOGIAS E A PERSPECTIVA CAVALEIRA

Desde 1997, trabalhando em ambientes informaticos educativos, percebemos

empiricamente que o uso das tecnologias via computador ajuda a explorar de uma maneira
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mais cativante conceitos de diferentes dreas do conhecimento. Decidimos entdo
transformar esta crenga numa pesquisa. Dada a nossa formacdo em Matemadtica,
resolvemos investigar atividades que integrem o uso do computador com a Geometria
espacial.

Constatada a dificuldade dos alunos em relacdo a representacdo dos objetos
tridimensionais que foi apontada por vdrias pesquisas decidimos explorar como tema de
nossa pesquisa o ensino da perspectiva cavaleira.

Esta dissertagdo, portanto, ¢ uma pesquisa que investiga o uso da perspectiva

cavaleira no ensino da Geometria espacial num ambiente informatico.

1.6 TRABALHOS DE REFERENCIA

Nos pardgrafos anteriores, delineamos uma primeira aproximagao do nosso objeto
de estudo. Nesse pardgrafo, fizemos uma revisdo da literatura no sentido de mapear
estudos sobre as representagdes de objetos tridimensionais. Encontramos nos trabalhos de
Parzysz (1988, 1989,1991), Boero (1996) e Chaachoua (1998) subsidios que irdo nortear o
nosso estudo.

Parzysz (1989) emprega as denominacgdes “visto” (o que se v€) e “sabido” (o que
se sabe sobre o objeto) para investigar os problemas de representacdo plana dos objetos
tridimensionais. O objeto espacial representado no plano nao pode conservar todas as suas
propriedades intrinsecas (fisicas ou geométricas) e suas propriedades extrinsecas (o aspecto
que se apresenta a vista). Parzysz identifica dois principios nas producdes dos alunos em

relagdo as representacdes dos objetos tridimensionais:
a) O principio do hdbito perceptivo, referéncia implicita a um

<<ponto de vista habitual>> (quer dizer a um rdpido olhar) e que corresponde
ao polo do visto (PARZYSZ,1991, p. 113a).

Nesse caso, um quadrado serd representado sempre com um dos lados paralelos a
folha de papel. Dificilmente esse quadrado serd representado em posi¢do diversa, que € o
habito posicional.

b) O principio de transferéncia de propriedades, postulando que
certas propriedades geométricas se transportam ‘mutatis mutandis’ do objeto
espacial a sua representacdo e inversamente, e que é relativo ao polo do sabido

(PARZYSZ, 1991, p.113b).

Por exemplo, ao desenhar uma caixa em forma de cubo sabemos que as arestas

sdo paralelas e perpendiculares entre si, mas ndo é possivel transferir para todas as arestas



na folha de papel estas propriedades, o desenho ndo representard o objeto visto.

Para identificar um desenho como sendo tridimensional pode-se
notar que seus dois polos (visto/sabido) sdo dificilmente dissocidveis por causa
de uma influéncia reciproca dos aspectos perceptivos e cognitivos.

A influéncia do visto sobre o sabido é evidente, em particular ela
Jjustifica em Andlise o que recorre aos grdficos e na Geometria o que recorre ao
desenho.

O desenho tem a vantagem de dar uma informagdo global e sintética
de uma situagdo muito complexa, mas ele ndo pretende descrever inteiramente o
enunciado, necessitando de uma legenda. O sabido exerce sua influéncia sobre o
visto e mais geralmente sobre o perceptivo, a faculdade de raciocinar sobre isto
é aceitar as primeiras caracterizacbes de uma situagdo que lhe é apresentada
pela faculdade de perceber.

Quando se tem diividas sobre essas caracterizagoes, a faculdade de
percepcdo deve aceitar estas diividas e retornar e reinterpretar a situacdo
criando um anel continuo entre os niveis (PARZYSZ, 1989, p.94). (traducdo
nossa de fonte francesa)

As investigacOes de Parzysz podem ajudar a investigar os problemas relacionados
a representagcdes planas dos objetos tridimensionais.

Parzysz demonstra uma preocupag¢do com as representagdes graficas no plano de
figuras espaciais em que alunos do Ensino Médio (na Franca) tém dificuldade em codificar
e decodificar desenhos e tém inconscientemente a tendéncia de transferir propriedades
geométricas do objeto representado para a representacdo grafica e vice-versa. Ele percebeu
também que as representagdes graficas nos livros didaticos nao t€ém um real status (uma
condicdo técnica ou Matemdtica) matemadtico, o que se v€ sdo esbocos usando uma
convencgao grafica (pontilhado para linhas escondidas que ndo se ve, cores para diferenciar
planos...) e uso das propriedades da projecdo paralela (preservagdo do paralelismo). Estas
representacdes possuem ambigiiidades, tanto grafica, como em apenas um esboco. Parzysz
também percebeu que os livros diddticos, muitas vezes, fazem mal uso de regras de
projecdo e acabam por confundir o aluno ao olhar para as figuras.

Parzysz (1988) mostra que, quando as representacdes que traduzem de maneira
imediata as propriedades (sabido) de uma maneira mais ou menos compativel com a
imagem mental global (visto), hd uma evolu¢do do desenho na medida em que hd um
dominio sobre as propriedades geométricas.

Colmez e Parzysz (2003), em um de seus estudos, perceberam que a representacao
em perspectiva paralela mostrou-se mais eficiente que a perspectiva central porque os
desenhos estavam mais proximos do real.

A perspectiva cavaleira, um caso particular da perspectiva paralela, d4 um certo
equilibrio entre o que se vé e o que sabemos sobre o objeto, um equilibrio entre o objeto

real e sua representacdo em uma superficie plana. Segundo Parzysz (ibid), o estudo da
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Geometria espacial deve ser uma articulacdo entre a modelizacdo do espaco fisico e a
explicitacdo das regras de um sistema de representacdo plana de figuras espaciais.

Segundo Korkmaz (2003), a perspectiva cavaleira, por ser de facil construcao,
permite uma representacdo de um objeto tridimensional com a ajuda de primitivas
geométricas (retas paralelas, mediatriz, ponto médio, etc., concebidas segundo uma
propriedade geométrica). Ela corresponde a uma projecao paralela, mas com caracteristicas
proprias.

Segundo Parzysz (1991), a perspectiva cavaleira:

a) Possui invariantes (ponto médio, baricentro, colinearidade, razdo entre
segmentos e posicao entre retas).

b) As construcdes sdao simples.

c) Oferece uma representacdo grafica que corresponde a uma imagem mais
préoxima do que estd a vista.

d) E facil de executar.

e) Estabelece um equilibrio entre o que se vé e o que se sabe sobre o objeto.

O trabalho de Parzysz mostra que a explicitacio das regras da perspectiva
cavaleira e do seu uso na representagio de objetos espaciais pode favorecer a compreensao
de propriedades da Geometria espacial.

No seu artigo Articulation entre perception et déduction dans une démarche
géométrique en PEI, de 2001, Parzysz trata da constru¢do do conhecimento geométrico.
Ele distingue quatro tipos de Geometria:

- No primeiro nivel (G0), a geometria é concreta. E o nivel da visualizacio e da
materializacdo dos objetos.

- No segundo nivel (G1), a geometria é espago-grafica, ou seja, é o nivel onde o
aluno representa o objeto observado sobre uma folha de papel fazendo uso de instrumentos
como régua, compasso ou na tela de um computador como as primitivas de um software
geométrico, etc.. A justificativa das propriedades € feita pelo “olhar”,

- No terceiro nivel (G2), a geometria € proto-axiomatica, ou seja, 0s conceitos sao
objetos abstratos, as demonstracdes dos teoremas sdo feitas a partir de premissas aceitas
pelos alunos de modo intuitivo, os objetos e o caminho da validacdo sao “localmente” os
mesmos que na Geometria axiomadtica, mas nao héd necessidade de explicitar um sistema de
axiomas.

- No quarto nivel (G3), a geometria ¢ axiomdtica, ou seja, 0s axiomas Sao

explicitados completamente. E um nivel totalmente tedrico.
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Parzysz sustenta que a grande tarefa do professor de Geometria € promover o
salto entre as validagdes perceptivas e as validagdes dedutivas.

Outras pesquisas como as de Boero (1996) que tratam das sombras dos objetos
podem também ajudar no estudo das representacdes dos objetos tridimensionais.

Boero considera a possibilidade dos alunos levantarem conjecturas em relacao as

sombras e objetos matematicos.

As conjecturas sdo descritas como atos de producdo da hipotese,
podendo ser uma selecdo argumentada (questées feitas pelo estudante ou por
outro) entre alternativas possiveis, com uma margem de incerteza, com a sua
validez, que pode ser resolvida com o raciocinio sistematicamente organizado
ou um contra-exemplo (verificacdo da hipdtese). (BOERO, 1996). (traducdo
nossa de fonte em lingua inglesa).

Boero sugere um ensino experimental onde os alunos possam ser capazes de
construtivamente, produzir uma Geometria Racional. Isto significa produzir uma
organizagdo tedrica do conhecimento geométrico onde a experiéncia das sombras solares
possa oferecer possibilidades de produgdo de conjecturas significativas de um ponto de
vista da Geometria do espaco. Considera importante a explora¢ao dindmica na situagdo do
problema durante o estdgio da producdo da conjectura. Os alunos poderiam executar a
exploragdo dindmica de maneiras diferentes: através de gestos com as mados imaginando o
movimento do sol, movimentando-se, movendo as varas ou a plataforma suporte das varas
e que é importante encontrar ambientes de aprendizagem apropriados para desenvolver os
processos das conjecturas (exploracdo dinamica de situagdes problema) como a sombra do
sol e mesmo em ambientes informatizados.

Outras pesquisas tratam do uso da informdtica na formacdo de conceitos
geométricos.

Chaachoua (1998, p. 55) sustenta que a introducdo do ambiente informdtico
dentro do sistema de ensino pode modificar as relagdes dos sujeitos sobre objetos
matemadticos porque estes irdo vivenciar de outro modo, além de possibilitar o estudo dos
objetos de ensino que o ambiente do papel e lapis nao pode oferecer.

Escolhemos para nossa investigacdo um ambiente informdtico associado a
Geometria dindmica: é o software Cabri-Géometre desenvolvido por Jean-Marie Laborde e
Franck Bellemain. Este software, além de permitir a constru¢do de figuras da Geometria
elementar, apresenta a seguinte caracteristica: as propriedades das figuras construidas siao

preservadas quando a figura € deformada.

A realizagdo destas figuras em ambiente de Geometria dindmica
como o Cabri obriga a formagdo de figuras como resultado de um processo de
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construgdo fundado sobre operagdes geométricas, a transferéncia serve como
procedimento de validagdo. A possibilidade que o Cabri oferece de bitmaps
deformdveis seguindo as leis da perspectiva permite ter representacbes em
perspectiva dos objetos reais e, por conseguinte aumentar o espectro das
retroagdes do ambiente a construgdo do usudrio. (LABORDE, 2004,
p-03).(traducdo nossa de fonte francesa).

Uma hipétese sustentada por esses trabalhos é que o Cabri ird obrigar os alunos a
relacionar a representacdo com a teoria explicitando dessa forma as propriedades

matemadticas que serdo utilizadas.

1.7 QUESTAO DE PESQUISA

Na falta de pesquisas que tratam do ensino da perspectiva cavaleira no Ensino
Médio e no Ensino Fundamental no Brasil e, apoiando-nos nas pesquisas de Parzysz
(1989), Boero (1996), Chaachoua (1998), decidimos apresentar uma proposta para o ensino
da perspectiva cavaleira no Ensino Médio, que articule a Geometria concreta, a Geometria
espaco-grafica e a Geometria proto-axiomadtica. Precisamente, a nossa investigacao tentara
responder a seguinte questao:

Em que medida o estabelecimento de um jogo dialético entre a Geometria
concreta e a Geometria espago-grafica contribui para a apropriacdo das regras da
perspectiva cavaleira? E em que medida essa apropriagdo favorece a resolu¢do de

problemas de Geometria espacial?

1.8. CONSIDERA COES METODOLOGICAS

Para responder ao nosso questionamento, organizamos uma seqiiéncia de
atividades em trés blocos: o primeiro bloco tendo por finalidade fazer com que os alunos se
apropriem das regras da perspectiva cavaleira a partir das sombras de s6lidos expostos no
piso da escola num dia ensolarado. O segundo bloco terd por objetivo validar as
propriedades investigadas no primeiro bloco num ambiente informatico de Geometria
Dinamica. O terceiro bloco procurard usar essas regras da perspectiva cavaleira na
resolucao de problemas de Geometria espacial.

Procuraremos elementos de resposta a primeira questdo na andlise das atividades
dos blocos 1 e 2 que enunciaremos mais adiante e elementos de resposta a segunda questao

na analise das atividades do bloco 3.
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A seqiiéncia se desenvolverd através de um jogo dialético entre a Geometria
concreta e a Geometria espago-grafica, isto €, apOs trabalhar com objetos concretos e
descobrir empiricamente as principais regras da perspectiva cavaleira a partir de sombras
produzidas pelos objetos expostos ao sol, os alunos procurardo confirmar as regras pela
manipulagcdo do software Cabri-Géometre e tendo como apoio os sdlidos geométricos que
estardo presentes no ambiente informdtico. A apreensdo das regras dar-se-a na articulacao
entre percepcao € representacao.

Utilizaremos como metodologia de pesquisa alguns elementos da Engenharia
Didatica. Michele Artigue (1998) define a Engenharia Didética enquanto metodologia de
pesquisa por dois pontos essenciais:

- “Um esquema experimental baseado em realizacoes diddticas em sala de aula
(concepg¢do, realizagdo, observacdo e andlise de seqiiéncias de ensino)”.

“Um tipo de validacdo particular (uma validacdo interna) baseado na
confrontacdo entre andlise a priori e a andlise a posteriori.”

Artigue divide a engenharia didatica em quatro fases: 1* fase andlise preliminar, 2*
fase concepcdo e andlise a priori, 3* fase experimentacdo, 4* fase andlise a posteriori e
validacao.

As andlises preliminares podem levar em conta trés dimensdes: a dimensio
epistemoldgica, a dimensao didatica e a dimensdo cognitiva.

Na dimensdo epistemoldgica procura-se identificar os diferentes estatutos dos
conceitos matematicos no seu desenvolvimento histérico ou ainda na elaboracdo de
conhecimentos de um individuo. Na dimensdo diddtica analisam-se as propostas
curriculares, programas, livros e os entraves que impedem a efetiva realizacao didatica. Na
dimensao cognitiva analisam-se as concepg¢des dos alunos, as dificuldades e obstdculos que
determinam sua evolucao.

Uma seqiiéncia de atividades serd concebida para testar nossa questdo de
pesquisa.

Na concepcao global, situam-se as escolhas mais gerais, em relagdo ao ambiente,
ao publico alvo e ao tema a ser pesquisado.

A seguir, serdo feitas escolhas mais locais relacionadas ao conteido a ser
pesquisado.

A andlise a priori € uma andlise Matemdtica da situagdo que antecipa o
funcionamento diddtico decorrente das escolhas feitas. Trata-se de esclarecer o que pode

z.

acontecer com os saberes em jogo quando a situacdo € colocada em funcionamento. E o
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momento no qual prevemos as estratégias esperadas dos alunos, possiveis dificuldades na
resolucao de problemas e coeréncia das ligacdes entre cada uma das atividades.

A experimentacdo consiste na aplicagdo e observacdo da seqiiéncia de ensino. E
necessario explicitar os objetivos da pesquisa e o contrato diddtico com o publico alvo. O
professor tem a tarefa de fazer a devolugdo e a institucionaliza¢do, segundo a Teoria das
Situacoes Didaticas de G. Brousseau (1972).

A institucionalizagdo ¢ o momento pelo qual o professor transforma as respostas

dos alunos em um conhecimento matematico.

Os alunos que aprenderam um conhecimento matemdtico sdo capazes
de propor adequadamente e de responder questoes que antes sequer podiam
enunciar, mas, como ndo tém meios de contextualizar essas questoes, ndo podem
atribuir aos novos conhecimentos um estatuto adequado. Entdo, é preciso que
alguém de fora venha elucidar quais, dentre suas atividades, tém um interesse
cientifico “objetivo”, um estatuto cultural.

Essa é a fungdo da institucionalizacdo que origina, de fato, uma
transformagdo completa da situacdo. Ela é realizada mediante a escolha de
algumas questoes dentre aquelas que se sabe responder, relacionando-as com
outras questoes e saberes. Trata-se de um trabalho cultural e histérico, que
difere totalmente, daquele que pode ser deixado a cargo do aluno e é
responsabilidade do professor. Ndo é, portanto, o resultado de uma adaptagdo
do aluno.

Inversamente a devolugdo, a institucionalizagdo consiste em dar um
estatuto cultural para a produgdo dos alunos (Chevallard, 2001, p. 218)..

Antes de iniciar a fase da experimentacdo, € necessirio prever os meios para
coletar os dados. O levantamento dos dados pode ser feito através de producdes escritas
dos alunos, de entrevistas, da producdo escrita dos observadores, de gravacdes em fitas
magnéticas, de fotografias e de arquivos de programas computacionais.

A andlise a posteriori € a interpretacdo das informacdes extraidas da
experimentacdo e da seqii€éncia de ensino. Na andlise a posteriori apresentamos os fatos de
forma estruturada, a andlise diddtica dos fenomenos observados, as dificuldades surgidas e
andlise da gestdo da classe. A comparacdo entre a andlise a priori e a andlise a posteriori
oferece elementos para responder a questao de pesquisa.

Na dissertagdo, utilizaremos dois componentes importantes da engenharia

didatica: a andlise a priori e a andlise a posteriori.
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Capitulo IT

- 0 ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO “PERSPECTIVA CAVALEIRA” -

2.1 AS PRIMEIRAS REPRESENTACOES

Desde os tempos pré-histéricos, o homem preocupou-se em registrar imagens
sobre seu mundo sensivel. Os registros de animais e objetos da vida real eram
representados numa superficie plana. Esses registros eram formas de comunicar e
expressar idéias e acontecimentos entre os seres humanos. Dessa forma, o homem foi
capaz de desenvolver técnicas de desenho e aproximar suas representagdes do mundo real.

Segundo Oliveiros (2004), essas representacdes de objetos sobre uma superficie
plana organizaram-se em duas vertentes distintas:

- a primeira com o predominio do valor artistico sobre os objetos representados
em telas, imprimindo emocdes e a contemplagdo estética,

- a segunda, pelo dominio no sentido técnico, deixando de lado as impressodes e
emoc¢des do desenho artistico, servindo para representar objetos, edificios ou fortificagdes
com objetividade e rigor necessdrio que poderiam servir para construcdes ou fabricagcdes a
partir dessas representacoes.

H4 indicios do desenvolvimento das representacdes de objetos tridimensionais
para o plano em pinturas egipcias que datam de 1490 a.C.; em Pompéia, em pinturas
assirias que datam de 1500 a.C. e em ilustragdes persas do século XVIII. Também hi
representacdes de objetos tridimensionais em pinturas chinesas (séc. V) e em pinturas
japonesas (século XVII). Eram procedimentos empiricos cujos fundamentos cientificos
foram desenvolvidos mais tarde, por volta do século XIV pela necessidade técnica
(Cavalca, 2002, p. 13; Fouquat, 2001, p. 04).

O desenvolvimento das técnicas de representacao dos objetos tridimensionais deu-
se no Renascimento, época das grandes invenc¢des. Ambrogio Bondone Giotto (1267-
1337), Filippo Brunelleschi (1377-1446), Leon Battista Alberti (1404 -1485), Piero della
Francesca (1420-1492), Leonardo da Vinci (1452- 1519), Albrecht Diirer (1471-1528),
Guidobaldo del Monte (1545-1607) e outros contribuiram para o aparecimento e
desenvolvimento da perspectiva central. No século XIV, comeca a emergir uma
preocupacdo dos pintores com a questdo da profundidade nos quadros, na busca da

perfeicdo, representando o mais fielmente possivel a realidade. Giotto utilizou em seus
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afrescos, projecdes dando a idéia de tridimensionalidade na superficie plana, Filippo
Brunelleschi realizou experiéncias com espelhos que mostram principios da perspectiva
central, como a convergéncia de retas através de um ponto de fuga. Nessa época, era
aceita a premissa de que os objetos diminuem em tamanho conforme a distancia do
observador. E para indicar a profundidade, utilizaram regras de reducdo, sendo a mais
utilizada a regra de 2/3. As experiéncias de Brunelleschi com espelhos planos forneceram a
inspiracdo a Alberti (1435) para a formulag@o da regra correta da perspectiva conica. Surge
um novo pensamento, uma nova forma de conceber obras e representar o mundo e tudo
que ha nele. Essa regra era chamada de construgdo legitima e consistia em construir a
imagem perspectiva a partir de duas projecdes ortogonais. A complexidade da construcao
legitima conduziu a inventar processos mais simplificados. Piero della Francesca propde
trés métodos de construcdo: o primeiro explicita a constru¢do legitima de Alberti, o
segundo intervém num sistema de coordenadas e o terceiro introduz um ponto de distancia,
referindo-se a um caso particular. As pesquisas de Piero della Francesca sdo seguidas por

Diirer e Leonardo da Vinci (Flores, 2003).

Albrech Direr (1525), em zeu tratado de geometria
"Underweysung der Messung" apresenta um método de
dupla projecio ortogonal dentro de um quadto estritamente
geotnétrico (Vittuelle Welten aus dem Rechner, Symbiose
won Wissenschaft und Funst, 1908).

Fig. 1

Guidobaldo del Monte (Sinisgalli, 1984) coloca pela primeira vez a perspectiva
como um ramo da geometria. Foi a primeira obra da perspectiva a la Euclides, com
definicdes, proposi¢des e coroldrios. Ndo se trata mais de receitas, mas de verdadeiras
demonstragdes geométricas argumentadas e seguidas de aplicagdes praticas. (Fouquat,
2001, p. 4-6; Costa, A., 2004, p. 67-80). Jacques Androuet du Cerceau, arquiteto e

ornamentista do rei da Franca e de Madame Ferrare, escreveu “Perspective Positive” e
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“Vues d’Optique” , “Livre d'architecture” “(dedicado a Henri II, 1559) e “Les plus

excellents bastiments de France (dois volumes, o primeiro editado em 1576 e outro em
1579). Podemos ver em seus trabalhos a utilizacdo de perspectivas principalmente em
projetos para construcdo de castelos. Em 1582, utiliza a perspectiva cavaleira em seus

trabalhos. (Flores, 2003).

Prancha LEC 3 Livre D 7Architectiure, Du Cercean | Para a realizagiio de medidas de uma edificagio usa
whna composicio pardela entre plano e elewagdo da
Fig 2 inagem. (Prancha LEC LVI, Legons de Perspective
FPoative, Du Cercean, 1576)

Fig, 3

Girard Desargues (Taton, 1988), anos mais tarde, estabelece os fundamentos da
geometria projetiva. Ao procurar generalizar as regras da perspectiva utilizadas pelos
artistas, introduz novos conceitos na geometria como o ponto no infinito que tem a sua
origem no ponto de fuga. Panofsky (1999) diz que o surgimento do ponto de fuga constitui
o simbolo concreto da descoberta do préprio infinito. Esse ponto passa a ser, com
Desargues, um ponto como qualquer outro e sem privilégio algum e que permite mais
tarde, em 1822, a Jean-Victor Poncelet estender propriedades que levam em conta retas
concorrentes para retas paralelas. Isto €, o ponto no infinito permite tratar as retas paralelas
e concorrentes da mesma maneira. Dai ird resultar, com Poncelet, o principio da

continuidade (Costa, 2002).
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As origens da perspectiva cavaleira, nosso objeto de estudo, sdo imprecisas,
existem representagcdes como de um templo grego em um fragmento de um vaso de
Tarento, 350 a.C. (Fouquat, 2001), ou de objetos prisméticos e cilindricos chineses do
século V conforme Cavalca (2002), ilustracdo japonesa do século XVII de Sumiyoshi
Gukei, ou mesmo de edificagdes a cavaleira em fortificacdes. A perspectiva cavaleira,
neste periodo, era representada de forma empirica, ndo havendo ainda a formaliza¢do do

nome e nem de suas regras e propriedades.

Representagio de um templo em perspectiva Chineses e japoneses davam preferfncia a perspectiva
cavaleira (fragmento de vaso de Tarento - Grécia, cavaleira em suas ilastragdes. (Tlustragio de Sunayoshi
350 alZ., Fouguat, 20010 Chuked, "Sakaki", séc. VI, Japdo, Fouguat, 2001

Figz. 4 Fig. 5

A origem do nome cavaleira a este tipo de perspectiva também ndo € precisa.
Alguns autores sugerem ser o nome de uma construcao superior que permite a visualizacao
do terreno em relagdo a altura de um cavalo, ou seja, a cavaleira, ou pelo fato dos militares
dessas fortificagdes serem cavaleiros (Cavalca, 2002). O termo data do século XVI e foi
muito utilizado na arquitetura militar. No século XVII, foi utilizada pelos militares para
fazer planos de pracas de fortificagdes sobre os quais pudessem fazer uma leitura em
verdadeira grandeza.

A perspectiva cavaleira foi considerada uma perspectiva de segunda classe por
ndo seguir as regras matemadticas da perspectiva cOnica. Segundo Cavalca (ibid) os
primeiros estudos foram desenvolvidos por Dubreuil (1651) e Abraham Bosse! (1665).

Matemdtico e gedmetra, discipulo de Desargues, Abraham Bosse publicou
inimeros trabalhos sobre perspectiva, disciplina que ensinava na Academia Real de Pintura

e Escultura em Paris, Franca. Escreveu o Traité des pratiques géométrales et perspectives

' O livro de Bosse Traité des pratiques géométrales et perspectives enseignées dans I'Académie Royale de la
Peinture et Sculpture encontra-se disponivel em: http://expositions.bnf.fr/bosse e bibliografia em:
http://www.culture.gouv.fr/culture/actualites/celebrations2004/abosse.htm
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enseignées dans l'Académie Royale de la Peinture et Sculpture, par A. Bosse, Trés utiles
pour ceux qui désirent exceller en ces Arts, et autres, ou il faut employer la regle et le
compas. Les pratiques par figures des choses dites cy devant, ainsi qu'elles ont esté
desseignées et expliquées dans I'Académie Royalle de la P. et S. - Tratado das préaticas
geometrais e perspectivas ensinadas na Academia Real da Pintura e Escultura, muito tuteis
para os que desejam ser habilidosos nestas Artes, e onde € necessario empregar a regra € 0
compasso. As préaticas por figuras das coisas ditas anteriormente, portanto, que foram
desenhadas e explicadas na Academia Real (traducao nossa de fonte francesa).

Bosse criou um método para ensinar perspectiva a partir das teorias matematicas
de Girard Desargues, método que visava assessorar a pintura € o desenho com uma
perspectiva € ndo como uma visdo humanistica, mas pela objetividade natural garantida
pela razdo. Por defender uma pintura com rigor matemdtico, acabou sendo expulso da

academia em 1661.

Um detallie da pintura de Bosse

<= Le Beulpteur dans son atelier => 1642
(Join-Lambert, Mancean, 20035

Fig d Fig. 7

E osse (166 3, (Joitr Lambert, MManceaw 20057

Na figura 6, podemos verificar que as arestas paralelas sdo representadas por
segmentos paralelos préprios da perspectiva cavaleira.

Jean Dubreuil, jesuita e arquiteto que escreveu La Perspective Practique
publicado em 1642, estudou as representacdes em perspectiva e foi defensor de um método
pratico de perspectiva. Dubreuil foi um critico feroz da teoria perspectiva universal
lancada por Desargues que era obtida através de escalas precisas e da geometria projetiva.

Estava entdo instaurada uma verdadeira guerra entre as duas perspectivas. A primeira
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utilizada pela escola jesuitica e defendida por Dubreuil foi muito popular no século XVIII,
mas a geometria projetiva de Desargues inspirou novos estudos nos séculos XIX e XX
(Phillips, 2005).

Mesmo com o desenvolvimento da representacdo em perspectiva, a perspectiva
cavaleira ndo foi incorporada nos manuais de Geometria do Espago como objeto de estudo.
Atualmente, a perspectiva cavaleira continua a representar apenas ilustracdes e esbogos de
objetos reais como sao Vvistos.

Muitas pessoas, alunos e professores, utilizam-se da perspectiva cavaleira de
maneira intuitiva. A impressdo que se tem € que as pessoas instintivamente usam da
perspectiva cavaleira para representar objetos tridimensionais em uma folha de papel, sem
se dar conta que € uma técnica de desenho nio habitualmente ensinada no Ensino
Fundamental e Médio. Tem muito a ver com a habilidade das pessoas, a partir de um
ensino nao formal.

A perspectiva cavaleira é a mais utilizada nos livros por ser de facil execucdo e
proporciona um equilibrio entre o que se v€ e o que se sabe sobre o objeto (Parzysz, 1991).
Além disso, a perspectiva cavaleira apresenta mais invariantes que a perspectiva central,
conforme abordaremos na seqiiéncia do trabalho. Portanto, as constru¢des feitas em

perspectiva cavaleira sdo mais simples que na perspectiva central (Korkmaz, 2003).

2.2. OS TIPOS DE PERSPECTIVAS

Para representarmos objetos tridimensionais, usamos a perspectiva que nos
possibilita reproduzir o mais proximo do que vemos numa superficie bidimensional. H4

dois tipos de representacdes bidimensionais: a perspectiva conica e a perspectiva cilindrica.

2.2.1. PERSPECTIVA CONICA OU CENTRAL

Daremos, a seguir, a definicio matemdtica de projecdo cOnica também chamada
de projecao central.

Seja o um plano e O um ponto ndo pertencente ao plano. Considere um ponto P
tal que a reta OP nao seja paralela ao plano a. Chama-se proje¢do central ou perspectiva

linear do ponto P ao ponto P’, onde P’ € a intersec¢do da reta OP com o plano a (fig. 08).



20

P!

Fig. 08

Ezperiéncia de Brunelleschi (Eubovy & Tyler, 2003)
Fig 0%

Para desenhar uma paisagem, Brunelleschi fez um pequeno orificio sobre uma
gravura, de tal modo que pudesse vé-la refletida no espelho colocado a frente (Fig. 09)
(Kubovy & Tyler, 2005). Entdo o olho de quem vé estd num ponto definido O como na
figura 10 e por ele passam linhas de profundidade entdo, podemos considerar uma linha
imagindria formada pelo encontro do céu com a terra, que chamamos também de linha do
horizonte e que fica no nivel dos olhos. Na perspectiva cOnica, usamos esta linha e por ela
marcamos um ponto. Por este ponto, chamado de ponto de fuga (O), passam as linhas de
profundidade (linhas pontilhadas) (fig.10). O paralelismo é conservado somente em relacao

as faces paralelas ao plano de projecao.
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Fig.10

2.2.2. PERSPECTIVA CILINDRICA OU PERSPECTIVA PARALELA

Daremos agora a definicdo matemadtica de perspectiva cilindrica também chamada
de perspectiva paralela.

Seja o um plano e t uma reta ndo contida e nem paralela ao plano. Chama-se
perspectiva cilindrica ou paralela de um ponto P ao ponto P’ tal que P’ € a intersec¢do do

plano com uma reta que passa por P e paralela a reta t. (fig. 11).

Fig. 11

Vamos imaginar um cubo P cuja sombra P’ é formada pela auséncia de
luminosidade emitida pelos raios solares, raios estes paralelos entre si, € o ponto de fuga
(Sol) estd a milhdes de quilometros de distancia e as arestas da sombra do cubo mantém-se
paralelos.

Na perspectiva paralela, o ponto de fuga fica no infinito, indeterminado. Neste
tipo de perspectiva, hd conservacdo do paralelismo das arestas (fig.12). Esta perspectiva
pode ser subdividida em dois grupos: perspectiva cavaleira e a perspectiva axonométrica

ou ortogonal.
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Fig. 12

Na perspectiva cavaleira, uma das faces do objeto deve estar paralela ao plano de
projecdo e as paralelas sdo obliquas ao plano de projecdo, enquanto que na perspectiva
axonométrica nao € necessario que uma face seja paralela ao plano de projecdo, mas as
paralelas sdo perpendiculares ao plano de projecao.

Fazem parte do grupo das perspectivas axonométricas: a perspectiva isométrica,
dimétrica e trimétrica.

Na perspectiva isométrica, os eixos pontilhados formam entre si angulos de 120° e

as escalas sdo as mesmas em trés direcoes (fig. 13).

Fig. 13

Na perspectiva dimétrica, as escalas das arestas sdo as mesmas sobre dois eixos e

dois angulos iguais entre as trés direcdes. (fig.14).

Fig. 14
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Na perspectiva trimétrica, todos os angulos entre as trés direcdes e as escalas das
arestas sdo diferentes: pode-se mudar a dire¢do dos eixos da maneira mais conveniente

(fig. 15).

Fig. 15

2.3. A PERSPECTIVA CAVALEIRA

A perspectiva cavaleira € um caso particular da perspectiva paralela.
Consideremos um objeto que apresenta uma face paralela a um plano de projecdo e uma
fonte de luz de raios paralelos e obliquos ao plano de proje¢do. A sombra do objeto sobre o

plano de projecdo recebe o nome de perspectiva cavaleira do objeto (fig.16 A e 16B).

Fig. 16 A Fig. 16B

Utilizando a linguagem matematica, podemos definir a perspectiva cavaleira da
seguinte forma:

Seja o um plano e t uma reta que ndo estd contida, nem paralela e nem
perpendicular a este plano, chamamos de perspectiva cavaleira de um ponto P, a sua

projecdo P’ sobre o plano a paralelamente a reta t (fig. 17).



24

Fig.17

As propriedades que caracterizam a perspectiva cavaleira sao:

1. Toda figura contida num plano paralelo ao plano de projecao é representada em
verdadeira grandeza.

2. Retas perpendiculares ao plano de projecdo sdo representadas por retas
paralelas que fazem um angulo 0 constante com uma reta horizontal do plano de projecao.
Essas retas paralelas sdo chamadas fugantes.

3. A razdo entre um segmento CG perpendicular ao plano de projecdo e o seu
correspondente C’G’ no plano de projecdo € constante, ou seja, C’G’= k.CG. Essa
constante k é chamada de coeficiente de reducio da perspectiva cavaleira.

Justificaremos somente esta ultima relacdo por se tratar de uma propriedade
particular da perspectiva cavaleira. Na figura abaixo, temos um plano p e um cubo’
ABCDEFGH com duas faces ABCD e EFGH paralelas ao plano . P é um ponto do
espago pertencente a uma reta projetante.

A reta projetante PH € obliqua ao plano [ . Por esta reta sdo determinados os

vértices do cubo e formam a projecdo A’B’C’D’E’F'G’H’ do cubo sobre o plano

B.(fig.18) )
A - :B:: Yo \:\:II:I\: c
Fig.18 I R | S

% 0 cubo foi uma escolha da pesquisadora, mas poderia ser qualquer prisma para demonstrar as propriedades
da perspectiva cavaleira.
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Na figura 19, mantemos apenas as retas que passam pelos segmentos CC’ e GG’
paralelos a reta PH e tragamos no plano B areta C’G’. Pela aresta CG, tragcamos uma reta

ortogonal ao plano f.

O ponto R ¢ a intersec¢do das retas CG e C’G’. Os segmentos CC’ e GG’ sao
segmentos paralelos a reta PH. O triangulo CRC’serd retangulo. Portanto, pelo teorema de

Tales temos a seguinte relacao:

CG_CG _CR_CG @
CR CR CR CG

cot ga =X @
CR
Igualando ® e @ temos entdo: cG = CR =cotga
CG CR

onde a € o angulo formado entre a reta CC’ paralela a reta projetante PH e a reta

C’G’ no plano B, que € o mesmo angulo formado entre a reta D’H’ paralela ao segmento

! !

G
=k, logo
G g

C’G’ e a reta projetante PH. Como a cotga é uma constante k, entdao

C'G'=k.CG.

Ao modificar a constante k, temos projecoes diferentes do paralelepipedo sobre o
plano f.

Os segmentos perpendiculares ao plano o sdo representados por segmentos

paralelos que podem ficar em qualquer direcdo, de acordo com o angulo 0 formado entre a
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reta C’G’ e o segmento OO’ horizontal no plano a. Chamamos de angulo de fuga o angulo
0 (fig.20).

I
-
@ .-

Fig.20 \

Na pratica, o angulo de fuga e o coeficiente de reducao siao dados (fig. 21).

Simplificando nosso estudo temos a seguinte representacao:

reta fugante AE

reta paralela a
-~ fugante AE

Coeficiente de redugéo 0,5

Fig.21

AE = kAD , onde k é o coeficiente de reducao de AD.

A representacdo dos objetos tridimensionais em perspectiva cavaleira sobre um
plano apresenta, além das propriedades enunciadas, outras basicas:

- Conservagdo de segmentos paralelos.

- Conservagao das medidas dos segmentos e das medidas dos angulos quando os
segmentos e os angulos estao contidos num plano paralelo ao plano de projecao.

- Conservagdo dos pontos médios.

- Conservagao da colinearidade dos pontos.
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Capitulo I1I

- CONCEPCAO DA SEQUENCIA E ANALISE A PRIORI -

3. 1. ESCOLHAS DIDATICAS:

No capitulo II, vimos que os objetos tridimensionais podem ser representados no
plano por perspectivas cOnicas ou perspectivas paralelas. Vimos também que a perspectiva
paralela pode ser dividida em perspectiva cavaleira e perspectiva axonométrica.
Escolhemos a perspectiva cavaleira como objeto de estudo pelas razdes apresentadas no
Capitulo I.

Concebemos uma seqiiéncia de atividades para o ensino das regras da perspectiva
cavaleira a alunos da 3? série do Ensino Médio, levando-se em conta os trabalhos de Boero
(1996), Chaachoua (1998) e Parzysz (1989, 1991, 2001).

Antes da experimentagdo, prevemos a familiariza¢do do software Cabri-Géometre
pelos alunos e a retomada de alguns conceitos da Geometria Plana tais como pontos, retas,
segmentos, poligonos, poligonos regulares, medianas, baricentro, bissetrizes, angulos,
razao entre segmentos, teorema de Tales, que sdo fundamentais para o desenvolvimento
das atividades que sao descritas neste capitulo.

A seqiiéncia é dividida em trés blocos. No bloco 1, as atividades sdo
desenvolvidas num ambiente externo e a luz do sol. Procuramos adotar um ponto de vista
experimental e indutivo, onde os alunos podem visualizar, comparar e fazer conjecturas
sobre as atividades que sdao executadas, levantando propriedades da perspectiva cavaleira.

Nesse bloco, optamos por proje¢des das sombras dos s6lidos no chdo e nao na
parede, porque no primeiro caso, a visibilidade da sombra do sélido é total. Na parede, a
projecdo da sombra € prejudicada parcialmente pela sombra do tampo da mesa.

No bloco 2, as atividades sdo desenvolvidas no ambiente informatico. Todas as
atividades realizadas no ambiente externo sdo repetidas no ambiente informético com o uso
do software Cabri-Géometre, mas com o diferencial de que os alunos devem construir os
objetos tridimensionais € bidimensionais (retas, segmentos) na tela do computador para
confirmarem as propriedades levantadas e institucionalizadas no bloco 1.

Escolhemos o software Cabri-Géometre por ser acessivel a maioria das escolas

publicas estaduais de Sao Paulo e, em particular, a escola da experimentagdao. O governo
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do estado de Sao Paulo equipou as escolas estaduais com laboratérios e cada laboratério
recebeu 1 CD com o software Cabri-Géometre com 5 licengas de uso.

No bloco 3, desenvolvemos 5 atividades de construcdo e 2 problemas no ambiente
informético, onde investigamos se os resultados das seqiiéncias anteriores favorecem a

resolucao de problemas de geometria espacial.

3.2. CONCEPCAO DO BLOCO 1

As atividades do bloco 1 sao divididas em duas seqiiéncias.

Na primeira seqiiéncia, os objetos geométricos sao colocados num plano paralelo
ao plano de projecdo, solicitamos aos alunos para observar as propriedades que
permanecem inalteradas no plano de projecao.

Na segunda seqiiéncia, os objetos geométricos sao colocados num plano nao
paralelo ao plano de projecdo. A razao dessa escolha € que num plano paralelo ao plano de
projecdo, hd um maior nimero de invariantes.

Dentre os varios sélidos possiveis para trabalhar com a perspectiva cavaleira
escolhemos prismas porque oferecem faces que podem ficar paralelas a um plano de
projecdo. Optamos em utilizar cubos e prismas retos de base quadrada, pois favorecem a
realiza¢do da seqiiéncia I e os prismas de base hexagonal e triangular que favorecem as
atividades da seqiiéncia II. Para a construcdo desses prismas, testamos dois materiais
transparentes: o acetato (usado em retro-projetor) e o acrilico. O acetato, apesar da
transparéncia, possui uma pelicula que impede parcialmente a passagem da luz. Com a
retirada desta pelicula, o resultado foi mais satisfatério, mas ndo como os dos sélidos em
material acrilico. O acrilico é escolhido entdo, por oferecer uma visibilidade maior que o
acetato.

Sao também utilizados na experimentacao: massa de modelar de vérias cores para
representar pontos, a fim de que suas sombras sejam visiveis na proje¢ao. Outros materiais
foram testados como adesivos e massa de porcelana fria. As primeiras sdo dificeis de
observar, e as ultimas secavam e ndo aderiam a superficie acrilica dos prismas. Sdo
oferecidos aos alunos réguas e transferidores para eventuais medigdes.

O publico alvo é composto de 7 alunos divididos em duas duplas e um trio, alunos
do 3° ano do Ensino Médio da Escola Estadual Rui Bloem, da rede publica do estado de
Sao Paulo, na capital.

Na seqiiéncia I do bloco 1, fase exploratoria, os alunos manipulam os objetos
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concretos citados e os relacionam ao comportamento das sombras projetadas pela luz
solar sobre a face paralela ao plano de projecdo que pode ser uma parede ou chdo. Neste
bloco, pretende-se que os alunos facam conjecturas sobre as seguintes propriedades da
perspectiva cavaleira:
1.  Conservagao do ponto médio de um segmento.
Conservacao do paralelismo.

Conservacao da concorréncia de duas retas.

2

3

4.  Conservagdo do baricentro de um triangulo.

5 Conservacao das razdes de dois segmentos contidos na mesma reta.

6 Conservacao das medidas dos segmentos.

7 Conservacao das medidas dos angulos.

Na seqii€éncia 2 do bloco 1, as propriedades 6 e 7 ndo se conservam.

As seqiiéncias experimentais I e II sdo desenvolvidas em ambiente externo e na
presenca da luz solar. Os sélidos sdo colocados sobre uma base com uma das faces paralela
ao chdo. Na seqiiéncia I, as massinhas e as varetas sdo colocadas sobre uma das faces
paralelas ao chdo e na seqiiéncia II, numa face ndo paralela do sélido. Os alunos podem
comparar as propriedades dos objetos geométricos colocados sobre os sélidos, com as
propriedades correspondentes as suas sombras, observar, medir e anotar suas observagoes
em questiondrios que sdo distribuidos para os grupos de alunos. Os alunos podem usar
bolinhas de massa de modelar coloridas para determinar os pontos, uma cor para cada
ponto, régua e transferidor, uma folha de papel branco ou papel de presente com o verso
branco (1m X 0,72m) que sdo entregues antes de iniciar o experimento. O papel branco é
colocado no chdo pelo aluno onde a sombra € projetada. Com algumas experiéncias
“pilotos”, percebemos que o chdo de concreto ndo oferecia boa visibilidade, entdo
decidimos oferecer esse material por apresentar um bom resultado, e pedrinhas para manter
a folha no chao no caso de haver vento durante a experimentagao.

Para justificar suas respostas e responder aos questiondrios, os alunos podem usar
qualquer recurso como réguas, transferidores, lapis, canetas, etc.

Nas seqiiéncias I e II do bloco 1, os sélidos s@o colocados sobre uma base, uma
mesa com o tampo telado (fio de nylon) para melhor observar a incidéncia dos raios
solares sobre os s6lidos e a sombra projetada no plano do chdo ou da parede. O tampo da
mesa € paralelo ao chao.

A seqiiéncia experimental II do bloco 1 € desenvolvida tal como a seqiiéncia

experimental I, os s6lidos sdo colocados sobre a mesa telada com uma das faces paralela ao
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chdo, mas os objetos geométricos sobre uma face ndo paralela ao chdo. Por exemplo,
colocamos um prisma triangular com uma face lateral contida na mesa telada. Nesse caso,

as bases do prisma sao faces ndo paralelas ao plano de projec@o conforme a figura abaixo:

Fig. 22

Nesta figura, as faces triangulares sdo perpendiculares ao plano de projecdo e as
bolinhas podem ser colocadas tanto na face triangular como na face retangular, que ndo é
nem paralela nem perpendicular ao plano de projecdo. O prisma pode ser colocado em
outra posicdo tendo uma das faces retangulares perpendicular ao plano.

Nas atividades do bloco 3, os alunos devem construir a perspectiva cavaleira dos
prismas e piramides. Resolvemos apresentar para os alunos pecas poligonais planas de
acrilico (quadrado, hexdgono e tridngulo equilatero) e colocar cada uma das pecas com um
dos lados paralelo ao plano horizontal, e a peca perpendicular ao plano de projecdo.
Espera-se que os alunos observem as sombras destas pecas e percebam a forma das
sombras.

Cada grupo de alunos, independente do tipo de sélido que estiver utilizando, deve
seguir as orientacdes de um texto contendo a seqii€éncia de atividades e responder a um
questiondrio. Todos os grupos fazem suas experiéncias com os 4 sélidos (cubo, prismas de
base quadrada, hexagonal e triangular).

As atividades sdo desenvolvidas seguindo a ordem das atividades abaixo e de
acordo com o grupo.

Grupo 1: cubo, prisma reto de base quadrangular, prisma reto de base hexagonal e
prisma reto de base triangular.

Grupo 2: prisma reto de base quadrangular, prisma reto de base hexagonal, prisma
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reto de base triangular e cubo.
Grupo 3: prisma reto de base hexagonal, prisma reto de base triangular, cubo e
prisma reto de base quadrangular.
Ao final, temos um momento em que os alunos podem fazer suas consideracdes e
trocar idéias com os outros grupos e com a pesquisadora para que possam chegar a uma

conclusao comum.

33 ALGUNS ASPECTOS DE UMA ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO1

O bloco 1 é composto por duas seqiiéncias de atividades:

- seqiiéncia experimental I no plano paralelo de projecao;

- seqiiéncia experimental II no plano ndo paralelo ao plano de projecao.

Essas seqiiéncias sao desenvolvidas pelos 3 grupos e todos os grupos usardo os

quatro sélidos (fig.23)
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3.3.1 SEQUENCIA EXPERIMENTAL I - Planos paralelos

3.3.1.1 Atividade A: Conservac¢iao do ponto médio

A primeira atividade é proposta da seguinte forma:

Considere dois porfos A e B juse bolinhas de massa de modelar colovidas para
defermivegy o5 ponfos, wma cor para cada ponfo) sobre wma face pardela ao plano de
projecdo.

Ache o ponfo médio M do segmento AR fuse régua ¢ canefa pera fragar o segmento)

Ache o porfo médo M do segmenfo AR’ omde A" e B’ 580 as sombras
correspondartes dos porfos Ae E.

O gque voods core luem sobre o ponfo médio M wo sdlido ¢ sua sombra M'F

Essa atividade tem por finalidade investigar se os alunos sdo capazes de perceber,
através da observacdo, a conservagdo do ponto médio M em perspectiva cavaleira.

Os alunos devem observar e conjecturar sobre a sombra do ponto médio M do
segmento AB e o ponto M.

Os alunos podem encontrar o ponto médio por estimativa, apenas pelo olhar e
observar a sombra do ponto médio ou pelo uso dos dedos das maos ou régua para medir a
distancia entre os pontos, tanto na sombra como no sélido. Podem fazer conjecturas a
respeito da posi¢do do ponto M’ entre os pontos A’ e B’ e validar suas hipéteses através de

medig¢des e relagdes entre os segmentos A’M’ e M'B’.

Fig. 24 A Fig. 24B

Podemos esperar que os alunos tenham uma dificuldade inicial em relagdo ao
enunciado, jA que o ambiente onde ele € realizado € diferente do ambiente papel e lapis
(Chaachoua, 1998). Talvez tenham problemas na execucdo da atividade como, por

exemplo, colocar os pontos em uma face ndo paralela ao plano de proje¢do. Neste caso, €
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necessdaria uma intervencdo do professor para que releiam o enunciado novamente e
discutam se os pontos foram colocados na face pedida pela atividade. Nesta atividade os
objetos matematicos sdo materializados, por exemplo, os pontos por massinhas de modelar,
os tragos feitos por canetdes sao os segmentos (GO — geometria concreta, Parzysz, 2001) e
a manipulagdo desses objetos podem auxiliar na resolucdo da atividade, criando um
ambiente para questionamentos em relacdo as sombras desses objetos e o objeto em si

(Boero, 1996).

3.3.1.2 Atividade B: Conservaciao das medidas e da razao entre dois segmentos

Propomos esta atividade aos alunos da seguinte forma:

Construc wn segmento AB (wse régua careln e as bolinhas de massa de modelay
Py 05 ponkos, Wkl cov poe cada ponto ) sobve o flce pavalela ao plamo de projecdh.

Considere 1 povito O parlencente ao segrento A e que ndo seja ponto méddio (use
s de modalar poya delarringr o ponto Clambdm)

Felgcione os segmartos AC O A e OB onde 4507 sdo as sombras
respactivamente dos pontos A B e O O gue vocd conclui e velacdn o medides destes

segmenios? e relardes vacd pock alter eriye estes segmentos P st figue,

O objetivo dessa atividade € levar os alunos a perceberem que AC=A’C’ e CB =
C’B’, e que portanto a razdo entre os segmentos AC e CB no sélido se mant€ém na
projecao.

N

Para responder a questdo, os alunos podem fazer uso das maos, régua para

comparar distancias entre os pontos tanto no s6lido como na sombra.

Os alunos podem ter dificuldade de perceber as razdes entre 0s segmentos
limitando-se apenas a distincia entre os pontos, ndo os relacionando. Essa dificuldade pode
ser detectada pelo fato dos alunos estarem habituados a “ver no plano” e ndo no espaco,
razdes e o teorema de Tales. A dificuldade estaria em relacionar dois planos diferentes: o
da sombra e o da face do sélido. Neste caso, o professor deve tentar levar o aluno a
perceber estas relacdes sem, contudo, intervir diretamente na atividade. Os alunos podem
fazer conjecturas, questionar a relacdo dos raios solares com a sombra dos objetos através

da manipulacdo dos objetos matematicos materializados (Boero, 1996; Parzysz, 2001).
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Fig.25 A Fig. 25B

3.3.1.3 Atividade C: Conservacao do baricentro de um triangulo

Propomos a atividade C da seguinte forma:

Comstruc um tridvgulo ABD fnareay o5 vértices com wicssa b wiodealay, cada porto
coml wrky cov difrente, @ wsay yégue pava vavoay o5 lados do tridngulo) cortido ne fhice
peralal ao plano de prajecdo.

Encontre o havicentro do tridngulo ABC

Encontre o bavicentra do fridngulo A'B'CY sombra corvespordente ao Iridngulo
ABC

Compare o bavicentro do fridngulo ABC e o bavicerivo de sua sombra A'E'C0 0

gue voed conclul L iustifioue.

A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que o baricentro mantém
suas propriedades na sombra do tridngulo ABC. Esperamos que os alunos construam o
baricentro a partir dos pontos médios dos lados do tridngulo ABC e suas respectivas
medianas.

Os alunos podem construir um tridngulo sobre uma das faces paralelas ao plano
de projecdo com as varetas ou criando segmentos com os canetdes. Marcar os pontos
médios de dois segmentos e construir as medianas e assim determinam o baricentro. Eles
podem usar régua para medir a distdncia entre um dos vértices e o ponto médio da aresta
que pertencem, tanto no sélido como na sombra, medir a distincia entre o baricentro e um

dos vértices tanto no sélido como na sombra, ou ainda perceptivamente. A materializacdo
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do tridngulo (GO — geometria concreta), das medianas e do baricentro através de tracos
feitos com o auxilio de canetdo, massas de modelar que representam os vértices do
tridngulo e o baricentro, podem favorecer o processo de conjecturas dos alunos em relagdo

as sombras (Boero, 1996).

Fig. 26 A Fig. 26 B

Possivelmente tenham alguma dificuldade em compreender o enunciado ja que a
atividade € concreta e ndo no papel e lapis. Pode ser que essa passagem 2D para 3D seja

dificil porque ndo € uma situagdo usualmente explorada em sala de aula.

3.3.1.4 Atividade D: Conservacao do paralelismo

Propomos esta atividade da seguinte forma:

Cologue dois palitos de churvasco povalelos entre 5§ e meaitendo o pavalelisio entre
elas, calogue-os e posicSes diferertes sobve we firce paralela ao plano o projecdo. Fara
cctcda pos fpdio ohserve e compare 05 segmentos covrespondenias ds sombras dos padifos.

Faya cada posipdh verifigue se os segmantos coyvespondentes as sombras dos

patitos sdb pavalelos. De gue frra vocd oz estle verifeapdor? Justifigue.

O objetivo desta atividade € que os alunos percebam que o paralelismo ¢é
conservado mesmo se mudarmos as posicdes dos palitos na sombra correspondente.
Acreditamos que os alunos usem apenas a observagdo visual das varetas de madeira para
responder a questdo acima.

Os alunos devem estabelecer conjecturas entre as posi¢cdes dos palitos e seus
correspondentes na sombra. E oferecida aos alunos fita adesiva para fixaco das varetas na

face.
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Fig. 27 A Fig. 27B

7z

Uma outra estratégia, que pode ser utilizada pelos alunos, € medir vérias
distancias entre as sombras dos segmentos e entre as varetas para constatar que sao
paralelas. Parece-nos que uma dificuldade possivel nesta atividade seja a da comprovagao
do paralelismo na projecdo. Nesta atividade, o professor nao deve interferir esperando que
os alunos busquem solugdes para comprovar o paralelismo na sombra. A materializacdo
dos segmentos paralelos por varetas de madeira (geometria concreta, Parzysz, 2001) e a
manipulacdo dos mesmos sobre a face paralela ao plano de projecdo podem auxiliar os
alunos na resolucao da questao, além de possibilitar questionamentos ou conjecturas acerca

das sombras desses palitos paralelos (Boero, 1996).

3.3.1.5 Atividade E: Conservaciao das medidas dos angulos

Enunciamos a atividade G da seguinte forma:

Cruze dois palites de churrasco ¢ mantendo o cruzamento entre eles, calogue-os em
pasicdes diferentes sobre a_face paralela ao plano de praojecdo. Para cada posicdo:

Ohserve e compare o palifos ¢ suas sombras corraspandentas.

Compare o dngulo formads enire o dois palitos e o dngulo formads pela sombra

dos doiz palitos, O gue vocd conchui? Justifique.

O objetivo desta atividade é que os alunos percebam que o cruzamento e 0s
angulos entre as varetas se conservam na sombra, mesmo mudando de posicao.
Os alunos devem estabelecer conjecturas entre as posi¢des dos palitos e seus

correspondentes na sombra, comparando o dngulo formado entre os dois palitos e o angulo
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formado pela sombra dos dois palitos. Podem usar transferidor para conferir o angulo entre
os dois palitos, ou os dedos das mados para comparar o dngulo formado pelas varetas como
na sombra, ou ainda comparar perceptivamente a posi¢cdo das varetas e as sombras
correspondentes. A manipulacdo e materializacdo dos segmentos com os palitos, agora

concorrentes deve produzir conjecturas em relacdo a suas sombras.

Fig.28 A Fig. 28B

Os estudantes podem ter dificuldade no uso do transferidor e seu uso incorreto
pode levar a resultados errdneos. Neste caso, é preciso instrumentar o aluno no uso do
transferidor, pois € bem possivel que os alunos tenham tido contato com esse instrumento
apenas no Ensino Fundamental.

Outra dificuldade possivel pode ser em colocar os palitos cruzados e manté-los
unidos durante a mudanca de posicdes. Para evitar isso, oferecemos fita adesiva para unir
os palitos e fix4-los na face.

Resumindo, nesta seqii€éncia buscamos verificar se neste primeiro bloco, os alunos
sdo capazes de reconhecer nos objetos materializados (GO, geometria concreta) e
manipulados propriedades da perspectiva cavaleira ainda implicitas, fazendo conjecturas
sobre possiveis resultados a0 manipularem os pontos e as varetas sobre os solidos e que
resultados poderiam ser obtidos na projecao de suas sombras (Boero,1996).

Neste bloco, procuraremos observar se os resultados obtidos pelos alunos t€m
alguma influéncia do pdlo do sabido sobre o pélo do visto (Parzysz, 1989) ja que estdo
trabalhando com objetos a vista. Haverda um momento para confrontar os resultados dos
grupos, uma discussdo entre os alunos e a pesquisadora sobre a seqiiéncia. Esperamos que

eles percebam as invariancias das propriedades entre as sombras de s6lidos diferentes.
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3.3.2 SEQUENCIA EXPERIMENTAL II - Planos néo paralelos

A seqiiéncia experimental II é desenvolvida também em ambiente externo, mas
com uma diferenca: os alunos fardo uso dos mesmos sélidos, mas os pontos (massa de
modelar) e as varetas de madeira ficardo sobre uma superficie ndo paralela ao plano de
projecao.

A finalidade desta seqiiéncia é que os alunos percebam que algumas propriedades
levantadas na seqiiéncia I ndo ocorrem na seqiiéncia II e se sofrem influéncia dos
resultados encontrados na seqiiéncia I, relacionados com o que eles sabem (p6lo do sabido)
sobre os objetos e o que eles estdo observando visualmente (pdlo do visto).

Esperamos que a materializacdo (GO — geometria concreta) e a manipulacdo dos
objetos (Boero, 1996) possam favorecer a formagdo de conjecturas e questionamentos
sobre os resultados obtidos na seqiiéncia II e compara-los aos da seqiiéncia 1.

As atividades abaixo sdo as mesmas da seqiiéncia I, diferenciando na seqiiéncia II,

na forma como os alunos executam as atividades, as estratégias e as possiveis dificuldades.

3.3.2.1 Atividade A: Conservacao do ponto médio

Do mesmo modo que na seqiiéncia I, € proposto aos alunos que considerem dois
pontos A e B, sobre uma face ndo paralela ao plano de projecdo. Achar o ponto médio M
do segmento AB e também o ponto médio M’ do segmento A’B’ onde A’ e B’ sdo as

sombras correspondentes dos pontos A e B (fig.29 A, 29B).

Fig.29 A Fig. 29B

A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que ha conservacdo do

ponto médio M’, projecdo do ponto médio M, mesmo quando este esteja projetado sobre
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uma face ndo paralela ao plano de projecdo, utilizando os mesmos meios para resolver a
atividade A da seqiiéncia experimental I. Nessa atividade espera-se dos alunos conjecturas
e até comparacdes com os resultados da seqiiéncia I para a mesma atividade, a cerca da

sombra projetada pelo ponto médio M.

3.3.2.2 Atividade B: Conservacao da raziao entre dois segmentos e a nao conservacao

das medidas dos segmentos

A atividade B € andloga a atividade A da seqiiéncia I. A unica diferenca é que os
alunos devem construir um segmento AB sobre uma face ndo paralela ao plano de
projecdo e marcar um ponto C pertencente ao segmento AB e que ndo seja ponto médio

(fig. 30 A e 30B).

O objetivo desta atividade € que os alunos percebam a conservacao da razao entre
dois segmentos, mesmo que o plano de projecdo (o chiao) e uma das faces do sélido ndo
seja paralelo. Como nas figuras abaixo, 30 A e B, a face triangular do prisma ¢é
perpendicular ao plano de projecdo (chdo), mas podem ser usadas as faces retangulares ndo

paralelas e ndo perpendiculares ao plano de projecao.

Fig. 30A Fig. 30B

3.3.2.3 Atividade C: Conservacao do baricentro de um triangulo

Nesta atividade, pedimos aos alunos para construir um triangulo ABC numa face
ndo paralela ao plano de projecdo e encontrar o seu baricentro. A partir do tridngulo

A’B’C’, projecdo do triangulo ABC, construir o baricentro deste tridngulo. A construgdo é
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idéntica a seqiiéncia I, mas sobre a face nio paralela ao plano de projecao.
A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que o baricentro se

conserva na sombra A’B’C’ do tridngulo ABC mesmo na face ndo paralela ao plano de

projecao.

Fig. 31 A Fig. 31B

E bem provével que os alunos resolvam a questio perceptivamente, mas podem
usar de medidas comparando segmentos para verificar se o baricentro da sombra se
encontra no mesmo lugar do baricentro no sélido. Nessa atividade esperamos que os alunos
facam conjecturas a respeito da sombra do tridangulo ABC e seu baricentro e comparem
com o resultado da seqiiéncia I. A materializagdo dos objetos permite a visibilidade do

problema.

3.3.2.4 Atividade D: Conservacao do paralelismo

Nesta atividade, propomos aos alunos para colocarem duas varetas de madeira,
paralelas entre si e, mantendo esse paralelismo, muda-los de posi¢cdo sobre uma face ndo
paralela ao plano de projecdo. Para cada posicao, os alunos devem observar os segmentos
correspondentes e as sombras das varetas.

A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que as varetas de madeira
mantém-se paralelas, mesmo em posicdes diferentes sobre uma face ndo paralela ao plano

de projecao.

E fornecida a cada grupo fita adesiva para fixar as varetas sobre a face paralela ao

plano de projecao.



41

Fig. 32 A

Fig. 32B

Os alunos podem fixar as varetas sobre uma face paralela ao plano de projecdo e
depois girar o sélido de modo que a face onde as varetas foram fixadas nio seja paralela ao
plano de projecdo. Podem resolver esta atividade perceptivamente, comparar seus
resultados no plano paralelo, fazer conjecturas sobre as sombras desses palitos paralelos,
tanto na face paralela, como na ndo paralela. A materializacio e manipulacdo dos
segmentos paralelos na face ndo paralela devem favorecer a formacao de conjecturas sobre

as sombras comparando com os resultados da face paralela ao plano de projecao.

3.3.2.5 Atividade E: Nao conservacao das medidas dos angulos

Nesta atividade, pedimos aos alunos para cruzar as duas varetas de madeira e,
mantendo o cruzamento entre as duas varetas, coloca-las em posicoes diferentes sobre uma
face ndo paralela ao plano de projecdo. Para cada posicdo, os alunos devem observar as
varetas com suas respectivas sombras.

O objetivo desta atividade é que os alunos percebam que hd conservagdo do
cruzamento entre as duas varetas na sombra, mas ndo hd conservacdo das medidas dos

angulos entre os segmentos na face ndo paralela ao plano de projegdo.
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Fig. 33 A Fig. 33B

A dificuldade nesta atividade é medir o angulo entre as duas varetas e depois a da
sombra sem modificar a posi¢do do sélido. E provdvel que tentem medir os 4ngulos das
varetas na posi¢do que se encontra tornando dificil a leitura do transferidor na face ndo
paralela ao plano de proje¢do. Esperamos que os alunos anotem o dngulo formado entre as
duas varetas na face paralela ao plano de projecdo antes de colocar o sélido com a face,
onde os objetos estdo fixados, na face ndo paralela ao plano de projecdo. Neste caso, o
professor pode interferir para que os alunos resolvam a atividade desta forma.

De acordo com Boero (1996), a experiéncia das sombras é um momento
importante para que o aluno inicie uma geometria mais racional mesmo que iSso seja
pouco esperado em nossa pesquisa. Os alunos estdo acostumados a aulas expositivas,
pouco experimentais, onde o processo de conjecturas e hipéteses dos mesmos ndo € muito

explorado em sala de aula.

3.3.3 Institucionalizacdo da Perspectiva Cavaleira

Antes de apresentarmos a perspectiva cavaleira como um objeto matemético,
propomos ainda algumas atividades relativas a constru¢do da perspectiva cavaleira de
figuras planas situadas num plano perpendicular ao plano de projecdo. Embora essa
situacdo ja tenha sido estudada, por se tratar de um plano ndo paralelo ao plano de
projecdo, as atividades propostas sdo Uteis para representar prismas e piramides em

perspectiva cavaleira.
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Fig. 34

Cada grupo de alunos receberd uma peca poligonal plana de acrilico (fig. 34) e
pedimos a eles que um dos lados da peca seja paralelo ao plano horizontal e a peca
perpendicular ao plano de projecao. Espera-se que os alunos observem que a perspectiva
cavaleira de um quadrado é um paralelogramo, que a perspectiva de um tridngulo
equilatero € um tridngulo que pode ser escaleno e a perspectiva de um hexdgono regular é
um hexdgono que poderd ser nao regular.

Os estudantes podem medir com régua as arestas da placa de acrilico e as sombras
correspondentes.

Apés a aplicacdo das atividades, teremos um momento onde a pesquisadora
levantard com os alunos os resultados obtidos, tanto na face paralela ao plano de projecao
(seqiiéncia I), como na face ndo paralela ao plano de projecdo (seqiiéncia II), a fim de
compard-los e relacioné-los.

Esperamos que os alunos identifiquem as seguintes propriedades:

I. Quando uma das faces € paralela ao plano de projecdo, conservam-se: o0 ponto
médio de um segmento, o paralelismo, o baricentro de um tridngulo, o angulo formado
entre dois segmentos, a razdo entre dois segmentos contidos na mesma reta, a concorréncia
de retas e o perpendicularismo entre retas.

Além disso, os objetos contidos no plano de projecdo sdo representados em
verdadeira grandeza (VG).

II. Quando a face ndo é paralela ao plano de projecdo, conservam-se todos os
elementos anteriores, exceto as medidas de segmentos e de angulos.

A finalidade deste momento € o da sistematizacdo da perspectiva cavaleira como
objeto matematico.

No processo de institucionalizacdo, além do levantamento das propriedades da
perspectiva cavaleira, introduziremos os elementos que fazem parte da construcio em
perspectiva cavaleira de uma figura geométrica, tais como angulo de fuga, coeficiente de

reducdo e retas fugantes, como € explicado no capitulo II.
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H G reta fugante AE

reta paralela a fugante AE

_)\”e’ angulo de fugae

----------------------- : Fig. 35

Coeficiente de redugao 0,5

A .-"B

Antes de prosseguirmos com a pesquisa no ambiente Cabri, propomos aos alunos
uma atividade que possa leva-los a descobrir uma maneira de resolver algumas
dificuldades que podem ocorrer na resolu¢do de atividades no ambiente Cabri que
chamamos de tarefa e € desenvolvida em sala de aula.

Prevemos que os alunos terdo dificuldade de criar um ponto sobre uma face de um

cubo no ambiente Cabri.

Fig. 36 5

No ambiente Cabri, queremos que, ao deslocar o plano & para qualquer lugar da
tela, ou girar o plano ao redor de um dos vértices, o ponto P continue pertencendo ao
plano.

Na figura abaixo, fizemos um deslocamento do plano & representado por um
retangulo no ambiente Cabri, mas o ponto P continuou no mesmo lugar ndo acompanhando

o plano.

Fig. 37

Para fixarmos o ponto P sobre o plano o precisamos de dois segmentos
concorrentes cujas extremidades pertengam aos lados do retangulo que representa o plano

(fig. 38 e 39)
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Fig. 38 Fig. 39

Dessa maneira, podemos movimentar o plano ¢ de qualquer maneira e o ponto P
acompanhard o movimento do plano 9.

Para auxiliar os alunos a fixar um ponto num plano, na seqiiéncia seguinte,
associada ao Cabri, estamos propondo uma atividade preliminar que consiste em fixar um
ponto sobre um objeto tridimensional (no caso um prisma esquelético).

O objetivo € que os alunos encontrem segmentos paralelos as arestas do prisma
esquelético e que definam a posicao do ponto P sobre a face paralela ao plano de projecao.
Estes segmentos poderiam ser construidos através de fios de algodao ou material sintético
do carretel, esticados, e amarrados as arestas e paralelos em relagdo a outras arestas. O
cruzamento destes “segmentos” seria o ponto P e, conseqiientemente, a sombra P’ seria
observével e localizavel.

Os grupos receberdo os seguintes materiais: um cubo opaco e um esquelético.
Para marcar o ponto podem usar caneta, lapis ou massa de modelar, régua para localizar o
ponto e um carretel de linha.

Um dos componentes do grupo deve determinar um ponto sobre a face do cubo
opaco e, sem que o outro aluno veja, deverd, oralmente, dar a localiza¢do deste ponto para
o colega que estd com um cubo esquelético. O aluno devera localizar esse ponto no cubo

que lhe foi entregue usando apenas o carretel de linha e uma régua (fig. 40).

B
B ==l

Fig. 40
A finalidade dessa atividade € preparar o aluno para a criagdo de um ponto sobre

uma face de um cubo no ambiente Cabri.
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3.4 CONCEPCAO DO BLOCO 2 - Com o Cabri-Géometre

O bloco 2 é composto por duas seqiiéncias de atividades:

-seqiiencia experimental III (plano paralelo ao plano de projecdo);

-seqiiéncia experimental IV (plano nao paralelo ao plano de proje¢ao).

As seqiiéncias III e IV s@o totalmente desenvolvidas em ambiente Cabri. Na
seqliencia III, usamos as faces paralelas de um Cubo em perspectiva cavaleira e, na
seqiiéncia IV, dois planos o e f ndo paralelos. Sdo distribuidos folhas de atividades e um
questiondrio para cada grupo de alunos.

Neste bloco, o aluno devera criar suas fugantes ja que nao havera a presencga dos
raios solares. Os segmentos de reta, pontos e triangulos sdo criados pelo aluno para a
execugdo das atividades abaixo.

A finalidade do bloco 2 € comparar os resultados obtidos pelo aluno no bloco 1, se
houve algum progresso em termos de aprendizagem em relacdo as propriedades da
perspectiva cavaleira. Talvez, possamos verificar alguma influéncia do pélo do visto sobre
o pdélo do sabido. Pode haver algum conflito entre estes pdlos assim como uma
contaminagdo do sabido pelo percebido. Os objetos mateméticos representados podem
parecer desenhados corretamente (percebido), mas as constru¢des sé sdo consideradas
corretas de acordo com o enunciado (sabido). Exemplo: a constru¢cdo de dois segmentos
concorrentes contidos na face frontal do cubo podem parecer perfeitamente construidos
(percebido) e o aluno confirmar este desenho (contaminagdao do sabido pelo percebido),
mas se movimentarmos o cubo, os dois segmentos concorrentes podem nao estar contidos
na face frontal do cubo segundo os dados do enunciado. Neste caso ndo conferem a estas
representacoes status de figura de acordo com Capponi e Laborde (2002), como colocamos
no capitulo I, a figura € um conjunto de pares ordenados, onde um dos pares é o objeto
geométrico e o outro é uma das suas representacoes, um de seus desenhos. Estas
construgdes sao apenas ilustragdes.

As atividades do bloco 2 correspondem a G1 — geometria espago-grafica, onde os
objetos matematicos materializados (GO - geometria concreta) estdo representados por
figuras na tela do computador. Procuramos verificar se o ambiente informatico contribui
para uma aprendizagem da Geometria Espacial (Chaachoua, 1998).

Durante a execucao das atividades do bloco 2 e 3, os objetos e os s6lidos estardo a
disposi¢do na sala de informatica. Os alunos podem manipuld-los sempre que houver

duvidas durante as sessdes no Cabri.
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Antes da primeira atividade, é colocado o seguinte problema: construir um cubo

ABCDEFGH, sendo dados a direcdo da fugante s, o coeficiente de reducdo para a aresta do

cubo contida numa fugante e a aresta AB do cubo paralela ao plano de projecdo (tela do
computador) e ao plano horizontal.

A atividade é proposta da seguinte forma:

Fig.41 ,'

Construa o cubo A’B’C’D’E’F’G’H’ tendo a direcdo da fugante ‘s’ e a aresta AB
do cubo paralelo ao plano de projecdo e paralela ao plano horizontal de comprimento
Scm e um coeficiente de reducdo 0,5.

Salve com o nome de arquivo CUBO.

1. Uma possivel estratégia dos alunos € criar um quadrado usando a ferramenta
poligono regular no Cabri, ou usar circunferéncias e um segmento para a constru¢do do
mesmo.

Um dos procedimentos possiveis € comecarmos desenhando o quadrado ABCD
cujos lados AB e CD sio paralelos ao plano de projecdo (fig. 42). Indicamos por A’, B’,

C’e D’ as proje¢des obliquas dos pontos A, B, C e D sobre o plano de projecao.

Fig. 42

2. Adotamos entdo um ponto X qualquer sobre a folha de papel e por ele tragcamos
uma reta s qualquer ndo paralela e ndo perpendicular ao plano de projecdo. A esta reta
chamaremos de reta fugante (fig.43).

O angulo determinado entre a fugante e uma reta horizontal do plano de projecdo
chama-se angulo de fuga. Outras retas paralelas a esta sdo chamadas de retas fugantes e

devem passar pelos vértices do quadrado A’B’C’D’.
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Fig.43

3. Escolhe-se um coeficiente de reducdo. No caso, usamos como coeficiente de
reducdo k = 0,5 (fig.44).

Na figura 26, o segmento A’D’ é multiplicado por k = 0,5.

Criamos o ponto médio M de A’D’. Esta medida € transferida para uma das
fugantes. Nestas condi¢des, a medida A’E’ € igual a medida A’M. Aqui podemos usar a
circunferéncia com centro no ponto A’ passando pelo ponto M para marcarmos o ponto E’

sobre a fugante que passa pelo ponto A’.

Fig. 44

4. Construimos entdo retas paralelas a fugante s passando pelos vértices A’, B’, C’
e D’. (fig. 45).

Fig.45 i )

X

5. Construimos a reta que passa pelo ponto E’ paralela ao segmento A’B’.

F’ é o ponto de intersec¢cdo entre esta reta e a reta que passa pelo ponto B’. O
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7z

paralelogramo formado pelos segmentos A’B’, B’F’, F'E’ e A’E’ é a perspectiva cavaleira

do quadrado ABFE (Fig.46).

Fig.46

6. Construimos a reta perpendicular ao segmento A’B’ passando pelo ponto E’.
Determinamos o ponto H’ interseccao da reta perpendicular ao segmento A’B’

que passa pelo ponto E’ com a fugante que passa pelo ponto D’ (fig.47).

Fig.47 5

7. E por fim determinamos os outros segmentos (arestas) e os vértices que formam

o Cubeo. (fig. 48A, 48B)

Fig.48A Fig. 48B
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Com o arquivo aberto, é proposto ao aluno que localize um ponto sobre a face
frontal do cubo como € explicado na pagina 45.

Esta atividade corresponde a tarefa 1 que € feita no final do bloco 1 como
introdugdo do bloco 2 - no ambiente Cabri.

A finalidade desta atividade € que os alunos consigam construir um cubo em
perspectiva cavaleira usando as propriedades estabelecidas no bloco 1 e localizem um

ponto de uma face e a sua projecgao.

Fig. 49 Fig. 50

Para construir a projecdo do ponto A, na face posterior do cubo, tracamos uma
reta fugante f1 paralela a aresta ndo paralela ao plano de projecdo. Tracamos uma reta
vertical r paralela a aresta frontal do cubo pelo ponto A. Tracamos outra reta fugante {2
pela interseccdo entre a reta vertical r e a aresta horizontal paralela ao plano de projecao.
Tracamos outra reta vertical s paralela a aresta superior da face posterior do cubo pela
interseccdo entre a fugante f2 e a aresta horizontal superior da face posterior do cubo. O
ponto A’ € a interseccdo entre a reta fugante fle a reta vertical s na face posterior. A’ € a
projecdo do ponto A.

A partir desta construc@o os alunos fardo atividades que equivalem as seqiiéncias

experimentais do bloco 1.
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3.5ALGUNS ASPECTOS DE UMA ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 2

Este bloco de atividades € concebido de tal forma que os alunos possam ter maior
controle sobre os resultados. A natureza das constru¢des, que descrevemos abaixo, exige
um direcionamento das atividades por parte do professor em todos os momentos em que os
alunos necessitarem ajuda sem interferir no objetivo da atividade. A fixacdo dos pontos e
segmentos na face frontal do cubo e suas projecdes na face posterior poderd ser um
obstdculo na execucdo das seqiiéncias de atividades deste bloco exigindo algumas
intervengdes pelo professor para que possam prosseguir.

As andlises tedrico-matematicas das atividades apresentadas a seguir sdo muito
complexas para este grupo de alunos, dada a pouca ou nenhuma experiéncia com provas ou
justificativas matemaéticas. No Capitulo I, ressaltamos as tltimas pesquisas que mostram o
panorama do ensino da Geometria no Brasil. A geometria ensinada estd alicercada em

medidas, na dlgebra e muito pouco em termos de demonstracdes e provas.

Baseamos este bloco nas idéias de Parzysz (2001) levando em conta a geometria
concreta trabalhada no bloco 1 e que € trabalhada na geometria espaco-grafica — Gl.
Esperamos que os alunos fagam alguma relacao entre as duas geometrias para resolver as
atividades deste bloco. As idéias de Chaachoua (1998) também sdao contempladas neste
bloco, porque esperamos que o ambiente Cabri favoreca a aprendizagem das propriedades

da perspectiva cavaleira.

Os sdlidos utilizados no Bloco 1 podem ser utilizados ainda neste bloco para que
os alunos recordem as situacdes encontradas nas atividades executadas no ambiente

externo e as relacionem as atividades a serem executadas no Cabri.

3.5.1 Seqiiéncia experimental III — Planos paralelos

3.5.1.1 Atividade A: Ponto médio

Propomos que os alunos abram o arquivo CUBO e executem esta atividade da

seguinte forma:
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Comsidere dois portos Ae B sobre a fice fontal pavalela ao plano de projecdio
Trace o segmento AR,

Ache o ponito rédio M do segmento AB

Determing o segmento A'E onde A’ e B sdo as projepies dos pontos Ae B
na outre fhce pavdlely ao plamo de projecdo

LDetermineg o ponto médio M db se gmento A'5"

Sahee o trabatho,

Descrava coma vocd deferminon o projecdin A'B’ cb segrento AL

Como vocé determinou o povito A projecdo do ponto M7

A finalidade desta atividade € que os alunos percebam a conservacdo do ponto
médio em perspectiva cavaleira no ambiente Cabri.

Nesta atividade, esperamos que os alunos usem paralelas como se fossem raios
solares incidindo sobre a face paralela ao plano de projecdo e sobre o segmento AB.

Para a construgao do segmento A’B’, uma das estratégias que se espera dos alunos
€ que tracem uma paralela a aresta PT. Marquem o ponto A’ interse¢do desta reta com a
aresta TU.

Construam uma reta fugante paralela a aresta TX pelo ponto A’’. A fugante

determina o ponto A’’’ sobre a aresta VX. Tracem pelo ponto A’

SX. (Fig. 51)

uma paralela a aresta

N Fig. 51

Tracem uma fugante pelo ponto A. Marquem a intersec¢do A’ entre esta fugante e
a paralela a SX pelo ponto A’”’. O ponto A’ € a projecdo do ponto A na face no plano de

projecdo do cubo. (fig.52).

X |f/’J W
L S - 2
i LT
1 - 1
N Fig. 52
A
Sl :
P ! Q
!
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Repetimos 0 mesmo procedimento para o ponto B(Fig. 53, 54).

1 1 i
i . i .
X i X 5y
] i 71
. By : B
1w | S|
= | | . | 1 Pt
. | | - | 1 -
- . o .
AT B : ! AT "
\'\ 1 1 /,’ \‘\ 1 e B'
LI T R N — R
\.B : ,>.13 '
1 . = ] 1 :
P Q| Fig. 53 P - a! Fig. 54
! ! ! :

Tracem o segmento A’B’ sobre a face contida no plano de proje¢ao do cubo (Fig.

55).
X v
T U
| Fig. 55
N N
g \_E R
P aQ

Para marcar o ponto médio no segmento AB, pode-se usar o comando ponto
médio M do Cabri.

Para criar a projecdo do ponto médio M, pode-se usar uma fugante e marcar o
ponto médio M’ sobre o segmento A’B’, projecdo do segmento AB.

Os alunos podem verificar que M’ é ponto médio medindo os segmentos A’M’ e

M’B’.
X ¥
T U ///‘
A\/,/ Fig. 56
N
f’;M\\B = R
,’//, Q

Para justificar que M’ é ponto médio, os alunos podem usar o teorema de Tales

da seguinte forma:
As retas que contém AA',MM e BB'sdo fugantes logo AA'// BB'//| MM'. Pelo
AM A'M'

) AM
teorema de Tales, ——=—-—, mas M € ponto médio de AB logo ——= 1. Portanto
MB M'B' MB
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A'M'=M'B' .Logo M'" é ponto médio de A'B' (fig. 57).

TN Fig. 57
N
Ny

A maior dificuldade que esperamos encontrar na atividade estd relacionada a
constru¢do do segmento A’B’, projecdo do segmento AB. Como estamos lidando com a
geometria dinamica, se a construcdo do segmento A’B’ ndo for correta, a0 movimentar os
pontos A e B, o ponto M’ deixard de ser ponto médio de A’B’. Neste caso, procuraremos
fazer com que os alunos recordem as atividades do cubo, do barbante e da fixacdo de um
ponto na face frontal que descrevemos anteriormente. Também retomaremos a atividade do
ponto médio no bloco 1 esperando que os alunos possam relacionar novamente os raios
solares com as fugantes, a relacdo raios solares e sombra do objeto, ou seja, sem
luminosidade ndo h4 sombra e, portanto, sem fugantes ndo hd projecdo e a sombra
acompanha o movimento do objeto. Espera-se, entdo, a retomada da geometria concreta
(GO), isto é, da materializacdo dos objetos para G1 quando os objetos mateméticos sao

representados por figuras na tela do computador.

3.5.1.2 Atividade B: Conservaciao das medidas e da razao entre os segmentos

Aproveitamos a atividade A e enunciamos esta atividade da seguinte forma:

Mavferndo o seu frabalho aberfo, gpague o povfo M e ecrie o ponfo O no
segmento AR e sua proaecdo O no segmerto AR

Movimente o porfo O sobre o segmenfo AF.

Observe € compxare as diversas posiedes & Ce o5 segmentos AC e CEe A'C e
CB’ sueas respec ivas projerdes.

Salve o frabalho.

Compare as medidas dos segmertos. O gue voed conchd 7

iJuegs as razdes evfre o5 segmenfos AC, CEe A'Ce OB°F

A finalidade desta atividade € que os alunos percebam que a razdo entre os

segmentos AC e CB e entre os segmentos A’C’ e C’'B’ € a mesma, e que o segmento AC
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e seu correspondente na projecdo A’C’ possuem as mesmas medidas, assim como 0s
segmentos CB e C’B’ , ou seja, hd conservacdo da razdo entre os segmentos e dos
comprimentos.

Com a movimentagdo do ponto C sobre o segmento AB, esperamos que os alunos
consigam levantar algumas relagdes entre as medidas dos segmentos, relacionem a razao
entre as medidas dos segmentos AC e CB com a razdo entre os segmentos A’C’ e C'B’ e
cheguem a conclusdo de que, em relacdo a face paralela, um segmento tem sua projecao
em VG (verdadeira grandeza), ou seja, suas medidas permanecem iguais ao segmento AB

que estd na face frontal.

> L g L
TS X
Fig.58A Fig.58B

Como AA', CC'e BB sio segmentos contidos em fugantes, entdo AA', BB' e

CC' sdo paralelos dois a dois. Pelo teorema de Tales temos AC = £ As retas AA' e
CB (B

CC' sendo paralelas s@o coplanares. Seja a o plano que contém as retas AA' e CC'. Este

plano intersecta as faces opostas do cubo em retas paralelas. Logo AC//A'C'. Portanto

AA'CC' € um paralelogramo. Logo AC=AC'.

Analogamente, mostra-se que CB=C'B'. Como AC+CB=AB entdo
A'C'+C'B'=A'B'. Donde C'estientre A' e B'.

E bem provavel que os alunos tenham dificuldade de reconhecer uma relagio
entre os segmentos € ndo usem o teorema de Tales sendo dificil uma analise tedrica
matematica desta atividade como foi descrita anteriormente. Neste caso, € necessaria a
intervencdo do professor procurando levar os alunos a perceber relacdes entre os
segmentos, buscando solugdes que acreditem ser as mais corretas. Os alunos precisam
redefinir o ponto M para ponto C, ou ainda apagar o ponto M e marcar o ponto C e talvez
necessitem de auxilio. Espera-se que os alunos retomem o bloco 1, fazendo uma ligacdo
entre GO (geometria concreta) e G1 (geometria espaco-grafica) para a realizacdo desta

atividade.
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3. 5.1.3 Atividade C: Conservacao do baricentro

Propomos aos alunos que abram o arquivo CUBO e executem a atividade de

acordo com o enunciado abaixo:

Canstria um tridngulo ABC na jace frotal pardela ao plavo de projecdo.

Determine o tridgngulo A'F'C° Observe e meca os lados A'F', B'CY e A'CY onde

A, Bresd s respectivas projecdes de A Fe D

Encontre o bayicentro H do tridngulo ABL

Encontre o bavicertvo H' da projepiio A'E'Cdo tridngwlo ABC na ouira face
o plano de projecdo.

Movirente o porto A obsernamdo os fridngulos e o baricentro.

Satve o frabatho.

I Comavocé determinou o tridngulo A'B'C°F B a projepdo H'?

2. Qe comclusdio vood tivou e relagdo & medida dos lados entre os dois tidngulos?

3. Compare o5 havicentros, Justifigue.
¢ Adovimenta o ponto A observando os tridngulos @ o bavicertro, o gue conchii?

O objetivo desta atividade é que os alunos consigam perceber, no ambiente

informdtico, que ha conservagdo da propriedade do baricentro.
Uma possivel estratégia esperada dos alunos € a seguinte:

Considerar os pontos médios M, N e P dos lados do triangulo ABC. Como ha
conservagdo dos pontos médios M’, N’ e P’ sdo os pontos médios dos lados do tridngulo

A’B’C’. Conclui-se que o ponto H’ € o baricentro do triangulo A’B’C’ (Fig. 59A, 59B).

Pk

Fig. 59 A Fig. 59B

Os alunos podem usar as ferramentas (também chamadas de primitivas) do Cabri
(retas paralelas, ponto de interseccdo, comprimento, distancia, etc.), fazer conjecturas e

levantar hipéteses apenas perceptivamente (p6lo do visto).
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Nesta atividade, € possivel que os alunos tenham novamente alguma dificuldade
na construcao da projecdo do triangulo ABC. A constru¢ao do baricentro ndo deve trazer
grandes dificuldades ja que foi trabalhada anteriormente no bloco 1. Neste caso, € preciso
direcionar o aluno lembrando das situagdes encontradas no bloco 1 e durante a
institucionalizagdo.

Podemos verificar, nesta atividade, se hda algum conflito entre os p6los do visto
(construcao) e do sabido (enunciado). Espera-se que os alunos retomem a atividade
realizada no bloco 1, quando os objetos foram materializados (G0O) e manipulados e agora
representados no plano, na tela do computador (G1) fazendo relacdes entre os resultados

obtidos em GO e o que se pode esperar em G1.

3.5.1.4 Atividade D: Paralelismo entre dois segmentos

Nesta atividade, propomos aos alunos que abram o arquivo CUBO e executem a

atividade conforme o enunciado abaixo:

Comsfrua dois segmentos AE e MN paralelos scbre a face fronfal paralela ao plano
de projepdio. Deferming os segmentos A'E’ ¢ M W' correspondentes a5 suas projegdes sobre a
oufra foace par diela ao plavio de progecdo.

Salve o frabalho

Como vocd deferminou essas projepdes P Manfém o paralelismo s fifigue.

A finalidade desta atividade é que os alunos verifiquem que hd conservacdo do
paralelismo entre os segmentos A’B’ e M'N’.

Uma justificativa para o paralelismo entre os segmentos A’'B’ e M’N’ pode ser a
seguinte:

Como A’B’ € projecao de AB e M’N’ € projecdo de MN entdo A’B’//AB e
MN//M’N’. Como AB//MN entdao A’B’//M’N’.

ki f\\"
SRHe | Fig 60

£

N.-

B

Os alunos podem usar as primitivas do Cabri para encontrar as projecdes dos
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segmentos contidos no plano de projecao.

Podem ter dificuldade de compreender o enunciado, de perceber a relacdo de
paralelismo entre os segmentos, dificuldade de fixar os segmentos nas faces
correspondentes e também no uso de paralelas na construcdo das projecdes dos segmentos
paralelos. Neste caso, o professor deve intervir e retomar a atividade de fixacdo do ponto A
e sua projecdo para que relacione com esta atividade.

Pode haver um conflito entre os pdélos do visto (constru¢do) e o sabido
(enunciado). Em GO — geometria concreta, os segmentos paralelos foram materializados e
manipulados no bloco 1 e no bloco 2, que corresponde ao G1 — geometria espaco-grafica,
estes segmentos estao representados por figuras no espaco na tela do computador. Espera-
se que os alunos fagcam correspondéncia dos resultados obtidos em GO com os resultados

de GI.

3.5.1.5 Atividade E: Conservaciao das medidas dos angulos

Com o arquivo CUBO aberto propomos a atividade D da seguinte forma:

Consfrua dols segmentfos concorrenfes evifre 51 AR ¢ RS sobre a face frovfal pardela
ac plee de projecdo.

C'omstrua o5 segmerfos AR’ ¢ RS respectivas projegdes de AE ¢ Ri sobre a cufra
face paralela ao plave & projegdo.

Galve o frabalho

I Cemeo voré deferminou &5 projepdes?

2. O cruzamerto é mavifich P Jusfifique.

3. Campare o dngulo formado enfre os segmenfos AF e Rie A'B'e RS Jusfifique.

O objetivo desta atividade € que os alunos percebam que hd conservacdo do
angulo e do ponto de interseccdo entre os segmentos AB e RS.

Os alunos podem resolver a atividade da seguinte forma:

Seja O a intersec¢cdo dos segmentos AB e RS.

Se os segmentos AB e RS estdo em VG entdo A’B’ e R’S’ também estarao.

Os segmentos RB e R’B’ também estardo em VG.

Os segmentos OB e O’B’ também estardo em VG e os segmentos OR e O’R’
também estardo em VG. Logo os tridngulos ROB e R’O’B’ sdo congruentes pelo caso

LLL. Entdo os angulos ROB e R’O’B’ também sdo congruentes.
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A B,
Vi

Fig. 61

Com a movimentagao dos segmentos os alunos podem perceber modificagcdes no
angulo, na intersec¢do e nos comprimentos dos segmentos na projecao.

Os alunos podem verificar que as medidas dos angulos se conservam usando
primitivas do Cabri.

A dificuldade pode estar na construcdo e fixacao das retas concorrentes na face
frontal e na constru¢do das projecOes na face posterior no cubo. Além disso, é bem
possivel que tenham dificuldade de medir o angulo entre os segmentos que exige certa
habilidade com o Cabri. Nestes casos, € necessdrio intervir fazendo com que retomem o
bloco 1, relacionando os raios solares e as fugantes e em relacdo ao Cabri, auxilid-los com
a ferramenta angulo. Pode haver um conflito entre os pdélos do visto (constru¢do) e do
sabido (enunciado). Espera-se que, com a materializacdo e manipulacdo dos segmentos
secantes em GO — geometria concreta, contribua na resolu¢do desta atividade na tela do

computador, em G1-geometria espago-grafica.

3.5.2 Seqiiéncia experimental IV — Planos nao paralelos

Para esta seqii€ncia, foi construido pela pesquisadora um arquivo chamado Plano
o, que foi instalado nos computadores usando as ferramentas do software Cabri-Géometre.

No arquivo Plano «, estido construidos dois planos o e B sendo o plano o mdvel
de tal forma que inicialmente se apresenta paralelo ao plano B e com o auxilio da reta x
este plano torna-se ndo paralelo ao plano B (plano de projecao). O movimento criado para o
plano o servird para que os alunos comparem duas situacdes numa mesma atividade,
observando o comportamento dos objetos mateméticos nos dois planos.

A finalidade desta seqii€éncia € que o aluno perceba o comportamento dos objetos
quando estdo num plano ndo paralelo ao plano de projecdo e quais as propriedades da
perspectiva cavaleira nestas condic¢des.

As atividades desta seqiiéncia correspondem as atividades da seqiiéncia

experimental II feita em ambiente externo com 0s objetos matemdticos (segmentos e
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pontos) em uma face nao paralela ao plano de projecao.

3.5.2.1 Atividade A: Ponto médio

Propomos aos alunos que abram o arquivo Plano o e executem a seguinte

atividade:

Considere dois portor Ae B sobve o plavo o

Trace o segmenfo AR

Ache o porifo médio M do segmento AR,

Digfermineg o segmenfo A'E" onde A" ¢ B wo plano § paralelo an plano de projepdo
onde A’ e B slio as projegbes dos ponfos A e B

Deferming o ponfo meédio M do se gmerto A°B’.

Salve o frahalha

1. Descreva como vacé determinou as projepSes A'B’ do segmento AB.

2. Comao vocd defsrminoid o ponfe M projepdo do povifo M7

Nesta atividade, espera-se que os alunos percebam que o ponto médio é
conservado na projecdo mesmo que os objetos matematicos estejam em um plano ndo
paralelo a um plano de projecio. Os alunos devem perceber esta propriedade
movimentando a reta X.

Para fixar os pontos, os alunos podem utilizar segmentos concorrentes como ja
vimos na seqiiéncia III, quando as atividades sdo executadas no cubo.

Os pontos A e B sdo obtidos do mesmo modo que o ponto P no plano a

Fig. 62 A Fig. 62B

E as projecoes A’, B’ e M’ podem ser obtidas com o auxilio de fugantes e
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paralelas como na figura abaixo:

Fig. 63 A Fig. 63B

Apo6s obter os pontos A’, B’ e M’, os alunos podem justificar que M’ € ponto
médio de A’B’ da seguinte maneira:

Como AA’, BB’ e MM’ estao contido em retas fugantes entdo sdo paralelos.

Pelo teorema de Tales temos AM = ﬂ Como M ¢ ponto médio de AB entdo
MB M'B
AM A'M' .
AM =MB . Logo ——=—-—=1 . Logo A'M'=M"'B'. Donde M’ € ponto médio de
MB M'B
A’B’.
A SN e 2 \ i
Fig. 64 A Fig. 64B

Dentre outras formas de resolver esta atividade, os alunos podem fixar os pontos
A e B a partir de segmentos no plano . Podem movimentar a reta x observando o
comportamento do segmento AB no plano o em relacdo a sua projecdo no plano J,
verificando que M’ € ponto médio de A’B’ apenas perceptivamente (pdlo do visto).

Uma possivel dificuldade dos alunos € ndo conseguir fixar o segmento AB sobre o
plano o Podem também fazer uso inadequado das retas paralelas para encontrar as
projecdes no plano paralelo. As relacdes que existem entre os segmentos AB e A’B’

podem ser obtidas por medicdo dos segmentos. Neste caso, pediremos para os alunos



62

refazerem a atividade retomando sempre a importancia da fixa¢do dos pontos e do uso das
fugantes e refletirem sobre as medidas dos segmentos. Pode haver um conflito entre os
polos do visto (constru¢cdo) e do sabido (enunciado) pelas dificuldades citadas acima. A
movimentagdo do eixo x proporciona ao aluno, a validac¢do de sua constru¢do no ambiente

Cabri, que ndo € possivel no ambiente do papel e lapis (Chaachoua, 1998).

3.5.2.2 Atividade B: Conservacido da razao entre os segmentos e a nao conservacao

das medidas dos segmentos

Com o arquivo Plano a aberto, enunciamos a atividade A2 da seguinte forma:

Meptendo o seu trabadho aberto, apague o ponto M e crie o panta T no segmenta AR
e sua prajecdn U no segmento AR
Movimentz o porto O sabre o segmento AB
Observe e compare as diveysas posicdes de e os segmentos Ale DB e A'C e OVF°
SUas yespectivas projepdis.
Salve o trabatho,
Compare as wedidas dos segmentos 7 O gue vood concl?
Chais as regdes entre os segmertos AC CBe A'CY e O°5°

A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que a razdo entre os
segmentos AC e CB e entre os segmentos A’C’ e C’'B’ é a mesma, e que o segmento AC
e seu correspondente na projecdo A’C’ ndo possuem as mesmas medidas, assim como o0s
segmentos CB e C’B’ , ou seja, hd conservacdo da razao entre os segmentos, mas nao dos
comprimentos.

Os alunos podem justificar a atividade da seguinte forma:

Os segmentos AA',BB' e CC'estdo contidos nas fugantes. Logo sdo paralelos

entre si. Pelo teorema de Tales temos que % = % , logo hd conservacdo da razdo entre

0s segmentos.
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Fig. 65 A Fig.65B

Os alunos podem verificar suas respostas apenas usando medidas de
comprimentos € comparar os segmentos correspondentes a projecao. A movimentacdo do
eixo x possibilita a verificacdo, por parte dos alunos, da constru¢dao do segmento AB e o
ponto C, suas projecdes e o comportamento dessas projecdes quando o plano o ndo é
paralelo ao plano . Uma construg@o percebida equivocadamente pode levar a um conflito

entre os polos do visto e do sabido.

E bem provavel que os alunos ndao facam uso do teorema de Tales, e como na
atividade anterior, facam uso apenas de medicdes de segmentos. Neste caso, o professor

deverd intervir de forma que os alunos busquem relagdes entre as medidas dos segmentos e

nao apenas comparem as dimensdes.
3.5.2.3 Atividade C: Conservacao do baricentro

Propomos, nesta atividade, que os alunos abram o arquivo Plano o e construam

um tridangulo ABC no plano o e executem a atividade conforme o enunciado a seguir:
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Canstriia um tridngulo ABCmo plano o
Determing o tidnglo A'B'CY wo plmo 8 pavalelo ao pleno de projecdo
Ohbgerve ¢ meca os lados A'E B e A'CY onde A’ B 2 s as respectivas
projecdes de A, Be &
Encontre o bayicentro H do tridnglo ABC
Encontre o bayicentro H' da projecdh A'E Cdo tridvgulo ABC no plano &
Movimente o porio A obseraamdo os fridhgulos e o baricentro.
Sahve o trabatho,
£ Corno vocé deterrainou o tridhgulo A'B' 0 B a projecds H'?
2. Qe conelusdo voed tivou em velapdow medida dos lados entra os dois fridngulos?
3. Compare o5 bavicentros. Conseguivam justificar?

4 Movirentamdo o ponto Aobservando os tridngulos e o haricartvo, o que conchii?

A finalidade desta atividade € que os alunos percebam que hd conservac¢do do
baricentro, mas ndo das medidas dos lados do triangulo ABC.

Os alunos podem justificar esta atividade da seguinte forma: o tridngulo ABC e o
seu baricentro H estdo no plano a. O correspondente H’ do baricentro H estard no plano p.

Como hé conservagdo dos pontos médios, ha conservacao dos baricentros.

"
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Fig.66A Fig.66B

Os estudantes podem usar as primitivas (retas paralelas, segmentos, pontos, etc.)
do Cabri, medir e comparar os comprimentos dos segmentos quando o plano o nio é
paralelo ao plano de projecdo B que s6 € possivel no ambiente Cabri, ja que no ambiente do
papel e lapis ndo temos o recurso da geometria dindmica, quando podemos interagir sobre

a figura sem perda de informacao.
A dificuldade fica na fixa¢@o do tridngulo no plano a e sua proje¢do no plano f.

Neste caso, retomamos com o0s alunos a atividade correspondente no bloco 1 e na
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seqiiéncia III, refletindo sobre as construcdes e os resultados obtidos. E pouco provével
que os alunos percebam alguma relacdo entre os planos e os planos implicitos nas figuras
construidas, mas esperamos algum indicio de conjecturas, através de tentativas para a

constru¢do do tridngulo e sua projecao usando as regras da perspectiva cavaleira.
3.5.2.4 Atividade D: Paralelismo entre segmentos

Propomos aos alunos que abram o arquivo Plano o e executem a seguinte

atividade:

Canstrua dois segmentos AR & MN paralelos sabre o plana v . Determine as
segmentos A e MN' carrespondenteas ds suas projecfes sobre o plana P
paralelo ao plano de prajegdo.

sabve o trabalho.

Come vord deferminon essas prajecdes? Manidm o paralelismo? Justifique.

O objetivo desta atividade € que os alunos percebam que o paralelismo entre os
segmentos permanece, mas as medidas dos segmentos AB e MN ndo se conservam na
projecao quando os dois planos nao sao paralelos entre si.

Os alunos podem resolver esta atividade da seguinte forma:

Z/n\\

Fig.67 A Fig.67B
Como os segmentos MM’, AA’, BB’e NN’ estdo contidos em fugantes, entdo
MM’//NN’//AA’//BB’.
Seja y o plano que contém as retas paralelas MM’ e NN’.
Seja 6 o plano que contém as retas paralelas AA’ e BB’. y e 6 sdo paralelos, pois &

contém duas retas concorrentes AB e BB’ que s@o paralelas a duas retas de y (BB’//NN’ e
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AB//MN).

Os planos paralelos y e 0 sdo intersectados pelo plano que contém M’,N’,A’e B’.
Logo as interseccoes M'N’ e A’B’ sdo paralelas entre si.

Os estudantes podem fazer uso das primitivas do Cabri, medir e comparar os
segmentos AB e MN e suas projecdes A’B’ e M’N’ no plano  quando movimentarem a
reta x sob o plano a.

A justificativa acima é muito complexa, exigindo um conhecimento mais
aprofundado de conceitos da Geometria Espacial exigindo a percep¢do dos planos y e 6 e
suas posicoes.

E esperado um comportamento mais simples dos alunos, fazendo uso de fugantes,
comparagdo de medidas.

A dificuldade aqui € fixar os dois segmentos e manté-los paralelos no plano a e
em seguida a projecdo. Com a movimentagao da reta x sobre o plano a os alunos devem
perceber que o paralelismo se conserva quando os planos nao estdo paralelos. Pode haver
intervencdo do professor caso os segmentos paralelos nido forem projetados utilizando
fugantes. Procuramos fazer com que os alunos recordem a experiéncia correspondente no

sol para resolver esta atividade.

3.5.2.5 Atividade E: Conservacao das medidas dos angulos

Nesta atividade, propomos aos alunos que abram o arquivo Plano o e executem a

atividade E da seguinte forma:

Constria dois segmenios concarrentes entre si AR ¢ RS sobre o piano o
Constria os segmentos A8 e RV respectivas prajecies de AR e RS sobre o
plana 8 paralelo ac plano de prajecda.

salve o trabalho.

L. Cameo vocd determinoy as prajecdes?
2. O cruzamento & maniido? Justifigus.

i Compare o dnguio formado enire os segmentas AB ¢ B e A'B'e R
Justifigue.




67

A finalidade desta atividade é que os alunos percebam que as projecdes das retas
continuardo secantes, mas os comprimentos das projecdes dos segmentos e o angulo
formado entre eles ndo.

Os alunos podem resolver a atividade da seguinte forma:

AA’, BB’, RR’e SS’ estdo contidos em fugantes, entdao AA’//BB’//RR’//SS’.

Seja y o plano que contém as retas paralelas AA’ e BB’.

Seja & o plano que contém as retas paralelas RR’ e SS’.

Os planos y e d sdo secantes, pois, y contém a reta CC’ que € paralela as retas RR’

e SS’ contidas em 9.

Fig.68 A Fig.68B

Os estudantes podem fazer uso das primitivas do Cabri apenas medindo e
comparando os segmentos AB e RS no plano o e suas proje¢cdes A’B’ e R’S’ no plano
quando movimentam a reta x sob o plano a e comparando as medidas dos 4ngulos SCB e
S'CB".

Os alunos provavelmente ndo conseguirdo perceber os planos y e 0, mas
esperamos que consigam utilizar alguma das propriedades da perspectiva cavaleira na
constru¢do da projecdo. Neste caso, procuramos fazer com que eles refacam a atividade
sempre retomando o bloco 1 e a seqiiéncia III.

Resumindo, esperamos nas atividades do bloco 2, que os alunos consigam refletir
sobre os resultados obtidos no bloco 1, onde os objetos matematicos foram materializados
através de palitos e massinha de modelar, que correspondem a geometria concreta (GO) e
que isso favoreca na resolugdo das atividades deste bloco, onde os objetos mateméticos sao
representados na tela do computador, que correspondem a geometria espaco-grafica (G1).
Além dessa inter-relacdo entre as duas geometrias, espera-se que o ambiente informatico,
Cabri, torne possivel a aprendizagem das regras da perspectiva cavaleira e da Geometria

Espacial.
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3.6 CONCEPCAO DO BLOCO 3 - com o Cabri-Géométre

Para verificar como as propriedades da perspectiva cavaleira sdo usadas,
concebemos um bloco de atividades no ambiente Cabri. Esse bloco é formado por 5
atividades de construc@o e 2 problemas. As atividades de constru¢ao sdo relacionadas aos
solidos geométricos utilizados pelos professores do Ensino Médio nas aulas de geometria
espacial. Sao representacdes de algumas figuras planas tais como retangulo e losango e de
alguns solidos, tais como prismas e piramides. As constru¢des necessitam do uso de
algumas propriedades da perspectiva cavaleira obtidas nos blocos 1 e 2 como, por
exemplo, a invaridncia do ponto médio, a invaridncia do baricentro e alguns conceitos
basicos tais como retas fugantes, coeficiente de reduciao e angulo de fuga. Os problemas
sdo mais complexos e fazem uso de elementos tedricos da Geometria. O primeiro pede
para tracar uma reta perpendicular a um segmento por um ponto fora da reta. A dificuldade
estd que o plano onde se encontram o segmento € o ponto ndo € paralelo ao plano de
projecdo. O aluno ndo poderd tragcar a perpendicular de imediato. Devera transportar a
situacdo num plano paralelo ao plano de projecao. Embora tenhamos fornecido aos alunos
a técnica do rebatimento de um ponto, queremos observar como os alunos abordardo o
problema. No segundo problema, parte-se de um cubo em perspectiva cavaleira e pede-se
para analisar posi¢des relativas de retas no espaco. E um contetido do Ensino Médio. O uso
de postulados e do conhecimento das posi¢cdes relativas de retas no espago deverd ser
mobilizado pelos alunos. Esperamos observar um salto entre validagdes perceptivas (bloco

1 e 2) e validagdes dedutivas (bloco 3).

3.7 ALGUNS ASPECTOS DE UMA ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES DO BLOCO 3

O bloco 3 € concebido para investigar quais as regras da perspectiva cavaleira
estabelecidas na interacdo entre os blocos 1 e 2 sdo utilizadas na resolucao de problemas de
geometria espacial.

Todas as atividades sdo desenvolvidas no Cabri e sdo sugestdes de construcdo

podendo haver outras.
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3.7.1 Construcao de um losango em perspectiva cavaleira a partir de um retangulo

Nesta atividade, pedimos aos alunos para construir um losango em perspectiva
cavaleira a partir de um retangulo. O losango deve estar num plano perpendicular ao plano
de projecao e paralelo ao plano horizontal. A atividade € enunciada da seguinte forma:

Considerando as atividades anteriores a estratégia esperada que pode ser colocada

em funcionamento €é:

Construa wm retdngulo ABDD perpendicular ao plavo de projecdo feavede o chdo)
g sendh o lado AB paralelo ao plano de projecdo.

Clomstrua sua projecdh no plano parafelo wsando um cogficierte de reduedn Q5

Comstrua um losango MWOF a parliy dos portos médios do reldngulo e a seguir a
sug projecdo MUA QP sobre @ projepdio A0 DY do retdngulo,
Erpligue e justifique @ sua construgdo

A finalidade desta atividade € que os alunos utilizem a defini¢do e as propriedades
da perspectiva cavaleira, tanto para construir o retingulo como o losango. E uma atividade
direcionada para que os alunos mobilizem os conceitos de coeficiente de reducdo, de retas
fugantes, de paralelismo e de pontos médios.

Comecar com a constru¢cdo de um retangulo ABCD com o lado AB paralelo ao
plano de projecdo e ao plano horizontal. A perspectiva cavaleira é o paralelogramo

A’'B’C’D’.

Fig. 69 Fig.70

Sendo M, N, O e P os pontos médios dos lados do retangulo, os pontos médios se
conservam em perspectiva cavaleira.
Logo, construindo estes pontos médios em cada um dos lados deste retangulo,

obtém-se o losango M’N’O’P’.
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Fig.71 k% ¢

Os alunos podem ter dificuldade quanto ao coeficiente de reducao, como uséd-lo na
constru¢do do retangulo em perspectiva cavaleira. Espera-se que a manipulacdo de objetos
em GO — geometria concreta € na sua representacdo em Gl — geometria espaco-grafica,
possibilite a mobilizacdo das propriedades da perspectiva cavaleira para a constru¢do do

losango M'N’O’P’.

3.7.2 Construcio de uma piramide reta cuja base é um tridngulo equilatero

Nesta atividade, propomos aos alunos construir uma piramide reta cuja base € um
tridngulo equildtero em perspectiva cavaleira. A base da piramide devera ser perpendicular
ao plano de projecdo e paralela ao plano horizontal. Além disso, um lado do triangulo

deverd ser paralelo ao plano de proje¢do:

Clomstrua wm Iridhgulo equildtera ABC perpendicilar ao plano de projecdo (paveds
ou chdn) e sendo o lado AB paralelo ao plano de projesdo.

Comstrua sua projecdh no plano pordelo wsando um cogficierte de reduedh 00

Construc o barivertro db fidngulo A'B'CY projepdo de ABC

A seguir construg ur pivdwide yegular tendo como base esse tridngulo,

A finalidade desta atividade € verificar se os alunos usam as propriedades
levantadas nas seqiiéncias anteriores: paralelismo, conservaciao do baricentro, conservacao
dos pontos médios e os elementos para a construcdo desta pirimide em perspectiva
cavaleira: coeficiente de reducdo, o uso de uma perpendicular e fugantes.

Uma possivel estratégia dos alunos € de criar um tridngulo equildtero usando a
ferramenta poligono regular no Cabri, ou usar circunferéncias e um segmento para a
construcao do mesmo.

Construimos a altura, que ¢ um segmento perpendicular ao lado AB, tracamos
uma perpendicular ao lado AB perpendicular ao plano de projecdo, usamos um coeficiente

de redugdo 0,5, marcamos o ponto médio P do segmento MC. (fig. 72A, 72B).



Fig.72B

Tracamos duas fugantes passando pelo ponto M e

pelo ponto B e desenhamos uma circunferéncia com centro em

M e raio MC’. O ponto de interseccdo entre a fugante em M e

a circunferéncia chamamos de C’ (fig.73).

Tracamos segmentos unindo os pontos A e C’ ¢ B

)
! B
s
i # 4
.

com C’. Escondemos o triangulo equildtero inicial e teremos o

triangulo equildtero ABC’ em perspectiva cavaleira (fig.74).

a B

/\ Renomeamos os vértices por A’, B’ e C’ (fig.75).

Fig.75

71
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o Marcamos os pontos médios dos lados A’C’ e B’C’ e

‘ tracamos as medianas. Marcamos o baricentro O interseccao

, ‘ g destas medianas (fig. 76).

A

Fig.76

c Tracamos a reta perpendicular ao lado A’B’

f D i passando pelo baricentro O (fig.77).

A B

Fig.77

Marcamos um ponto S qualquer sobre a perpendicular e

¢ ligamos S aos pontos A’, B’ e C’(fig. 78).

Fig.78
5
Escondemos a perpendicular. A piramide A’B’C’S ¢é
¢ a perspectiva cavaleira da piramide reta cuja base é um
triangulo equildtero (fig.79).
A e
Fig.79

Uma dificuldade que os alunos podem ter € na constru¢do do triangulo equilétero.

E bem provével que nio visualizem que a altura do tridngulo equildtero perpendicular ao
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lado AB € fundamental para a constru¢dao do tridngulo em perspectiva cavaleira. Neste
caso, € necessdria uma interven¢do propondo ao aluno construir um tridngulo usando a
ferramenta poligono regular do Cabri e perceber a necessidade de construir a altura pelo
baricentro comparando com o solido a vista. Espera-se que os alunos retornem ao GO
(geometria concreta) no bloco 1 e ao G1 (geometria espago-grafica) no bloco 2 para

construir a piramide.

3.7.3 Construc¢ao de uma piramide reta de base quadrada

Propomos aos alunos esta atividade de acordo com o enunciado abaixo:

Construa wuma pirdmide de base quadrada usando propriedades da perspectiva
cavaleira, A base da pirdmide esta contida num plane perpendicuiar ao plano

de projecds ¢ & paraleln ao plano horizontal

Esperamos que os alunos utilizem as propriedades da perspectiva cavaleira que
foram levantadas nas seqii€ncias anteriores.

Um dos procedimentos possiveis para a construcao da piramide € o seguinte:

Construimos um quadrado ABCD, sendo o lado AB paralelo ao plano horizontal,
construimos o quadrado A’B’C’D’ em perspectiva cavaleira usando um coeficiente de
reducdo 0,5.

Escondemos o quadrado original ABCD e o quadrado ABC’D’ em perspectiva se

apresenta como um paralelogramo (fig. 80 e 81):

A B

Fig.80 Fig.81

Como a piramide € reta, a projecdo do vértice coincide com o centro da base. O
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centro do quadrado € o ponto médio da diagonal que se conserva em perspectiva cavaleira.
Logo, marcamos o ponto médio M’ do segmento BD’ e tracamos uma perpendicular em

relacdo ao segmento AB passando por esse ponto médio.

Marcamos um ponto P sobre esta perpendicular.
Tracamos segmentos unindo este ponto a cada um dos
vértices do quadrado em perspectiva cavaleira. A piramide

D" Wc- ABC’D’P estd construida (fig.82).

A B

Fig.82

A maior dificuldade que os alunos podem ter € em perceber que a altura da

piramide é dada pela perpendicular a AB que passa pelo ponto médio M’. Os alunos
podem tracar uma reta qualquer e nao uma perpendicular. Podem fazer uso das
propriedades da perspectiva cavaleira para a construcdo do quadrado, mas talvez tenham
dificuldade em construir o ponto P. Neste caso, pediremos a eles que comparem o sélido a
vista e percebam a altura existente (GO — geometria concreta) e relacionem com a figura

construida no Cabri (G1-geometria espaco-grafica).
3.7.4 Construcao de um prisma reto cuja base € um tridngulo equilatero

Nesta atividade, pedimos aos alunos para construir um prisma reto cuja base € um

triangulo equildtero em perspectiva cavaleira. Eis o enunciado:

Constria wm prisma de base triangular usande propriedades da perspectiva

cavaleira. A base do prissma deverd sar perpendicular ao plana de projegdo ¢

paraiela ao plana horizontal.

Esperamos que os alunos consigam fazer esta constru¢cao usando propriedades da
perspectiva cavaleira, principalmente o paralelismo entre as retas.
Os alunos podem iniciar a constru¢gdo do mesmo modo que fizemos na constru¢ao

da piramide, tendo por base um tridngulo equildtero. Neste caso, podem usar o tridngulo
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equilatero com coeficiente de reducdo 0,5 ja utilizado anteriormente.

Pelo tridangulo A’B’C’ em perspectiva cavaleira tracamos uma perpendicular em
relacdo ao lado A’C’ paralelo ao plano de projecdo. Tracamos paralelas a esta
perpendicular passando pelos outros vértices. Marcamos um ponto qualquer sobre a
perpendicular que passa pelo ponto A e tracamos paralelas aos lados do triangulo A’B’C’

(fig.83, 84).

- E.

Fig.83 g *  Fig.84

Escondendo as retas que ndo fazem parte do prisma temos entdo a figura abaixo

(fig.85).

Fig.85

A dificuldade aqui € em perceber que € necessdrio uma reta perpendicular ao lado
A’B’ do triangulo A’B’C’ para construir o prisma. Neste caso, pediremos para que
observem o sélido (GO — geometria concreta) e comparem com sua constru¢ao percebendo

as faces verticais na tela do computador (G1 — geometria espago-gréfica).

3.7.5 Construcao de um prisma reto de base quadrada

Nesta atividade, pedimos aos alunos para construir um prisma reto de base

quadrada em perspectiva cavaleira.

Constria wm prisma de base quadrada usando propriedades da perspectiva

cavaleira. A base do prisma devera estar cantida num plano perpendicular ao

plano de prajecdo e paralela ac plaro horizonial

Nesta atividade esperamos que os alunos consigam construir esta figura que é
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muito utilizada na seqiiéncia I e II do bloco 1.
A partir da construcdo do quadrado A’B’C’D’ em perspectiva cavaleira ja
realizado na atividade B, tracar uma perpendicular ao lado A’B’ passando pelo ponto A’.

Tracamos paralelas a esta perpendicular passando pelos vértices do quadrado.

S

. . Fig.86

Marcamos um ponto sobre a perpendicular que passa
pelo ponto A e tragcamos paralelas aos lados A’B’, B’C’, C’'D’
e D’A’ do quadrado A’B’C’D’ (fig.87).

Fig. 87

Escondemos as retas que ndo fazem parte da figura

(fig.88).

Fig.88
A construcao é simples. A dificuldade nesta constru¢do € perceber que é
necessario usar uma perpendicular ao lado A’B’ do quadrado em perspectiva cavaleira e
nio uma reta qualquer. Neste caso, ndo haverd intervengao, pois esperamos que os alunos

percebam a altura do prisma do mesmo modo que nas atividades anteriores.
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3.7.6 Rebatimento de um ponto

Propomos a seguinte atividade explicando inicialmente na folha de atividades o

que € um rebatimento.

3.7.7 Problema 1

O rebatimento € uma técnica muito usada para transportar um ponto que estd
numa face frontal paralela ao plano de projecdo (face em verdadeira grandeza) para uma
face qualquer do cubo ou vice-versa (fig. 89 A, B, C).

Na figura abaixo, a face frontal ABCD ¢€ rebatida sobre a face ABGH. Sendo o
ponto P pertencente a face ABCD, o ponto P’ rebatido deve estar na mesma posi¢do na
face ABGH em perspectiva cavaleira. Apés o rebatimento da face ABCD, o ponto D ira

coincidir com o ponto H e o ponto C ird coincidir com o ponto G.

Fig.89 A Fig.89B Fig.89C

Com base no texto anterior, resolva o seguinte problema:
E dado o cubo em perspectiva cavaleira.
Na face superior do cubo ABCDEFGH estéd o segmento MN e o ponto P.

Construa a reta perpendicular ao segmento MN, passando pelo ponto P.
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O objetivo desta atividade € observar como os alunos resolvem o problema.
Esperamos que algumas das propriedades da perspectiva cavaleira como o uso das
fugantes, a ndo conservacao do perpendicularismo num plano ndo paralelo ao plano de

projecdo, os objetos contidos na face paralela ao plano de projecdo estio em verdadeira

grandeza, sejam colocadas em jogo durante a execucao da atividade.

Obtencao do rebatimento

Para obter o rebatimento do ponto P devemos tragar uma perpendicular a aresta

AB pelo ponto P. Seja M a interseccao desse ponto com a aresta AB (fig. 90).

E F

Fig. 90

Pelo Ponto M tracamos uma paralela a aresta AH (fig. 91).

E F

Fig. 91 . ;

Tracamos o segmento DH na face ADEH do cubo (fig. 92)

Fig. 92
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Tragcamos uma paralela ao segmento DH pelo ponto P (fig.93).

e F

Fig. 93 %

O ponto P’ € a intersec¢do entre essa paralela e a reta MH. P’ é o ponto P rebatido

sobre a face ABFH (fig. 94).

Fig. 94 .“ ‘

Uma possivel estratégia utilizada pelo aluno poderd ser: rebater a face CFED
sobre a face ABCD, resolver o problema e voltar a situacio inicial com um rebatimento.

Os alunos podem resolver o problema da seguinte forma:

Com base nas informagdes do texto acima, podem tracar pelo ponto P duas
paralelas:

Ao rebater a face CFED em torno da reta DC o ponto E ird coincidir com o ponto

A e o ponto F iré coincidir com o ponto B.

e = Para rebater os pontos P, M e N uma possivel estratégia

Rlis

[+ N

€ tracar pelo ponto P uma paralela a aresta DE. Nomear R a

intersec¢ao dessa reta com a aresta CD. Em seguida, pelo ponto

" . R, tracar uma paralela a AD. (fig.95)

Fig. 95
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Depois, tracar a reta AE e uma paralela a esta reta passando

¢ /. pelopontoP.
{ b N . ~ L,
ST § A A interseccdo da reta passando por R que estd na
»f" l1| 4‘
e face ABCD e esta reta é o ponto P em verdadeira grandeza.
, (fig.96).
i H/‘
tff f’ )
j :

Fig. 96

Os alunos deverdo repetir o mesmo procedimento feito para o ponto P aos pontos

M e N(ver fig. 97 e 98).

F M = = E ,i' j F
D PN b PN
IBE : Té
/ Vo
P a P
i
r’ N
H H 1
M G W G
A B A B
Fig. 97 Fig.98

A B

Fig. 99

Agora o ponto P e o segmento MN estdo nl face frontal ABCD paralela ao plano
de projecao.

No enunciado, pedimos que seja tracado uma perpendicular em relacdo ao
segmento MN passando pelo ponto P.

Os alunos devem tragar uma perpendicular ao segmento M’N’ passando pelo
ponto P’ (fig.100). Marcar a intersec¢do desta perpendicular com o segmento M’N’

chamando de Q’. Finalmente rebater o ponto Q’ em torno de DC para obter o ponto Q que
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€ a interseccao da reta perpendicular a MN pelo ponto P. Tracar uma paralela a aresta AD
passando pelo ponto Q. Esta paralela define um ponto sobre a aresta CD. Sobre este ponto

tracar uma paralela a aresta CF.

Fig. 100 T

A interseccdo desta ultima paralela ao segmento MN determina o ponto Q em
perspectiva cavaleira.
Por fim, terminando por tracar uma reta passando pelo ponto P e Q. Esta € a reta

perpendicular ao segmento MN em perspectiva cavaleira (fig.101).

Fig. 101 P

S6 para confirmar, se tracarmos uma paralela passando pelo ponto Q’ e a reta que

passa pelos pontos A e E, o ponto Q € confirmado sobre o segmento MN (fig.102).

:
4 i
! ;
; ;
; :
; 3
: Sl
. :
F f .
1g102 / "N
: GOSS
f (.
; TN
; H ; 8
!
; i
:
f

Esta é uma questao dificil para alunos do Ensino Médio. Queremos observar se a
perpendicular € tracada imediatamente no plano DCFE, ou se os alunos, com a informacgao
dada no item 3.7.7 irdo usar o rebatimento para tracd-la no plano paralelo ao plano de
projecdo. E a primeira vez na seqiiéncia que uma propriedade ndo vilida num plano nio
paralelo ao plano de projecdo (a ndo conservacdo do perpendicularismo) € colocada em

funcionamento nesta seqiiéncia.
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Uma dificuldade que os alunos podem ter estd em relacdo ao rebatimento do
ponto P e do segmento MN na face ABCD. Neste caso, apresentamos uma caixa em forma
de cubo e em uma das faces estd um pequeno orificio, representando o ponto P e uma
abertura representando o segmento MN. Esta face € dobrada para dentro ou para fora da
caixa de tal maneira que os alunos percebam onde ficardo o ponto P’ e o segmento M’N’
quando rebatido. Neste momento, estamos lidando com a geometria concreta (GO) para que
os alunos consigam resolver este problema no ambiente Cabri, na geometria espago-grafica
(G1).

3.7.8 Problema 2

O objetivo deste problema € verificar se a interacdo das atividades executadas nos
blocos 1 e 2 levem os alunos a perceber melhor o espaco, isto €, se GO — geometria
concreta e Gl — geometria espaco-grafica favorecem idas até G2 — geometria proto-
axiomdtica. Esperamos que os alunos identifiquem as posi¢des das retas que estdo contidas
nas faces do cubo.

Pedimos aos alunos para criar um cubo ABCDEFGH em perspectiva cavaleira e
considerar um ponto M pertencente a aresta DE, um ponto N pertencente a aresta EF e um

ponto P pertencente a aresta BC (fig. 103)

Fig.103 " G

A seguir, 7 questdes sao propostas:

1) Tracar as retas MN e DC.

2) Visualmente, as retas que estdo no espaco MN e DC se intersectam num ponto
que denominaremos de X. Mas n6s sabemos que duas retas no espaco podem ser paralelas,
concorrentes ou reversas. Qual a posicdo relativa dessas duas retas? Justifique a sua
resposta.

3) Visualmente, as retas que estdo no espaco XP e AD se intersectam num ponto
que denominaremos de ponto Q. Qual a posi¢do relativa dessas duas retas? Justifique a sua

resposta.
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4) Considere um plano a que passa pelos pontos M, N e P.

5) O ponto X pertence a esse plano? Justifique a sua resposta. E o ponto Q
pertence a esse plano? Justifique sua resposta.

6) Repetir o mesmo raciocinio para as retas MN e CF e encontre cinco pontos
pertencentes ao plano a.

7) Vocé acabou de achar a intersec¢ao de um cubo por um plano que passa pelos
pontos M, N e P. Construir esse poligono.

Esta atividade tem por finalidade mostrar o potencial da perspectiva cavaleira na
resolucdo dos problemas em geometria espacial.

Os itens 1,2 e 3 procuram colocar o aluno diante da problemadtica de reconhecer a
posicdo relativa de duas retas no espaco. Uma justificativa € pedida para provocar o salto

de validagdes perceptivas para validagdes dedutivas.

M F
3 ? C Sendo a reta MN pertencente ao plano
CDEF e a reta DC também pertencente ao plano
. - : CDEF, as retas MN e DC sdo concorrentes por
. ? pertencerem ao mesmo plano (fig.104).
Fig.104
M5 N F
c
) g As retas XP e AD estdo contidas no mesmo
plano ABCD, logo sao concorrentes (fig.105).
H : G
A B
Fig.105

O item 5 coloca o aluno diante de um postulado da geometria espacial que diz: Se
dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, entdo, a reta estd contida no plano.
Uma construcdo com a perspectiva cavaleira mostra a necessidade do uso de postulados e,

portanto, valoriza os aspectos tedricos da Geometria.
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] . O plano a que passa pelos pontos M,N e P
i F
\c passard pelos pontos X e P. Logo, a reta XP estd
0\ contida em o (fig.106).Resulta que o ponto Q
. também pertencera ao plano a.
H G
A B
Fig.106
M E N R
c F No item 6, tracamos a reta CF. As
D
" u>< ’ retas CF e MN pertencem ao mesmo plano
CDEF e se intersectam no ponto R. (fig.107).
H & O ponto R pertence ao plano a.
A B
Fig.107

Tracamos entdo uma reta passando pelo ponto R e pelo ponto P. A interseccao
com a aresta GF chamamos de ponto S. A reta RP estd contida em a . Logo, o ponto S
pertence também ao plano a Resulta que os pontos M, N, P, Q e S pertencem a a.

Unindo os pontos M, N, P, Q e S obtém-se um pentdgono como sec¢io do plano a

e do cubo (fig.108).

M E R
D

X [
Q

Fig.108 I 6

A dificuldade do problema nos leva a propor uma atividade passo a passo. Perde-
se a visao global da situagdo, mas se ganha na organizacdo de algumas idéias basicas da
Geometria Espacial. Procuramos verificar nas solugdes apresentadas pelos alunos (pdlo do

sabido) o quanto esta atividade remete a aspectos tedricos da geometria.
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Capitulo IV
- EXPERIMENTA(;AO E ANALISE A POSTERIORI -

4.1 INTRODUCAO

A pesquisa investiga o uso da perspectiva cavaleira no Ensino Médio, com a
utilizacdo do software Cabri-Géometre, visando responder a seguinte questao:

Em que medida o estabelecimento de um jogo dialético entre a Geometria
concreta e a Geometria espago-grafica contribui para a apropriacdo das regras da
perspectiva cavaleira? E em que medida essa apropriacdo favorece a resolucdo de
problemas da Geometria espacial?

A metodologia da pesquisa caracteriza os meios que devem ser colocados em uso
para responder a questdo de pesquisa. Utilizamos, neste trabalho, alguns elementos da
Engenharia Didatica conforme Artigue (1988). Apds destacar alguns aspectos da andlise a
priori das atividades concebidas (Capitulo III), descrevemos, neste capitulo, a
experimentacdo e, em seguida, faremos a andlise a posteriori das atividades. Essa andlise
procura ligar os fatos observados aos objetivos definidos a priori, fornecendo elementos
para responder ao nosso questionamento.

A experimentacdo consiste na aplicacdo e observacdo da seqiiéncia didatica
visando coletar dados para interpretar certos fendmenos didaticos.

A aplicacdo da seqiiéncia durou 10 semanas, com duas sessdes semanais
totalizando 40h de atividade distribuidas da seguinte forma:

Bloco 1: Atividades com material concreto - 16h

Bloco 2: Atividades no ambiente Cabri - 16h

Bloco 3: Atividades de resolucao de problemas - 8h

4.2 A organizacao da experimentacao

A seqiiéncia experimental foi colocada em funcionamento em trés etapas:

Etapa 1 — Familiarizacdo do aluno com o software Cabri-géometre 11

Antes de iniciar a pesquisa, propusemos aos alunos alguns encontros para se

familiarizarem com o software Cabri-Géometre 11.
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Os alunos nao conheciam o software e era importante para a etapa 3 que eles
soubessem manusear seus comandos.

As aulas foram divididas em dois encontros semanais: as quartas-feiras com
duracdo de 2h30’ e as sextas-feiras com duracdo de 3h. Esta etapa durou duas semanas,
totalizando 11h de exploracdo inicial do software Cabri-Géometre. Criamos algumas
atividades de forma que os alunos pudessem rever algumas propriedades da Geometria
Plana tais como ponto médio, constru¢do de poligonos, bissetriz, mediana, baricentro,
circunferéncia, posicdo entre retas. Este bloco foi propositadamente mais extenso que o
previsto, pois os dias ensolarados que estivamos esperando para aplicar a seqii€ncia
demoraram a chegar. Vale lembrar que o bloco 1 dependia da luz solar.

Contamos com a presen¢a de duas observadoras durante esta primeira etapa. Uma
delas, professora de Matematica do Ensino Fundamental e Médio e a outra formada em
Ciéncias da Computagdo. Esta tltima se ofereceu para observar as atividades, pois estava
implantando um projeto de informadtica para os professores da escola em que foi feita a

pesquisa e tinha interesse em conhecer o trabalho a ser desenvolvido com alunos.

Etapa 2: Experimentacao das atividades a luz do sol

Terminada a familiarizacdo com o software Cabri, iniciamos as atividades do
bloco 1. Os objetos foram materializados e as validagdes se apoiaram essencialmente sobre
critérios perceptivos como, por exemplo, o uso ou ndo de instrumentos de medicdo como
régua, transferidor, compasso. Este bloco apoiou-se nas pesquisas de Boero (1996) que
sugere um ensino experimental onde os alunos possam ser capazes de, construtivamente,
produzir uma Geometria Racional. Isto significa, produzir uma organizacdo tedrica do
conhecimento geométrico onde e a experiéncia das sombras solares possa oferecer
possibilidades de producdo de conjecturas significativas de um ponto de vista da
Geometria do espaco. Esperamos que o ambiente criado nesta pesquisa favoreca a
constru¢do de conjecturas e provas pelos alunos que participaram dessa pesquisa.

Durante o estigio de producdo das conjecturas, os alunos podem argumentar,
levantar questdes, alternativas e incertezas, através de gestos com as maos, podem mover
os objetos, movimentar-se ao redor destes objetos, etc..

Esta exploragdo dindmica em uma situacao problema pode ajudar a desenvolver
os processos de conjecturas em ambientes de aprendizagem. Neta pesquisa, usamos o

ambiente externo com a presenca da luz solar.
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Os alunos estudaram de modo empirico as propriedades da perspectiva cavaleira a
partir de objetos colocados numa face paralela ao plano de proje¢do (chao) e num plano
nao paralelo. Foram utilizados cubos, prismas quadrangulares, hexagonais e triangulares.

Uma dificuldade encontrada no inicio da aplicagdo foi o local para realizar o
experimento. As op¢odes eram as quadras de esportes, corredores abertos, estacionamento e
a laje de um corredor fechado. Destas op¢des, ficamos com a laje, pois os outros ambientes
tinham deformag¢des no chao e as quadras estavam ocupadas.

Antes da experimentacdo, os alunos foram divididos em duas duplas e um trio.
Escolheram um sélido e montaram suas mesas. Distribuimos massas de modelar coloridas,
réguas, transferidores, duas varetas de madeira, canetdes, uma folha de fundo branco de (1
X 0,72m), pedras para fixar a folha no chdo onde as sombras seriam projetadas. Com
algumas experiéncias, percebemos que o chio de cimento ndo apresentava boa visibilidade
da sombra por isso optou-se para recobri-lo com papel. Foram distribuidos textos para cada
tipo de sdlido contendo a seqiiéncia de atividades que os alunos deveriam executar e
questdes sobre cada atividade. Tivemos, inicialmente, a colaboracdo de dois observadores
durante a etapa 2 da experimentacdo, que ajudaram a gravar as conversas € a explicacao
dos alunos de como executaram as atividades. Foi recolhido um questiondrio respondido
pelos observadores sobre as acdes dos alunos durante as atividades. Minha atuaciao foi
como pesquisadora, observadora e professora dos alunos durante a experimentacdo. Este

bloco durou 16 horas.
As atividades do bloco 1

foram executadas na laje de um

corredor da escola (fig. 109).

Fig. 109

No bloco 1, contdvamos inicialmente com 11 alunos. No final da experimentagdo
somente 7 alunos participaram da pesquisa com regularidade. As nossas andlises nao

levaram em consideragdo a participagao dos demais.
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Os alunos foram divididos desta forma:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
i1 32 o3
Prizma Pristma

: cube quadrangular hezagonal
Frizma : Frizma

2 o Prizma hexagonal iriangular
Prisma Prisma

’ hexagonal triangular Cubo

4 Prizma triangular Cubo Prisma

quadrangular
Tab. 1

O grupo 1 ou G1 foi formado pelos alunos C, J e T. O grupo 2 ou G2 foi formado
pelos alunos K e N e o grupo 3 ou G3 foi formado pelos alunos Ca e G.

A distribuicdo dos sélidos para os grupos poderd ajudar na organizagdo das
atividades durante a experimentagao.

O cubo e o prisma quadrangular apresentam faces paralelas e perpendiculares ao
plano de projecdo, enquanto que o prisma hexagonal e o triangular apresentam planos
paralelos e obliquos ao plano de projec@o. Os dois dltimos sendo mais apropriados para o
estudo das propriedades dos objetos colocados em planos ndo paralelos ao plano de
projecao.

No bloco 1, usamos sélidos de acrilico com dimensdes que permitiram uma maior
visibilidade da sombra. As dimensdes dos sélidos utilizados foram:

Cubo: 20x20x20cm

Prisma quadrangular (de base quadrada): 20x15x15cm

Prisma triangular (de base triangular): 20x15x15cm

Prisma hexagonal (de base hexagonal): 5x10x10cm

Etapa 3: Experimentacao das atividades no ambiente Cabri-Géometre

Como descrevemos anteriormente esta etapa corresponde aos blocos 2 e 3.

No bloco 2, as regras da perspectiva cavaleira estudadas no bloco 1 deveriam ser
confirmadas ou refutadas no ambiente informético com o uso do software Cabri-Géometre.
No bloco 3, os alunos deveriam resolver atividades que utilizassem as propriedades da

perspectiva cavaleira.
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No inicio do bloco 3, um dos observadores, por problemas particulares, nao pode
mais acompanhar a seqiiéncia de atividades. O outro observador colaborou parcialmente
nesse bloco.

Os blocos 2 e 3 contaram com o CabriSyncro. Trata-se do software Cabri com a
insercdo de um gravador que pode ser cronometrado de acordo com o interesse do
pesquisador. No nosso caso, cronometramos a gravagdo a cada 2 minutos. Este programa
contribuiu para mostrar os procedimentos utilizados pelos alunos na resolucdo dos
problemas.

Durante a experimentagdo, tivemos alguns problemas com dois
microcomputadores acarretando a perda de alguns arquivos e, em algumas sessdes, O
CabriSyncro rodou com dificuldade nos computadores, devendo o programa Windows ser
reiniciado.

Os alunos receberam questiondrios com perguntas sobre as atividades que foram
respondidas no préprio Cabri.

Foram gastas dezesseis horas para executar as atividades dos blocos 1 e 2 e oito

horas para o bloco 3, bem além do previsto que eram de 5h30’ para cada bloco.

4.2.1 A coleta de dados

As andlises que serdo feitas a seguir se apoiardo nos seguintes dados coletados:

1) Questiondrio respondido pelos 7 alunos apds cada atividade realizada nas
etapas 2 e 3.

2) Questiondrio respondido pelos observadores apds cada atividade realizada nas
etapas 2 e 3.

3) As telas gravadas pelo CabriSyncro nas etapas 2 e 3.

4) A gravagao de 2 grupos durante as etapas 2 e 3.

5) Entrevistas com os alunos pelos observadores e a pesquisadora apds a
realizacdo de cada atividade.

Durante a experimentacdo, fotografamos também algumas acdes dos alunos sobre

os objetos.



90
4.2.2 Publico alvo

O projeto de pesquisa foi apresentado para aprovacdo ao Vice-Diretor e ao
Coordenador Pedagégico da Escola Estadual Rui Bloem, da cidade de Sao Paulo, que
oferece somente o Ensino Médio. Além das Tecnologias serem um atrativo, oferecemos
certificados aos alunos, ja que a escola adotou o projeto de pesquisa como um curso de
Geometria Espacial num ambiente Informatico.

O projeto foi apresentado aos alunos do 3° do Ensino Médio, em forma de curso
de Geometria Espacial no Cabri-Géometre (ver anexo 13, p. 177). Nao houve pré-selecao
dos alunos para participar desse curso.

Inicialmente foram convidados 14 alunos do 3° do Ensino Médio através de um
folder de divulgacdo do curso. No inicio das aulas, compareceram 11 alunos e ao longo do
curso, somente 7 alunos tiveram freqii€ncia regular.

Antes de iniciar as atividades, apresentamos aos alunos nosso projeto de pesquisa,
comentamos de como seriam desenvolvidas as atividades e qual seria a relacdo professor e
aluno.

Ficou claro para os alunos que a pesquisa ndo seria baseada numa explanacio de
um contetdo novo, mas da acao deles sobre as atividades propostas pela pesquisadora.

A etapa 1, que ndo serd analisada neste trabalho, foi util, pois nos possibilitou
perceber que os alunos tinham pouco conhecimento da Geometria plana necessdria para a
realiza¢do das atividades dos blocos 1, 2 e 3. Aproveitamos as 11h do curso Cabri para
explorar alguns topicos da Geometria Plana.

Tivemos, também, uma conversa rdpida com os professores destes alunos, com os
quais obtivemos informacdes sobre o contato dos mesmos com a Geometria no 2° ano do

Ensino Médio.

4.3 Analise das observacdes do bloco 1 — ambiente externo

Nesta fase da pesquisa, descreveremos como os alunos executaram as atividades
e, em seguida, procuraremos interpretar a producao dos alunos através dos dados coletados
durante a experimentacao.

A execugdo das atividades do grupo 1 foi acompanhada pela pesquisadora, como

observadora e professora. O grupo 2 pelo observador 1 e o grupo 3 pelo observador 2,
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sendo que esta situagdo ndo foi conservada ja que ndao podiamos contar com oS
observadores em todas as sessoes de atividades, principalmente nos blocos 2 e 3.

Esse bloco foi dividido em duas seqiiéncias: seqiiéncia I — objetos colocados na
face paralela ao plano de projecdo e seqiiéncia II — objetos colocados na face ndo paralela
ao plano de projec¢ao, na presenga da luz solar.

Fizemos a andlise das respostas dos alunos comparando as respostas das duas

seqliéncias para as mesmas atividades.

Analise da atividade A: Conservaciao do ponto médio

A primeira atividade foi proposta da seguinte forma:

Considere dois pontos A e B (use bolinhas de massa de modelar coloridas para
determinar os pontos, uma cor para cada ponto) sobre uma face paralela ao plano de
projecdo.

Ache o ponto médio M do segmento AB (use régua e caneta para tragcar o
segmento)

Ache o ponto médio M’ do segmento A’B’ onde A’ e B’ sdo as sombras
correspondentes dos pontos A e B.

Os alunos deveriam observar e conjecturar sobre as sombras A’ e B’ dos pontos
A e B e asombra M’ do ponto M.

Essa mesma atividade foi repetida sobre uma face ndo paralela ao plano de
projecao.

A finalidade dessa atividade foi investigar se os alunos seriam capazes de
perceber, através da observagdo, a conservacdo do ponto médio M em perspectiva
cavaleira.

Resumimos abaixo os resultados encontrados pelos alunos nessa atividade.

Atividade A — Conservaciio do Ponto Medio
Perceberam a conservacio Plano paralelo Plano néo paralelo
do ponte media? ao plane de projecio | ao plane de projecio
sitn Sitn néo | sim Sifn HMao
clajuda of ajuda
i3] i X
(32 ¥ H
(33 3 3
Tab. 2

Como nds previamos, a tabela mostra que a conservagao do ponto médio é mais
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facil de ser compreendida quando o plano € paralelo ao plano de proje¢do. Quando o plano
ndo € paralelo os alunos necessitaram de uma ajuda para obter o resultado esperado.

Os alunos escolheram um sélido e o colocaram sobre a mesa telada (cujo tampo é
paralelo ao chdo) sobre a laje do corredor da escola. Em seguida, colocaram os pontos
sobre uma das arestas do sélido e ndo no interior da face.

Os trés grupos tiveram dificuldade em perceber qual seria a face ndo paralela ao
plano de projecdo para o prisma de base hexagonal e triangular e tiveram a mesma
estratégia: fixaram os pontos (massinhas de modelar) nas arestas dos sé6lidos, evitando uso

de canetoes.

Fig. 110 Fig. 111

Conforme foi previsto na andlise a priori, os alunos usaram régua para medir a
distancia entre os pontos, tanto na sombra como no sélido. Fizeram conjecturas a respeito
da posicdo do ponto M’ entre os pontos A’ e B’ e validaram suas hipéteses através de
medi¢des, mas sem relacionar os segmentos A’M’ e M’'B’.

Como dissemos anteriormente os alunos receberam questiondrios sobre cada
atividade.

Abaixo transcrevemos as respostas dadas pelos grupos de alunos.

Quando os pontos foram colocados na face do cubo paralelo ao chio, o grupo 1
concluiu “que suas medidas deram o mesmo resultado” e quando os pontos foram
colocados na face ndo paralela ao chio os alunos disseram: “os pontos ndo se modificam,
mas os segmentos em que sdo tracados eles aumentam”.

Percebemos, nessa atividade, que os alunos responderam a pergunta dando uma
resposta diferente da prevista. Eles responderam que as medidas dio o mesmo resultado.

Isto pode significar que AM = MB ou mesmo que A’M’ = M’B’.
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Os alunos aproveitaram a aresta do cubo para colocar os pontos € ndo no interior
da face. A resposta dos alunos levou em conta que a perspectiva cavaleira de um segmento
pode ser um segmento muito maior que o inicial. De qualquer modo, disseram que os
pontos ndo se modificam. Podemos interpretar essa afirmacdo como sendo o ponto médio
que se preserva tanto no segmento quanto na sua sombra. Também percebemos que os
alunos melhoraram a resposta quando os pontos foram colocados na face nao paralela ao
plano de projecao.

Na face do prisma hexagonal paralela ao chdo “o ponto M do segmento que no
caso é encontrado no meio da reta, ele tem o mesmo valor que o ponto M’ da sombra” e
na face nao paralela “O ponto médio em si ndo se modifica, jd o segmento, cujo ponto estd
marcado fica maior na sombra”.

Para este s6lido, o ponto médio continua tendo um “mesmo valor”, mas a resposta
dada pelos alunos na face nao paralela € mais esclarecedora. J4 diferenciam o ponto médio,
que “nao modifica” do segmento, cujas medidas se alteram (fica maior na sombra).

Na face ndo paralela ao plano de projecdo, observamos uma dificuldade inicial
dos alunos em relacdo ao enunciado, ja que o ambiente onde ele foi realizado era diferente
do ambiente papel e lapis (Chaachoua, 1998). Tiveram problemas na execugdo da atividade
para colocar os pontos em uma face ndo paralela ao plano de projecdo. Fizemos uma
intervengdo nos grupo 1 e 2, o grupo 3 ficou por conta de outra observadora que nao
interferiu na seqiiéncia. Foi feita uma releitura do enunciado para que os alunos
verificassem se os pontos foram colocados na face pedida pela atividade. Os grupos 2 e 3
consideraram a diferenca por décimos entre os segmentos do sélido e os da sombra para
concluirem que na face ndo paralela ao plano de projecdo, as medidas ndo se conservam.
Mesmo com a interven¢do no grupo 3, algumas atividades da seqiiéncia II foram feitas na
face paralela e nao na face ndo paralela ao plano de projecao como foi pedido.

Percebemos nesta atividade inicial que os alunos registram suas conclusdes na
lingua natural e apresentam dificuldades para expressar o que foi observado.

Os alunos interpretaram o enunciado, trouxeram para o espago o Ponto Médio
(representado pela massinha de modelar) e verificaram a sua conservagdo no plano, na
projecdo das sombras dos objetos do espaco. A materializacdo desse objeto para a
geometria concreta — nivel GO (Parzysz, 2001) constitui um processo dindmico. Os alunos
tiveram que manipular os sé6lidos, representar os objetos geométricos por varetas € massas

de modelar, observar, comparar suas sombras e os objetos concretos (Boero, 1996) para
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verificar uma das propriedades da perspectiva cavaleira que € a conservagdo do ponto
médio, tanto na face paralela, como na face nao paralela.

Podemos concluir que apesar dessas dificuldades, os alunos perceberam que, tanto
no plano paralelo ao plano de projecdo, como no plano ndo paralelo, o ponto médio se

“conserva”. Perceberam também que no plano ndo paralelo ao plano de projecdo, as

medidas dos segmentos nao se conservam.

Analise da atividade B: Conservacao das medidas e da razao entre dois segmentos

A atividade B foi proposta da seguinte forma:

Construa um segmento AB (use régua, caneta e as bolinhas de massa de modelar
para os pontos, uma para cada ponto) sobre a face paralela ao plano de projecao.

Considere um ponto C pertencente ao segmento AB e que ndo seja ponto médio
(use massa de modelar para determinar o ponto C também).

Relacione os segmentos AC, CB, A’C’ e C’B’ onde A’,B’,C’ sdo as sombras
respectivamente dos pontos A,B e C. O que vocé conclui em relacdo as medidas destes
segmentos? Que relacoes vocé pode obter entre estes segmentos? Justifique.

A finalidade dessa atividade foi de levar os alunos a perceberem que AC = A’C’ e

CB = C’B’, e que portanto a razdo entre os segmentos AC e CB no sélido se mantinha na

projecao.

Resumimos na tabela 3, os resultados desta atividade para a face paralela:

Atividade B — Conservacio darazfio e da medida dos segmentos
3l | G2 | G3
Perceberam a conservacio N || N

da razfo entre segmentos
Perceberam a conservacfio das R R

Medidas dos segmentos
Perceberam wisualmente B I I
Perceberam atraves de comparagio de medidas | 3 el

= =sim =/C = sim com ajuda I =nio
Tab. 3

Na tabela 4, temos os resultados desta atividade na face ndo paralela:
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Atividade B — Conservacfio somente da razfio entre segmentos
Gl | G2 | G3
Perceberam a conservaciio I ] I
darazio entre segmentos
Perceberam a nfio conservacio das s ot =
medidas dos segmentos
Perceberam visualmente Iy Iy I
Perceberam a néo condervagio o ot =
atrawvés de comparacio de medidas
= = 3im =/ = sim com ajuda M =nio
Tab. 4

Pelos resultados nas tabelas 3 e 4 os alunos perceberam a conservagdo das
medidas dos segmentos somente no plano paralelo. Como colocamos na andlise a priori,
ndo perceberam a razao entre os segmentos nas duas situagdes, tanto plano paralelo como
no ndo paralelo provavelmente porque a razao e o teorema de Tales ndo sdo conteudos
muito trabalhados no Ensino Médio.

Os alunos fizeram uso da régua para comparar distancias entre os pontos, tanto no
s6lido como na sombra, como foi previsto na andlise a priori. Aproveitaram os vértices
para colocar as massinhas de modelar para representar os pontos.

Na seqiiéncia I, os trés grupos fizeram do mesmo modo que o ponto médio, mas
colocando um ponto C entre os pontos A e B na aresta paralela ao plano de projecao.

Abaixo transcrevemos algumas respostas dos grupos:

O grupo 1 respondeu as questdes acima da seguinte forma: para o cubo quando os
objetos foram colocados na face paralela ao plano de projecdo: “Suas medidas sdo iguais.
Relagoes de semelhanca” e na face ndo paralela ao plano de projecdo responderam que
“As medidas dos segmentos se modificam. Elas na sombra ficam maiores”.

Do mesmo modo que na atividade anterior os alunos tém dificuldade de expressar
suas idéias ao colocarem o ponto C como se fosse um segmento quando o objeto é

colocado na face paralela ao plano de projecao.
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Fig. 112 Fig. 113

Supomos também que, nessa atividade, os alunos perceberam alguma relacio
entre os segmentos, mas ndo souberam explicar a expressdo “relacdes de semelhanca”.
Quando os objetos sdo colocados na face ndo paralela ao plano de projecdo, os segmentos
passam a ter medidas e se modificam.

Para o prisma hexagonal onde os objetos foram colocados na face paralela ao
plano de projecdo responderam que “Formados os pontos A, B e C no sélido, que estes
sendo refletidos no chdo, formam A’, B’ e C’. Nés comparamos as medidas e estas dando
os mesmos valores” e na face ndo paralela ao plano de projecdo “sélido possui tais
medidas, jd a na sombra estas medidas se modificam”.

Nessa atividade, os alunos usaram a palavra ‘refletidos’ referindo-se a sombra dos
objetos. Também ndo ficou muito claro a que os alunos estavam se referindo quando
escreveram que ‘“comparamos as duas medidas”, supomos que estejam se referindo aos
segmentos AC, A’C’ , CB e C’B’. Os alunos compararam os segmentos através de suas
dimensdes e ndo por razdes entre segmentos.

Para o prisma de base triangular onde os objetos foram colocados na face paralela
ao plano de projecdo, o grupo 2 respondeu que “Tanto no solido como na projecdo as
medidas sdo exatas AB= 20 cm AC= 5,5 e CB = 4 cm” e para a face ndo paralela ao plano
de projecdo “AC= 14 CB= 5,5, sua projecdo A’C’, C’B’ respectivamente tém medidas
diferentes sendo a sombra um pouco maior em relacdo as medidas do soélido.Percebemos
aqui que os pontos (massa de modelar) foram colocados sobre uma face paralela ao plano

de projecdo, porém ndo como foi pedido na seqii€ncia II, na face ndo paralela ao plano de
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projecdo. As alunas validaram a resposta considerando a diferenca de 0,5 cm em relagdo a
resposta dada para a face paralela ao plano de projecdo. A diferenca encontrada sé seria
possivel com uma insolagdo por volta do meio-dia e ndo as 15h da tarde aproximadamente,
horério em que as experi€ncias foram executadas. Nessa hora, a sombra € bem maior que o
objeto. Nao houve interferéncia da pesquisadora ou dos observadores.

Percebemos nessa atividade alguma conjectura por parte dos alunos, usando as

maos para explicar porque a sombra dos objetos tem suas dimensdes aumentadas:

J - A sombra do sélido tem a ver também com a posicdo do sol?

C - Tem logico que tem se o sol estiver aqui em cima (gesto com as mdos para
cima da cabega) a sombra vai ficar certinha. A medida que fica de lado vai puxando...

J - Dependendo da posi¢cdo onde o sol se encontra, vai aumentar ou diminuir a
sombra?

P - O que vocé acha?

C — Acho que sim.

J - A medida que o sol desce a sombra fica mais comprida (gesto com as mdos e
bracos, direcdo dos raios solares). Estica.

Boero (1996) comenta a importancia dos gestos para comunicar o pensamento do
aluno, fazem parte das conjecturas e hipdteses iniciais como colocamos no capitulo I desta
dissertacao.

Apesar da materializacdo dos objetos (Parzysz, 2001), da manipulacdo dos objetos
(Boero, 1996), ficou evidente nesta atividade que sdo necessarios problemas que envolvam
razdes e o teorema de Tales dado a precariedade do conhecimento dos alunos sobre esses
assuntos mesmo revisto na etapa 1 desta pesquisa.

Eles ndo perceberam as razdes entre os segmentos limitando-se apenas a distancia
entre os pontos, ndo os relacionando. Essa dificuldade pode ser detectada pelo fato dos
alunos estarem habituados a “ver no plano” e ndo no espago. A professora tentou levar o
aluno a perceber estas relagdes, mas seria necessaria uma intervengdo mais aprofundada
com a retomada dessas relagcdes e que ndo era esse 0 nosso objetivo. Era esperado que elas

conhecessem essas relagoes.

Nessa atividade os alunos colocam que existe uma relagao de igualdade, mas ndo
através da razdo entre segmentos. Constataram apenas que os segmentos na face ndo

paralela ao plano de proje¢do aumentam.
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Os alunos nao perceberam a razao entre os segmentos AC e CB e entre A’C’ e
C’B’ ou qualquer relacdo com o teorema de Tales. Justificam as respostas usando alguns
simbolos matemadticos.

Acreditamos que esse resultado ocorreu porque os alunos estudaram razdo entre
segmentos e o teorema de Tales no plano, na folha de papel e transportar estas
propriedades para a geometria concreta, pareceu dificil para eles. Estes ndo perceberam
que ha uma razdo entre os segmentos € esta razdo se preserva, tanto na face paralela ao

plano de projecdo, como na face ndo paralela ao plano de projecao.

Anadlise da atividade C: Conservacao do baricentro de um triangulo

A atividade foi proposta da seguinte maneira:

Construa um tridngulo ABC (marcar os vértices com massa de modelar, cada
ponto com uma cor diferente, e usar régua para marcar os lados do tridngulo) contido na
face paralela ao plano de projecao.

Encontre o baricentro do triangulo ABC.

Encontre o baricentro do triangulo A’B’C’ sombra correspondente ao triangulo
ABC

Compare o baricentro do triangulo ABC e o baricentro de sua sombra A’B’C’. O
que vocé conclui? Justifique.

A finalidade desta atividade foi de que os alunos percebessem que o baricentro
mantém suas propriedades na sombra do tridngulo ABC.

Na tabela abaixo, resumimos os resultados encontrados:

Atiwidade C — Conservagio do baricentro
Plano paralelo Plano néo paralelo
Perceberam a conservacio | ao plane de projecio | ao plano de projecio
do baricentro Sim | Sim | IMEo | Sim Sim | Mo
clajuda clajuda

(31 # 3

32 X i

(33 X i

Tab. 5

A previsio feita na andlise a priori de que esta atividade seria resolvida sem grandes
dificuldades foi comprovada pelos resultados da tabela acima. De fato, apds perceberem

que o ponto médio se conserva nao € dificil de se convencer que o baricentro se conserva.
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Os alunos usaram régua para marcar os pontos médios dos lados do tridngulo ABC,
tanto no sélido como na sombra e compararam as distdncias entre o vértice € o ponto

médio da aresta, tanto no sélido, como na sombra.

Todos os grupos usaram como base do tridngulo ABC, uma das arestas paralelas
ao plano de projecdo e o ponto médio da aresta paralela a essa para criar o ponto C. O
triangulo ABC era perpendicular ao plano de projecao.

Os alunos construiram o baricentro a partir dos pontos médios dos lados do
triangulo ABC e suas respectivas medianas. Mediram a distincia entre um dos vértices e
um dos pontos médios de cada lado do triangulo ABC, tanto no sélido como na sombra
para verificar se o baricentro se conservava. Apenas o grupo 2 resolveu construir todas as
medianas e medir todas as distancias entre os vértices do tridngulo e o baricentro, e do
baricentro até os pontos médios das arestas, tanto no s6lido como na sombra.

O grupo 1 executou a atividade usando canetdes para fazer os lados do tridngulo
nos prismas com excecao do prisma triangular.

Os grupos 2 e 3 usaram as varetas de madeira e uma das arestas do sélido para
fazer o triangulo na face paralela ao plano de projecdo para melhorar a visibilidade dos

lados do tridangulo na sombra.

Fig. 114

Para o prisma de base hexagonal, na face paralela, o grupo 1 respondeu: “O
baricentro do tridngulo ABC tem a sua sombra com as mesmas medidas, sendo estas
A’B’C” e na face ndo paralela “O ponto do baricentro ndo se modifica, mas os segmentos
que sdo utilizados pra encontrar o baricentro ficam maiores”.

Os grupos 1 e 2 tiveram resultados idénticos.

Percebemos um avanco nas respostas dos alunos em relagdo as atividades

anteriores, apesar de ainda na seqiiéncia I, os alunos confundirem o ponto com segmento,



100

que na seqiiéncia II ja ndo o fazem. Nao fizeram registro das medidas que encontraram na

face paralela, mas na face ndo paralela fizeram uso da percepcao para responder a questao.

Para o grupo 3 na face paralela do prisma de base quadrangular, responderam que
“As medidas das medianas do solido deram iguais as medidas das medianas da sombra,
portanto nos concluimos que o baricentro tenha as mesmas medidas” e na face nao
paralela “O baricentro do solido se alterou na sombra. PM do solido=10,5, PM da
sombra= 18,5= lados do triangulo”.

Esta é a primeira atividade deste grupo onde existem diferengas significativas
entre as medidas encontradas em relagdo ao sélido e a sombra, mesmo assim ndo souberam
expressar corretamente o que queriam dizer. Supomos que PM quer dizer ponto médio, ou
seja, um segmento AM do tridngulo ABC no sélido de 10,5cm e A’M’ de 18,5cm na
sombra.

O grupo 3 justifica a conservagdo do baricentro através do comprimento das
medianas na seqiiéncia I, no plano paralelo, e na seqii€éncia II justificou a ndo conservacdo
do baricentro medindo as distancias entre um vértice do tridngulo e o ponto médio da
aresta correspondente.

Os alunos ndo tiveram dificuldade no enunciado desta atividade, porque revisamos
a construcdo do baricentro antes do inicio da seqiiéncia das atividades deste bloco no
Cabri-Géometre, no plano da tela do computador, mesmo assim retomamos rapidamente a
constru¢do do baricentro no ambiente externo.

Percebemos que, na medida em que as atividades foram sendo executadas, os
alunos construiram melhor suas conclusdes e para esta atividade o ambiente experimental,
a exploracdo dinamica (Boero, 1996) permitiu aos alunos a producdo de algumas
conjecturas em relacio as sombras dos objetos tridimensionais. Algumas das respostas dos
alunos foram dadas perceptivamente (p6élo do visto) como era esperado para uma

geometria concreta (Parzysz, 2001).

Analise da atividade D: Conservacao do paralelismo

Propusemos a atividade da seguinte forma:
Coloque dois palitos de churrasco paralelos entre si e mantendo o paralelismo
entre eles, coloque-os em posicoes diferentes sobre uma face paralela ao plano de

projecdo. Para cada posigcdo observe e compare os segmentos correspondentes as sombras
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dos palitos.
Para cada posicdo verifique se os segmentos correspondentes as sombras dos
palitos sdo paralelos. De que forma vocé fez esta verificacdo? Justifique.
O objetivo desta atividade foi de que os alunos percebessem que o paralelismo é
conservado mesmo se mudarmos as posi¢cdes dos palitos na sombra correspondente, tanto
na face paralela, quanto na ndo paralela ao plano de projecao.

Na tabela abaixo, resumimos os resultados desta atividade:

Atividade D — Conservagio do paralelisme
FPerceberam a conservacio Plano paralelo Plano nfo paralelo
do paralelismo ao plane de projecdo | ao plane de projecio
=itn Sim | Mao | Sim simo | Mao
clajuda ciajuda
1 X H
32 X H
(33 X 3
Tab.6

Analisando os resultados da tabela, os alunos ndo tiveram dificuldades de
perceber o paralelismo entre os segmentos nas duas situacdes, tanto na face paralela como

na nao paralela.

Os alunos usaram varetas de madeira e fita adesiva para fixar na face do sélido;
um dos grupos usou duas varetas para cada segmento representado por causa da pouca

visibilidade na sombra (fig. 115,116).

Fig. 115 Fig. 116

Para o cubo, na face paralela o grupo 1 respondeu para o prisma de base
quadrangular que “nas vdrias posicoes que foram colocadas os palitos, suas medidas ndo

mudaram, assim concluimos que sdo paralelos” e na face nao paralela responderam



102

“quando é paralela a sombra do sélido fica com a mesma medida, mas quando é ndo

paralela a sombra ficam com a medida maior”.

Fig. 117

Os alunos experimentaram posi¢Oes diferentes para os segmentos paralelos e
perceberam somente que na face paralela as medidas se conservam, mas ndo concluiram se
o paralelismo permanece na face ndo paralela ao plano de projecdo.

Para o grupo 2, no prisma de base quadrangular, na face paralela, responderam
que “colocamos os palitos em vdrios sentidos e verificamos que sua sombra projetada é a
mesma do solido” e na face ndo paralela “sdo paralelos sendo que a sombra dos palitos
tem segmentos maiores”.

Entendemos que os “varios sentidos” a que os alunos se referem deva ser varias
posicdes dos palitos paralelos e na face ndo paralela perceberam que o paralelismo
permanece, mas as medidas dos segmentos nao.

O grupo 3 respondeu para o prisma de base triangular, face paralela “Colocamos
os palitos paralelos em vdrias posicoes e verificamos somente 3 posicbes se manteve 0O
paralelismo no plano de projecdo” e na face ndo paralela respondem “Fixamos os palitos
na face ndo paralela e verificamos que a sombra dos palitos se alteravam mas mantinha o
paralelismo”.

Para esse grupo, somente trés posicdes mantinham o paralelismo dos palitos, é
bem provével que a fixacdo dos mesmos de forma que estivessem paralelos ndo tenha
ocorrido nas outras posi¢cdes levando-os a essa conclusdo. Ja na face ndo paralela, fixaram
os palitos e para este sélido responderam que o paralelismo se mantém, e “a sombra dos
palitos alteravam”, ou seja, as medidas das sombras dos palitos se alteraram.

Durante a atividade colhemos algumas conclusdes dos alunos:

T - Ndo mudou, na paralela ndo muda nada, mesma coisa que aconteceu nas

outras.
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C - Aumenta na sombra, na projecdo.

D - A sombra deu duas vezes maiores que a aresta do solido tanto é que ndo deu
para medir.

O aluno D desistiu do curso no inicio do bloco 3.

Aqui percebemos a dificuldade dos alunos de resolver esta atividade quando os
objetos estdo colocados na face ndo paralela ao plano de projecdo, percebem que na face
ndo paralela a sombra aumenta na projecao.

Nesta atividade, ja ha poucas conjecturas dos alunos em relagdo aos resultados
possiveis que podem obter durante a atividade. Percebemos que durante a execugdo dos
trabalhos, os alunos ja pressupdem os resultados a partir das atividades anteriores, antes
mesmo da manipulagdo e materializacdo dos objetos. O ambiente experimental (Boero,

1996, Parzysz, 2001) parece favorecer esse tipo de conclusao.

Anadlise da atividade E: Conservacao das medidas dos angulos

Propusemos a atividade da seguinte maneira

Cruze dois palitos de churrasco e mantendo o cruzamento entre eles, coloque-os
em posicoes diferentes sobre a face paralela ao plano de projecdo. Para cada posigcdo:

Observe e compare os palitos e suas sombras correspondentes.

Compare o dngulo formado entre os dois palitos e o dngulo formado pela sombra
dos dois palitos. O que vocé conclui? Justifique.

O objetivo desta atividade foi que os alunos percebessem que o cruzamento e o
angulo entre as varetas se conservam na sombra somente na face paralela ao plano de
projecdo, mesmo mudando de posi¢do, mas sem a conservacdo dos angulos na face ndo
paralela ao plano de projecao.

Abaixo resumimos os resultados desta atividade:

Atividade E — Angulo entre segmentos
Perceberam a Plano paralelo Plano nio paralelo
nfo conservacio ao plano de projecio | ao plane de projecio
dos Gngulos na face nfo paralela | Sim S & | Sim i NED
clajuda clajuda
31 3 H
G2 i i
33 b H

Tab. 7
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Percebemos na tabela, que os alunos ndo tiveram dificuldade de verificar que os
angulos se conservam na face paralela, mas necessitaram de ajuda para obter o resultado
esperado no plano ndo paralelo ao plano de projecdo, conforme foi previsto na andlise a
priori.

Uma dificuldade encontrada foi na colocacdo dos palitos cruzados, mantendo-os
unidos durante a mudanca de posi¢des. Oferecemos fita adesiva para unir os palitos e fix4-
los na face.

Os alunos tiveram dificuldade no uso do transferidor para conferir o angulo entre
os dois palitos, foi necessdrio interferir, mesmo assim houve distor¢des. Provavelmente
porque houve penumbra, as sombras aparentam mais largas no hordrio da tarde
dificultando a precisao da medicao.

O grupo 1 tentou medir os angulos das varetas, na face ndo paralela ao plano de
projecdo, na posicdo em que se encontrava ficava dificil a leitura do transferidor,
sugerimos aos alunos que medissem os dngulos entre as varetas antes de posiciond-las de

forma que a face onde estdo fixados ficasse ndo paralela, ao plano de projecao.

Fig. 118

Para o cubo na face paralela o grupo 1 respondeu “Conclui que os dois dngulos
possuem a mesma medida” e na face ndo paralela “os valores dos angulos modificam.”

Para o prisma de base hexagonal, na face paralela “os dngulos sdo exatamente da
mesma medida” e na face ndo paralela “os dngulos na sombra ficaram maiores. Dois
palitos se cruzando em forma perpendicular, no solido, o palito paralelo ao chdo tem 5 cm
tendo a mesma medida na sua sombra. E o palito ndo paralelo ao chdo tem 5 cm no
solido e na sombra, 13,0 cm”.

Percebemos aqui que o grupo 1 cruzou os palitos perpendicularmente (um caso

particular dos segmentos concorrentes). Interessante notar que os alunos perceberam que o
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palito paralelo ao plano de projecio manteve suas medidas, mas o palito ndo paralelo
modificou suas dimensdes.

Para o grupo 2 no cubo, na face paralela, responderam “eu conclui que o dangulo
do triangulo e da sombra tem a mesma medida e o angulo em ambos é 90°”.

Os alunos consideraram o cruzamento das varetas na forma triangular para
responder essa questao.

O grupo 3 respondeu para a face paralela do prisma de base quadrangular desta
forma: “Testamos trés posicoes. Na P1 no solido o dangulo de 95° e na sombra 85°. No P2
no solido o dngulo deu 125° e na sombra deu 130°. Na 3“ posicdo no solido o angulo deu
175° e na sombra 173°, ou seja, houve alteracdo nos dangulos”. “Na Pl os dngulos
aumentaram 10°. Na P2, os angulos diminuiram 5°. Na P3 os dngulos diminuiram apenas
2°7,

Nas comparagdes feitas pelas alunas, percebemos a dificuldade de manusear o
transferidor, pois consideraram diferencas muito pequenas entre as medidas dos angulos,
tanto no sélido como na sombra.

Para o cubo, na face ndo paralela responderam que “o sélido formou um angulo
de 150° e na sombra um angulo de 135°”.

Ja para este solido a resposta estd de acordo com o objetivo desta atividade.

Gravamos ainda algumas conjecturas dos alunos durante esta atividade:

J — Sabe o que eu percebi que os negdcios, tudo que a gente fez o comprimento, a
largura o tamanho muda, mas os dngulos ndo.

Medimos os angulos da sombra e do solido.

J - A figura, por causa da sombra fica meio torta.

E como nossa sombra

P - Serd que é por isso?

C - A projecdo que o sol proporciona nos palitos na sombra.

J - Como se fosse nossa sombra vai ficar meio que inclinada.

Os alunos, a essa altura, j4 tiram algumas conclusdes em relagdo aos resultados
obtidos nos diversos s6lidos como podemos ver abaixo:

D — O mesmo dngulo. E tudo igual!

- O mesmo dngulo que estd no prisma estd na sombra também, mesmo o dngulo,

as paralelas, os palitos tém o mesmo tamanho, tudo a mesma coisa.
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T - Na sombra e no solido e as medidas também. O baricentro do prisma
hexagonal e do baricentro do prisma hexagonal no papel, mesma coisa, semelhantes aos
dois solidos anteriores.

Percebemos, nesta atividade, que os alunos ja relacionam a posi¢do dos raios
solares com os resultados das sombras. A exploracio dindmica dos palitos e a
materializacdo dos segmentos ajudam os alunos a chegarem a alguma conclusdo, como o
grupo 3 que registrou algumas posi¢des das varetas mesmo com o uso inadequado do
transferidor.

Algumas conjecturas interessantes dos alunos utilizando as maos e o corpo para
explicar o que estava acontecendo com a sombra:

T - Minha cabeca e meus pés sdo paralelos, s6 meu corpo ndo, entdo so ele
aumenta... (gestos)

Ela estd explicando, tentando entender a sombra formada pelo prisma
quadrangular.

J - Mas por que isso acontece?Porque quando é paralelo dd tudo certinho e
quando ndo é dd tudo diferente.

T - Quando o solido se movimenta... a sombra..., parece que os segmentos da
sombra aumentam.

C - Nao ¢ por causa de onde bate o sol, onde bate a sombra.

Percebemos aqui que os alunos jd relacionam a face paralela a conservacao de
medidas, paralelismo, perpendicularismo, etc.,

Boero (1996) comenta que os gestos € as movimentagdes sdo importantes na
formacdo das conjecturas iniciais.

Percebemos que para esta ultima atividade, somente o grupo 1 resolveu a
atividade conforme haviamos previsto na andlise a priori. Os grupos 2 e 3 nio perceberam
a nio conservagdao do angulo porque executaram a atividade diferente da que foi pedida,
devem ter colocado os objetos sobre a face paralela ao plano de projec¢do e nao na face nao
paralela, e por isso os resultados foram idénticos. Os palitos perpendiculares colocados na
face ndo paralela ao plano de proje¢do produzem uma sombra de palitos cruzados, mas nao
perpendiculares.

Durante as atividades, percebemos que quanto mais 0s grupos questionam, mais
levantam hipdteses para possiveis resultados (Boero, 1996), os alunos tendem a dar
respostas mais adequadas dentro de nossa proposta de trabalho, fato que evidenciei mais no

grupo 1 que nos demais grupos, talvez por estar como observadora e professora. A
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geometria concreta (Parzysz, 2001) permite que o aluno perceba melhor os objetos,
experimentando a situagdo, mas € preciso interferir para que os alunos cheguem a
resultados mais préximos dos esperados e a presenca do professor € muito importante.

Abaixo transcrevo alguns registros dos observadores:

Observador 1

Os alunos tém certa dificuldade em saber em qual face paralela ao plano de
projecdo devem colocar os pontos... Resolvem o exercicio sem problemas, concluindo que
as medidas encontradas no solido sdo iguais as correspondentes na sombra do solido. A
partir do momento em que essa constata¢cdo passou a se repetir, eles ficaram mais
confiantes nela, passaram a ter mais certeza e passaram a prever que, no exercicio
seguinte, esse comportamento iria se repetir. Os alunos tém divida no significado dos
termos “colineares”, “perpendiculares”, e “paralelismo”. Tém desconhecimento no modo
de usar o transferidor para determinar o angulo. Mas, concluem, até por intuicdo, que os
angulos sdo iguais, tanto do solido como o refletido.

De acordo com o observador 1, nesse bloco os alunos fizeram algumas
conclusdes, prevendo resultados em relagdo a sombra do sélido, indicando algumas
conjecturas iniciais dos alunos.

Observador 2

“Tanto na seqiiéncia 1 quanto na 2 as alunas colocaram o ponto nas arestas.
Fizeram muitas hipoteses durante a experimentagcdo, como que poderia aumentar ou
diminuir na seqiiéncia 1. Jd na seqiiéncia 2 ficaram na duvida se as medidas estariam
iguais ou ndo. Lembro que elas usaram incorretamente o transferidor. ...tiveram um pouco
de dificuldade na compreensdo de colineares, retas perpendiculares que apareceram nas
duas seqiiéncias”

“Eles acharam mais fdcil esta atividade, devido a ser parecida com a segqiiéncia
anterior onde apenas as faces eram paralelas, e agora as faces sdo ndo-paralelas. Eles se
sentiram mais seguros, mas ainda persistiam as duvidas referentes as nocoes geométricas.
Eles concluiram que, nas faces paralelas, as medidas dos objetos se conservam, jd na ndo
paralela as medidas de sua reflexdo podem aumentar, ou diminuir dependendo da posigdo
do sol.”

Percebemos que, tanto o observador 1 como o 2, viram que os alunos tém
dificuldades no manuseio do transferidor, provavelmente porque esse instrumento é pouco
utilizado em Matematica no Ensino Médio, o seu uso € ensinado no Ensino Fundamental.

Pode ser que os alunos ndo tenham lembrado inicialmente como usar ou desconhecem seu
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uso. Essa falha é comum no ensino da Geometria que foi levantada no capitulo I desta
dissertacao.

Os observadores também perceberam que os alunos formam hipéteses,
conjecturas durante a experimentacdo. Era esperado esse tipo de comportamento porque
exploramos duas situacdes, face paralela e face nao paralela ao chao.

A pesquisadora, como observadora, também observou o uso das maos
representando a dire¢do dos raios solares, do corpo pelos alunos tentando explicar o que
acontecia com a sombra projetada no chio.

Como Boero (1996) comenta em sua pesquisa, essas conjecturas iniciais,
hipdteses, questdes com ou sem o uso do corpo para explicar uma situacdo, contribui para

uma aprendizagem mais significativa.

Conclusao das atividades do bloco 1

Podemos concluir que, a partir das andlises das atividades executadas pelos
alunos, é importante a presenca do professor para direcionar os trabalhos. Isto ficou
evidente nos grupos 2 e 3, quando produziram respostas erradas porque colocaram alguns
objetos na face paralela na seqiiéncia II e ndo na face ndo paralela como foi pedido. Os
dois grupos ficaram sob a orientacdo dos observadores que ndo intervieram nessa
seqliencia. Os alunos conseguiram verificar quase todas as propriedades da perspectiva
cavaleira, exce¢do apenas as razdes entre segmentos e o teorema de Tales, que foram
revistos na etapa 1, mas os alunos nio conseguiram fazer ligacdo alguma com a Geometria
Espacial. As razdes entre segmentos e o teorema de Tales sdo temas que fazem parte do
curriculo do 4° ciclo do Ensino Fundamental que muitas vezes é pouco trabalhado nas
escolas e pouco revisto no Ensino Médio. NOs ndo previamos nenhuma aula para esses
assuntos ja que acreditdvamos que ja tinham sido ensinados e revistos.

Nem todas as propriedades da perspectiva foram levantadas pelos alunos, pelas
razdes acima citadas, mas percebemos, no entanto que a execucdo de atividades em
ambiente externo, torna rica a troca de idéias, e permite uma interacdo entre os objetos e 0s
alunos, que tém liberdade de questionar, propor idéias.

Como Boero (1996) coloca, ¢ um ambiente rico para a aprendizagem, os alunos
tém a possibilidade de materializar e manipular os objetos geométricos (Parzysz, 2001), de
experienciar os problemas levantados e resolvé-los na presenga do professor, fundamental

para a articulagdo das atividades.
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Institucionalizacao da Perspectiva Cavaleira

Antes de apresentarmos a perspectiva cavaleira como um objeto matematico,
distribuimos para os grupos, trés pecas poligonais planas de acrilico (quadrado, hexdgono e
tridngulo equildtero) e que colocassem cada uma das pecas perpendiculares ao plano de
projecao.

Os trés grupos utilizaram uma parede vertical como plano de projecdo. Nessa
atividade era de se esperar que os alunos percebessem que em perspectiva cavaleira o
quadrado € um paralelogramo, a perspectiva de um triangulo equildtero podera ser um
triangulo escaleno e um de hexdgono regular num hexidgono nao regular.

Abaixo seguem as observagdes de cada grupo:

O grupo 1 concluiu que “as formas mudaram, o quadrado virou um
paralelepipedo. O hexdgono que sdo seis paralelas ficou apenas com duas e o tridngulo
equildtero mudou para triangulo isosceles.”

Notamos na resposta desse grupo que chegaram as conclusdes esperadas,
considerando que, em vez de paralelepipedo que € uma figura tridimensional, os alunos
queriam dizer paralelogramo, que o hexdgono deixou de ser regular e o triangulo equilatero
também. Os alunos fizeram suas conclusdes perceptivamente.

O grupo 2 respondeu “ao observar o quadrado, notamos que sua sombra formava
um losango com os lados ndo paralelos. O triangulo equildtero formava na sombra um
tridngulo escaleno com os lados ndo paralelos. O hexdgono formou na sombra um outro
hexdgono com os lados paralelos, mas com medidas diferentes do hexdgono real”.

As alunas observaram que a sombra do quadrado formou um losango que é
também um paralelogramo. Consideraram o hexdgono na sombra, um hexagono regular,
mas com medidas diferentes do hexdgono de acrilico.

O grupo 3 respondeu “Observamos e chegamos a vdrias conclusoes. Fizemos
passo a passo e percebemos os seguintes resultados: O quadrado se torna um losango. O
triangulo equildtero num tridngulo isosceles. O hexdgono ficou um hexdgono ndo regular
sem seus lados iguais. Jd o tridngulo e o hexdgono menor suas dimensées diminuiram”.

O grupo 3 também respondeu como o grupo 2, um losango no lugar do
paralelogramo e consideraram a sombra do hexagono regular em um ndo regular.

Os grupos 2 e 3 também resolveram essa atividade visualmente.

Antes de iniciarmos as atividades do bloco 2, pedimos para que os alunos

respondessem as seguintes questoes:
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1. Comparando os resultados de todas as atividades nos quatro sélidos, o que

voceés concluem em relacdo as atividades desenvolvidas com as varetas e as

projecdes do:

a) Ponto médio

b) Baricentro

¢) Medidas

d) Razao entre segmentos

e) Paralelismo

f) Perpendicularismo

2. Comparando os resultados das atividades das seqiiéncias I e II, o que vocés

podem concluir em relacdo as atividades e ao fato dos sélidos estarem com as

faces paralelas na primeira seqii€ncia e na segunda nao?

Seguem abaixo as respostas do grupo 1 com relacio a:

a) Ponto médio: ndo altera

b) Baricentro: o ponto do baricentro ndo muda

¢) Medidas: altera na projecdo

d) Razdo entre segmentos: Altera

e) Paralelismo: manteve a posicdo e altera o tamanho

f) Perpendicularismo: Aumenta os segmentos dependendo da posicdo do sol

Pedimos aos alunos para compararem os resultados das atividades das seqiiéncias
I e I em relagdo as atividades e ao fato dos sélidos estarem com as faces paralelas na
primeira seqiiéncia e na segunda nao.

Os alunos C, J e T responderam assim: Comparando o I e o Il percebemos que os
pontos se mantém, mas as medidas se modificaram e os angulos também modificaram.

Os alunos ndo fazem qualquer ligacdo com alguns tépicos da geometria plana para
a geometria espacial como o paralelismo entre dois segmentos relacionando-o com o
tampo da mesa e a sombra formada no chao. Cito como exemplo, o comentdrio feito pelos
alunos J e G sobre o tampo da mesa que, ndo sendo sobreposto a sua sombra, ndo poderiam
ser paralelos. Em momento algum, relacionaram os segmentos a razdes, ao teorema de
Tales, que € trabalhado na geometria plana e pouco explorado na geometria espacial. Nos
dois dltimos sélidos, os alunos colocaram que os resultados seriam iguais porque estao
colocando os so6lidos nas mesmas posi¢cdes com as mesmas questdes. Fizeram algumas
conjecturas principalmente com o uso das maos para mostrar a dire¢do dos raios solares,

paralelismos, concorrentes e perpendiculares. Fazem uso de registros simbdlicos, registros
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figurais e muitos erros de portugués. Os alunos t€m certa dificuldade de relacionar objetos
da geometria plana na geometria espacial, € comum confundirem o lado com aresta, vértice
no plano e vértice no espago.

O grupo 2 respondeu a primeira questao da seguinte forma:

“Comparamos os solidos com suas projecoes e verificamos que as respectivas
sombras dos quatro solidos regulares refletidas pelo sol, tém medidas exatamente iguais,
ou seja, as medidas e as distancias calculadas em ambos ndo mudam. O ponto médio
localizado e todos os itens pedidos estdo na mesma posi¢do, tanto nos sélidos como nas
projecoes”.

E a questdo 2 foi respondida assim:

“As medidas dos sélidos com as faces paralelas sempre deram medidas iguais, so
nas ndo paralelas, as medidas se alteraram (ndo batiam com as medidas do solido)”.

Percebemos que as alunas K. e N. observaram que hé invariantes quando o plano
¢ paralelo ao plano de projecdo, mas ndo citaram, por exemplo, que o ponto médio e o
baricentro também se conservam no plano ndo paralelo ao plano de projecdo, parece ndao
terem observado que os angulos, tanto quanto as medidas, ndo se conservam no plano ndo
paralelo. As alunas consideraram a sombra como uma reflexdo do objeto. Durante as
atividades deste bloco isso ficou evidente nas respostas dadas nas questdes sobre angulos, e
posi¢des entre retas.

O grupo 3 respondeu a primeira questao desta forma:

“No ponto médio dos solidos paralelos ndo havia alteracdo. Nas medidas e nos
solidos de face ndo paralelos as medidas se alteraram.”

“O baricentro na face paralela ndo se altera e na face ndo paralela as medidas
se alteram.”

“As medidas tiradas no sélido na face paralela ndo se alteraram jd na face ndo
paralela as medidas se alteraram”.

“Os segmentos nos solidos de face paralela nao se alteram, na face ndo paralela
as medidas se alteram.”

“Na face paralela os palitos mantinham o paralelismo, na face ndo paralela
também.”

“Perpendicularismo - nos solidos de face paralela a perpendicularidade dos
palitos foram mantidos, jd nas faces ndo paralelas a perpendicularidade se alterou do
solido para a sombra.”

A questao 2 foi respondida desta forma:
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“Comparando os resultados de todas as atividades das seqiiéncias I e Il podemos
observar que, na seqiiéncia I os resultados de todas as atividades ndo se alteram. Na
seqiiéncia Il os resultados de todas as atividades se alteraram.”

As alunas Ca e G perceberam as invariantes como o ponto médio, baricentro, o
paralelismo, o perpendicularismo na face paralela ao plano de projecdo, mas ndo
perceberam a colinearidade dos pontos.

Nao responderam em relacdo aos segmentos concorrentes e perpendiculares.
Perceberam que as medidas modificam na face ndo paralela ao plano de projecdo apesar de
suas conclusdes darem a impressdao que fizeram a atividade em desacordo com o que foi
pedido na face nao paralela. Muito dos sdlidos foram usados com os objetos sobre a face
paralela ao plano de projecdo e ndo no plano nao paralelo. Faltou interferéncia por parte do
observador e do pesquisador.

Em relacdo a questdo 2, parece-nos que as alunas ndo perceberam as invariantes
na seqiiéncia II, considerando que todas as atividades alteraram.

A partir destas respostas, institucionalizamos a perspectiva cavaleira, onde a
professora colocou o porqué do nome, da pesquisa, da existéncia das fugantes relacionadas

aos raios solares, do coeficiente de reducgao e das propriedades existentes.

4.4 Analise das observacoes do bloco 2 - ambiente Cabri

O bloco 2, que utiliza o software Cabri-Géometre, foi dividido em duas
seqiiéncias: a seqiiéncia III que corresponde as atividades da seqiiéncia I do bloco 1, onde
0os objetos estdo sobre a face paralela ao plano de projecdo e a seqiiéncia IV que
corresponde a seqiiéncia II do bloco 1, com os objetos sobre a face ndo paralela ao plano
de projecao.

A seqiiéncia III foi executada na face do cubo, paralela ao plano de projecdo (tela
do computador). Esse cubo foi construido no Cabri pelos alunos e salvo como arquivo
Cubo.

A seqiiéncia IV foi executada no arquivo Plano o, onde estdo construidos dois
planos a e 3 sendo o plano a mével de tal forma que inicialmente se apresenta paralelo ao
plano B e com o auxilio do eixo x (pontilhado) este plano torna-se nao paralelo ao plano 3
(plano de projecdo). O movimento criado para o plano o serviu para que os alunos

comparassem duas situacoes numa mesma atividade, observando o comportamento dos
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objetos matematicos nos dois planos. Os planos a e 3 foram criados pela pesquisadora por
exigir um conhecimento mais aprofundado do software Cabri e que ndo € o objeto da
seqiiéncia.

Nesta seqiiéncia de atividades, o aluno deverd criar as retas fugantes
arbitrariamente, pois que nesse caso nao temos a dire¢do dos raios solares.

A finalidade do bloco 2 foi de comprovar os resultados obtidos pelos alunos no
bloco 1 e se houve algum avango em termos de aprendizagem em relagdo as propriedades
da perspectiva cavaleira. Esperdvamos neste bloco, observar se o pélo do visto teve alguma
influéncia no pélo do sabido.

Antes de iniciarmos a andlise desta seqiiéncia de atividades, propusemos aos
alunos que construissem um cubo em perspectiva cavaleira, pois que toda a seqiiéncia III
se apoiard nessa construcao que foi proposta da seguinte maneira:

Construir um cubo ABCDEFGH a partir de um exemplo com as seguintes
informacdes: a direcdo da fugante s, o coeficiente de reducdo k = 0,5, a base ABGH
paralela ao plano horizontal e a aresta AB do cubo paralelo ao plano de projecdo (tela do

computador).

A B

Nesta fase, os alunos se reagruparam de forma que no grupo 1 ficaram C e J, o
grupo 2 formado pelas alunas T e N e o grupo 3 formado pelas alunas Ca, G e K.

O grupo 1 comecou esta atividade com dois segmentos, um deles obliquo, o outro
paralelo ao plano de projecdo (tela do computador). Foram usadas fugantes paralelas ao
segmento obliquo. Usaram paralelas para terminar o cubo, mas percebemos que, ao
movimentarmos o cubo, ndo usaram uma paralela para construir uma das arestas do cubo
(ver cubol®), havendo deformacio na figura. Criaram o ponto médio e usaram
circunferéncias para encontrar intersec¢des entre as fugantes e essas circunferéncias para

determinar as arestas ndo paralelas ao plano de projecao.

3 . . . ., ~ . . .
As figuras construidas no Cabri neste capitulo estdo identificadas pelo nome dos arquivos que os alunos
gravaram durante a execugdo das atividades.
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O grupo 2 fez o que era esperado e o que tinhamos instituido anteriormente.
Usaram o coeficiente de reducao, fugantes e paralelas na constru¢ao do cubo.

O grupo 3 criou o cubo que aparentemente estava corretamente construido, mas
ao longo das atividades percebemos que quando movimentado a partir do ponto B, o cubo
nido conserva suas propriedades, torna-se um paralelepipedo. As alunas provavelmente
deixaram de usar o ponto de intersec¢ao em algum dos vértices do cubo fazendo com que o

ponto ndo se fixasse e, portanto, perdendo suas propriedades.

Cubol

Os alunos arquivaram suas construcdes como arquivo CUBO.

Os alunos foram muito persistentes, refizeram muitas vezes a mesma atividade até
considerarem como bom o resultado. Algumas atividades foram refeitas varias vezes, com
longos periodos de discussao e siléncio por parte dos alunos no software Cabri.

Depois da constru¢do do cubo, foi proposta uma atividade que consistia em fixar
um ponto sobre um objeto tridimensional (no caso um prisma esquelético), pois todas as
atividades necessitam da construcdo da projecdo de um ponto situado num plano num
outro plano.

Distribuimos para cada grupo dois objetos tridimensionais, um cubo opaco e outro
cubo esquelético, carretel de linha, barbantes, réguas, massa de modelar.

Um dos componentes do grupo determinou um ponto sobre a face do cubo opaco
e sem que o outro aluno pudesse ver, deu a localiza¢do deste ponto para o colega que esta
com um cubo esquelético. O aluno localizou esse ponto no cubo enrolando o barbante no
cubo, de forma que os fios ficassem paralelos a uma das arestas, em duas dire¢des, o
cruzamento entre essas linhas representou o ponto P sobre a face paralela de um objeto
tridimensional e sua sombra P’.

Depois pedimos para que os alunos abrissem o arquivo CUBO no Cabri e
fixassem um ponto P na face frontal do cubo.

Os alunos usaram segmentos concorrentes para fixar o ponto P.
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Pedimos a seguir, que criassem a proje¢ao do ponto P na face posterior do cubo.
Depois de algumas tentativas, interferimos nos grupos para que pudessem fazer a projecao
corretamente como foi explicado na anélise a priori.

Durante a execucdo das atividades deste bloco, os alunos tiveram acesso aos
solidos e objetos que foram manipulados no bloco 1 na sala de informatica, caso tivessem
alguma divida em relagdo as atividades que foram propostas.

A seqiiéncia III inicia-se com as mesmas atividades executadas no bloco 1.

)

Analise da Atividade A: Ponto médio

Propusemos aos alunos que abrissem o arquivo CUBO e executassem a seguinte
atividade:

Considere dois pontos A e B sobre a face frontal paralela ao plano de projecado.

Trace o segmento AB.

Ache o ponto médio M do segmento AB.

Determine o segmento A’B’ onde A’ e B’ sdo as projecoes dos pontos A e B na
outra face paralela ao plano de projecao.

Determine o ponto médio M’ do segmento A’B’.

Salve o trabalho.

Descreva como vocé determinou a projecdo A’B’ do segmento AB.

Como vocé determinou o ponto M’ projecdo do ponto M?

A finalidade desta atividade foi de que os alunos percebessem a conservacao do
ponto médio em perspectiva cavaleira no ambiente Cabri, tanto na face paralela como na
face ndo paralela ao plano de projecao.

Nesta atividade, esperdvamos que os alunos usassem retas fugantes como se
fossem raios solares incidindo sobre a face paralela ao plano de proje¢do e sobre o

segmento AB.
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Daremos inicialmente uma visao global do que aconteceu na atividade A:

Cotmprovardo da conservagio do ponto médio com Cabri

0 segmento AR esta contide num plane paralele ao plane de projegio
31 (52 (33

Construiu & SIC | 52 BIC

Construu B S| BT | BIC

Construiu M come ponto médio de AR’ =iC T =C
Construiu M7 comeo projecio do ponto Il i) = I
Fez uso do material concreto SIC | S| BIC

wo=am ofC =sim com ajuda N =nio

Tab.8
Conforme os resultados da tabela acima, percebemos que os alunos necessitam da
ajuda do professor para a construcdo das projecOes de pontos no plano paralelo ao plano de
projecdo, uma dificuldade que foi prevista na andlise a priori. Percebemos também que os
alunos precisaram fazer uso do material concreto para retomar as atividades do bloco 1.

Estas sdo as solucdes encontradas pelos grupos:

i

T 2.83cm / 2,83icm A |

2.83lcm /M _ 2,831em/]
A S” 0.66lcm

°' /-

Pml pm2 pm3

O grupol usou a ferramenta Ponto Médio do Cabri para determinar os pontos A,

1,431cm|

B e M. Os alunos marcaram inicialmente, pontos médios nas arestas verticais da face
frontal do cubo (pm1) e por eles tracaram uma reta. Criaram um segmento entre 0s pontos
médios das arestas verticais frontais. Marcaram o ponto médio deste segmento, que € ponto
médio da face. Marcaram outros pontos médios entre o ponto médio do segmento e o das
arestas verticais. Esses dois pontos médios foram chamados de A e B. Os alunos repetiram
o mesmo procedimento para a face posterior do cubo. Construiram M’ como ponto médio
do segmento A’B’. Nao usaram fugantes.

O grupo 2 iniciou a atividade usando os pontos médios nas arestas verticais
frontais do cubo. Usaram fugantes para encontrar as proje¢des dos pontos A, B e M na face

posterior do cubo (pm2). Nao utilizaram a estratégia esperada na andlise a priori, mas o
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que € interessante aqui € observar ¢é que as alunas usaram as arestas verticais da face
posterior para localizar os pontos.

As alunas do grupo 3 tiveram muita dificuldade de fixar o segmento AB na face
frontal do cubo, usaram fugantes para achar as projecdes dos pontos A, B e M, mas sem o
uso de retas verticais (pm3), dificultando a localizacio dos A’ e B’ na projecao.
Construiram M’ como ponto médio de A’B’.

Fizemos algumas intervenc¢des nos trés grupos em relacdo a fixagdo dos pontos no
plano e na projecdo destes.

Abaixo resumimos os resultados obtidos nesta atividade no arquivo Plano o:

Comprovardo da conservagio do ponto médio com Cabr

0 segmento AB esta contide num plane nio paralelo ao plane de projecio
31 G2 (33
Construiu A S| BT | BIC
Construin B YO T O T

Construiu M como ponto médio de AR’ = ] =

Construiu M come projecio do ponto I = = I
Fez uso do material concreto =IC | B2 BT

= =sim SfC =sim com ajuda N =nio
Tab. 9

Percebemos, pelos resultados da tabela acima, que os alunos necessitam de ajuda
para construir as projecdes dos pontos num plano ndo paralelo ao plano de projecdo e
retornar a geometria concreta, bloco 1.

Estas sdo as solucdes encontradas pelos grupos:

2,30Icm,
1

2,301cm

A 27%cm M B

A z72em M B

pmal pmoa2 pma3

Os grupos 1 e 3 usaram a mesma estratégia. Construiram os pontos médios das
arestas verticais para construir os segmentos AB e A’B’. Como ndo usaram fugantes, as
medidas dos segmentos AB e sua projecdo A’B’ ndo sdo congruentes, j4 que a

representacdo dos planos o e P sdo ligeiramente diferentes. Os alunos foram alertados
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sobre esta diferenca, mas pelo visto foi ineficaz. O ponto M’ foi construido como ponto
médio do segmento A’B’ (pmal e pma3).

O grupo 2 (pma?2) usou a estratégia esperada na andlise a priori. O segmento AB
conserva sua medida quando o plano a € paralelo ao plano B e quando os dois planos ndo
sao paralelos o segmento A’B’ ndo conserva sua medida.

Este grupo percebeu a necessidade das fugantes para a construcao da projecao do
segmento AB, mas precisei interferir porque perceberam a diferenca entre os dois planos a
e B, mas ndo recordavam da atividade do ponto A e sua projecdo feita antes do inicio das
atividades deste bloco. Usou fugantes para encontrar as projecoes A’, B’ ¢ M’ no plano f.

Comparando as tabelas 7 e 8, percebemos que a maior dificuldade encontrada
nesta atividade estava relacionada a constru¢do do segmento A’B’, projecdo do segmento
AB. Neste caso, procuramos fazer com que os alunos recordassem as atividades do cubo,
do barbante e da fixacdo de um ponto na face frontal que descrevemos na andlise a priori.

Os alunos ndo fizeram qualquer relagdo entre os segmentos AB e A’B’ usando
apenas a ferramenta distancia/comprimento do Cabri. Ndo usaram o teorema de Tales para
justificar que M’ € ponto médio de A’B’, isso foi previsto ja que nao estdo familiarizados
com dedugdes e provas em geometria, somente com medidas.

O grupo 1, apesar de ter feito conjecturas sobre as sombras no bloco 1, nao
relacionou com as fugantes no bloco 2, mesmo com a institucionalizagdo feita no bloco 1.
Neste caso, o pdlo do sabido (enunciado) sobrepde sobre o pélo do visto, pois os alunos
ndo perceberam as diferencas quando os dois planos estavam paralelos, mesmo usando a
ferramenta distancia/comprimento do Cabri. Os grupos 2 e 3 usaram as fugantes para fazer
as projecdes dos pontos A, B e M no cubo, e somente o grupo 2 usou as fugantes no
arquivo plano a. Para as alunas do grupo 2 houve um equilibrio entre os p6los do visto e do
sabido. O grupo 3 teve as mesmas dificuldades do grupo 1.

Durante a execuc¢do desta atividade no arquivo plano o, fizemos algumas
intervencgdes nos grupos. A atividade foi mais dificil de ser executada nesta seqii€ncia. A
constru¢do dos segmentos e das projecOes exigiu a interferéncia da pesquisadora nos
grupos. Procuramos lembrar aos alunos das situagdes no bloco 1, quando manipularam os
objetos. Parece-nos aqui que a passagem da geometria concreta para a geometria espaco
gréafica e vice-versa € um tanto dificil para os alunos.

Abaixo transcrevemos uma entrevista com o grupo 3 durante a execugdo dessa
atividade no Cabri. O leitor ird perceber que foi necessirio retomar a experi€éncia no sol

para que os alunos compreendessem a construcdo no Cabri.
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P - Esse plano é um pouquinho maior que o plano detrds ndo é?

Se vocés estao num plano paralelo...

Como vocé faz a projecdo na sombra?

Sdo do mesmo tamanho?

C — Nao.

P - Mas se fosse no plano paralelo, se o sol estd batendo neste segmento qual é o
tamanho do segmento ld atrds?

J = Vai ser do mesmo tamanho?

C - Depende do sol que estd batendo, ou ndo?

C - Se o sol estd batendo daqui vai ficar... vai estar mais comprido na sombra.

P - Nao estou falando da vertical...

J — O segmento AB... mesmo tamanho que aqui atrds...

P — Se eu estou fazendo as fugantes que sdo os raios solares passando por esse
segmento, AB estd na frente. Qual é o tamanho que vai ficar no plano p?

Vocés acabaram de responder.

J - Eles sdo do mesmo tamanho?

Nado, deixa eu arrumar

P - Qual que vocés vdao arrumar?

C - Na frente.

J - Nao

Ndo, na sombra.

P - Vocé estd no real, vocé mexe na sombra ou no real?

Percebemos neste didlogo com a pesquisadora que os alunos confundem um
pouco a relagdo entre o objeto e sua sombra. A sombra se move se o objeto se move e nao

0 contrario.

Anadlise da Atividade B: Conservaciao das medidas e da razio entre segmentos

A atividade B foi proposta da seguinte maneira:

Mantendo o seu trabalho aberto, apague o ponto M e crie o ponto C no segmento
AB e sua projecdo C’ no segmento A’B’.

Movimente o ponto C sobre o segmento AB.

Observe e compare as diversas posigcoes de C e os segmentos AC e CBe A’C’ e

C’B’ suas respectivas projegoes.
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Salve o trabalho.

Compare as medidas dos segmentos. O que vocé conclui?

Quais as razoes entre os segmentos AC, CBe A’C’ e C’B’?

A finalidade desta atividade foi de que os alunos percebessem que a razdo entre 0s
segmentos AC e CB e entre os segmentos A’C’ e C’'B’ € a mesma, e que o segmento AC
e seu correspondente na projecdo A’C’ possuem as mesmas medidas, assim como 0s

segmentos CB e C’'B’ , ou seja, ha conservacdo da razdo entre os segmentos e dos

comprimentos.

A seguir, resumimos os resultados obtidos nesta atividade no arquivo CUBO, face

paralela ao plano de projecao:

Comprovacio da conservacio das medidas e darazio entre o5 segmentos
2 segmento AR estd contido num plano paralelo ao plane de projecio
31 G2 (33
Construiu A7 =IC =i *
Construiu B =iC =l *
Construiu C =i =i *
Calculou £ H H
OB *
Calculou E ) il .
oA
Perceberam a conservagiio = = N
das medidas dos segmentos
* nio ha registro S=szim  SfC=sim com ajuda M =nio

Tab. 10

Percebemos que os alunos necessitam de ajuda para construir as projecdes dos
segmentos no plano ndo paralelo ao plano de projecdo. Ndo conseguiram relacionar as
medidas e calcular as razdes entre os segmentos como haviamos previsto na andlise a

priori, mas foram capazes de perceber a conservac¢ao da medida dos segmentos.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:

S Sy

Pcl pc2 pc3



121

Os alunos do grupo 1 construiram o segmento AB e o ponto C, mas ao
movimentarmos o cubo percebemos que o segmento estd no interior do cubo (pcl). O
grupo 1 refez novamente a atividade (pc2), dessa vez, usando os pontos médios das arestas
verticais frontais do cubo, tragaram uma reta e depois o segmento AB. Fizeram o mesmo
na face posterior do cubo. Nao usaram fugantes para construir as projecdes de A’ e B’.
Usaram um segmento aparentemente paralelo a aresta nao paralela ao plano de projecao
para localizar o ponto C’, que ndo estd nomeado na figura.

A pesquisadora alertou os alunos que precisariam apagar o ponto médio e trocar
por um ponto C, porque da forma como fizeram, apenas trocaram o nome do ponto.

O grupo 2 resolveu sua atividade utilizando-se de fugantes para encontrar as
projecdes A’, B’ e C’, usando como auxiliar as arestas verticais do cubo (pc3).

Nao temos o registro desta atividade no cubo para o grupo 3. As alunas,
infelizmente, usaram um computador que precisava ser reiniciado vdrias vezes e essa
atividade foi perdida.

Os grupos 1 e 2 ndo fizeram nenhuma relacdo com razdes entre segmentos, mesmo
tendo sido revisto na etapa 1, antes do inicio das atividades do bloco 1.
Abaixo resumimos os resultados obtidos desta atividade, no arquivo Plano a, no

plano ndo paralelo ao plano de projecao.

Comprovagio somente da conservaciio da razfo entre oz segmentos
0 segmento AR estd contide num plane nde paralelo ao plane de projecio

i71 (72 (33

Construiu & afC afC =i
Construin B =i =iC =iC
Construiu C =i =i =i
Calculou £ N H H
B
Calculou ﬂ N N N
B
Perceberam a nio conservagio = = =
das medidas dos segmentos
== zim =C = sim com ajuda I =nio

Tab. 11
Conforme a tabela acima, percebemos que os alunos necessitam de ajuda para
construir as projecoes dos pontos também no plano ndo paralelo. Nao relacionaram as
medidas dos segmentos as razdes, como ja haviamos colocado no plano paralelo, mas
perceberam que nao ha conservacao das medidas no plano nao paralelo.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:
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1,271cm

2311cm’ C

Pcal pca2 pca3

Os grupos 1 e 3 ndo usaram retas fugantes (pcal, pca3), construiram dois
segmentos AB e A’B’ a partir dos pontos médios das arestas verticais dos planos a e 3
respectivamente. Usaram fugante apenas para o ponto C’, mas ndo para encontrar as
projecdes A’ e B’. Os alunos ndo perceberam que a representacdio do plano a é
ligeiramente maior que o do plano B (p6lo do visto). Com o uso das retas fugantes teriam
percebido a diferenca entre os planos e talvez tivéssemos um resultado diferente deste
(polo do sabido).

Os alunos do grupo 1 escreveram ‘“achamos o ponto médio da aresta, nos
achamos os pontos médios dos segmentos, e tracamos duas paralelas, e uma reta paralela
a fugante da base B, que passava no centro das paralelas com os segmentos AB”.

Os alunos referem-se as paralelas que s@o base aos segmentos AB e A’B’, mas
nao fugantes.

O grupo 2 usou retas fugantes para encontrar as projecdes A’, B’ e C’ no plano 3
(pca?2).

As alunas escreveram “Fizemos um ponto no segmento e com uma paralela
achamos o ponto C na outra face”.

O grupo 3 justificou sua constru¢do da seguinte maneira: “Colocamos um ponto C
sobre o segmento AB, depois tracamos uma paralela da fugante para o ponto C. Com isso
a paralela se cruzou com o segmento AB de beta e achamos o ponto de interseccdo.
Quando movimentamos o plano alfa, o ponto C de beta se alterou e o ponto C de alfa se
manteve. O ponto que estd sobre o segmento AB, ndo é ponto médio, pois, as medidas dos
segmentos AC sdo diferentes de CB”.

Na primeira frase, percebemos que usaram a fugante para achar a projecdo do
ponto C no plano B. Na terceira frase, um tanto confusa, supomos que em vez de ponto C
seja o segmento A’C’ do plano B que se alterou, e o segmento AC no plano a se manteve.

Justificaram o ponto C como ndo sendo ponto médio.
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Comparando as tabelas 9 e 10, percebemos que os alunos ainda precisaram da
ajuda da professora para construir a projecdo dos pontos A, B e C. Esta atividade parece ter
sido mais fécil de ser executada no arquivo CUBO, mas os alunos ndo associam as
medidas dos segmentos a razdes entre segmentos, mesmo tendo sido retomado na etapa 1.
Nao nos detivemos nesse contetido razdes entre segmentos e teorema de Tales por
acreditar que foram ensinados no Ensino Fundamental, mas por ser pouco retomado no
Ensino Médio pode ter influenciado no resultado desta atividade. Percebemos que os
resultados na geometria concreta (GO) permitiram que os alunos buscassem a mesma
solucdo encontrada nas seqiiéncias I e II do bloco 1 para resolver esta atividade no

ambiente Cabri, que corresponde a geometria espago-grafica (G1).

Analise da Atividade C: Conservacao do baricentro

A atividade C foi proposta da seguinte forma:

Construir um tridngulo ABC na face frontal paralela ao plano de projecao.

Determine o tridngulo A’B’C’. Observe e mega os lados A’B’, B’C’ e A’C’ onde
A’, B’ e C’ sdo respectivas projecoes de A, B e C.

Encontre o baricentro H do triangulo ABC.

Encontre o baricentro H’ da projecdo A’B’C’ do triangulo ABC na outra face
paralela ao plano de projecao.

Movimente o ponto A observando os triangulos e o baricentro.

Salve o trabalho.

1. Como vocé determinou o triangulo A’B’C’? E a projecdo H’?

2. Que conclusdo vocé tirou em relacdo a medida dos lados entre os dois

tridngulos?

3. Compare os baricentros. Justifique.

4. Movimente o ponto A observando os tridngulos e o baricentro, o que conclui?

O objetivo desta atividade foi de que os alunos tivessem conseguido perceber, no
ambiente informadtico, que hé conservacdo da propriedade do baricentro no plano paralelo
ao plano de projecdo, mas nao das medidas dos lados do tridngulo ABC no plano nao

paralelo.
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Abaixo resumimos os resultados obtidos nesta atividade no arquivo Cubo, na face

paralela ao plano de projecao:

Comprovacio da conservacio do baricentro H do trifingule ABC com Cabri
O trifingule ABC esta contide num plane paralele ao plano de projecio

31 | G2 | 43

Construin A > 3 I

Constru B = o N

Construiu O = 3 I

Construiu o baricentro H comeo intersecio IT T |

daz medianas
Construin o baricentre H' por projecio ot ot N
Concluiu que as medidas dos lados se conservam = =
= =sim =2 = sim com ajuda M =nio
Tab. 12

Conforme a tabela acima, percebemos que os grupos 1 e 2 ndo necessitaram de
ajuda para construir as projecdes. Os alunos admitem a conservagdo das medidas dos lados
e do baricentro pelo fato de trabalharmos com o cubo em duas faces paralelas. Ja os alunos
do grupo 3 tiveram dificuldades mesmo com ajuda e ndo obtiveram os resultados desejados
a ndo ser para a conservagao das medidas dos lados do tridngulo.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos nesta atividade:

B
° Al

1.821cm
1

1.46lem

]
.
. |

\
1,82Icm

G a ldp

baricentrol baricentro2 baricentro3

O grupo 1 usou vérios pontos médios para tragar paralelas, tanto na face frontal,
como na face posterior do cubo (baricentrol). Como € um cubo cujas faces possuem as
mesmas dimensoes, a estratégia usada pelos alunos é uma boa alternativa para a execugao
da atividade. Usaram fugantes para encontrar os vértices do tridngulo, pontos médios e
uma fugante para encontrar e o baricentro.

Os alunos escreveram “Tracamos a fugante e em seguida tracamos a paralela da
mesma. Logo encontramos a sua projecdo. Tragcamos os pontos médios, criamos o
tridngulo e achamos a sua projecdo”.

O grupo 2 usou uma estratégia diferente do grupo 1 e ndo esperada pela
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pesquisadora. As alunas usaram os pontos médios e tracaram os lados do triangulo tanto na
face frontal como na face posterior do cubo (baricentro2), pontos médios, medianas para
determinar o baricentro e uma fugante apenas para determinar o baricentro na projecao.

As alunas escreveram “Achamos o ponto médio de cada aresta da face. Fizemos
um tridngulo e achamos o baricentro tirando o ponto médio do tridngulo. Utilizamos as
paralelas e achamos o baricentro na outra face. Com a fugante passando no centro dos
baricentros, concluimos que sdo paralelos”.

Supomos que o grupo 2 quis dizer que sdo paralelos, mas, na verdade, a fugante
que as alunas criaram serviu para provar que o baricentro da face posterior € projecao do
baricentro da face frontal.

O grupo 3 teve muita dificuldade para construir o triangulo ABC. Movimentando
o cubo (baricentro3), percebemos que o triangulo ABC n@o esta fixo na face frontal e nem
sua projecdo em vermelho na face posterior do cubo. Percebemos que as alunas ndo
usaram nenhuma fugante para tracar o tridngulo em vermelho. Nessa atividade fica
evidente o pdlo do sabido sobrepondo o pélo do visto, ja que perceptivamente os triangulos
sejam congruentes, mas o tridngulo vermelho ndo € projecdo do tridngulo azul. Nao
construiram o baricentro H e sua projecao H’.

Abaixo os resultados dessa atividade para o arquivo plano a, plano nao paralelo:

Comprovagio da conservacio do baricentro H do tningule ABC com Cabri
2 trifngule ABC estd contide num plane ndo paralelo ao plans de projeco
Gl | G2 | G3
Construin A SO | BIC | BIC
Construiu B =fC | BT | BC
Construm O S| BIC | BIC

Construin o baricentro H come intersecgio oS T T

das medianas do trifingule ABC

Construiu o baricentro H' como projecio de H N ot ot

Concluiu que as medidas dos lados nfio se conservam = g I
o =sim =iC = sim com ajuda N =nio
Tab. 13

Percebemos na tabela que, apesar da ajuda, os alunos nao perceberam que nao ha
conservagao da medida dos lados no plano ndo paralelo devido a erros na construcdo da
projecdo do triangulo. H4 uma dificuldade maior de executar a atividade no plano ndo
paralelo.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:
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1.411cm

I .
1,37Icm’ B
| 2,301cm
1,271em

A r5giem 4C

B
1,601cm Y |2.681em
,,,,,, 1,48lcm
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.
2,831cm

A 3,73:$.
B

baricentroal baricentroo?2 baricentroo3

O grupo 1 (baricentroal) usou apenas uma fugante para construir a projecao dos
vértices A e C no plano B. Para construir a proje¢ao do tridngulo ABC no plano f, usaram
paralelas aos lados desse tridangulo no plano B. Construiram os baricentros H e H’ a partir
das medianas dos triangulos ABC e A’B’C’.

O grupo 2 usou a mesma estratégia do grupo 1 (baricentroo2), usou paralelas aos
lados do tridAngulo ABC no plano [ para fazer sua proje¢do, ndao permitindo que o tridngulo
A’B’C’ modificasse suas dimensdes quando o eixo x € movimentado. Se as alunas
tivessem utilizado retas verticais, como foi explicado na pagina 70, para localizar os pontos
na projec¢ao o tridngulo A’B’C’ modificaria suas dimensdes como acontece na presenga de
raios solares. Neste caso hd um erro de construcao e que leva a conclusdes erroneas apesar
do uso de fugantes.

As alunas do grupo 3 conseguiram fixar o tridngulo ABC no plano o
(baricentroa3), usaram fugantes para encontrar as projecdes dos vértices no plano .
Usaram o mesmo procedimento que o grupo 2, usaram paralelas aos lados do tridangulo
ABC na proje¢do, impedindo que o tridngulo A’B’C’ modificasse quando movimentamos
0 €iX0 X.

Os grupos 2 e 3 usaram a reta fugante para construir a projecao do baricentro H.

Comparando os resultados das tabelas 11 e 12, percebemos que had ainda a
necessidade da ajuda do professor para construir as projecdes dos pontos A, B e C no plano
B.

Os alunos criaram suas proprias estratégias, tiveram muitas dificuldades na
constru¢do da projecao do tridngulo ABC. A constru¢do do baricentro nio trouxe grandes
dificuldades j4 que foi trabalhada anteriormente no bloco 1.

Percebemos, nesta atividade, que um erro de construcao (pélo do visto) leva a

uma falsa conclusdo (p6élo do sabido). No bloco 1, trabalhamos com o tridngulo ABC e o
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baricentro concretamente (G0O) e vimos o comportamento de sua sombra, tanto na face
paralela, como na face nao paralela ao plano de projecao, mas os alunos nao levaram em
conta os resultados obtidos em GO para resolver esta atividade em G1. Tanto para o plano
o, como para o plano B, as medidas se conservaram nas duas situacdes, planos paralelos e
ndo paralelos.

As medidas dos lados foram encontradas, mas ndo ha registros dos alunos
comparando as medidas dos segmentos nos dois planos. Parece-nos que os grupos 2 e 3

consideraram a atividade como correta porque foi gravado desta forma.

Como previamos os alunos ndo perceberam nenhuma relagdo entre os planos e os
planos implicitos nas figuras construidas, mas algumas conjecturas, através de tentativas de
constru¢do do tridngulo e sua projecdo usando as regras da perspectiva cavaleira foram

percebidas.

No ambiente informético, os alunos ja percebem a conservacdo do baricentro,
tanto no plano paralelo como ndo paralelo, mas como os alunos ainda t€m dificuldades na
constru¢do das figuras, a ndo conservagdo das medidas no plano nao paralelo ndo pode ser
verificada. Segundo Chaachoua (1998), este ambiente possibilita uma aprendizagem além
daquela do papel e lapis, mas acredito que € preciso instrumentar melhor os alunos para

que a propriedade da conservacao de medidas seja aprendida.

Analise da atividade D: Paralelismo entre dois segmentos

Propusemos a atividade da seguinte forma:

Construa dois segmentos AB e MN paralelos sobre a face frontal paralela ao
plano de projecdo. Determine os segmentos A’B’ e M’N’ correspondentes as suas
projecoes sobre a outra face paralela ao plano de projecdo.

Salve o trabalho.

Como vocé determinou essas projecoes? Mantém o paralelismo? Justifique.

A finalidade desta atividade foi que os alunos verificassem que hd conservacao do
paralelismo entre os segmentos A’B’ e M’N’ tanto na face paralela como na face ndo

paralela ao plano de proje¢ao no ambiente Cabri.

Abaixo resumimos os resultados dessa atividade no arquivo Cubo, na face

paralela:
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Comprovacio do paralelismo com Cabri
segmentos AB e MM contide s num plane paralele ao plane de projecio

31 32 | 33
= =

Construu AR S
Construiu WU - = =
WVertficou o paralelismo com Cabri = = =
Werificou ¢ paralelismo wisualmente N i) i)
wo= s O =sim cotmn ajuda N = nfio

Tab. 14

Percebemos que as construgdes no cubo nio necessitam de ajuda e o paralelismo
foi verificado com o uso das ferramentas do Cabri.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:

ppl pp2 pp3

O grupo 1 usou sua estratégia dos pontos médios para construir as retas paralelas
na face frontal e posterior do cubo (ppl). Usaram fugantes para construir as projecdes das
paralelas da face frontal.

Os alunos escreveram “Tracamos a fugante e, em seguida, tracamos a paralela
das mesmas, logo encontramos a sua proje¢do’.

O grupo 2 executou a atividade criando dois segmentos paralelos AB ¢ MN na
face frontal do cubo (pp2), usaram as fugantes e tracaram suas projecoes da face posterior.

As alunas escreveram: “Colocamos dois segmentos na frente e depois usamos a
paralela em relacdo a fugante. Elas se cruzaram e passamos o segmento’ .

O grupo 3 resolveu a atividade usando a mesma estratégia do grupo 2. As alunas
usaram fugantes e as arestas verticais da face posterior do cubo (pp3) para localizar os
pontos A’, B, M’ e N’.

A verificagdo do paralelismo nos trés grupos se dd pelo uso de paralelas na
constru¢do dos segmentos AB e MN e suas projecoes.

Abaixo resumimos os resultados para esta atividade no arquivo plano a, plano nao

paralelo:
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Comprovagio do paralelismo com Cabri
megmentos AF e M contide s num plane néo paralels ao plane de projeciio

51 (32 (33
Construin ATE b SiC =l
Construiu KU b =iC =iC
Werificou ¢ paralelismo com Cabri 5 = ot
Werificou o paralelismo wisualmente * I T
* nfo ha registro S =sim S/C =sim com aiuda I = nio

Tab. 15

Considerando os resultados da tabela, percebemos que no plano ndo paralelo os
alunos necessitam de ajuda para construir as projecdes dos segmentos. O paralelismo foi

verificado através do uso das ferramentas do Cabri.

Estas sdo as solucdes encontradas pelos grupos:
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Nao temos os registros dessa atividade no plano a para o grupo 1. E possivel que
tenham tido problemas para salvar o trabalho, ou nio fizeram a atividade.

Os grupos 2 e 3 usaram retas paralelas para construir os segmentos AB e MN e
fugantes para construir as projecdes no plano B (ppal, ppa2). As alunas do grupo 3 ndo
usaram retas verticais auxiliares para localizar corretamente a projecao dos pontos A, B, M
e N. Fixaram as medidas das projecdoes A’B’ e M’N’ porque foram criadas a partir de retas
paralelas aos segmentos do plano a. As medidas dos segmentos no plano B deveriam ter
modificado a medida que o eixo x era movimentado. H4 um erro de constru¢ao. Somente
os pontos deveriam ter sido projetados sem criar paralelas aos segmentos do plano a. Essa
constru¢do pode provocar duvidas e ir de encontro aos resultados obtidos na seqiiéncia II
no bloco 1, quando os alunos colocaram os objetos na face ndo paralela e, nessa seqii€ncia,
tinham percebido que as medidas se alteravam, sendo que o mesmo deveria ter ocorrido no

ambiente Cabri.

A verificagdo do paralelismo se deu pelo fato das alunas usarem retas paralelas

para criarem seus segmentos.

Em entrevista, o grupo 3 referiu-se a atividade comparando com aquela que foi
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executada no bloco 1, na presenga dos raios solares.

C — A gente fez uma reta paralela ao eixo x e outra reta paralela.

A gente tracou o segmento AB sobre essa paralela e o segmento MN.

Al depois a gente tracou para fazer a sombra. A gente tracou paralelas as
fugantes.

K - Como se fosse em direcdo ao sol.

Depois passamos os segmentos determinamos. Usamos o ponto de intersec¢do.

G - E as retas se movimentam junto com o plano.

P — E as medidas?

G - E as medidas se mantém.

P - Primeiro vocés devem verificar no paralelo

E no ndo paralelo?

K - As medidas se alteram.

Comparando os resultados das tabelas 13 e 14, percebemos que os alunos usam as
fugantes para localizar as projecdes A’, B’, M’ e N’. O paralelismo € verificado com o uso
das retas paralelas no ambiente Cabri. Nao existe mais dificuldade de fixar os segmentos
na face frontal do cubo e no plano a, mas € dificil para os alunos localizarem as proje¢des
sem o auxilio de retas verticais e as fugantes.

Os alunos intuitivamente usam o paralelismo quando dois planos estdo paralelos,
mas as medidas modificam no plano ndo paralelo e isso € dificil de ser construido no

ambiente Cabri se ndo relaciond-los as fugantes.

Era de se esperar um comportamento mais simples dos alunos, fazendo uso de
fugantes, comparacdo de medidas na justificacdo de suas construcdes ja que a justificativa
apresentada na andlise a priori é complexa para o nivel de ensino encontrado no ensino

médio das escolas publicas.

Notamos um avango nas constru¢des no ambiente Cabri. Percebemos que nesta
atividade, os alunos conseguiram aproximar os resultados obtidos em GO (geometria
concreta) e a propriedade aprendida no ambiente informatico.

Anadlise da atividade E: Conservacao das medidas dos angulos

Propusemos a seguinte atividade:
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Construa dois segmentos concorrentes entre si AB e RS sobre a face frontal
paralela ao plano de projecado.

Construa os segmentos A’B’ e R’S’ respectivas projecoes de AB e RS sobre a
outra face paralela ao plano de projecao.

Salve o trabalho.

1. Como vocé determinou as projecoes?

2. O cruzamento é mantido? Justifique.

3. Compare o angulo formado entre os segmentos AB e RS e A’'B’ e R’S’.
Justifique.

O objetivo desta atividade foi de que os alunos percebessem que ha conservagio
do angulo somente no plano paralelo, mas hé conservacdo do ponto de intersec¢do entre os
segmentos AB e RS tanto no plano paralelo como no plano néo paralelo.

Abaixo resumimos os resultados obtidos nesta atividade no arquivo Cubo, na face

paralela ao plano de projecao:

Conservagio do dngulo com Cabri
Az retas concorrentes AF e BES estio contidas num
plane paralelo ac plano de projecio

31| G2 | G3

Construin AR Sl x| =
Construin S O - I

Mediu o dngulo SCR com Cabri M| o= | M
Mlediu o Engulo SCR comCabri | W | * | W

*nfoharegistre 5 =sim 3/C =gim com ajuda I = nio

Tab. 16
Percebemos que os alunos nio necessitam de ajuda no plano paralelo para
construir as projecoes dos segmentos. Nao mediram os angulos com o Cabri.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:

ZE}E:S‘II . //;/h/ . ///
| ! Ccl <\ -/// cc2

O grupo 1 usou a estratégia dos pontos médios (ccl), tragcou retas paralelas e
cruzou segmentos.

Os alunos escreveram “Tracamos as concorrentes usando as paralelas e fizemos
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suas projecoes utilizando os mesmos principios”.
Nao temos esta atividade gravada em disquetes para o cubo do grupo 2, apenas no
plano a.
As alunas do grupo 3 conseguiram fixar os segmentos secantes na face frontal do
paralelepipedo (cc2), erros de constru¢do do cubo ja mencionados no inicio da andlise do
bloco 2, usaram fugantes para encontrar a projecdo desses segmentos, ndo usaram as retas

verticais paralelas as arestas, mas paralelas aos segmentos da face frontal.

Os grupos 1 e 3 ndo mediram os angulos SCR ¢ S'C'R' com o Cabri.
Abaixo resumimos os resultados desta atividade no arquivo plano a, plano nio

paralelo ao plano de projecdo:

Nao conservacio do dngulo com Cabri
Az retas concorrentes AF e BES estéo contidas num
plane ndio paralele ac plane de projecio

31 | 32 | 33
Constrin AR = 5 =
Construig B35 = < =

Mediu o dngulo SCR com Cabri | S1C |SC | SIC
Mediu o dngulo S'E'R com Cabri |S/C | SIC|8IC

= o=am BfC=sim com ajuda M= nfo

Tab. 17

Percebemos por esta tabela que os alunos necessitam de ajuda para medir o
angulo com o Cabri, uma dificuldade que foi prevista na andlise a priori.

Estas sdo as solugdes encontradas pelos alunos:

96,311

N

89,31

109,311

Pas

ss,m{'ﬂ"'

Ccal cco2 cca3

O grupo 1 usou a mesma estratégia dos pontos médios (ccal).

Os alunos escreveram “utilizando os pontos médios e a fugante achamos a
projecdo das concorrentes e percebemos que o tamanho muda mas o dangulo continua o
mesmo”.

Os alunos ndo fizeram uso das fugantes para encontrar as projecdes dos
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segmentos secantes, o angulo tem uma ligeira modificacio quando movimentamos o €ixo
X. A construcdo € incorreta porque usaram paralelas aos segmentos do plano a no plano .

Percebemos que as alunas do grupo 2 usaram as diagonais do plano o para
construir os segmentos secantes e fugantes para construir as projecdes no plano B (cco2).
Usaram paralelas aos segmentos do plano a e  impedindo que os segmentos do plano
modificassem de tamanho quando o eixo x ¢ movimentado, como aconteceu no bloco 1, na
seqiiéncia Il no plano ndo paralelo ao plano de projecao.

O grupo 3 fixou os segmentos secantes e tragou fugantes para criar suas projecoes
(cca3), mas ndo usaram retas verticais para localizar os pontos corretamente,
consequentemente as dimensdes dessas projecdes nao sao as mesmas nem os angulos serdo
correspondentes aos do plano a quando este estd paralelo ao plano p.

Comparando as tabelas 15 e 16, percebemos que os alunos constroem as projecoes
A’B’ e R’S’ sem a ajuda do professor.

Com a movimentagao dos segmentos os alunos ndao perceberam modificagdes no
angulo, na intersec¢do e nos comprimentos dos segmentos na projecao pelos erros de
construcdo. O uso de retas verticais para a localizacdo dos pontos no plano B foi uma
dificuldade evidente nos trés grupos. Para medir o angulo no Cabri exigiu certa habilidade
por parte dos alunos. Foi necessdrio fazer algumas intervengdes retomando o bloco 1,
relacionando os raios solares e as fugantes no Cabri e auxilid-los com a ferramenta angulo.
Procuramos retomar a geometria concreta, no bloco 1 para que os alunos relacionassem
com os resultados a serem obtidos no ambiente Cabri (G1—geometria espaco-grafica).

Os estudantes fizeram uso do Cabri medindo e comparando os segmentos AB e
RS no plano a e suas projecdes A’B’ e R’S’ no plano  quando movimentaram a reta x sob
o plano 0. Também compararam as medidas dos dngulos SCB e S'CB'.

Os alunos nio conseguiram perceber os planos y e & que explicamos na andlise a
priori, mas os alunos utilizaram alguns elementos da perspectiva cavaleira na constru¢do
da projecdo, principalmente fugantes e a conservacdo do ponto médio, uma de suas
propriedades. Nao souberam, no entanto, trazer para a seqiiéncia IV, no plano a, as
propriedades encontradas na seqiiéncia II do bloco 1, a ndo conservagdo das medidas e dos
angulos.

A propriedade da perspectiva cavaleira: conservacao das medidas dos angulos foi
parcialmente apropriada pelos alunos no ambiente Cabri porque faltou habilidade no uso

dos recursos do Cabri.
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Conclusao das atividades do bloco 2

Concluimos que as atividades no cubo foram mais faceis de serem executadas,
com estratégias ndo esperadas, mas interessantes e possiveis que ndo interferiram no
resultado da seqiiéncia. No plano paralelo € mais facil para o aluno perceber as
propriedades da perspectiva cavaleira. No plano a, as dificuldades foram bem maiores, um
dos motivos para isso foi que a representacdo do plano a era ligeiramente maior que o do
plano B, confundindo os alunos. Eles repetem as estratégias usadas no cubo para os planos,
e os resultados ndo poderiam ser corretos. Se os alunos tivessem feito uso das retas
fugantes os resultados no plano o poderiam ser outros para os grupos 1 e 3. Seriam
necessarias algumas sessOes para que percebessem a importincia de paralelas verticais
para localizar pontos na projecdo. Os alunos usaram alguns elementos que fazem parte da
perspectiva cavaleira, fugantes, paralelas e a conservacao do ponto médio.

Os grupos refizeram muitas das atividades acima, algumas com 500 arquivos
registrados da mesma atividade, isso significa que os alunos buscavam a melhor solucdo e
percebemos que, a medida que executavam as atividades, fixavam melhor os pontos,
segmentos nos planos, um bom momento para aprendizagem diferente do papel e lapis
(Chaachoua, 1998).

Também percebemos que hd muita dificuldade na passagem da geometria
concreta (GO) para a espaco-grafica (G1) e que os resultados obtidos em GO influenciam os
resultados em G1. Em muitos momentos, percebemos o sabido sobrepondo ao percebido
(ponto médio, razao entre segmentos, baricentro). As atividades foram executadas de
acordo com o enunciado (pdlo do sabido), mas a0 movimentarmos os objetos percebiamos
o erro (p6lo do percebido) que Parzysz (2001), uma contaminacdo do sabido sobre o

percebido.

4.5 Analise das observacoes do bloco 3 - Problemas

O bloco 3 foi concebido para investigar quais as regras da perspectiva cavaleira

estabelecidas na interacdo entre os blocos 1 e 2 foram utilizadas como ferramenta na

resolucao de problemas de geometria espacial.
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1. Construcao de um losango em perspectiva cavaleira a partir de um retangulo

A atividade foi proposta da seguinte forma:

Construa um retangulo ABCD perpendicular ao plano de projecdo (parede ou
chdo) e sendo o lado AB paralelo ao plano de projecao.

Construa sua projegdo no plano paralelo usando um coeficiente de reducdo 0,5.

Construa um losango MNOP a partir dos pontos médios do retdngulo e a seguir a
sua projecdo M’N’O’P’ sobre a projecdo A’B’C’D’ do retdangulo.

Explique e justifique a sua construgdo.

A finalidade desta atividade foi de que os alunos utilizassem a defini¢do e as
propriedades da perspectiva cavaleira, tanto para construir o retingulo como o losango. Foi
uma atividade direcionada, onde os alunos puderam mobilizar os conceitos de coeficiente
de reducio, de retas fugantes, de paralelismo e de pontos médios.

Abaixo, resumimos os resultados desta atividade:

Propriedades da perspectiva cavaleira
utilizadas na construgio de um losango
Gl | G2 | G3
Coeficiente de redugio F ot ot
Ponto médio = = =
Fugantes = = =
Circunferéncia (como cotpassd) 5 5 5
Faralelas ot ot ot
S = sim N = nfio P =Tarcialmente

Tab. 18
Percebemos que os alunos ainda t€ém alguma dificuldade no uso coeficiente de
reducdo, mas usaram as propriedades da perspectiva cavaleira para construir o losango,
como as fugantes, conservagdo do ponto médio.

Estas sao as solucdes encontradas nesta atividade pelos grupos:

. R? R3

O grupo 1 usou um coeficiente de reducdo diferente do que foi pedido na

atividade. Os alunos ndo estabeleceram uma relacdo entre a circunferéncia e o transporte
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da medida do segmento para a fugante, que corresponde ao transporte de medidas feita
pelo compasso.

Os grupos 2 e 3 ja utilizaram a circunferéncia para transportar a medida do
segmento para a fugante (R2, R3).

O grupo 2 explicou a construcdo da seguinte forma: “Fizemos um retangulo
ABCD e com seus pontos médios construimos um losango. Usamos uma fugante e suas
paralelas para poder fazer sua projecdo deitada com a ajuda do coeficiente de redugdo
para formar a sombra, dai a projecdo”.

O que ¢ interessante na frase das alunas é sua “projecdo deitada”, demonstrando
que as alunas percebem um plano diferente do plano do retangulo perpendicular ao plano
de projecao que € a folha de papel. O sabido e o percebido estdo equilibrados aqui.

As alunas ndo registraram sua atividade no questiondrio, mas colhemos suas
idéias em entrevista que transcrevemos abaixo:

C - O retangulo que a gente usou foi o poligono, a gente construiu depois a gente
usou o coeficiente de redugcdo, achou o ponto médio, o retdngulo, ai depois uma
circunferéncia do ponto A até o coeficiente de reducdo, ai pegamos uma reta, que sao
paralelas fugantes.

Depois a gente pegou o ponto médio.

A gente tracou a fugante pelo ponto A, depois a gente achou o ponto médio do
coeficiente e tracamos uma reta. Depois a gente fez uma paralela a fugante pelo ponto B e
formar a sombra do retangulo.

Depois achamos os pontos médios do lado do retangulo para fazer o losango.
Esse retangulo é o mesmo que o primeiro igual.

Qual é o nome dele?... Tortinho... paralelogramo.

Concluimos que os alunos tém certa dificuldade para trabalhar com o coeficiente
de reducgdo e as alunas manifestaram essa dificuldade em uma entrevista final.

Percebemos que a geometria concreta (G0) e a geometria espago-grafica (G1)

permitiram a apropriacdo de regras da perspectiva cavaleira (G2) para esta atividade.

2. Construcao de uma piramide reta cuja base é um triangulo equilatero

A atividade foi proposta da seguinte forma:

Construa um tridngulo equildtero ABC perpendicular ao plano de projecdo

(parede ou chdo) e sendo o lado AB paralelo ao plano de projecao.
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Construa sua projegdo no plano paralelo usando um coeficiente de reducdo 0,5.

Construa o baricentro do triangulo A’B’C’ projecdo de ABC.

A seguir construa uma piramide regular tendo como base esse triangulo.

A finalidade desta atividade € verificar se os alunos usam as propriedades
levantadas nas seqiiéncias anteriores: paralelismo, conservacao do baricentro, conservacao
dos pontos médios e os elementos para a construcdo desta piramide em perspectiva
cavaleira: coeficiente de reducdo, o uso de uma perpendicular e fugantes.

Abaixo, resumimos os resultados desta atividade:

Propriedades da perspectiva cavaleira
utilizadas na construgio de uma pirdmide reta de base triangular
31 (32 (33
Coeficiente de redugfo = = F
Ponto médio = = =
Fugantes 3 o 3
Circunferéncia (como compassd) o ot =
Paralelas S = o
Altura do trifingulo = = T
Baricentro = = =
Altura da pirimide = I I
Perpendicular pele baricentro
= =sim I =nio P =Parcialmente
Tab. 19

De acordo com os resultados da tabela acima, percebemos que os alunos usam as
propriedades da perspectiva cavaleira para a constru¢io da piramide: fugantes,
conservagao do ponto médio, conservagao do baricentro. Os alunos tém dificuldades com
relacdo ao uso da circunferéncia e do coeficiente de reducio e também da necessidade do
uso da perpendicular para construir a altura da piramide pelo baricentro.

Estas sdo as solucdes encontradas pelos grupos:

Ptl P2 Pt3
Os alunos criaram o tridngulo equildtero através da ferramenta poligono regular

do Cabri.
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O grupo 1, nesta atividade, usou corretamente a circunferéncia (fun¢do do
compasso) para transferir a metade da altura do tridngulo para a fugante (Pt1). Percebemos
que os alunos tracam uma perpendicular pelo baricentro e constroem a altura da piramide
como foi pedido no enunciado. A piramide Ptl estd em posi¢do diversa da que foi pedida
pela atividade porque foi movimentada para verificar se suas propriedades permaneciam
em outra posicao e gravada em arquivo desta forma.

O grupo 2 ndo teve dificuldade no uso da circunferéncia para transferir a metade
da altura do tridngulo na fugante (Pt2), mas ndo conseguiu criar a altura da piramide, nao
percebeu que era necessdrio tragar uma perpendicular pelo baricentro do tridngulo em
perspectiva cavaleira.

O grupo 3 usou um coeficiente de reduciao diferente do que foi pedido (Pt3),
marcou os pontos médios das arestas do tridngulo, ndo paralelas ao plano de projecdo,
tracou uma fugante. Uma circunferéncia e uma perpendicular foram tracadas, mas nao
tiveram fungdo na construcao.

Os grupos 1 e 2 usaram as propriedades levantadas nas seqiiéncias anteriores:
paralelismo, conservacdo do baricentro, conservacdao dos pontos médios e os elementos
para a construcao em perspectiva cavaleira: coeficiente de redugdo e fugantes.

A pesquisadora interveio nas atividades dos grupos 2 e 3 para que percebessem a
necessidade de construir a altura pelo baricentro comparando com o sélido a vista.

Percebemos que € dificil a passagem de GO — geometria concreta (3D) para G1 —
geometria espago-grafica (2D) para alguns alunos porque ndo criaram uma perpendicular

para construir a altura da piramide.

3. Construcao de uma piramide reta de base quadrada

Propusemos a atividade da seguinte forma:

Construa uma piramide de base quadrada usando propriedades da perspectiva
cavaleira. A base da piramide estd contida num plano perpendicular ao plano de projecdo
e é paralela ao plano horizontal.

A finalidade da atividade era a utilizacdo das propriedades da perspectiva
cavaleira que foram levantadas nas seqiiéncias anteriores.

Abaixo resumimos os resultados desta atividade:
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Propriedades da perspectiva cavaleira utilizadas
na construcio de uma pirdmide reta de base quadrada
Gl | G2 | 3
Coeficiente de redug &o F IT F
Ponto meédio ot T ot
Fugantes ot I ot
Circunferfncia  (como compasso) N | N | N
Paralelas o Iy o
Altura da pirdmide = T =
perpendicular pels ponto médio
= = sim N =nfo P =Parcialmente

Tab. 20

Analisando a tabela acima, percebemos o uso das propriedades da perspectiva
cavaleira com exceg¢do do grupo 2. O coeficiente de reducdo, a circunferéncia (como
compasso), € uma perpendicular para construir a altura da piramide continuam sendo
dificuldades para os alunos.

Analisando a tabela acima, percebemos que os alunos usaram propriedades da

perspectiva cavaleira como fugantes, coeficiente de reducdo, conservagdo do ponto médio.

Eles té€m dificuldades no wuso da circunferéncia como compasso, e,
consequentemente o coeficiente de reducao 0,5, dificuldade de perceber a necessidade de
uma perpendicular pelo ponto médio do quadrado.

Estas foram as solugdes encontradas pelos alunos:

/

pql pq2 pq3

O grupo 1 construiu o quadrado em perspectiva cavaleira utilizando-se de um
coeficiente de redugdo aleatério, usou o ponto médio do quadrado paralelo ao plano de
projecdo apenas para criar uma reta. Usou fugantes e uma perpendicular pelo baricentro
para tracar a altura da piramide (pql).

O grupo 2 construiu uma piramide sem utilizar nenhuma propriedade da

perspectiva cavaleira. O quadrado foi construido a partir da ferramenta poligono regular do
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Cabri. Pelo ponto médio do quadrado paralelo ao plano de projecdo criaram uma reta e,
nessa reta, colocaram um ponto e depois tracaram as arestas da piramide. Ao
movimentarmos a pirdmide por um dos vértices, houve deformacdo da figura (pg2).
Parece-nos um retrocesso na atividade.

O grupo 3 construiu o quadrado em perspectiva cavaleira, mas a circunferéncia
tracada ndo tem funcao de transferir a medida do raio da circunferéncia na fugante. Fez uso
da perpendicular no baricentro. Criou a altura e construiu a pirdmide.

A maior dificuldade que os alunos encontraram foi no uso do coeficiente de
redugdo 0,5. Durante a execucdo da atividade, pedimos aos alunos que comparassem o
solido (GO-geometria concreta) a vista e percebessem a altura existente e a relacionassem

com a figura construida no Cabri (G1-geometria espaco-grafica).

4. Construcao de um prisma reto cuja base é um triangulo equilatero

Propusemos esta atividade da seguinte forma:

Construa um prisma de base triangular usando propriedades da perspectiva
cavaleira. A base do prisma deverd ser perpendicular ao plano de projecdo e paralela ao
plano horizontal.

Nessa atividade, esperdvamos que os alunos conseguissem fazer essa construcao
usando propriedades da perspectiva cavaleira, principalmente o paralelismo entre as retas.
Aqui, a dificuldade em perceber a necessidade de uma reta perpendicular ao lado A’B’ do
triangulo A’B’C’ para construir o prisma foi superada.

Abaixo, resumimos os resultados desta atividade:

Propriedades da perspectiva cavaleira
utilizadas na construgio do prisma reto de baze triangular

51 G2 | G3

Coeficiente de reduc fo = = F

Ponto médio = = =

Fugantes = = =

Circunferéncia (como compassa) < o T

Paralelas = = =

Altura do trifingulo = = g

EBaricentro ] o =

Tab. 21 Altura do prisma 5 3 5

Perpendicular pele vertice
== sim I = nio P =FParcialmente
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Na tabela acima, percebemos o uso das propriedades da perspectiva cavaleira,
mas ainda com dificuldades no uso do coeficiente de reducao 0,5 e da circunferéncia como
compasso. Nesta atividade, os alunos perceberam a necessidade da perpendicular para
construir a altura do prisma.

Estas sao as solucdes encontradas pelos grupos:

Prql Prq2 Prq3

O grupo 1 usou corretamente o coeficiente de reducao 0,5 (prql), fugantes e
perpendiculares para a constru¢do do prisma. A figura prql ndo estd com uma das arestas
da base paralela ao plano de projecdo porque os alunos movimentaram o prisma para
verificar a conservagdo de suas propriedades. Os alunos gravaram o trabalho nesta posicao.

O grupo 2 nao teve dificuldade de criar uma perpendicular para tragar a altura do
prisma (Prg2) como teve na construcdo da piramide de base triangular. As alunas
escreveram ‘“a partir do tridngulo achamos sua base deitada e fizemos o baricentro
utilizando as retas perpendiculares e as paralelas e levantamos o prisma”. Nesta frase, as
alunas ja visualizam a figura em 3D como era esperado. O visto e o sabido estdo em
equilibrio.

O grupo 3 usou a mesma base triangular da pirdmide para construir este prisma
(Prq3). O tridngulo equildtero em perspectiva cavaleira tem coeficiente de reducdo
diferente do que foi pedido.

Nesta atividade, a geometria concreta (GO) se relaciona com a geometria espago-
grafica (G1) porque ja foi compreendida a figura 3D no plano. Percebemos que os alunos
ainda tém dificuldade em relagcdo ao coeficiente de redugdo e ao uso da circunferéncia com

fun¢do de compasso para transportar as medidas.

5. Construc¢ao de um prisma reto de base quadrada

A atividade foi proposta da seguinte forma:

Construa um prisma de base quadrada usando propriedades da perspectiva cavaleira.
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A base do prisma deverd estar contida num plano perpendicular ao plano de projecdo
e paralelo ao plano horizontal.
Nesta atividade, esperdvamos que os alunos conseguissem construir esta figura
que foi muito utilizada na seqiiéncia I e II do bloco 1.

Abaixo, resumimos os resultados desta atividade:

Propriedades da perspectiva cavaleira utilizadas na
construgio do prisma de base quadrada

Gl | G2 | G3
Coeficiente de redugéio P F P
Ponto médio = = =
Fugantes i) = )
Circunferéncia  (como compasso) | I I T
Paralelas = = =
segmentos visualmente = = =

‘paralelos’
== zim I = nio P =Parcialmente
Tab. 22

Nesta tabela, fica evidente a dificuldade dos alunos no uso do coeficiente de
reducgdo 0,5 e da circunferéncia como compasso, mas utilizam-se das fugantes e dos pontos

médios para construir o prisma.

Estas sdo as solugdes apresentadas pelos grupos:

45,01

prismaql prismaq 2 prismaq3

Todos os grupos ndo usaram a circunferéncia como compasso para a transferéncia
de medidas, usaram coeficientes de reducao aleatérios.

O grupo 1 usou uma estratégia bem diferente. Os alunos usaram segmentos de reta
aparentemente paralelos entre si, um coeficiente de reducao aleatdrio (Prismaql). Esse tipo
de construc¢do, no ambiente Cabri, ndo mantém as propriedades da figura, ndo ha garantia
de paralelismo entre os segmentos sem o uso da ferramenta reta paralela do Cabri. Houve
deformacdo durante a movimentacao da figura.

A dificuldade para esses alunos foi compreender que o software Cabri tem

premissas que devem ser respeitadas. Acompanhamos a constru¢do e questionamos a
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execu¢do, mas os alunos insistiram nela. O pdlo do visto € visivel aqui, mas as
propriedades nao se conservam (pélo do sabido).

Os alunos ndo usaram fugantes, paralelas do Cabri. Essa construcio € diferente
das demais construcdes que o grupo 1 fez ao longo do bloco 3, parece-nos um retrocesso
em relacdo as atividades até aqui executadas.

O grupo 2 construiu seu prisma (prismag2), construiu uma circunferéncia, mas
sem fun¢do de transporte de medida na figura. Houve uma deformacido quando o prisma
foi movimentado, provavelmente porque usou segmentos sem o auxilio de retas paralelas.
Num outro arquivo as alunas conseguiram resolver a atividade.

O grupo 3 usou algumas retas fugantes e segmentos para construir seu prisma
(prismaq3). Algumas arestas ndo foram construidas com o auxilio de retas paralelas. Ao
movimentar o prisma, houve deformagdo. Em entrevista, consideraram a constru¢ao mais
dificil.

Parece que houve um retrocesso em relagao as outras atividades pelas dificuldades
encontradas. A dificuldade na constru¢do desse prisma € evidente.

Comparando os resultados de todas as 5 atividades deste bloco, percebemos que
no ambiente externo com a materializacdo e manipulagdo dos objetos (Boero, 1996;
Parzysz, 2001) e recriados no ambiente Cabri favorecem a aprendizagem das propriedades
da perspectiva cavaleira (Chaachoua, 1998). A dificuldade estd no uso das ferramentas e

nas construcdes das figuras, ndo da apropriacao das propriedades da perspectiva cavaleira.

6. Problema 1 - Rebatimento de um ponto

A atividade foi proposta da seguinte forma:

3.7.7 Problema 1

O rebatimento € uma técnica muito usada para transportar um ponto que estd
numa face frontal paralela ao plano de projecdo (face em verdadeira grandeza) para uma
face qualquer do cubo ou vice-versa.

Na figura abaixo, a face frontal ABCD sera rebatida sobre a face ABGH. Sendo o
ponto P pertencente a face ABCD, o ponto P’ rebatido deve estar na mesma posi¢do na
face ABGH em perspectiva cavaleira. Apds o rebatimento da face ABCD, o ponto D ira

coincidir com o ponto H e o ponto C ird coincidir com o ponto G.



Fig. A Fig.B

Com base no texto anterior, resolva o seguinte problema:

E dado o cubo em perspectiva cavaleira.

Na face superior do cubo ABCDEFGH estd o segmento MN e o ponto P.

Construa a reta perpendicular ao segmento MN, passando pelo ponto P.
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O objetivo desta atividade foi observar como os alunos resolveriam o problema.

Algumas das propriedades da perspectiva cavaleira foram colocadas em jogo durante a

execuc¢do da atividade. Queriamos observar se a perpendicular seria tracada imediatamente

no plano DCFE e como os alunos usariam a técnica do rebatimento que explicamos na

andlise a priori. Essa estratégia ndo foi detectada nas atividades executadas pelos grupos,

COmO VEremos a seguir.

Problema 1 — Eebatimento de um ponto

i71

(33

Eebateram o ponto P

Eebateram o ponto Il

Eebateram o ponto I

Ubtiveram o ponto de interseccio
da perpendicular que passa pele ponto B
e pelo segments M no plane frontal

Lot tn

] e LA REA R

Lot tn

Eebateram o ponto de intersecgiio

5

Z

a=sim MN=nic P =Parcialmente

Tab. 23

Nesta tabela, percebemos que os alunos usaram fugantes para rebater os pontos,
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supomos que tenham percebido que o segmento MN estd em verdadeira grandeza e que
precisavam do rebatimento porque o segmento MN na face superior do cubo nao tem suas
medidas conservadas em relacdo ao rebatido na face frontal, paralela ao cubo.

Estas sdo as solucdes encontradas pelos grupos:

E M F E / 3
D P TN b \R N
H
H G
G
A B
A B
rl 2 r3

O grupo 1 tentou inicialmente, rebater o ponto P usando uma paralela a diagonal
DH passando pelo ponto E. Quando foi solicitado aos alunos que movimentassem o cubo,
o ponto P ficou no interior do cubo e ndo na face frontal. Usaram uma paralela aleatoria,
pois ndo ha nenhuma relacdo com o ponto P. Em um outro momento, os alunos rebateram
corretamente o ponto P, apesar de ndo ter sido nomeado na face frontal do cubo, criaram o
segmento M’N’ na face frontal, mas ndo na posi¢do do segmento MN correspondente na
face superior. Nesse momento, tivemos que intervir, mostramos um cubo de papel com
corte simbolizando um segmento MN e um ponto P sobre a face superior, essa face
funcionou como tampa e dobrada sobre a face frontal. Os alunos perceberam que o
segmento MN ndo estava construido corretamente. Mostramos aos alunos que a mesma
estratégia utilizada no ponto P deveria ser usada para encontrar os pontos M e N.

Esse grupo, desde o inicio das atividades no Cabri, usou o ponto médio como
ferramenta. Nessa atividade ndo foi diferente. Percebemos que foram usados pontos
médios, foram tragadas retas paralelas e interceptadas duas paralelas verticais na face
frontal. Essa duas paralelas foram criadas a partir de pontos de interseccdo da aresta CD
com as retas que passam pelos pontos M e N na face superior.

Percebemos na figura rl que o grupo 1 usou o rebatimento para encontrar 0s
pontos M e N (retas verdes). Para encontrar a perpendicular que passa pelo ponto P e
intersecta o segmento MN, os alunos criaram uma perpendicular ao segmento M’N’ da
face frontal passando pelo ponto P’, que ndo foi denominado por eles, e, a partir do ponto
de interse¢do entre essa reta e a aresta CD, tracaram a perpendicular ao segmento MN que

passa pelo ponto P. Podemos verificar que a estratégia utilizada pelos alunos € diferente da
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esperada pela pesquisadora. As retas verdes correspondem a uma solugdo possivel sugerida
na andlise a priori e serviu para verificar se a construcao feita pelos alunos era possivel.

O grupo 2 ndo continuou a atividade ou arquivos foram perdidos, s6 temos o
inicio da constru¢do. As alunas comecaram usando paralelas e rebateram corretamente o
ponto P na face frontal do cubo (12).

O grupo 3 iniciou a atividade usando paralelas, uma delas paralela ao segmento
BF passando pelo vértice H e uma paralela a aresta BC pelo ponto P (r3). Criou uma
paralela a aresta CD passando pela intersec¢do das duas paralelas. Pedimos para que as
alunas movimentassem o cubo e percebessem que o tridngulo formado por essas paralelas
era interno ao cubo, nenhum ponto pertencia a face frontal.

As alunas refizeram a construgdo, conseguiram fazer a proje¢do do ponto P’ nio
nomeado e N’ na face frontal, mas ndo perceberam que o ponto M’ ndo era projecdo de M.
Nesse momento, interviemos como no grupo 1, explicando como seria a posicdo do
segmento MN rebatido se o ponto P e este segmento estivessem sobre uma tampa de uma
caixa, portanto retornamos para a geometria concreta para que pudessem representd-la na
geometria espaco-grafica, no ambiente Cabri. Na figura r3a, as alunas usaram a estratégia
que esperdvamos na andlise a priori para encontrar o ponto Q no segmento MN.
Percebemos que o ambiente Cabri favoreceu na aprendizagem de regras da perspectiva

cavaleira para resolver esta atividade.

r3a

7. Problema 2

O objetivo desse problema foi verificar se a interacao das atividades executadas
nos blocos 1 e 2 levam os alunos a perceber melhor o espago. Esperdvamos que eles
identificassem as posicdes das retas que estdo contidas nas faces do cubo. A atividade foi
direcionada para permitir uma visao das acdes dos alunos sobre cada item proposto.

Os alunos criaram um cubo ABCDEFGH em perspectiva cavaleira, consideraram

um ponto M pertencente a aresta DE, um ponto N pertencente a aresta EF e um ponto P
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pertencente a aresta BC (fig. 120).

Fig. 120 7 8

A seguir, 7 questdes foram propostas:

8) Trace as retas MN e DC.

9) Visualmente, as retas que estdo no espaco MN e DC se intersectam num ponto
que denominaremos de X. Mas nos sabemos que duas retas no espaco podem ser
paralelas, concorrentes ou reversas. Qual a posicdo relativa dessas duas retas? Justifique
a sua resposta.

10) Visualmente, as retas que estdo no espaco XP e AD se intersectam num ponto
que denominaremos de ponto Q. Qual a posicdo relativa dessas duas retas? Justifique a
sua resposta.

11) Considere um plano o que passa pelos pontos M, N e P.

12) O ponto X pertence a esse plano? Justifique a sua resposta. E o ponto Q
pertence a esse plano? Justifique sua resposta.

13) Repetir o mesmo raciocinio para as retas MN e CF e encontrar cinco pontos
pertencentes ao plano o.

14) Vocé acabou de achar a interseccdo de um cubo por um plano que passa
pelos pontos M, N e P. Construa esse poligono.

Verificando as respostas dos alunos, hd um problema na questdo 5. Como ndo
recebemos as folhas de atividades dos alunos para conferir, houve uma mudanga nessa
questdo, onde se 1€ “O ponto X pertence a esse plano”, foi digitado “O ponto H pertence a
esse plano”.

Abaixo, resumimos os resultados desta atividade:
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Froblema 2

Gl
1

Construiram o ponto 2
Construiram o ponto O
Construiram o ponto K
Construfram o ponto £
Perceberam a posigdo das retas M e DO
Tustificaram a posicio das retas M e D2
Perceberam a posigfo das retas XP e DA
Justificaram a posigio das retas XP e DA
Perceberam a posigiio das retas M e CF
Justificaram a posigio das retas M e CF
Perceberam aposigio dasretas PE e FG | —
Tustificaram a posicio dasretas PE e FG | —
Construiram o poligons E
= = sim N =nfo P =Parcialmente

I |wa|wa| || 2|5 e v | &2

ie] = LAl e LA D e EEA LD R A LA R
Gl L Ll e B ES RS R SRS LT EGIR G 1!

Tab. 24

Considerando os resultados da tabela acima, percebemos que os alunos
conseguiram identificar a posi¢ao das retas MN, DC, XP e DA e o poligono, apesar de nao
terem percebido e justificado outras retas.

O grupo 1 ndo completou a atividade ou as questdes 6 e 7 foram perdidas. Essas
questdes referem-se a posicao entre as retas MN e CF, entre PK e FG.

Os alunos responderam as questdes acima da seguinte forma:

2) “A posicdo relativa dessas retas é concorrente, pois elas cruzam em um
determinado ponto”.

3) “As duas retas XP e AD sdo concorrentes, pois elas se cruzam, mas ndo sdo
perpendiculares, pois nesse cruzamento ndo hd uma formagdo de um dngulo de 90°”.

4) “O ponto H ndo pertence a esse plano, pois ndo existe contato com esses
segmentos e o Q também” .

Os alunos do grupo 1 responderam corretamente as questdes 2 e 3, mas nao
souberam justificar. J4 na questdo 5, numerada pelos alunos como questdo 4, o ponto H
ndo pertence ao plano, mas os alunos ndo registram quais sao 0s segmentos a que estdo se
referindo. Com relagdo ao ponto Q, faltou crid-lo na atividade e pode ter dificultado a

visibilidade no exercicio (p1). Perceberam apenas o plano MNP como triangulo.



149

O grupo 2 respondeu as questdes da seguinte forma:

2) “As retas MN e DC sdo concorrentes”.

3) “As retas XP e AD sdo concorrentes’.

5) “Os pontos H e Q ndo pertencem ao plano alfa”.

As alunas ndo justificaram as respostas em relacdo a posi¢do das retas. Nao se
referiram as retas CF, PK e FG como foi pedido na questdao 6. Na questdo 5, o ponto Q
pertence ao plano a e ndo como foi colocado pelas alunas. As alunas perceberam o plano a,

o triangulo e o pentdgono porque pintaram a figura.

O grupo 3 respondeu as questdes da seguinte forma:

2) “As retas MN e DC sdo concorrentes, pois se cruzam formando o ponto P e se
encontram no mesmo plano”.

3) “As retas PX e AD sdo concorrentes e estdo no mesmo plano”.

5) “O ponto H ndo pertence ao plano porque ndo pertence ao plano DEFC, CBF.
O Q também ndo pertence”.

As alunas ndo fizeram referéncia as retas CF, PK e FG como foi pedido na
questao 6.

O grupo 3 justifica corretamente as questdes 2 e 3, mas na questdo 5, o ponto Q

pertence ao plano MNZPQ, ao contrario da resposta dada pelo grupo (p3).
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S

p3

Essa atividade tinha por finalidade mostrar o potencial da perspectiva cavaleira na
resolucdo dos problemas em geometria espacial.

Os itens 1,2 e 3 procuravam colocar o aluno diante da problemaética de reconhecer
a posicado relativa de duas retas no espaco. Somente o grupo 3 justifica corretamente as
questdes. Houve pequenos indicios de saltos de validagdes perceptivas para validagdes
dedutivas.

O item 5 colocaria o aluno diante de um postulado da geometria espacial que diz:
Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, entdo, a reta estd contida no
plano, mas, como houve um erro de digitacdo, ndo foi possivel verificar se os alunos teriam
justificado alguma resposta positiva a esta questdo, mas as questdes 2 e 3 indicam o
postulado. Como os alunos erraram a posi¢cdo do ponto Q, acredito que ndo teriam ainda
condi¢cdes de responder a questdo. Uma constru¢do com a perspectiva cavaleira mostra a
necessidade do uso de postulados e, portanto, valoriza os aspectos tedricos da Geometria.

A questdo 6 ndo foi totalmente respondida provavelmente porque os alunos
acharam que somente as construgdes das retas interessavam.

A dificuldade do problema nos levou a propor esta atividade passo a passo.
Perdeu-se a visdo global da situacdo, mas ganhou-se na organizacdo de algumas idéias
basicas da Geometria Espacial. Procuramos verificar nas solucdes apresentadas pelos

alunos (pdlo do sabido) o quanto esta atividade remete a aspectos tedricos da geometria.

Conclusao das atividades do Bloco 3

Concluimos nesse bloco que os alunos usaram elementos da perspectiva cavaleira
na constru¢do de suas figuras como as fugantes, coeficiente de reducio, conservagcdo dos
pontos médios.

No caso do coeficiente de reducdo 0,5 que foi exigido somente na constru¢cao do
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losango, percebemos que os alunos tém dificuldades na compreensao desse conceito.

Uma outra dificuldade apresentada pelos alunos € a constru¢do da altura dos
prismas e das piramides, mesmo com a presenca dos s6lidos, no ambiente Cabri. Usamos
os solidos para mostrar a altura dos prismas e piramides, ou seja, foi preciso retornar a
geometria concreta (GO) para buscar suporte para representar a altura desses objetos no
ambiente Cabri (geometria espaco-grafica- G1) resgatando todas as propriedades que
foram vistas nos blocos 1 e 2 (geometria proto-axiomdtica — G2). Mesmo assim, alguns
alunos ndo conseguiram construir a altura do sé6lido na tela do computador. Tal construcao
necessitava da propriedade da conservacido do angulo reto, o que ndo ocorreu pois, nesse
caso, a altura é ortogonal as arestas de base.

A producdo dos alunos nos mostrou um avanco na percepcdo dos objetos
tridimensionais principalmente na realizacdo dos problemas 1 e 2. Usaram propriedades da
perspectiva cavaleira, como a conservacdo do ponto médio, baricentro, paralelas, mas
ainda com dificuldades na manipula¢do com o software Cabri.

Neste bloco, a intervencdo da professora se fez necessdria para que os alunos
conseguissem realizar seus trabalhos. Isto mostra que a apropriacdo das regras da
perspectiva cavaleira ndo é suficiente para o seu uso espontaneo na resolucdo de um
problema. Apesar de todas as institucionaliza¢des realizadas, a falta de conhecimento dos
alunos em relacdo a diversas propriedades geométricas exigiu a presenca constante da
professora.

Nenhum dos grupos tentou resolver o problema 1 usando uma perpendicular pelo
ponto P no segmento MN inicialmente. Procuraram resolver seguindo o rebatimento que
foi colocado anteriormente. Percebemos que a maior dificuldade encontrada pelos alunos
estd nas intersecc¢oes entre retas que passam pelos pontos M, N e P. Tiveram dificuldade de
perceber o comportamento do rebatimento do segmento MN sobre a face frontal. Foi
necessdria a intervencao da professora, usando um cubo de papel e com a utilizagao de um
corte que simbolizava o segmento MN sobre uma das faces. Essa face funcionou como
uma tampa que ao ser rebatida de 90° na face frontal, mostrava a posi¢do do segmento MN
nessa face em verdadeira grandeza, isto €, voltamos para a geometria concreta.

No problema 2, os alunos usaram as maos para entender a posicdo relativa das
retas MN, AD, DC, PX e outras. A dificuldade que este problema apresentou foi na
nomenclatura utilizada no enunciado, tal como reta reversa. Os alunos precisaram da

intervenc¢do da professora para identificar as posi¢des relativas das retas no espacgo.
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Capitulo V

CONCLUSAO

No inicio da dissertagdo, destacamos nossa preocupacdo em relagdo a
representacao de objetos tridimensionais no plano. Procuramos motivos para justificar a
nossa pesquisa em Geometria. Consultamos trabalhos sobre as condi¢des de ensino da
Geometria no Brasil, buscamos subsidios para mostrar a importancia do desenho e como
representar objetos tridimensionais no plano. Aceitamos resultados que apontam a
perspectiva cavaleira como uma representacao acessivel aos alunos, féacil de executar e dar
equilibrio entre o que se sabe sobre o objeto (propriedades) e o que se vé. Além disso,
assumimos resultados que apontam que a introdu¢do do ambiente informatico dentro do
sistema de ensino pode modificar as relacdes dos sujeitos sobre objetos matematicos
porque estes irdo vivenciar de outro modo, além de possibilitar o estudo dos objetos de
ensino que o ambiente do papel e lapis ndo pode oferecer (Chaachoua, 1998).

Em nossa fundamentacdo tedrica, as pesquisas de Parzysz (1989), Boero (1996) e
Chaachoua (1998) nos subsidiaram no desenvolvimento desta dissertacdo. Parzysz (2001)
que distingue quatro geometrias: a geometria concreta (G0), a geometria espaco-grafica
(G1), a geometria proto-axiomdtica (G2) e a geometria axiomatica (G3). Em suas
pesquisas, trata também das representacdes dos objetos tridimensionais no plano, onde
aponta o conflito entre 0 que vemos e 0 que sabemos sobre o objeto, ou seja, o conflito
entre o visto e o sabido. Boero (ibid), que destaca a importancia das conjecturas,
hipéteses, questionamentos durante a experimentagdo na formacdo de uma geometria
racional e Chaachoua (ibid) que argumenta que a aprendizagem também ocorre num
ambiente informatizado.

Também buscamos subsidios histéricos para nosso objeto matemadtico, a
perspectiva cavaleira. Tais idéias nos mostraram as dificuldades existentes na constru¢ao
desse objeto matematico.

Concebemos uma seqiiéncia de atividades com suas respectivas andlises a priori e
a posteriori.

Durante a execu¢do das atividades do bloco 1, os alunos materializaram e
manipularam os objetos geométricos, levantaram conjecturas, sobre as sombras dos objetos
colocados em faces paralelas e ndo paralelas ao plano de projecao, que no nosso caso foi o

chdo. Para explicar a forma¢do das sombras no chdo, alguns alunos usaram as maos. O
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corpo também foi acionado para demonstrar como os raios solares incidiam sobre os
sOlidos para a formacdo das sombras. As produgdes dos alunos no bloco 1 mostraram que
o ambiente externo € favordvel ao processo de aprendizagem das propriedades da
perspectiva cavaleira.

No bloco 2, representamos 0s mesmos objetos utilizados no bloco 1 no ambiente
Cabri. Nesse bloco, as producdes dos alunos mostraram que o processo de apropriagdo de
um ambiente informético como o software Cabri-Géometre ndo pode se limitar apenas a
um trabalho de algumas horas antes de se iniciar a seqiiéncia de ensino. E necessdrio que o
aluno ja tenha uma certa experiéncia com o uso do software antes de ser submetido a uma
seqiiéncia de ensino num ambiente informatico. Muitas das dificuldades ocorridas ao longo
do nosso trabalho foram decorrentes dessa pouca familiarizacdo com o software. Contudo
a introdu¢do do software foi um fator de grande motiva¢do para os alunos e muitas das
atividades foram realizadas apesar de todas as dificuldades inerentes ao programa.

Percebemos ao longo do trabalho que as seqiiéncias no plano paralelo tanto no
ambiente externo como no ambiente Cabri sdo mais faceis de executar que no plano nao
paralelo.

Consideramos importante da parte do professor a retomada de alguns contetdos
do Ensino Fundamental e Médio, como por exemplo, o teorema de Tales tanto no plano
COmo Nno espaco.

No bloco 3, para utilizar as regras da perspectiva cavaleira na resolugcdo de
problemas de geometria espacial, os alunos precisaram de muitas ajudas.

A partir dos resultados obtidos nos trés blocos, podemos apresentar alguns
elementos de resposta as nossas questdes de pesquisa:

Em que medida o estabelecimento de um jogo dialético entre a Geometria
concreta e a Geometria espago-grdfica contribui para a apropria¢do das regras da
perspectiva cavaleira? E em que medida essa apropriacdo favorece a resolucdo de
problemas da Geometria Espacial?

A geometria concreta permitiu fazer conjecturas de algumas propriedades da
perspectiva cavaleira que puderam ser confirmadas empiricamente pelo software de
geometria dindmica. No entanto, propriedades tais como o estabelecimento da invariancia
da razdo entre segmentos ou a razdo de um segmento perpendicular ao plano de projecao e
a sua respectiva projecao obliqua s6 foram estabelecidas com a intervencao do professor. A
solicitacdo da geometria concreta como auxiliar da geometria espaco-grifica (GO—GI) se

revelou frutifera em algumas atividades. Entre elas podemos citar a constru¢io de um
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ponto sobre uma face do cubo e o rebatimento de um ponto situado na face superior do
cubo na face frontal.

A partir da produgdo dos alunos podemos dizer que o estabelecimento deste jogo
dialético entre a geometria concreta — GO, onde os objetos geométricos sao materializados
e manipulados em ambiente externo, na presenca de raios solares e a geometria espaco
grafica — G1, onde os objetos sdo representados no ambiente informatico, contribuiu para a
apropriacdo das regras da perspectiva cavaleira. Mas ressaltamos que ha necessidade de
retomar conteidos do Ensino Fundamental no Ensino Médio para que a apropriacdo se dé
em sua totalidade. Além disso, € fundamental instrumentar os alunos com rela¢do ao
software Cabri-Géometre.

Quanto a segunda questdao: Em que medida essa apropriacdo favorece a resolucao
de problemas da Geometria Espacial? A andlise das produ¢des dos alunos mostrou que a
auséncia de conhecimentos dos alunos fez com que a fungao da perspectiva cavaleira nessa
seqiliéncia fosse apenas de técnica de desenho (Korkmaz, 2003) e ndo de ferramenta para
auxiliar na resolucdo dos problemas.

A seqii€éncia ndo conseguiu mostrar aos alunos que a perspectiva cavaleira, pode
favorecer o tratamento de outras nogdes do espago embora, vérias pesquisas apontem para
a necessidade de se ensinar a perspectiva cavaleira no Ensino Fundamental e Médio.

Outras seqiiéncias de ensino poderiam ser concebidas para estudar a
complexidade da passagem da técnica de desenho para ferramenta na resolucdo de

problemas.
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ANEXO 1

Seqiiéncia experimental I - Face paralela ao plano de projecao
Cubo

Colocar o cubo de forma que uma das faces seja paralela a um plano de
projecao (parede, chao).

A.

Considere dois pontos A e B no cubo (use bolinhas de massa de modelar coloridas
para determinar os pontos, uma cor para cada ponto) sobre uma face paralela ao plano de
projecao.

Ache o ponto médio M do segmento AB (use régua e caneta para tragar o
segmento)

Ache o ponto médio M’ do segmento A’B’ onde A’ e B’ sdo as sombras
correspondentes dos pontos A e B.

O que voceé conclui sobre o ponto médio M no sélido e sua sombra M’?

Justifique.

Construa um segmento AB (use régua, caneta e as bolinhas de massa de modelar
para os pontos, uma cor para cada ponto) sobre a face paralela ao plano de projecao.

Considere um ponto C pertencente ao segmento AB e que ndo seja ponto médio
(use massa de modelar para determinar o ponto C também).

Relacione os segmentos AC, CB, A’C’ e C’'B’ onde A’,B’,C’ sdo as sombras
respectivamente dos pontos A, B e C. O que vocé conclui em relagdo as medidas destes
segmentos? Que relacdes vocé pode obter entre estes segmentos? Justifique.

Construa um tridangulo ABC (marcar os vértices com massa de modelar, cada
ponto com uma cor diferente, e usar régua para marcar os lados do triangulo) contido na
face paralela ao plano de projecdo.

Encontre o baricentro do triangulo ABC.

Encontre o baricentro do tridngulo A’B’C’ sombra correspondente ao triangulo
ABC.

Compare os baricentros.

Compare o baricentro do tridngulo ABC e o baricentro de sua sombra A’B’C’. O
que voce conclui?

JUSTEIGUE. ..ttt ettt e et e e st e e s aeeestaeeesbeeensseesnsneeensneenns
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D.

Coloque dois palitos de churrasco paralelos entre si e mantendo o paralelismo
entre eles, coloque-os em posi¢des diferentes sobre a face paralela ao plano de projecao.
Para cada posicdo verifique se os segmentos correspondentes das sombras dos palitos sdao
paralelos.

Para cada posi¢do verifique se os segmentos correspondentes das sombras dos
palitos sdo paralelos. De que forma vocé fez esta verificagao?

Justifique.

E.

Cruze dois palitos de churrasco e mantendo o cruzamento entre eles, coloca-los
em posi¢coes diferentes sobre a face paralela ao plano de projecao. Para cada posi¢ao:

Observar e comparar os palitos e suas sombras correspondentes.

Compare o angulo formado entre os dois palitos e o angulo formado pela sombra
dos dois palitos. O que vocé conclui?

Justifique.
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ANEXO 2

Seqiiéncia experimental II - Face nao paralela ao plano de projecao
Cubo

Colocar o cubo de forma que uma das faces NAO seja paralela a um plano de
projecdo (parede, chao)

A.

Considere dois pontos A e B no cubo (use bolinhas de massa de modelar coloridas
para determinar os pontos, uma cor para cada ponto) sobre uma face nao paralela ao plano
de projecao.

Ache o ponto médio M do segmento AB (use régua e caneta para tracar o
segmento)

Ache o ponto médio M’ do segmento A’B’ onde A’ e B’ sdo as sombras
correspondentes dos pontos A e B.

Compare as medidas. O que vocé conclui sobre o ponto médio M no sélido e sua
sombra M’ ?Justifique.

Construa um segmento AB (use régua, caneta e as bolinhas de massa de modelar
para os pontos, uma cor para cada ponto) sobre uma face ndo paralela ao plano de
projecao.

Considere um ponto C pertencente ao segmento AB e que ndo seja ponto médio
(use massa de modelar para determinar o ponto C também).

Compare as medidas dos segmentos AC, CB, A’C’ e C’'B’ onde A’,B’,C’ sdo as
sombras respectivamente dos pontos A, B e C. O que vocé conclui em relagdo as medidas
destes segmentos? Justifique

Considere um triangulo ABC (marcar os vértices com massa de modelar, cada
ponto com uma cor diferente, e usar régua para marcar os lados do tridngulo) contido em
uma face ndo paralela ao plano de projecao.

Encontre o baricentro do triangulo ABC.

Encontre o baricentro da sombra do tridangulo ABC.

Compare o baricentro do tridngulo ABC e baricentro de sua sombra. O que vocé
conclui? Justifique.
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D.

Coloque dois palitos de churrasco paralelos entre si e mantendo o paralelismo
entre eles, coloque-os em posicoes diferentes sobre uma face ndo paralela ao plano de
projecdo. Para cada posi¢do observe e compare os segmentos correspondentes as sombras
dos palitos.

Para cada posi¢do verifique se os segmentos correspondentes das sombras dos
palitos sdo paralelos. De que forma vocé fez esta verificacao? Justifique.

Cruze dois palitos de churrasco e mantendo o cruzamento entre os dois palitos,
colocd-los em posi¢des diferentes sobre uma face nao paralela ao plano de projecdo. Para
cada posic¢do:

Observe e compare os palitos com suas respectivas sombras.

Compare o angulo formado entre os dois palitos e o angulo formado pela sombra
dos dois palitos. O que vocé conclui? Justifique.
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ANEXO3

Responda:

1.  Comparando os resultados de todas as atividades nos quatro sélidos, o que
vocés concluem em relagdo as atividades desenvolvidas com as varetas e as projecoes do:

a)  Ponto Médio

b)  Baricentro

c¢)  Medidas

d)  Razdo entre segmentos
e) Paralelismo

f) Perpendicularismo

2. Comparando os resultados das atividades das seqii€éncias I e I o que vocés
podem concluir em relagdo as atividades e ao fato dos sélidos estarem com as faces
paralelas na primeira seqii€éncia e na segunda nao?
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ANEXO 4

Tarefa

Serdo distribuidas aos grupos de alunos pecas de acrilico de forma quadrada outra
na forma de um tridngulo eqiiilatero e uma na forma de hexdgono regular.

Um dos lados de cada uma das pecas devera estar paralelo a um plano de projecao
(parede), mas a peca deve estar perpendicular ao plano.

Observar e comparar as sombras projetadas na parede com a peca de acrilico.

Questionario

Que conclusdes voceé obteve ao observar as pecas em acrilico e as sombras
COTTESPONACTIEES 7.....evieeeetieeiieeetieeetteeeteeeeteeeeaeeessbeeessseeessseeesseeesseeensseeessseesnsseesnsseessseeennseens
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ANEXO 5

Seqiiéncia Experimental III — Cabri Géometre
Arquivo CUBO

Construcao de um Cubo

Observe o cubo ABCDEFGH.

Construa o cubo A’B’C’D’E’F’G’H’ tendo uma reta ‘s’ qualquer e um segmento
AB de 5cm de comprimento e um coeficiente de redugao 0,5.
Salve com o nome de arquivo CUBO.

Abra o arquivo CUBO

A.

Considere dois pontos A e B sobre a face frontal paralela ao plano de projecao.

Trace o segmento AB.

Ache o ponto médio M do segmento AB.

Determine o segmento A’B’ onde A’ e B’ na outra face paralela ao plano de
projecdo onde A’ e B’ s@o as proje¢des dos pontos A e B.

Determine o ponto médio M’do segmento A’B’.

Salve seu trabalho como CUBO1

B.

Mantendo o seu trabalho aberto, apague o ponto M e crie o ponto C no segmento
AB e sua projecdo C’ no segmento A’B’.

Movimente o ponto C sobre o segmento AB.

Observe e compare as diversas posicoes de C e os segmentos ACe CBe A’C’ e
C’B’ suas respectivas projecoes.

Salve o trabalho.

1. Descreva como vocé determinou as projecdes A’B’ do segmento AB.



C. Abra o arquivo CUBO

Construir um tridngulo ABC na face frontal paralela ao plano de projecao.

Determinar o tridangulo A’B’C’. Observar e medir os lados A’B’, B’'C’ e A’C’
onde A’, B’ e sdo as respectivas projecoes de A, B e C.

Encontre o baricentro H do triangulo ABC.

Encontre o baricentro H’ da projecdo A’B’C’do tridngulo ABC na outra face
paralela ao plano de projecao.

Movimente o ponto A observando os tridngulos e o baricentro.

Salve o trabalho.

1. Como vocé determinou o tridngulo A’B’C’? E a projecao H’?

2. Que conclusdo vocé tirou em relagdo a medida dos lados entre os dois
tridngulos?
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D. Abra o arquivo CUBO

Construa dois segmentos AB e MN paralelos sobre a face frontal paralela ao
plano de projecdo. Determine os segmentos A’B’ e M’N’correspondentes as suas projecoes
sobre a outra face paralela ao plano de projecao.

Salve o trabalho.

Como vocé determinou essas projecdes? Mantém o paralelismo?Justifique.

E. Abra o arquivo CUBO

Construa dois segmentos concorrentes entre si AB e RS sobre a face frontal
paralela ao plano de projecao.

Construa os segmentos A’B’ e R’S’ respectivas projecdes de AB e RS sobre a
outra face paralela ao plano de projecao.

Salve o trabalho.

1. Como vocé determinou as projecoes?

3. Compare o angulo formado entre os segmentos AB e RS e A’B’ e R’S’.
Justifique.
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ANEXO 6

Seqiiéncia experimental IV — Cabri-Géometre
Arquivo Plano o

Abra o arquivo Plano o

A.

Considere dois pontos A e B sobre o plano «.

Trace o segmento AB.

Ache o ponto médio M do segmento AB.

Determine o segmento A’B’ onde A’ e B’ no plano B paralelo ao plano de
projecdo onde A’ e B’ s@o as projecdes dos pontos A e B.

Determine o ponto médio M’do segmento A’B’.

Salve o trabalho.

B.

Mantendo o seu trabalho aberto, apague o ponto M e crie o ponto C no segmento
AB e sua projecao C’ no segmento A’B’.

Movimente o ponto C sobre o segmento AB.

Observe e compare as diversas posi¢des de C e os segmentos ACe CBe A'C’ e
C’B’ suas respectivas projecdes.

Salve o trabalho.

1. Descreva como vocé determinou as projecdes A’B’ do segmento AB.

C. Abra o arquivo Plano o

Construir um tridngulo ABC no plano a.

Determinar o tridngulo A’B’C’ no plano 3 paralelo ao plano de projecéo.
Observar e medir os lados A’B’, B’C’ e A’C’ onde A’, B’ e sdo as respectivas projecoes de
A,BeC.

Encontre o baricentro H do triangulo ABC.

Encontre o baricentro H’ da proje¢ao A’B’C’do tridngulo ABC no plano J.
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Movimente o ponto A observando os triangulos e o baricentro.
Salve o trabalho.

1.  Como voce determinou o tridngulo A’B’C’? E a projecao H’?

2. Que conclusdo vocé tirou em relacdo a medida dos lados entre os dois
tridngulos?

4. Movimentando o ponto A observando os tridngulos e o baricentro, o que
conclui?

D. Abra o arquivo Plano o

Construa dois segmentos AB e MN paralelos sobre o plano o. Determine os
segmentos A’B’ e M’N’correspondentes as suas proje¢des sobre o plano 3 paralelo ao
plano de projecao.

Salve o trabalho.

Como vocé determinou essas projecdes? Mantém o paralelismo? Justificaram?

E.Abra o arquivo Plano o

Construa dois segmentos concorrentes entre si AB e RS sobre o plano a.

Construa os segmentos A’B’ e R’S’ respectivas projecoes de AB e RS sobre o
plano P paralelo ao plano de projecéo.

Salve o trabalho..
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ANEXO 7

Bloco 3 - Construc¢oes no Cabri-Géometre

A. Construa um retangulo ABCD perpendicular ao plano de projecao (parede ou chao) e
sendo o lado AB paralelo ao plano de projecao.

Construa sua projecao no plano paralelo usando um coeficiente de redugao 0,5.
Construa um losango MNOP a partir dos pontos médios do retangulo e a seguir a sua
projecdo M’N’O’P’ sobre a projecao A’B’C’D’ do retangulo.

Explique e justifique a sua constru¢ao

B. Construa um triangulo eqiiilaitero ABC perpendicular ao plano de projecdo (parede ou
chdo) e sendo o lado AB paralelo ao plano de projecao.

Construa sua projecao no plano paralelo usando um coeficiente de redugao 0,5.

Construa o baricentro do triangulo A’B’C’ projecdo de ABC.

A seguir construa uma piramide regular tendo por base esse triangulo.

C. Construa uma piramide de base quadrada usando propriedades da perspectiva cavaleira.
A base devera ser perpendicular ao plano de projecdo e paralelo ao plano horizontal.

D. Construa um prisma de base triangular usando propriedades da perspectiva cavaleira. A
base deverd ser perpendicular ao plano de projecdo e paralelo ao plano horizontal.

E. Construa um prisma de base quadrada usando propriedades da perspectiva cavaleira. A
base deverd ser perpendicular ao plano de projecdo e paralelo ao plano horizontal.
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ANEXO 8

Problema 1

Rebatimento de um ponto sobre uma face de um cubo

O rebatimento € uma técnica muito usada para rebater um ponto que estd numa face frontal
paralela ao plano de projecdo (face em verdadeira grandeza) para uma face qualquer do
cubo ou vice-versa.

Imagine que vocé tenha uma caixa com a forma de um cubo e esta caixa possui uma face
como tampa. Esta tampa tem um ponto. Este ponto deve coincidir com o ponto de uma
face quando a tampa € totalmente dobrada para fora da caixa sobre essa face.

Na figura abaixo, a face frontal ABCD seria a tampa e devera fechar sobre a face ABGH
sendo o ponto P pertencente a face ABCD, o ponto P’ deve estar na mesma posi¢cdo na face
ABGH em perspectiva cavaleira.

Com base no texto acima resolva o problema abaixo:
Dado o cubo ABCDEFGH, na face superior estd o segmento MN e o ponto P.
Construa a reta perpendicular ao segmento MN passando pelo ponto P.
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ANEXO 9

Problema 2

Crie um cubo ABCDEFGH, sendo a face ABCD frontal paralela ao plano de projecao.

1y
2)

3)

4)

5)

6)

7)

Trace as retas MN e DC.

Visualmente, as retas que estdo no espaco MN e DC se intersectam num ponto que
denominaremos de X. Mas nds sabemos que duas retas no espago podem ser paralelas,
concorrentes e reversas. Qual a posi¢do relativa dessas duas retas? Justifique a sua
resposta.

Visualmente, as retas que estdo no espaco XP e AD se intersectam num ponto que
denominaremos de ponto Q. Qual a posicao relativa dessas duas retas? Justifique a sua
resposta.

Considere um plano a que passa pelos pontos M, N e P.

O ponto X pertence a esse plano? Justifique a sua resposta. E o ponto Q pertence a esse
plano? Justifique sua resposta.

Repetir o mesmo raciocinio para as retas MN e CF e encontre cinco pontos
pertencentes ao plano a.

Vocé acabou de achar a intersec¢do de um cubo por um plano que passa pelos pontos

M, N e P. Construa esse poligono.
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ANEXO 10

Questionario dos Observadores para a seqii€ncia experimental |
Face paralela ao plano de projecao

1. Enquanto observador da seqiiéncia o que achou desta seqii€éncia? Percebeu se os alunos
fizeram alguma conjectura em relagdo a atividade proposta?

2. Observando os alunos na atividade do Ponto Médio, que comportamentos, que atitudes e
estratégias foram utilizadas por eles? Conseguiram resolver a atividade? Quais foram os
erros ou dificuldades percebidas? Fizeram conjecturas?

4. Em relacdo ao Baricentro, percebeu alguma dificuldade nos alunos? Se sim quais foram
estas dificuldades? Que estratégias foram observadas para resolverem a atividade? Fizeram
conjecturas?

6. Em relacdo ao paralelismo, nos segmentos secantes € o angulo formado entre as varetas
e suas respectivas sombras, o que vocé percebeu? Houve alguma dificuldade para resolver
estas atividades? Quais dificuldades? Quais estratégias voc€ pode observar em relagdo ao
paralelismo, a concorréncia e ao perpendicularismo entre as varetas e suas projecoes?
Fizeram conjecturas em relagdo aos resultados obtidos?

7. Os alunos conseguiram chegaram a alguma conclusdo em relacdo a atividades
desenvolvidas em todos os soélidos nesta seqiiéncia? Qual foi a conclusdo que eles
chegaram e como chegaram a esta conclusiao?
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ANEXO 11

Questiondrio dos Observadores para a seqii€ncia experimental 11
Face ndo paralela ao plano de projecao

1. Enquanto observador da seqiiéncia o que achou desta seqii€éncia? Percebeu se os alunos
fizeram alguma conjectura em relagdo a atividade proposta?

2. Observando os alunos na atividade do Ponto Médio, que comportamentos, que atitudes e
estratégias foram utilizadas por eles? Conseguiram resolver a atividade? Quais foram os
erros ou dificuldades percebidas? Fizeram conjecturas?

4. Em relacdo ao Baricentro, percebeu alguma dificuldade nos alunos? Se sim quais foram
estas dificuldades? Que estratégias foram observadas para resolverem a atividade? Fizeram
conjecturas?

6. Em relacao ao paralelismo, nos segmentos secantes e o angulo formado entre as varetas
e suas respectivas sombras, o que voce percebeu? Houve alguma dificuldade para resolver
estas atividades? Quais dificuldades? Quais estratégias vocé pode observar em relagdo ao
paralelismo, a concorréncia e ao perpendicularismo entre as varetas e suas projecoes?
Fizeram conjecturas em relacio aos resultados obtidos?

7. Os alunos conseguiram chegaram a alguma conclusdo em relagdo a atividades
desenvolvidas em todos os sélidos nesta seqiiéncia? Qual foi a conclusio que eles
chegaram e como chegaram a esta conclusao?
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Anexo 12

Curso de Geometria Espacial no software Cabri-Géometre

Conwite

Convidamos vocé a participar de uma pesquisa em Geometria Espacial abordando  as
ferramentas do Software Cabri-Géometre.  _Além de participar da pesquisa, vocé terd a
oportunidade de rever conceitos em Geometria Plana, aprender novos conceitos matematicos em
Geometria Espacial através de atividades com solidos e no computador. O curso ¢ totalmente
gratuito.

O curso terd duragio prevista de 1 més, com duas anlas semanais:

Quartas-feiras: das 14:30h as 17:00h

Sextas-feiras: das 14:00h as 17:005h

Inicio das anlas: 31/03/2005

O curso serd ministrado na Sala de Informadtica da E.E. Rui Bloem.
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ANEXO 13

AUTORIZACOES



bECRET&RlA DE ESTADO DA EDUCACAO

COORDEN NSINO DA REGIAO METROPOLITANA DA GRANDE SAQ PAULO

}YORDENADORIA DE EN

DIRETORIA DE ENSINO CENTRO OESTE

Escola Estadual “RUI BLOEM”

DECLARACAO

Autorizo a mestranda Yumi Kodama, aluna do Programa de Estudos Pos-Graduados em Educagdo
Matematica da Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo — PUC-SP, fazer uso do nome e
imagens da E.E.Rui Bloem coletadas durante o Curso de Geometria Espacial ministrado nos meses
Abril, Maio e Junho de 2005, em sua dissertagdo de mestrado.

S&o Paulo, 20 de Marco de 2006

REG. 8.1F8. 098
vite-Diretof de Escola

Rua dos Bogaris, 244 - CEP 04047-020 - Telfax: 2275-4918 - Sédo Paulo - Capital
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I [§
H

“camabecri" <camabecri@ig.com.br>

ara <yuka.dama@ig.com.br>
mwiada em:  quinta-feira, 8 de dezembro de 2005 20:45
ssunto: Re: Autorizagao

prof a senhora esta bem..AE_u nao fiz fuvest ,pois nao tinha opicao de curso para mim.Quanto as autorizacoes estao
- Y mhadas pela Dori Beijos Tati ,a nao posso esquecer de agradecer pelo curso,pois estou estudando para o
ta coisa na qual a senhora me ensinou....Obrigadal!!!

Pagina 1 de

= "natalia correia alegre" <miladynatalia@hotmail.com>
ara <yuka.dama@ig.com.br>

mwiada em: sabado, 3 de dezembro de 2005 13:47

ssunto: RE: Autorizagéo

oof ' td bem sim! e com ve??

701 mto mal reformulada eles vao abaixar a nota d corte... pricisavad no
=0 38 aial.... mas ainda tem a unesp!!!!
~ublique tda minhas fotos q ve quiser hehehe 11

=zou 0 que faltava: MSN Acesso Gratis. Instale Ja!
A ww.msn.com.br/discador
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Autorizo a mestranda Yumi Kodama, aluna do Programa de Estudos Pos-Graduados
em Educagido Matematica da Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo — PUC-SP, fazer

uso das imagens do meu filho QS\”\O(:J LPOV\E\[(&O éo% 6(}!/\‘*@5 ;

matriculado no 3° ¥ coletadas durante o Curso de Geometria Espacial ministrado nos

meses abril, maio e junho de 2005, na E.E.Rui Bloem em sua dissertagéo de mestrado.

Sdo Paulo, 09 / | /005

@m/w a/womdgy KM% %ﬁm ,4@/

Ass. do aluno Ass. do responsavel.

Autorizo a mestranda Yumi Kodama, aluna do Programa de Estudos P6s-Graduados
em Educacdo Matematica da Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo — PUC-SP, fazer
uso das imagens do meu filho Clowds i Avdrods Lo doh

7

matriculado no 3° & coletadas du?a)Lnte o Curso de Geometria Espacial ministrado nos

>

meses abril, maio € junho de 2005, na E.E Rui Bloem em sua dissertagio de mestrado.

S0 Paulo, 75 / 02 [Roc6

ﬁw@@w@ém _ %%cwm b ) P

d Ass. do aluno Ass. do responsavel.
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