Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de infinitas solu¢oes para o problema
Au + |u|ﬁu =0, u€ C*R"), n>3,

as quais possuem energia finita e que mudam de sinal. Para tanto, usaremos argumentos
desenvolvidos por Ding [9]. Neste caso, resolveremos um problema, na esfera S™, que

é equivalente ao problema em questao.
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Abstract

In this work, we study the existence of infinite solutions to the problem
Au + |u|ﬁu =0, u€ C*R"), n>3,

which has finite energy and change sign. To do this, we use arguments developed by
Ding [9]. In this case, we solve a problem, on sphere S™, that is equivalent to the

problem in question.
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Introducao

Em 1960, foi formulado, por H. Yamabe, a seguinte conjectura: "Toda variedade
Riemanniana compacta (M, g), de dimensao n > 3, admite uma métrica conforme a g
cuja curvatura escalar é constante". Tal problema, passou a ser chamado, desde entao,
de Problema de Yamabe.

Inicialmente, o proprio Yamabe [20| apresentou uma "prova" deste fato. Mas, em
1968, N.S. Trudinger [19] reexaminou o trabalho de Yamabe e descobriu um erro.

O problema foi completamente resolvido apenas em 1984. E, para tanto, contri-
buiram N. S. Trudinger [19], T. Aubin [3] e R. Schoen [18].

Em virtude da relagao

n—2 n—2 ni2
= S5 qyn—-2 1
1) = i) (1)

—Agu +

entre curvaturas escalares, S, e S;, de métricas conformes (vide Apéndice C), onde

g = uﬁg com u > 0 eu € C®(M), nota-se que: resolver o problema de Yamabe ¢

equivalente a demonstrarmos a existéncia de solugao positiva para a equagao

n— 2 n4+2
_Agu+ —4(n_ 1)Sgu: )\un—27 (2)
para algum nimero real \.
Observe que, comparando-se (2) com
Au+ |u[72u =0, (3)

vé-se que ao tentarmos encontrar uma solugao positiva para (3), estamos, na verdade,

procurando demonstrar que a métrica usual de R"™, cuja curvatura escalar é nula, é
4(n—1)

conforme a uma métrica g de curvatura escalar constante e igual a S5 = 5
n J—
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No artigo de Gidas, Ni & Nirenberg [11], prova-se que qualquer solugao positiva

da equacao eliptica
Au+|u\ﬁu:0, u € C*(R™), n >3, (4)
que possua energia finita, isto é,

/ |Vul*dz < oo, (5)

é necessariamente da forma

(n—2)/2
u(z) = (M) | (6)

P+ o= ¢P

ondea >0e e R".

Nosso principal objetivo, neste trabalho, é o de apresentar um resultado devido a
Ding [9], onde se estabelece que (4)-(5) possui uma infinidade de solugoes que mudam
de sinal.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, definimos a integral sobre variedades Riemannianas compac-
tas e demonstramos alguns resultados de integracao envolvendo divergente de campos
e gradientes e laplacianos de fungoes. Definimos, também, os espacos de Lebesgue
L™ (M) e de Sobolev WL (M) em variedades compactas e provamos alguns resultados
de imersoes de Sobolev e de regularizagao de solugoes de EDP’s elipticas sobre M.

No Capitulo 2, enunciamos o problema de Yamabe no caso subcritico, e de-
monstramos a existéncia de solucao positiva para este caso.

No Capitulo 3, fazemos, inicialmente, algumas observagoes preliminares sobre o
problema em questao, afim de concluirmos que: para demonstrarmos o que é proposto,

basta provarmos o seguinte teorema:

Teorema 3.1 FExiste uma sequéncia de solucoes uy, com energia finita, do problema
Au%—|u|$u:07 u € C*(R™), n>3, (7)

tal que [g, |[Vup*dz — oo quando k — oc.

Fixamos nossa atencao, neste capitulo, & uma série de lemas que, consequen-
temente, visam demonstrar tal teorema. Em resumo, o que fazemos ¢ o seguinte:

mostramos que o problema em questao é, de certa forma, equivalente ao problema

2n
n—2"

(8)

1
Av — Z—ln(n — 2+ |2 =0, veC*I"), ¢=2"=
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Depois, usamos o Principio de Criticalidade Simétrica (vide Apéndice D) e um re-
sultado, da Teoria de Pontos Criticos, devido & Ambrosetti & Rabinowitz [2|, para
demonstrarmos o Lema 3.2.7 (a seguir) e, assim, concluirmos a validade do Teorema
3.1.

Lema 3.2.7. Existe uma sequéncia {v;} de solugoes de

1
Av—n(n =2+ o] v =0, ve XS, ¢=2"= , 9)

n—2

tal que / |ug|?dV — oo quando k — oo, onde A denota o laplaciano com relagao a

s
métrica usual de S™.

No Apéndice A, iniciamos fazendo uma breve revisao de alguns conceitos sobre
variedades Riemannianas. Esta exposi¢ao inicial é feita de modo a combinar com a
exposigao em |[7]. Logo apos, calculamos os simbolos de Christoffel da esfera S™, para-
metrizada pela projecao estereografica, e a curvatura da esfera S™. Por fim, colocamos
uma se¢ao sobre isometrias entre variedades, na qual apresentamos alguns resultados
que sao utilizados em outras partes deste trabalho.

No Apéndice B, definimos o gradiente e o laplaciano de uma fungao f € C*(M),
e o divergente de um campo X € X(M), onde M é uma variedade Riemanniana, além
de demonstrarmos algumas expressoes locais para o gradiente, divergente e laplaciano.

No Apéndice C, temos, como fato principal, a demonstragao da relagao (1) entre
as curvaturas escalares, S, e Sy com relagao as métricas conformes g e g, respectiva-
mente, onde g = uﬁg.

No Apéndice D, fazemos algumas consideracoes sobre grupos topologicos. Aqui,
demonstramos que O(n+1) atua em H'(S™) e apresentamos um resultado importante,
o qual seréd denominado por Principio de Criticalidade Simétrica, que sera utilizado no
Capitulo 3.



Capitulo 1

Espacos de Sobolev Sobre Variedades

Compactas

1.1 Preliminares

Neste capitulo consideraremos (M, g) uma variedade Riemanniana orientével de
dimensao n. Indicaremos, neste capitulo, uma parametrizacao genérica de uma vizi-
nhanga parametrizada 2 por z : U C R" — M, Q = z(U). A variavel no aberto U ¢é
z=(x1,...,2,) €U.

Da secao 1.3 em diante estaremos considerando que M é uma variedade rieman-
niana compacta, orientavel e sem bordo. Isto quer dizer que M pode ser coberto
por um numero finito de vizinhancas parametrizadas da forma z, : U, C IR" — M,
a=1,2,...,N. Denotemos Q, = z,(U,).

Para f : U C R" — IR, vamos indicar por D, f(z) a derivada parcial de f com

relagao a coordenada x; de z. Isto para distingiiir do campo tangente — definido em

(9xj
Q) por
0 ou o
a—xj(p)(u) = a—xj(p) = Dj(uoz)(z), ueC™(M),
onde x(z) = p.
Denotaremos por G o determinante da matriz (g;;)nxn» dos coeficientes da métrica

g, sendo (g"),xn sua inversa.

Devido a positividade da métrica, obtemos que existem 0 < A < A tais que

MEP <D g7 ()& < AP, VpeQ, £=(&,..., &) € R, (1.1)

ij=1
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MNP <3 gi(p)&s; < AEP?, Ype Q, €€ R, (1.2)

ij=1
N < G(p) < A% Vp el (1.3)

1.2 A Integral em Vizinhancas Coordenadas

A integral de uma func¢@o u continua em M, de suporte compacto contido numa

vizinhanga parametrizada Q2 = z(U) é definida por

/Mudvz/U(uox)(@mdz. (1.4)

Claro que nestas condigoes a funcao u o x é continua e possui suporte compacto no
aberto U do IR"™ e, portanto, a defini¢ao é consistente (demonstraremos mais adiante
que tal definigdo ndo depende da parametriza¢io contendo o suporte de u).

Vejamos alguns resultados sobre integrais de funcoes continuas u com suporte

compacto numa vizinhanca parametrizada (). Indicaremos esta situacao por
suppv CC §2.

Lema 1.2.1 Sejam u,v € C*®°(M), tais que suppv CC . Entao:

/ (Vu, Vo) dV = —/ vAudV.
M

M

Prova. Utilizando a expressao (B.10) e integragao por partes no IR", temos:

VOox n ..
vAudV = / D; (g7 ox)VGoxD:(uox Gox dz
/ = (g7 0 x)VG oz, (o) V

= [won) Y ni[6? ox)VToanwon)

3,j=1

= _Z/UDi(on) (97 ox)Dj(uoz)] VGoux dz

4,j=1

- ov .. 0u
g —_ Z]_d

A respeito do divergente de um campo temos:
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Lema 1.2.2 Seja Y € X(M), tal que suppY CC Q. Entao:

/ divYdV = 0.
M

Prova. Primeiramente observe que sendo o campo Y, em (2, dado por:

V() = 3 ailr)

=1

entao as funcgoes a; o x possuem suporte compacto dentro de U. Defina o campo

F:U — IR" por
F(z) = (VGoux(z) (a1 0x)(2),...,VGox(z) (an o x)(2)),
o qual tem por divergente

div F'(z ZD[ Goux ( azox)].

Agora basta usar o Teorema do Divergente em U C IR"™, e a expressao (B.7) do

divergente do campo Y em €2, para obter

/Mdz'deV — /WZD[ Gox(aiox)}\/mdz
— /U;Di Go:p(aiox)} dz:/Udiv F(2)dz = 0. n

Observagao. Note que o Lema 1.2.1 seque como coroldrio do Lema 1.2.2 se conside-

rarmos o campo Y = vVu.

Corolario 1.2.3 Suponha que u € C*°(M) € tal que suppu CC . Entao:

/ AudV = 0.
M

Prova. Aplique o Lema 1.2.2 para Y = Vu. [

Corolario 1.2.4 Suponha u,v € C*°(M) com suppv CC 2. Entao, para todo j =
1,2,3,....n
u v v Ou

———dV = — ———dV.
v VG 0 m VG 0;
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Prova. Defina o campo Y por

Y(p)=0sep¢Q
Y(p)zwi,sepéﬁ.

VG Oz

Usando a expressao (B.7) do divergente de Y, temos:

1 0 [ w 1 0 1 Ou 1 Ov
divY(p) = —=— —\/G] = ——(uw) = v + U—-:.
(p) \/Ga% |:\/G \/Gaﬂﬁj( ) VG 8.1']‘ VG (%'j
Usando o Lema 1.2.2; concluimos a demonstragao. |

1.3 A Mudanca de Parametrizacao

Suponha que z, : U, C R" — M e x5 : Ug C IR" — M sao parametrizagoes da
mesma vizinhanga Q = z,(U,) = 23(Up). A variavel no aberto U, é z = (21,...,2,) €

Useq=(y1,...,yn) € Ug & a varidvel em Uz. A mudanca de variaveis F' : U, — Usg,

q=F(z) = .Z‘El 024(2) = (y1(2),...,yn(2)), tem derivada C' = F'(z) = (%)nm,
Ly

U = Yr(x1, ..., Tp).

A notacao D, f(z) vai indicar a derivada parcial de f com relacao a coordenada
z; de z, e D, f(q) indicara a derivada parcial de f com relagao & coordenada y; de ¢.
Considerando-se u : 2 — R e derivando-se u o z,(2) = (uo x3) o F(2) com relagao a
coordenada z;, obtemos para p = x,(2) = 25(q)

a%<p><u> = (%.(p) = Dy, (uowa)(2) =

3
(o))
<
=

(2) Dy, (w0 25)(q),

Q

T

i
i
<

que combinando com

p)lu) = p
Oy, Oy,

nos leva as relagoes

ou B Ay, . Ou
8_%»(29) Dz, (2 ayk(P) (1.5)
e

0 - 6yk

—(p) = —(2)=—(p), Vpe 1.6
oz, () 2 xj(Z) 8yk(p) p (1.6)

Analogamente,
ou " Ox;, . Ou
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B " O O
5P = ; ] (1.8)

O
onde (F~ 1 (q) = (ax Jnxn que é a matriz inversa de C' = F'(z).
[

Indicaremos por B a matriz (g;;)nxn,

o 0 o
gZ](p):<8_xa%>7 Za]:1727"‘7n7
i j

B™t = (¢g¥)xn € por L a matriz (Sge)nsxn,
J 0
kt=1,2,...
Skf(p) <ayk 8yg>’ 5 » < ) T

L1 = (s"),,4n. As matrizes B e L sdo simétricas, invertiveis e, utilizando a expressao

(1.6), se relacionam por:

a?/e 5%
<Z QJ:Z Z 8:70] > ’

de onde vem

o Oy,
9ij = Z Y (Z)SZka—xj(Z)a

l,k=1

que na notagao matricial fica B = CTLC' (aqui CT indica a matriz transposta de C).
Como B~' = C'L7HC™1)T, entao

g =3 % ) (1.9)

0 k= 1ay€

Lema 1.3.1 A definicao da integral / udV, independe da parametrizagao escolhida,

_ Q
ou seja,

| wor)@VGoma) iz = [ (wosaa)/Somsla) da

«@ Uﬁ

onde G = det(g;;) e S = det(se).

Prova. Como B = CTLC, entao G = S(detC)* = S(det F'(z))?. Basta usar o

Teorema de Mudanga de Variaveis na Integral de Riemann
fladda = [ (7o F)(2))|det F'(2)]dz,
Uﬁ [e%

no difeomorfismo F' : U, — Ug, F = x/gl o Z,, para f : Ug — IR dada por f(q) =
(uoxg)(q)\/S o xs(q). u
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1.4 A Integral sobre Variedades Riemaniannas(sem

bordo e compactas)

Considere uma partigdo da unidade {p,})_; subordinada & cobertura {Q,}_,
de M (vide Definicao A.1.3). Para uma func¢do u continua em M a integral sobre a
variedade ¢é definida da seguinte maneira: para cada «, a funcao p,u possui suporte
compacto dentro da vizinhanga parametrizada €2,. Dai define-se a integral por:

N
udV = / paudV.
fav =22,

O Lema 1.3.1 mostra que esta definicao independe da escolha da cobertura da
variedade.

Com esta definigao podemos generalizar os Lemas 1.2.1, 1.2.2 e o Corolario 1.2.3,
para uma func¢ao qualquer de C*°(M), desde que M seja uma variedade compacta,

COImo veremos a seguir.

Lema 1.4.1 Sejam u,v € C*°(M), onde M € uma variedade riemanniana compacta

e orientdvel. Entao,

/ (Vu, Vv) dV:—/ vAudV.
M

M

Prova. Usando o Lema 1.2.1 nas fungoes p,v, temos
N N
/ vAudV :Z/ PavAudV = —Z/ (Vu, V(pav)) dV
M a=1"M a=1"M
= —/ (Vu, Vu) dV. [ |
M

Lema 1.4.2 Se Y € X(M), entao

/ divYdV = 0.
M

Prova. Usando o Lema 1.2.2 nos campos vetoriais p,Y, temos

/ divYdV = Z/ div (paY)dV = 0. |
M =1 I M

Corolario 1.4.3 Se u € C*(M), entao:

/ AudV = 0.
M

Prova. Aplique o Lema 1.4.2 para Y = Vu. [
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A Teoria da Medida e Integracao

Considere B a o-algebra de Borel, definida como sendo a menor o-dlgebra que

contém a topologia T dos abertos de M. Nesta o-algebra de Borel B temos as seguintes

propriedades:

Um conjunto E pertence a B se, e somente se, 2~ (ENS) é Lebesgue-mensuravel

em U, para toda parametrizacao x;
Uma funcao simples
h
=) axs,
k=1

é B-mensuravel se, e somente se, ¥ o x é funcao simples Lebesgue-mensuravel em

U, para toda parametrizagao x;

Uma funcao u : M — IR é B-mensuravel se, e somente se, u o x é Lebesgue-

mensuravel em U, para toda parametrizacao z;

Um conjunto mensuravel £ € B tem medida nula u(E) = 0 se, e somente se, a

medida de Lebesgue de x71(E N Q) é nula, para toda parametrizagao z;

A medida de Lebesgue em M é a medida gerada a partir da aplicacdo enumerével

aditiva p: € — IR, dada por:

,uE—/dV:— /Xpa, Ee%
(£) E ;ME

onde X ¢ a fungao caracteristica do conjunto E. Sobre geracao de medidas, veja [16]
- Capitulo 9.

1.6

Os Espacgos L' (M)

Defini¢ao 1.6.1 Sejar > 1. O Espaco L"(M) € definido como

L'(M)={u: M — IR :u é mensurdvel e/ lul"dV < oo},
M

e esta munido pela norma

1
o = ( [ 1arav)”.
M

O Espaco L"(M) é de Banach. Dizemos que u : M — IR é integravel se u €

L'(M).

O lema a seguir facilitara o calculo de integrais sobre M.
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Lema 1.6.2 Eziste uma familia finita de parametrizagoes {xo : Uy — MIN_,, Q, =

zo(Uy), satisfazendo:
(i) QunNQs =0, a # 3;
(i) M = U, Qo
(iii) Para todo u € L'(M), tem-se

N
udV = / udV.

Prova. Seja {(V,,24)}Y_, um atlas de M. Considere, entao,

QN: ﬂ$N<VN).

i (Ue)

Utilizando-se a familia {2y, ..., Qxy}, pode-se concluir o resultado desejado. W

Agora, sem perda de generalidade, vamos supor que (1.1), (1.2) e (1.3) se verificam
uniformemente em o = 1,2, ..., N em todas as parametrizacoes x,.

Mais uma vez, vamos indicar qualquer parametrizacao x, : U, — M, por x :
U— M, Q=zxU).

Para cada u € L"(M), observe que uw oz € L"(U). Com efeito, usando (1.3)

temos:
)\/ luoz|" dz < )\/ lwoz|"VGox dz = / [ul"dV < |ul|7r(any (1.10)
U U Q

ou seja,

1
Arlfuo oy < [ull oy,

para todo u € L"(M). Isto diz que a aplicagao 7 : L"(M) — L"(U), dada por 7(u) =

wox é linear e continua. Por outro lado, usando (1.3),
/ lu|"dV = / luox(z)"VGox dz < A/ luoa(2)["dz = A|uo ||}y (111
Q U U
Mais ainda, combinando (1.10) e (1.11) temos

Allo allfr g/ﬂ|u|”dv < Aljuoz|
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Lema 1.6.3 Temos que uw € L"(M) se, e somente se, uo z, € L"(U,), para todo

1
Ef'(m)

Prova. Basta simplesmente combinar o item (iii) do Lema 1.6.2 e a desigualdade
(1.12) para obter:

a=1,2,...,N. A norma

n
[Jull; = (Z ||u o x|
a=1

é equivalente a norma usual de L™ (M).

1 1
A fully < lullorany < A full,

para todo u € L"(M). [

1.7 Os Espagos de Sobolev W1 (M)

1.7.1 O Espago de Sobolev W' (Q)

Mais uma vez, fixe uma parametrizacao x : U — M, Q = z(U).

Definigao 1.7.1 Seja u € LY(Q). Dizemos que uma funcao f € L'(Q) € a derivada

0 fraca de u (no sentido das distribuicoes) em Q = x(U), se

(%ck

u Ov v
LR av—— | Ly,
N /Qf Ve

para todo v € C§°(Q2), suppv CC Q (tal definicao independe da parametrizagao).

Observacgao 1.7.2 O Coroldrio 1.2.4 nos mostra que a derivada fraca f da definicao

acima coincide com 5p. Mo caso de u € C(Q).
x .
j

0
Lema 1.7.3 Seja u € L'(Q). Entao, u possui derivada — fraca em ) se, e somente

3xk
se, wox possui derivada fraca Dy(uox) em U. Mais ainda, se f € a sua derivada T
Tk,

fraca em Q, entao fox:U — IR é a derivada fraca Di(uo x) da fun¢do uo x.

Prova. Seja ¢ € C5°(U). Considere ¢ € C*(Q) dada por 1) = ¢ o x~1. Certamente,

temos que suppy CC Qe (Yox)(z) = ¢(2) e Dpp(z) = Dp(v o x)(2) = S—Z(x(z))
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para todo z € U. Dessa forma, utilizando a definicao de f, a demonstragao é concluida

a partir da identidade abaixo:

[ wonypioas ~ [ <>%m— o-

u 0P fw
/faa:kdv_ il

:_/[](fox)f/?cm)v\/de:—/(](fox)¢dz. |

0
Definigao 1.7.4 Sejau € L*(Q2). Suponha que u possui todas as derivadas T fracas
T
em Q = x(U), denotadas por fr -V — IR, k=1,2,...,n. O gradiente fraco de u em

Q=2z(U) € o campo

gradu = Z g7 (p) fi(p 8 ,p€xU). (1.13)

1,j=1 Ly

O gradiente fraco foi definido em Q = x(U) para que gradv = Vv, quando
v e C®(Q) (veja (B.2)).

Lema 1.7.5 Suponha que v € L*(Q2) possui gradiente fraco em §2. Entdo, para todo
v e C™(Q), suppv CC (2, temos

/ (gradu,Vv)dV = —/uAvdV.
0 Q

Prova. Observe, primeiramente, que, do mesmo modo como em (B.4), podemos veri-

ficar que

(gradu,Vv) Z g”fZ (1.14)

i,j=1

(’h]

onde f; é a derivada i fraca de u.

Utilizando (B.lO),Z(l.léL) e a defini¢ao dos f;’s, temos

/QuAvdV - Z/\/—axz{ \/Eavj]dv

2,j=1

_ _Z/fz 8—%dV

z]l

- —Z/fz ”—dV

2,j=1

= / [i g”fz o

i,7=1

= —/(gradu,Vv) av. [ |
Q
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: - ou . -
A partir de agora vamos indicar por — a func¢ao mensuréavel f; dada na Definicao

0@3
1.7.1. Neste caso, Dy(uo x)(z) = 88_u o z(z) quase sempre em U e, além disso,
T,
. 0
du = K — U). 1.15
gradu ”2219 0)5,, P, v €+(U) (1.15)

(gradu, grad u) = Z &l gzaa—;l;

3,j=1

(1.16)

Seja 2 uma vizinhancga parametrizada por x : U — €2, com U aberto limitado e
tal que s@o satisfeitos (1.1), (1.2) e (1.3).

Definigao 1.7.6 O espaco vetorial W' (Q) = {u € L"(Q) : |gradu| € L™(Q)} munido

com a norma

|[ullwir ) = (/Q |u|rdV+/Q|g7“adu|rdV> )

¢ o Espago de Sobolev W sobre a wvizinhanca parametrizada Q. Quando r = 2,
HY(Q) = WY2(Q) € um Espago de Hilbert munido do produto interno

(u,v) g (@) —/uvdV—i-/ (gradu, gradv) dV.
0 Q

Observe que a partir de (1.1) e (1.16), temos

N <Z ]Di(uoa:)(z)P)

para todo z € U e p = z(z). Usando, ainda, a equagao (1.3), segue que

2

(M

< |gradu|"(p) < A" (Z\Di(uox)(z)|2> ,

i=1

r
2

n 2 i
/\r—l—l/ [Z |DZ(U o l‘)|2] dz < / |gradu|rdv < AT-H/ [Z |Dz(u o ZL’)P] dz.
v = Q U li=1

A ultima desigualdade e a desigualdade (1.12) demonstram o seguinte lema:

Lema 1.7.7 a aplica¢io 7 : WH(Q) — WL(U), dada por n(u) = wox é um isomor-

fismo. As normas ||u||wirq) € |ulo1r = ||uo z||wirw) sdo equivalentes.
O Lema a seguir ¢ uma versao da desigualdade de Poincaré para variedades:

Lema 1.7.8 Eziste uma constante C' = C,q > 0 tal que

/|v|rdV§C’/ |gradv|"dV
Q Q

para todo v € WL (Q), com supp v CC .
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Prova. Esta prova é uma simples aplicacao do Lema 1.7.7 e a desigualdade de Poincaré
(corolario IX.19 em [12]). |

Para finalizar esta subse¢ao vamos mostrar que o gradiente fraco independe da
parametrizacao escolhida. Para isto considere as parametrizacoes z, ¢ x5 dadas na
segao 1.3 tais que x,(U,) = Q2 = x3(Us). Suponha haja dois gradientes fracos para

uma fungao u € L'(2), a saber:

" Ou 0
doyu — iJ 2 seq 1.17
gradau MZZIQ () 5, @) PREL (1.17)
gradgu = Z M (p i p € € (1.18)
= 5yk 5%’

De acordo com a Proposi¢ao IX.6 em [12], as expressoes (1.5) e (1.7) também sao

Yo % Substituindo (1.5), (1.6) e (1.9) em (1.17),

validas para as derivadas fracas

8ZE2 8yk
temos
ox; ou 0
grad,u = — (q)] (P)5—,
3% e, Vo,
o0x; 890 8 0
_ Zk 1 J ( )_ ’
£;1 L; Ay 3yk 8:1:1 axj ]
" ~ 8u 8x ox;
— SZk % J
Z;I L—l 8x ayg ] [Z Gyk xj]
Finalmente,

0
Ky
grad,u = S = grad
MZI ayk (9ye .
Lema 1.7.9 O gradiente fraco nao depende da parametrizacao escolhida, ou seja, se
Ty €T $G0 duas parametrizagoes tais que r,(U,) = Q = x5(Us) entdo para uma fungdo
u € LY(Q) onde estd definida o gradiente fraco grad,u, também existe o gradiente fraco
gradgu e deveremos ter

grad,u = gradgu.

Prova. Para concluir este resultado basta, depois do que ja fizemos, mostrar que as

: du .
derivadas fracas — também existem, para todo k = 1,2, ..., n. Isto decorre do Lema

Y
1.7.3 e da Proposigao IX.6 em [12]. |
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1.7.2 O Espago de Sobolev W' (M)

Definigao 1.7.10 Seja u € L*(M). Suponha que, para qualquer vizinhanga parame-
trizada x,, : U — €, o gradiente fraco grad,u estd definido. Entao o campo vetorial

definido por gradu = grad,u em ), € chamado de gradiente fraco de u em M.

O Lema 1.7.8 garante que a definigao ¢ consistente e que uma fungao u € L(M)

possui, no maximo, um gradiente fraco. Certamente que gradv = Vv, quando v €
C>(M).

O Lema 1.7.5 pode ser generalizado como a seguir.

Lema 1.7.11 Suponha que u € L*(M) possui gradiente fraco em Q. Entao, para todo
v e C®(M), temos

/ (gradu,Vv)dV = —/ uAvdV.
M

M

Prova. Basta fazer uso da particao da unidade, e proceder como na prova do Lema
1.4.1. |

A partir de agora vamos usar a mesma notagao Vu para denotar o grad u.

Definigao 1.7.12 O espago vetorial WY (M) = {u € L"(M) : |Vu| € L" (M)}, mu-

nido com a norma
([ ( [ v | !Vu|’“dv) |
M M

€ o Espago de Sobolev W sobre a variedade M. Quando r =2, HY(M) = Wh2(M)
€ um Espaco de Hilbert munido do produto interno

(u,v)HM(M):/ uvdV+/ (Vu, Vv) dV.
M M

Considere uma familia de parametriza¢oes com propriedades do Lema 1.6.2. O

resultado abaixo é uma conseqiiéncia imediata do Lema 1.7.7.

Lema 1.7.13 As normas ||ul|lwirr e

T

N = N
., = [z |u|aa,1,T] _ [z ||uoxauaw,rwa)]
a=1 a=1

sio equivalentes em W' (M). Aqui, denotamos |ulf, , = |luo Tallfyir -

Observagao 1.7.14 Seu € W' (M), u € L¥(M) e f : R — IR ¢ de classe C'(IR),
entio v = fou € Wh (M) e Vv = f'(u)Vu.
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Observagao 1.7.15 A observagdo anterior € vdlida se u € WH (M) e |f'(t)] < C

para todo t real.

Observagao 1.7.16 Seu € W (M) e € CY(M) entio uyp € WH' (M) e V(uy) =
YVu 4+ uV.

Observagao 1.7.17 Se u,v € WLY"(M) e u,v € L®(M) entio uvv € W (M) e
V(uwv) = vVu + uVo.

1.8 As Imersoes de Sobolev sobre a Variedade M

Definicao 1.8.1 Dizemos que uma funcio u: M — IR € de classe C*™, e denotamos

por u € C* (M), se para cada vizinhanga parametrizada x : U C IR™ — M, temos

wox € CH(U).

Teorema 1.8.2 (Imersao de Sobolev para variedade compacta) Seja M uma
variedade compacta orientdvel de dimensao n. Valem as sequintes afirmacoes:

(i) Se L > 2 — L entao W (M) estd imerso continuamente em L*(M);

(ii) (Rellich-Kondrachov)A imersio acima é compacta se * >+ — L.

s T n’

Prova. Comecaremos com a parte (4). Seja {x, : U, — M}Y_, a parametrizagao dada
pelo Lema 1.6.2. A imersdo de Sobolev, dada no Teorema 7.26 em [8] (ou Teorema
IX.16 em [12]), garante que para cada o = 1,2, ..., N existe uma constante C, > 0 tal
que

[V 2swa) < Callvllwirw.), para todo v € [|v]|wirw,).

Faca C' = max{C},...,Cy}. Usando a notagao dos lemas 1.6.3 e 1.7.13 e as desigual-

dades acima temos:

N
() = lluo |
a=1

N N
o) < O Calluo zallirwny < CY w0 zallfyiaw,),
a=1 a=1

e, conseqiientemente,
lulls < Cllulli,

para algum C' que s6 depende de C' e da equivaléncia das normas |.|, e |.|, do RYN.

Finalmente, utilizando as equivaléncias das normas ||ul|% com ||ul|rsar) e [[u][}, com

||u|[w1r(ary, 0 lema fica demonstrado. [

Observacao 1.8.3 Da imersao do lema anterior existe uma menor constante Sy, tal

Ly

para todo u € H*(M). Aqui 2* =

que:
2
*

2*dv) g/ (IVul> + ) dV (1.19)
M
2n

n—2
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1.9 Regularizacao de solucoes de EDP’s Elipticas so-
bre M

Voltemos a expressao (1.13) do gradiente fraco Vu em uma vizinhanga ) para-

0
metrizada por z : U — Q. Neste caso, Di(u o z)(z) = —u(aj(z)) quase sempre em U

81’k

e, além disso,

0
Vu—zg 6x 8],p€x(U)
ij=1 ¢

Usando a Proposigao IX.5 em [12] e a expressao acima, temos a seguinte observagao.

Observagao 1.9.1 Se u € WY (M) N L>®(M), entio, para cada s > 1, temos |ul® €

0
1,r
WS (M), _8xk

(Ju]®) = 5\u|572u—u e, conseqiientemente, V (Jul*) = s|u|**uVu.

(9xk

Agora, adaptaremos um resultado contido em Brezis & Kato [13|. Neste caso, é

necessario o conceito de func¢ao de Carathéodory . Para tanto, consulte [10].

Proposicao 1.9.2 Sejam Q € L2(M) uma funcdo nio-negativa e f : M x IR — IR
uma fungao de Carathéodory. Se v € HY(M) satisfaz em M, no sentido das distribui-
coes, a4 equacao

—Av = f(p,v), (1.20)

e [ wverifica, para toda solugdao fraca u de (1.20),
|f(p,u)| < (Q(p) + Co)lul, (1.21)

onde Cy € uma constante, entao v € L"(M) para todo r € [1,+00). Mais ainda, existe

uma constante positiva C,. = C(r,Cy, Q) tal que
||U||L2*(’“+1>(M) < CT||U||L2(’“+1>(M)7 (1.22)
Para a demonstracao da Proposicao 1.9.2, precisaremos do lema a seguir:

Lema 1.9.3 Seja Q € L2 (M) uma funcio nio-negativa. Entdo, para todo ¢ > 0,

existe uma constante c. = c(e, Q) > 0 tal que
/ Q(p)u*dV < 5/ |Vu]2dV+ca/ u*dV, Yu € H'(M). (1.23)
M M M

Prova. Primeiramente, observe que a fun¢ao Qu? ¢ integravel, pois, se u € H*(M), te-
mos, pelas imersoes de Sobolev, que u € Lt (M), de onde segue que @ e u? pertencem
a espagos de Lebesgue de expoentes conjugados.

Fixado € > 0, seja ¢. = é(¢,Q) > 0 tal que

||Q||L2 {Q>e)) = < eSwm,
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onde Sy ¢ constante definida em (1.19). Temos

/ Qp)u*dV = / Q(p)uldV + / Q(p)u2dV
M {Q<e} {Q>é.}

< 65/ u2dV—i—/ Q(p)u*dV
{Q<é} {Q@>¢é}
< aa/;¢ﬂdv>+HQHLgGQ>&DHuHiﬁgQ>QH-

Usando a desigualdade (1.19) e a defini¢ao de ¢, a desigualdade (1.23) fica provada
para ¢, = ¢. + €. u

Agora, estamos prontos para demonstrar a Proposi¢ao 1.9.2.

Prova da Proposicao 1.9.2. Para cada k € IN e r > 0, considere A, = {p €
MI|U|T Sk}, Bk:M\Ak
Defina vy, por

vk(p) =

{ v(p)le(p), p € Ay
k*v(p), p € By

|>+1. Portanto, a partir da Observagao 1.9.1, podemos

Observe que vy < |v

concluir que v, € H'(M) e

(2r + D> (p)Vo(p), p € A
Von(p) = - (1.24)
k*Vu(p), p € By
Como
/ VoVudV = / f(p,v)vdV,
M M
entao, substituindo (1.24) na tultima equagao, obtemos
(2r +1) o[> Vo|?dV + k? Vo2 dV < / |f(p, v)vg|dV
Ay By M (1.25)

< Ju(Q(p) + Co)lvvg|dV.

Agora, considere
v(p)lvl"(p), p € Ak
wi(p) = :
kfl)(p)7 JAS Bk

Desse modo,

wz = vy, < |U|2(r+1)

(r+ 1D|"(p)Vou(p), p € A
Vwy = . 1.26
) {kvwmpeBk 120
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Um simples calculo mostra que

/ |Vwi|2dV = (r + 1)2/ [v|*"|[Vu2dV + k;2/ |Vo|?adV. (1.27)
M Ay By
De (1.25) e (1.27), temos
2r+1
e / Vr2dV < / (Q(p) + Co)w?dV. (1.28)
r+1)% Ju M
2 1
Seja ¢, dado no Lema 1.9.3 com relacao a ¢ = L Assim,
2(r+1)2
/ |V |?dV < Cy/ widV, (1.29)
M M
/ (V> +wi) av < (C, + 1)/ widV, (1.30)
M M

2(r +1)2

de C,. =
onee o+ 1

(Co + ¢,). Suponha que v € L2V (M) para algum 7 > 0.

Aplicando (1.19) em (1.30), ficamos com

2 2
* *

{ |wk|2*dV} S |:/ |wk|2*dV}
Ak M

2
|U
Ak;

2
Agora, passando ao limite de k — +o00 em (1.31), temos que v € LT+ (M) e

<SG, +1) / w2dV,
M

ou seja,

2*(T+1)dV} <SGty [ Py (1.31)
M

||U||L2*(T+1>(M) < Cr||v||L2(r+1)(M), (1.32)
onde
1
1 [2(r 4 1) 2(r + 1)
1
r = - 1 .

Observagao: Mostramos, até agora, que vale a seguinte afirmagao: se v €
L2+D(M), para algum r > 0, entdo v € L2 "+D (M) e (1.32) é satisfeito. A demons-

tracao da proposicao segue dos argumentos abaixo:

Seja r; dado por 2(r; + 1) = 2*. Note que 0 < 7, e v € L2+ (M). Usando a
desigualdade (1.32) temos v € L¥ "*+D(M). Agora, seja s tal que 2(ro+1) = 2*(r1+1).
Vejaque 0 < r; < ryev € L2+ (M), Novamente por (1.32), temos v € L2 2D (M).
Por este processo, obtemos uma seqiiencia crescente 1, dada por 2(rg11+1) = 2*(rg+1)
e satisfazendo v € L2+ (M) para todo k € IN. Dai,

N

Tt + 1= [m]kQ*
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Finalmente, conclui-se que 74 tende para oo e, consequentemente, v € L"(M) Vr > 2.

Mas, como M é compacto, temos que v € L"(M) ¥r > 1. |

Para finalizar esta secao, apresentamos um resultado de regularidade.

Teorema 1.9.4 Nas hipéteses da Proposi¢ao 1.9.2, suponha que f € C®°(M x R).
Entao, a solugio fraca v € H' (M) € de classe C™(M).

Prova. Ja sabemos que v € L"(M) para todo » > 1. Mostraremos que, numa
vizinhanga Q = z(U), parametrizada por x : U C IR" — M, a funcdo v o z é de classe

(. Para isto, observe que, para todo ) € C*°(M) de modo que supp ¥ CC €2, temos

/MVszde:/Mf(p,v)de,

Pela definigao da integral, para cada ¢ € C5°(U) (definindo-se 1) = ¢ o x™!), temos:

/Z g7 oz)D;(vox)D;d(z )mdz—/f ),v02)p(2)VGox dz.

2,7=1

Isto quer dizer que v o x é solugdo fraca (no sentido de W'?(U)) do problema

—Lu = f(2) = /G(2(2)) f(a(2), (voz)(2))

em U, para todo r» > 0. Aqui, o operador L é estritamente eliptico e dado por
Lu = ZD ( Goux ( g”mc)Du)
3,7=1

Como f € L*(U), o Teorema 8.8 em [8] implica que v o z € W22(U'), onde
U’ cC U. Dai, voz satisfaz no sentido forte (sentido de W?2), a equacao —Lou = f(2),

onde
Lou = Z VGox (g7 o x)Diju + Z D; (\/G oz (g7 o x)) Dju.
ij=1 ij=1
Como f € W22(U), o Teorema 9.19 em [8] implica que vox € W,2*(U). Iterando

(U) para
todo 7 > 1. E conseqiiéncia do Teorema 7.26, também em [8], que vox € C™(U), para
todo m € IN e, assim, vox € C*(U). |

este argumento, temos que f € I/VIZCQ(U ) e, conseqiientemente, v o x € I/V;;C



Capitulo 2

Problema de Yamabe (Caso

Subcritico)

Neste capitulo, demonstraremos um resultado, devido a Yamabe [20], que trata

da existéncia de solucao para a equagao

n_2 r— ES
—Agu—i—mSgu: A 1, 2<r <2, (21)

onde g é a métrica Riemanniana da variedade diferenciavel compacta M, e A € R é

uma constante.

Seja I : H'(M) — R o funcional definido por

2 n—2 2
= — : 2.2
u) /M|Vu\ av + In=1) /MSgu av. (2.2)

Fixado r tal que 2 < r < 2%, considere

H, = {u e H"(M); ||u|l - = 1} (2.3)
Ar = 16%1(“) (2.4)

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3.
Dado r € (2,%), considere \. como em (2.4). Entao, existe uma solug¢ao positiva

u=u, € C®°(M) da equagao

n—2 B el
_Agu + mSgu = )\ru > (25)

com a propriedade adicional de que / u'dVy =1.
M
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Prova. Para uma melhor organizacao da demonstracao, a dividiremos em algumas

etapas:
Etapa 1. )\, é finito.

Note que, dada uma funcao u € H,, temos, usando a Desigualdade de Holder,

[ sptav] < [ 1S1Pav < 18 [ v
M M M

< Sl ey ey i (M
——

1

S | =

1
ondeu(M):/ dVes=—
M 2
Logo,
‘/ Sgu2dV‘ < ¢ e l(u) < 4oo,
M

onde ¢; é uma constante.

Entao,
/ SgUQdV Z —C1,
M

o que implica
-2
I(u) = / |Vul2dV + ”—/ Su*dV
M 4 M

(n—1)
n—2 9
_4(n_1>/MSgu dVv
n—2
=T 1)

Dai, podemos concluir que A, é finito.
Etapa 2. Existe u = u, € H,, u >0, tal que I(u) = \,.

Seja (ug) C H, uma sequéncia minimizante para A.. Ou seja, (uy) verifica:
(i) / " dV = 1, Yk € IV:
M

(ii) klim I(ug) = A,

— 400
Além disso,

(iii) podemos considerar uj > 0;
(iv) (ug) é limitada em H*(M).
O ftem (iii) pode ser verificado, observando-se o fato de que se u € H'(M), entao
|u| € HY(M) com
IV [ul| < [Vul, we H'(M),
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cuja demonstragao se encontra em [4]. De fato, temos, para cada k,

n—2
I = VIwl|?dV + — [ Sylug[*dV
(ul) = [l av + 7= [ Syl
Logo,
I(Jugl) — A
Com relagao ao item (iv) , observemos que
HukHiﬂ(M) = HvukHi?(M) + HukHiQ(M)
n—2
= Vu2dV + —/ S uzdV+
n—2 2 2
—m/MSgude+ |72 ar)
n—2 )
= I(u) — i =1) /MSgUidV + lwellz2an

n

-2 9
< 100 + (3= Dol + 1) Bl

Suponha k suficientemente grande de modo que
1 (uk) < /\r + 1.

Sendo assim, usando-se a desigualdade [lugl|Z2nyy < [lusllZ-(an) [1(M)]**, como no

Passo 1, temos, para alguma constante positiva co,

2 n—2
Hu’l‘CHﬁ”(M) <A+ 1)+ <m ||SQHL°°(M) + 1) C2,

de onde segue que (uy) ¢ limitada.

Agora, usando o fato de que H'(M) ¢ um espago reflexivo, considere u € H'(M)
tal que (uy) convirja fracamente para u. Utilizando-se das imersées de Sobolev, sabe-
mos que existe uma subsequéncia de (uy), a qual ainda denotaremos por (uy), tal que
u — w na norma de L"(M).

Dai, temos |[u||z-(a) = 1 e, portanto, v € H,. Da convergéncia em L"(M) e do
fato de que ux > 0, obtemos que u > 0 qtp em M, visto que (ux) converge em quase
todo ponto para wu.

Além disso, temos
lullfpy < liminf a3

< liminf (HwkHiQ(M) + Huk\limm) )

ou seja,

IVullZzan) + Nl Zoar) < liminf [Vugl[72 ) + lellZ2n),
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o que implica

[V ula ) < limind [ Veael 3

Sendo assim, observe que

n—2
A < I(u) = / VquV+—/S ul?dV
<i) = [ wupav - == | s
. n—2

n—2
= liminf Vu 2dV+—/ S |u de)
(o + =5 [ s

= liminf I(ug) = A,

Logo,
I(u) = A\,
Aplicando-se o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (para Espagos de Ba-

nach), obtemos que existe uma constante o € R tal que

n—- 2 _ r—1
/M (Vu, Vo) dv+m /M SyupdV = a /M UL dV

Substituindo-se ¢ = wu, obtemos I(u) = « e, portanto, & = A, 0 que nos leva a

concluir que u ¢é solugao fraca de (2.5).
Etapa 3. u é positiva e de classe C*°.

Seja f: M x R — R definida por

Fp1) = (Arw” - Jn—‘_i)sg@)) "

Note que u é solucao fraca de

e, além disso,

[/ (p, w)| < (Q(p) + Co)lul,

onde Q = )\, Ju|""2 € Lz(S™) e Cy é uma constante tal que h
n J—

todo p € S™.
Utilizando a Proposigao 1.9.2, conclui-se que u € C*°(M). Além disso, como

5] o e

u > 0, podemos, a partir do Principio de Maximo (proximo teorema), concluir que u é

positiva em M. |
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Teorema (Principio de Maximo). Suponha que h é uma fun¢io nao-negativa, re-
gular, definida na variedade compacta M, e u € C*(M) satisfaz (A + h)u > 0. Se u

atinge o minimo m < 0, entao u € constante em M.

Tal teorema pode ser demonstrado utilizando-se os resultados contidos em [8] e

um procedimento de colagem.



Capitulo 3

Existéncia de Infinitas Solucoes com

Energia Finita

Como jd mencionado na introducdao, sabemos que qualquer solucao positiva da
equacao eliptica
Au+ |u[72u=0, ueC*R"), n>3, (3.1)

que possua energia finita, isto €,

|Vuldr < oo, (3.2)

Rn

€ necessariamente da forma

(n-2)/2
u(z) = <M> | (3.3)

o=

ondea >0 e cR".
Nosso objetivo neste capitulo é o de demonstrar, para n > 3, o sequinte teorema:

Teorema 3.1 (Ding [9]) Eziste uma sequéncia de solugoes uy do problema (3.1)-
(8.2) tais que [g, |Vug[*de — oo quando k — oc.
3.1 Observacoes Preliminares

a) Se u(z) é solugao de (3.1), entdo, para cada A > 0 e £ € R", a funcao
v(x) = A"2/2y[(z — £))] é também solugdo de (3.1).
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Com efeito, observe que

ov n—2 ou

(@) = MA@ = ©)),
de onde segue que

ov )\L+2 ou

Desse modo, podemos concluir que
Av(z) = "2 Au(A(z — €)). (3.4)

Além disso,

4 n—2 4 n—2

[o(@)[72v(z) = [\ ul(z = N2 A2 uf(z — §)A]

n—2

= N2Jul(z — ON[FENT u(x — )N

= N Ful(z — N2 uf(z — £)]

n+2

— NF (~Au(Az - ©))).

Agora, usando (3.4), concluimos o que foi afirmado no item a). [ |

b) As fungoes u e v, dadas no item a) acima, possuem a mesma energia.

De fato, note que

B <x>r x| - 5))]2.

Logo,
[Vu()[* = X" [Vu((z - §))[.

Usando o fato de que o determinante jacobiano da fungao ¢(z) = A(z — &) é igual a

A", podemos aplicar o Teorema de Mudanca de Variaveis, para obtermos
[Vo(@)|*de = [ |[Vu(Ma — &) *de,
R Rn
como queriamos demonstrar. |

c¢) Diremos que duas solugoes u e v de (3.1) sdo equivalentes se possuem a mesma
energia. Neste caso, temos que todas as solugoes da forma (3.3) sdo equivalentes.

Efetivamente, sejam

n(n —2)a (= n(n — 2)b 2
“@:(m> e “@):(m) |

como em (3.3).
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Considere A > 0 e # € R” tais que

e utilizar o item b). |

3.2 Lemas Iniciais

Nesta segao, estaremos considerando (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas de
dimensoes maiores do que, ou iguais a, 3. Suporemos que existe um difeomorfismo
conforme f: M — N, isto &,

. 4
fh=pn=yg,
para alguma fungao positiva ¢ € C*°(M), onde f*h denota a métrica em M definida

por
f*hp(vl7v2) = hf(p)(dfp(vl)7dfp(v2))7 pe M? V1, V2 € TPM

As curvaturas escalares de (M, g) e (N, h) serao denotados por S, e Sy, respecti-

vamente. No lema seguinte, F' : M x R — R é uma funcao diferenciavel e ¢ = @o f1.

Lema 3.2.1 Suponha que v: N — R € solucao de
Apv = BSu(y)v + @) F (7 (y), p(y)v) =0, ve C*(N), (3.5)
onde q=2"=2n/(n—2) e 3= (n—2)/[4(n — 1)]. Entio, u= (vo f)p ¢ solugio de
Agu— BS,(z)u+ F(z,u) =0, ue C*(M). (3.6)

Mais ainda,

/ |u|qczvg:/ w9V, (3.7)
M N

Prova. Suponha que v € C%*(N) é solugao de (3.5). Entao, para todo z € M, temos

(Av)(f (@) = BS(f(@)v(f (@) + ¢ (2) " F(z, p(z)v(f(2))) = 0.

Utilizando-se os resultados da se¢ao A.8 sobre isometrias(mais precisamente, o Coro-
lario (A.8.6) e o Teorema (A.8.7)), obtemos

Aj(vo f)(@) = BSy(x)(v o f)(z) + ¢(2) " F (2, () (vo f)(z)) =0,
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onde h = f*h.
Portanto, w = v o f é solugao de

Ajw — BS;w + o' U (z, pw) = 0. (3.8)
Além disso, usando o fato de que h = goﬁ g, temos, em virtude do Teorema C.2,
ANgp = BSyp + B9 = 0. (3.9)

Considerando-se u = wy, podemos aplicar o Teorema C.4, para obtermos

- 1 u
Asw = Aj (o~ ) = FAQU — EAQQO. (3.10)

Agora, de (3.8), (3.9) e (3.10), podemos concluir que
P A Gu — up U [BSyp — BSpp" ] — BSpue ™ + ¢ (z,u) =0,
o que implica
9017q[Agu — BSyu+ F(z,u)] =0,

ou melhor,

Agu — BSyu+ F(z,u) =0.

Portanto, u = (v o f)¢ ¢é solucdo de (3.6).
Agora, observe que usando a Observagao C.3 e o Teorema A.8.8, temos as seguin-

tes igualdades

/ [o]fdV, = / lvo fl9dV; / vo fligtdy, = / ul1dV,
N M M M

o que finaliza a demonstragao. |

Lema 3.2.2 Cada solugio v da equagao

2n
n—2"

1
Av — Zn(n — 2+ |2 =0, veC*(S"), ¢=2"= (3.11)

onde A € o Laplaciano com relagao a métrica usual em S™, corresponde a uma solu¢ao
u da equacao
Au+ |u|ﬁu =0, ueC*R"), (3.12)

satisfazendo
|Vul?de = [ |v|dV. (3.13)
R™ sn
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Prova. Denotaremos por h a métrica usual em S™ e por g a métrica usual em R".
Seja m : S™ — {p} — R", a projecao estereografica, onde p = (0,...,0,1).

L' R" — S™ — {p}, ou seja,

L+lyl2 "1+ 0yl 1+ y? )

Considere f =7~

Pelo fato de f ser um difeomorfismo, podemos induzir em R™ uma métrica g
através de f. Dessa forma, f ¢ uma isometria entre (R",g) e (S™ — {p}, h). Assim, de

acordo com os resultados da segao A.8 sobre isometrias, temos
Gij = hijo f. (3.14)
A funcao f é, também, uma parametrizacao para S”, e, além disso, sabemos que

hii(f(x)) =0, i 7
hii(f(x)) = <ﬁ) :
Por (3.14), temos
Gij(x) =0, i 7
gii(x) = (ﬁ) :
Assim, g é conforme & g(g;; =0, @ # je g; =1) e, além disso,

4

g=¢m1g, (3.15)
onde
n—2
2 2
= —— ) Nl
o) = (1) (3.16)

Considere F': R" x R — R definido por
Fa.y) = |y~ (3.17)
Temos, também, que a curvatura escalar Sj, da esfera S™ é n(n — 1). Entao,
Ao = BSu(y)v + @(y)' T F(f 7 (y), ¢ly)v) =0, v e C*(S" — {p}), (3.18)
onde ® = po f~1 equivale & equacao
Apv — }ln(n — 2+ [v]7 20 =0, veC*S" - {p}). (3.19)

Se v & solugao de (3.11), entdo U‘Sn ¢ solugao de (3.19). Logo, usando-se o

\{p}
Lema 3.2.1, a esta ultima, corresponde uma solucao u da equagao

Agu — BS,(z)u+ F(z,u) =0, ue C*R"),
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ou seja, da equagao (3.12).
Resta-nos, agora, demonstrar a identidade (3.13). Com este intuito, podemos

usar o Lema 3.2.1, para obtermos

|u|qu:/ ‘v‘ .
/ n sy | M

q
’v| . ) dV:/ lo[edV,
/Sn\{p} 5"\ {p} .-

concluimos, a partir destas duas tltimas igualdades,

q

av.

Como,

/ uftdz = [ [ol7av. (3.20)
n Sn
Agora, multiplicando (3.12) por u, obtemos

—ulAu = |ul?. (3.21)

Como |u]? & integravel em R", entdo —uAu também ¢é integravel em R". Além disso,

/—uAud:I;:/ |u|?dz. (3.22)

Afirmagao A. A fungdo |Vul? € integrdvel em R™ e vale a sequinte igualdade:

/ —uAudr = / |Vul*dz. (3.23)
n Rn
Logo, de (3.20), (3.22) e (3.23), conclui-se a demonstragao. [

Prova da Afirmacgao A.

Observagao 3.2.3 Nesta demonstragao, usaremos propriedades do espago DV?(R™).

Para mais detalhes consulte [1]

Denotemos w = o f. Desse modo, temos u = wy. Como v € C?(S™) e S™

vl

S™\{p}

) . ov L C

é compacto, entao v e —, ¢ = 1,...,n, sao limitados. Logo, w e D;w sao limitados,
i

onde D;w denota a derivada parcial de w como relagao a i-ésima coordenada. No que

segue, denotamos ki, ko, k3, k4 como sendo constantes convenientes.

Usando o Teorema do Divergente, temos, fixado R > 0,

/BR(O) div (uVu)dr = /SR(O) <u(x)Vu(x), E> do,
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onde Sg(0) é a esfera em R™ com centro na origem e raio R. Dai,

ulAu + |Vul?)dx = / —uD udo
[, s 9l Z 5
= Z/ —wng (wp)do
Sh
= Z/ —wgp (wD;p + pDyw)do.
Sh

A partir da limitagao de w e D;w, temos

soDzw

da+k22/

<klz/

/ (uAu + |Vul?)dx
Br(0)

Como

n

n—2 2 E
Di = i 5
[Dig(a)] = rx\(H'xP)

n—2 n
& (n—2):r;2 2 'z 2 2
< k : — ) d

obtemos

/ (uAu + |Vul?)dx
Br(0)

Portanto,

< k4 Vol (Sg(0))

(i) () oo

/ (uAu + |Vu|*)dx
Br(0)

onde Vol (Sg(0)) é o volume de Sg(0).
Além disso, sabe-se que
Vol (Sg(0)) = ——~R""*, (3.25)

onde a funcdo I' : (0, +00) — R é chamada fung¢do gama e é definida por

+o0
['(a) = / t*te~tdt.
0
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Assim, pode-se concluir que o limite

2 n—1 2 n—2
—_— 2
(im) (m) (3.26)
existe.

De (3.22), (3.24) e (3.26), conclui-se que |Vu| € L*(R"). Como u € L* (R"),

entao u pertence ao espaco

lim Vol (Sg(0))

R—o0

DM (R") = {U c L% % € LQ(R”)} :

o qual possui norma proveniente do produto interno
(w,v) = VwVudz.
RTL

Também temos que a norma de DV?(R™) é equivalente a norma
[ollo = [Vl L2y + 0]l 2 ey (3.27)

O espago C§°(R™) ¢ denso em D%?(R"). Portanto, podemos considerar uma
sequéncia (ug) C C5°(R™) convergente em DV?(R™) para u. Usando o fato de que u é

solugao de (3.12), obtemos
Vu,Vudr = / —u,Audr = / wpulu|??dx.
Rn n n
Portanto, utilizando-se a norma (3.27), nota-se que

/ Vu,Vudr — |Vul?dz

R’!L

/ wpulu| " ?dr — lu|?dx,
n

R

onde, para concluirmos a tultima convergéncia, trabalhamos com a desigualdade de
Holder.

Dai, conclui-se a validade da Afirmacgao A. |

Observagao 3.2.4 Note que, paran > 4, o limite em (5.26) € igual a zero. Portanto,

jd poderiamos, neste ponto, termos concluido a validade da Afirmacao A para o caso
n > 4.

Observagao 3.2.5 Para n > 4, temos ¢ € H'(R"). Entretanto, se n = 3, entao
p € DV2(RS)\ H'(R).
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Observacao 3.2.6 Em virtude de (C.1), obtemos que ¢ em (3.16) verifica

n(n — 2)
4

Compare este resultado com (3.1)-(3.3).

Ay + lo|7 2 = 0. (3.28)

Do Lema 3.2.2, observamos que, para provar o Teorema 3.1, basta provar o lema

seguinte.

Lema 3.2.7 Exziste uma sequéncia {vy} de solugoes de (3.11) tal que |vg|7dV — o0
Sn
quando k — 00.

3.3 Uso do Principio de Criticalidade Simétrica

Daqui por diante, usaremos as defini¢oes e resultados contidos no Apéndice D.
Além disso, dado z € R™!, consideremos k, m € IN tais que k+m = n+1, e denotemos
z=(x,y),onde z = (z1,...,2x) ER* ey = (y1,...,ym) € R™. Dessa forma, S™ pode
ser descrita como

S"={(z,y) e R [z + |y|* = 1}. (3.29)

Agora, considere o conjunto

d; 0

G=4{P € Gl,.1(R);d =
(@ € Glya(®) (0 .

> , onde ®; € O(k), &3 € O(m)}.

Verifica-se, facilmente, que:
1) e G=d ! ed,
2) ¢, € G= PP € G,
3) GCO(n+1);

Portanto, podemos concluir que (G, -) munido da topologia induzida por Gl,1(R) é
um subgrupo topologico de O(n + 1). Além disso, restringindo a a¢do de O(n+ 1), em
H'(S™), ao conjunto G x H'(S™), temos uma ac¢ao de G em H'(S™).

O fixo de G em H'(S") serd denotado por Xg, isto é,

Xg = {ve H(S");, dv =0, VO € G}.
Podemos, também, escrever

Xg = {ve H(S");v(®r) =v(x),V® € G e q.s. em S"}. (3.30)
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Nota-se, a partir do Principio de Criticalidade Simétrica (Teorema D.11) e do

Exemplo D.9, que se u € X, é ponto critico do funcional
1 9 oy 1
J(v) = §(|Vv| + cv?) — —|u|?| dV, (3.31)
n q

restrito ao subespago X, entao u é ponto critico de J em H'(S™), visto que J € C*.
Portanto, observando-se que o funcional J é o funcional de Euler-Lagrange asso-

ciado a (3.11), o Lema 3.2.7 fica demonstrado se conseguirmos estabelecer o seguinte:

Lema 3.3.1 Euxiste uma sequéncia {vy} de pontos criticos de J, restritos a X¢, tal que

/ |0 1dV — oo quando k — oo.

0

)
Observacao 3.3.2 Dado & = !
0 P,

) € Gez=(r,y € S, temos z =

<(I)lx7 (I)Qy)

Observagao 3.3.3 Fizvados x,y € S*, existe ® € O(( + 1) tal que z = Py.

3.4 Lemas Finais
De Ambrosetti e Rabinowitz [2], observa-se que o seguinte resultado se verifica.

Lema 3.4.1 Seja X um subespago fechado de H'(S™). Suponha que a imersao X C

2
Li(S™), ¢ = 2* = n27 € compacta. Entao, a restri¢cao J‘X satisfaz a condi¢do de

Palais-Smale. Mais ainda, se X tem dimensdo infinita, entao J’X POSSUL UMA SEQUENCLA

de pontos criticos v, em X, tal que / | |?dV — oo quando k — oo.

n

Para demonstrarmos o Lema 3.3.1, usaremos o Lema 3.4.1. Com este objetivo,

verificaremos, primeiramente, as seguintes propriedades do subespaco Xg:
P1) dim Xq = oc.

Com efeito, basta observar que, para cada ¢ € IN, a fungao v, € H*(S™) definida
por v(z) = |z[*|y|, z = (2, y), pertence a Xg.

P2) X é fechado.

Inicialmente, observe que, fixado ® € G, temos, em virtude do item iv) da Defini-
¢ao D.6, que a fungao u —— Pu é continua. Logo, a aplicagao
Uy : HY(S") — HY(SM)

u — Ug(u) =u— du
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é continua. Desse modo, para cada ® € G, o conjunto W5'({0}) ¢é fechado.

Agora, note que
Xg={uec H'(S");Vg(u) =0, V® € G},

isto é,
Xe =[] ' ({0}).
e
Portanto, X é fechado.

Caso 1.
Consideremos, inicialmente, o caso em que n > 5. Desse modo, escolha k,m € IN

taisque k+m =n+1e k > m > 3. Note que, sendo assim, temos k£ < n e, portanto,
2k 2n

>
k—2 n-—2
desejado, para este caso.

. Logo, o seguinte lema, junto com o Lema 3.4.1, nos leva ao resultado

2
Lema 3.4.2 Para r = B K

5 el <p<r, aimersio Xg C LP(S™) € continua. Tal

imersao € compacta se 1 < p <r.

Prova. Sejam u € Xg e Q C S™ tais que o conjunto S™ \ () tenha medida nula e
u(Pz) =u(z), V& € G e Vz € Q. Sendo z = (x,y) € Q, como em (3.29), temos

w(Prx, Poy) = u(z), V&, € O(k) e Vdy € O(m). (3.32)

Afirmagao B. A funcio u depende apenas de |x| ou, equivalentemente, de |y|.
De fato, considere (z1,v1), (22, 92) € Q tais que |z1] = |x2|. Como |x1[*+ |y [* =1
e |z2|*+|y2|? = 1, entdo |y1| = |y2|. Usando a observacao 3.3.3, concluimos que existem

®; € O(k) e 3 € O(m) tais que
= P1ze e y1 = Paye.

Logo,
u(zy,y1) = w(Prre, Poyn) = u(z2,y2),
de onde segue o afirmado.
Agora, observe que se z = (s,t) € S™ é tal que t; # 0 para algum i = 1,...,m,
podemos considerar uma vizinhanca U, de z, e §; > 0 tais que a aplicacao h : U —
Bj (s) x By"~(t) c R" dada por

h(i[),y) = (*1'17 s Tk Y1y Yim1, Yig 1y - - 7ym) (333)

é um difeomorfismo, onde ¢ = (t1,...,t;i 1,tit1, -, tm)-
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Analogamente, se z = (s,t) € S™ ¢ tal que s; # 0 para algum i = 1,... k,
podemos considerar uma vizinhanga V', de z, e d5 > 0 tais que a aplicacao f : V —
By~ (5) x By (t) C R" dada por

f('r’y) = (._'23'1, ey L1, Tig 1y - - o They Y1,y - - - 7ym) (334)

¢ um difeomorfismo, onde 5 = (S1,..., 81, Sit1,-- - Sm)-
Usando a Afirmagao B, concluimos que estao 'bem definidas’ as fungoes v, :
B (s) — R e w, : Bj*(t) — R tais que

vu(@) = (wo h™')(x,7), (x,5) € Bj,(s) x By ™' (f)

wa(y) = (wo f7)(Z,y), (7,y) € By ' (5) x By (t).

Podemos assumir que S™ é coberto por um ntmero finito de parametrizacoes da
forma (3.33) e da forma (3.34), digamos {(Ua, ha)} U{(Vs, f5)}. Além disso, também
assumiremos que as parametrizacoes sdo tais que as componentes (g;;) da métrica,
em quaisquer cartas, verificam as condigoes (1.1), (1.2) e (1.3). No que segue, 0s ¢;’s
sempre denotam constantes.

Dada uma funcao diferenciavel u € X, temos, numa vizinhanca U,

/]u|pdV = / luo h™tPy/det(gi; o h~1)dxdy
U Bj xBj ™!

< c

- 1\/;m1 /B;k
51 L™ 761

= 61/ / vu[Pdz | dy
ng” |/ Bf

o1

|uo h1|pd:c] dy

IA

CQHUUHip(B(I;cly

o que implica
lulleo@) < eallvullzoay )- (3.35)

Além disso,
- Ou Ou
Vul?dV = / g7 —
. / Z ‘ 3(u o h_l)
Bf xBy Tt |7 Ow;

S

2

av

ou
> E
vz CS/U [ ‘a%

)

2
] det(g;o o h=1)dzdy

\Y]

]Vvu\zdx] dy,

k
81
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donde se conclui que
I9ullzzy > sl Voullaco (3.36)

A partir de (3.35) e (3.36), obtemos

lull @y 2 csllvallm g )- (3.37)

Usando o fato de que H'(Bj} ) est4 imerso continuamente em LP(B} ) para 1 <

2
p < ;g €8s desigualdades (3.35) e (3.37), obtemos que existe ¢; € R tal que
[ull ey < erllull o), (3.38)
1<p< 2k
ara —_—
PRt =P =73
Com um procedimento anilogo, usando a parametrizacao f~!, mostra-se
ull o vy < esllull vy, (3.39)
2m
paral <p < .
m — 2
2k 2m o
Como k > m, entao - < 5 Portanto, em qualquer vizinhanca W de
_ m JR—
S™, obtemos
[ull ooy < collull mowy, (3.40)
1<p< 2k
ara —_—
pata = =P= 375

Esta tltima desigualdade nos leva ao fato de que a imersao Xg C LP(S™), para

1<p< 2k

> ¢é continua.

Compacidade.
Seja (uj) C X uma sequéncia limitada em H'(U), isto é, existe R > 0 tal que

;|| @y < R,Vj € IN.

Por (3.37), temos que (v,,) € limitada em H'(Bf ) e, consequentemente, possui uma

subsequéncia, a qual ainda denotaremos por (v,,), que converge em LP(B(’;l), 1 <

2k
P < 5 para iy € LP(B}). Portanto, usando (3.35), temos que (u;) converge em

2k
LP(U),1<p< T g para v, o h € LP(U). Raciocinio anélogo pode ser aplicado nas
vizinhancas do tipo (3.34).
Desse modo, como S™ é coberto por um nimero finito de parametrizagoes, pode-

mos concluir que X estd imerso compactamente em LP(S™), para 1 < p < r.

Caso 2.
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Corolario 3.4.3 Para n = 3, temos X¢ imerso compactamente em LP(S™) com 1 <

p < 00. Paran =4, temos Xg imerso compactamente em LP(S™) com 1 < p <.

Prova. A demonstragao é um procedimento analogo ao do Lema 3.4.2. No caso n = 3,
basta considerar k = 2, m = 2 e as imersoes de Sobolev em R2. No caso n = 4, basta

considerar k = 3, m = 2 e as imersoes de Sobolev em R? e R2. [

Portanto, usando as propiedades P1) e P2), o Lema 3.4.2 e o Corolario 3.4.3,
podemos concluir a validade do Lema 3.3.1, através do Lema 3.4.1.

Depois disso, s6 resta-nos demonstrar o lema a seguir:
Lema 3.4.4 As solugées fracas de (3.11) sao, na verdade, de classe C*.

Prova. Sejam v uma solugao fraca de (3.11) e f : 5™ x R — R definida por

e e

Note que, desse modo, v é solucao fraca de

—Au = f(pa U)

e, além disso,

onde Q = [v|72 € L3(S") e Cy = <—
Portanto, a partir da Proposi¢ao 1.9.2, concluimos que v € C*°(S™). [ |



Apéndice A
Variedades Riemannianas

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados e definigoes relativos as varie-

dades diferenciaveis, os quais sdo relevantes neste trabalho. Mais detalhes em |7].

A.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao A.1.1 Uma variedade diferencidavel de dimensao n € um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R" — M de abertos U, de R™ em M tais

que:

(1) Uxa(Ua) = M;

(2) Para todo par (o, ) com x,(Uy) (N25(Us) = W # ¢, os conjuntos x,*(W) e
2 (W) — x5 (W) sao

x/gl(W) sio abertos em R™ e as aplicagdes x5' o xq : T

diferencidveis;
(3) A familia F = {(Uy,xa)} € mdzima relativamente as condigdes (1) e (2).

O par (U, xy), ou a aplicagio x,, € chamado wma parametriza¢ao, um sistema de
coordenadas, ou uma carta local, de M em torno do ponto p € x,(U,). Uma familia
{(Uqas o)} satisfazendo as condigoes (1) e (2) € chamada atlas, ou estrutura diferen-
ciavel de M.

Exemplos. Sio variedades diferencidveis os sequintes conjuntos:
R™ S" e P"(R) = {retas de R"™' que passam pela origem}.

Observacao A.1.2 O atlas da variedade diferencidvel M faz dela um espago topold-
gico, onde A C M € aberto se x7 Y (AN xz(U)) é um aberto de R™, qualquer que seja a

parametrizagao x : U C R — M.
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Definigao A.1.3 Dizemos que uma familia { f,} de fungoes diferencidveis fo : M —

R é uma particao diferencidvel da unidade se:

(i) Para todo o, fo > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanga coordenada
Vo = 24(Uy) de uma estrutura diferencidvel {(Uy, x4)} de M;

(i) A familia {V,} € localmente finita;

(111) Zfa(p) =1, para todo p € M.
Dizemos que a particao {f,} da unidade estd subordinada a cobertura {V,}.
Restricoes quanto a topologia de M:

Azioma de Hausdorff. Dados dois pontos distintos de M, existem vizinhancas
destes dois pontos as quais nao se intersectam.

Azioma de base enumerdvel. A variedade M pode ser coberta por uma quantidade
enumeravel de vizinhangas coordenadas.

A wvariedade M é coneza.

Estas consideragoes sao importantes devido ao resultado abaixo.

Teorema A.1.4 Uma variedade diferencidvel M possui uma particao diferencidvel da
unidade se, e somente se, toda componente conexa de M € de Hausdorff e possui base

enumerdvel.

A.2 Espaco Tangente

Definigao A.2.1 Sejam M; e M, variedades diferencidveis de dimensoes n e m, res-
pectivamente. Uma aplicagao ¢ : My — My € dita ser diferencidvel em p € M; se,
dada uma parametrizagio y : V. C R™ — My em ¢(p), existe uma parametrizagdo

z:U CR"— M; em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplicagdo
ytopox:UCR" — R™

¢ diferencidvel em 1 (p). Mais ainda, diz-se que @ € diferencidvel em um aberto de

My se € diferencidvel em todos os pontos desse aberto.

Definicao A.2.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao diferencidvel
a: (—e,e) — M € chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =
p € M, e seja C®°(M) o conjunto das fungoes f : M — R diferencidveis em p. O
vetor tangente & curva o em t =0 € a fungao o/(0) : C*°(M) — R dada por
/ d(f © a)
a'(0)f = — | feCc®(M). (A1)

t=0
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Um vetor tangente em p € M é um vetor tangente, em t = 0, a alguma curva « :
(—e,e) — M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd
denotado por T,M.

De acordo com as notagoes na definicao A.2.2, escolha uma parametrizagao x :

U— M em p = x(q) e escreva

(7 o a)(t) = (21(t), -+, wa(t))

© (Foa)g) = flar, e wa), q= (a1, w,) €U
Assim,
SO = 5o = Sin® ) = Y05 @),

Portanto, o vetor o/(0) pode ser expresso, através da parametriza¢ao x, por

Z ! 6% (A.2)

onde 5 denota o vetor pertencente ao conjunto 7,M tal que
ZT;
0 ( foxz),
—(f) = (M). A.
8azi(f) oz —5—(@ (p), V[ €C®M) (A.3)

Observacao A.2.3 Com as operagoes usuais de fungoes, nota-se que T,NM € espago

vetorial. Além disso, escolhida uma parametriza¢io x : U — M em p = x(q), pode-se

9 .2
(%1’ ’8xn

associada a parametriza¢ao (U, x).

ver que o conjunto { } € uma base de T,M, a qual chamamos de base

Definicao A.2.4 O espago vetorial T,M € chamado espago tangente de M em p.

Proposicao A.2.5 Sejam M; e M, variedades de dimensoes n e m, respectivamente.
Seja ¢ : My — My uma aplicagio diferencidvel. Para cadap € M e cadav € T,(M;),
escolha uma curva diferencidvel o : (—e,e) — M; com a(0) = p e &/(0) = v. Faga
B =ygoa. A aplicagao do, : T,(My) — T,y (Ms) dada por dp,(v) = 5(0) € uma

aplicagao linear que nao depende da escolha de .

Definicao A.2.6 A aplicacao linear dy, dada pela Proposicao A.2.5 é chamada dife-

rencial de @ em p.

Definicao A.2.7 Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ de M,
em My € um difeomorfismo se ela € diferencidvel, biunivoca e sua inversa =1 € dife-

rencidvel.
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A.3 Campo de Vetores

Definigao A.3.1 Seja M uma variedade diferencidvel. O conjunto TM = {(p,v);p €
M, v e T,M} é chamado de fibrado tangente da variedade M.

Proposicao A.3.2 O fibrado tangente TM ¢ uma variedade diferencidvel de dimensdo

2n, onde M tem dimensao n.

Definicao A.3.3 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. O campo €

dito diferencidvel se a aplicagio X : M — T'M € diferencidvel.

Notagao. Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em
M.

Também ¢é coveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicacao X :
C>®(M) — C>°(M) definida por

(XN) = Y wlp) o

i

(p), [feC™(M),

i

onde f indica, por um abuso de notagao, a expressao de f na parametrizagao (U, x).

Lema A.3.4 Sejam X eY sao campos diferencidveis de vetores em uma variedade di-

ferencidavel M. Entao, eziste um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*(M),

Zf = (XY —YX)f.

Definicao A.3.5 O campo vetorial diferencidvel Z dado no lema A.3.4 € chamado o

colchete(de Lie) dos campos X e Y, e € denotado por [X,Y]; ou seja, escrevemos

[X,Y]=XY - YX.

Definicao A.3.6 Um campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma
aplicagdo que a cadat € I associa um vetor tangente V (t) € T,M, a qual é diferencidvel

no sequinte sentido: se f € uma funcgao diferencidvel em M, entao a fungaot — V (t)f
d c
€ diferencidavel em 1. O campo vetorial dc (£>, indicado por o € chamado campo

velocidade (ou tangente) de c.

Observacao A.3.7 Sempre suporemos um atlas {(Uy, )} para M de modo que os

campos X{* = 90 € X(2a0(Uy)) sejam passiveis de extensao em M.
L
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A.4 Métricas Riemannianas

Definicao A.4.1 Uma métrica Riemanniana ou estrutura Riemanniana em uma va-
riedade diferencidvel M é uma correspondéncia g que associa a cada ponto p € M
um produto interno no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte
sentido: se x : U C R" — M € um sistema de coordenadas em torno de p, entao,

para cada (1, j), a fungao g;; : U — R definida por

st = (5@ 50 @) (A4)

onde ¢ = x(x1,- -+ ,,), € diferencidvel.
As fungoes g;; sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas (U,x). Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana

chama-se uma variedade Riemanniana.

Proposicao A.4.2 Considere (¢"),xn a matriz inversa da matriz (gij)nxn- Entao,

dg" _ it mi OGkm
o, = —Zg g —8%- ) (A.5)

Prova. Observe que
Z girg"™ = Ou.
k

Logo,

0
e (Z gikgkl> =0,
J

k
o que implica

kl
S e =~ Sy

Denotando-se D = ( gk) , B =(git)nxn ¢ C = < g ) , temos, a partir
al’j 8xj

da tltima iguadade,
DB™' = —BC.

Assim,

C=-B"'DB".

Dai, efetuando-se o produto no lado direito da igualdade, pode-se concluir (A.5). W

Definicao A.4.3 O comprimento ou norma de um vetor tangente u € T,M € definido
por

[ull = ull, = y/(uw, w),.
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Observacao A.4.4 Seja f : M — N uma imersao, isto €, f é diferencidvel e df, :
TyM — Ty, N € injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura Riemanniana,

podemos munir M com uma estrutura Riemanniana definindo

(u,v), = (dfp(u), dfp(V)) (), w0 € T,M.
A métrica de M obtida dessa maneira € dita induzida por f.

Definicao A.4.5 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f :

M — Né chamado isometria se
(u, U>p = <dfp(u)’ dfp(v»f(p) ) (A.6)
quaisquer que sejam p € M e u,v € T,M.

Teorema A.4.6 Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerd-

vel) possui uma métrica Riemanniana.

A.5 Conexoes Riemannianas

Definicao A.5.1 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma apli-
cacio V : X(M) x X(M) — X(M), indicada por (X,Y) — VxY, a qual satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ

(ii) Vx(Y +2)=VxY +VxZ

(ili) Vx(fY) = [VxY +X())Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C°(M).

Observacao A.5.2 A partir de (iii), pode-se mostrar que a conexao afim é uma nogao
local, isto €, se os campos X,Y € X(M) coincidem, em algum aberto A C M, com

campos X,Y € X(M), respectivamente, entio VxY e Vy? coincidem em A.

Observagao A.5.3 Pode-se mostrar também que V xY (p) depende apenas do valor de

X(p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X.

Observacao A.5.4 Considerando-se os campos X; =

Vx,X; em x(U) como

0
€ X(M), podemos escrever
axi
Vi X; =) ThX,.
k

Como Vx,X; € um campo diferencidvel, temos que as fungoes Ffj sao diferencidveis.

Tais fungoes sao chamadas simbolos de Christoffel associados a parametriza¢ao (U, x).
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Proposicao A.5.5 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V.
Entao, existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo

de uma curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial ao longo de c,

DV
denotado por TR tal que:

D DV DW
a) %(V—FW)—%—F—C# 5

D d, D
b) (V)= v ol

Onde W € um campo de vetores ao longo de c, e f € uma funcao diferencidvel em
L

DV
c) Se V é induzido por um campo de vetores Y, isto €, V(t) = Y (c(t)), entao — =

dt
V%Y.

Definicao A.5.6 Um campo vetorial V ao longo de uma curva c: I — M é chamado

D
paralelo quando d—: =0 para todo t € I.

Definigao A.5.7 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexao é dita compativel com a métrica (,) quando, para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P, P’ ao

longo de ¢, tivermos (P, P') = constante.

Proposicao A.5.8 Suponha que uma variedade Riemanniana M tem uma conexdo
V' compativel com a métrica. Sejam V e W campos de vetores ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I — M. Entao,

d dV dW
— VW= = WY+ (V. — 1. A.
dt<’ ) <dt’ > <’dt>’ te (A7)

Corolario A.5.9 Uma conezao afim V numa variedade Riemanniana M é compativel

com a métrica se, e somente se,
X (Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx2) (A.8)
onde X,Y,Z € X(M).

Definicao A.5.10 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € dita

simétrica quando, quaisquer que sejam X,Y € X(M),temos

VY — VyX = [X,Y]. (A.9)
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Teorema A.5.11 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma
unica conexdo afim V em M que € simétrica e compativel com a métrica. Tal conexao

€ chamada conexao Riemanniana.

Observacao A.5.12 Dada uma parametrizac¢ao (U, x) de M, os simbolos de Christoffel

da conexao Riemannina em termos de componentes da métrica sao dados por
1 99k | Ogi  0gij
m—=_C J A A.10
Observacao A.5.13 Usando-se (A.10) e (A.5), podemos concluir que

ax :-Z g, — nglr;im. (A.11)
J

A.6 Curvatura

Definicao A.6.1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma lei que
associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z = VY(V)(Z) — Vx(vYZ) + V[X’Y]Z, 7 € %(M), (A.12)
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Dada uma parametrizacao (U, x), ponhamos

R(X,;, X;)X ZR]sz

As fungoes R!;, sdo chamadas de componentes da curvatura R em (U, z). Usando a
equacao (A.12) podemos obter a seguinte expressao de Rﬁjk em termos dos coeficientes
k.
F’L]'
s 1l s ik arék
R, = Zr I, Zrkr T (A.13)

Proposicao A.6.2 Suponha que os campos X,Y,Z,T € X(M) coincidem, no ponto

p € M, com os campos X,Y,Z, T € X(M), respectivamente. Entdo,

<R(X’ Y)Zv T> (p) = <R(Y7 ?)77 T> (p)

Definicao A.6.3 Dados x,y,z,t € T,M, definimos
($7 y? Z? t) = <X7 K Z7 T> (p)7

onde X,Y,Z, T € X(M) sao tais que X(p) =z, Y(p) =y, Z(p) =z e T(p) =t.
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Notagao. Denotaremos por |z A y| a expressao

VIRl = (,y).

Proposicao A.6.4 Seja o C T,M um subespago bidimensional de T, M e sejam x,y €

o vetores linearmente independentes. Entao,

(z,y,2,y)
K(z,y) = W (A.14)

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Definicao A.6.5 Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o
nimero K(o) = K(x,y) em (A.14), onde {x,y} € uma base de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.

Definicao A.6.6 Seja x € T,M tal que ||z|| = 1. Escolha uma base ortonormal

{#1,..., Zn_1} do hiperplano, em T,M, ortogonal a x. Os nimeros
RlC([E) - Z(‘ra Ziy X, Zz)
e i
S(p) = ZRZC(Zj> = Z(zi,zj,zi, Zi), = Zn,
J

ij

(A.15)

sao chamados curvatura de Ricci na diregao x e curvatura escalar em p, respectiva-

mente.

Observacao A.6.7 Tais curvaturas independem da escolha das bases. Para concluir
isto com relagdo a curvatura de Ricci, basta observar que Ric(z) = Q(z,z), onde a
aplicacdo @ é definida por Q(z,y) = Tr(z — R(x, z)y). Ja com relagdo a curvatura
escalar, basta verificar que S(p) ¢ o trago da aplicagao linear auto-adjunta K : T,M —

T,M, a qual é correspondente a forma quadratica () em T,M, isto ¢,

(K(z),y) = Q(z,y).

Proposigao A.6.8 Dada uma carta local (U, x), a curvatura escalar S, da variedade

Riemanniana (M, g) pode ser escrita, em x(U), como

Sy=>_9"Rlj (A.16)

ijk

Prova. Para demostrar (A.16) usaremos o seguite resultado de algebra linear: seja
T:V — V uma aplicacao linear num espaco vetorial V, de dimensao n, munido com

produto interno. Seja o = {vy,...,v,} uma base de V. Entao, o trago de T é dado por

Te(T) = Z g"{T(v), vy)
kil
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onde (g")nxn € a matriz inversa de (git)nxn = ((Vk, V1)), -
Considerando-se a carta (U,z) e a base {Xi,...,X,}, associada & z, podemos

usar o resultado referido para obtermos

Sy = Tr(K) = 39" (K(X;), Xi) = > 6"Q(X;, X))

= Y g7 Tr(Z — R(Xj, 2)X:) = ) g”7 | D ¢" (R(X;, X)X, X))
%l ¥ s

ij
= 979" Rt gu.
ijkls
Dai,
Sg = Z gin§5155k7
ijks
de onde segue (A.16). |

A.7T A Esfera S™

Vamos, primeiramente, calcular a expressao dos simbolos de Christoffel na esfera
S™ considerando-se uma parametrizagao dada pela projecao estereografica. Depois,
calcularemos, na vizinhanga coordenada associada a esta parametrtizacao, a expressao
da curvatura escalar. Estaremos considerando em S" a métrica induzida pelo R”

através da aplicacao identidade.

A.7.1 Simbolos de Christoffel em S”

Seja m projecao estereografica que associa a cada ponto p = (z1,...,2,41) € S™, com
excessao do Polo Norte N = (0,...,0,1), a interse¢ao do plano z,y; = 0 com a reta

determinada por N e p. A parametrizacao que consideraremos é f = 7~ : R* — S,

ou seja,
211 2z, |z[P-1
flxy,...,x,) = (1+‘x|2,..., T3 of T+ 2]
Note que
of [ Anw 2(1 + |z|?) — 4? A 4,
Ox;  \ (L4227 A+ 222 77 (T[22 (1 [2]?)?

-~

i-ésima posig¢ao

Dai, podemos obter

9ij(x) =0, i#]
e 2 2
gi(x) = (m) '



26

Logo, os coeficientes da matriz inversa (¢*/) sao dados por

g7 (x) =0, i#]

f%x)—-<1+;xp>2

Usando estas equagoes e a expressao (A.10) podemos concluir que:

(1) It =0, i,j,m distintos;

2
2) I = —"_ i+£m
( ) it 1_|_| |2 7&
-2z
3 YA m S .
2x
4) I' = n
( ) mm 14+ ‘ZL’|2

A.7.2 Curvatura Escalar em S”

Usando (A.16), as componentes g;; da métrica usual da esfera S™ e os simbolos de Chris-

toffel calculados anteriormente, a curvatura escalar S, de S™, nesta parametrizacao,

kk pj
Sy = Zg Rijk.
kj

pode ser escrita como

A partir de (A.13), temos

or
Ry = e - T4 S - S
l

E imediato verificar que RY,, = 0. Entretanto, no caso em que j # k, temos

0 21 ; 0 —2xy 21, —21
R, = J —
b = g (o) ~am () + 2 () ()
1]
_2-7719 —QIk 2513]' —2£L'j
" (1+|a:|2) (1+|:v|2) " (1+|x|2) (1+|x|2 i
—2x; 2x; —2xy, —2xy
1+ |z|? 1+ |z|? 1+ |z]? 1+ |z]2 )"
2
R = 2
SN EI

Logo,

o que implica

Desse modo, como

S = Z gkkRk]ka
k#j
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concluimos que

A.8 Isometrias

Nesta secao, denotaremos por g e g as métricas das variedades Riemannianas M
e N, respectivamente, e suporemos a existéncia de uma isometria f : M — N. Além

disso, consideraremos:

a) {(U,,2,)} um atlas para M;

b) {(Ua, fox4)} o atlas de N associado ao atlas {(U,, x4)} de M;

0 0
c) {a—xl(p), ce 87(]9)} a base de T, M associada & parametrizagao z : U — M;

d) {%(f(p)),,%(f(p))} a base de T{;()N associada & parametrizacao y =

fox:U—>N.n

Lema A.8.1 Dada uma fungao u € C*°(M), temos

ou, . Ouo f1)

5o V) = =5 (), p (). (A17)
Ou ainda,
A(uo f1) B ou .
oy on (A.18)

Prova. Observe que

ML)y = AL 202D g0y o)
S =t
= g; (p),
de onde segue o resultado. [

Lema A.8.2 Os vetores das bases associadas as parametrizagoes dadas se relacionam

através da equacao

0, (50)) = 50 (A19)
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Prova. Note que ytofox = I, onde I ¢ a aplicacao identidade. Assim, as coordenadas

0 0 0
ded lacao a b — ey — ao dad 1 dut
e df, (8:& (p) | com relagao a base {83/1 (f(p),..., o (f(p))} sdo aaas pelo produto
dl,—1)(0,...,1,...,0),onde (0,...,1,...,0) sao as coordenadas de 5 (p) em relagao
T
0 0
a base {a—%(p), ce G_xn(p)} Dai, conclui-se (A.19). |

Teorema A.8.3 As métricas g e g relacionam-se da sequinte maneira:
gij =g o f (A.20)

Consequentemente,
§9 =g7o fh (A.21)

Prova. Dado ¢ € N, considere p € M tal que f(p) = ¢q. Desse modo, sendo fox :

U — N uma parametrizagao tal que ¢ € f(z(U)), temos

S/ 9
3ul0) = (g U0 70D

Usando (A.19) e o fato de que f ¢é isometria, obtemos

o) = (# (5,0) 6 (509)) = (Ga5e0) =050

Portanto (A.20) fica demonstrada e (A.21) é consequéncia de (A.20). [

Teorema A.8.4 Os simbolos de Christoffel T']} e f?} associados as parametrizacoes

(U,z) e (U, f ox), respectivamente, relacionam-se da sequinte maneira:

™m m —1

Prova. Dado ¢ € N, consideremos p € M tal que f(p) =¢q, e fox: U — N uma
parametrizacao tal que ¢ € f(z(U)).
Temos que

I (a) = %; (%g;f (a) + %Zif (9) %ZZ (Q)> 7" (q).

Usando (A.17), (A.20) e (A.21), obtemos
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8[Ei 81Ej

2. (%g;f (p) + giij (p) — ZZZZ (p)) 9" (p)-

) = 33 (A2l 2xe D)y 20Dy g )
1
5

Dai, conclui-se (A.22). |

Observacao A.8.5 A partir de (A.22) e (A.13), podemos concluir que
Rzgk Ri]k © f_l'
Através desta ultima igualdade e de (A.16), verifica-se facilmente o seguinte:

Corolario A.8.6 As curvaturas escalares S, e Sz, respectivamente de M e N, relacio-

nam-se de acordo com a equagao

Sy =8,0 f1. (A.23)

Teorema A.8.7 A partir destes resultados anteriores, temos o sequinte:
(i) Ag(uo f71) = (Agu) o f7;
(ii) |Vg(uwo f1)* = [Vyul o f71.

Prova. Note que

Mo SN = s S o (aetan) 295 ) ()
- \/det—za (\/det gijof) (Qijof)a(%yfl)wﬁ (p)-

Usando, agora, (A.18), (A.20) e (A.21), concluimos que

Aiue SNIO) = s S = (Vietta) 5" 5 ) ).

o que impllica em (3).

Além dlSSO observe que

) o2 ) o due g
[Vg(uo f™! Zg @) o, (f(p)
B Zgw 81‘1 gxuj( )
Dai, segue (7). [

No proximo teorema, estamos supondo a definicao de integral em variedades

Riemannianas, a qual se encontra no Capitulo 1.
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Teorema A.8.8 Seja u: M — R continua e integrdvel. Entdao,

/MudVg:/N(uof_l)dVg. (A.24)

Prova. Demonstraremos tal igualdade no caso em que supp(u) CC x(U), onde estamos

denotando por supp(u) o suporte da fungao u. Inicialmente, observemos que

/MudVg:/U(uox)@/det(gijox).

Como supp(u) CC z(U), entdo supp(uo f~1) cC f(x(U)). Logo,

J o v = [ (o 1o (o)) faet(ay o (f o))

Destas duas ultimas equacgoes, conclui-se o que queriamos demonstrar. |



Apéndice B

Gradiente, Divergente e Laplaciano

B.1 Gradiente

Definigao B.1.1 Seja f € C*(M), onde M é uma variedade Riemanniana. O gradi-

ente de f € o campo de vetores em M, denotado por V f, definido pela sequinte condicao:

(VF(p),0) = dfy(v), peM, veT,M (B.1)

Proposicao B.1.2 Se f,g € C*(M), entao:
(i) V(f+9)=Vf+Vy;
(i) V(f-9)=f-Vg+g-VF.

Prova. Omitiremos esta demonstragao em virtude de se tratar de um simples uso das

propriedades da diferencial de uma aplicagao. [ |

Proposicao B.1.3 Sejam = : U — M wma parametriza¢io de M, e f € C®(M).

Entao, na vizinhanca x(U), temos

Of 0
—= < .

(B.2)

Consequentemente, Vf € X(M).
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Prova. Nesta demonstracao, iremos usar o fato de que
df,(v) =v(f), pe M, veT,M.

Suponha que, nesta parametrtizacao, tenhamos

0

Portanto, em x(U),
0 ag 0
(Y 35,) = S0 g a;) = Do .

Assim, denotando F = <<Vf, e >> o A = (ai)nx1 € B = (Gij)nxn, decorre de (B.3)
nX
que F' = BA. Sendo B invertivel, temos A = B~!F. Desse modo,

) 9 A Y
— E 2] _ — E 1] . — ij )

de onde segue o resultado afirmado. [

Observagao B.1.4 Utilizando a expressio (B.2) do gradiente, obtemos

_ ou Ov
ij
(Vu, Vo) Z g oz, 8x]

i,7=1

(B.4)

Com efeito, temos

_ ’Lj - _ ké 7
Vu = Z g (91:1 8963 e Vo= Z a$k 8@

7,0=1
Logo,
ov
(Vu, Vo) = Z e
i,5,k,4=1 axk
u 8u v u
B Z ox; 8x (Zg]zg )
ij,k=1 ¢ =1
i 5 8u ov
i k=1 8@ 8l’k
" Ou v
= Z glj——.
&xi 833'j

1,j=1
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B.2 Divergente

Defini¢ao B.2.1 Seja X € X(M). O divergente de X é a fungao div X : M — R
definda por

(B.5)

T,M T,M
div X(p)zTr( b 7 P )

v (Ve X)(p)

onde Tr denota o trago da aplicacao em questao e V é a conexao de M.

Proposicao B.2.2 Sejam X, Y € X(M) e f € C*(M). Entdo:

(i) div (X +Y)=div X +div Y;

(ii) div (fX)=f -divX +(V[f, X).

Prova. E fécil concluirmos a validade do item (i). Portanto, faremos apenas a de-
monstragao do item (ii).

Para cada p € M, temos
div (fX)(p) = Tr(v — V,(fX)(p))

= Tr(v— f(p)VoX(p) +v(f)X ( ))
= FO)Te(v — VX)) + D (e ,

onde {ey,...,e,} € base ortonormal de T, M. Z

Entao,
div (fX)(p) = f(p)div X(p —i—ZeZ ), €i)
= f(p)div X(p) + Z Vip X(p), e:)

= [fp)div X(p) + (Vf(p), (),

o que conclui a demonstracao. [

Proposicao B.2.3 Sejam X € X(M) e x : U — M uma parametrizagio de modo
que, em x(U), tenhamos X = Z

a;~—. Entao, nesta parametrizacao,
- 3mj
J

Consequentemente, div X € C*°(M).

Prova. Por definicao, para cada p € M,
div X (p) = Te(H,),

onde H,(v) =V, X(p), veT,M.



64

Note que

0
() = Vs i) = B gt

Ox;

o Z w o 0(1] 6
- 57 896] 8% 8%

= (o7
D D
P Z] (%v 8IZ al‘j
L] =—
Z (8.1'1 +Z U) axk
k J
Desta tltima expressao, podemos concluir que

Te(H,) = <22+Z r) _ (a“”+za] >

J

Dai, notamos que a equacao (B.6) é verificada. |

Proposicao B.2.4 Considerando-se as mesmas hipdteses da Proposicao B.2.3, obte-

mos
: 1 0
div X = —= Z i (ax/é) , (B.7)
onde G = det(gx;).

Prova. Serad necessario utilizar, nesta demonstracao, o seguinte resultado: Se A €
C>((a,b); GL,(R)), entio (det A) = det A- Tr(A’A™") em (a,b).

Observe que

0 8@1- a; oG

Em virtude do resultado citado anteriormente, temos

oG _ gk ki
Or; “ Tr[((%z‘)nm(g Jncn

- G (Z 091k g1 Z ag;k ;m)
~o(x).

0 _ VG [ 9%y 2N 99k
oz, (aﬂ/@) = VG <8a:i t5 . oz, g7 . (B.8)

Desse modo,

Por outro lado, usando (B.6),

o Oa; @ 39gk 39zk 9905\ ki

L
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Logo,

, oa; a; 0k 1. a; 0Gix 1. a; Og
div X = . 21 ZIIE ki 29 DYk ki i 99ij ki
v - -+Zj’;28xi‘q +izj’;28xjg ZQ@xkg

Observando-se que a segunda e quarta parcelas, nesta soma, se anulam, resta-nos que

8az CLj E)gik ki
div X = Z@xz ;?fhjg )

o que implica

div X = Z laaz Z aai;k kj] )

Desta ultima igualdade e de (B.8), obtemos o resultado desejado. |

B.3 Laplaciano

Definigao B.3.1 Seja f € C>(M). O laplaciano de f é a aplicagio Af : M — R
definida por
Af(p) = div (Vf)(p). (B.9)

E imediato verificar que Af € C®(M).

Definigao B.3.2 O operador f —— Af de C*(M) em C*(M) é chamado operador
de Laplace-Beltrama.

Proposicao B.3.3 Sejam f,g € C>*°(M). Entao:
(i) A(f +g9)=Af+ Ag;

(ii) A(fg) = fAg+gAf+2(V[f,Vg).

Prova. Basta usar as proposicoes B.1.2 e B.2.2. [ |

Proposicao B.3.4 sejam f € C°(M) e x : U — M uma parametriza¢ao. Entao,

U}
em x(U) Af—izi<\/§ijﬁ> (B.10)
_\/57Lj 81’1 g@xj ’ ‘

onde G = det(g,;).
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Prova. Este resultado segue imediatamente de (B.9) utilizando-se as identidades (B.2)
e (B.7). |

Proposicao B.3.5 Sob as mesmas hipdteses da Proposi¢cio B.3.4, temos

Af= Zgij ax 8x Z Bx (B.11)
i UL g k

Prova. Substituindo (B.2) e (B.6), temos

0 i OF ; Of
Af:Z[a—xi(Zj >+Z(Z’“ ) ]
_ 997 0f iy %f j OF
N ; ox; 8% Z ('%iaxj ZZ g" F’k
Usando (A.11), obtemos

0 02
Af =— Z T Zkaf Z T Tfj—i_zg”@xﬁfx] Z ks 0 Fik
ij

ijk iym iJ

Observando-se que a segunda e quarta parcelas, desta soma, se anulam, concluimos

Al = %:gij (0%8:@ Z Oxy * )

como queriamos demonstrar. |

que




Apéndice C
Métricas Conformes

Definicao C.1 Sejam g e g métricas Riemannianas numa variedade diferencidvel M.

Dizemos que tais métricas sao conformes se existe uma func¢ao ¢ € C*°(M) positiva

tal que g = ¢g.

Teorema C.2 Se g e § sao métricas conformes em uma Variedade Riemanniana M,
L 4 . L g . .

isto €, g = un-2gq, sendo u € uma funcao diferencidvel positiva de M em R, entao as
curvaturas escalares (respectivamente denotadas por S, e Sz) associadas a tais

métricas, relactonam-se através da equacao

n—2 n—2 nt2
—Agu+ —uS, = ——un=285j. C.1
7 4n—1) 7 4(n-1) g (C.1)
Prova. A prova de tal fato se da através de alguns calculos, como veremos a seguir.
Para efeito de simplificagao, estabeleceremos, nesta secao, a notagao r = ﬁ. Além

disso, as notagoes associadas ao simbolo ~ sempre farao referéncia a métrica g. Por

exemplo, g;; denotara as componentes da métrica g.
Passo 1

Como g = u"g, entao g;; = u"g;j e g = u~"g". Usando a expressao dos simbolos

. . 0
de Christoffel numa parametrizacao x : U — M e denotando 9; = —, temos

5’%
- 1 ) ) o
Fij = 5 Z(aigjk + @-gik — akgij)gkl
k
1
Y Z[8i<urgjk) + 0; (W gik) — O (u"gij)]Ju""g™
k

1

1
- ki ki
= éru ! Ek (gjkaiu + girOju — gijaku)g - 92 Ek :(aigjk + 09k — 8kgij)9 :
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Assim,

~ 1
Féj = Féj + —ru~t [Z(gkjgkl&'U) + Z 9ikg a ) Z gzjg 8ku ]
k k

2
k

o que implica

féj = Féj + %ru‘l léjl&u + 0y0;u — Z(gijgkl&gu)] ) (C.2)
k
Como a expressao da curvatura escalar S; em termos de componentes da métrica
é dada por
Sﬁ = ZQZkajkv
ijk
entao

Sp=Y ug" [arzk—arﬁerfJ —+ZFS rﬂ]. (C.3)

ijk

Substituindo (C.2) em (C.3), obtemos

u”" Sy Zglkﬁ

ijk

. ‘
= g*o; [F]k + —ru” <5kjaju + 05500 — Y g™ mU)

ijk

+ Z glk [sz + Sru <6ksalu + 57,Saku - Z gzkgms mu)] :

ijks

Tt ru <5kj3z'u + 0ijOpu — Z gz’kgmjﬁmu>

_|_

(C4)
I’ —i—lru_l (5 ~8~u—|—5~8u—Zg~ g 0,u
is T si¥j 339 js9 Op

P

- Z g* [Fsk + —ru” <5ksaju +0;s0ku — Z gjkgmsﬁmu>] :

ijks

A 1 4
P+ gru! <5sja,~u + 00—y gisg“aluﬂ
l .

Passo 2

Denotaremos, de agora em diante, por A, B, C'e D, a primeira, segunda, terceira
e quarta parcelas, respectivamente, da soma no lado direito da igualdade na equacao
(C.A4).

Observe, entao, que



Z g™*0; I‘j

ijk ijk

ijkm
ru~?
2

ijk

ijk

—2
ru ,
*0;(ging™ Opu) — 5 Zgﬂ‘@ju@kujt
ijkm ) ik
O udu + o3 g0 udu
mj
= Z 9" 0; ij +ru” nga’“ (9ik) g™ Opmu+
ijk . ijkm
_Tu ;
Z gzkglka ( m] ik mju+
tjkm ijkm
(n — 2)ru~? .
o=t >
= > g*oTh +ru” Z 9" O *0;(gir) g™ Omu+
ijk ) ijkm
nru- , nru . .
2 Z 9;i(g™ ) Omu — Z g™ Opju + 2u™? Z gjkaju(?ku
Jjm Jjm jk
Usando a igualdade em (A.5), temos
= g™0i(gi)g’
ik
Logo,
= Z g*o,T? —2u~! Z 9" O Ut
ijk ; ijkm
nru -1 (C.

ijkm

Além disso,

mj mu) .

ru~! @
8ﬂu + —2 Z g §ij8jku+

ijk

ijk

2
Z g’k&j@juaku + & Z nggikajuﬁmu

zgkm

= Zkgzka ij + Zkgzka Tu2
v v] L

= Zg’karjk+zgzka ZTUQ
ijk

= Zglka F]k + . Zgzka 1aku

ijk

Z g*o,Td, + Z 9" Ohiu + Z g0 u+

Z gma (9ix)g’ FOmu + 2u™? Z gjkﬁ uoLU.

Jk

<5kj3ju +9;;0ku — Z gjkgmjamu>]

<5k]8u+5]]5ku Zgjkg J mu)]

69
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o que implica

B:Zgikairgk nru- Zg

ijk

u-!
Z g* 0. (C.6)
ik

Podemos, também, desenvolver o produto em C, para obtermos

ks TVJ ru”! ks j
= Z g ’“I‘iijS + 5 Z g*Ts, <5Sj8ju +0;;0su — Z gjsgmﬁpu> +

ijks ijks p
Tu_l ik ms
g 2 0" ( Gsliu + 05O Z 9irg™ Ot | +
ijks
2
Z glk (Sksa U+ 5zsaku - Z gzkgms ml | -
ijks

<5sj3ju +6;;05u — Z gjsgm@pu>
E

= Y gy, + Z T30 + Z 9" T} D+

ijks iks ijs
-1 —1
ru s ; nru msi
+ Z g kF;Saku - Z 9" Omu+
]ks ]sm
2 -2
nreu- u .
Z g O Oudu + ——— 3" g6, Oud,ut
iks iks
nr?u=2

> 9" gikg™ Omudsu

iksm

1
ks i TU i (2—n)r s
= Z g kFiij.S Z g3 05u + Z g [ Opu+
ijks iks jks
<nr2u2 n2r2u*

ks
- Zg Oru0st.
2 4 ) —

Dessa forma,

-1
ks TJ nru ks — sTJ
— Z g T+ 5 Z g5 05u + 2u™ Z 9" T Opu+
ijks iks Jks (C 7)
4nu—? s '
+ 51 ;g O u0gu.

Finalmente, observe que
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~1
Z g’sz T’ s+ % Z ngij <5sj8iu +0,;05u — Z gisgl]81u> +
!

ijks ijks

ru~t o
Zglkfgs 5k58ju + 5j58ku — Z gjkgms m U +
ijks
2
Z gzk 5]658 iU+ 5]saku - Z g]kgms mU | -
ijks

<5sjaiu + %ﬁsu - Z gisgljalu>

= Zg’sz T’ .+ —Zngijau—F —ngkrska u+

ijks . ijk jks
ru-
3 0T i O+ Z G TL05u + o Z 9" T3, pu+
ijksl Y] iks
*TY Gikg™ O 4l Z 9" 61 0jud;0u+
ijksm ijks
rPu? ; ,
2 @-u&-jasu — T Z g kéksajugisgﬂalu+
5 o ijks Y ijksl
ru u ;
s sj0i Zglkdjsakéijasu‘{'
ijks ijks
ik jl riu”? ik ms
0jsOkuging” O — —— > | 9" gjug" Omudy;Orut
L ijksl 2 ijlzcsm
T u N ms
- Z g gjkg aWU5Zj3 U+ — Z g g]kg mUGisg lalu
ijksm ijksml
Dai, podemos concluir que
D = Z g’szkF] +ru” Z g™ T, 0u + Z g Opudsu. (C.8)
ijks ijk

Passo 3

Substituindo-se (C.5)-(C.8) em (C.4) e usando a expressao da curvatura escalar

Sy em termos de componentes da métrica, notamos que

u'Sy = Sg—2u” ngazku -5 Z 9" 0;(gin) g™ Omu+
ijkm
-1
i Z 9™ 0;(gi) 9" O + 2u Z g* Oudu+
z]km jk
nru Z g ka ’U,aku _ nru Z ngaZku I nru - Z glkrfka u
iks
ksJ ks - kg
Zg IOk u—l— 51 Zg Opudsu — ru” Zg I, O;u+
Jks ks ijk

ks(‘)kuésu.
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Ou melhor,

4(n
u Sy = uS, — % Zg’kalku - = Z g 8 (9ir) g™ Oput

nr mi kj Z]km ikTJ ksTJ (Cg)
+— 5 g™o; (gzk mu+2Zg szé?u—QZg [ Oku.
ijkm ijk jks

Usando, agora, a expressao dos simbolos de Christoffel em termos de componentes

da métrica, pode-se observar que
> gt Thou = g T 0w =" g* ¢! 0i(g;)0hu — > 9" g7 0. (g;0) O
ijk jks jksl ksl
Substituindo tal igualdade em (C.9), obtemos
4(
r+lQ. _ ik _ ik
utS; = us, — Zg Oiru Z 9%0;(gir) g™ Omu+

z]km
nr
—1—7 Z g™ o; gik)g 1O + 2 ngsgj 01(9js)Opu+
ijkm jksl
~2) " g ¢ 0.(g;0) Oku.
Jksl
Consequentemente,
n—22 nio n—

un—28; = p— uS — 429”"’8@;& -2 Zg’“gﬂ@ (gj1)Oku+

jksl
+4 Z g g ai( gjs)aku-
jksl

n—1

A dltima parcela do lado direito desta igualdade pode ser escrita como uma soma,

da seguinte maneira:

4> "¢ d(g;)0u =2 69" 0i(gjs)Ou + 2 6767 0;(91) O

Jksl jksl jksl

Sendo assim,

n—2 nt2 n—2 ik
——un Sy = n_luSg—ZL%:g Diu+
+23" g7 [01(g;2) + 0y (ns) — Ds(g3)] Oy
]ksl
n_
_ Sy =4 g*ouu+4d) " ¢'Thd
S A g+ 4 g T

jkl
-2
= 1’U,S —4Zgjl < ]lu_zrjlaku> .

Entretanto, pela Proposicao B.3.5,

Au—2g31<]lu—ZF 8ku).
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Portanto,

—Agu +

como queriamos demonstrar. |

Observacgao C.3 Se g = vﬁg para alguma funcao positiva v € C*°(M), entdo,
denotando G = det(g;;) e G = det(gi;), temos

VG = v VG, (C.10)

2n
n—2

onde 2F =

Teorema C.4 Se g = vﬁg para alguma fungdo positiva v € C*°(M), entao

1
Bgv7) = =4, —U—‘;Agv, Yu € C(M). (C.11)

Prova. Observe que,
As(vtu) = Z@ ( G §70;(v™ u)>
= Z@Z (vQ* G Ufigijaj(v_lu»
ij
Z@i (\/5 vzgij(?j(v_lu))
— v2*1\/5 Z@i (\/5 gijvﬁju> \/_ Z@ (\/_ g7 ud; v)

— 02\/_28 (fg”@u)v—i— Z\/_g”avau—k

v 20 (V6 o)
_ ﬁ Za’ <\/5 gijaju> v — /02*1\/5 Z 0; (\/a gijajv) U
ij K

\/_

G ”@jvaiu

de onde segue a equagao (C.11). [ |



Apéndice D
Grupos Topolégicos

Neste apéndice, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao tteis

no Capitulo 3.

Definicao D.1 Um par ((G,-),(G,T)) formado por um grupo e um espago topold-
gico, com mesmo conjunto subjacente, chama-se um grupo topoldgico se a aplicacao
(x,y) — 2y~ ! de G x G em G for continua, onde consideramos em G x G a topologia

produto.

Exemplo D.2.

Seja M, (R) o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem n. Consideraremos em
M, (R) a topologia proveniente da norma

H(%‘j)anH = azzj .

]
O conjunto GI,(R) das matrizes invertiveis de ordem n, com a topologia induzida pela

topologia de M, (R), é um grupo topologico.

Antes de apresentarmos outro exemplo de grupo topologico, faremos a seguite

definigao.
Definicao D.3 Uma matriz real ® € uma matriz ortogonal se suas colunas constituem

uma base ortonormal para R™. O conjunto de todas as matrizes ortogonais n X n €
denotado por O(n).

Exemplo D.4.
O conjunto O(n) C Gl,(R) é um grupo topologico com a topologia induzida pela to-
pologia de Gi,,(R).
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Proposicao D.5 As sequites afirmacoes sao equivalentes:
a) ® € O(n);
b) ¢'® = [,,;
c) (Pz, dy) = (z,y) para todo x,y € R";
d) [[®zf| = [lz]|, vz eR™
Defini¢ao D.6 (Agao de um grupo topolégico) Uma agao de um grupo

topoldgico G sobre um espago de Hilbert H € definida como sendo uma aplica¢ao

¢ :Gx H— H tal que:

i) p(e,u) =u, Yu € H, onde e € o elemento neutro em G
ii) ¢(gh,u) = p(g,p(h,u)), Yu € H, ¥Yg,h € G;

iii) dado g € G, a aplicagao uv+— p(g,u) € linear;

iv) [le(g, u)ll = llull Vu € H, Vg € G.

Neste caso, dizemos que o G atua sobre H.

Geralmente, denota-se (g, u) como gu. E o que faremos daqui em diante. Neste
caso, por exemplo, o item ii) da Defini¢cao D.6 se escreve como uma espécie de associ-
atividade, como segue: (gh)u = g(hu).

Exemplo D.7 (Agao de O(n + 1) em H'(S™)).

Mostraremos que a aplica¢ao

On+1) x H'(S") —  H'(SM

D.1
(P, u) — Py : " — R, (D-1)

onde

du(z) = u(d ). (D.2)

€ uma acao.

Note que (D.2) faz sentido, pois, em virtude do item d) da Proposigao D.5, ob-
temos que ®~'x € ", Vx € S™.

i) Seja I a identidade em O(n + 1). Entao,
Tu(x) = uw(I'z) = u(z), VoeS",

o que implica

Tu = wu.
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ii) Sejam &1, Py € O(n + 1). Assim, dado z € S,

(D1Po)u(z) = u((P1P2)'2) = u(Py ' Py ')

®1(Dou)(x) = Pou(Py'w) = u(Py 'O 'x),
implicam que
(@1(1)2)16 = @1(@2’&)
iii) Considere o € R, u,v € H'(S") e ® € O(n + 1). Desse modo,
d(au +v)(z) = (au +v)(P'2) = au(®z) +v(®'2) = (a(Pu) + Pv)(2),

nos leva ao fato de que a aplicagao u —— Pu é linear.

iv) Escolha u € C*(S") e ® € O(n + 1). A partir do item c¢) da Proposi¢ao D.5,

obtemos que ¢ : S — S™ é uma isometria. Portanto, usando os resultados da Secao

A.8, temos
/ wrdV = / (uo ® 1)2dV
) n n
V(uo® )2V = / (|Vul? o @ HdV = |Vul?dV.
sn sn sn
Portanto,

||U||H1(Sn) = ”U e} ®_1||H1(5n) = H(I)’LLHHl(Sn)

Dessa forma, concluimos que a aplicagdo definida em (D.1)-(D.2) é uma acao
usando-se o fato de que C*°(S™) é denso em H'(S™). |

Definicao D.8 Seja G um grupo topoldgico que atua sobre um espago de Hilbert H.

Um funcional I : H — R € dito invariante por G se
I(Pu) = I(u), V& € G, Yu € H. (D.3)

Exemplo D.9.
O funcional J : H'(S") — R dado por

J(v):/n B(|Vv|2+cv2)—é|v|q v (D.4)

¢ invariante com relagio a agao de O(n + 1) em H'(S™).
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Para concluir isto, basta observar que, dado ® € O(n + 1) e v € H'(S™),

J(dv) = / B (IV(@0)]* + c(Pv)?) — $|®U|Q} dV

_ / B (IV(v0 &)+ c(v o d1)2) — é]v o qﬂq} dv.

A partir dai, podemos usar os resultados da secao A.8 e o fato de que ® : S —

S™ é isometria, para obtermos que

J(v) = / B (V0o & 1)+ cvod1)?) — %]v o cp—l\q} qv.
Logo
J(Pv) = J(v)

e, consequentemente, J é invariante por O(n + 1).

Definicao D.10 Suponha que o grupo topoldgico G atua no espaco de Hilbert H. O
subespaco

Fiz(G) ={u e H;du=u V¢ € G}
€ chamado o fizo de G em H.

Teorema D.11 (Principio de Criticalidade Simétrica) Suponha que G é um
grupo topologico que atua sobre um espago de Hilbert H e que I : H — R € um fun-
cional de classe C' invariante por G. Se existe w € H tal que u € ponto critico de I,
restrito ao Fixz(G), entao u € ponto critico de I em H.

Prova. Veja Teorema 2.2 em [15]. |
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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