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Resumo

Propoem-se novas condigoes, em termos de Inequagoes Matriciais Lineares (em inglés,
Linear Matrix Inequalities, LMIs), para a solugao do seguinte problema, classificado como
sintese Estritamente Real Positiva (ERP): dada uma planta linear invariante no tempo
{A, B,C%}, de ordem n, com o ntimero de saidas (p) maior ou igual ao niimero de entradas
(m), encontre uma matriz constante de realimentacao da saida K, e uma matriz constante
em série com a saida F' para que o sistema controlado seja ERP. Quando p = m ou
p = n, eram conhecidas condi¢oes necessarias e suficientes para este problema, mas para
m < p < n, apenas condicoes suficientes. Esta tese propoe novas condicoes suficientes
param—+ 1 < p < n e condicoes necessarias e suficientes para p = m+1 < n. Entao, com
base nestes resultados, um novo projeto baseado em LMIs para o Controle com Estrutura
Varidvel (CEV) com realimentagao da saida de plantas dinamicas incertas é apresentado.
O método considera as seguintes especificagoes do projeto: distirbios casados ou nao-
linearidades da planta, restricoes na entrada e na saida, taxa de decaimento e, finalmente,
incertezas da planta nao casadas. O método é aplicado em alguns exemplos. As principais
contribuigoes nesta tese sao as propostas de novos métodos de projeto para plantas com
o numero de saidas maior que o nimero de entradas e a generalizacao dos métodos de
projeto para sistemas incertos. Outra contribuicao foi a utilizacao de compensadores
dinamicos com a ordem igual ao nimero de entradas, para plantas que nao podem ser
tornadas ERP através de controladores estaticos e um método baseado em LMIs para
tornar ERP o sistema realimentado, com a planta estendida. Foi desenvolvido, também,
um método para a determinacao da faixa de estabilidade de sistemas com realimentacao
estatica da saida, baseado no Critério de Estabilidade de Routh. Este método é 1til para a
obtengao de condigoes necessarias e suficientes para os seguintes problemas, considerando
plantas lineares invariantes no tempo: (i) estabilidade de sistemas com realimentagao
estdtica da saida através da lei de controle u(t) = —ky(t), com k € R e sendo y € R™
a saida da planta; (ii) sintese ERP utilizando controladores estaticos para plantas com
uma entrada e duas safdas; (iii) estabilidade de sistemas incertos x(t) = (A, + aAA)z(t),
sendo A e AA matrizes constantes conhecidas e @ € R um parametro constante incerto;
(iv) taxa de decaimento do problema apresentado em (i); (v) estabilidade de sistemas
discretos, para o problema apresentado em (i); (vi) a solu¢ao dos problemas (i) e (ii) com
incertezas politopicas na planta.



Abstract

It is proposed new Linear Matrix Inequalities (LMIs) conditions for the following
problem, called Strictly Positive Real (SPR) synthesis: given a linear time-invariant plant
{A, B,C}, of order equal to n, with the number of outputs (p) greater or equal to the
number of inputs (m), find a constant output feedback matrix K, and a constant output
tandem matrix F' for the controlled system to be SPR. When p = m or p = n, neces-
sary and sufficient conditions for this problem are known, but when m < p < n, only
sufficient conditions were available. This thesis proposes new sufficient conditions when
m+1 < p < n and necessary and sufficient conditions when p = m+1 < n. Then, taking
into account these results, a new LMI-based design for output Variable Structure Control
(VSC) of uncertain dynamic plants is presented. The method considers the following de-
sign specifications: matched disturbances or nonlinearities of the plant, input and output
constraints, decay rate and, finally, unmatched plant uncertainties. The method is applied
in some examples. This thesis presents new design methods for plants with more outputs
than inputs and the generalization of the design methods for uncertain systems. Another
contribution was the use of dynamic compensators with the order equal to the number of
inputs, for plants that can not be turned SPR with static controllers and an LMI-based
method to turn this extended plant into an SPR system. It was also developed a method
to determine the stability range for static output systems, based on Routh Stability Cri-
terion. This method is useful for the obtaintion of necessary and sufficient conditions
for linear time-invariant plants: (i) stability of static output feedback systems using the
control law u(t) = —ky(t), where k € R and y € R™, m > 1, is the plant output; (ii) SPR
synthesis using static controllers for plants with one input and two outputs; (iii) stability
of the uncertain system #(t) = (A, +aAA)z(t), where A and AA are known and constant
matrices and a € R is an uncertain constant parameter; (iv) decay rate of the problem
stated in (i); (v) stability of discrete-time systems, for the problem stated in (i); (vi) the
solution of the problems (i) and (ii), considering polytopic uncertainties in the plant.
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1 Introducao

As caracteristicas de um sistema sao descritas através da sua modelagem matematica.
Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parametros, que podem
ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos, e, ainda, sinais externos

nao completamente conhecidos, chamados de disturbios, podem atuar no sistema.

Desde a introdugao da teoria de sistemas com Estrutura Varidavel e Modos Deslizan-
tes (EVMD) pelo Professor Vadim I. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa
sistemas de controle [2], as atividades de pesquisa, fora da antiga Unido Soviética e Tu-
goslavia, em sistemas com EVMD, tém continuado crescentes. Além disso, a natureza
dessas investigacoes tem-se expandido, de assuntos normalmente tedricos durante as
décadas de setenta e oitenta, para muitos problemas de aplicagoes praticas industriais

interessantes, em muitos campos da engenharia, no final dos anos oitenta [3].

O interesse por Controle com Estrutura Varidavel (CEV) justifica-se pelas suas aplica-
coes efetivas em problemas de automacao que sao muito diversificados em sua natureza
fisica e propositos funcionais. No curso de toda a histéria do desenvolvimento da teoria
de controle automatico, a intensidade das investigagoes de controle descontinuo tem-se
mantido em um nivel suficientemente alto. Particularmente, durante os estagios iniciais,
relés tomaram destaque no projeto de sistemas de controle a realimentacao, por facilidade

de implementagao e eficiéncia do equipamento de controle [3].

Recentemente, tem sido dada uma atencao crescente para sistemas onde as agoes de
controle sao funcgoes descontinuas de suas coordenadas e disturbios. As trajetorias de
estado representam as propriedades de um sistema dinamico. Portanto, através de uma
escolha adequada das agoes de controle, as trajetérias de estado podem ser mudadas para

que sejam dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema [4].

Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas continuos, com uma
légica propria de chaveamento. A agao de controle resultante é uma funcao descontinua

dos estados do sistema, disturbios e referéncias de entrada. Essencialmente, para sis-



temas de segunda ordem, um sistema com estrutura varidvel utiliza uma lei de controle
com alta velocidade de chaveamento para levar a trajetéria de estado da planta a uma
superficie especificada no plano de fase, mantendo-a sobre esta superficie por todo o
tempo subseqiiente. Entao, a dinamica da planta fica restrita a esta superficie, que é

convenientemente escolhida, de maneira a obter um comportamento desejado [3].

O projeto de sistemas com acoes de controle descontinuas normalmente se reduz
a selecao de superficies no plano de fase para que a funcao de controle tenha descon-
tinuidades. Quando certas relagoes sao validas, um tipo especial de movimento, chamado
modo deslizante, pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se, na vizinhanca
da superficie onde a fungao de controle tenha descontinuidades, as trajetorias de estado

estiverem direcionadas a esta superficie.

Uma vez nesta superficie, o sistema evidentemente nao pode se mover ao longo de
nenhuma trajetéria adjacente a esta em qualquer outro instante. Portanto, em res-
posta a qualquer mudanca, um movimento que comecga sempre retorna a esta superficie.
Conseqiientemente, no sistema em discussao, a trajetoria pode se mover somente ao
longo da superficie descontinua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo

deslizante [4].

O primeiro passo no projeto de um CEV, em geral, é a escolha de um subespago
deslizante (superficie de chaveamento). Um modo deslizante estavel é conseguido através
da selecao adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dinamica de malha fechada
desejada seja alcancada. O segundo passo envolve a selecao de uma lei de controle que

assegure o alcance e a permanéncia do sistema em modo deslizante [5].

Estudos subseqiientes tém revelado que movimentos em modos deslizantes resultam
em controle 6timo. A teoria de sistemas com CEV tornou-se um campo independente na

teoria geral de sistemas nao-lineares [4].

Nos tltimos anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descricao do
problema através de Inequagoes Matriciais Lineares (em inglés, Linear Matriz Inequalities,

LMIs). Dois fatores tornam as técnicas de LMIs especiais:

(a) Uma grande variedade de especificacoes e restrigoes de projeto podem ser expressas
como LMIs;

(b) Uma vez formulado em termos de LMIs, quando factivel, o problema pode ser solu-

cionado por algoritmos de otimizacao bastante eficientes;



Agora, serao descritos seis artigos que abordam o CEV com LMIs, obtidos apds um
levantamento bibliografico. Em [6], os autores apresentam dois métodos numéricos para
o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta. O projeto considera fungoes
de chaveamento do tipo s = Gy, sendo y o vetor que contém as saidas da planta e G uma
matriz constante. A matriz G, que define o comportamento no deslizamento, é considerada
disponivel e o projeto procura satisfazer a condicao s’$ < 0, para s # 0, utilizando uma

lei de controle adequada e métodos de otimizacao empregados nas solugoes das LMIs.

Os trabalhos [7-11], sobre o emprego de LMIs no projeto de CEV, descritos a seguir,

consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em [7], a especificacao das superficies de deslizamento é feita em termos de LMIs,
permitindo, inclusive, a especificagdo da taxa de decaimento. Posteriormente, o artigo [8]

generalizou estes resultados, considerando incertezas nao casadas.

Em [9], é demonstrado que as condigoes de existéncia para as LMIs descritas em [8] sao
necessarias e suficientes, além de serem apresentadas novas condigoes para o projeto da
superficie de chaveamento linear, em termos de LMIs, permitindo o projeto por alocagao
de pdlos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os métodos
descritos em [7,8]. Em [10], o projeto das superficies de deslizamento é feito de modo
a minimizar, adicionalmente, a influéncia de distirbios nao casados. Foi empregado o
método de controle 6timo com a norma H,, e sao consideradas incertezas nos parametros
da planta pertencentes a um politopo convexo. Estes autores apresentaram um método

similar, considerando agora a norma Hsy [11].

Em [12], foi abordado o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta,
utilizando apenas controladores estaticos invariantes no tempo e um método de projeto
baseado em LMIs. Assume-se, inicialmente, como efetuado em [13], que a planta apresenta
o mesmo numero de entradas e saidas e o método proposto permite a consideragao de
nao-linearidades ou disturbios casados, de restricoes nas saidas, da taxa de decaimento e
da robustez, com respeito a incertezas nos parametros da planta, casadas e nao casadas.
Em seguida, o método é aplicado para sistemas com numeros diferentes de entradas e
saidas. Neste trabalho, foram desenvolvidas novas condicoes suficientes para sistemas com
o numero de saidas maior que o nimero de entradas e a generalizacao dessas condigoes

para sistemas com incertezas politépicas.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente as saidas
da planta ja foi estudado, por exemplo, em [14-16]. Entretanto, estes métodos nao sao

tao gerais, pois nao permitem, por exemplo, a especificagao da robustez com respeito as



incertezas nos parametros da planta nao casadas ou de restrigoes nas saidas da planta.

Em [17], é apresentada uma metodologia de controle com CEV para sistemas dinamicos
incertos com véarias entradas, utilizando somente informacoes da saida da planta. O pro-
jeto da superficie de chaveamento através de aproximacao por LMIs utiliza realimentacao
estatica da saida. Uma nova aproximacgao da otimizacao baseada em LMIs é empregada
na construgao da lei de controle para garantir o modo deslizante. Em [18], é considerado
um controlador em modo deslizante que requer somente informacoes da saida e é estético
por natureza. A novidade é a razao e o método usado para sintetizar o componente de
controle linear que envolve uma otimizacao em termos de LMIs. Em ambos os casos, os
sistemas apresentam um numero de saidas maior ou igual ao nimero de entradas. En-
tretanto, estes métodos nao permitem a especificacao da taxa de decaimento, robustez e

restri¢oes na entrada e nas saidas, como proposto nesta tese.

Os sistemas ERP também tém uma grande importancia no controle de sistemas com
incertezas e disturbios, devido aos importantes resultados disponiveis sobre a estabilidade
destes sistemas, como por exemplo a hiperestabilidade assintética de Popov [19]. Desta
forma, um procedimento para a andlise e projeto de sistemas de controle consiste na
manipulacao do sistema, com o objetivo de coloca-lo na forma de um sistema ERP, de

modo que os resultados sobre a estabilidade destes sistemas possam ser utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na
teoria de circuitos e foram definidos, inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes
no Tempo (SLIT). As matrizes de transferéncia RP e ERP possuem duas interpretagoes
interessantes em termos de circuitos elétricos. Considere dois nds de um circuito elétrico
composto pela conexao de elementos passivos com parametros concentrados R, L e C
(resistores, indutores e capacitores), de modo arbitrério. Entao, a impedancia usando
a Transformada de Laplace entre os dois nés, Z(s) é RP, e, de modo inverso, qualquer
fungao de transferéncia Z(s) RP pode ser realizada como a impedancia entre dois nds
de um circuito elétrico com elementos passivos R, L e C. Agora, se aplicarmos uma
tensao entre estes dois nés mencionados anteriormente e se Z(s) for RP, entdo a soma da
energia inicial armazenada no circuito, no instante inicial ¢ = 0, com a energia fornecida

no intervalo t € [0, T], T > 0, deve ser maior ou igual a energia armazenada em ¢t = T.

Esta tese apresenta novos resultados, baseados em LMIs, sobre o projeto de sistemas
ERP, para plantas com o nimero de saidas maior ou igual ao numero de entradas, e
generaliza os resultados disponiveis para plantas com o mesmo numero de entradas e

saidas. Os teoremas 6, 8, 11-14, 18-21, 23, 24, 26 e 27, os lemas 4 e 5 e os algoritmos



1 e 2 foram contribuicoes desta tese. Outras contribui¢oes sao descritas na Secao 2.7,
no Capitulo 3 e no Apeéndice C. Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um
novo método para o projeto de CEV baseado em LMIs, com acesso somente as saidas
da planta. Este novo método permite a consideracao de nao-linearidades ou distirbios
casados, de restricoes na entrada e na saida, da taxa de decaimento e da robustez com
respeito as incertezas nos parametros da planta, casados e nao casados. Estes resultados

nao tém similar na literatura [13].

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta tese foi a formulagao, em
termos de LMIs, de novas condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando controladores
estaticos e acesso somente as saidas da planta. As LMIs aqui descritas sao mais adequadas
para o projeto de CEV do que as propostas por [20], pois estas ultimas nao permitem
a especificacao direta da robustez paramétrica e de restrigdes na saida [21]. Em [22], é
apresentado o projeto de compensadores dinamicos para sistemas ERP, com acesso as
saidas da planta, através da solucao por LMIs, de uma funcao de custo, de maneira a
prover um controle robusto da planta. Existe uma diferenga fundamental entre o artigo

[22] e os resultados desta tese. Considerando a planta dada por:

& = Ax + Bu,
y=Cz+ Du,

entdo em [22], é considerado que D + DT > 0, enquanto que, nesta tese, assume-se
que D = 0. O ponto chave dos resultados foi a formulacao, em termos de LMIs, de
novas condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando compensadores estaticos, como
descrito no problema chamado sintese de sistemas ERP, descrito a seguir: encontrar dois
controladores estaticos, K, que realimenta a saida da planta e F' em série com a saida
da planta, de modo que o sistema controlado seja ERP, sendo que a planta é um SLIT
dado por {A, B,C'}, de ordem n, com m entradas e p saidas. Na nossa opiniao, o caso
D = 0 considerado é mais comumente encontrado na pratica, o que torna importante a
solugao deste problema. Quando p = m ou p = n, eram conhecidas condigoes necessarias
e suficientes para este problema, mas para m < p < n, apenas condigoes suficientes. Esta
tese propoe novas condigoes suficientes para m + 1 < p < n e condigdes necessarias e

suficientes para p =m + 1 < n.

O Critério de Estabilidade de Routh é uma ferramenta util para a determinacgao da
faixa de valores de k € R, tal que o sistema realimentado seja estavel. Outras aplicagoes
para o Critério de Estabilidade de Routh estao disponiveis na literatura. Em [23], o critério

é utilizado para determinar se um sistema é estabilizavel, isto é, se existe um controlador



que torna o sistema estdvel. Em [24], sdo apresentados alguns testes para checar as
condicoes de Routh-Hurwitz e a positividade total de uma matriz, transformando-a em
uma matriz triangular superior. Em [25], o Critério de Estabilidade de Routh ¢ utilizado
para testar a propriedade Hurwitz de um segmento de polinémios (1 — X)p,(s) + Api(s),
sendo que 0 < A < 1. Em [26,27], o método é estendido para combinagdes convexas de
polinémios complexos. Em [28-30], é apresentado um método para a andlise da estabi-
lidade de polinémio, cujos coeficientes sofrem perturbagoes. Em [25,31,32], o método é
estendido para determinar modelos de intervalos de ordem reduzida para sistemas lineares
em que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo. Em [33], os coeficientes do
polinomio caracteristico dependem de um conjunto de parametros, com cada parametro

pertencente a um intervalo.

Nesta tese, o Critério de Estabilidade de Routh ¢ utilizado para determinar a faixa de
valores de k € R tais que todas as raizes de um polinémio caracteristico d(s, k) possuam
parte real negativa. Os coeficientes de d(s, k) dependem do parametro k. Entao, o

polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:

d(s, k) =>_ di(k)s".
i=0
Além disso, os coeficientes d;(k), i = 1,2,...,n, sd@o polinémios em k, como descrito

abaixo:

b;
di(k) = Z dijkj,
=0

parai=0,...,n, sendo b; o grau de d;(k).

Nas referéncias citadas acima, os coeficientes d;(k) sdo, no méximo, de primeiro grau
(b; < 1, Y i). Nesta tese, o método pode ser utilizado para coeficientes d;(k) de qual-
quer grau. Sao propostas nesta tese condicoes necessarias e suficientes para os seguintes
problemas: (i) estabilizar um sistema com uma planta de m entradas e m saidas através
de uma matriz de realimentacao kI, sendo I uma matriz identidade de ordem m; (ii)
obter um sistema de fase minima com uma planta com uma entrada e duas saidas, que
é uma condigao necessdria para que o sistema seja ERP; (iii) determinar o dominio de
estabilidade de sistemas incertos que dependem de um parametro; (iv) especificar uma
taxa de decaimento; e (v) estabilizar um sistema discreto, para o problema apresentado
em (i). A solucdo dos itens (i) e (ii) permite também a existéncia de matrizes politépicas

nos parametros da planta. O método citado acima foi vital para o estabelecimento de



condicoes necessdrias e suficientes para a sintese de sistemas ERP, quando p = m + 1.

No Capitulo 2, é apresentado o conceito de sistemas ERP e sao descritas novas
condicoes para sistemas ERP, baseadas em LMIs. No Capitulo 3, é proposto um método
baseado no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de estabilidade de
certos sistemas realimentados e suas aplicagoes, entre elas, na sintese de sistemas ERP.
O Capitulo 4 trata da teoria e os métodos de projeto disponiveis para controladores com
EVMD. No Capitulo 5, sao descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas
nao-lineares, com acesso somente as saidas da planta, levando em consideracao indices de
desempenho como robustez paramétrica, taxa de decaimento e restricao nos vetores de
entrada e saida da planta. No Capitulo 6, os métodos de projeto discutidos nesta tese
sao aplicados e comparados em alguns exemplos, considerando acesso somente as saidas

da planta. O Capitulo 7 é uma conclusao geral desta tese.



2 Condicoes Baseadas em LMIs
para Sistemas ERP

2.1 Sistemas ERP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

;= Ax + B
T T+ bu (2.1)

y=Cx

sendo z € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R™ a saida do sistema,
A € R™™ a matriz caracteristica do sistema, B € R™™™ a matriz de entrada do sistema

e C' € R™"™ a matriz de saida do sistema.

Definicao 1 [19] A matriz de transferéncia G(s) € R™™ do sistema (2.1) é Real Posi-

tiva (RP) se as sequintes condi¢des forem satisfeitas:

(a) Os elementos de G(s) nao possuem pdlos com parte real positiva;
(b) G*(s) = GT(s") e

(c) A matriz hermitiana J(s) = G(s) + GT(s*) € semi-definida positiva em Re(s) > 0,

sendo que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de um escalar ou o complexo

conjugado transposto de um vetor ou matriz.

Defini¢ao 2 [19] A matriz de transferéncia G(s) é Estritamente Real Positiva (ERP)
se G(s — €) for RP para algum € > 0.

Considere, agora, a planta linear invariante no tempo, controlavel e observavel abaixo:

T = Az + Bu

2.2
y = Cx + Du, (2.2)



com x € R" e y € R™ e o vetor de entrada u € R™ tal que, para todo T positivo,

[ ey (o)t < 501a(O) suplla()], 0 < ¢ < T (2.3)

Neste caso, d é uma constante positiva, que depende do estado inicial do sistema x(0)
mas independe do tempo 7. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov
na década de 1960 [19].

Definicao 3 [19] O sistema (2.2) é dito hiperestdvel se, para qualquer u(.) limitado
satisfazendo (2.3), a inequagao

lz(®)[| < K(||=(0)]] + 0) (2.4)
¢ satisfeita para alguma constante positiva K e para todo t > 0.
Definigao 4 [19] O sistema (2.2) € dito assintoticamente hiperestdvel se, para qualquer
u(.) limitado satisfazendo (2.3), a inequagdo (2.4) € satisfeita e, também,

lim z(t) = 0. (2.5)

t—o00

Seja, por definigao, G(s) = C(sI — A)"'B + D a matriz de transferéncia do sistema
(2.2), entao:

Teorema 1 [19] A condicdo necessdria e suficiente para que o sistema (2.2) seja hipe-

restdvel € que G(s) seja RP.

Teorema 2 [19] A condigdao necessdria e suficiente para que o sistema (2.2) seja assinto-

ticamente hiperestdvel é que G(s) seja ERP.
O Lema 1, a seguir, fornece condigoes para os sistemas ERP.

Lema 1 [19] A matriz de transferéncia do sistema (2.1), G(s) = C(sI — A)~'B, é ERP

se e somente se existir uma matriz P = P, tal que:

PA+ ATP <0,
BTP =, (2.6)
P> 0.
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V(s) 4 US|y gyl YO
,: y:C:c+
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Figura 1: Sistema realimentado dos Teoremas 3 e 4.

Em [20], foram obtidas outras condigoes, utilizando LMIs, para que o sistema reali-
mentado descrito na Fig. 1, com entrada V(s) e saida Y'(s), seja ERP para alguma matriz

constante K.

Teorema 3 [20] Existe uma matriz K, constante, de realimenta¢do da saida, que torna

o sistema de malha fechada da Fig. 1 ERP, se e somente se, para C = CT,
BTC =C"B >0, (2.7)
e se existir uma matriz X = X7 > 0, tal que

CTherm(B, XBTA)C, < 0. (2.8)

A matriz C, € definida como
C, e RV, posto(CN’L) =n—-meCTC, =0
e a fun¢ao herm(X) € dada por:
1
herm(X) = i(X + XM,
sendo X* a matriz complexa conjugada transposta de X.
Sendo (2.7) e (2.8) factiveis, todas as solugoes para K serdo descritas por:
K = C'herm(PA){I — C | [CTherm(PA)C, ] *CTherm(PA)}CT" + S, (2.9)

sendo
p=rprr=C(BTC)'CT+ B, XB" >0,
S uma matriz definida positiva qualquer e Ct = (C’Té')*lé’T denota a pseudo-inversa de

Moore-Penrose de C.

O problema descrito no Teorema 3 ja foi estudado teoricamente em [34,35], como

mostra o Teorema 4.
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Teorema 4 [35, 36]: Considere a Fig. 1. Entao, existe uma matriz constante K, tal
que o sistema da Fig. 1, com entrada V(s) e saida Y (s), seja ERP, se e somente se as

sequintes condicoes forem satisfeitas:

(i) CB = (CB)T > 0;

(ii) todos os zeros de transmissao da planta {A, B,C} apresentam parte real negativa.
O Apeéendice A define o conceito de zeros de transmissao de um sistema.

Observagio 1 E oportuno mencionar que o Teorema J apresenta as mesmas condi¢oes
descritas em [36], Lema 1, p. 55, excetuando-se que, naquele lema, a condi¢do (i) do

Teorema 4 ¢ substituida pela condi¢ao C'B > 0.

Embora nao tenha sido explicitado, no Lema 1 em [36], a condi¢do de simetria (i)

do Teorema 4 estd implicita. Esta simetria € necessdria, pois das condigoes (2.6), CB =

BTPB = (BTPB)T, tendo em vista que P = PT.

2.2 Formulacao do Problema

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

: = Az + Bu,
AT o (2.10)

y = Cu,
sendo z € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € RP, a saida do
sistema, A € R™" a matriz caracteristica do sistema, B € R"*™ a matriz de entrada
do sistema e C' € RP*" a matriz de saida do sistema, com p > m, posto(C) = p e

posto(B) = posto(CB) = m.

Com base no Lema 1, sao propostos os seguintes problemas:

Problema 1 Dada a planta {A, B, C'} linear, invariante no tempo, controlavel e ob-
servavel, com posto(C') = p, eposto(B) = posto(C'B) = m, obtenha condigdes necessarias
e/ou suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes F' € R™*" e

K, € R™*P para que o sistema descrito na Fig. 2 seja ERP.

Problema 2 Dada a planta {A, B, C'} linear, invariante no tempo, controlavel e ob-

servavel, com posto(C') = p, eposto(B) = posto(C'B) = m, obtenha condigdes necessarias



U(s) + :U(S) i :_Ax+Bu Y"(_,S) F i(i)
_ Yo =Cx
‘ X(s)
K, |«

Figura 2: Sistema realimentado do Problema 1.

U(s) 4+ U)| 4 = Az 4 Bu|Yel®)

— > I

Y (s)

—

‘ Yo = Cx
K,

A

Figura 3: Sistema realimentado do Problema 2.
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e/ou suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes F' e K, € R™*?,

para que o sistema descrito na Fig. 3 seja ERP.

2.3 Sistemas com Realimentacao das Variaveis de Es-

tado

A solucao do Problema 1, para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas

(p = m), proposta em [21], é apresentada no Teorema 5.

Teorema 5 [21] O Problema 1, para sistemas com o mesmo nimero de entradas e saidas

(p = m), tem solugdo se e somente se existirem matrizes P = PT, R e I que satisfazem

as sequintes LMIs:
PA+ATP-C"R—-R'C <0,

BTP = FC,
P> 0.

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=(F")'R.

(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)

O Teorema 6, proposto neste trabalho, estabelece uma relacao entre as solugoes dos

Problemas 1 e 2 e é a primeira contribuicao desta tese.

Teorema 6 O Problema 2 tem solucdo se e somente se o Problema 1 tiver solucao.
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Prova (Suficiéncia) Suponha que existe uma solu¢do para o Problema 1. Entao,
existem matrizes K, e F tais que o sistema {A — BK,, B, FC'} seja ERP. Portanto,
considerando na Fig. 1, A, = A — BK,, B, = B e C, = F(, o sistema realimentado
é ERP, para K, = 0. Assim, de acordo com o Teorema 4, as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

(i) FCB = (FCB)T > 0;
(ii) todos os zeros de transmissao da planta {A — BK,, B, FC} apresentam parte real
negativa.
Os zeros de transmissao de uma planta {A, B, FC'}, sendo que A € R™" B € R™™,

C eRP*" e F € R™?, sao os numeros s € C, tais que:

sl — A B
—FC 0

posto <n—+m.

Através de operacoes elementares nas colunas da matriz acima, que define os zeros de
transmissao da planta {A — BK, B, FC'}, pode-se observar que os zeros de transmissao
de {A — BK,, B, FC'} sao os mesmos zeros de transmissao de {A, B, FC}:

sl —-A+BK, B
—FC

sl — A B
-FC 0

posto = posto <n-4+m.

Novamente, do Teorema 4, agora para A, = A, B, = B e C, = FC na Fig. 1, con-
siderando que FCB = (FCB)T > 0 e todos os zeros de transmissio da planta {4, B, FC'}
apresentam parte real negativa, entao existe uma matriz de realimentacao da saida K.,
tal que a planta {A — BK,FC, B, FC} seja ERP. Entao, as matrizes F e K, = K, F

constituem uma solugao do Problema 2.

(Necessidade) Considere a existéncia de matrizes K, e F, tais que a planta {A —
BK,C, B, FC} seja ERP e defina K, = K,C. Entao, existem matrizes K, e F, tais que
a planta {A — BK, B, F'C'} seja ERP. O



14

2.4 Sistemas com Realimentacao da Saida

2.4.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida pelas equagoes (2.10), com p = m. A solugao do Problema

2, para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, é apresentada no Teorema 7.

Teorema 7 [13,21] O Problema 1 tem solugao se e somente se existirem matrizes P =

PT R e F, tais que:

PA+ AP - CT"(R+ R")C <0, (2.15)
BTP = FC, (2.16)
P> 0. (2.17)

Além disso, quando (2.15)—(2.17) sao satisfeitas, entao uma matriz K,, que pode ser
obtida pela expressao:

K,=(F")'R, (2.18)

torna o sistema da Fig. 3, com entrada U(s) e saida Y (s), ERP.

Prova [13] A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e

saida Y (s) ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A—BKC)+ (A— BKC)TP <0, (2.19)
BTP = FC, (2.20)
P>0. (2.21)

Agora, substituindo (2.20) em (2.19) e definindo R = FT K, tem-se:

PA+ ATP - CTFTKC - CTKTFC <0,

(2.22)
PA+ ATP — CT(R+ RT)C <0,

que corresponde & equagao (2.15). Agora, de (2.16), como posto(B) = m entdo BT PB =
FCB tem posto m. Portanto, F' € R™ ™ também tem posto m e assim (F'7)~! existe.
Entao, se o sistema na Fig. 3 for ERP, (2.15)-(2.17) sao factiveis e se (2.15)-(2.17) forem
factiveis, o sistema na Fig. 3 é ERP, para K dado em (2.18). O

Observacao 2 Se as LMIs dadas em (2.15)-(2.17) forem factiveis, elas podem ser facil-
mente resolvidas utilizando-se programas computacionais disponiveis, como o Matlab [37]
e o LMISol [38].
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O lema a seguir permite remover a restricao de igualdade do Teorema 7, como descrito

no Corolario 1 abaixo.

Lema 2 [14,3/] Considere o sistema {A, B,C'}, descrito em (2.1), com posto(CB) = m.

Entao, existe uma transformacao linear T : R" — R", tal que:

[61 — T, (2.23)
Yo
: A A 0
S e B I u, (2.24)
yo AS A4 Yo CB
e
Yo=10 I, | [ 1 ] . (2.25)
Yo
Corolario 1 [21] Considere que as matrizes A, B e C, na Fig. 3, tenham as sequintes
formas:
A A 0
A=| P | B= eC=[0 I, (2.26)
Az Ay C,B,

sendo posto(C,B,) = m. Entao, as condi¢oes necessarias e suficientes para a solug¢do do

Problema 2 sao a existéncia de matrizes P = PT e R, tais que

P, 0
0 P.
0 0
PA+ ATP — <0, (2.28)
0 (R+R")

sendo as matrizes K, e F' obtidas pelas expressoes:

K, = (FT)"'R = (P.C,B,)"'R, (2.29)
F = (C,B,)"P.. (2.30)

Prova A prova deste coroldrio ¢é similar a prova do Teorema 7 e é apresentada em [21].

Comparando-se os resultados do Corolario 1 com os do Teorema 7, observa-se que foi
removida a Equagao Linear Matricial (em inglés, Linear Matriz Equality, LME) (2.16).
Alguns programas computacionais, como o toolbox de LMI do Matlab nao aceitam dire-
tamente a existéncia de LMEs. Desta forma, o Corolario 1 pode ser util para a obtencao

de uma solucao numérica do Problema 2.
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2.4.2 Sistemas com Niumeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida em (2.31):

T = A0+ B,u,
(2.31)
Yy = Co*%y

sendo T € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € RP, a saida do
sistema, A, € R™" a matriz caracteristica do sistema, B, € R™*™ a matriz de entrada
do sistema e C, € RP*" a matriz de saida do sistema, com p > m, posto(C,) = p e

posto(B,) = posto(C,B,) = m.

Considere, inicialmente, que p = n. Neste caso, o Problema 2 é equivalente ao Pro-

blema 1, com K, = K,C, e o Teorema 8 estabelece a solu¢ao do Problema 2.

Teorema 8 O Problema 2, com p = n, tem solu¢do se e somente se existirem matrizes

X = X7 e R que satisfazem as sequintes LMIs:
AX + XA" - BR—- R"B" <0, (2.32)

X > 0. (2.33)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
F=B'X"1'C™, (2.34)
K,=RX'C™ (2.35)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada ﬁ(s) e salda

Y (s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT| K, e F, tais que:

P(A - BK,C) + (A — BK,C)TP <0, (2.36)
BTP = FC, (2.37)
P>0. (2.38)

Definindo-se X = P!, tem-se, de (2.36)-(2.38):

(A— BK,C)X + X(A — BK,C)" <0, (2.39)
BT = FCX, (2.40)
X > 0. (2.41)
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As LMIs (2.33) e (2.41) s@o equivalentes. Definindo-se, em (2.39), R = K,C X, obtém-
se a LMI (2.32). Como as matrizes C' e X sao inversiveis, as matrizes F' e K, podem ser

obtidas através das equagoes (2.34) e (2.35). O

Considere, agora, p < n. Embora nao tenham sido obtidas condigoes necessarias e
suficientes, em termos de LMIs, para a solucao do Problema 2 neste caso, sao propostas,

nesta tese, algumas condigoes suficientes que sao tteis na solucao do problema.

Considere, também, o seguinte lema:

Lema 3 [1, 34] Considere o sistema (2.31), com x € R", w € R™, y € R? e p > m.

Entao, existe uma transformacao linear T', de modo que:

x =Tz, (2.42)
A A 0
= S P u = Az + Bu, (2.43)
Az Ay C,B,
j=10 I, |2 = Cx, (2.44)

sendo I, a matriz identidade de ordem p. Note que, no Lema 3, C,B, = CB e que
BT = (CB)TC.
A prova deste lema ¢é reproduzida no Apéndice B.

Nos Teoremas 9 e 10, sera considerado que as matrizes da planta satisfazem a condigao
BT = (CB)TC.

Um procedimento, que sera util para obter uma transformacao linear T', que garante

as condigbes acima, é apresentado a seguir [12]:
(a) Obtenha P,, tal que:

B'p, = (C,B,)"C,e P, = Pl > 0;

(b) Calcule T, = /P, (o Matlab faz este calculo diretamente). Entao, P, = T,T, e é
bem conhecido [39,40] que, como P, = PI' > 0, entao, T, = T > 0.

Note que:

BZPO = (COBO)TCO = BOTTOTO = (OOBO)TCO
(TOBO)T - (OoToilToBO)T(OOToil)
BT = (CB)TC.
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Uma condigdo suficiente para a solucio do Problema 2, com BT = (CB)TC, ¢ apre-

sentada no Teorema 9.

Teorema 9 [12]/ Uma condigdo suficiente para a solu¢io do Problema 2, com BT =

(CB)TC, ¢ a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

PA+ ATP - BNC — CTNTBT <0, (2.45)
BTP = MBT, (2.46)
P>0. (2.47)

Quando (2.45)-(2.47) sao satisfeitas, entdo as matrizes F' e K, podem ser obtidas
por:

F=M(CB)T, (2.48)

Ky = (MT)"IN. (2.49)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saida

Y (s) 6 ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e I, tais que:

P(A— BK,C)+ (A— BK,C)'P <0, (2.50)
BTP = FC, (2.51)
P >0 (2.52)

Considere que existem matrizes P, N e M que satisfazem as equagoes (2.45)—(2.47).

As equagoes (2.47) e (2.52) sdo equivalentes.

Como BT = (CB)TC, entao, de (2.46), tem-se que:

B'P =MB" = M(CB)"C.

Desta forma, para F' = M(CB)”, a equagao (2.46) implica na equagao (2.51).

Finalmente, de (2.45) e (2.46), obtém-se:

PA+ ATP — BNC — CTNTBT
= PA+ ATP — BMT(M7T)"'NC — CTNTM~*MBT
= PA+ ATP — PB(M7T)"'NC — CTNTM~1BTP
= P(A— B(MT)"'NC) + (A — B(MT)"'NC)"P < 0.
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Definindo-se K, = (M7)7'N, tem-se:

P(A— BK,C) + (A— BK,0)'P < 0.
Portanto, a equagao (2.45) implica na equagao (2.50). O

Corolario 2 [12] A condigao necessdria e suficiente para a factibilidade das LMIs (2.45)-
(2.47) é que todos os zeros de transmissio do sistema { A, B, BT} tenham parte real nega-

tiva.

Prova (Suficiéncia) Pelo Teorema 4, se todos os zeros de transmissao do sistema
{A, B, BT} tém parte real negativa, entdo, existe uma matriz K, tal que o sistema {A —
BK BT, B, BT} seja ERP, pois posto(B) = m, entdao BT B > 0. Assim, de acordo com o

Lema 1, existe P = PT, tal que:

P(A— BKBT)+ (A— BKBT)'P <0, (2.53)
BTP = BT, (2.54)
P> 0. (2.55)

As equagbes (2.55) e (2.47) sao equivalentes. A partir de (2.54), definindo M = I,

tem-se:

BT'P = MBT.

Portanto, a equacao (2.54) implica na equagao (2.46).

A partir de (2.53), tem-se:

PA+ AP - PBKBT - BKTBTP <. (2.56)

Substituindo (2.54) em (2.56), segue que:

PA+ AP - BKBT - BKTB” <. (2.57)

Da hipétese de que BT = (CB)TC, tem-se:

PA+ATP - BK(CB)'C - CT(CB)K"B" <. (2.58)
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Definindo N = K(CB)*, segue que:

PA+ ATP - BNC — CT'NTBT <.

Portanto, a equacao (2.53) implica na equagao (2.45).

(Necessidade) De (2.45) a (2.47), o sistema {A — BK,C, B, MB"} é ERP e, portanto,
todos os zeros de transmissao deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz M
é inversivel, pode-se verificar que os sistemas {A — BK,C, B, MBT} e {A, B, BT} tém
os mesmos zeros de transmissao, usando operagoes elementares, primeiro nas colunas e

depois nas linhas, da matriz que define os zeros de transmissao de {A — BK,C, B, M BT }:

sI—A B
—MBT 0

sI—A B
—-BT 0

sl —-A+BK,C B
—MBT 0

Assim, todos os zeros de transmissido do sistema {A, B, BT} tém parte real negativa.

Outra condicdo suficiente para a solugao do Problema 2, com BT = (CB)IC, é

apresentada no Teorema 10.

Teorema 10 [12/ Uma condi¢ao suficiente para a solu¢io do Problema 2, com BT =

(CB)TC, € a existéncia de matrizes X = X7, Y e Z, tais que:

AX + XAT — BZC — CTZTBT <0, (2.59)
CX =YC, (2.60)
X > 0. (2.61)

Quando (2.59)-(2.61) sao satisfeitas, entdo as matrizes F' e K, podem ser obtidas
por:

F =By, (2.62)

K,= 2y, (2.63)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saida

Y (s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT| K, e F, tais que:

P(A— BK,C) + (A — BK,C)TP <0, (2.64)
BTP = FC, (2.65)



21

P>0. (2.66)

Definindo-se X = P~!, tem-se, de (2.64)(2.66):

(A— BK,C)X + X(A— BK,C)T <0, (2.67)
BT = FCX, (2.68)
X > 0. (2.69)

Considere a existéncia de matrizes X, Y e Z, que satisfazem as equagoes (2.59)—(2.61).
As equagoes (2.61) e (2.69) sao equivalentes. Note que, de (2.60) e (2.61), CXCT =YCCT

tem posto m e, assim, Y € R™*" também tem posto m.

Como BT = (CB)TC, entao, de (2.60), segue que:

CX=YC,
(CB)TY-'CX = (CB)TY-YC,
(CB)TY~'CX = (CB)'C = B.

Assim, para F' = (CB)TY ™!, a equagao (2.60) implica na equacio (2.68).
A partir da equagao (2.59), obtém-se:
AX + XAT — BZC — CTZT BT < 0,

AX + XAT - BZY-'YC — CTYT(Y 1T ZTBT < 0. (2.70)
Substituindo (2.60) em (2.70), segue que:

AX + XAT — BZY'CX — XTCT(Y 1T ZT BT <,

(A— BZY'0)X + X(A— BZy—'C)T < 0. (2.71)

Definindo K, = ZY !, segue que:

(A—- BK,0)X + X(A - BK,C)" <0.
Portanto, a equagao (2.59) implica na equagao (2.67). O

Corolario 3 [12] Uma condigdo necessdria para a factibilidade das LMIs (2.59)-(2.61)

¢ que todos os zeros de transmissao do sistema {A,CT C} tenham parte real negativa.
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Prova De (2.59)—(2.63), o sistema {A — BK,C,CT,Y~'C} ¢ ERP e, portanto, todos
os zeros de transmissao deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz Y1 é
inversivel, pode-se verificar que os sistemas {A — BK,C,CT,Y~1C} e {A,CT,C} tém
os mesmos zeros de transmissao, usando operacoes elementares nas linhas da matriz que

define os zeros de transmissio de {A — BK,C,CT Y~1C}:

s —A CT
e 0

sI—A C7T
-Y-IC 0

sl — A+ BK,C CT
-Y-lC 0

Assim, se o sistema {A—BK,C,CT Y~1C} ¢ ERP, ou de forma equivalente, se (2.59)—
(2.61) sao factiveis, todos os zeros de transmissao do sistema {A4,CT,C} tém parte real

negativa. O

Observacao 3 Através de vdrias aplicagoes dos Teoremas 9 e 10, em exemplos numé-
ricos, foi possivel constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro nao e
vice-versa. Desta forma, as condicoes destes teoremas sao distintas e um teorema ndao

pode ser visto como um caso particular do outro.

Considere, agora, a planta linear, invariante no tempo, controldvel e observavel:

i = A, + Byu,
(2.72)
g = CLT.
Considerando a planta (2.72), os Lemas 4 e 5 sao a base para os Teoremas 11 e 12,

propostos nesta tese:

Lema 4 Considere a matriz M € RP*?, definida por:

(CoB,)1

M = -1
(CoB)T(C,B,)] ™ (CoB,)

: (2.73)

sendo (C,B,)T € RP™"™ tal que (C,B,)T(C,B,) = 0 e posto[(C,B,).] = p — m. Multi-
plicando a saida g por M, defina a nova saida yy = MC, = Ciz. Entao, o produto C;B,,
com C, = MC,, é dado por:

0

I |

C\B,=MC,B, =
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Lema 5 Considere o sistema (2.72), com a nova saida jy = My = MC, = C1Z, definida
no Lema 4. Entao, utilizando uma transformacao linear dada por:
By,

Ch

T —

’

sendo BY, € R"™*" tal que BY, B, = 0, posto(B,.) = n — p e tal que posto(T) = n, o

sistema transformado adquire a sequinte forma definida pelas equagoes (2.10), com:

Ay A Agg
A=TAT = | Ay Ay Ay |, (2.74)
Azp Az Asg
0
B = TBo - 0 ) (275)
I,
0 I,_, O
C=CT"'= P : (2.76)
0 0 1,

Neste caso especifico, o Teorema 11, proposto neste trabalho, estabelece as condigoes
necessarias e suficientes para que o sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas
em (2.74)—(2.76), seja ERP.

Teorema 11 O Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)-(2.76), tem
solugdo se e somente se existirem matrizes Py = P, Pia, Pyo = Py, Py3, P33 = Pl K,

e Ky que satisfazem as sequintes condigoes:

0 0 0 0 0 0
PA+ATP— | 0 PyK, PyuK, | —| 0 K'PL KPPy | <0, (2.77)
0 PssKy PssKs 0 K{Pj; KjPs
Pll P12 O
P=|PL Py Py | >0, (2.78)
0 PL Py

sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e I

podem ser obtidas por:

K,=| K K|, (2.79)
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F=[Ph Pyl (2.80)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saida Y,

¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:

P(A— BK,C) + (A— BK,0)'P <0, (2.81)
BTP = FC, (2.82)
P> 0. (2.83)

Decompondo-se as matrizes P, F' e K,, tem-se:

pll PlQ P13
pP=PT= Plg Py Pys 7F:[F1 FQ}yKOZ[Kl K2}
Pl PL Psy

Com base nesta decomposicao, obtém-se:

Pll P12 P13
B'P=[00 L,|| Ph Po Pu|=|P} Ph P, (2.84)
Pﬁ; PQ,ZQ; P33

FC=|F FQ][O fo-m O]:[o R (2.85)

0 0 I,

Substituindo-se as expressoes (2.84) e (2.85) em (2.82), segue que:

P1T3:0a PQT:),:FM P33:F2-

Portanto,
= { Py Ps } g
o que corresponde a equagao (2.80).

Substituindo-se Py3 = 0 na expressao de P, a expressao (2.83) corresponde & expressao
(2.78).
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Ja o produto PBK,C' é dado por:

Py Py 0 ][0
0 L O
PBK,C=| Pl Pu Py || 0 || K K|
0 Ph Py | In

=10 PuK; PpK,
0 PssK, Py3K,

Substituindo-se a equac@o acima na expressao (2.81), obtém-se a expressao (2.77). O

O inconveniente do Teorema 11 é que as condi¢oes nao sao expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com Ps3 = 0, podem ser obtidas condicoes suficientes, em termos de
LMIs, para que o sistema descrito em (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em

(2.74)~(2.76), seja ERP.

Teorema 12 O sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)-(2.76), é
ERP se existirem matrizes Pj; = PlTl, Py, Py = P2T2, Pss = ng, Rs3o e Rs3 que satisfazem

as sequintes condigoes:

0 0 0 00 0
PA+A™P—10 0 0 |—]0 0 RL|<0, (2.86)
0 Rsy R 0 0 RL
Pll p12 0
P=|PL Py 0 |>0, (2.87)
0 0 Ps

sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e I

podem ser obtidas por:

K,=| K, K], (2.88)
F=[0 Py, (2.89)
sendo:
K| = P5' R, (2.90)
Ky = Py Ras. (2.91)

Prova Substituindo-se P53 = 0 e definindo-se Rss = Ps3K; e Rs3 = P33K5 nas ex-

pressoes (2.77)—(2.80), obtém-se as expressoes (2.86)—(2.89). O
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Considere, novamente, a planta definida pelas equagoes (2.10), com p > m. O Teorema
13 apresenta outras condigoes suficientes para que o sistema da Fig. 3 seja ERP, propostas

neste trabalho:

Teorema 13 O sistema da Fig. 3 é ERP se pelo menos uma das condigoes (i)—(zi) for

satisfeita:

(i) Existem matrizes P = PT, K, e F' que satisfazem as sequintes condigoes:

—2P AT —CTKI'BT + P+1,

<0, (2.92)
A—BK,C+P+1, —2I,

BTP = FC. (2.93)

(ii) Existem matrizes Py = Pk, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigoes, para

algum 6 € R:
—2P, AT — CTKTBT + Py + 41,
o o Y <0, (2.94)
A— BK,C+ Py +41, —201,

BTPy = FxC. (2.95)

Neste caso, a matriz F' ¢ dada por:

1

F = EFN. (2.96)

(iii) Ezistem matrizes P = PT, K; e F que satisfazem as sequintes condigoes:

~BK;B" — BKFB" —2I, A+P+1,

AT+ P+ 1, —2p b (2.97)
B'P=FC. (2.98)

Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K;F. (2.99)

(iv) Ezistem matrizes Py = Py, K; e Fy que satisfazem as sequintes condigoes, para
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algum 6 € R, com § > 0:

—BK;B" — BK]?BT — 201, A+ Py+9I,

AT + Py + 61, —2Py <0 (2.100)
BTPy = FxC. (2.101)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
Fe %FN, K, = K;F. (2.102)

(v) Erzistem matrizes P = PT, K|, Ky e F que satisfazem as sequintes condigdes:

—2P AT —CTKIBT + P +1,
<0, (2.103)
A—BK,C+P+1, —-BK,BT —BKIBT -2I,
BTP =FC. (2.104)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K + KyF. (2.105)

(vi) Ezistem matrizes Py = Pk, K, Ky e Fy que satisfazem ds sequintes condigoes,

para algum 0 € R, com § > 0:

—2P AT — CTKT BT + Py 461,
N ! N 0, (2.106)

A— BK,C + Py + 61, —BK,BT — BKIBT — 241,
BTPy = FxC. (2.107)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1

F = EFN’ (2.108)
Ko == Kl -+ KQF (2109)

(vii) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as sequintes condigoes:

PA+ ATP—2P —CTKTBT + P +1,

<0, (2.110)
—~BK,C + P+1, —2I,

BTP =FC, (2.111)

P> 0. (2.112)
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(viii) Existem matrizes Py = PL, Ky e Fy que satisfazem ds sequintes condicoes, para

algum 6 € R:
PvA+ ATPy — 2Py —CTKLBT + Py + 461,
v Mo N o <0, (2.113)
—BKNC + Py + 61, —261,
BTPy = FxC, (2.114)
Py > 0. (2.115)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F = —Fy, (2.116)
1
K, = EKN. (2.117)

(iz) Existem matrizes P = PT, K|, Ky e I que satisfazem as sequintes condigoes:

PA+ ATP —-2P ~CTKIBT+P+1,
<0, (2.118)
—~BK,C+ P +1, —-BK,B" — BKIBT —-2I,
BT'P = FC, (2.119)
P>0. (2.120)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K, + KyF. (2.121)

(z) Ezistem matrizes Py = Pk, K1, Kyo e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,

para algum 0 € R, com § > 0:

PyA+ AT Py — 2P ~CTKL BT + Py + 61,

N Mo M o <0, (2.122)

—~BKn:C + Py + 61, —BKyNyBT — BKL,BT — 261,
BT Py = FyC, (2.123)
Py > 0. (2.124)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1

F = gFN, (2.125)

Ko == Kl -+ KQF, (2126)
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(wi) Existem matrizes P = PT, M, N e I que satisfazem as sequintes condi¢des:

PA+ATP - CTNTBT — BNC <0,
P >0,
BM = PB
B'P=FC.

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=M"N.

(2.127)

(2.128)
(2.129)

(2.130)

(2.131)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saida Y,

¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:
P(A— BK,C) + (A— BK,0)'P <0,

BTP =FC,

P> 0.

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(i) As equagoes (2.93) e (2.133) sao equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigao
necessaria para (2.92). Multiplicando-se a LMI (2.92) a esquerda por [ I, P } e a direita

T
por [ I, P } , tem-se:

I

} —2P AT - CTKI'BT"+ P+1,
P

A—-BK,C+P+1, -2,

I
= P(A—- BK,C) + (A—- BK,C)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.92) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(ii) Considere Py = 6P e Fiy = 6F. Assim, as equagoes (2.95) e (2.133) sao equi-



30

valentes. A LMI (2.134) é uma condicao necessaria para (2.94). Note que (2.94) implica

que § > 0 e assim Py = 6P = PL > 0. Multiplicando-se a LMI (2.94) & esquerda por
T

{ I, P } e a direita por [ I, P } , tem-se:

[ o ] —2Py AT — CTKTBT + Py + 61, I,
" A— BK,C + Py + 41, —261, P
(1, ] —26P AT —CTKyB" + 0P + 01, | | I,

" A— BK,C + 0P+ 61, —261, P

= P(A— BK,C)+ (A— BK,C)'P < 0.
Portanto, a LMI (2.94) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(iii) As equagoes (2.98) e (2.133) sdo equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigao
necessaria para (2.97). Multiplicando-se a LMI (2.97) a esquerda por [ P I, } e a direita

T
por [ P I, } , tem-se:

—BK;B" — BK{B" —2I, A+P+1, || P
P 1, ] g
AT+ P+1, —2P I,
= PA+ AP - PBK;B"P - PBK{B"P <0. (2.135)

Substituindo (2.98) e (2.99) em (2.135), tem-se:
PA+ A"P - PBK{B"P - PBK[B"P=PA+A"P - PBK;FC—C"F"K{B"P
=PA+ AP - PBK,C - CTK!'B"P = P(A- BK,C) + (A— BK,C)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.97) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(iv) Considere Py = dP e Fy = JF. Assim, as equagoes (2.101) e (2.133) sdo
equivalentes. A LMI (2.134) é uma condicao necessaria para (2.100). Como ¢ > 0, entao

note que Py = 6P = P% > 0. Multiplicando-se a LMI (2.100) & esquerda por [ P I, }

T
e a direita por [ P I, } , tem-se:

—BKfBT — BKJ?BT — 201, A+ Py+461,
AT + Py + 61, —2Py

P

s ,
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B [ o } —BK;B" — BK}B" — 261, A+ 6P+ 41, P
! AT + 6P + 61, —20P I,
= PA+A"P— PBK;B"P - PBK;B"P <. (2.136)

Substituindo (2.101) e (2.102) em (2.136), tem-se:
PA+ A"P - PBK{B"P— PBK[B"P=PA+A"P - PBK;FC—C"F"K{B"P
= PA+ AP - PBK,C —C"K!'B"P = P(A— BK,C) + (A — BK,C)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.100) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(v) As equagbes (2.104) e (2.133) sdo equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigao
necessaria para (2.103). Multiplicando-se a LMI (2.103) & esquerda por [ I, P } e a

T
direita por [ I, P } , tem-se:

I

} —2P AT —CTKIBT"+ P+ 1,
P

I
{ A—BK,C+P+1, —-BK,BT - BKIBT —-2I,

= PA+ AP - PBK,C - C"K{B"P - PBK,B"P — PBK{B"P <0.  (2.137)
Substituindo (2.104) e (2.105) em (2.137), tem-se:
PA+ A"P - PBK,C — C"K{B"P - PBK,B"P -~ PBK]B'P

= PA+ AP - PBK,C - C"K{ B"P - PBK,FC — PBKIFC
=PA+ATP - PB(K, + KyF)C — CT(K, + K,F)' BT P

= P(A—- BK,C) + (A—- BK,C)"P < 0.
Portanto, a LMI (2.103) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).
(vi) Considere Py = 6P e Fyy = dF. As equagoes (2.107) e (2.133) sao equivalentes.

A LMI (2.134) é uma condigao necesséria para (2.106). Como ¢ > 0, entdo note que
Py = 6P = P} > 0. Multiplicando-se a LMI (2.106) a esquerda por { I, P } e a direita
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T
por { I, P } , tem-se:

P —2Py AT — CTKTBT + Py + 61, | | I,
" | A— BK,C + Py +0I, —BEK,BT — BK{BT —25I, | | P |

P | —26P AT — CTKTBT + 6P+ 61, | [ I, |
! | A— BK,C +6P+6I, —BK,BY — BKIB" —26I, | | P |

= PA+A"P - PBK,C - C*K]{B"P - PBK,B"P - PBKIB"P <0. (2.138)
Substituindo (2.107) e (2.109) em (2.137), tem-se:
PA+ AP - PBK,C - C*'KI'B"P - PBK,B"P — PBK] B'P

= PA+ A"P - PBK,C — C*K{B"P — PBK,FC — PBK] FC
=PA+ AP - PB(K, + KyF)C — CT(K, + KoF)'BTP

= P(A- BK,C)+ (A— BK,C)'P < 0.

Portanto, a LMI (2.106) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(vii) As equagoes (2.111) e (2.133) sdo equivalentes. As LMIs (2.112) e (2.134) sao
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (2.110) & esquerda por { I, P } e a direita por

I
P

[ I, P }T, tem-se:

| PA+ATP—2P —CTKTBT +P+1,

I
[ —-BK,C+ P +1, —21I,

= P(A- BK,C)+ (A— BK,C)'P < 0.

Portanto, a LMI (2.110) implica na LMI (2.132).

(viii) Considere Py = 0P, Fx = 0F e Ky = 0K,. As equagoes (2.114) e (2.133)
sdo equivalentes. As LMIs (2.115) e (2.134) s@o equivalentes. Note que (2.113) implica
que § > 0 e entao, Py = P = PL > 0. Multiplicando-se a LMI (2.113) & esquerda por
{ I, P } e a direita por [ I, P }T, tem-se:

I
P

[ o } PyA+ ATPy —2Py —CTKLBT + Py + 61,
" —BKNC + Py + 61, —261,,
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[ ] SPA+6ATP —26P —6CTKTBT + 6P + 461,
" —8BK,C + 6P + 61, —951,

= 0[P(A - BK,C) + (A— BK,C)"P] < 0.
Como, de (2.113), 6 > 0, segue que:

P(A - BK,C) + (A - BK,0)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.113) implica na LMI (2.132).

(ix) As equagbes (2.119) e (2.133) s@o equivalentes. As LMIs (2.120) e (2.134) sao
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (2.118) & esquerda por { I, P } e a direita por

[ I, P }T, tem-se:

I

| PA+ATP—2P  —CTKTBT+P+1,
P

I
[ —-BK\,C+ P +1, —-BK,B" - BKIBT -2I,

= PA+ AP - PBK,C - C'K{B"P - PBK,B"P — PBK]B"P <0.  (2.139)
Substituindo (2.119) e (2.121) em (2.139), tem-se:
PA+ A™P - PBK,C — C"K{B"P -~ PBK,B"P — PBK] B'P

= PA+A"P - PBK,C — C"K{B"P — PBK,FC — PBK]FC
=PA+ AP - PB(K, + KyF)C — CT(K, + KoF)'BTP

= P(A—- BK,C) + (A—- BK,C)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.118) implica na LMI (2.132).

(x) Considere Py = 0P, Fy = 0F, Ky1 = 0K, e Kyo = 0K,. As equagoes (2.123) e
(2.133) sao equivalentes. As LMIs (2.124) e (2.134) sao equivalentes. Como § > 0, entao
note que Py = 6P = P% > 0. Multiplicando-se a LMI (2.122) & esquerda por [ I, P }

T
e a direita por [ I, P } , tem-se:

I

} PNA + ATPN — 2PN —OTKJ,Z\;IBT + PN + 5171
P

I,
| —BKniC + Py + 61, —BEKy>BT — BKT,BT — 251,
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I

} SPA+6ATP —20P —6CTKTBT + 6P + 41,
P

I
{ —dBK,C + 6P + 61, —6BK,BT —§BKIBT —24I,

=0[PA+ A"P - PBK,C — C*K]{B"P — PBK,B"P — PBK] B"P] < 0.
Como, de (2.122), 6 > 0, segue que:

PA+ A"P - PBK,C — C"K{B"P — PBK,B"P — PBKIB"P < 0. (2.140)

Substituindo (2.123) e (2.126) em (2.140), tem-se:
PA+ AP - PBK,C — CT"KI'B"P - PBK,B"P — PBK] B'P

= PA+ AP - PBK,C — C"K{ B"P - PBK,FC — PBKIFC
=PA+ AP - PB(K, + KyF)C — CT(K, + KoF)'BTP

= P(A—- BK,C) + (A—- BK,C)"P < 0.

Portanto, a LMI (2.122) implica na LMI (2.132).

(xi) As equagoes (2.130) e (2.133) s@o equivalentes. As LMIs (2.132) e (2.134) s@o a
condigao necessaria e suficiente para a estabilidade do sistema {A — BK,C, B,C}. De
acordo com [41], uma condigao suficiente para a existéncia de uma matriz K, que torna
o sistema {A — BK,C, B,C} estdvel é a existéncia de matrizes P = PT, M e N que
satisfazem as condigoes (2.127)—(2.129). Neste caso, a matriz K, é dada por (2.131). O

Observacao 4 A condig¢ao (v) engloba as condigoes (i) e (iii) e a condigdo (vi) engloba

as condigoes (ii) e (iv).

Observacao 5 As condigoes do item (xi) do Teorema 13 sdo mais gerais ou pelo menos
equivalentes as condi¢oes do Teorema 9, pois nio exigem a restricio BT = (CB)TC. Note
que se as condigoes do Teorema 9 sdo factiveis, entio F = M(CB)T atende a condigdo
(2.130) do item (xi). Desta forma, quando o Teorema 9 apresenta solugdo, o item (i)
do Teorema 13 também apresenta solucao. FEste resultado é util quando a planta possui

incertezas paramétricas e existe a dificuldade de colocd-la na forma BT = (CB)TC.

Observacao 6 A partir das LMIs (2.129) e (2.130) e definindo-se C,, = FC, tem-se

C,=FC = MTBT. Como M ¢ inversivel, entdo os zeros de transmissio de {A, B,C,}
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correspondem aos zeros de transmissdo de {A, B, BT'}. Portanto, a condigdo necessdria
e suficiente para a existéncia de uma solu¢ao para as LMIs (2.127)-(2.130) € que todos

0s zeros de transmissdao de {A, B, BT} possuam parte real negativa.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que o sistema {A, B, FC} seja de fase
minima. O Teorema 14, proposto neste trabalho, fornece condigoes necessarias e sufi-

cientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 3.

Teorema 14 Considere F tal que o sistema {A, B, FC} seja de fase minima. Entdo,
uma solucao para o Problema 2 ¢ obtida através das sequintes LMIs, em termos de K, e
P = PT:

PA+ A"P - C'"F'K,C - C"KJFC <,

BTP = FC,

P>0.
Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O
Defina, agora, a matriz B, € R™*"™" tal que BT B = 0, posto(B,) = n—m e entao,
posto([ B B, D =n.
Assim, a matriz A pode ser decomposta da seguinte maneira:

A=BAs+B,A,=[ B B, |

o

Ap
P ] : (2.141)

sendo as matrizes Ag € R™" e A, € R"™™" obtidas através da equacao:

Ap

= [ B B, Tl A. (2.142)

A partir do Lema 1, o sistema {A — BK, B, FC} é ERP se e somente se as seguintes
LMIs forem satisfeitas:
P(A— BK)+(A—-BK)'P <0, (2.143)

BTP = FC, (2.144)

P >0 (2.145)
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Susbstituindo (2.141) em (2.143) e definindo-se Ky = K — Ap, tem-se:

P(A— BK)+ (A— BK)'P=P(B, A, — B(K — Ag)) + (BLA, — B(K — Ap))TP

= P(B.A, — BKy) + (BLA, — BEy)TP <0,

PB A, + ATBTP - PBKy — K3, B"P < 0. (2.146)

Sem perda de generalidade, considere Ky = MFC, sendo M € R™ ™. Note que se
existem K e F tais que {A — BK, B, FC} é ERP, entao {A, B, FC} é de fase minima e
FCOB = BTPB é simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que
{A— BMF, B, FC} é ERP. Substituindo Ky e (2.144) em (2.146), segue que:

PB A, +A'BTP - C"FTMFC - CT"FTMTFC < 0. (2.147)

Defina, também, as matrizes A,; € R™" e (FC); € R"™™*" tais que A, AT =0,
posto(A,1) = m, (FC) (FC)' = 0 e posto((FC);) = n — m. Assim, note que, de
(2.147):

AOJ_

o) (PBLA, + ATBTP — CTFTMFC — CTFTMTFC) [ AT, (FO)T |
1

— A, CTFTMFCAY, — A, CTFTMTFCAL,
(FC) Ay BTPAY,
Ao  PB Ay (FC)T
(FC)LPBLA,(FC)I + (FC)LA7 BIP(FO){

<0.  (2.148)

Assim, existe uma matriz M que satisfaz a LMI (2.148) se e somente se:

posto( A, CTFT) = posto(FCA?,) = posto(CAL ) =m (2.149)

(FC) . PB A(FC) +(FC), ATBTP(FC)T < 0. (2.150)

):n

Note que estas condigoes implicam que:

posto (

Aoi
(FC)1
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Considere o caso particular no qual:
F=NA,CT, (2.151)
sendo N € R™™ inversivel. Assim, (FC), deve ser tal que:
(FC) (FC)' = (FC), CTCAT NT = 0.

Como N ¢ inversivel, entdo, (FC),CTCAT = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a
forma:

(FO). = L(CTCAL )T, (2.152)

sendo L € R"™™ "™ inversivel e (CTCAI )T € R"™™*" tal que:

(CTCAZL){(CTCAZL) =0

posto(CTCAL ) =n —m.
Entao a LMI (2.150), com (F'C), dada em (2.152), é dada por:
(FC)LPBLAFC) + (FC) L AT BT P(FC)T

= L(CTCAT )T PBLAJCTCAL ) LT + L(CTCAI )Y AT BT P(CTC AT ) LT < 0.

Como L é inversivel, a LMI acima é equivalente a:
(CTCAT )T PBLAL(CTCAL ), + (CTCAT )TATBTP(CTCAL,), <0.  (2.153)
Note que, como (CTCAT )T € R*™™" uma condi¢do suficiente para (2.153) é que
posto(A4,) =n — m.

A LME (2.144), com F dada em (2.151), é equivalente a:

BTP=FC=NA, C'C. (2.154)

Assim, o Algoritmo 1, proposto nesta tese, apresenta uma condigao suficiente e novas
condicoes necessarias para a solucao do Problema 2. De acordo com o o Teorema 4,
uma condigdo necessaria para a existéncia de matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} seja ERP é que a planta {A, B, C'} seja de fase minima [15].

Algoritmo 1 Considere uma planta {A, B,C} de fase minima (se a planta ndo for de
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fase minima, o Problema 2 nao tem solugao). Uma condigao suficiente para a solu¢ao do
Problema 2 pode ser obtida através do procedimento abaizo:
1. Determine B, € R™™ ™™ tal que BIB =0 e posto([B B,]) = n;

2. Obtenha A, € R"™™" pela expressao (2.142). Se posto(A4,) < n —m, o Problema

2 nao tem solugao. No caso de posto(A,) =n —m, passe para o item 3;

3. Determine A, € R™" tal que A, AT = 0 e posto(4,.) = m. Se posto(CAT)
< m, o Problema 2 ndo tem solugdo. No caso de posto(C AL ) = m, passe para o

item 4;
4. Encontre, se possivel, P, = Pl e N que satisfazem as sequintes LMIs:
(CTCAL )T PBLA(CTCAL )L + (CTCAL)TAIBTP(CTCAL), <0,
B"P,=NA, C"C,
P >0
5. Obtenha F = NA,, C”;
6. Para F obtido no item 5, encontre P, = P} e K que satisfazem as sequintes LMIs:
PA+A"P, - CT"FTKC - C"K"FC <0,
BTP, = FC,

P, > 0.

2.5 Taxa de Decaimento

Em muitos casos, somente a estabilidade nao é suficiente para a obtencao de um
desempenho satisfatério para um sistema de controle. Freqientemente, é necessario es-
pecificar também a resposta transitéria. Dado um Sistema Linear Invariante no Tempo
(SLIT), & = Az, x € R", A € R™™", entao, de acordo com [42], a taxa de decaimento é

definida como o méximo valor da constante real v > 0, tal que a condigao:
tlim |x(t)|] =0, Vx(0) € R,

¢ satisfeita para todas as trajetérias x(t).
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A estabilidade corresponde a taxa de decaimento positiva. Pode-se utilizar a funcao
de Lyapunov quadratica V (¢) = 1 P¢ para estabelecer um limite inferior para a taxa de
decaimento, por exemplo, da planta (2.1). Se V(x) < —2vV(x) para todas as trajetérias,
entao V(x(t)) < V(x(0))e ", e assim:

/\maX(P) -yt

lz()]] < [lz(0)]] o (P)

sendo Apax(P) € Apin(P) 0 méximo e o minimo autovalor de P, respectivamente, para
todas as trajetdrias, e portanto a taxa de decaimento da planta (2.1) é pelo menos igual
a vy [42].

A condicio de que V(z) < —29V(x) em um sistema {A,, By, C,}, para todas as

trajetérias é equivalente a:

ATP + PA, +2yP = (A, +yI)" P + P(A, +~I) < 0. (2.155)

2.5.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida pelas equagoes (2.10), com p = m. O Teorema 15, dado
em [13], estabelece condigoes necessarias e suficientes para que todos os pélos do sistema

da Fig. 3 tenham parte real menor que —v e que este sistema seja ERP.

Teorema 15 [18] Considere z; = o, +j (3, 05 e i € R, i = 1,...,p, os zeros de
transmissao do sistema {A, B,C}, descrito no Problema 2. Entdo, dada uma constante

positiva vy, existem matrizes P = PT, R e F, tais que:

PA+ ATP —CT(R+ R")C < —2vP, (2.156)

BTP = FC, (2.157)

P>0. (2.158)

se e somente se v < —o, sendo 0 = max{oy,...,0,}, e posto(CB) = m. Neste caso,

uma matriz K, pode ser obtida pela expressao:

K,=(F")™'R. (2.159)

Prova [13] Definindo A = A 4 ~I, entdo (2.156) pode ser descrita por:

P(A—~I)+ (A—~I)TP - CT(R+ RT)C < —2vP,
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PA—~yP+ATP —~yP - CT(R+ RT)C < —2vP,
PA+ ATP — CT"(R+ R")C — 2yP < —2vP,
PA+ ATP - CT(R+ RT)C < 0. (2.160)

Do Teorema 7, de (2.156) (que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) sao factiveis se
e somente se o sistema {fl — BK,C, B, FC} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos
os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se
que os zeros de transmissao de um sistema {A, B,C}, A € R"" B e R"™™ e C € R™",

sao os numeros s € C, tais que:

sl —A B
—C 0

<n-4+m.

posto [

De (2.157), a matriz F' tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas
{A— BK,C,B,FC} e {A, B,C} tém os mesmos zeros de transmissao, usando operacoes

elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissao de {A, B, C}:

sl —A B
—C 0

sl —A B

s — A+ BK,C B
~FC 0

—FC 0

Agora, os zeros de transmissao {A, B, C'} sao os nimeros s € C, tais que

(s—vI—-A B
—C

posto [ <n-+m.

Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A, B,C}, entdao s = s, + 7
serd um zero de transmissdo de {A, B,C}. Entdo, todos os zeros de transmissio de
{A, B,CY} apresentam parte real negativa se o; ++ < 0, Vi € {1,...,p}. Dai, v < —0,
o = max{oy,...,0,}. Agora, de (2.157) e (2.158), posto(BY PB) = posto(FCB) = m
e, assim, posto(C'B) = m. A necessidade estd provada. Para demonstrar a suficiéncia,
considere que 0 < v < —a, ou seja, todos os zeros de transmissao de {/Nl, B, C} apresentam
parte real negativa e que posto(CB) = m. Agora, defina ' = (CB)? e note que o
sistema {fl, B, FC'} satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K tal que
K, = K;F torne o sistema {A — BK,C, B, FC'} ERP. Finalmente, do Teorema 7, (2.156)
(que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) sao factiveis e o Teorema 15 esta provado.
([
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Observagao 7 [13] Considere uma candidata a funcio de Lyapunov V(z(t)) = z(t)"
xPx(t), P = PT > 0, para o sistema na Fig. 3. Se a planta tem zeros de transmissdo
2z =0, +jb,i=1....pel < vy < —0g, sendo 0 = max{oy,...,0,}, entdo, do
Teorema 15, as LMIs (2.156), (2.157) e (2.158) sao factiveis e, entdo, ndao € dificil ver
que V(t) < =29V (t). Portanto, V(t) < V(0)e=>"* e [7]

(@) <

)‘max(P) —~t
Nowin(P) ||z (0)[] e,
sendo Amaz(P) € Apmin(P) o mdximo e o minimo autovalor de P, respectivamente. O
Teorema 15 mostra que existe um limite superior para vy, relacionado com os zeros de
transmissao da planta, para que o sistema na Fig. 3 seja ERP. Uma conclusao geral
€ que, para sistemas ERP, os zeros de transmissao definem o mdximo valor da taxa de
decaimento ERP. A taza de decaimento do sistema ERP ndo considera a restrigao (2.157)
e entao pode ser diferente da taxa de decaimento FRP. Em controle adaptativo e CEV de
sistemas incertos utilizando a teoria ERP, a restri¢ao (2.157) € necessdria. O resultado do
Teorema 15 € considerado razodvel, se for utilizada uma realimentacao K com alto ganho,
como nos modos CEV e deslizante, pois sabe-se que, neste caso, os zeros de transmissao da
planta serao os polos do sistema de malha fechada (no caso de CEV e modos deslizantes,
0s zeros de transmissio da planta serao os pdlos do sistema no deslizamento [16]). O
inesperado € a influéncia da localizacao dos zeros de transmissao para todas as matrizes

K, que realimentam a planta e F' na Fig. 3.

Corolario 4 [21] Considere z; = o; +j B, 0 ¢ B € R, i = 1,...,p, os zeros de
transmissao do sistema {A,, By, Co}, descrito no Problema 2. Considere, também, que as

matrizes A,, B, € C,, na Fig. 3, tenham as sequintes formas:

A A
Az A

0
CB

. B, eCo=0 1, | (2.161)

o

sendo posto(CB) = m. Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes P = PT

e R, tais que:

P, 0
P = >0e (2.162)
0 P
0 P, 0
PA+ ATP — < =2y , (2.163)
0 (R+RT) 0 P.

se e somente se v < —ao, sendo 0 = mazx{oy, ... ,ap}, e posto(C'B) = m. Neste caso, as
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matrizes K, e ' sao obtidas pelas expressoes:

K, = (FT)"'R = (P.CB)"'R, (2.164)
F = (CB)TP.. (2.165)

Prova A prova deste corolario é similar a prova do Teorema 15. O

2.5.2 Sistemas com Niumeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida pelas equagoes (2.10), com p > m. Os Teoremas 16 e 17,
dados em [12], estabelecem as condigoes suficientes para que todos os pélos do sistema da
Fig. 3 tenham parte real menor que —v e que este sistema seja ERP. Nestes teoremas,
considera-se que BT = (CB)TC.

Teorema 16 [12] Considere z; = o;+j06;, 05 ¢ 3; € Rji = 1,...,p 0s zeros de transmissao
do sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 2. Entdo, dada uma constante positiva -,

uma condicdo suficiente para a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

PA+ ATP — BNC — CTNTBT < —24P, (2.166)

BTP = MBT, (2.167)

P >0, (2.168)

€ que v < —a, sendo o = max{al, ce ,ap}. Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser
obtidas por:

F=M(CB), (2.169)

K,=(M")"'N. (2.170)

Prova Definindo A = A + I, entdo (2.166) pode ser descrita por

P(A—~I)+(A—~I)TP - BNC — (BNC)T < —27P,
PA—~P+ ATP —~yP - BNC — (BNC)T < —24P,
PA+ ATP — BNC — (BNC)T — 2yP < —2vP,
PA+ ATP - BNC — CTNTB" <0. (2.171)

Pelo Corolério 2, de (2.166) (que é equivalente a (2.171)), (2.167) e (2.168), os zeros

de transmissao de {fl, B, BT} possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também, que
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’

todos os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. E
conhecido, também, que os zeros de transmissao de um sistema {A, B, BT}, A € R™",

B eR™™ e C € RP*™, p>m, sdo os numeros s € C, tais que:

sl —A B

BT 0 <n-4+m.

posto

De (2.166), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A —
BKC,B,MB"} e {A, B, B"} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operaces
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissao de {A, B, BT }:

s —A B
-BT 0

sI—A B

-MBT 0

s — A+ BKC B
—MBT 0

Agora, os zeros de transmissao {A, B, BT} sdo os ntimeros s € C, tais que

(s—yI—-A B

<n-+m.
—-BT 0

posto [

Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A, B, BT}, entdao s = s, + v
sera um zero de transmissao de {fl, B, BT}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{fl, B, BT} apresentam parte real negativa se o; +v < 0, Vi € {1,...,7}. Dai, v < —o,

o =maz{oy,...,0.}. O

Teorema 17 [12] Considere z; = 0,46, 0i ¢ B; € Rji = 1,...,p 0s zeros de transmissao
do sistema {A,CT C}, descrito no Problema 2. Entdo, dada uma constante positiva -,

uma condicdo necessdria para a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

AX + XAT —BZC - CTZTBT < —2+X, (2.172)

YC=CX, (2.173)

X >0, (2.174)

€ que v < —o, sendo 0 = mazx{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser
obtidas por:

F = (B, (2.175)

K,=2Yy ' (2.176)
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Prova Definindo A = A + I, entdo (2.172) pode ser descrita por:

(A=yD)X + X(A—~I)T — BZC — (BZC)T < —2¢X,
AX =X 4+ XA—~X — BZC — (BZC)T < —2vX,
AX + XAT — BZC — (BZC)T — 29X < —279X,
AX + XAT — BzC — CTZTBT < 0. (2.177)

Pelo Corolério 3, de (2.172) (que é equivalente a (2.177)), (2.173) e (2.174), os zeros
de transmissio de {A,CT,C} possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também,
que todos os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa
[36]. E bem conhecido, também, que os zeros de transmissio de um sistema {A,CT CY,

AeRY BeR"™ e (C e RP*", p>m, sao os numeros s € C, tais que:

sI—A CT

posto
—-C

<n-+m.

E fécil verificar que os sistemas {A — BKC,CT,Y~1C} e {A,CT,C} tém os mesmos
zeros de transmissao, usando operacoes elementares nas linhas da matriz que define os

zeros de transmissio de {4, CT, C}-:

sI—A CT
—C 0

sI—A OT

-Y-'C 0

s — A+ BKC CT
_y-i¢ 0

Assim, os zeros de transmissao {A, CT,C} sao os nimeros s € C, tais que

(s—yI—A CT
—C

posto [ <n-+m.

Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A,CT,C}, entdo s = s, + v
serd um zero de transmissao de {fl, CT,C}. Entdo, todos os zeros de transmissao de
{A,CT,C} apresentam parte real negativa se o; + < 0, Vi € {1,...,r}. Dai, v < —0,

o =maz{oy,...,0.}. O

Observacao 8 Através de varias aplicagoes dos Teoremas 16 e 17, em exemplos numéri-
cos, foi possivel constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro nao e
vice-versa. Desta forma, as condicoes destes teoremas sao distintas e um teorema ndo

pode ser visto como um caso particular do outro.
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Considere, agora, a planta (2.72) e os Lemas 4 e 5. Neste caso especifico, o Teorema
18, proposto neste trabalho, estabelece condigoes necessarias e suficientes para que todos
os polos do sistema (2.10), com as matrizes A, B e C' definidas em (2.74)-(2.76), tenham

parte real menor que —v e que este sistema seja ERP.

Teorema 18 Considere z; = 0; +j 3, 0, e B E R, i =1,...,p 0s zeros de transmissao
do sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas
em (2.74)-(2.76). Entao, dada uma constante positiva vy, uma condi¢ao necessdria e

suficiente para a existéncia de matrizes Py = PE, Py, Py = P2T2, Pys, P33 = ng, K e

Ky, tais que:
0 0 0 0 0 0
PA+ATP— | 0 PyK, PpK, | — |0 KIPL KIPy | <—2vP, (2.178)
0 P3K; Ps3Ks 0 K[PL KIPsy
Py P 0
P — Plg PQQ P23 > 0, (2179)
0 PL Py
sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas, € que ¥ < —o, sendo o =
max{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes K, e F' podem ser obtidas por:
K,=| K K], (2.180)
F=|PL Py (2.181)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 11. O

O inconveniente do Teorema 18 é que as condi¢Oes nao sao expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com P3 = 0, podem ser obtidas condicoes suficientes, em termos de

LMIs, para que a factibilidade das expressoes (2.178)—(2.179).

Teorema 19 Considere z; = 0; +j i, 0, e B €E R, i =1,...,p 0s zeros de transmissao
do sistema {A, B, B}, descrito no Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas em
(2.74)-(2.76). Entao, dada uma constante positiva vy, uma condi¢ao necessdria para a

existéncia de matrizes Py = Pl Py, Py = PJ,, Ps3 = PL, R3y e Ras, tais que:
0 O 0 00 0

PA+A"™P—|0 0 0 |—|0 0 RL |<-29P, (2.182)
0 R32 R33 0 0 Rgg)
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Py Py 0
P= Plg PQQ 0 > 07 (2183)
0 0 P
sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas, € que ¥ < —o, sendo o =
max{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes K, e F' podem ser obtidas por:
K,=| K K|, (2.184)
F=[0 Py, (2.185)
sendo:
K, = Pg' Rao, (2.186)
K, = Pg'Ras. (2.187)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 12. O

Considere, novamente, a planta definida pelas equagoes (2.10), com p > m. O Teorema
20 apresenta outras condicoes suficientes para que todos os polos do sistema da Fig. 3
possuam parte real menor que —vy, com v > 0, e que este sistema seja ERP, propostas

neste trabalho:

Teorema 20 Todos os polos do sistema da Fig. 3 possuem parte real menor que —v,

comy > 0, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condigoes (i)—(xi) for satisfeita:

(i) Existem matrizes P = PT, K, e F' que satisfazem as sequintes condigoes:

—2P AT 4 4] —CTKTBT + P+ 1,

<0, (2.188)
A+~I — BK,C + P + 1, —2I,

BTP = FC. (2.189)

(ii) Erzistem matrizes Py = Pk, K, e Fx que satisfazem das sequintes condigdes, para

algum 0 € R:

—2Py AT 4+ 41 — CTKTBT + Py + 61,
A+~I — BK,C + Py + 61, —251,

} <0, (2.190)

BTPy = FxC. (2.191)

Neste caso, a matriz F' ¢ dada por:

F = —Fy. (2.192)
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(iii) Ezistem matrizes P = PT, K; e F que satisfazem as sequintes condigoes:

—BK;BT — BK;;-FBT —-21, A+~I+P+1,

AT +~4I+P+1, —9p <0, (2.193)
B"P = FC. (2.194)

Neste caso, a matriz K, é dada por:
Ko = K¢F. (2.195)

(iv) Ezistem matrizes Py = Py, K; e Fy que satisfazem as sequintes condigoes, para

algum 6 € R, com § > 0:

—BK;BT — BKJE-FBT — 201, A+~I+ Py+41,

AT 4 41 4 Py + 61, —2Py <0 (2.196)
BT Py = FyC. (2.197)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
P %FN, K, = K;F. (2.198)

(v) Erxistem matrizes P = PT, K|, Ky e F que satisfazem as sequintes condigdes:

—2pP AT 441 —CTKTBT + P+ 1,
A+~I - BK,.C+P+1, —B;QBT—B;(QTBT_QITZ <0, (2199
B"P =FC. (2.200)
Neste caso, a matriz K, € dada por:
K, = K + Ky F. (2.201)

(vi) Ezistem matrizes Py = Pk, K, Ky e Fy que satisfazem das sequintes condigoes,
para algum 0 € R, com § > 0:

—2Py AT 4 4T — CTKTBT + Py + 61,

<0, (2.202)
A+~ — BK,C + Py +6I, —BK,BT — BKTBT — 261,

BT Py = FxC. (2.203)
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Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=<Fy, (2.204)

K, = K| + K, F. (2.205)

(vii) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as sequintes condigoes:

PA+ATP—-2P —-CTKIBT+P+1, P 0
< =2y , (2.206)

~BK,C+ P +1, —2I, 0 0
BTP = FC, (2.207)
P >0. (2.208)

viii) Existem matrizes Py = PL, Ky e Fx que satisfazem as sequintes condicoes, para
N> )

algum 0 € R:
PyA+ ATPy — 2Py —CTKLBT + Py + 61, Py 0
Y N N N <=2y Y T, (2.209)
—BKNC + Py + 61, —201, 0
BT Py = FyC, (2.210)
Py > 0. (2.211)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F = EFN’ (2.212)
1
K, = SKN' (2.213)

(iz) Ezistem matrizes P = PT, K, Ky e F que satisfazem as sequintes condigoes:

PA+ ATP - 2P ~CTKIBT"+P+1, P
< =2y . (2.214)
—-BK\,C+ P+1, —-BK,BT — BKIBT -2I, 0 0
BTP = FC, (2.215)
P> 0. (2.216)
Neste caso, a matriz K, € dada por:
K, =K, + Ky)F. (2.217)

(x) Ezistem matrizes Py = PE, Kn1, Kno e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,
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para algum 0 € R, com § > 0:

PyA+ ATPy — 2Py —CTK%L, BT + Py + 41, ) Py 0
< —zy ’
—~BKn:C + Py + 61, —BKyNyBT — BKL,BT — 261, 0 O
(2.218)
BT Py = FxC, (2.219)
Py > 0. (2.220)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F= EFN’ (2.221)
Ko == Kl -+ KQF, (2222)
sendo:
1
K, ==-K
1 (5 N1,
Ky = 1K
2 — (5 N2,

(zi) Existem matrizes P = PT, M, N e I que satisfazem as sequintes condigdes:

PA+ AP - CT"N'BT — BNC < —2vP, (2.223)
P >0, (2.224)

BM = PB, (2.225)

BTP = FC. (2.226)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=M"'N. (2.227)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por

A+~I. O

Observacao 9 A condi¢ao (v) engloba as condigoes (i) e (iii) e a condigdo (vi) engloba

as condigoes (ii) e (iv).

Observacao 10 As condigoes do item (xi) do Teorema 20 sao mais gerais ou pelo menos
equivalentes as condi¢oes do Teorema 16, pois ndo exigem a restricio BT = (CB)TC.

Note que se as condi¢oes do Teorema 9 sio factiveis, entio F = M(CB)T atende a
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condi¢ao (2.226) do item (zi). Desta forma, quando o Teorema 16 apresenta solu¢ao, o
item (i) do Teorema 20 também apresenta solugdo. FEste resultado é util quando a planta

possui incertezas paramétricas e existe a dificuldade de colocd-la na forma BT = (CB)TC.

Observacao 11 A partir das LMIs (2.225) e (2.226) e definindo-se C,, = FC, tem-se
C,=FC = MTBT. Como M ¢ inversivel, entdo os zeros de transmissio de {A, B,C,}
correspondem aos zeros de transmissio de {A, B, BT'}. Portanto, a condigdo necessdria
e suficiente para a existéncia de uma solu¢ao para as LMIs (2.223)—(2.226) é que todos

0s zeros de transmissao de {A, B, BT} possuam parte real menor que —v.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema
{A, B, FC} possuem parte real menor que —v, v > 0. O Teorema 21, proposto neste
trabalho, fornece condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma matriz K,
tal que todos os polos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —v, e que este

sistema seja ERP.

Teorema 21 Considere F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema {A, B, FC'}
possuem parte real menor que —vy, v > 0. Entdao, uma condi¢ao suficiente para que todos
0s polos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —v, e que este sistema seja

ERP ¢é obtida através das sequintes LMIs, em termos de K, e P = PT:
PA+A"P - C"FTK,C - CTKI'FC < 2P,
BTP = FC,

P >0.

Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O

Defina, agora, a matriz B, € R™*"™" tal que BT B = 0, posto(B,) = n—m e entao,
posto([ B B, D =n.

Assim, a matriz A pode ser decomposta da seguinte maneira:

Ap

A=BAs+BiA,=|B B, | , (2.228)

o
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sendo as matrizes Agp € R™" e A, € R"™™*" obtidas através da equagao:

Ap

e [ B B, }71 A. (2.229)

A partir do Lema 1, o sistema {A — BK, B, FC'} é ERP se e somente se as seguintes

LMlIs forem satisfeitas:

P(A—BK)+(A-BK)'P <0, (2.230)
BTP = FC, (2.231)
P> 0. (2.232)

Defina A = A4+~I, com v > 0. Entéo, a partir do Lema 1, o sistema { A— BK, B, FC'}
¢ ERP se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A— BK)+ (A-BK)'P <0, (2.233)
BTP = FC, (2.234)
P > 0. (2.235)

De (2.233), segue que:

P(A— BK)+ (A-BK)"P <0,
P(A+~I —BK)+ (A+~I — BK)'P <0,
P(A— BK)+~yP+ (A—BK)'P+~P <0,
P(A— BK)+ (A— BK)TP+2yP < 0. (2.236)

Do Lema 1, de (2.233) (que é equivalente a (2.236)), (2.234) e (2.235) sao factiveis se
e somente se o sistema {A — BK, B, FC'} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os
zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se que
os zeros de transmissao de um sistema {A4,, B,, C,}, A, € R™*" B, e R e C, € R™*",

sao os numeros s € C, tais que:

sl — A, B,
-, 0

posto <n-4+m.

De (2.234), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas

{A— BK,B,FC} e {A, B, FC'} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operacdes
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elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissio de {A — BK, B, FC'}:

s —A B

sl —A—BK B
—-FC 0

—F 0

Agora, os zeros de transmissao {fl — BK, B, FC'} sao os numeros s € C, tais que

(s—yI—-A B
—FC

posto [ <n+m.

Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A, B, FC}, entdao s = s, + 7
serd um zero de transmissao de {/Nl, B, FC}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{A, B, FC} apresentam parte real negativa se o; +v < 0, Vi € {1,...,p}. Dai, v < —0,

o =max{oy,...,0,}.

Assim, os pélos do sistema {A — BK, B, FC'} apresentam parte real menor que —v

se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A— BK) +(A— BK)'P+2yP <0, (2.237)
BTP = FC, (2.238)
P >0. (2.239)

Susbstituindo (2.228) em (2.237) e definindo-se Ky = K — Ap, tem-se:

P(A— BK)+ (A— BK)'P+2vP

= P(BLA, — B(K — Ap)) + (BLA, — B(K — Ap))" P +2vP
= P(BLA, — BKy) + (BLA, — BKy) P +2vP <0,

PB A, +ATBTP — PBKy — KLEBTP 4 2yP < 0. (2.240)

Sem perda de generalidade, considere Ky = MFC, sendo M € R™™. Note que
se existem K e F tais que todos os zeros de transmissao de {A — BK, B, FC'} possuem
parte real menor que —v, entdao {A + I, B, FC} é de fase minima e FCB = BTPB ¢
simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que todos os zeros de

transmissao de {A — BMF, B, FC'} possuem parte real menor que —y e que o sistema é
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ERP. Substituindo Ky e (2.238) em (2.240), segue que:

PB, A, + ATBT'P —CT"FTMFC — CTFTMTFC + 2¢P < 0. 2.241
o~ 1

Defina, também, as matrizes A,; € R™" e (FC); € R"™™*" tais que A, AT =0,
posto(A,1) = m, (FC) (FC)T = 0 e posto((FC),) = n—m. Assim, note que de (2.241):

AOJ_

o) (PBLA,+ ATBTP — CTFTMFC — CTFTMTFC +29P) [AT, (FC)T ]|
1

A, CTFTMFCAY, — A, CTFTMTFCAT, 4+ 2vA,, PAT,
(FO)LATBTPAL, +2v(FC) PA]}

AOJ_PBJ_AO(FC>I + 27A0LP(FC>T_

< 0.
(FC)LPBLA(FC)L + (FC) LA BIP(FC){ + 2y(FC) . P(FC)L
(2.242)
Assim, existe uma matriz M que satisfaz & LMI (2.242) se e somente se:
posto( A, CTFT) = posto(FCA?|) = posto(CAL, ) = m, (2.243)

(FC), PB A, (FC)] + (FC) ATBTP(FC)] + 27¢(FC)  P(FC)! < 0. (2.244)

Note que estas condigoes implicam que:

Aoi
posto =n.
(FCO).
Considere o caso particular no qual:
F=NA,C"T, (2.245)

sendo N € R™™ inversivel. Assim, (FC), deve ser tal que:

(FC) (FC)T = (FC), CTCAT NT = 0.
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Como N ¢ inversivel, entdo, (FC),CTCAT = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a
forma:

(FO)L = L(CTCAL )T, (2.246)

sendo L € R" ™™™ inversivel e (CTCAT )T € R"™™*" tal que:

(CTCA)I(CTCA ) =0.

posto(CTCAL ) =n —m.
Entao a LMI (2.244), com (F'C), dada em (2.246), é dada por:
(FC)LPBLA(FC)| + (FC)LA]BTP(FC)| + 2v(FC) L P(FC)’]

= L(CTCAL )T PB A (CTCAL ) LT + L(CTCAT )T ATBTP(CTCAL ) LT+
2yL(CTCAT YT P(CTCAT ) LT < 0.

Como L é inversivel, a LMI acima é equivalente a:

(CTCAL)IPBLA(CTCAL,) L + (CTCAT )TATBTP(CTCAT ) 1+
2y(CTCAT YT P(CTCATL)), <.
(CTCAG)IPBIA(CTCAZ )L + (CTCAZ ) TA, BIP(CTCAG )1
< =29(CTCAT YTP(CTCAT)),. (2.247)

Note que, como (CTCAT )T € R*™" uma condi¢do suficiente para (2.247) é que

posto(A4,) =n — m.

A LME (2.238), com F' dada em (2.245), é equivalente a:

BT'P=FC=NA, C"C. (2.248)

Assim, as matrizes I’ e K tais que todos os pdlos do sistema da Fig. 3 tenham parte
real menor que —v, v > 0, e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através do
Algoritmo 2, proposto nesta tese. De acordo com o o Teorema 4, uma condigao necessaria
para a existéncia de matrizes I e K, tais que todos os pdlos do sistema { A—BK,C, B, FC'}
apresentam parte real menor que —v e que este sistema é ERP é que todos os zeros de

transmissao da planta {A, B, C'} possuam parte real menor que —.

Algoritmo 2 Considere uma planta { A, B, C'}, cujos zeros de transmissao possuem parte
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real menor que —y, v > 0. As matrizes F' e K tais que todos os polos do sistema da Fig.
3 tenham parte real menor que —vy e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através

do procedimento abaixo:

1. Determine B, € R™™ ™™ tal que BB =0 e posto([B B,]) = n;

2. Obtenha A, € R"™™" pela expressao (2.229). Se posto(A,) < n —m, o problema

nao tem solu¢ao. No caso de posto(A,) = n —m, passe para o item 3;

3. Determine A, € R™" tal que A, AL = 0 e posto(A4,,) = m. Se posto(CAL))

< m, o problema nao tem solugdo. No caso de posto(C AL ) =m, passe para o item

45

4. Encontre, se possivel, P, = Pl e N que satisfazem as sequintes LMIs:

(CTCAS )T PIBLA(CTCAT )L + (CTCA; ) TATBIA(CTCAG) )L

< =29(CTCAT TP (CTCAL)),, (2.249)
BTP,=NA, CTC, (2.250)
P, > 0; (2.251)

5. Obtenha F = NA, C*;

6. Para F obtido no item 5, encontre P, = P e K que satisfazem as sequintes LMIs:
P A+ ATP, — CTFTKC — CTKTFC < —2vPs,

BTP, = FC,

P, > 0.

2.6 Sistemas Incertos

Nas situagoes praticas em geral, existem incertezas nos parametros da planta. Desta
forma, é importante levar em conta estas incertezas no projeto de sistemas de controle.

Considere, entdo, a planta descrita em (2.252):

& = A(a)x + Bu,

2.252
y =C(a)z, ( )
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sendo r € R", u € R™, y € RP, p>m e a € R" dado por:

_ o -
Qg
a = : , (2.253)
Qr_1
L Qr J
sendo a; > 0,2 =1,2,...,r—1,r constantes desconhecidas, com ay+as+. .. +a,_1+a, =1

Sao admitidas as seguintes hipdteses:

Al O vetor x nao esta disponivel para medicao, mas o vetor y esta disponivel para

medicao;

A2 As matrizes com incertezas A(a) e C'(«) sdo constantes, mas desconhecidas e des-

critas por:
T T
Ala) =Y o4 e Cla) = a;C,,
i=1 i=1
sendo a; > 0,2 =1,2,...,r—1,r constantes desconhecidas, oy +as+. . .+a,_1+a, =
1 e as matrizes A; e Cy, i = 1,...,r sdo conhecidas (incertezas politdpicas).

Considerando a planta descrita em (2.252), satisfazendo as hipdteses Al e A2, foi

proposto o seguinte problema:

Problema 3 Dada a planta {A(«), B,C(«)}, satisfazendo as condigoes Al e A2,
encontre condigoes necessarias e suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes

constantes F' e K, € R™*™, para que o sistema descrito na Fig. 4, com entrada [~](5) e
saida Y'(s), seja ERP.

UG) 4 UGG = aa)e + Bu [l 7 Y (5)
— Yo = C(O‘)x g Elimne
K, |«

Figura 4: Sistema realimentado do Problema 3.

2.6.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida em (2.252), com p = m, satisfazendo as hipdteses Al e

A2. A solucao do Problema 3 é apresentada no Teorema 22.
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Teorema 22 [12] O Problema 3 tem solugao se e somente se existirem matrizes P(a) =

P(a)T, R e F, tais que:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < 0, (2.254)
BTP(a) = FC(a), (2.255)
P(a) > 0. (2.256)

para todo o definido em (2.253) e A2. Alids, se (2.254)—-(2.256) forem satisfeitas, entdo

K, pode ser obtido pela expressao:

K,= (F')"'R. (2.257)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 4, com entrada U(s) e saida

Y (s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)?, K, e F, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK,C(a))TP(a) < 0, (2.258)
BTP(a) = FC(a), (2.259)
P(a) > 0. (2.260)

Agora, considerando (2.258) e definindo R = FT K, segue que:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)TFTK,C(a) — C(a)"KI'FC(a) < 0,

(2.261)
P(a)A(a) + A()TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0,

que corresponde a equagao (2.254). Agora, de (2.255), com posto(B) = m, entao BT P(a) x
B = FC(a)B tem posto m. Portanto, F' € R™*" também tem posto m e assim (F'7)~!
existe. Entao, se o sistema na Fig. 4 for ERP, (2.254)-(2.256) sao factiveis e se (2.254)-
(2.256) forem factiveis, o sistema na Fig. 4 é ERP, para K, dado em (2.257). O

Observagao 12 As expressoes dadas nos teoremas desta se¢ao, com as matrizes P(a),
A(a) e C(ar), podem ser definidas em termos de LMIs, como serd estudado no Capitulo

5.

Observacao 13 Se as incertezas consideradas no Teorema 22 forem removidas, tem-se
o Teorema 7. Note, também, que a condi¢ao de igualdade (2.255) limita a localizagdo das

incertezas na matriz C(a).
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2.6.2 Sistemas com Niumeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo as hipdteses Al e
A2. O Teorema 23, proposto neste trabalho, que é extensao do Teorema 13 para sistemas

incertos, apresentam algumas condigoes suficientes para a solu¢ao do Problema 3:

Teorema 23 O sistema da Fig. 4 é ERP se pelo menos uma das condigoes (i)—(xzi) for

satisfeita:

(i) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as sequintes condigoes:

—2P(a) A(a)T — C(a)'KIBT + P(a) + I, “0

A(a) — BK,C(a) 4+ P(a) + I, —21I, ’
(2.262)
BTP(a) = FC(a). (2.263)

(ii) Existem matrizes Py(a) = PL(a), K, e Fx que satisfazem as sequintes condigoes,

para algum 6 € R:

—2Py () Ala)T — C()TKI'BT + Py (a) + 61, “0
A(a) = BK,C(a) + Px(c) + 61, —261, ’
(2.264)
BT Py(a) = FyC(a). (2.265)
Neste caso, a matriz F' ¢ dada por:
1
F = EFN. (2.266)

(iii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, Ky e F' que satisfazem das sequintes condigies:

~BK;B” — BKTBT — 21, A(a)+ P(a)+1,

A()t + P(a) + I, —2P(a) <0, (2.267)
BTP(a) = FC(a). (2.268)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
Ko = Ky k. (2.269)

(iv) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)”, Ky e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,
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para algum 0 € R, com § > 0:

~BK;B" — BKTB" — 201, A(a)+ Py(a) + 41,

A(a)T + Py() + 01, —2Py(a) <0 (2.270)
BT Py(a) = FyC(a). (2.271)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
Fe %FN, K, = K;F. (2.272)

(v) Erzistem matrizes P(a) = P(a)T, K1, Ky e F que satisfazem as sequintes condigoes:

—2P(a) A()' = C()" KT BT + P(a) + I, “0
A(a) — BK,C(a) 4+ P(a) + I, —BK,BT — BKTBT — 21, ’
(2.273)
BTP(a) = FC(a). (2.274)
Neste caso, a matriz K, € dada por:
Ko == Kl -+ KQF (2275)
(vi) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)?, K1, Ky e Fy que satisfazem as sequintes
condicoes, para algum 6 € R, com § > 0:
—2Py () A(a)T — C(a)' KT BT + Py (a) + 61, “0
A(a) — BK,C(a) + Py(a) + 61, —~BK,BT — BKTBT — 261, ’
(2.276)
BT Py(a) = FyC(a). (2.277)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F= EFN’ (2.278)
Ko == Kl -+ KQF (2279)

(vii) Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem ds sequintes condigoes:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — 2P(a) —C(a)"KI'BT + P(a) + 1,

<0, (2.280)
—BK,C(a) + P(a) + I, —21,

BTP(a) = FC(a), (2.281)
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P(a) > 0. (2.282)

(viii) Existem matrizes Py(a) = Py(a)”, Ky e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,

para algum § € R:

PN(C()A(CO -+ A(Oé)TPN(Oé) — QPN(C() —C(C()TKJY\}BT + PN(C() + (Sln

Y

(2.283)
BT Py(a) = FyC(a), (2.284)
Py(a) > 0. (2.285)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F= EFN’ (2.286)
1
K, = SKN' (2.287)

(iz) Ezistem matrizes P(a) = P(a)?, Ky, Ky e Fiy que satisfazem as sequintes condigoes:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — 2P(a) —C(a)" KT BT + P(a) + 1,

—BK,C(a) 4+ P(a) + I, _BK,B” — BKI'BT —2I, <0, (2.288)
BTP(a) = FC(a), (2.289)
Pla)>0. (2.290)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
K, = K| + KyF. (2.291)

(z) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)?, Kni1, Kn2 e Fy que satisfazem as sequintes

condicoes, para algum 0 € R, com § > 0:

Py(a)A(a) + A(a)" Py(a) — 2Py(a) —CT(a)K3%; BT + Py(a) + 61,

<0,
—BKNlC(oz) + PN(OJ) + 6In —BKNQBT - BKJYCQBT — 26]71
(2.292)
BT Py(a) = FyC(a), (2.293)
Py () > 0. (2.294)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1

F = —Fly, (2.295)

J
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K, =K+ K)F, (2.296)
sendo:
1
K =-K
1 5 N1,
Ky = 1K
2= sHN2

(zi) Existem matrizes P(a) = P(a)T, M, N e F que satisfazem as sequintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)" P(a) — C(a)" NTBT — BNC(a) < 0, (2.297)
P(a) >0, (2.298)

BM = P(a)B, (2.299)

BTP(a) = FC(a). (2.300)

Neste caso, a matriz K, é dada por:
K,=M"'N. (2.301)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por
A(a), C por C(«a) e P por P(a). O

Observacgao 14 Como serd estudado no Capitulo 5, é possivel solucionar as condigoes
(i)—(xzi) do Teorema 23 sem a dependéncia do parametro o. Por exemplo, as expressoes

(2.262) e (2.263), dadas no item (i), sao equivalentes a:

—2P, AT —CT'KIBT + P+ I,
A; — BK,Ci+ P, + I, —2I, ’
B"P, = FC,,
1=1,2,...,m.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que o sistema {A(«), B, FC(«)} seja de
fase minima. O Teorema 24, proposto neste trabalho, fornece condigoes necessarias e

suficientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 4.

Teorema 24 Considere F tal que o sistema {A(a), B, FC(a)} seja de fase minima, para

todo o admissivel. Entao, uma solucao para o Problema 3 é obtida através das sequintes
LMIs, em termos de K, e P(a) = P(a)T:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)"FTK,C(a) — C(a)' KT FCO(a) < 0,
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A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1.

Observacao 15 Como serd estudado no Capitulo 5, € possivel solucionar o Teorema 2/

sem a dependéncia do parametro a.

2.6.3 Sistemas Incertos com Taxa de Decaimento

2.6.3.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para a
obten¢ao de um desempenho adequado para um sistema de controle. Freqiientemente,
também ¢é necessario especificar a resposta transitéria. O Teorema 25, concebido em [12],
estabelece condigoes necessarias e suficientes para que todos os pélos do sistema incerto
da Fig. 4, com o mesmo numero de entradas e saidas, tenham parte real menor que —v

e que este sistema seja ERP.

Teorema 25 [12] Sejam z;(a) = o;(a) +jFi(a), o;(a) e fi(a) € R, i =1,...,p 0s zeros
de transmissao do sistema {A(«), B,C(«)}, descrito no Problema 3. Entao, dada uma

constante positiva v, existem matrizes P(a) = P(a)t, R e F, tais que:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < —2vP(«), (2.302)

BTP(a) = FCO(a), (2.303)

P(a) > 0. (2.304)

se e somente se vy < —o, sendo 0 = mazx{oi(a),...,0,(a)} e existe F € R™™, tal que

FC(a)B = (FC(a)B)T > 0, para todo o admissivel. Neste caso, uma matriz K, pode

ser obtida pela expressao:

K,= (F')'R. (2.305)
Prova Definindo A(a) = A(a) +~I, entdo (2.302) pode ser descrito por:
+ (A(a) =91)"P(a) = C(a) (R + R")C(a) < =2yP(a),
+A(a)"P(a) = yP(a) — C(a)" (R + R")C(a) < —27P(a),

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)" (R + RT)C(a) — 2yP(a) < —2vP(a),
a@)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)T(R 4+ RT)C(a) < 0. (2.306)
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Do Teorema 22, de (2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304), o sistema
{A(a) — BKC(a), B, FC(a)} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os zeros de
transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se que os zeros
de transmissao de um sistema {A(«a), B,C(a)}, A(a) € RV, B e R™™ e C(a) € R™*",

sdo os numeros s(a) € C, tais que:

s(a)l — A(or) B
—C(a) 0

<n-+m.

posto [

De (2.303), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A(a) —
BKC(a),B,FC(a)} e {A(a), B,C(a)} tém os mesmos zeros de transmissdao, usando
operacoes elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os

zeros de transmissio de {A(a), B, C(a)}:

s(a)] — A(a) + BKC(a) B
—FC(a) 0

s(a)l — A(a) B
—FC(a) 0

~Y

N s(a)l — A(a) B
—C(a) 0

Agora, os zeros de transmissio {A(a), B, C(a)} sdo os niimeros s(a) € C, tais que:

(s(@) =) = A(a) B
—C(@) 0

<n-4+m.

posto [

Portanto, se s(a) = s,(c) for um zero de transmissao de {A(«a), B,C(«)}, entdo
s(a) = s,(a) + 7 serd um zero de transmissao de {A(«a), B, C(«)}. Entdo, todos os zeros
de transmissao de {A(a), B,C(a)} apresentam parte real negativa se o;(a) + v < 0,
Vi € {1,...,p}. Dai, v < —0o, 0 = max{oi(a),...,0,(a)}, para todo a admissivel.
Agora, de (2.303) e (2.304), FC(a)B = BTPB > 0. A necessidade estd provada. Para
demonstrar a suficiéncia, considere que 0 < v < —o, ou seja, todos os zeros de transmissao
de {A(a), B, C(a)} apresentam parte real negativa e, ainda, que existe F' € R™*™ tal que
FC(a)B = (FC(a)B)T > 0. Note que, nestas condicdes, o sistema {A(a), B, FC(a)}
satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K,(«) tal que K(a) = K,(«a)F
torne o sistema {A(a) — BK(a)C(a), B, FC(a)} ERP. Mais especificamente, pode-se
demonstrar que, usando argumentos descritos em [34,35], K,(«a) = kI, k > 0, constante e
suficientemente grande torna o sistema descrito acima ERP. Finalmente, do Teorema 22,
(2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304) sao factiveis e o Teorema 25 estd

demonstrado. O
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Observacao 16 Se as incertezas consideradas no Teorema 25 forem removidas, tem-se

o Teorema 15.

2.6.3.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas e Saidas

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo as hipdteses Al e
A2. O teorema 26, proposto neste trabalho, que é extensao do Teorema 20 para sistemas
incertos, estabelecem condigoes suficientes para que todos os pélos do sistema incerto da
Fig. 4, com o ntimero de saidas maior que o nimero de entradas, tenham parte real menor

que —v, v > 0, e que este sistema seja ERP:

Teorema 26 Todos os polos do sistema da Fig. 4 possuem parte real menor que —v,

comy > 0, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condigoes (i)—(xi) for satisfeita:

(i) Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as sequintes condigoes:
—2P(a)
A(a) ++vI — BK,C(a) + P(a) + I,

A()T +~4I - C(a)TKI'BT + P(a) + I,

<0,  (2.307)
—2I,

BTP(a) = FC(a). (2.308)

(ii) Erzistem matrizes Py(a) = Py(a)T, K, e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,

para algum 0 € R:

—QPN(C(>
A(a) +~vI — BK,C(«a) + Py(a) + 61,
A@)T +~I = C(a)TK'BT + P + 41,
(@ 91 = Cl) KIB" + Py(e) 400 | 0
—201,
BT Py(a) = FyC(a). (2.310)
Neste caso, a matriz F' ¢ dada por:
1
F = EFN' (2.311)



65

(iii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)”, Ky e F' que satisfazem as sequintes condigies:

~BK;B" — BK{B" —2I,, A(a) 4+~ + P(a) + I,

A()T +~I + P(a) + 1, —9P(a) <0, (2.312)
B"P(a) = FC(a). (2313)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
Ko = Kyk- (2.314)

(iv) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)”, Ky e Fy que satisfazem as sequintes condigoes,
para algum 6 € R, com § > 0:

~BK;B" — BKTB" — 201, A(a) +~I + Py(a) + 61,

! <0,  (2.315)
A(a)" +~I 4 Py(o) + 01, —2Pn ()

BT Py(a) = FyC(a). (2.316)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=<Fy, K,=KF (2.317)

(v) Erzistem matrizes P(a) = P(a)T, K1, Ky e F que satisfazem as sequintes condigoes:

—2P(«)
A(a) +~I — BK1C(a) + P(a) + 1,
A()T +~4I — C(a)TK] BT + P(a) + I,

<0,  (2.318)
—-BK,BT — BKIBT —2I,
BTP(a) = FC(a). (2.319)
Neste caso, a matriz K, € dada por:
K, = K, + K,F. (2.320)
(vi) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)?, Ky, Ky e Fy que satisfazem as sequintes

condicoes, para algum 0 € R, com § > 0:

—QPN(Od)
A(a) +vI — BK,C(a) + Py(a) + 01,
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A()t +~I — C()' KT BT + Py(a) + 61,

0, (2.321)
—BK,BT — BKIBT — 241,
BT Py(a) = FyC(a). (2.322)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F = SFN, (2.323)
K, = K; + KyF. (2.324)

(vii) Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as sequintes condigoes:

P(a)A(a) + A(e)"P(a) — 2P(a) —C(a)"KI'BT + P(a) + I,

—BK,C(a) + P(a) + I, —21I,
< -2y PEJO‘) 8 , (2.325)
BTP(a) = FC(a), (2.326)
P(a) > 0. (2.327)

(viii) Existem matrizes Py(a) = Py(a)”, Ky e Fx que satisfazem as sequintes condigoes,

para algum § € R:

PN(C()A(CO -+ A(Oé)TPN(Oé) — QPN(C() —C(C()TKJY\}BT + pN(Od) + (Sln

—BKNC(a) + Py(a) + 01, —201,
Py(a) 0
< =2y w(@) , (2.328)
0 0
BT Py(a) = FxC(a), (2.329)
Py () > 0. (2.330)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
1
F = gFN, (2.331)
1
K, = EKN. (2.332)
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(iz) Existem matrizes P(a) = P(a)?, K1, Ky e Fy que satisfazem as sequintes condigoes:

P(a) 0

< =2y
0 0

Neste caso, a matriz K, é dada por:

Ko == Kl +K2F

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — 2P(a) —C(a)TKT BT + P(a) + 1,
—BEK,C(a) + P(a) + I, _BK,B" — BKTB" —2I,

(2.333)

(2.334)

(2.335)

(2.336)

(z) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)?, K1, Kno e Fy que satisfazem as sequintes

condicoes, para algum 6 € R, com § > 0:

PN(Oé) 0
0 0

< =2y

9

BT Py(a) = FnC(a),
PN(OJ) > 0.

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=_-F
5 N>

Ko:K1+K2F7

sendo:
1
K =-K
1 (5 N1,
1

Pn(a)A(a) + A(a)T Py(a) — 2Py (o) —C(a)' KL, BT + Py(a) + 61,
—BEKn1C () + Py(a) + 61, ~BKNoBT — BKE,BT — 261,

(2.337)

(2.338)

(2.339)

(2.340)

(2.341)

(zi) Existem matrizes P(a) = P(a)T, M, N e F que satisfazem as sequintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)' NTBT — BNC(a) < —2vP(a),

P(a) >0,

(2.342)

(2.343)
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BM = P(a)B, (2.344)
BTP(a) = FC(a). (2.345)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=M™'N. (2.346)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por
A(a) +v1, C por C(a) e P por P(a). O

Observacao 17 Como serd estudado no Capitulo 5, € possivel solucionar as condi¢oes

(1)—(xi) do Teorema 26 sem a dependéncia do pardametro .

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema
{A(«), B, FC(«)} possuem parte real menor que —v, v > 0. O Teorema 27, proposto
neste trabalho, fornece condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma matriz
K, tal que todos os pdélos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor que —v, e que

este sistema seja ERP.

Teorema 27 Considere F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema {A(«), B,
FC(«a)} possuem parte real menor que —vy, v > 0, para todo o admissivel. Entdo, uma
condi¢cdo suficiente para que todos os polos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor

que —v e que este sistema seja ERP é obtida através das sequintes LMIs, em termos de
K, e P(a) = P(a)T:

P(a)A(a) + A(a)" P(a) — C(a)" FTK,C(a) — C(a)' KT FC(a) < —2vP(a),
BTP(a) = FC(a),
P(a) > 0.

Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O

Observacao 18 Como serd estudado no Capitulo 5, € possivel solucionar o Teorema 27

sem a dependéncia do parametro a.

Observacao 19 Se as incertezas consideradas nos teoremas desta se¢ao forem removidas,

tém-se os teoremas das Secoes 2.4 e 2.5.
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2.7 Sintese de Sistemas ERP com Compensadores
Dinamicos de Ordem m

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), cuja
ordem corresponde ao numero de entradas da planta, e uma matriz constante [’ em série

com a saida.

Wﬁ’ Gol(s) U(s)= G (5) Y(s)= 7 +f Yo (s)

Figura 5: Sistema de malha aberta.

Considerando a representagao da planta G,(s) em espago de estados, dada por {4,, B,,
C,}, uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:
z, = Ay, + Byu, (2.347)

Yo = FCpzp + I,
sendo z, € R", u € R", y, € R™, A, € R"™", B, € R (C, € RP*" p > m,

posto(B,) = m e posto(C,) = p.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representagdo em espaco de

estados:

t. = A.x. + Bow,
(2.348)
u = Ocl‘cv

sendo z. € R™, w € R™"u € R™, A, e R™*™ B, € R™™ C. € R™™, posto(B,) =m e

posto(C,) = m.

Observagao 20 Considere G.(s) = C.(sl,, — A.)"'B. = N.(s)(D.(s))™!, sendo D.(s)
= (s—a)l, e N.(s) = N.. A representacio do compensador em espago de estados é dada

em (2.848), cujas matrizes A., B. e C. podem ser definidas por:

A.=al,, B.=1I,, C.=N.. (2.349)

Entao, a representacao em espaco de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,
com a planta G,(s) representada por (2.347) e o compensador G.(s) representado por

(2.348), é dada por:
i = Ar + Bw,
Yo = OZL‘,
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. C=|FC, C.|. (2.350)

B,

Observacao 21 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo nimero de entradas e saidas.
Observacao 22 O produto (CB) € dado por:

cB=|rc, C | = C.B..

[

Observacao 23 Os zeros de transmissao de {A, B,C} sdo os autovalores de (A, —

B,FC,):

sl,—A, —B,C. 0 ]
sl—A B
posto = posto 0 sl, —A. B.
-C 0
—FC, —C, 0 |
I, 0 -8B, sl, —A, —-B,C. 0
= posto 0 I, O 0 sl,, —A. B.
0o 0 I, —FC, —C, 0
sl, — Ay, + B,FC, 0 0
= posto 0 sl, — A, B. | <n-+2m.
—FC, —C. 0

Como as matrizes B. e C. tém posto completo, suas linhas sdo linearmente indepen-

dentes. Entao, seque que:

sl —A B

oo <n+2m <= posto (sI, — A, + B,F'C,) <n

posto [
<= det (sl, — A, + B,FC,) = 0.

Teorema 28 FEziste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimenta¢ao
da saida K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F' tal

que a matriz (A, — B,FC,) seja Hurwitz, isto €, o sistema da Fig. 6 € estdvel.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 22 e 23. O

Os Lemas 6 e 7, propostos pelos autores, e os Lemas 8 e 9, dados em [41], apresentam

condigoes suficientes para a estabilidade do sistema na Fig. 6.
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R(s) + U(s) Go(s)
F <

Figura 6: Sistema com realimentagao da safda.

Y(:)

Lema 6 Uma condicao suficiente para a estabilidade do sistema na Fig. 6 é a existéncia

de matrizes Py = Pk e F que satisfazem as sequintes LMIs, para algum § € R:

—2Py AT — CTFTBT + Py + 61,

< 0. (2.351)
A, — B,FC, + Py + 61, —261,

Prova Do critério de estabilidade de Lyapunov [42], o sistema {A, — B,F'C,, B,, C,}

é quadraticamente estével se e somente se existir uma matriz P = PT > 0 tal que:

P(A, — B,FC,) + (A, — B,FC,)"P < 0. (2.352)

Seja Py = 0P. Uma condicao necessaria para (2.351) é que Py > 0 e ¢ > 0. Entao,
P = PT > 0. Multiplicando a LMI (2.351) & esquerda por { I, P } e a direita por

{ I, P }T, obtém-se:

(5, P —2Py Al = CYF"B] + Py +61, | | I

! A, — B,FC, + Py + 41, —261, P
s —26P AT — CTFTBY + 6P+ 61, | | I,
" A, — B,FC, + 6P + 41, —261, P

= P(A, — B,FC,) + (A, — B,FC,)"P < 0.

Assim, (2.351) é uma condigao suficiente para (2.352). Entao, se existir Py = Py > 0, F

e ¢ que satisfazem a LMI (2.351), o sistema na Fig. 6 é assintoticamente estdvel. O

Lema 7 Uma condigao suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a existéncia

de matrizes Py = Pk e Fy, que satisfazem as sequintes LMIs, para algum § € R:

PyA,+ APy — 2Py —CTFLBT + Py + 61,

<0, (2.353)
—B,FxC,+ Py + 61, —261,

Py > 0. (2.354)
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Neste caso, a matriz F' € dada por:

F = -Fy. (2.355)

1
4]
Prova A prova deste lema é similar a prova do Lema 6. O

Lema 8 [/1] Uma condi¢do suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a

existéncia de matrizes P = PT, M e N que satisfazem as sequintes condicoes:

PA+ ATP - CTNTBT — BNC <0, (2.356)
P >0, (2.357)
BM = PB, (2.358)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=M"'N. (2.359)
Prova A prova deste lema é mostrada em [41]. O

Lema 9 [/1] Uma condigao suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a

emisténcia de matrizes W = W7T, M e N que satisfazem as sequintes condigoes:

AW + WAT — BNC — CTNTBT <0, (2.360)
W >0, (2.361)
MC = CW, (2.362)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=NM". (2.363)

Prova A prova deste lema é mostrada em [41]. O

2.7.1 Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Reali-
mentagao da Saida

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a safda da planta, de modo que (A, — B,FC,) seja Hurwitz.
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R(sH_W (s)

O3 Gl) 7251 G (9) FH%%—»

Figura 7: Sistema de malha fechada.

Teorema 29 FEuxiste uma matriz K, tal que o sistema na Fig. 7 seja ERP se e somente

se existirem matrizes Py = Pl e K, que satisfazem as sequintes LMIs:

[Q“ Q12 <0, (2.364)
Q,{Q QQZ
P = P G B >0, (2.365)
(BH)T'FC, (B7)'Ce
sendo:
Qu = PuA,+A Py —C/F'K,FC,—CIF'K]FC, (2.366)
Q12 = PuB,C.+C/F'B'A. —CIF'K,C.+ ALCIF"B ' —
C'F'K!C,, (2.367)
Q»n = (B 'FC,B,C.+C{BICI'F'B;' + (Bl ) 'C.Ac+ ALCI B —
CT'K,C.— CTKIC.. (2.368)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado na Fig. 7, com entrada R(s) e

saida Y,(s) ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT e K, tais que:

P(A— BK,C) + (A— BK,C)"P <0, (2.369)
BTP =, (2.370)
P> 0. (2.371)
Considere:
Py P
= =P
Py P

Entao, substituindo a matriz P definida acima e as matrizes A, B e C' dadas em
(2.350) em (2.370), tem-se:
Pl = (B 'FC,, (2.372)
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Py = (BI)7'C.. (2.373)

Portanto, substituindo (2.372) e (2.373) em (2.371), obtém-se a LMI (2.365).

Como P é simétrica e definida positiva, Py também é simétrica e definida positiva, e
entao:

(BH™'Cc.=CrB ' > 0. (2.374)

A condicao (2.374) ¢ satisfeita se e somente se o compensador for escolhido de modo
que C.B, = (C.B.)T > 0. Para B, e C. dados em (2.349), esta condicdo corresponde a
N.= NI >o.

Entao, com as matrizes A, B e C' dadas em (2.350), e P dada em (2.365), de (2.369)
e (2.374), obtém-se a LMI (2.364). O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com
a salda da planta, de modo que (A4, — B,FC,) seja Hurwitz, e outra matriz F, em série

com a saida do sistema.

oo 2 6, )

R(sH_W(s) Y(s)= + __Yy(s) Yy(s)

FA—% o —

Figura 8: Sistema de malha fechada com F, em série com a saida.

K, [«

Teorema 30 Ezistem matrizes K, e F, tais que o sistema na Fig. 8 seja ERP se e
somente se existirem matrizes P;; = PlTl, Py = PQT2 e R, que satisfazem as sequintes

LMIs:

[ Qu Qu | 0, (2.375)
b Q
12 22
P CTFT(C:Y)TP.
pP= H p (O P | 0, (2.376)
PyCI FC, Py,
sendo:
Qu = Pud,+ APy —CIF'(C")'RFC,— CIF'"R'C'FC,, (2.377)
Q12 = PuB,Cc+ CIF(CN) PyA, — CTFT(CH)TRC. +
ATCIFT(CoNY Py — CIFTRT, (2.378)

Qe = PyuC.'FC,B,C.+ CI'BICTFT(C7N) Py + PayAc + Al Poy —
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RC, - CI'R". (2.379)

Quando as LMIs (2.375) e (2.876) sao satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas
por:

K, = B;'Py'R, (2.380)

F, = BI'PyC . (2.381)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7, com entrada R(s) e saida Y,(s)

¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = P e K,, tais que:

P(A—- BK,C)+ (A—- BK,0)'P <0, (2.382)
BTP =F,C, (2.383)
P> 0. (2.384)
Considere:
P, P
— | TR pT s,
PL Py

Entao, substituindo a matriz P definida acima e as matrizes A, B e (' dadas em
(2.350) em (2.383), tem-se:
P}, = PpC ' FC,, (2.385)

BI'Pyy = F,C.. (2.386)

Portanto, de (2.386), segue a equagao (2.381). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.384), obtém-se a LMI (2.376).

Defina R = Py B.K,. Entao, com as matrizes A, B e C' dadas em (2.350), e P dada
em (2.376), obtém-se a LMI (2.375). A matriz de realimentagdo da saida K, é obtida
através da equagao (2.380). O

2.7.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem m e
Realimentacao da Saida

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m, e uma matriz constante F em série com a saida. Considerando a representacao da
planta G)(s) em espaco de estados, dada por {A,, B,, C,}, uma parte do sistema da Fig.

5 pode ser representada na forma (2.347) e a representacao do compensador G.(s) é dada
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por (2.348).

Teorema 31 FEziste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimenta¢ao
da saida K, tais que todos os polos do sistema da Fig. 5 apresentam parte real menor que
—, v > 0, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz F' tal que todos

os autovalores da matriz (A, — B,FC,) possuam parte real menor que —v.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 22 e 23. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com
a saida da planta, de modo que todos os autovalores de (A, — B,FC,) possuam partes

reais menores que —7.

Teorema 32 Considere z; = o; +j 0;, 05 ¢ B € R, ¢ = 1,...,p, os autovalores de

(A, — B,FC,). Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K, e P;; = P},

tais que:
P CTFTB;!
[ QlTl Qo } <-=2y| N P (2.387)
Q12 QQQ (Bc) FCp (Bc ) CC
P CTFTB!
pP= H Pt Te s, (2.388)
(BS)'FC, (BI)'Ce
sendo:
Qu = Pud,+ APy —CIF'K,FC,— CIFT'KI'FC, (2.389)
Q12 = PuB,Cc+ClF'B'A.— CIFTK,C.+ AlCIF"B; ' —
CI'FTKlC., (2.390)
Q»n = (B 'FC,B,C.+CIBICI'F'B;' + (Bl ) 'C.Ac+ ALCI B —
CT'K,C.— Cr'K!C,, (2.391)
se e somente se vy < o, sendo 0 = m@x{al, .. ,ap}.

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 29. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com
a saida da planta, de modo que todos os autovalores de (A, — B,FC,) possuam partes

reais menores que —, e outra matriz F, em série com a saida do sistema.
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Teorema 33 Considere z; = o, +j 0;, 0; ¢ B € R, ¢ = 1,...,p, os autovalores de
(A,—B,FC,). Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K,, F,, Pi; = P},

Py = 132T2 e R tais que:

P, CTFT(C:YHTP
Q;l QIQ < _27 111 P ( C ) 22 , (2392)
12 Q2 PyC7 FC, Py
P CTFT(C:Y)TP
pP= H p (O P | 0, (2.393)
PQQC;lFCp Pyo
sendo:
Qu = Pud,+ APy —CIF'(C;N)'RFC,— CIFT"RTC'FC,, (2.394)
Q12 = PuB,Co+ CIF(C7N) PyA, — CIFT(CHTRC. +
ATCIFT(CoNY Py — CIFTRT, (2.395)
Q2 = PnC'FC,B,C.+ CcTBpTCpTFT(CgUTPQQ + PrdAc+ AP —
RC.— CI'R", (2.396)

se e somente se vy < o, sendo 0 = max{oy,...,0,}. Quando as LMIs (2.392) e (2.393)

sao satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:
K,= B.'Py'R, (2.397)

F, = BI'Py,C . (2.398)
Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 30. O

2.7.3 Compensadores Dinamicos de Ordem m para Sistemas In-
certos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m e uma matriz constante F' em série com a saida.

Considerando a representacao da planta G,(s) em espago de estados, dada por {A4,(«a),

B,,Cy(a)}, uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:

&, = Ap(a)z, + Byu,

(2.399)
Yo = FCy(a)x, + Inu,

sendo z, € R", u e R", y, € R™, A,(a) € R"", B, € R C,(«a) € RP*", posto(B,) =
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m e posto(C,(a)) = p, para todo o admissivel.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representagdo em espaco de

estados:

.c - Ac ¢t Bc ;
To = Ao T2 (2.400)
u = C.x,,

sendo r. € R™™ w e R"ueR™ A, e R™™ B, e R™™ C, e R™™ posto(B.) =m

e posto(C..) = m.

Observagao 24 Considere G.(s) = Ce(sl,, — Ae) ' B. = N.(8)(D.(s))™", sendo D.(s) =
(s —a)l,, e N.(s) = N.. A representagcio do compensador em espago de estados é dada

em (2.848), cujas matrizes A., B. e C. podem ser definidas por:

A.=al,, B.=1I,, C.=N.. (2.401)

Entao, a representacao em espaco de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,
com a planta G,(s) representada por (2.399) e o compensador G.(s) representado por

(2.400), ¢é dada por:
& = A(a)r + Bw,

Yo = Cla)z,
sendo:
Tp A, (o) B,C, 0
r = , Ala) = , B= , Cla) =1 FC C. 2.402
LC (a) Y 5 (a) = [ FCy(a) C. . (2.402)

Observacao 25 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo nimero de entradas e saidas.

Observacao 26 O produto (C(«)B) é dado por:

0
B.

C(a)B =[ FCya) C. | = C.B..

Observagao 27 Os zeros de transmissao de {A(a), B, C(«)} sao os autovalores de (Ap(cv)
—B,FCy(a)):

sl, —Ay(e) —B,C. 0
= posto 0 sl,, — A, B.
—FCy(a) —C. 0

sl —A(a) B

posto
—C(a) 0
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I, 0 -B, sl, — Ay(a) —B,C. 0
= posto 0o I, O 0 sl, —A. B.
0o 0 I, —FCy(a) —C, 0
sl, — A,(a) + B,FCy(a) 0 0
= posto 0 sl, —A. B. | <n+2m.
—FCy(a) —C, 0

Como as matrizes B. e C. tém posto completo, suas linhas sao linearmente indepen-

dentes. Entao, seque que:

sl —A(a) B

< n+2m <= posto (sI, — Ay(a) + B,FCy(a)) <n
—C(a) 0

posto

<= det (s, — A,(a) + B,FCy(a)) = 0.

Teorema 34 FEziste um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimenta¢ao
da saida K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F'
tal que a matriz (A,(a) — B,FCy(a)) seja Hurwitz, isto €, o sistema da Fig. 6 € estdvel,

para todo o admissivel.
Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 26 e 27. O

2.7.3.1 Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Realimentacao da
Saida para Sistemas Incertos

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a saida da planta, de modo que (A, (o) — B,F'Cy(«)) seja Hurwitz, para todo o admissivel.

Teorema 35 FEuxiste uma matriz K, tal que o sistema na Fig. 7 seja ERP se e somente

se existirem matrizes P(a) = Piy(a)t e K, que satisfazem as sequintes LMIs:

Qu Qu| _, (2.403)
Q,{Q QQQ
TrnT Rp—
P(a) = Pule) G FIBT ) (2.404)
(BS)'FCyla)  (BS)™'Ce

sendo:

Qu = Pu()Ay(e) + Ay(a)" Pri(a) — Cp(a) " FTK,FCy(or) —
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Co(a)'FTKI'FC,(a), (2.405)
Qi = Pu(a)B,C.+ Cy(a)'F'B A, — Cp(a)' FTK,C, +

Ay ()T C ()" FTB! — Cp(a)' FTKT C,, (2.406)
Qn = (B;)'FC)(a)B,C, + O,CTBZCP(Q)TFTBC_I +(BI)TICA +

ATcTB !t - CTK,C. - CTKTC.,. (2.407)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado na Fig. 7, com entrada R(s) e

saida Y,(s) ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)T e K, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK,C(a))" P(a) < 0, (2.408)
BTP(a) = C(a), (2.409)
P(a) > 0. (2.410)
Considere:
PH(Oé) Plg(Oz) T
Pla) = = Pla 0.
@=1 b Poa) ] (a)" >

Entao, substituindo a matriz P(«) definida acima e as matrizes A(«), B e C(«) dadas
em (2.350) em (2.409), tem-se:

Pia(a)" = (BH'FC,(a), (2.411)
Pyy(a) = (B 'C.. (2.412)

Portanto, substituindo (2.411) e (2.412) em (2.410), obtém-se a LMI (2.404).

Como P(«) é simétrica e definida positiva, Pag(c) também é simétrica e definida
positiva, e entao:

(BH™'Cc.=CrB ' > 0. (2.413)

A condicao (2.413) ¢ satisfeita se e somente se o compensador for escolhido de modo
que C.B. = (C.B.)T > 0. Para B, e C. dados em (2.349), esta condicdo corresponde a
N.= NI >o.

Entao, com as matrizes A(a), B e C(«) dadas em (2.402), e P(«) dada em (2.404),
de (2.408) e (2.413), obtém-se a LMI (2.403). O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com

a saida da planta, de modo que (A4,(a) — B,F'Cy(a)) seja Hurwitz, para todo o admissivel,
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e outra matriz F, em série com a saida do sistema.

Teorema 36 Fxistem matrizes K, e F, tais que o sistema na Fig. 8 seja ERP se e

somente se existirem matrizes Pyp(a) = Pu(oz)T, Py = PQF"; e R, que satisfazem as
sequintes LMIs:
[ QlTl Q2 ] <0, (2.414)
Q1y Q2
P C(a)TFT(C-HTP
P(a) = () W O P |y (2.415)
pQQCc_lFCp(C(> PQQ

sendo:

Qu = Pu(a)Ay(a)+ Ay(a)" Pula) = Cp(a) " FT(CTY RFCy(a) —

Co(a)'FTRTCIYFC, (), (2.416)
Qi = Pu(a)B,C.+ Cy)"FT(C7H PuA, — Cy(a)' FI(CTHTRC, +

Ay ()T CL ()T FT(CTNY T Pyy — Cp(a)" FTRT, (2.417)
Q= PnC.'FCy(a)B,C.+ CTBICy(a)" FT(C; ) Pay + PpoAc +

ATPyy — RC, — CTRT, (2.418)

Quando as LMIs (2.414) e (2.415) sdo satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas
por:
K, = B 'Py'R, (2.419)

F, = BI'PyC . (2.420)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7, com entrada R(s) e saida Y,(s)

é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)” e K,, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK,C(a))"P(a) < 0, (2.421)
BTP(a) = F,C(a), (2.422)
P(a) > 0. (2.423)
Considere:
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Entao, substituindo a matriz P(«) definida acima e as matrizes A(«), B e C'(«) dadas

em (2.402) em (2.422), tem-se:
Pio(a)" = PpC FC,(a), (2.424)
BIPy = F,C.. (2.425)

Portanto, de (2.425), segue a equagao (2.420). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.423), obtém-se a LMI (2.415).

Defina R = Py B.K,. Entao, com as matrizes A(«), B e C(a) dadas em (2.402), e
P(«) dada em (2.415), obtém-se a LMI (2.414). A matriz de realimentagao da saida K,
¢ obtida através da equagao (2.419). O

2.7.3.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem m e Realimentacao
da Saida para Sistemas Incertos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m, e uma matriz constante F em série com a saida. Considerando a representacao da
planta G,(s) em espago de estados, dada por {A,(«a), B,, C,(a)}, uma parte do sistema
da Fig. 5 pode ser representada na forma (2.399) e a representacao do compensador G.(s)
¢ dada por (2.400).

Teorema 37 FEziste um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimenta¢ao
da saida K, tais que todos os polos do sistema da Fig. 5 apresentam parte real menor que
—v, v > 0, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz ' tal que todos

os autovalores da matriz (Ay(a) — B,F'Cy()) possuam parte real menor que —.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 26 e 27. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com
a salda da planta, de modo que todos os autovalores de (A,(a) — B,FCy(a)) possuam

partes reais menores que —7.

Teorema 38 Considere z; = o, +j 0;, 0; ¢ B € R, ¢ = 1,...,p, os autovalores de
(Ap(o) — B,FCy()). Entao, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K, e
Py (a) = Py(a)T, tais que:
Qu Qe P (a) Cy(a)"FTB!
< =2y
@
12 22

(BI)T'FCp(w) (BT)~C, g (2.426)
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Pla) = >0, (2.427)
(BI)'FCya) (BT IC
sendo:
Qu = Pule)Ay(a) + Ay(a) Pu(a) — Cyla) FTK,FCy(a) —
Co(a)"FTKIFCy(a), (2.428)
Q12 = Pu(0)B,Ce+4 Cy(a)"F'B A, — Cp(a)"FTK,C, +
Ay ()T C ()" FTBY — Cp)' FTKT C,, (2.429)
Qn = (B:)'FC()B,Co+ OB, Cpla) B + (B.) " CoAe +
Arcrp' - Cr'K,C. - CTK!C,, (2.430)
se e somente se y < o, sendo 0 = mazx{oy,...,0,}.

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 35. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com
a salda da planta, de modo que todos os autovalores de (A,(a) — B,FCy(a)) possuam

partes reais menores que —v, e outra matriz F, em série com a saida do sistema.

Teorema 39 Considere z; = o; +j 0;, 05 ¢ B; € R, i = 1,...,p, os autovalores de
(A,(a) — B,FCy(a)). Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K,, F,,

Pii(a) = Pu(a)”, Py = P, e R tais que:

P C TpT(Cc-HTp
Qll Q12 ] < —2y 11(04) p(Oé) ( c ) 22 ’ (2'431)
1T2 Q22 P22O;1F0p(04) Py
P, C TpT(Cc-HTp
P(a) = () Wl FCT P | (2.432)
PQQC;lFCp(OC) PQQ
sendo:
Qu = Pu(@)Ay(e) + Ay()" Pii(a) — Cp(a)"FT(C.)TRFCy(a) —
Co(a)"FTRTCITFC, (), (2.433)
ng = Pll(Oé)BpCc + Cp(OZ)TFT(OC_l)TPQQAC - Cp(OZ)TFT(OC_l)TRCc +
Ay ()T CH ()T FT(CTHT Py — Cp(a)" FTRT, (2.434)

Qzn = PnC'FC,()B,C.+ CCTBZCp(@)TFT(Cc_I)TPH + PpAc+
ATPyy — RC, — CTRT, (2.435)
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se e somente se y < o, sendo 0 = maz{oy,...,0,}. Quando as LMIs (2.451) e (2.432)

sao satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:
K, = B 'Py'R, (2.436)

F, = BI'PyC . (2.437)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 36. O

2.8 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, inicialmente, foram apresentadas as defini¢oes de sistemas ERP e os
resultados disponiveis na literatura. Para plantas sem incertezas e com o mesmo numero
de entradas e saidas, foram discutidos os resultados sobre o problema de sistemas ERP
com controladores estaticos e acesso somente as saidas da planta, formulado no Problema

2 e solucionado em [13,21].

Em [12], foi estudado o Problema 3, que é uma extensao do Problema 2 para sistemas
com incertezas politopicas, para plantas com o mesmo numero de entradas e saidas.
Adicionalmente, foram obtidas duas condigoes suficientes, duais, para o sistema da Fig.
3, cujas plantas possuem o ntimero de saidas maior que o nimero de entradas, que atendem
a condicio BT = (CB)TC, e os resultados foram relacionados com os zeros de transmissao

da planta.

Nesta tese, foram obtidas novas condicoes suficientes para a solu¢ao dos Problemas 2
e 3, para os sistemas das Figs. 3 e 4, cujas plantas possuem o ntimero de saidas maior
que o numero de entradas e podem apresentar incertezas paramétricas, sem a restricao
BT = (CB)TC. Embora nao tenha sido encontrada a condigao necessdria e suficiente
em termos de LMIs, os resultados obtidos foram um passo importante para a obtencao
desta solucao. Foram obtidas também novas condigoes necessarias para a solucao dos
Problemas 2 e 3, descritas no Algoritmo 1. No Capitulo 6 (Exemplos de Aplicagao) sao
apresentadas varias comparacoes entre os resultados propostos e os ja existentes sobre o

assunto.

Ainda neste capitulo, foi proposta a extensao da planta através de compensadores
dinamicos, cuja ordem corresponde ao niimero de entradas da planta, para plantas que nao
podem ser tornadas ERP através de compensadores estaticos. Para a planta estendida,

foi proposto um método baseado em LMIs para tornar ERP os sistemas das Figs. 7 e 8.



85

No préoximo capitulo, é proposto um método para a determinagao da faixa de esta-
bilidade de sistemas com realimentacao negativa, utilizando o Critério de Estabilidade de
Routh, além de algumas aplicagoes deste método. Entre essas aplicacoes, estd a deter-
minagao da faixa de valores de f; tal que um sistema {A, B, FC}, com F = fi[ 1 f; |,
seja de fase minima, o que constitui uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia

de matrizes K, e F, tais que o sistema {A — BK,C, B, F,C'} seja ERP.
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3 Critério de FEstabilidade de
Routh: Sintese de Sistemas
FERP e Outras Aplicacoes

3.1 Introducao

No projeto de um sistema de controle linear invariante no tempo utilizando a teoria
de controle cldssico, o primeiro passo € a escolha do tipo de controlador. Embora os tipos
de controladores disponiveis para projetos de sistemas de controle sejam limitados apenas
pela imaginacao, a pratica de engenharia normalmente determina a escolha do controlador
mais simples que atende a todas as especificagoes [43]. Na maioria dos casos, o custo dos
sistemas de controle aumenta com sua complexidade. Entre os controladores conhecidos
Lead [43-50], Lag [43-51], Lead-Lag [43-49,52] e Proporcional-Integral-Derivativo (PID)
[43-49, 53-61], o mais simples é o controlador Proporcional (P). Agora, a especificagao
mais importante para um sistema de controle é a estabilidade. Considerando os fatos
descritos acima, a estabilidade de sistemas realimentados com controladores P tem sido
considerada um tépico essencial em cursos de Engenharia de Controle para a graduacao.
Em vista deste fato, existem alguns métodos que podem ser usados para o estudo da
estabilidade de sistemas realimentados com controladores P na teoria de controle classico,
por exemplo o método do lugar das raizes, o critério de estabilidade de Nyquist e o Critério
de Estabilidade de Routh. Acreditamos que na maioria dos cursos de controle para a
graduacao, o Critério de Estabilidade de Routh é o primeiro a ser ensinado. Este fato
pode ser observado em quase todos os livros sobre teoria de controle cldssico [43-49], nos
quais o Critério de Estabilidade de Routh é introduzido imediatamente apds a definicao
de estabilidade.

O Critério de Estabilidade de Routh pode ser utilizado, por exemplo, para estabilizar
um sistema com uma entrada e uma saida (em inglés, Single Input Single Output, SISO)

com realimentacao da saida, através de um ganho escalar k. Utilizando o Critério de
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Estabilidade de Routh, pode-se encontrar a faixa de valores de k € R tal que o sistema

realimentado seja estavel, se existir.

Quando a ordem da planta aumenta, o procedimento para a obtencao da faixa de
estabilidade de sistemas realimentados com controladores P utilizando o Critério de Es-
tabilidade de Routh torna-se mais dificil. Note que, para plantas com ordem elevada,
que estao mais proximas dos sistemas reais, nao é facil investigar os sinais dos elementos
da primeira coluna na tabela de Routh, pois estes elementos possuem a seguinte forma:
a1 (k) = piu(k)/qi(k), i = 0,1,2,...,n, sendo n a ordem da planta, k o ganho do con-
trolador P e p;1(k) e ¢;(k) polindmios em relacdo ao parametro k. Com base neste fato,
quase todos os livros de engenharia de controle [43-49] restringem este tipo de andlise a

plantas de ordem reduzida.

Foi implementado um programa em Matlab para a determinacao desta faixa de es-
tabilidade de sistemas realimentados com controladores P. Este programa é simples de
compreender, facil de utilizar e permite uma solugao exata necessaria e suficiente para
o problema. O método e o programa também permitem a especificacao de uma taxa de
decaimento no projeto de controladores proporcionais e, adicionalmente, foram estendi-
dos para outros tipos de controladores, como Proporcional-Integral (PI), Proporcional-
Derivativo (PD) e PID, que sdao mais usados em processos industriais. Este programa
foi descrito em um artigo, intitulado “Proportional Controllers: Direct Method for Sta-
bility Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido ao periédico IEEFE

Transactions on Education [62] e também ¢é descrito no Apéndice C.

Neste capitulo, o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado para determinar a
faixa de valores de k € R tais que todas as raizes de um polindémio caracteristico d(s, k)
possuam parte real negativa. Os coeficientes de d(s, k) dependem do parametro k. Entao,

o polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:

d(s, k) =>_ di(k)s".
i=0
Além disso, d;(k), i =1,2,...,n, sdo polinomios em k, como descrito abaixo:

b;
dz(k) - Z dijkj,
7=0

parai=0,...,n, sendo b; o grau de d;(k).

O método proposto neste capitulo, assim como o programa implementado em Matlab,
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é util para a obtencao de condi¢oes necessarias e suficientes para os seguintes problemas,

considerando plantas lineares invariantes no tempo:

(i) Estabilidade de sistemas com realimentacao estética da saida através da lei de con-

trole u(t) = —ky(t), com k € R e sendo y € R™ a saida da planta;

(ii) Obtencdo de sistemas de fase minima com uma matriz F € R*?, para plantas com
uma entrada e duas saidas, o que constitui uma condi¢ao necessaria para a obtencao

de sistemas ERP;

(iii) Especificagdo de uma taxa de decaimento para os problemas apresentados em (i) e
(i);

(iv) Estabilidade de sistemas com plantas SISO, realimentados através de controladores
dos tipos PI, PD e PID;

(v) A solucao dos problemas (i) e (ii), com incertezas politépicas na planta,

(vi) Posicionamento dos pdlos de malha fechada em regides especificadas no plano com-

plexo;

(vii) Anélise da estabilidade de sistemas incertos @(t) = (A, + «AA)x(t), sendo A e AA

matrizes constantes conhecidas e a € R um parametro constante incerto;

(viii) Estabilidade de sistemas discretos para o problema apresentado em (i).

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} é ERP se e somente existir F' tal que FCB = (FCB)T > 0e {A, B, FC}
é um sistema de fase minima. A motivagao deste estudo foi a obtencao de uma matriz F'
que torne o sistema {A, B, FC} de fase minima. Para plantas com uma entrada e duas
saidas, o Critério de Estabilidade de Routh fornece condicoes necessarias e suficientes

para a solucao deste problema.

3.2 Estabilidade de Sistemas com Dependéncia Poli-
nomial

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinémio caracteristico d(s, k)
¢ dado por:
d(s, k) = dn(k)s" + dg1y(k)s" " + ...+ di(k)s + do(k), (3.1)
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sendo d,(k), dm-1)(k), ..., di(k) e do(k) polinémios em k, como descrito abaixo:
di(k) = di, k" + ... + dik + dyo, (3.2)
para i =0,...,n, sendo b; o grau do coeficiente d;(k).

O sistema é estavel se e somente se todas as raizes do polinémio caracteristico d(s, k),
apresentado em (3.1), tiverem parte real negativa. O Critério de Estabilidade de Routh

[48] é uma ferramenta 1til para determinar se o sistema é estével.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a Tabela 1.

Tabela 1: Tabela de Routh.

linha n " an (k) = B *® ana(k) = B2 *) ana (k) = S5 *®
. n— _ Prn—-11 _ Pn-1)2 _ P(n—1)3
linha (n —1)  s"7 | ag_1y1(k) = An—1y () a(n—1)2(k) = Ay ) an—1)3(k) = An—1y (0)

linha 2 52 as1 (k) = 1’(1221_(%2 ags (k) = ’;222((,3)

s 1 _ P

linha 1 s a1 (k) = #(kk))

: _ P

linha 0 sY ao1(k) = q%l(k)

Os termos da linha n sdo dados por a,;(k), axa(k),. .., sendo:

pr1 (k) = dn (),

Pr2(k) = dn-2)(k),
Pr3(k) = dn-g(k), -

i) =1 (33)
Os termos da linha (n — 1) sao dados por am—1)1(k), am-1)2(k), ..., sendo:
Pin-in (k) = dn-1)(k),

Pin-1)2(k) = d(n-3(k), -+

qn-1)(K) = 1. (3.4)

Para determinar estas duas primeiras linhas, seguindo o procedimento acima, considera-

se que d;(k) =0, parai = —1,—-2,-3,....
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Os termos da linha 7, j =n —2,...,1,0, sao dados por:

oy ageni(k)agran (k) — agroi (bagrary (k)
aji(k) =

)
ag+y (k)
PG+01(K) PGr2)a+1) () PG+2)1(k) PG+1y+1) (k)
&“(k) _ aG+1) (k) qiy2)(k) aG+2)(k) a1y (k)
It p(j+1)1(k)
q(j+1) (k)

Entao, a;;(k) = p;i(k)/q;(k), sendo:
pji(k) = P+ (R)pGr2)6+1) (k) — P21 (k)P (k),

(k) = q+2)(k)pg+1)1(k), (3.5)

j=n—-2mn-1,...,1,0, i=1,2,....

Os elementos nao-nulos pj;(k) e ¢;(k), j =n,n—1,...,1,0,7=1,2,..., sdo polinémios

em k.

De acordo com o Critério de Estabilidade de Routh, o ntimero de raizes de d(s, k)
com parte real positiva é igual ao nimero de mudancas de sinal na primeira coluna da
tabela de Routh. Entao, o polinomio d(s, k) é Hurwitz para um dado valor de k = k,, isto

é, todas as raizes de d(s, k,) tém parte real negativa, se e somente se todos os elementos

aj1(ko), j=mn,n—1,...,1,0, da primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo
sinal.
Sejam zj1, 2jo, 23, . - ., Zj, as raizes reais de p;1(k) e ¢;(k), tais que zj; < zjo < 253 <

... < zj;, sendo as raizes repetidas consideradas somente uma vez, e sendo [; o nimero
de raizes reais distintas de p;;(k) e gj(k) e j = n,n —1,...,1,0. Note que o sinal de
aj1(k) pode mudar, em funcao de k € R, somente nas raizes reais de p;;(k) e ¢;(k), para
k= zj,1=1,2,...,l;. Nos intervalos entre essas raizes, definidos por zj; < k < zj(41),

parai=1,2,...,l;_1, k < zj1 e k > zj,, o sinal de a;,(k) é constante.

Analisando todos os elementos na primeira coluna da tabela de Routh, a variacao de
sinal ocorre somente nas raizes dos termos pj;1(k) e ¢;(k), j =n,n—1,...,1,0. Note, em

(3.3), (3.4) e (3.5), que gn(k) € gm-1)(k) ndo possuem raizes e que as raizes de g;(k), j =

0,1,2,...,n — 2, sao também raizes de py—1)1(k), pn-201(k),..., pii(k). Portanto, é
suficiente considerar somente as raizes de pn1(k), pm-1)1(k), ..., poi(k).
Sejam z1, 22, 23, ..., 2 as raizes reais de todos os termos pji(k), j =n,n—1,...,1,0,

tais que z1 < 2o < 23 < ... < 2z, sendo as raizes repetidas consideradas somente uma vez,
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e sendo [ o nimero de raizes reais distintas de todos os termos pj; (k) na primeira coluna
da tabela de Routh. Nos intervalos entre essas raizes, os sinais de todos os elementos
da primeira coluna sao constantes. Entao, para analisar a estabilidade do sistema, basta
considerar um ponto de cada intervalo, de acordo com a Fig. 9.

]0 Il IQ I(l—l) Il

o o

z9 ma

>
o

my z3 Z(l_lgrn(l_l) z] my k

Figura 9: Intervalos entre as raizes reais dos termos da primeira coluna.

Seja k = m,; um ponto qualquer do intervalo I;. Se todos os termos aji(m;), j =
n,n—1,...,1,0, na primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo sinal, entao
todas as raizes de d(s,m;) apresentam parte real negativa e, entdo, o sistema é estavel
para qualquer valor de k no intervalo I;. Se o sistema é instavel para todos os pontos
my, © = 1,2,...,1, entao o sistema ¢ instavel para qualquer valor de k e o problema de

estabilizacao de malha fechada nao tem solucao.

Observacao 28 Uma possivel escolha dos pontos m; é a sequinte:

221, sez; <0,
mo =
-1, sez >0,

m:% i=1,2,...1—1,

2z, se z >0,
m; =
1, se z; < 0.

3.3 Estabilidade de Sistemas com Realimentacao Esta-
tica da Saida

3.3.1 Plantas SISO

Considere uma planta SISO, controldvel e observavel, G/(s), dada por:

_n(s)
Gol(s) - d(8)7 (36)
sendo:
n(s) = nps™ + np-1)s""' + ...+ n1s + ny, (3.7)

d(s) = dps" + dp-1)s" ' + ...+ dis + do (3.8)
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ed, #0.

E proposto o seguinte problema: determine a faixa de valores de k € R, se existirem,
tais que o sistema realimentado da Fig. 10 é estavel, utilizando o Critério de Estabilidade
de Routh.

s E(s Y (s
R( )+>O ( 2 Gol(s) (2

T

Figura 10: Sistema SISO realimentado com controlador proporcional.

o
A 4

A funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G (s) é dada por:

Y(s)  kGa(s) kn(s)

Cals) = B = T hGu(s) — dls) + kns)

(3.9)
Os poélos do sistema sao as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) = d(s) + kn(s).

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.9), o polindémio caracteristico é dado por:

d(s, k) = (dy + kny)s" + (dg—1) + lm(n,l))s"’l + ...+ (dy + kny)s + (do + kno). (3.10)

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n sdo dados por a,;(k), an2(k), ..., sendo:
pnl(k) = dn + knna

an(k) = d(n72) + k(an)a
an(k) = d(n—4) + k(n—4)7 o

an(k) = 1.
Os termos da linha (n — 1) sao dados por ag,—1)1(k), a@m-1)2(k), ..., sendo:
Pin-1)1(k) = din—1y + k@n-1),

Pin—1)2(k) = din—s) + km-3), -

Gn-1)(k) = 1.
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Os termos da linha j, j = n —2,...,1,0, sao determinados a partir dos termos das

linhas anteriores, como discutido na Secao 3.2.

3.3.2 Plantas MIMO

Considere, agora, o sistema na Fig. 11, cuja planta, controlavel e observavel, possui
miultiplas entradas e multiplas saidas (em inglés, Multiple Input Multiple Output, MIMO)
e é representada por Gy (s) = D(s)"'N(s), sendo N(s) € R™™(s) e D(s) € R™™(s)
matrizes polinomiais coprimas a esquerda [63].

S E(s Y(s
R—»o—>( £ 5 K Gols) (2

)

Figura 11: Sistema MIMO realimentado com controlador proporcional.

Y

A saida da planta é dada por:

[D(s) + N(s)K|Y(s) = N(s) K R(s),
Y(s) = [D(s) + N(s)K| ' N(s)KR(s) = Gu(s)R(s),

sendo:

Sejam:
[nn(s) nlm(s)]

N1 (8) =+ Ny () ‘

dll(S) cee dlm(S)

A1 (8) -+ dmm(s)

e K = kI, sendo I € R™"™ a matriz identidade. Entdo, os pdlos do sistema de malha
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fechada sao os valores de s € C tais que:

d(s, k) = det|D(s) + kN(s)| = 0.

O polinémio caracteristico d(s, k) é calculado através do método apresentado no Lema
10, dado em [64]:

Lema 10 [6/] Considere a matriz M (6, s), dada por M (0, s) = §; M, (s)+0d2Ms(s), sendo
51 - 1, (52 - k,

[ ai(s) | I a1 (5) T
M) = D5 = | | e ayie) = iy = | =
i CL1m(S) ] I a2m(s) ]

O determinante de M (4, s) pode ser determinado por:

a811(s>
2 2 5,2 (s
det<M(578)) = Z 2551"'5sm 2( ) ) (311)
s1=1 sm=1 :
asmm(s)
sendo que | - | indica o determinante de uma matriz, isto é:
it - Tin it 0 Tin
= det
Tp1 *° Tpn Tn1 - Tpn
Entao, o polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:
d(s, k) =ro(s) + r1(8)k + r2(s)k* + . .. 4+ Tn_1)(S)E™ " + 1 (s)k™, (3.12)
sendo:
dn(S) . dlm(S)
dgl(S) . dgm(S)

ro(s) = | ds1(s) -+ dsm(s) | =det(D(s)),
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ni(s) - num(s)
no1(s) -+ nom(s)

rm(8) =1 na1(s) -+ ngu(s) | = det(N(s)).
N1 () =+ Ny ()

Os determinantes das matrizes acima sao calculados através do método apresentado

no Lema 11, também dado em [64]:

Lema 11 [64] Considere a sequinte matriz M € R™™":

my; My -+ Mip

M — Moy Moy -+ Moy

_mnl Mp2 mnn_
(10 0] [0 0 0]
00 ---0 0
_0 0 0_ _O 0 1_

e defina:

:[0...0 1 0...()}7 1=1,...,n.

Entao, o determinante de M pode ser descrito por:

hs,
n n n
‘M‘ = Z Z e Z ml,sl e mn,sn . (313)
s1=1 so=1 sn=1
S$27£81 SnFES1y-eySn—1 hsn

A faixa de valores de k tais que os sistema é estavel pode ser determinada pelo
Critério de Estabilidade de Routh, com o método proposto, como discutido na Secao 3.2.

Inicialmente, o polinomio caracteristico d(s, k) é redefinido em fungao de s:

d(s, k) = ro(s) +r1(s)k +r2(s)k” + ... 4+ Tn_1)($)E™ " + 1 (s)k™
= d,(k)s" + dp-1)(k)s" " + ...+ di(k)s + do(k), (3.14)
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sendo v o grau de d(s, k), em fungao de s, e os coeficientes d;(k), i = 0,1, ..., v polinémios

em k.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polindmio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n sdo dados por a,;(k), axa(k),. .., sendo:
pnl(k) = du(k)u

pn2(k) = d(V*Q)(k)7
Pr3(k) = d-gy(k), ---

qn(k) = 1.
Os termos da linha (n — 1) sao dados por ag,—1)1(k), a@m-1)2(k), ..., sendo:
P (k) = di-1)(k),

P(n—1)2(/€) = d(l/—3)(k>7 T

qn-1y(k) = 1.

Os termos da linha j, 7 = n —2,...,1,0, sao determinados a partir dos termos das

linhas anteriores, como discutido na Secao 3.2.

3.4 Aplicacao do Critério de Estabilidade de Routh
na Sintese de Sistemas de Fase Minima

Considere uma planta {A, B, C'}, controldvel e observavel, com uma entrada e duas

saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Gols)=C(sI —A)™'B = N(s)D(s)™, (3.15)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas a direita, D(s) = d(s)I e:

co1m:

ni(s) = 7”l1(n—1)5m1 + ...+ n115 + Ny,
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na(s) = 712(71—1)8"71 + ...+ n21S + ng,
d(s) =d,s" + d(n,l)s”_l + ... +dis+dy
ed, #0.

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)T > 0e{A, B, FC}
for um sistema de fase minima, isto é, os zeros de transmissao de {A, B, FC'} apresentam

parte real negativa.

Seja F =[ f, f, ] € R Entdo, o produto FGy(s) é dado por:

FGu(s) = FN(s)D(s)™ = 1710 2; )fm(s)y

sendo:

fina(s) + fana(s) = fi (nl(n—l)sn_l + ...+ nns+ n1o) +
fa (7"62(71—1)$n71 + .o+ nas + n20)
= (finign-1) + J627"b2(n71))$n71 + . 4 (fina + fanar)s + (finio + fango)-

A condicio FCB = (FCB)T > 0 ocorre somente quando o grau relativo de FGy(s) =
FC(sI — A+ BK,C)™'B ¢ igual a 1, isto ¢, grau(fini(s) + fana(s)) = grau(d(s)) — 1.

Isto ocorre se e somente se:

Jinim-1) + fanam-1) # 0.

Se Nyn—1) = Nam-1) = 0, o grau relativo do sistema ¢ maior que 1, para qualquer

F € R?. Entdo, nio existem matrizes F' e K que tornam o sistema ERP.

Os zeros da planta G(s) sao os valores de s € C tais que N(s) =[ 0 0 ]7. Sejam

Zpl, Zp2s- - - Zpk 0S zeros da planta. Entao,

np(s) = (5 — 2p1) (5 — 2p2) =+ (8 — 2pk),

ni(s) = ny(s)ni(s),
na(s) = ny(s)na(s),

sendo que 74(s) e na(s) sdo polindmios coprimos, isto é, ndo possuem raizes comuns.

Os zeros do sistema F'G,(s) sdo as raizes de:
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FN(s) = fini(s) + fana(s) = finy(s)ni(s) + fany(s)na(s)
FN(s) = ny(s)[fina(s) + fana(s)].

Entao, os zeros do sistema F'G,(s) s@o as raizes de ny(s) e [fini(s) + fana(s)]. Logo,
se n,(s) possui pelo menos uma raiz com parte real ndo-negativa, ndo existe uma matriz

F € R? tal que o sistema FG,(s) seja de fase minima.

Se fi = 0, entdo FN(s) = fona(s). Neste caso, os zeros do sistema FG,(s) sao as

raizes de ny(s).

Se fo = 0, entdo FN(s) = fini(s). Neste caso, os zeros do sistema FG,(s) sao as

raizes de ny(s).

Se fi 0 e fy # 0, entao:

FN(s) = fini(s) + fana(s) = finy(s)na(s) + fany(s)na(s)

= finy(s) [ﬁms) " ?n()] — Funy()n(s) + Fea(s)]

_ [
fi

sendo fj

Se todas as rafzes de n,(s) apresentam parte real negativa, entao os valores de f tais
que o sistema F'Gy(s) seja de fase minima, se existirem, sdo tais que todas as raizes do
polindémio:

r(s, fr) = n1(s) + fena(s) (3.16)

apresentam parte real negativa. A faixa de valores de fi tais que o sistema FGy(s) é de
fase minima, se existirem, pode ser determinada através do Critério de Estabilidade de

Routh, com o método discutido na Secao 3.2.

3.5 Obtencao de um Sistema ERP a Partir de um
Sistema de Fase Minima

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC'} ¢ ERP se e somente se existir F' tal que FCB = (FCB)" > 0e {A, B, FC}
for um sistema de fase minima, isto é, os zeros de transmissao de { A, B, FC'} apresentam
parte real negativa. Na Secao 3.4, foi apresentado um método baseado no Critério de

Estabilidade de Routh para determinar a faixa de valores de f, € R tal que o sistema
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FGy(s), com uma planta Gy(s), com uma entrada e duas saidas, dada por (3.15) e

F=f[1 f ]€R? sejade fase minima.

Considere, assim, uma matriz F' tal que o sistema F'G(s) seja de fase minima. A ma-
triz K, que torna ERP o sistema {A — BK,C, B, FC'} é determinada através do Teorema
14. A solucao do problema através de LMIs permite a adicao de outras especificagoes,

como taxa de decaimento, restricoes na entrada e na saida.

3.6 Aplicacao do Critério de Estabilidade de Routh
para Especificacao da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinémio caracteristico d(s, k)
é dado por (3.1), sendo d,,(k), d(n—1)(k), ..., di(k) e do(k) polinomios em k, como descrito
em (3.2).

Na Secao 3.2, foi apresentado um método para a obtencao da faixa de valores de k € R
tal que todas as raizes do polinémio d(s, k), possuam parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta se¢ao, o método ¢ utilizado para determinar
a faixa de valores de k € R que garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento

maior que -y, com 7y > 0.

De acordo com [48], um método 1til para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imaginario no plano complexo e aplicando o método proposto para o
Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por § — v na equagao caracteristica

d(s, k) e reescrevendo o polinomio em termos de §, segue que:

d(57 k) - d((‘§ - ’7)7 k) - CZ(§, k‘),
sendo:

d(3, k) = dn(k)(8 = )" 4 dp_1(k)(8 — )"+ ..+ dy(k)(8 — ) + do(k).

Entao, para encontrar a faixa de valores de k € R tal que todas as raizes de d(s, k)
apresentam partes reais ¢ < —v, aplica-se o Critério de Estabilidade de Routh para o

novo polindémio d(8, k), de acordo com o método descrito na Segao 3.2.

O nimero de mudancas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh corresponde

ao numero de raizes de d(s, k) localizadas a direita da reta vertical ¢ = —v. Se todos os
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elementos da primeira coluna apresentarem o mesmo sinal, entao todas as raizes de d(s, k)
apresentam parte real 0 < —v. Portanto, o Critério de Estabilidade de Routh pode ser
utilizado para encontrar a faixa de valores de k € R tais que todas as raizes de d(s, k)

apresentam partes reais o < —v.

3.6.1 Aplicagcao do Critério de Estabilidade de Routh para o
Posicionamento dos Zeros de Transmissao

Considere uma planta {A, B, C'}, controlével e observavel, com uma entrada e duas

saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Gy(s) =C(sI — A)'B= N(s)D(s)*, (3.17)

sendo D(s) = d(s)I e:

ni(s
N = | MO
na(s)
com:
ni(s) = 7”l1(n—1)5m1 + ...+ n115 + Ny,
na(s) = 712(71—1)8"71 + ...+ n21S + ng,
d(s) =d,s" + d(n,l)s”_l + ... +dis+dy
ed, #0.

Seja F=[ f; f, ] € R Entdo, o produto FGy(s) é dado por:

FG(s) = FN(s)D(s)-! = £(8) + fana(s)
d(s)
Os zeros da planta Gy (s) sao os valores de s € C tais que N(s) = [0 0 ]7. Sejam

Zpl, Zp2s- - -5 Zpk 0s zeros da planta. Entao,

ny(s) = (s — Zpl)(s - Zzﬂ) (8 = 2pn),
ni(s) = ny(s)ni(s),
na(s) = ny(s)na(s),

sendo que 74 (s) e ng(s) sdo polindmios coprimos, isto é, ndo possuem raizes comuns.

Os zeros do sistema F'G,(s) sdo as raizes de:
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FN(s) = fini(s) + fana(s) = finy(s)nu(s) + fany(s)na(s) = ny(s)[fini(s) + fana(s)]

= finy(s)[ni(s) + frna(s)] = finy(s)r(s, fr),

f2

sendo f = 7e

r(s, fi) = ma(s) + futia(s).

Na Secao 3.4, foi apresentado um método para a obtencao da faixa de valores de fr € R
tal que todos os zeros do sistema F'G,(s) apresentem parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta secao, o método é utilizado para determinar a
faixa de valores de fr € R tal que todos os zeros do sistema F'G,(s) apresentem parte

real o < —7.

Substituindo s por §—+ na expressao de r(s, fx) e reescrevendo o polinomio em termos

de s, segue que:

T(Sa fk) = d((§ - 7)7 fk) = TA(ga fk)a

sendo:

7(8, fi) = n1(8 — ) + fana(5 — 7).

Entao, para encontrar a faixa de valores de f; € R tal que todas as raizes de r(s, fx)
apresentam partes reais ¢ < —v, aplica-se o Critério de Estabilidade de Routh para o

novo polinomio d($, k), de acordo com o método descrito na Segao 3.4.

3.7 Estabilidade de Sistemas com Controladores PI,
PD e PID

A maioria dos sistemas de controle sao operados por controladores PID. Dada a
grande utilizagao industrial dos controladores PID, é claro que mesmo um pequeno aper-

feigpamento no projeto de controladores PID pode ter um tremendo impacto mundial [59].

Controladores PID oferecem um termo proporcional Kp, um termo de integracao
K;/s e um termo derivativo Kps [46]. A fungao de transferéncia de um controlador PID
¢ dada por:

K
GC(S) :KP+ ?I +KDS.
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Na pratica, a funcao de transferéncia do termo derivativo Kps é:

KDS

Gd(s) = m,

mas, usualmente, 7, € muito menor que as constantes de tempo do processo e, conseqiien-

temente, pode ser ignorado.

Um controlador PID possui um pélo em s = 0 e dois zeros, cujas posicoes dependem de
Kp, K; e Kp. Para a implementacao do controlador PID, é necessario determinar, para
um dado processo, os ganhos proporcional, integral e derivativo. Numerosos métodos tém

sido apresentados para o ajuste dos parametros de controladores PI, PD e PID [53-61].

Considere o sistema realimentado na Fig. 12, sendo G.(s) um controlador PID. De

(3.6)—(3.8), a funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G.(s) é dada por:

_Y(s) _ Ge(s)Gals) _ (Kps+ K1+ Kps?*)n(s)
R(s) 14+ G.(8)Ga(s) sd(s)+ (Kps+ K;+ Kps*)n(s)’

s FE(s Y (s
Mo O e o G

T

Figura 12: Sistema realimentado com controlador G.(s).

Y

Os pdlos do sistema sao as raizes do polinomio caracteristico r(s, Kp, K1, Kp) =

sd(s) + (Kps+ K; + Kps®)n(s).
Para Kp = 0, tem-se um controlador PI, descrito por:
GC(S) = KP + ?

e a fungao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

(Kps + Kp)n(s)

Gcl(s) = Sd(S) + (KPS + KI)H(S)'

Os pélos do sistema s@o as raizes do polindémio caracteristico (s, Kp, K;) = sd(s) +

(Kps+ Kr)n(s).

Para K; = 0, tem-se um controlador PD, descrito por:

GC(S) :KP+KDS
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e a fungao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

(Kp+ Kps)n(s)

Gcl(s) = d(S) + (KP + KDs)n(S)‘

Os pdlos do sistema sao as raizes do polinémio caracteristico (s, Kp, Kp) = d(s) +
(Kp + Kps)n(s).

Os controladores Integral (I), Derivativo (D) e Integral-Derivativo (ID) podem ser
analisados seguindo as mesmas idéias e considerando Kp = Kp = 0, Kp = K; =0 e

Kp = 0, respectivamente.

Para o controlador PID, fixando-se os valores de dois parametros (por exemplo, K; e
Kp), é possivel determinar a faixa de estabilidade do terceiro parametro (no caso, Kp),
utilizando-se o Critério de Estabilidade de Routh. Atribuindo-se um conjunto de valores,
definido por um valor inicial, um valor final e um valor de incremento, para cada um dos
dois parametros fixos, pode-se obter um esboco da regiao de estabilidade do sistema da

Fig. 12 realimentado com um controlador PID.

Para controladores PI, PD e ID, a analise da estabilidade é obtida fixando-se um dos
dois parametros e determinando-se a faixa de estabilidade do segundo parametro, através
do Critério de Estabilidade de Routh. Para controladores I e D, a faixa de estabilidade é
determinada através do mesmo método utilizado para controladores P, com a inclusao de

um polo e um zero, respectivamente, em s = 0.

3.8 Analise de Polinémios com Coeficientes Incertos

3.8.1 Teorema de Kharitonov para Polinémios com Coeficientes
Reais

Considere, agora, um conjunto Z(s) de polinémios reais com grau n, da forma:
5(5) = 8o + 015 + 05 + 038 + 0yt + ... + 0,57,
cujos coeficientes constantes 9;, ¢ = 0,1, ..., n, permanecem dentro de intervalos dados:
< 0; <9

5@' min imax-

Os coeficientes 9;, i = 0,1,...,n pertencem a um politopo, definido pelos limites dos
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intervalos em que se encontram:

A:{{(;O (51 571}:62‘6R75iminS5iS5imaxaizoyla---un}-

Assume-se que o grau de d(s) permanece invariante em toda a familia de polinomios
Z(s), isto é, 0, = 0 ndo pertence ao intervalo d,, min < 9y < Iy max- O Teorema 40 (Teorema
de Kharitonov), apresentado em [65], fornece uma condigao necessaria e suficiente, simples

e que pode ser facilmente verificada, para a estabilidade Hurwitz de toda a familia Z(s).

Teorema 40 [65] Todo polinomio na familia Z(s) é Hurwitz se e somente se 0s quatro

polinomios extremos a sequir sao Hurwitz:
KI(S) - 60 min + 61 min$S + 62 max82 + 53 maxS3 + 54 min54 + 65 min85 + 66 InaXS6 + ... ) (318)

K2(3) = 50 min + 51 maxS + 52 max52 + 63 min33 + 64 min34 + 55 max55 + 66 rnaxs6 + ... ) (319)
K3(S) - 60 max + 61 min$S + 62 mins2 + 53 max53 + 54 max34 + 65 min35 + 56 rninS6 + ... ) (320)

K4(8) = 50 max + 51 maxS + 52 mins2 + 53 minS3 + 54 max54 + 55 max55 + 56 minS6 + ... (321)

Uma demonstragao do Teorema de Kharitonov é apresentada em [66].

Com base no Teorema de Kharitonov, foi proposto um método para a determinacao
da faixa de estabilidade de sistemas com realimentagao estatica da saida com uma planta
incerta Gy (s) = n(s)/d(s), na qual cada coeficiente de n(s) e de d(s) pertence a um

intervalo definido. Este método é descrito na Subsecao 3.8.2.

3.8.2 [Estabilidade de Sistemas com Realimentagao Estatica da
Saida com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta SISO incerta, controlavel e observavel, G,(s), dada por:

n(s)

=7 .22
GOl(S) d(8)7 (3 )
sendo:
n(s) = nns" + np-ns" " + ... +n1s+ no, (3.23)
d(s) = dps" + dn-1)s" " + ...+ dis + do, (3.24)

sendo que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo, dado por:

TV min S n; S T max dimin S dz S dimaxa 1= 0717"'7n
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e d,, = 0 nao pertence ao intervalo d,, min < d,, < d,, max-

E proposto o seguinte problema: determine a faixa de valores de k € R, se existirem,
tais que o sistema realimentado da Fig. 10 seja estavel em todo o politopo, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh.

A funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G (s) é dada por:

Y (s) _ kGy(s) _ kn(s)
R(s) 1+kGu(s) d(s)+kn(s)

GCI(S) = (325)

Os poélos do sistema sao as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) = d(s) + kn(s).

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.25), o polinomio caracteristico é dado por:

d(s, k) = (d + kny)s" + (din—1) + kng-1)s""" + ...+ (di + kn1)s + (do + kno),

d(s,k) = 6,8" + 8n_1)s" "' + ...+ 815+ do, (3.26)
cujos coeficientes 9;, 1 = 0,1,...,n, permanecem dentro de intervalos dados:
5@' min S 51 S 5@ max (327)

cujos limites sao dados por:
di min T knz min, S€ k 2 07
i min = (3.28)
dimin+knimaxa se k < 07

(3.29)

S dimax + knima)n se k Z 07
o dz max T knz min, S€ k < 0.

Para k = 0, os pdlos do sistema de malha fechada correspondem aos poélos do sistema
de malha aberta. Pelo Teorema de Kharitonov, o sistema de malha aberta é estavel e,
conseqiientemente, o sistema de malha fechada é estdavel para k = 0 se e somente se todas
as raizes dos polinémios (3.18)—(3.21), com ¢; = d;, i = 0,1,...,n, tiverem parte real

negativa.

A estabilidade do sistema de malha fechada para & > 0 e para k£ < 0 é analisada
através do Teorema de Kharitonov, aplicando-se o Critério de Estabilidade de Routh aos
polinémios (3.18)—(3.21), com 60; = d; + kn;(s), i = 0,1,...,n, cujos limites sdo dados em
(3.28) e (3.29). A faixa de estabilidade para k > 0 corresponde a intersecgao das faixas de
estabilidade dos polinémios (3.18)—(3.21), considerando-se apenas os valores positivos de

k. Para k < 0, a faixa de estabilidade corresponde a intersecgao das faixas de estabilidade
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dos polinémios (3.18)—(3.21), considerando-se apenas os valores negativos de k.

A solucao do problema, isto é, a faixa de valores de k € R para os quais o sistema da
Fig. 10 é estavel em todo o politopo, corresponde a uniao das solucoes para os dois casos:

k>0ek<0.

3.8.3 Aplicagcao do Teorema de Kharitonov na Sintese de Sis-
temas de Fase Minima com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta incerta {A, B, C'}, controldvel e observavel, com uma entrada

e duas saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Gols)=C(sI —A)™'B = N(s)D(s)™, (3.30)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas a direita, D(s) = d(s)I e:

N(s) = [ rals) } , (3.31)

na(s)
com:
ni(s) = nym-1s"" + ...+ nus + nio, (3.32)
na(s) = ng(n_l)sn_l + ...+ No1s + nog, (3.33)
d(s) = dps" + dip-1ys" "+ ...+ dis + dy (3.34)

e d, # 0 e sendo ny(s) e na(s) polindmios cujos coeficientes n;; pertencem a intervalos,
dados por:
Tjj min S ngj S 15 max, 1= 1727 .] = 07 17 sy — L. (335)

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K tais que o sistema {A—BKC, B,
FC} ¢ ERP se e somente se existir F' tal que FCB = (FCB)T > 0 e {A, B, FC} for um
sistema de fase minima, isto é, os zeros de transmissao de { A, B, FC} apresentarem parte

real negativa.

Seja F=[ f, f, ] €R> Entdo, o produto FGy(s) é dado por:

FG(s) = FN(s)D(s)™" = flnl(s)d?;ijn2(s)’

sendo:

fini(s) + fana(s) = fi (7”l1(n—1)<'37%1 +... .+ nns+ nlo) +
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fa (n2(n—1)=5‘7h1 + ...+ nas + n20)
= (finin-1) + f2n2(n71)>5n71 + ...+ (finu1 + fanar)s + (finao + fanao).

A condi¢do FCB = (FCB)T > 0 ocorre somente quando o grau relativo de Gy(s) =
FC(sI— A+ BKC)™'B ¢ igual a 1, isto é, grau(fini(s) + fana(s)) = grau(d(s)) — 1. Isto
ocorre se e somente se:

Jinin—1) + fonam-1) # 0.
Se Nim—1) = Nom-1) = 0, o grau relativo do sistema ¢ maior que 1, para qualquer
F € R?. Entdo, nio existem matrizes F' e K que tornam o sistema ERP.
Assim, os zeros do sistema F'G,(s) sdo as raizes de [fini(s) + fana(s)].

Se fi = 0, entdo F'N(s) = fana(s). Neste caso, os zeros do sistema FG(s) sao as

raizes de nay(s).

Se fo = 0, entdo F'N(s) = fini(s). Neste caso, os zeros do sistema FG(s) sao as

raizes de ny(s).

Se fi #0e fy # 0, entao:

FN(s) = fini(s) + fana(s) = fi[ni(s) + fina(s)],

sendo fi = %

Os valores de f, tais que o sistema F'Gy(s) seja de fase minima, se existirem, sao tais

que todas as raizes do polinomio:

r(s, fr) = n1(s) + frna(s) (3.36)

apresentam parte real negativa. A faixa de valores de f; € R tais que o sistema F'G y(s)
¢ de fase minima em todo o politopo, se existirem, pode ser determinada através do
Teorema de Kharitonov e do Critério de Estabilidade de Routh, com o método discutido

na Subsecao 3.8.2.

3.8.4 Obtencao de um Sistema ERP a Partir de um Sistema de
Fase Minima Incerto

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A(«a) —
BK,C(«), B, FC(a)} é ERP para todo a definido em (2.253) se e somente se existir F
tal que FC(a)B = (FC(a)B)" > 0 e {A(a), B, FC(a)} for um sistema de fase minima,
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isto é, os zeros de transmissao de {A(«), B, FC(«)} apresentam parte real negativa para
todo « definido em (2.253). Na Subsegao 3.8.3, foi apresentado um método baseado no
Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa
de valores de fi € R tal que o sistema F'G,(s), com uma planta incerta Gy(s), com uma
entrada e duas saidas, dada por (3.30) e F = fi[ 1 f, | € R? seja de fase minima, em

todo o politopo.

Considere, assim, uma matriz F' tal que o sistema incerto F'G(s) seja de fase minima
em todo o politopo. A matriz K, que torna ERP o sistema {A(a)—BK,C(«a), B, FC(a)},
para todo « definido em (2.253), é determinada através do Teorema 24. A solucao do
problema através de LMIs permite a adicao de outras especificacoes, como taxa de decai-

mento, restricoes na entrada e na saida.

3.8.5 Aplicacao do Teorema de Kharitonov para Especificagao
da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinémio caracteristico d(s, k)
possui a forma dada em (3.26), sendo d,,(k), dpm—1)(k), ..., di(k) e do(k) polinémios em

k, cujos coeficientes permanecem dentro de intervalos, dados em (3.27).

Na Subsecao 3.8.2, foi apresentado um método para a obtenc¢ao da faixa de valores de
k € R tal que todas as raizes do polindémio d(s, k), possuam parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.
Nesta subsecao, o método é utilizado para determinar a faixa de valores de k € R que

garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento maior que v em todo o politopo.

De acordo com [48], um método 1til para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imaginario no plano complexo e aplicando o método proposto para o
Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por § — v na equagao caracteristica

d(s, k) e reescrevendo o polindomio em termos de §, segue que:

sendo:

Entao, para encontrar a faixa de valores de k € R tal que todas as raizes de d(s, k)
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apresentam partes reais ¢ < —v em todo o politopo, aplicam-se o Teorema de Kharitonov
e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinomio d($, k), de acordo com o

método descrito na Subsegao 3.8.2.

3.8.6 Aplicacao do Teorema de Kharitonov para o Posiciona-
mento dos Zeros de Transmissao

Considere uma planta {A, B, C'}, controlével e observavel, com uma entrada e duas
saidas, cuja fungao de transferéncia é dada por (3.30), com D(s) = d(s)I e N(s) descrito

em (3.31)—(3.35), sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas a direita.

Seja F=[ f; f, ] € R Entdo, o produto FGy(s) é dado por:

-1 _ fini(s) + f2n2(5)'

FG(s) = FN(s)D(s) a0s)

Os zeros do sistema FG,(s) sao os valores de s € C tais que:

FN(s) = fini(s) + fana(s) = fi[ni(s) + frna(s)] = fir(s, fu) =0,

f2

sendo f = 7e

r(s, fr) = na(s) + fana(s).

Na Subsecao 3.8.3, foi apresentado um método para a obtencgao da faixa de valores de
fr € R tal que todos os zeros do sistema F'G(s) apresentem parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.
Nesta subsecao, o método ¢é utilizado para determinar a faixa de valores de f, € R tal

que todos os zeros do sistema F'G,(s) apresentem parte real ¢ < —y em todo o politopo.

Substituindo s por §—+ na expressao de r(s, fx) e reescrevendo o polinomio em termos
de 3, segue que:
71(87 fk) = d((§ - 7)7 fk) = TA(ga fk)a

sendo:

78, fi) = n1(8 =) + fana(8 — 7).

Entao, para encontrar a faixa de valores de f; € R tal que todas as raizes de r(s, fx)

apresentam partes reais ¢ < —v em todo o politopo, aplicam-se o Teorema de Kharitonov
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e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinomio d($, k), de acordo com o

método descrito na Segao 3.8.3.

3.9 Outras Aplicacoes do Critério de Estabilidade de
Routh

3.9.1 Especificagao de Regioes no Plano Complexo Utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh

Na Secao 3.2, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de
Routh para a determinagao da faixa de estabilidade de um polinomio d(s, k) cujos coefi-

cientes em termos de s sao polinomios de k.

Nesta subsecao, com algumas transformagoes, o Critério de Estabilidade de Routh
serd utilizado para determinar a faixa de valores de k € R tal que todas raizes de d(s, k)

estejam dentro de determinadas regioes especificadas no plano complexo.

Seja s = 0 + jw, para todas as regioes que serao analisadas. A regiao especificada na

Fig. 13, definida por ¢ < —0,, seréd a primeira a ser estudada.

Ao

Qvy

Figura 13: Regiao especificada no plano complexo s.
Considere a transformacao:

$=8§—0, 0U § = 5+ 0,. (3.37)

Assim, 5 = (0 + 0,) +jw. A regiao especificada na Fig. 13 é equivalente a:

0 < —0, 4= 0+0,= Re{5} <0,

sendo que Re{z} representa a parte real de um nimero complexo z.

Logo, de acordo com a transformagao (3.37), se s pertence a regiao especificada na
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Fig. 13, entao s possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinomio
em §, d(s,k) = d(s — 0,, k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 13.

Observacao 29 O posicionamento dos polos de malha fechada na regiao especificada na
Fig. 13 corresponde a especificacdo de uma taxa de decaimento, como descrito na Secdo
3.0.

A segunda regiao, especificada na Fig. 14, é definida por ¢ > —a,.

Figura 14: Regido especificada no plano complexo s.

Considere, agora, a transformacao:

§=—-8§—0, 00U §=—5— 0, (3.38)

Assim, 5§ = (—0 — 0,) — jw. A regiao especificada na Fig. 14 é equivalente a:

o> —0, <= —0 — 0, = Re{5} <0.

Logo, de acordo com a transformagao (3.38), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 14, entao s possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinomio
em 3, d(s,k) = d(—5 — 0,, k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 14.

A terceira regiao especificada, na Fig. 15, é definida por:

b
w > —a,
a
com a > 0.
Considere a transformacao:
5 .
ou s=(b+ja)s. (3.39)

S:b+ja
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Figura 15: Regido especificada no plano complexo s.

Assim,

s=0b+ja)oc+jw)=(boc—aw)+]j (bw + ao).
A regiao especificada na Fig. 15 é equivalente a:

b
w>—0 <= aw > bo <= (bo — aw) = Re{5} < 0.
a
Logo, de acordo com a transformagao (3.39), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 15, entao § possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polindmio em
5, d(s,k) = d(5/(b+ja), k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 15.

Note que:
5  (b—ja)s
(b+ja) (a®4b?2)°

A quarta regiao, especificada na Fig. 16, é definida por:

com a > 0.

Figura 16: Regiao especificada no plano complexo s.
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Considere a transformacao:

ous=(b—ja)s. (3.40)

Assim,

s=0b—-ja)(c+jw)=(bo+aw)+]j(bw — ao).
A regiao especificada na Fig. 16 é equivalente a:

b
w< ——0 <= aw < —bo <= (bo + aw) = Re{s} < 0.
a
Logo, de acordo com a transformagao (3.40), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 16, entao s possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polindbmio em
s, d(s,k) = d(5/(b—ja),k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 16.

A quinta regiao, especificada na Fig. 17, é definida por w < w,, com w, > 0.

Figura 17: Regiao especificada no plano complexo s.
Considere a transformacao:
s=j(5+w,) ous=—js—w,. (3.41)
Assim, § = (w — w,) — jo. A regiao especificada na Fig. 17 é equivalente a:
W< w, <= w—w, = Re{5} <0.
Logo, de acordo com a transformagao (3.41), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 17, entao § possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polindmio em

5, d(s,k) = d(j (5 4+ w,), k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 17.
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A sexta regiao, especificada na Fig. 18, é definida por w > —w,, com w, > 0.

Figura 18: Regiao especificada no plano complexo s.

Considere a transformacao:

s=j(=8§—w,) ou §=js— w,. (3.42)

Assim, § = (—w — w,) +jo. A regido especificada na Fig. 18 é equivalente a:

w> —w, <= —w —w, = Re{5} < 0.

Logo, de acordo com a transformagao (3.42), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 18, entao 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinomio 3,

d(s,k) = d(j (=5 — w,), k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)
pertencem a regiao especificada na Fig. 18.

A sétima regiao, especificada na Fig. 19, corresponde a interseccao das regioes especi-
ficadas nas Figs. 15 e 16.

Aw
/
P
o
~
\

Figura 19: Regido especificada no plano complexo s.

Para que todas as raizes do polinémio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig,.
19, é necessario que o polindmio atenda as especificacoes das regides especificadas nas
Figs.

15 e 16. Sejam d;(S,k) o polinémio obtido através da transformagao (3.39) e

ds(3, k) o polindémio obtido através da transformagao (3.40). Entao, a condi¢ao necesséria
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e suficiente para que todas as raizes de d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig. 19
é que todas as raizes de d;(3, k) = dy(5, k)da(5, k) possuam parte real negativa. Note que

as raizes de dy(5, k) correspondem as raizes de d, (5, k) e de da(5, k).

Observacao 30 Note que, de (3.39) e (3.40), 5 em (3.39) € complexo conjugado de 5 em
(3.40). Desta forma, d\(5,k) e dy(5,k) serdo complezos conjugados, e entio dy(3,k) =
dy(8,k)dy(5, k) serd um polinémio com coeficientes reais, o que permite a aplicagao do

critério de Routh.

A oitava regiao, especificada na Fig. 20, corresponde & interseccao das regioes especi-
ficadas nas Figs. 17 e 18.

Figura 20: Regiao especificada no plano complexo s.

Para que todas as raizes do polinémio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig,.
20, é necessario que o polinomio atenda as especificagoes das regioes especificadas nas
Figs. 17 e 18. Sejam d;(S,k) o polinémio obtido através da transformagao (3.41) e
ds(3, k) o polindémio obtido através da transformagao (3.42). Entao, a condi¢ao necesséria
e suficiente para que todas as raizes de d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig. 20

é que todas as raizes de d;(5, k) = dy(5, k)do(5, k) possuam parte real negativa.

De forma anéloga aos comentérios da Observacao 30, note, na Fig. 20, que Jt(g, k)
¢ um polinomio com todos os coeficientes reais, o que permite a aplicagao do critério de
Routh.

A nona regiao especificada na Fig. 21, corresponde a interseccao das regioes especifi-

cadas nas Figs. 13, 15 e 16.

Para que todas as raizes do polinomio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig.
21, é necessario que o polindmio atenda as especificacoes das regioes especificadas nas
Figs. 13, 15 e 16. Sejam dy (S, k) o polindémio obtido através da transformacao (3.37),
dy(8, k) o polinomio obtido através da transformagao (3.39) e ds(s, k) o polinomio obtido

através da transformacao (3.40). Entao, a condigao necesséria e suficiente para que todas
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Figura 21: Regido especificada no plano complexo s.

as raizes de d(s, k) estejam na regido especificada na Fig. 21 é que todas as raizes de

di(5,k) e de d(3, k) = dy(5, k)ds(5, k) possuam parte real negativa.

Observacao 31 A regiao da Fig. 21 é muito utilizada em projetos com controle cldssico,
pois especifica, para sistemas de sequnda ordem subamortecidos sem zeros, as condicoes
PO < PO, e T, < Ty, sendo PO, e Ty, valores desejados e PO, T, a porcentagem

de overshoot e o tempo de estabelecimento, respectivamente, para uma entrada do tipo
degrau [48].

3.9.2 Anadlise da Estabilidade de Sistemas Incertos & = (A, +
aAA)x

Em [67], os autores usam uma tabela de Routh sem fragao (em inglés, fraction-free
Routh’s array), para testar a estabilidade de um segmento de polinémios (1 — X)po(s) +
Ap1(s), sendo que 0 < A < 1. Nesta subsegao, propoe-se o uso do Critério de Estabilidade
de Routh para determinar a faixa completa de valores de A para os quais o sistema é

estavel.
Considere o sistema incerto definido por (3.43):
#(t) = Ax(t) = (Ao + aAA)x(t), (3.43)

sendo Ay € R™" e AA € R™" matrizes conhecidas e o € R um parametro desconhecido.

O sistema (3.43) ¢é estdvel se e somente se todos os autovalores da matriz caracteristica

A = Ay + aAA tiverem parte real negativa. Os autovalores de A sao as raizes de:

r(s,a) = det(sI — A) = det(s] — Ag — aAA).

O polinomio caracteristico pode ser determinado através do Lema 10, com M (d) =
51]\/[1 —|—52M2 +(53M3, (51 =S, 52 = —1, 53 = —Q, Ml = I, MQ = AO e M3 = AA.
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A faixa de valores de « para a qual o sistema (3.43) é estavel pode ser determinada

pelo método proposto neste capitulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.

3.9.3 Anadlise da Estabilidade de Sistemas com Realimentacgao
Negativa com uma Planta {A, B, C} e uma Matriz de Re-
alimentacao K = kI

O método proposto na Secao 3.2 também pode ser utilizado para sistemas com reali-

mentagao negativa com uma planta {A, B, C'} e uma matriz de realimentagao K = kI.

Considere a planta definida por (3.44):

&(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t), (3.44)

sendo A € R™" B e R™™ C € R™" e a lei de controle u(t) dada por:
u(t) = —Ky(), (3.45)
com K = kI. Entao, o sistema realimentado {A — BKC, B,C} é definido por (3.46):

#(t) = (A — BKC)x(t) = (A — kBCO)a(t). (3.46)

O sistema (3.46) ¢ estével se e somente se todos os autovalores da matriz caracteristica
(A — kBC) tiverem parte real negativa. Os autovalores de (A — kBC') s@o os valores de
s € C tais que:

r(s, k) =det(s] — (A — kBC)) = det(s] — A+ kBC).
O polinémio caracteristico pode ser determinado através do Lema 10, com M (d) =
51]\/[1 +52M2+(53M3, (51 =S, 52 = —1, 53 = k, Ml = I, MQ =Ae M3 = BC.

A faixa de valores de k para a qual o sistema (3.46) é estdvel pode ser determinada

pelo método proposto neste capitulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.
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3.9.4 Estabilidade de Sistemas Discretos

Considere um sistema discreto [43], controldvel e observavel, cuja funcao de trans-

feréncia G(z) é dada por:

nq(z)
G(z) = , 3.47
(0= 35 (3.47)
sendo:
na(z) = ng,2" + nd(n,l)z”_l + ...+ ngz + ng, (3.48)
dd(z) = ddnz" -+ dd(n,l)znfl + ...+ ddlz + ddO (349)
e ddn 7é 0.

O sistema discreto G(z) é assintoticamente estével se e somente se todas as raizes do
seu polindomio caracteristico dg(z) se encontram dentro da circunferéncia unitdria |z| =1

no plano z.

O Critério de Estabilidade de Routh nao pode ser aplicado diretamente a sistemas
discretos, pois sua forma original é restrita ao eixo imaginario do plano s como limite de
estabilidade. Entretanto, com uma transformacao que projeta a circunferéncia unitaria
no plano z sobre o eixo imaginédrio de outro plano complexo, o Critério de Estabilidade

de Routh pode ser aplicado para sistemas discretos [43].

A relacao de transformagao z = e’* ou s = (In(2)) /T, sendo T o periodo de amostragem
do sistema, nao pode ser utilizada, pois transforma uma equacao algébrica em z em uma

equacao nao-algébrica em s, e o critério de Routh nao pode ser aplicado.

Em [43], é dada outra transformacao que evita este problema:

(3.50)

Entao, substituindo (3.50) em (3.49), segue que:

1+wv 14+ v\" 14+ o\"! 1+wv
dd< ):ddn (—) +dd(n_1)< > +...+dd1< )+dd0
1—w 1—w 1—w 1—w

ddGJ_FD = (1= 0) " [dan (1 +0)" + duguy (1 + )" (L= 0) + ... +
dan(1+0)(1 = 0)"™ +dgo(1 = v)"] = (1 = v) "q(v), (3.51)

sendo:
q(v) = Z dgi(1+v) (1 —v)" (3.52)
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Se dq(—1) # 0, isto é, z = —1 nao é uma raiz de dy(z), o Critério de Estabilidade de
Routh pode ser aplicado em ¢(v) para deteminar se o sistema G(z) é estavel: se todas as
raizes de ¢(v) possuem parte real negativa, entao todas as raizes de dy(z) localizam-se den-
tro da circunferéncia unitéria |z| = 1 no plano z e entao o sistema G(z) é assintoticamente

estavel.

Observagao 32 Desenvolvendo-se a expressao (3.52), tem-se:

v) = g:% dgi(1 4 v) (1 — v) Z dy; (]2% C) 1 vﬂ’) (::0 <n /; Z) 1" (—v)’“) ,
9=5 0 (;(2) JEC) ),
(i)

n! o fatorial de um nimero n, dado pornx (n—1)x (n—2) x...x2x1, e0l = 1.

sendo:

Assim, coeficiente de v em (3.52) é dado por:

Zo o @ <Z - Z:> (1" = 2% dai(=1)"" = ZO dai(—1)" (1)

1

Z dgi(—1)" = (=1)"dg(-1).

Entao, se z = —1 € uma raiz de dq(2), entao o grau de q(v) € menor que o grau de

dd(z)

Observacao 33 O critério de Routh vai especificar as regioes nas quais o ganho k garante
que |z| < 1, impondo que Re(v) < 0. Entao, note que a condigao z = —1, que comprome-
teria a transformagdao (3.50), nao ocorrerd no procedimento proposto para o projeto de
k.

3.10 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de
Routh para determinar a faixa de valores de k € R tal que um sistema com uma planta

SISO e um ganho de realimentacao k& ou uma planta MIMO, com m entradas e m saidas,
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e uma matriz de realimentacao kI seja estavel. O método é facil de compreender, sua

aplicagao é simples e as condicoes sao necessarias e suficientes.

O método pode ser aplicado para a analise de qualquer polinémio cujos coeficientes sao
polinomios em k. Esta versatilidade permite uma série de aplicagoes, tais como: (i) tornar
de fase minima um sistema cuja planta possui uma entrada e duas saidas; (ii) especificar
uma taxa de decaimento; (iii) determinar um limite méaximo para a parte real dos zeros
de transmiss@o de um sistema; (iv) posicionar os pdlos de um sistema em determinadas
regioes do plano complexo; (v) determinar o dominio de estabilidade de sistemas incertos

que dependem de um parametro e (vi) analisar a estabilidade de sistemas discretos.

A utilizagao do Critério de Estabilidade de Routh para a obten¢ao de sistemas de fase
minima é muito util, visto que uma condicao necessaria para a existéncia de uma matriz
K, que torna ERP um sistema {A — BK,C, B, FC} é que o sistema {A, B, FC} seja
de fase minima, isto é, que todos os zeros de transmissao de {A, B, FC'} possuam parte
real negativa. Para plantas com uma entrada e duas saidas, o método fornece a condicao
necessaria e suficiente para que uma matriz F € R'? torne o sistema {A, B, FC} de
fase minima. Apds a obtencao de F' tal que {A, B, FC'} seja de fase minima e apresente

o mesmo nimero de entradas e saidas, é facil a obtengao de F, e K, tais que {A —
BK,C, B, F,C} seja ERP.

O método também é 1til para determinar a regiao de estabilidade de controladores I,
D, PI, PD, ID e PID. Para os controladores I e D, é determinada a faixa de valores dos
ganhos integral e derivativo, respectivamente, de modo que os controladores estabilizem
o sistema. Para os controladores PI, PD e ID, que possuem dois ganhos, um dos ganhos
é fixado e a faixa de estabilidade do outro ganho é determinada. Atribuindo-se um
conjunto de valores para um dos ganhos (definido por um valor inicial, valor final e valor
de incremento), obtém-se um esbogo da regiao de estabilidade para estes controladores.
Para controladores PID, os ganhos integral e derivativo sao fixados e é determinada a
faixa de valores do ganho proporcional. Atribuindo-se conjuntos de valores para os ganhos

integral e derivativo, obtém-se um esboco da regiao de estabilidade para os controladores
PID.

O Teorema de Kharitonov é uma ferramenta 1til para determinar se todas as raizes
de um polindmio incerto, cujos coeficientes, que sao constantes, pertencem a intervalos
dados, possuem parte real negativa para todos os valores possiveis dos coeficientes. Com
base no Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh, foi proposto um

método para determinar a faixa de estabilidade de um sistema com uma planta SISO
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incerta e um ganho de realimentagao k. Este método também é 1til para determinar a
faixa de valores de f; tal que um sistema incerto FN(s), com F € R'™? seja de fase

minima e, conseqiientemente, para a determinacao de matrizes F, e K, de modo que

{A - BK,C, B, F,C} seja ERP.

O préximo capitulo apresenta a teoria sobre controle com estrutura varidvel e modos

deslizantes.
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4 Controle com FEstrutura
Variavel e Modos Deslizantes

4.1 Modos Deslizantes

A caracteristica principal de um sistema de CEV estd na realimentacao nao-linear
que possui descontinuidades sobre uma ou mais superficies no espaco de estados. Assim,
a estrutura do sistema de realimentacao é alterada, ou chaveada, conforme os estados
atravessam cada superficie descontinua. Em conseqiiéncia deste fato, o sistema de malha
fechada é descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Variavel, conside-
rado como a combinacao de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera

em uma regiao especifica do espaco de estados.

O CEV ¢ caracterizado pela existéncia do modo deslizante. Isto ocorre quando o
estado do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superficie de chaveamento, pois
todos os movimentos nas vizinhangas da superficie estao direcionados a esta superficie.
Dependendo da forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer
em superficies de chaveamento individuais no espago de estados, sobre um conjunto de

superficies, ou em todas as superficies de chaveamento juntas [5].

A existéncia de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetoria de estado para
a superficie de deslizamento, no minimo em uma vizinhanga de {z(¢) | s(z(t)) = 0}, ou
seja, deve aproximar-se da superficie no minimo assintoticamente. A vizinhanca maxima
é chamada regiao de atragao. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo
do vetor de estado deve apontar para a superficie de deslizamento na regiao de atracao.
Isto assemelha-se a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a analise. Especificamente, a estabilidade
para a superficie de chaveamento requer a selecao de uma fungao de Lyapunov generalizada
V(z,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na regiao de

atragao [68].
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Um procedimento de projeto para o seguinte sistema [3]:

(t) = f(x,t,u) () € R", u(x,t) € R™, (4.1)

u=(z,t) se s(z(t)) <0 42)

w(.) :{ ut(a,t) se s(z(t)) >0
consiste em duas etapas. A primeira é a determinagdo das superficies s(z(¢)) = 0 no
espaco de estados, em que o controle é descontinuo e segunda é a selecao das fungoes de
controle continuas u™(x,t) e u™(z,t). Devido & descontinuidade, a derivada dos vetores
de estado pode estar direcionada para uma das superficies e um modo deslizante pode
ocorrer sobre ela (arcos ab e ¢b, na Fig. 22 [21]). Isto pode acontecer também sobre a

interseccao (arcos bd). A Fig. 23 [21] ilustra o modo deslizante na intersecgao, mostrando

um caso em que ele nao ocorre separadamente em cada superficie.

Figura 22: Modo deslizante.

Figura 23: Ocorréncia de modo deslizante apenas na interseccao das superficies.

Modos deslizantes sao muito importantes por dois motivos. Primeiro, no modo

deslizante, o elemento que implementa a fungao descontinua, por exemplo um relé, chaveia
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em alta freqiiéncia. A sua entrada estd em zero, enquanto que a sua saida, ou mais pre-
cisamente o seu valor médio, pode assumir um valor nao nulo. Conseqiientemente, o
elemento implementa um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional
para se atenuar a influéncia dos distirbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos
sistemas com derivadas continuas, o efeito de invariancia é atingido pelo uso de agoes de
controle finito. Segundo, a ordem da equacao do movimento é reduzida, pois as trajetorias
do modo deslizante pertencem a alguma superficie de dimensao inferior a do sistema, ou
seja, o movimento dinamico do sistema ¢ restringido e permanece dentro de um certo
subespacgo do espaco de estados. Assim, comporta-se como um sistema relaxado, de or-
dem inferior, chamado sistema equivalente. O movimento deste sistema equivalente é
diferente dos subsistemas constituintes. Isto permite a simplificacao e a decomposicao do
procedimento de projeto da lei de controle u(x,t). Assim, o conceito bésico do projeto
da maioria dos sistemas com CEV se baseia em modos deslizantes, ja que sao o principal

modo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em [4], descrito por:

T1 = T9,
| L (4.3)
To = —Q2X2 — A1 T1 + U,
sendo a; e ay constantes. Considere a lei de controle
u = —1xy, (4.4)

e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores
—a e a (a constante) do coeficiente v, como descrito em (4.5). Assuma também, as
negativo em (4.3) e que « seja selecionado de maneira que o sistema (4.3) e (4.4) tenha
polos complexos para 1) = a e poélos reais para ¢ = —«. Para ambos os casos, o sistema
é instavel, e representado pelos planos de fase da Fig. 24 [21], com um foco instavel e um

ponto de sela, respectivamente, pois para a matriz caracteristica A do sistema (4.3)

0 1
(_al - ¢) —a2

A:

a equagao caracteristica dada por det(sI — A) = s* + ass + (a; + 1) = 0 leva as raizes:

S =

—ay + \/ag —4(a + )
2

e portanto, os pdlos do sistema de malha fechada sempre terao parte real positiva, pois
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as < 0. Pela equagao acima, note que as raizes para ) = a > (a3 — 4a;)/4 e v = —a <

(a3 — 4ay)/4 serdo, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

—

Figura 24: Subsistemas lineares instaveis: (a)y) = —a e (b)) = a.

Verifica-se, agora, que a estabilidade assintotica pode ser alcancada pela mudanca das
estruturas nas superficies xt1 = 0 e s = cx1 + x5 = 0, (¢ constante). O coeficiente ¢ é
selecionado de maneira que a superficie s = 0 esteja entre o eixo x; e a assintota das
trajetérias hiperbdlicas associadas com a estrutura ¢ = —a. A Fig. 25 [21] representa o

plano de fase do sistema (4.3), para a lei de controle

a se r15>0
V= , (4.5)

—a se 115 <0

que mostra que a trajetéria de estado alcanca a superficie de chaveamento s = 0 para
toda condicao inicial. Nas vizinhancas da superficie de chaveamento, as trajetérias de

ambas as estruturas estao direcionadas a ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.

Figura 25: Estabilidade assintética através de EVMD, no plano (z1,z2) = (v, ).

As incertezas de um sistema aparecem como resultado da imperfeicio do modelo
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descrito pela equagao (4.1), que procura representar o sistema real [69]. O modelo descrito
em (4.2) falha em reconhecer as imperfeigoes do dispositivo de chaveamento (atraso, zona
morta, histerese, inércia, etc). As equagoes do sistema real podem ter uma ordem maior
do que a do modelo e os instrumentos utilizados para obter os valores do vetor de estado,
que sao necessarios para se realizar o controle, também podem apresentar inércia. A
aproximacao fisica implica na introducao de tais imperfeigoes que, subseqiientemente,
tendem a zero. Entao, os resultados obtidos em tais limites sao uma descricao apropriada

de um modo deslizante.

Um conceito mais geral requer a introducao da camada limite. Essencialmente, este
conceito implica que o controle ideal, definido em (4.2), em alguma vizinhanga das su-
perficies descontinuas, seja substituido por outro, de maneira que a equacao obtida,
fazendo-se com que a camada limite tenda a zero, seja um modo deslizante. O uso
da camada limite permite que, na fronteira da descontinuidade, os modos deslizantes se-
jam descritos sem que se especifique a natureza das imperfeicoes, sejam em sistemas com
uma tunica superficie descontinua, ou com um certo niimero de intersecgoes de superficies

descontinuas.

Frequentemente, sistemas dinamicos nao-lineares sao descritos através do método de
Filippov [69]. Segundo este método, para o sistema descrito pela equagao (4.1), em cada
ponto da superficie descontinua, o vetor velocidade f°(x,¢,u) pertence a um minimo
convexo, contendo todos os valores de f(x,t,u), quando x(t) cobre toda a vizinhanga §

do ponto em consideragao (com ¢ tendendo a zero), exceto possivelmente, em zero.

Portanto, a equacao do modo deslizante ideal, definida de acordo com Filippov, para

o sistema definido por (4.1) e (4.2), é da forma
#(t) = fO(x,t,u), (4.6)

com
flotu)=pfT+Q=p)f, 0<p<l,

sendo que p é um parametro que depende das direcoes e magnitudes dos vetores f+, f~

e do vetor grad s, que é o gradiente da funcao s(x(t)).
Logo:

grad s fO(z,t,u) =0,

grad s [puf*+ (1 —p)f7] =0,
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grad s [puf*+ f~—pf7]=0,
ugrad s fT+grad s [~ — pgrad s f~ =0,
plgrad s f+—grad s f7]+grads f~ =0,

plgrad s f* —grads f~| = —grad s f~,

_ _—grads f~
= Gradslt 7]

grad s f~
grad s[ft — f~]
grad s ft —grads f~ +grads [~
grad s[f+ — f~] ’
grad s f+
grad s[f*— f~]

(1—p) =

@(t) = pft+1-pf,

B —grad s f~ ., grad s f+ _
= gradstt =1 T gradslF -7
B grad s f~ grad s f* _
= adsli =7 gadsli =7 &0

Assim, a equagdo (4.7) descreve o movimento em modo deslizante.

Portanto, em sistemas com uma unica superficie descontinua, o método de Filippov

leva aos seguintes resultados:

(a) O minimo convexo de todos os vetores f(z,t,u), na vizinhanca de algum ponto
(x,t,u), na superficie descontinua (Fig. 26 [21]), é uma linha reta que liga o fim dos

vetores fT e f™;

(b) Desde que f°(z,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial & superficie
descontinua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de intersecgao

deste plano com a linha reta que liga o fim dos vetores f* e f~.

O método de Filippov é adequado no tratamento de funcoes de controle descritas
por (4.1) e (4.2), desde que as relagoes dadas por (4.2) ndo levem a definigoes ambiguas
do vetor f(z,t,u), fora da superficie descontinua e permita que um minimo convexo seja

constituido para qualquer ponto em tal superficie. Logo, conclui-se que o modo deslizante,
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Plano tangente

0 / *\/\ 1

Figura 26: Método de Filippov.

em sistemas reais, nao ocorre sobre as superficies descontinuas, mas dentro de uma camada
limite, em que os componentes do controle possuem valores entre u(z,t) = ut(z,t) e

u(z,t) = u (z,t).

Nos sistemas atuais, todos os dispositivos responsaveis por mudancas descontinuas
da funcao de controle sempre possuem imperfeicoes, tais como atrasos, histerese, etc.
Na situagao descrita, as imperfeicoes fazem com que o chaveamento da acao de controle
ocorra a uma freqiiéncia finita e a trajetéria de estado oscile em uma certa vizinhanca da

superficie de chaveamento.

Para eliminar a ambigiiidade do comportamento do sistema sobre o limite descontinuo,
algumas nao-idealidades que sempre estao presentes devem ser consideradas, resultando
em modos deslizantes reais. As equactes para o deslizamento real sao obtidas quando
as nao-idealidades tendem a zero. Discute-se a seguir, dois casos de nao-idealidades,
mostrando-se que quando introduzidas no sistema descrito por (4.1) e (4.2), elas levam

aos mesmos resultados descritos pela equagao (4.7) [4].

Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma his-
terese. Entao, a fungao u(z,t), descrita em (4.2) serd da forma

u(z,t) = (A = constante),

{ ut(z,t) se s(z(t)) > A
u=(z,t) se s(z(t)) < —-A

e na regiao |s(z(t))| < A, a func¢do u(z,t) mantém o valor que possuia, quando |s(z(t))]

era igual a A.

Em um sistema ideal (com A = 0), a condigao para o modo deslizante

lim s(x(t)) <0 e lim  s(x(t)) >0,
s(z(t)—0* (=(2)) s(z(t))—0~ (=(2))
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ainda é vélida, implicando que nas vizinhangas da superficie descontinua s(x(t)) = 0, as

trajetorias de estado estao direcionadas a ela. A histerese fara com que as trajetorias de

estado nao se movam exatamente sobre a superficie, mas que oscilem sobre uma vizinhancga

de largura 2A (Fig. 27 [21]). Para determinar a velocidade média associada com o

movimento, deve-se primeiro encontrar o deslocamento na trajetéria Az(t) sobre dois

intervalos vizinhos (em um deles u(zx,t) é igual a u™(x,t) e no outro igual a u™(x,t)).

s(x) =0

AL - grad s
/ \ frak 20 s(x) >0
/ \ s(x) <0

Az

Figura 27: Modo deslizante em sistema com histerese.

Logo,

Az(t) = fTAL + [T AL,

sendo que Aty e Aty sdo os tempos de duracao dos intervalos definidos como

Atl ==

Assim,

2A 2A
— e Aty= ———.
grad s f~ grad s f+
2Af~ 2AfT

grad s f~ B grad s f*
2Agrad s fTf~ —2Agrad s f~f*
lgrad s f~][grad s f*]

Determina-se, entao, a velocidade média

folw.tu)

Ax(t)
Aty + Aty

2Agrad s ftf~—2Agrad s f~ f+
lgrad s f~][grad s fT]
2Agrad s ft—2Agrad s f—
lgrad s f~][grad s fT]

grad s ftf~ —grads f~f7
grad s fT—grads f~

grad s f+ i grad s f~ N
grads (F* =717~ gradsifr =71
grad s ~ 4 grad s f+ I (4.8)

grad s[f- — f*]”  grad s [f~ — [*]
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Comparando as equagoes (4.7) e (4.8), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades nao no instante em que
o sinal de s(z(t)) muda, mas apés um atraso 7, desta mudanga de sinal. Em tal sistema,
as trajetdrias de estado, que se movem da regiao s(z(t)) < 0, alcangam a superficie
descontinua s(x(t)) = 0 (ponto 1 na Fig. 28 [21]) e continuam se movendo durante um
intervalo de tempo 7, através da trajetdria associada ao controle u(z,t), igual a u™(x,t)
(ou f(z,t,u) = f~). No tempo 7 (ponto 2 na Fig. 28), o controle chaveia de u™(x,t)
para ut(z,t) e, durante Aty, as trajetérias de estado se movem a uma taxa de fT, para a
superficie descontinua s(z(t)) = 0 (ponto 3 na Fig. 28). O chaveamento de u™(x,t) para
u~(x,t) ocorre apds um periodo 7 (ponto 4 na Fig. 28). Desta maneira, um movimento
com a velocidade de estado f~ se inicia e ap6s um periodo At,, resulta no encontro com a
superficie descontinua (ponto 5 na Fig. 28). Para determinar a velocidade média, leva-se

em consideragao o deslocamento Ax(t) (vetor 1-5 na Fig. 28) e os intervalos Aty e Aty:
Az(t) = f7+ fTAL + fT7 4+ f Ay,
sendo:

Atr[grad s fT] + lgrad s(x(t))f7] = 0,

_ __grads f~
Atl - gradsf""T €

Atylgrad s f~]+ T[grad s fT] =0,

___grads fr
Atg = 7grad s [ T.

2
-r FHAL grad s
s(z) = 0 L//\\\ Az 5 I @) >0
;f\\/7 s(x) <0
T ST AL
4

Figura 28: Modo deslizante em sistema com atraso.

Os valores resultantes determinam a velocidade média
Ax(t)
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Comparando as equagoes (4.7) e (4.9), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Deve-se notar que, em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo
método de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do
ciclo de histerese de 2A, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam
a zero. Contudo, o limite estd implicitamente contido no fato de que os vetores f*, f~
e grad s sao constantes, porque estas condigoes somente sao validas no caso extremo em

que as deflexdes do ponto em consideracao tendem a zero.

4.2 Controle com Estrutura Variavel e Observacao
de Sistemas Nao-Lineares

Recentemente, varias publicagoes tém sido dedicadas ao tépico de controle de sistemas
nao-lineares e/ou incertos. Uma aproximagao para o problema de controle de sistemas
nao-lineares ¢ a linearizacao do sistema sobre uma trajetéria nominal e entao, a aplicacao
da bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem deste método é que as leis
de controle linear sao validas somente quando as trajetorias estiverem em uma vizinhanca

das trajetorias nominais.

Outra aproximacao seria encontrar uma transformacao nao-linear que converta o sis-
tema para a forma canonica controlavel, ou outra forma linear equivalente, em que o
projeto do controlador seja facilitado. A desvantagem deste método é que a construcao

de uma transformagao apropriada nao é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas nao-
lineares, resultando em controladores que sao robustos para erros de modelagem e distur-

bios desconhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Varidvel.

CEV ¢é o controle de sistemas dinamicos com realimentacao de estados descontinua.
O conceito desta teoria se baseia na mudanca da estrutura do controlador, em resposta
as mudancas dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é
realizado através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que
forca a trajetoria do sistema a se manter em uma determinada superficie por todo o tempo
subseqiiente. O sistema é insensivel a variacao de certos parametros e distirbios, enquanto
as trajetorias estiverem sobre a superficie. Se o vetor de estado nao estiver acessivel,
entao a implementacao de um observador adequado é uma solucao para a obtencao de

um controlador.
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A questao da observacao de sistemas nao-lineares também tem recebido grande atencao
na literatura. Aqui, também, uma aproximacao para o problema é a linearizacao da
equacao do erro do observador sobre os pontos constantes de operacao do sistema. Assim,
além do fato de o projeto do observador ser védlido apenas nas vizinhancas destes pontos
operacionais constantes, o projeto nao ¢é feito independentemente da estratégia de con-
trole. Isto sugere que tal observador nao funcionaria bem quando combinado com uma

lei de controle nao constante.

Outro método para a observagao dos estados de sistemas nao-lineares, seria encontrar
uma transformacao que leve o sistema existente para a forma canonica observavel, de
modo que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na
estratégia de controle similar, encontrar uma transformagao apropriada é, em geral, dificil
se nao impossivel. Um problema comum em tais aproximacgoes é que as nao-linearidades

da planta devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dinamica do observador.

A sintese combinada do controlador/observador envolve trés passos. O primeiro é o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo
é o projeto do observador de estado. O observador devera utilizar apenas a entrada e
a saida da planta. O 1ltimo passo é a combinacao dos dois primeiros passos em uma
estratégia de controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos

reais.

A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores
de estado com estrutura varidavel e modos deslizantes, para sistemas nao-lineares, descrita

em [70].

4.2.1 Descricao do sistema e definicoes basicas

Considere o sistema dinamico modelado pelas seguintes equagoes:

T =[A+ AA(t, )]z + f(t,x) + Blu+ w(t, x)], (4.10)
y = Cu,

sendo z € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R” a saida do sistema

(p >m), A € R™™" a matriz caracteristica do sistema, AA(¢, x) representando a incerteza

na matriz caracteristica do sistema, B € R™"™ a matriz de entrada do sistema, C' € RP*"

a matriz de saida do sistema, f(¢, ) representando as nao-linearidades da planta e w(t, x)

representando as nao-linearidades ou distirbios na entrada do sistema.
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Para propdsitos de existéncia, assume-se que AA(t, z), f(t,z) e w(t, x) sdo continuos
e que as matrizes B e C tém posto completo. Além disso, considera-se que as seguintes

condigoes sao validas:

Al Existem fungoes h(.) : Rx R" x R™ — R™ e d(.) : R x R" — R™, de maneira
que f(t,x) = Bh(t,z), AA(t,z)r = Bd(t,x). Estas hip6teses recebem o nome de

incertezas, nao-linearidades e disturbios casados.

Entao, define-se:

vy (t, )
v(t,x) = : = h(t,z) + d(t, z)x +w(t, x); (4.11)

U (, )

A2 Existem fungbes continuas, positivas, limitadas por valores reais, r;(.) e p(.), de

maneira que:
"Ui(taxﬂ < Ti(t,i[), t=1,...,me H?)(t, l‘)H < p(t>

A3 O par (A, B) é completamente controléavel e o par (A,C) é completamente ob-

servavel.

Portanto, o sistema descrito em (4.10) pode ser simplificado para a seguinte forma:

& = Az + Blu + v(t, x)], (4.12)
y = Cu, '

sendo que v = v(¢, x) representa o conjunto de incertezas e/ou nao-linearidades.

4.2.2 Projeto do Controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superficies de chaveamento, na especi-
ficacao das fungoes de controle descontinuas e na determinacao da légica de chaveamento
associada as superficies descontinuas. As superficies de chaveamento sao, normalmente,
hiperplanos fixos no espago de estados, passando através da origem, cuja intersecgao
forma o subespaco deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma
condicao inicial arbitraria, para a interseccao das superficies de chaveamento. Assim que
o estado comeca a deslizar, a acao de controle é necessaria apenas para manter o estado

sobre a interseccao destas superficies ou em sua vizinhanca.
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O sistema equivalente, que corresponde ao comportamento no deslizamento, deve ser
assintoticamente estavel, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro
do modo deslizante. O modo deslizante estavel é assegurado através da escolha adequada
das superficies de chaveamento. Isto forma o primeiro estdgio do projeto de um CEV.
A questao da determinacao do conjunto de hiperplanos que dard um comportamento

adequado ao modo deslizante é descrito como sendo a questao da existéncia.

Uma vez resolvida a questao da existéncia, o segundo estagio no procedimento de
projeto envolve a selecao de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante
seja atingido. Por esta razao, a questao da determinacao de uma estrutura de controle
e dos ganhos associados, que irao garantir a existéncia do modo deslizante, é chamada
questao de alcancabilidade. A solucao da questao de alcancabilidade é dependente das
superficies de chaveamento, ja que as fungoes de controle sao descontinuas sobre elas e,

portanto, nao podem ser alcancadas sem que a questao da existéncia tenha sido resolvida.

O transiente de um sistema com estrutura variavel consiste, portanto, em dois estagios
independentes: num movimento, preferencialmente rapido, que traga o estado do sistema
para a superficie em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,
durante a qual o estado deslize para a origem do espaco de estados, enquanto permanece
no subespaco deslizante. Este comportamento de dois estagios pode ajudar a resolver o
conflito entre as exigéncias opostas de exatidao estdtica e dinamica que sao encontradas
no projeto de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado
para dar uma resposta rapida sem perda de estabilidade, regulagao de estado assintotica,
insensibilidade a uma classe de variacoes de parametros e invariancia a certos disturbios

externos [5].

Em um modo deslizante, para o caso da superficie de chaveamento linear s(z(t)) =
Sz(t) = 0, S € R™" e posto (S) = m, o sistema equivalente de ordem n — m deve
satisfazer a dinamica estabelecida previamente no deslizamento, considerando-se as m
equagoes algébricas s(z(t)) = 0. O uso de ambas as limita¢oes reduz a ordem do sistema
para um modelo de ordem (n —m). Especificamente, deve-se supor que o sistema nao-
linear é restrito a superficie de chaveamento. Entao, é possivel resolver para m variaveis
de estado, em termos das (n —m) varidveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para
obter a solugao, deve-se resolver o sistema para m varidveis de estado, em termos das
(n — m) restantes. Substitui-se, entdo, estas relagoes nas (n —m) equagoes restantes e as
equagoes correspondentes as m varidveis de estado. O sistema de ordem (n—m) resultante

descreve completamente o sistema equivalente, dada uma condicao inicial, satisfazendo a
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condigao Sz(t) = 0 [68].

Como no modo deslizante, Si@ = 0, obtem-se

Si = S[Az + B(u+v)] = SAr + SB(u+v) =0 = e = —(SB) 'SAz — v.

Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

i = [I — B(SB)™'S]Aux,
Sz = 0.

E facil de se verificar que B(SB)~! possui posto m e [[ — B(SB)~'S] posto (n —
m). Portanto, a matriz A., = [ — B(SB) 'S]A, no sistema equivalente, pode ter no
méaximo (n — m) autovalores nao nulos. Nosso objetivo é escolher S, de modo que os
autovalores nao nulos de A., sejam valores com parte real negativa e os autovetores
correspondentes {wy, ..., w, .} sejam escolhidos de maneira que permanegam sobre a
superficie de chaveamento. Assim, W = [wy ... w,_n], W € R™ ("™ Sabe-se que a
completa controlabilidade do par (A, B) é equivalente a existéncia de um controlador
da forma v = —Kz, de maneira que os autovalores de (A — BK) possam ser alocados

arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB)"!'SA, temos que (A — BK) deve possuir (n — m) au-
tovalores com parte real negativa {\1,..., \,_m} e (n —m) autovetores correspondentes

{wy, ..., wy—_m}. Isto equivale a (A — BK)W = W.J, sendo J = diag[\y, ..., Ap_m].

Considere R(T') o range do operador T. Desde que SB seja nao-singular e SW = 0,
tem-se que R(B) N R(W) = {0}. Entao, deve-se escolher inversas BY, W9, de B e W,
respectivamente, de maneira que B/W = 0 e W9B = 0. Escolhe-se {wy,..., w,_m}
de maneira que W9B seja satisfeita. Obseve que R(B) N R(W) = {0} é verificado em
W9IB = 0. Agora, pode-se determinar S. Se for escolhido BY = S, entao SB = [
e SW = 0. Assim, a superficie de chaveamento é determinada de modo que {z €
R" | s(z) = Sx = 0}. Suponhamos que |v;(t,z)| < ri(t,z), i = 1,...,m, sendo que
v(t, ) = [vi(t,x),...,vn(t,z)]T é definido por (4.11) e r;(t,z) > 0.

Considera-se
—r1(t, z)sign(sT Sb,) i

N
I
I

—Tm(t, z)sign(s?'Sb,,) U

sendo que b; é a i-ésima coluna da matriz B, e s(z(t)) = Sxz(t) e sign(w) é igual a 1,
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quando @w > 0 e igual a —1, quando @w < 0. Pode-se verificar que se
u=—(SB)'SAr +u (4.13)

entao, s's < 0.

Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue-se um modo deslizante.

Realmente,

s's = s'Sa
= s'S[Az — B(SB)'SAx + Bu + Bu(t,z))

= s'SBlu+v(t,z)]
= Z STSbi[?_LZ' -+ Ui(t, 33')]
=1

= > sTSb;[—ri(t, x)sign s7Sb; + v;(t, x)]
i=1

m

Z(—ri(t,x) + |vi(t, 2)|) |s7Sb;| < 0,

i=1

IN

se s7'Sb; # 0.

Uma desvantagem da lei de controle descrita pela equagao (4.13) é que ela é des-
continua e isto pode ser uma dificuldade em implementacoes praticas causando, por e-
xemplo, fadiga mecanica. Adicionalmente, quando as trajetorias do sistema estiverem
sobre a superficie de chaveamento, ocorrera um rapido chaveamento dos termos de controle
u;, tendendo a excitar os modos de alta freqiiéncia da planta. Este problema pode ser
atenuado através da insercao de uma camada limite sobre as superficies de chaveamento.
r

Considere o vetor € = [e1,...,€,]", sendo ¢ > 0, para i = 1,...,m. Substituindo @

na equagao (4.13) por u(e), sendo @(e) = [t;(€1), - - ., Um(€n)]T, obtém-se:

- —7;(t, x)sign(sT Sb;) |
U (Ez) - —ri(t,x)sT Sb; ’

€

s(x(t)Th;| > ¢
S(Jf(t))Tbl‘ < €

O desempenho deste controlador continuo pode ser feito arbitrariamente préximo
do desempenho do controlador descontinuo correspondente, selecionando-se ¢; suficiente-

mente pequeno.
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4.2.3 Observacao dos estados

Considere o sistema modelado pela equagao (4.12), com o objetivo de construir um
observador de estado. Considere ¥ os estados estimados de z, obtidos pelo observador.

Entao, a equagao do observador, para o sistema linear (v(t,x) = 0), serd descrita por:

r = AT+ Bu+G(y—79)
= Az + Bu+ Gy —GCZT

= (A-GC)T+ Gy + Bu. (4.14)

O erro é descrito por e = T — x e a sua derivada em relacao ao tempo por

e = T —2x
= (A—GC)Z+ Gy+ Bu— Az — Bu
— AT —GCi+GCx— Az
= Al —=z)-GC(z—x)
= (A-GOC)(z - 1)
= (A—GQC)e. (4.15)

A observabilidade de (A, C') implica na existéncia de uma matriz GG, de maneira que

(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.

Considere, entao, uma candidata a funcao de Lyapunov na forma quadratica
V(e) = e’ Pe,

em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta funcao em
relacao ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria, é descrita por
Vie) = é¢'Pe+el'Pé
= [(A—GC)e]" Pe+ e P[(A — GC)e]
= (Ae— GCe)"Pe+ " P(Ae — GCe)
= (e'AT —TCTGT)Pe + ' P(Ae — GCe)

= eT'ATPe — "CTGT Pe + e"PAe — " PGCe
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= I (ATP+PA—-CTG"'P — PGC)e. (4.16)

Isto significa que, para qualquer matriz real simétrica definida positiva Q = QT > 0,
pode-se resolver

(A= GC)'P+ P(A—GC) = —Q.

Escolhendo-se @, de modo que, para algum F € R™?, F'C = BTP. Se tais Q e F
existirem, entao a funcao T'(s) = FC[s] — A+ GC|™'B é ERP.

Define-se, entao, a funcao

BFCe
s - BB PR
0 FCe=0

sendo que p(t) obedece a condi¢ao A2. Assim, a equacao completa do observador é descrita
por
T =(A—-GC)x — E(e,p) + Gy + Bu. (4.17)

Teorema 41 [70] A fun¢do T € uma estimativa assintética do estado x, isto é

lime= lim(z—2)=0

t—o0 t—o0

e o erro tende a zero exponencialmente.

Introduz-se, agora, uma versao modificada do observador. Este novo observador é

mais facil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.

Considere C' = [¢T,..., &7 = FC, em que & € R™". Pela suposicio A2, pode-se
encontrar p(t) = [p1, ..., pm|’, de maneira que

|Uz(t7‘r)| < p_z(t7u) L= ]-7 s, M

Define-se a seguinte funcao
21 (67 ﬁl(t7 U))
E(e,p) =B : )
Zm(67 ﬁm(ta U))

sendo
_ pi(t, u)sign(ée) ¢e#0
0 Ge=0
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Considere o observador de estado nao-linear, descrito por

= (A—GC)z — E(e, p) + Gy + Bu. (4.18)
Entao, segue o seguinte:

Teorema 42 [70] A fungdo T é uma estimativa assintdtica do estado x, isto é

lime= lim(Z—2)=0

t—o0 t—o0

e o erro tende a zero exponencialmente.

Devido a lei de controle de sistemas com estrutura variavel, uma desvantagem do
observador, descrito por (4.18), é que o termo E(e,p) é descontinuo. O observador é
particularmente vulneravel a excitacoes de modos de alta freqiiéncia, se o observador for
projetado de maneira que o tempo de resposta seja rapido. Pode-se implementar uma

camada limite para superar este problema.

Substitui-se, entdo, o termo E(e, p) por E.(e, p), sendo

ze, (€)

E.e,p) =B

Ze, (€)

~ { pi(t,u)sign(é;e) |ce|l > € ,
, t=1,...,m.

ey =4

€

|5Z6| <€

Embora tenha sido dada uma interpretacao para a condicao F'C' = BT P, esta inter-
pretacao nao ajuda no projeto do observador. A seguir, é dada um procedimento para a

construcao das matrizes F' e C' [70].

Passo 1: Escolher G € R™”, de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no

semi-plano esquerdo;

Passo 2: Resolver a equacao matricial CT FT = PB, para os elementos de P, em termos
dos elementos de F'. Obter relagoes entre os elementos de F', de maneira que a

simetria de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pg;

Passo 3: Formar Q(Pr) = —[(A — GO)' P + Pp(A — GO));
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Passo 4: Escolher os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > 0, para ¢ =
1,...,n, sendo que A;[Q(Pr)] > 0 denota o i-ésimo menor principal lider de Q(Pr).
Isto pode ser conseguido trabalhando-se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e
escolhendo-se os elementos de Pr, de maneira que os determinantes destas subma-
trizes sejam positivos. Adicionalmente, nomeando-se os elementos livres da matriz

Pr para zero, simplifica esta tarefa;

Passo 5: Avaliar P = Pr e substituir os valores correspondentes de volta em F'. Utilizar
as relagoes entre os elementos de F', encontrados no passo 2 e complete F'. Esta

escolha de P e F ird garantir que a condicao CTFT = PB seja satisfeita.

O Teorema 43, proposto nesta tese, apresenta a condicao necesséria e suficiente para
a obtencao de um observador de estados {A — GC, B, FC} que é ERP.

Teorema 43 Considere o sistema {A, B, FC'}, com um observador de estados {A —
GC,B, FC}. O sistema {A — GC,B,FC} é ERP se e somente se existirem matrizes
P =PT L eF que satisfazem as sequintes LMIs:

PA+ATP - LC-CTL" <0, (4.19)
B'P =FcC, (4.20)
P > 0. (4.21)

Neste caso, a matriz G € dada por:

G=P'L (4.22)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema {A — LC, B, FC'} é ERP se e somente se

as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A—LC)+ (A—LC)'P <0, (4.23)
BTP = FC, (4.24)
P > 0. (4.25)

As expressoes (4.24) e (4.25) correspondem as expressoes (4.20) e (4.21), respectivamente.
Definindo-se G = PL, a LMI (4.23) corresponde a LMI (4.19). O
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4.2.4 Sintese do controlador-observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora,
o observador sera utilizado para prover uma estimativa dos estados como a entrada para
um CEV (Fig. 29 [21]) e, neste caso, nao se deve esperar que os estados se mantenham

sobre a superficie de chaveamento.

Como Z(t) = x + e, entdo a trajetéria dos estados, em modo deslizante, nao estard
precisamente sobre s(z) = 0, mas ao longo de s(Z) = s(z + e) = 0. Assim, o estado ird
oscilar sobre a superficie. A meta é mostrar que o estado estimado Z, do observador, ira
permanecer sobre a superficie {Z | s(Z) = 0}. Desde que Z tende a z, tem-se que z estard

sobre a superficie de chaveamento, quando Z estiver em modo deslizante.

u(t) Planta y(t)

>
2

Y

Nao-Linear

Controlador com
Estrutura Variavel

z(t)

A

Observador

|

Figura 29: Configuracio do Controlador-Observador.

A planta e o observador possuem a seguinte forma:

planta:

& = Az + Bu+ Bu(t, z),
y = Cu,

observador:

r=(A—-GC)x — E(e,p) + Gy + Bu.

A condicao para que ocorra o deslizamento do sistema composto pelo controlador e

pelo observador é ST = 0 e ST = 0. Mais explicitamente:

S(A—GC)x + SGy — SE(e, p) + SBu,, = 0,
SAz — SGCz + SGCx — SE(e, p) + SBue, = 0,
SAzZ — SGCZ + SGC(z — e) — SE(e, p) + SBue, = 0,
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SAz — SGCz + SGCz — SGCe — SE(e, p) + SBue, = 0,
SAzT — SGCe — SE(e, p) + SBuey, = 0.

Resolvendo para u.4, chega-se ao controle equivalente:

Uey = —(SB)"'SAz + (SB)"'SE(e, p) + (SB) "' SGCe.

A substituicao de u., na equacao do observador leva a:

i = (A—GO)Z+Gy— E(e,p) + Bue,

= AT — GCZ+ GCx — E(e,p) — B(SB)"'SAz + B(SB) 'SGCe +
B(SB) 'SE(e, p)

= AT - GCZ+GC(T —e)— E(e,p) — B(SB)"'SAZ + B(SB) *SGCe +
B(SB) 'E(e, p)

= Az - GCz+ GOz — GCe — E(e,p) — B(SB)'SAZ + B(SB) 'SGCe +
B(SB) 'SE(e, p)

= [I — B(SB)'S|Az + [I — B(SB)™'S|(—GCe) + [I — B(SB)~'S|(—=E(e, p)).

= [I - B(SB)™'S|(Az — GCe — E(e, p)). (4.26)

Como e = T — x e, portanto, ¢ = T — &, tem-se que:

¢ = (A-GC)z— E(e,p) + Gy+ Bu— Ax — Bu — Bv
= Az — GCz — E(e,p) + GCx — Ax — Bv
= Ar—GCz — E(e,p) + GC(z —e) — Az — Bv
= Az — GCz — E(e,p) + GCz — GCe — Az — Bv
= Az —x)— E(e,p) — GCe — Bv
= Ae— E(e,p) — GCe — Bv

= (A—GC)e — E(e, p) — Bu. (4.27)

Deste modo, (4.26) e (4.27) descrevem o sistema composto pelo controlador e pelo

observador, em modo deslizante.

Observacao 34 No sistema composto pelo controlador e pelo observador, nao € possivel
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garantir a estabilidade, isto €, nao se conhecem resultados que garantem a estabilidade

deste sistema de controle completo.

Resumindo, existem dois passos basicos no projeto de um CEV:

(a) O projeto da superficie de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha
certas propriedades pré-estabelecidas sobre a superficie. Por exemplo, a superficie
de chaveamento é projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estavel

sobre ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superficie de

chaveamento e manté-lo sobre ela por todo o tempo subseqiiente.

4.3 Controle com Estrutura Variavel Utilizando Sis-
temas ERP

Considere a planta incerta e com disturbios descrita em (4.10)—(4.12), cuja forma final
¢ dada em (4.12), sendo z(t) nao disponivel e y(t) disponivel. Suponha a existéncia de
matrizes K, € R™" ¢ F' € R™*? de modo a tornar o sistema controlado descrito na Fig.

3 e dado por {A — BK,C, B, FC} ERP. Assim, pelo Lema 1, existe P = PT tal que:

P(A—- BK,C)+ (A — BKOC)TP < 0,
BTP =FC,
P >0.

Adote a lei de controle:
u(t) = =Koy — B(y, t)sign(Fy),

sendo ((y,t) € R e f(y,t) > 0. Entdo, de (4.12), considerando a candidata a fungao de
Lyapunov V(z) = 27 Px e observando que BT Pz = FCx e |v(t,z)| < p(t) > 0, entao:

V(z) = 2" {P(A- BK,C)+(A— BK,C)"P}z — 2" PB(B(y,t)sign(Fy)—
v(t,x)) — (B(y, t)sign(Fy)" — v(t, x)T) BT Pz

< xT {P(A - BKOC) + (A - BKOC)TP} L= 2|Fy| (6(% t) - p(t)) )

sendo que |Fy| é igual a soma dos médulos dos elementos do vetor Fy. Logo, adotando-se

B(y,t) > p(t), entdao V(z) é definida negativa e o ponto de equilibrio = 0 do sistema
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controlado ¢é globalmente assintoticamente estavel.

Agora, sera demonstrado que, sob certas condigoes, este sistema pode apresentar
modos deslizantes. Este estudo sera apenas ilustrativo, pois a andlise acima é suficiente
para exemplificar a eficiéncia do sistema de controle proposto para esta planta incerta,

nao-linear e com disturbios, parcialmente desconhecidos.

Defina a nova saida do sistema (4.12), y, = Fy. Note que, como {A — BK,C, B, FC'}
¢ ERP, entao FCB = BTPB é simétrica e definida positiva. Assim, para provar que

Yo(t) — 0, t — 00 e pode gerar modos deslizantes, observe que:

_ Y (FCB) Ty,

Vo(Yo) 9

V(o) = yi(FCB) Y, =yl (FCB)™'Fy =yl (FCB)"'FCi
=y, [(FCB)™'FC Az — (B(y, )sign(yo) — v(t, @))]
< |yl I(FCB) " FCA| ]| + Iyl (=B(y, ) + p(£)) -

Assim, se B(y,t) > ||[(FCB)*FCA||||z|| + p(t), V(y,) < 0 para y, # 0 e V(0) = 0.
Desta forma, y,(t) — 0, t — oco. Se ((y,t) for suficientemente grande, teremos modos

deslizantes em y, = 0.

4.4 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foi apresentada a teoria e os métodos de projeto de controladores e
observadores com EVMD. Inicialmente, foi apresentado o conceito de modos deslizantes.
Em seguida, foi apresentado o projeto dos controladores e dos observadores, utilizando os

modos deslizantes.

A teoria apresentada neste capitulo aplica-se a sistemas de controle com realimentacao
das variaveis de estado, diretamente ou através de observadores. Na Secao 4.3, o conceito
de modos deslizantes foi aplicado a sistemas de controle com acesso somente as saidas
da planta. No proximo capitulo, sao descritas as condigoes, em termos de LMIs, para
o controle com estrutura variavel de sistemas com incertezas politopicas, com acesso

somente as saidas da planta.



146

5 C(Controle com FEstrutura

Variavel Utilizando Sistemas
ERP e LMIs

Na Secao 2.6, foram apresentadas condicoes em termos de LMIs para a sintese de
sistemas ERP com plantas incertas. Neste capitulo, sao descritos os métodos de projeto
de CEV para sistemas com incertezas paramétricas e sujeitos a disturbios, considerando

robustez paramétrica, taxa de decaimento e restricoes na entrada e na saida.

Considere o sistema incerto descrito por (5.1):

i = A(a)r + B(a)(u+ (L, x)),

(5.1)
y = C(a)z,
sendo x € R", u e R™, y € RP, p>m e a € R" dado por:
g
a = , (5.2)
Ay
sendo a; > 0, 2 = 1,...,r constantes desconhecidas, com a; + ...+ a, = 1.
A lei de controle é dada por:
u = —Kyy — Psign(Fy). (5.3)

Sao admitidas as seguintes hipdteses:

B1 O vetor x nao esta disponivel, mas o vetor y esta disponivel para medicao;

B2 As matrizes com incertezas A(«) e C'(a) sao constantes, mas desconhecidas e des-
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critas por:
T T
Ale) = a4 e Cla) =D a;C,,
i=1 i=1
sendo a; > 0,2 =1,...,r constantes desconhecidas, oy + ...+ a,, = 1 e as matrizes
A; e C;, i=1,...,r conhecidas (incertezas politépicas);

B3 Definindo-se |£(t, z)| = |[£(¢, @) |1 = |&1(t, @) + . . . + |En(t, 2)], sendo que £(E, z)T =
(&1(t, ), ..., &n(t, o)], entdo, existem e sdo conhecidas constantes positivas a e b,

tais que |{(t,z)| < a|z| + b;

B4 A matriz B(a) = B+ AB, sendo AB = BAB. Existem e s
:a0 conhecidas l“’L = 1, ., tais que 1+ABM—‘ABZ71|— . '_|ABi,i—1|_|ABi,i+l|_
e — \ABLmI >1; >0, Vie{l,...,m}, e define-se | = min{ly,ls,...,0,}.

A condigao B3 é usual em CEV [69]. A condicao Bl considera o CEV com acesso
somente as saidas da planta, estudada por exemplo em [6,15-18]. O método de projeto
proposto nesta secao € mais geral que os resultados anteriores, pois apenas o método
proposto considera estabilidade, taxa de decaimento, robustez e restricoes no sinal. A
condigao B2 é geral, pois permite incertezas arbitrarias politépicas em A(«) e C'(«). Por
exemplo, considere C(a) = [ ¢; ¢y |, sendo que as constantes ¢; € [2,3] e ¢ € [4,5] sdo
desconhecidas. Entao, para todo ¢; e ¢, factivel, existem constantes 3; € [0,1],i = 1,...,4,
satisfazendo as condigoes 5y + B2 = 1 e B3 + B4 = 1, de modo que ¢; = 206; + 305 e
ca = 433+504. Agora, note que c; = (B3 + B4) (201 +302) = 25153+ 26184+ 35253+ 35234
e cy = (B + (2)(48s + 501) = 40103 + 56184 + 408233 + 55264 Entdo, definindo-se
ar = (i, az = B1By, az = Boff3 € ay = (o, note que ag + ax +az + a4 = 1 e
Cla) = anCy + a0y + 303 + auCy, sendo Cy = [ 2 4], Cy=[2 5], C3=[3 4]e
Cy=1[3 5]. A incerteza em AB, dada em B4, é também usual, mas é possivel relaxar

esta condigdo, como mostrado em [71].

5.1 Estabilidade e Robustez

Para a andlise da estabilidade do sistema incerto (5.1), com as condigdes B1-B4, uma

candidata a funcao de Lyapunov é:

V(z,a) = 2" P(a)r, P(a) = i:loziPi, (5.4)

sendo P, =PF >0,i=1,...,r.
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Considere a existéncia de P(a) = P(a)”, K, e F, de modo que, dadas A(a) e C(a)

satisfazendo B2 e B(a) obedecendo & Hipétese B4, as equagoes abaixo sejam satisfeitas:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — P(a)B(a)K,C(a) — C(a)TKI B(a)T P(a) < 0,

(5.5)
B(a)TP(a) = FC(a) (5.6)
P(a) >0, (5.7)

para todo a;, i = 1,...,r, admissivel. Entao, para a lei de controle (5.3), de (5.1), B1-B4
e (5.5)—(5.3) chega-se a (5.8), pois:

V(z,0) = [A(a)x — B(a)K,y — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]" P(a)x +
" P(0)[A(a)z — B(a)K,y — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]

= [A(a)z — B(a) K,C(a)r — B(a)Bsign(Fy) +
B(a)g]" P(a)z + 2" P(a)[A(a)z — B(a) K,C(a)z —
B(a)sign(Fy) + B(a)g]

= 2" A(0)"P(a)z — 27 C(a)" K B(a)" P(a)x —
[B(a)Bsign(Fy) — B(a)¢]" P(a)x + 27 P(a)A(a)z —
" P(a)B(a)K,C(a)x — 2" P(a)[B(a) fsign(Fy) — B(a)¢]

= " [P(a)A(a) + A(e)T P(a) — P(a) B(a) K,C (o) -

C(a) K, B(a)" P(a)]z + 22" P(a) B(a)(—PBsign(Fy) + €).
Mas, B(a) = B(I + AB), entao:
V(z,a) = 2 [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — P(a)B(I + AB)K,C(a) —
C(a)"K,(I+ AB)'BTP(a)|z + 227 P(a)B(I + AB)(—fsign(Fy) + £).
Também, BT P(a) = FC(a), assim:

V(x, a) = xT[P(a)A(&) + A(a)TP(a) — C(a)TFT(I + AB)KOC(&) —
C(a)'K,(I + ABY'FC(a)]z + 22T P(a)B(I + AB)(—fsign(Fy) + €)

= 27 [P(a)A(a) + A(a)" P(a) — C(a)" FTK,C(a) —
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C(a)"K,ABTFC(a)|x 4 227 P(a) B(I + AB)(—fsign(Fy) + €)
= o' [P(a)A(a) + A(a)" P(a) = C(a) (FT K, + K, F)C(a) —
C(a)"(FTABK, + K,AB"F)C(a)]z +
227 P(o) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)
= o' [P(a)A(a) + A(a)" P(a) — C(a) (F" K, + K,F)C(a)]x —
27C(a)'FTABK,C(a)z — 27C(a)' K,ABTFC(a)z +
227 P(a)B(I + AB)(—fsign(Fy) + £)
= o' [P(a)A(a) + A(a)" P(a) = C(a) (FT K, + K, F)C(a)]z —
y'FTABK,y — y" K,ABY Fy + 227C(a)' FT (I + AB)(—fsign(Fy) + €)
= o' [P(a)A(a) + A(a)" P(a) = C(a) (FT K, + K, F)C(a)]z —
20" FTABK,y + 2y" FT(I + AB)(—psign(Fy) + €)
= 27 [P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)"(FTK, + K, F)C(a)]z + J, (5.8)

sendo:
J=—20TFTABK y + 2y" FT(I + AB)(—psign(Fy) + £).

Entao, a partir de B4 e definindo-se y” FT = { fi oo fm }, note que:

<
IA

12y" FTABK,y| + |2y" FT (I + AB)¢| — 2y" FT(I + AB)Bsign(Fy)

IN

2|y"FT| |ABK,y| + 2 |y"FT| |IT + AB| |¢| — 2y" FT(I + AB)Bsign(Fy)

IN

2y FT| [ABKy| + 2 |[y" F'| [T + AB|(alz| + b) — 28f1 [(1+ AByy)sign(fr)+
ABlygsign(fg) + ...+ ABLmSIgH(fm)} — .. Qﬁfm [ABszign(fl)%—

AByo8ign(fo) + ...+ (1+ Ay )sign(fn)]

< 2y'FT||ABKy| + 2 |y"FT| |I + AB| x (a|z| + b) — 28| fi] [(1 +ABy )
[ABio| = ... = [AByml| = ... = 28] fm| [~|ABpi| = [ABpa| — ... +
(14 ABpm)|

IN

21y" FT| |ABKyy| + 2 [y" FT| | + AB|(alz| + ) = 26 {| fill + - + [ fnlln} -
(5.9)
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De B4,1;, >1,+=1,...,m. Portanto,

J <2y FT| |ABKy| + 2 |y"FT| |I + AB|(alz| + b) — 28{|fi| + ... + | fml} L.

Mas a norma |y” F'T| ¢ dada por:

" F = [y  Frl = Al 4+ il

Logo,
J <2y FT| |ABK,y| + 2y  F7| |1 + AB|(ale| +b) — 28 [y"F7 1,

J<2|y"F"| {|ABK,y| + |I + AB| (alz| +b) — Bl} .
J <2y F"| {|AB|| Koyl + [T + AB| (ala| +b) — 81} . (5.10)
Entao, se: B B
|AB|| Koyl + |T + AB| (alz| + b)
ﬂ > l ?
segue, de (5.5), (5.8) e (5.10), que V(z,a) < 0, para z # 0 e, portanto, (5.5)-(5.7) sdo
condigoes suficientes para a estabilidade assintética global do sistema incerto (5.1) com a

lei de controle (5.3).

(5.11)

Para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, segundo o Teorema 22, a
condigao necessaria e suficiente para a factibilidade das condigoes (5.5)—(5.7) é a existéncia

de matrizes P(a) = P(a)”, R e F que satisfazem as seguintes condigoes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0, (5.12)
B(a)TP(a) = FC(a). (5.13)
P(a) >0, (5.14)

Da hipdtese B2, entao (5.13) e (5.14) sdo verificadas, para todo oy, i = 1,...,7

admissivel, se e somente se,

BTP,=FC;,i=1,...,r (5.15)
P=P'>0i=1,...,r (5.16)

A condigao (5.12) é equivalente a:

{041[ arl}Q{all &TI}T<O,
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sendo:

Q=1 : |[A-—A |+ |[p-P]-] i |(R+RD] -0 | (517)

Portanto, uma condicdo suficiente para (5.12) é

Q < 0. (5.18)

Se as LMIs (5.15), (5.16) e (5.18), com @ definido em (5.17) (que sdo equivalentes
a (5.12)-(5.14)) forem factiveis, entdo a matriz K, pode ser obtida pela expressao K, =
(FT)7'R.

Seguindo as idéias descritas em [72], a LMI (5.17) pode ser flexibilizada através do

Teorema 44, proposto em [12].

Teorema 44 Considere a matriz Q) dada em (5.17). Entao, o ponto de equilibrio x = 0
do sistema controlado (5.1) é globalmente assintoticamente estdvel se existirem matrizes

simétricas P; > 0 e Pj; > 0 de modo que:

| 0 P12 Plr_
P12 0 P2r
Qv=Q+| ~ T |<o (5.19)
| P, Py o 0|

Prova A matriz ) dada em (5.17) pode ser decomposta em:

Qll QIQ e QIT’
Q=1[Qy] = .ITQ Q.22 Q.QT
L QL - Qn |

Entdo, dada uma candidata a fungao de Lyapunov V(z(t)) = 2 (t)P(a)xz(t), de (5.1) e
(5.17), tem-se:

204 (1) Qi (t +22&z% (1)Q4jx(t),
1<J

sendo que:

ZO‘ZO‘J (t)Qij( Z Z O‘ZO‘J (t)Qij(t)

1<J =1 j=i+1
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Dadas as matrizes Pj; = Pg > 0, segue que:

Zozozj (t)Pjz(t) > 0.

1<j

Entao:

) < ZoﬂxT )Quix(t) + QZOz Oé] (1)Qix(t) + Zoz 04] t)Pija(t),

1<j 1<j
) < Za () Qu(t) + 2204 a;at (£)(Qiy + Py)a(t),
i<j
Q11 Qiz+ P2 -+ Qi+ Pir arl
V) <m0 ant ant o | | TRTOE G Qe el
Qi +Pir Q3+ Py - Qrr arl

Portanto, se (5.19) for satisfeita, V(z(t)) < 0 e o sistema serd, globalmente assintoti-

camente estavel. O

Observacgao 35 Para sistemas com niumeros diferentes de entradas e saidas, as condi¢oes
estabelecidas nos Teoremas 22-2 sao analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, nao ocorre o produto oo, o que torna a andlise mais simples.

5.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento vy é especificada pela equagao
P(a)A(a) + A(a)" P(a) — C(a)" (R + RY)C(a) < —2vP(a), (5.20)
ou, de forma equivalente,

P(a)(A(a) ++I) + (A(a) + v)T P(a) — C(a)' (R + RT)C(a) < 0. (5.21)

De modo similar a andlise de (5.12), descrita nas equagoes (5.17)—(5.18), uma condigao

suficiente para a equagao (5.21) é

Q+[v1 a1 [P o B[P - B [l o aI] <0 (522)
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As LMIs (5.15), (5.16) e (5.22), com @ definido em (5.17), especificam o projeto que

garante estabilidade, robustez e taxa de decaimento, para o sistema controlado.

Assim como a LMI (5.17), a LMI (5.22) pode ser flexibilizada através do Teorema 44,
substituindo-se ) por @y, definido em (5.19).

Observacgao 36 Para sistemas com niumeros diferentes de entradas e saidas, as condi¢oes
estabelecidas nos Teoremas 25-27 sao analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, nao ocorre o produto oo, o que torna a andlise mais simples.

5.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e
Restricoes na Entrada e na Saida

Considere o sinal:

s=Huz, (5.23)

sendo H € R?”", 1 < ¢ < n uma matriz constante conhecida. Devido as limitacoes
impostas pelas aplicacoes praticas de sistemas de controle, muitas vezes devem ser con-

sideradas restricoes no projeto, como as descritas abaixo:
max ||s(8)]] < &, (5.24)

sendo &, uma constante conhecida, para uma dada condigdo inicial x(0).

Em [42], foram apresentadas duas LMIs para a especificagdo destas restrigoes, para
um sinal de controle u = Gz. Analisando-se a deducao deste resultado, dada no Apéndice
D, observa-se que a lei de controle pode ser arbitraria, desde que exista uma funcao de

Lyapunov V(z) = 27 P(a)z, com P(a) = P(a)T > 0 e V(z) < 0, para z # 0.

As condigbes apresentadas por [42], que asseguram que a condigao (5.24) é satisfeita

para s dado em (5.23), sdo dadas por:

> 0, (5.25)

> 0. (5.26)

Considerando a definigao de P(«) em (5.4), entao (5.25) e (5.26) sdo, respectivamente,
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equivalentes as seguintes LMIs:

P, H"
: (5.27)
H &I
1 0)T P,
z(0) >0, (5.28)
Pz(0) B
1=1,...,r

Se for necessario especificar restricoes em mais de um sinal, podemos adicionar LMIs,
como as descritas em (5.27) e (5.28), para cada sinal. As LMIs que especificam estas
restricoes devem ser consideradas juntamente com as LMIs que garantem estabilidade,

robustez e taxa de decaimento.

Para o caso especial, no qual s = y, com y dada em (5.1) e considerando-se a condi¢ao
B5, a LMI (5.25) é equivalente a:

P Cf
Ci € ’
1=1,...,7

Considere, agora, o sinal de entrada:
u=—K,x, (5.29)
com a restricao descrita abaixo:
< .
max ||u(t)]| < po, (5.30)

sendo p, uma constante conhecida, para uma dada condigao inicial z(0).

As condigoes apresentadas por [42], que asseguram que a condigao (5.30) é satisfeita

para u dado em (5.29), sdo dadas por (5.26) e:

(5.31)

Pla)  Cla)"KS | _
K.Cla)  ppl 7

Considerando a defini¢ao de P(«) em (5.4), entdo (5.26) e (5.31) sdo, respectivamente,
equivalentes as LMIs (5.28) e:

(5.32)
KOCZ' ,U%I

P, O?KOT]
> 0,
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1=1,...,7
Observagao 37 Considere o sinal s(t) = [ sy(t) --- s,(t) ]. A andlise do Controle com
Estrutura Varidvel € baseada na norma ||s(t)||1 = [s1(t)| + ... + |s4(t)|. Entretanto, as

LMIs que garantem as restri¢oes na entrada e na saida sao baseadas na norma ||s(t)||s =
(Is1(8)2 + ... + [s4(t)|>)Y2. Para contornar este problema, a solucio é impor restrigoes

em cada elemento do sinal s(t):
Isi(®)l]2 < &oiy 1=1,...,q.
Assim, a norma ||s(t)||1 € dada por:
sl = Is1(®)]+- -+ lsg (O] = (51()*) 2+ (54O = [s1(£)*[2 4+ [ (1)

Hs@ll = lls1@ll2 + -+ llsg(Ol2 < Eor + - + o = &o,

sendo & = &o1 + ...+ &oq-

5.4 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foram descritas condigoes, em termos de LMIs, para o controle com
estrutura variavel de sistemas com incertezas politopicas, com acesso somente as saidas
da planta. Além da estabilidade e da robustez, foram consideradas outras especificacoes,

como taxa de decaimento, restricoes na entrada e nas saidas.

O método é aplicado tanto para sistemas com o mesmo nimero de entradas e saidas

como para sistemas com o nimero de saidas maior que o nimero de entradas.
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6 Fxemplos de Aplicacao

Neste capitulo, sao apresentados os resultados das simulacoes de alguns sistemas,
abrangendo os casos discutidos nos capitulos anteriores, considerando o acesso somente

as saidas da planta.

6.1 Exemplo 1

Considere a planta apresentada em [73] e dada por:

& = Ax + Bu,
(6.1)
y=Cu,
sendo:
—-3+a 0 1+a 0
010
A= 1 2 0 |, B=|1+05 |, C= ;
1 10
0 1+a -2 0
sendo que os parametros a e b pertencem aos seguintes intervalos:
—2<a<6, —1<b< 1.
Para a = —1, a planta possui um zero de transmissao em s, = —2. Para a # —1, a

planta nao possui zeros de transmissao.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e F' de modo a tornar o sistema
{A - BK,C,B,FC} ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regioes de factibi-
lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.4.2. Os Teoremas 9, 10 e 12 nao
foram utilizados, pois o sistema nio atende as suas condicoes, isto é, BT # (CB)TC e

B#[0 0 1]%. Paraexecutar as LMEs, foi feita uma aproximagao, dada no Lema 12.
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Lema 12 Considere a matriz M € RP*? dada por:

miy; Mi2 mig
M= may m'22 Mag
| Mp1 Mp2 Mpq |
e defina:
L=[10 0], b=[0 1 0], lLL=10 0 1],
1] 0 ] [0 |
0 1 0
1 = , Co = ) Cq =
_O_ _O_ _1_

O elemento pertencente a linha i e a coluna j de M, dado por m;; € igual a:

mij:liMCja izla"'apa ]:177(]

A matriz M € nula se e somente se todos os elementos forem nulos, isto é€,

M:O<:>ml-j:liMcj:O, izl,...,p, 3:1’,(1

Uma forma aprorximada para a equacao M =0 é dada por:

1
2

P T .. T .. 2 2 E— T ..
Imij| = (my;mi)? < e <= mimy; < € <= e —my;.1.my; > 0,

e ml e M
= Yol = J Yl >0,
mg; 1 LiMc; 1

parai=1....p,7=1,...,q ee = 0.
Com base no Lema 12, a LME BT P = FC, que é equivalente a BT P — FC = 0, pode
ser aproximada por mn LMIs, dadas por:

€2 I(BTP — FC)TIT
ZZ(BTP - FO)CJ‘ 1

Neste exemplo, foi utilizado € = 107°. Sem perda de generalidade, foi incluida uma
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LMI, dada por P > I (ou Py > dI), para evitar que P tenha a mesma ordem de grandeza
de ¢, o que comprometeria a LME BTP = FC (ou BT Py = FyC). As figuras seguintes
apresentam as regioes de factibilidade obtidas. Os pontos factiveis sao representados por
um circulo (“o”) e os pontos em que o programa nao encontrou solugao sao representados

por um “x”.

160000 OO0 -0 O O O -0 X X XXX XX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.8p O 00 0O 0 0 0 Q0O OO0 X X X X X XX XX XXX XXX XK XX XX
OO0 O0O00O0O0O0OO0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.65- 00 00 0 0 0 O O OO X X X X X XX XX XXX KX XX KX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0400 00 0O 0 0 0 Q00O O X X X X X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0 0O 00000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0200 00 QO 0 0 0 QO O 0O O X X X X X XX XX X XXX XXX XXX XX
OO0 O0O00O000O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

O 000000000000 X X X X XXX X XXX XXX XXX X XXX
OO0 000000000 X x x x X X X X X X X X X X X X X X X X X
=020 0000 0 000000 X X X X XX X X X X XX X XXX X XX XX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
043 O O 0 0O O 0 0 O OO O X X X X X X X XX XX XX XXX XXX XX
OO0 O0O00O0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
—0.60- 000 0 0 0 0 0O 0O O O X X X X XX X X X XXX XXX XXX XXX
OO0 000000000 X x x X X X X X X X X X X X X X X X X X X
085 OO 0O QO 0 0 O OO O X X X X X X X XXX XXX XXX XXX XX
OO0 O0O00000OO00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
16 & & * % % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 30: Regido de factibilidade do item (i) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

1600000000 000 O O O X X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O000000O000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
08p OO0 000000000000 O X X X X X X X X X XXX K X XXX
OO0 O0O00O0OO0O0ODO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
060 OO0 000000000 O O O X X X XX X X XXX X XK XXX X
OO0OO0O00O0000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
04 0000000000000 0 O X XX X X X X X X XXX X X XXX
OO0 0000000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X
0200000 000000000 O O X XX XX XXX XXX XXX XXX
O0O0O0O0OO0O000O0OO0O0D00OD0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

O 0B OO0 00000000000 0 O X X X X X X X X X XX XX X XXX
O0OO0OO0OO0O0D0O0OO0OO0O00O00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
020 00000000000 OO0 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0O0O0O0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
=040 000 000000000 0 O O X X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0 O0O0O0O0OO0O0DO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
06000000 00000000 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0OO0O000000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
-08p O 000000000000 O O X X X X X XX XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0OO0O0O00O000O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

=1 & & & * * * * *
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 31: Regido de factibilidade do item (ii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.



160000 OO0 -0 O O O -0 X X XXX XX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.8p O 00 0O 0 0 0 Q0O OO0 X X X X X XX XX XXX XXX XK XX XX
OO0 O0O00O0O0O0OO0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.65- 00 00 0 0 0 O O O O X X X X X XX XX XXX KX XX KX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
040 0 00 0O 0 0 0 Q0O OO O X X X X X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0 0O 00000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0200 00 © 0 0 0 QO OO O X X X X X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0 O0O00O000O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

K 0BG O0O00 00000000 X X X X X X X XXX XXX XXX XX XXX
OO0 000000000 X x x x X X X X X X X X X X X X X X X X X
=020 0000 0 000000 X X X X XX X X X X XX X XXX X XX XX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
043 O O 0 0O O 0 0 O OO O X X X X X X X XX XX XX XXX XXX XX
OO0 O0O00O0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
—0.60- 000 0O 0 0 0 0O 0O O O X X X X XX XX X XXX XXX XXX XXX
OO0 000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
085 OO 0O QO 0 0 O OO O X X X X X X X XXX XXX XXX XX XXX
OO0 O0O00000OO00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
16 & & % % % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a
Figura 32: Regiao de factibilidade do item (iii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

1000000000000 O O O X XXX X XX XXX XXX X XXX
OO0OO0O000000O000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
08p OO0 000000000000 O X X X X X X X X X XXX K X XXX
OO0 O0O00O0OO0O0ODO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
060 O 00000000000 O O O X X X XX XX XXX XXX XXX X
OO0OO0O00O0000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
04 0000000000000 0 O X XX X X X X X X XXX X X XXX
OO0 0000000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X
020 0000000000000 O O X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O0O0O0000O0OO0OO0O00O0O00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

O 0P OO0 OO0 00000000 O O X X X X X X X XX X X X XX XXX
O0OO0OO0OO0O0D0O0OO0OO0O00O00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
020 00000000000 OO0 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0O0O0O0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
=040 000 000000000 0 O O X X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0 O0O0O0O0OO0O0DO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
-0.60 0000000000000 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0OO0O000000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
-08p O 000000000000 O O X X X X X XX XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0OO0O0O00O000O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

1 & & & % % % % %
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a
Figura 33: Regido de factibilidade do item (iv) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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160000 OO0 -0 O O O -0 X X XXX XX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.8p O 00 0O 0 0 0 Q0O OO0 X X X X X XX XX XXX XXX XK XX XX
OO0 O0O00O0O0O0OO0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.65- 00 00 0 0 0 O O O O X X X X X XX XX XXX KX XX KX XXX
OO0OO0O0O0000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
040 0 00 0O 0 0 0 Q0O OO O X X X X X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0 0O 00000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0200 00 © 0 0 0 QO OO O X X X X X XX XX XXX XXX XXX XXX
OO0 O0O00O000O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

K 0BG O0O00 00000000 X X X X X X X XXX XXX XXX XX XXX
OO0 000000000 X x x x X X X X X X X X X X X X X X X X X
=020 0000 0 000000 X X X X XX X X X X XX X XXX X XX XX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
043 O O 0 0O O 0 0 O OO O X X X X X X X XX XX XX XXX XXX XX
OO0 O0O00O0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
—0.60- 000 0O 0 0 0 0O 0O O O X X X X XX XX X XXX XXX XXX XXX
OO0 000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
085 OO 0O QO 0 0 O OO O X X X X X X X XXX XXX XXX XX XXX
OO0 O0O00000OO00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
16 & & * % % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 34: Regido de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para

o Exemplo 1.

1600000000 000 O O O X X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O000000O000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
08p OO0 000000000000 O X X X X X X X X X XXX K X XXX
OO0 O0O00O0OO0O0ODO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
060 O 00000000000 O O O X X X XX XX XXX XXX XXX X
OO0OO0O00O0000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
04 0000000000000 0 O X XX X X X X X X XXX X X XXX
OO0 0000000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X
020 0000000000000 O O X XX XX XXX XXX XXX XXX
O0O0O0O0OO0O000O0OO0O0D00OD0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

O 0P OO0 OO0 00000000 O O X X X X X X X XX X X X XX XXX
O0OO0OO0OO0O0D0O0OO0OO0O00O00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
020 00000000000 OO0 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0 O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0O0O0O0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
=040 000 000000000 0 O O X X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0 O0O0O0O0OO0O0DO0OO0OO0O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
-0.60 0000000000000 O O X X X X X X XX X XXX KX XXX
OO0OO0O000000000O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X
-08p O 000000000000 O O X X X X X XX XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O0000O0OO0O0O00O000O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X

=1 & & & * * * * *
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 35: Regiao de factibilidade do

item (vi) do Teorema 13 para

o Exemplo 1.
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0.8 X XX - XX 3 X K XX X K XXX R X X X X X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 X M XX X K XXX R X X X X X X X X X X X XX XX
0.4 XXX XX 3 X X X X X K X X X X X X X X X X X X X X X X XX XX

0.2 X XXX X 3 XX X X X X XXX X X X X X X X X X X X X X XX XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % N
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 36: Regido de factibilidade do item (vii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

0.8 X XXX X3 XK XX X K XXX R X X X K X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 XK XX X K XXX X X X X X X X X X X X X XX XX

0,45 XXX XX 2 X X X X X KX XX X X X X X X X X X X X X X X X XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % %
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 37

Regiao de factibilidade do item (viii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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0.8 X XX - XX 3 X K XX X K XXX R X X X X X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 X M XX X K XXX R X X X X X X X X X X X XX XX
0.4 XXX XX 3 X X X X X K X X X X X X X X X X X X X X X X XX XX

0.2 X XXX X 3 XX X X X X XXX X X X X X X X X X X X X X XX XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % N
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 38: Regido de factibilidade do item (ix) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

0.8 X XXX X3 XK XX X K XXX R X X X K X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 XK XX X K XXX X X X X X X X X X X X X XX XX

0,45 XXX XX 2 X X X X X KX XX X X X X X X X X X X X X X X X XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % %
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 39: Regido de factibilidade do item (x) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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1600000 0000000000000 00O X X X X X XX XX XXX
OO0OO0OO0OO0O0D00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0O00O X X X X X X X X X X X X
08p O OO0 0000000000000 000 0 O X X X XX X X K X XXX
OO0OO0O0O000DO0ODO0OO0OO0ODO0ODO0OO0OO0O0ODO0OO0OO00 X X X X X X X X X X X X
060 O 0000000000000 0000 00O X X XX %X X XXX XXX
OO0OO0O000000D0D00O0O0O0OO0OO0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X
040 00000 0000000000000 0 O X X XX X X XXX XXX
OO0OO0O0O000DO0ODO0OO0OO0ODODO0OO0O0ODOO0OO00O X X X X X X X X X X X X
020 O 0000000000000 0000 00O X X XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O000DODO0OO0OO0ODODOO0OO0ODOOO00O X X X X X X X X X X X X

= 0B OO0 000000000000 Q000 O X X X X XXX X X XXX
O0OO0O0O000O0O0O0O0O0OO0O00OVOOO0O0O0 X X x X X X X X X X X X
020 0000000000000 00000 00O X X X XXX XXX XXX
OO0 0000000000000 ODOO0OO00O X X X X X X X X X X X X
04 O 000000 00000000 OO0 O O O X X X X X X X X X XXX
OO0OO0OO0O000DO0DO0OO0OO0ODO0DO0OO0OO0O0DO0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X
060000000 0000000000000 O X X X X XXX KX XXX
OO0OO0OO0O0O00O0ODO0O0OODOO0DO0OOOO0OOOO0O X x X X X X X X X X X X
-08p 000 OO0 000000000000 00 0B X X X X X XXX X XXX
OO0OO0O0000D0ODO0OO0OO0ODODO0OO0OO0ODOO0OO00O X X X X X X X X X X X X
16 & & & & & % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 40: Regido de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

16 0000000000000 00000000000 0 0 0 X X X XX
OO0OO0OO0OO0O000O0OO0O0O0OOOO0OO0OOOO0OOOLDOO0OO0OOO X O X X X X X
08 O 0000000000000 0 00000 X000 O X O X X X XX
OO0OO0O0OO0O0O0DO0DO0OO0DO0OX 00000000000 Xx OO0 X X X X X X
0.6 0000000000000 0000000000 00 O X X X X X X
OO0OO0O0OO0000DO0OX 0000000000000 0OO0O0 X x x X X X
040 00000 0000000000000 0000 0 O O X X X X X XX
OO0OO0O0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOO0OO0OODOOO0O0O0O0O00O0OO0O X X x X X X X
020 0000 0000000000000 00000O00 00 O X X X X X X
OO0OO0OO0O00OX0O0O0O0O00OO0O0OO0OODOOO0OOO0OO0O0O0OO0OO0 X X X X X X
N POOO0O0O000O0O0O0000 000000000 O X O X X X X X X
O0O0O0O0O000O0O0O0O0O0O0O00VOOO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OOO0O0 X x x x x
020 000000 00000000000 X00000 00 0 0 X X XXX
OO0OO0OO0OO0O0O00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOX0O0O0OO0OO0OO0OOOO0O0 X X X X X
0400000000000 X0O00000000X 00000 00 X X X X-X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0DO0OODOODO0OODODOO0OOOO0OO0O0OO0OO0O0 X X X X X
0.6 0000 00X 00000000 000000000 O X O X X X X X
OO0OO0O0O0000ODO0OO0O0O0OO0OO0DO0DO0DODOO0OOXO0O000O0 Xx0O0 x x x x X
-08p X000 000000000000 00000000 0 00 X X X X-X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0ODO0ODO0OODOO0OO0OODODOO0OO0OXO0OO0OO0O0 X x X x X
—1® EN EN * & EN & * N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a

Figura 41: Regiao de factibilidade do Algoritmo 1 para o Exemplo 1.
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A maior drea factivel foi obtida com o Algoritmo 1. Para o item (xi) do Teorema 13,
o programa apresentou uma area factivel ligeiramente menor. Para os itens (ii), (iv) e
(vi) do Teorema 13, foi apresentada uma area factivel menor, embora mais extensa que
a drea factivel apresentada para os itens (i), (iii) e (v) do Teorema 13. Para itens (vii),

(viii), (ix) e (x) do Teorema 13, nao foram encontradas solugoes.

As LMIs do item (xi) do Teorema 13 s@o factiveis para a < 3. De fato, os zeros de
transmissao do sistema {A, B, BT} sa0 s, = a — 3 e s, = —2. Entdo, de acordo com a

Observagao 6, a regiao de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 é dada por a < 3.

A fim de obter uma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a méaxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.5.2, através de um programa
implementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. Os Teoremas 16, 17 e 19 nao
foram utilizados, pois o sistema nio atende as suas condigoes, isto ¢, BT # (CB)TC
e B#[0 0 1]F A Tabela 2 apresenta a maxima taxa de decaimento obtida pelos
teoremas para os quais o programa encontrou solucgoes factiveis. Para a apresentacao dos
resultados, defina os zeros de transmissao do sistema {A, B, F'C'} dados por 0, + jw, e 0s
polos do sistema {A — BK,C, B, FC'} dados por g, + j w,.

Tabela 2: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 1, com o Teorema, 20.

Item /Ymax O-Z max Op max

() | 1.7928 | —2.5000 | —2.4731
(ii) | 1.8029 | —2.0000 | —2.0000
(v) | 1.9999 | —2.0000 | —2.0000
(vi) | 1.9999 | —2.0000 | —2.0000
(xi) | 1.9999 | —2.0000 | —2.2121

A maéaxima taxa de decaimento obtida, com o Teorema 20, foi V. = 1.9999, através
dos itens (v), (vi) e (xi). Foram encontradas outras solugoes para os itens (i) e (ii). Para

os outros itens, o programa nao encontrou uma taxa de decaimento vy > 0.

Com o Algoritmo 2, a maxima taxa de decaimento obtida no primeiro passo foi Yy =
2.4999, com F' = [ 0.3047 0.3555 ]. Os zeros de transmissao de {A, B, FC'}, para o valor
obtido de F' foram z; = —2.5000 4 j 0.5371 e 2z, = —2.5000 — j 0.5371. Utilizando os
valores obtidos de v e F, a solucao obtida foi K, = [ 2695.8376 3142.2078 ]. Os podlos
do sistema de malha fechada foram p; = —2.5000 + j 0.5371, p, = —2.5000 — j 0.5371 e
p3 = —5.8360 x 103.
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6.2 Exemplo 2

Considere a planta apresentada no Exemplo 1, em (6.1), com a matriz de trans-

formacao 7', dada no Lema 5:

00 1
BT

T = (‘jfz()lo

110

Assim, a planta possui uma nova representacao:

jl'T = ATJZ'T + BTU,

(6.2)
y = Crar,
sendo:
-2 1+a 0 0
Ap =TAT'=| 0 1 1 , Bp=TB=|1+05b |,
l14+4a 4—a —2+4a 14 0.5b
. 010
Cr=CT " = ,
0 01
sendo que os parametros a e b pertencem aos seguintes intervalos:
—2<a<6, —-1<b< 1.
Para a = —1, a planta possui um zero de transmissao em s, = —2. Para a # —1, a

planta nao possui zeros de transmissao.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e F' de modo a tornar o sistema
{A - BK,C,B,FC} ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regioes de factibi-
lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.4.2. O Teorema 12 nao foi
utilizado, pois o sistema nao atende as suas condigoes, isto é, B # [0 0 1 ]'. Para
executar as LMEs, foi feita a aproximacao definida no Lema 12, com ¢ = 107° e foi
incluida a LMI P > I, equivalente a X = P~' < [ e a Py > 61. As figuras seguintes
apresentam essas regioes de factibilidade. Os pontos factiveis sao representados por um
circulo (“o”) e os pontos em que o programa nao encontrou solu¢ao sao representados por

um “X”.



166

1600000 0000000000000 000000 0 0 0 X X X XX
OO0OO0O0O0O000O0OO0O0O0OOOO0OO0OOOO0OOOLOO0OOOLOOO X X X X X
08 000 000000000000 00000000 00 0 0 X X X XX
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOODO0ODOODOOODOO0OO0O0OO0OO0O0 X X X X X
0.6 0 0000000000000 00000000000 0000 X X X X
OO0OO0O0O0000ODO0OO0O0O0OO0OO0DO0DODODOOOODODO00OOOO0O0 X x x x X
04 00000 0000000000000 00000 000 0 %X X X XX
OO0OO0OO0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODO0OO0OO0OODODOO0OODOO0OO0OOO0O0O0 X x x X
02 0000 000000000000 00000000O0 0 0 0 X X X X X
OO0OO0O0O0OO0O0O00DO0OO0OO0OODOO0OO0OODOOO0OOOO0OO0O0OO0OO0O0 X X X X X

O POOO0O0O000O0O0O00000000000000 0 000 X X X X
O0O0O0O0O000O0O0O0O0O0O0O00VOOO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OOO0O0 X x x x x
020 000000 0000000000000 0O0000 0 00 0 X X X X
OO0OO0O0OO0O0D00O0O0OO0ODO0OOLOOO0OODODOOOLOOO0OOO0O0 X X X X X
040 0000000000000 00000000000 0 0 0 X X X X-X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOODO0OODODOODODOOO0ODOO0O0O0 X x x X
0.6 0000 00000000000 00000000 00 0 0 X X X X X
O0OO0OO0O0000ODO0OOODODODOODOOOLODOODOOODOOOO0O X x x x
-08p OO0 0000000000000 0000000 00 00 X X X X-X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOO0OO0OODODOO0ODOOO0OO0O0OO0OO0O0O0 X x x X
—1® EN EN EN & EN & * N
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a

Figura 42: Regido de factibilidade do Teorema 9 para o Exemplo 2.

1 0000000000000 000000000000000000 0
OO0OO0O0OO0O00O0OO0O0O0OOOO0OO0OOLOOOOLOOOOLOOOODOOOO
08¢ 0000000000000 0 0000000000000 000000
OO0OO0O0OO0000DO0OO0ODO0OODOODODOODOODOLOOODOLOOOOOOOO
0.6 00000 00000000000 0000000000 0000000
O0O0O00000DO0OO0OO0OO0OO0DO0OO0OODOOOOODODODODOODOOODOOO
04 0000000000000 000000000000 0000000
OO0OO0OO0OO0O0O0O0DO0OO0ODO0OODOODOODODOODODOOODODOOOOOOOOO
02 0 0000000000000 00000000000 0000000
OO0OO0OO0OO0O0O00ODO0OO0ODO0OODOODOODODOOOLOOODOLOOOOOOOOO
N PO O0O0O000O0O0OO00000000000000 00000000
O00OO0O0000O0O0O0O0OVOO0D0VOOOO0OODOO0OO0OOOO0OOOO0O0O0
-020- 000 00000000000 000000O0000 00000000
OO0OO0O0OO0O0O0O0O0OO0ODO0OOLOOOOLOOOOLOOOOLOOOOOOOOO
040 0000000000000 000000000000 00000 Xx0
OO0OO0O0OO00O00DO0OO0ODO0OODOODODOLODOODOLODOODOLOODOOOOOO
-0.66- 0000 00000000000 0000000000 0000000
O00O00000DO0OO0O0OO0OO0DO0O0ODODOOOOODODODODOODOODODOOO
-08p 0000 000000000000 00000000000 000000
OO0OO0OO0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOODOODODOODODOOODODOOOOOOOOO
—1® EN EN EN & EN & EN )
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a

Figura 43: Regiao de factibilidade do Teorema 10 para o Exemplo 2.
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160000 000 O O O 0O O X XX % X XXX XXX XXX XXX XXX
OO0OO0O0O0O000O0000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0.8 O 00 0O 0000000 @ X X X X XX X X X X X X XXX KX XXX
OO0 O0O0O00O0O0O000O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
06600 000 0 0 0000 O X X X X XX XX XXX KX XX KX XXX
OO0OO0O0O00000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
040 0 00 0O 00 0 Q00O O X X X X XX X X X XXX XXX XXX XX
OO0 O0O00000O0OO0000O X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
0200 00 © 0 0 0 Q00O O X X X X XX X X X XXX XXX XXX XX
OO0 O0O0O0O000O0OO0O00O0O X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

O 000000000000 O X X X X X XX X X XX XXX KX XX XX
O0O0OO0O00000000 X X x X X X X X X x X X X X X X X X X X
=020 00000 000000 O X X X XX X X X X XX X XXX X XX XX
OO0 O0O00O0OO0O0OO0O000O X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
043 O 0O 0 0O O 0 0 0O OO O @ X X X X X X X X XX XXX XXX XX XX
OO0 O0O00O0OO0O0O0O00O0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
—0.60- 000 00 0 0 000 OO X X X XX X X X XX XX XX XXX XXX
OO0 0000000000 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
08000000 000000 O X X X XX X XX X XX X XXX XXX XX
OO0 O0O00000O0OO0O000O X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
16 & & & % % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 44: Regido de factibilidade do item (i) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

1000000 00000000 0 QO 0O O X X X X X X X XXX XXX
OO0OO0OO0OO0O0O00O0OO0OO0OO0OO0O0OO0O0OOOO0O0 X X X X X X X X X X X X X
080 0000 0000000000000 OO0 0 X X X X XX X XXX XXX
OO0OO0OO0O000D0DO0OO0OO0ODO0DO0000O00O0O0 X X X X X X X X X X X X X
060 OO0 000000000000 OO0 O O X X X XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O000OD0OD0OO0OO0O0O0OO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X
04 O 0000 0000000000000 0 O X X X X X X X XX X XX
OO0OO0OO0O000DO0ODO0OO0OO0O0OO0000OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X
020000000 00000000 0 O 0O O O X X XXX XX XX XXX
O0O0OO0OO0O00O0OO0O0O0OO0OO00OVOO0OO0 X X X X X X X X X X X X X

O 0POO0O0O0O000O0O00000 00 OO0 0 O X XX X X X X X XX XXX
O0OO0O0O0O000O0O0O00O0000O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X
020000000 000000000 OO0 0O O X X XX X XXX XX XXX
OO0OO0OO0OO0O00DODO0OO0OO0OOO0OO00OOO0O0 X X X X X X X X X X X X X
040 000000 000000000 OO0 O O X XX XX %X XK X XXX
OO0OO0OO0O000OD0D0O0OO0OO0OD0DO00000O0O0 X X X X X X X X X X X X X
-0.60 000000 000000000 OO0 0O O X X XX X XXX XX XXX
OO0OO0OO0O000OD0OD0OO0OO0O0O0OO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X
-0.8p OO0 OO0 00000000 OO0 0O O X X X X X XXX XXX XX
OO0OO0O0OO0O000O0D0D0O0OO0O0O0O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X

1 & & & & * % % %
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 45: Regido de factibilidade do item (ii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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16000000 000000000 OO OO X X XX X X X XX XX XXX
OO0OO0OO0OO0O000O0O0OO0O00O0O0OO00O0OOO X X X X X X X X X X X X X X
0.8 O 0000000000000 OO0 O X X X X XXX X XXX XXX
OO0OO0O0O000ODO0ODO0OO0OO0O0OO0O000O0O0 X X X X X X X X X X X X X X
060 O 0000000000000 0 OO0 O X X X X XX %X XXX XXX
OO0OO0O0OO00000D0D00O0D0000O00O0 X Xx X X X X X X X X X X X X
043 O 0000000000000 O O O O X XX X XX X XXX XX XX
OO0 0000000000000 0OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
020 O 0000000000000 0 O O O X X X X XXX X XXX XXX
OO0 000000000 ObO0OO00OOO0 X X X X X X X X X X X X X X

O 0BO0OO0O0 0000000000000 Q0 O X X X X X X X X X X X X XX
O0O0O0O0000O0O00O0O0O000O0O0O0 x x x X X X X X X X X X X X
020 000 000000000000 O O O X X X XXX X)X XXX XX
OO0 0000000000000 0OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
04 O 000000 0000000 O O O O X XX X XX X XXX XXX X
OO0OO0OO0O00O0ODO0DO0OO0OO0OO0DO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X X
06000000 0000000000 OO0 O X X X XX X XXX KX XXX
OO0OO0OO0OO0D00O0ODO0O0OO0OO0ODO0O0O00O0O0O0O0 x x x X X X X X X X X X X X
-08p OO0 00000000000 O O O O X XX X XX X XXX XXX X
OO0OO0O0OO0O00ODO0ODO0OO0OO0O0OO0000OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
16 & & & & % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 46: Regido de factibilidade do item (iii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

1000000 000000000000 00 O X X X X X X XXX XXX
OO0OO0OO0OO0O0D00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0O00O X X X X X X X X X X X X
080 00 000000000000 00000 0O X X X X X XX XX X X X
OO0OO0OO0O000D0DO0OO0OO0ODO0DO0000O00O0O0 X X X X X X X X X X X X X
060 OO0 000000000000 OO0 O O X X X XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O000OD0OD0OO0OO0O0O0OO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X
040 O 0000000000000 000 O O X X X XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O000DO0ODO0OO0OO0ODODO0OO0O0ODOO0OO00O X X X X X X X X X X X X
020000000 00000000 0 O 0O O O X X XXX XX XX XXX
O0O0OO0OO0O00O0OO0O0O0OO0OO00OVOO0OO0 X X X X X X X X X X X X X

O 0POO0O0O0O000O0O00000 00 OO0 0 O X XX X X X X X XX XXX
O0OO0O0O0O000O0O0O00O0000O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X
020 000 © 0000000000000 0 0 WO X X X X X XX X X XXX
OO0OO0OO0OO0O00DODO0OO0OO0OOO0OO00OOO0O0 X X X X X X X X X X X X X
040 000000 000000000 OO0 O O X XX XX %X XK X XXX
OO0OO0OO0O000OD0D0O0OO0OO0OD0DO00000O0O0 X X X X X X X X X X X X X
-0.60 000000 000000000 OO0 0O O X X XX X XXX XX XXX
OO0OO0OO0O000OD0OD0OO0OO0O0O0OO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X
-0.8p OO0 OO0 00000000 OO0 0O O X X X X X XXX XXX XX
OO0OO0O0OO0O0000DO0D0O0OO0O0O0OO0OO0OO0O0O0O X X X X X X X X X X X X

1 & & & & & % % %
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 47: Regido de factibilidade do item (iv) do Teorema 13 para o Exemplo 2.



16000000 000000000 OO OO X X XX X X X XX XX XXX
OO0OO0OO0OO0O000O0O0OO0O00O0O0OO00O0OOO X X X X X X X X X X X X X X
0.8 O 0000000000000 OO0 O X X X X XXX X XXX XXX
OO0OO0O0O000ODO0ODO0OO0OO0O0OO0O000O0O0 X X X X X X X X X X X X X X
060 O 0000000000000 0 OO0 O X X X X XX %X XXX XXX
OO0OO0O000000D0D00O00O0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X
043 O 0000000000000 O O O O X XX X XX X XXX XX XX
OO0 0000000000000 0OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
020 O 0000000000000 0 O O O X X X X XXX X XXX XXX
OO0OO0OO0O000ODODO0OO0OO0OObO0OO00OOO0 X X X X X X X X X X X X X X

O 0BO0OO0O0 000000000000 Q0 O X X X X X X X X X X X X XX
O0O0O0O0000O0O00O0O0O000O0O0O0 x x x X X X X X X X X X X X
020 000 000000000000 O O O X X X XXX X)X XXX XX
OO0 0000000000000 0OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
04 O 000000 0000000 O O O O X XX X XX X XXX XXX X
OO0OO0O0OO0O000DO0OO0O00OXO0OO0O0O0O0 X X X X X X X X X X X X X X
06000000 0000000000 OO0 O X X X XX X XXX KX XXX
OO0OO0OO0OO0D00O0ODO0O0OO0OO0ODO0O0O00O0O0O0O0 x x x X X X X X X X X X X X
-08p OO0 00000000000 O O O O X XX X XX X XXX XXX X
OO0OO0O0OO0O00ODO0ODO0OO0OO0O0OO0000OO0OO0 X X X X X X X X X X X X X X
16 & & & & % % % N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a
Figura 48: Regido de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

1000000 00000000 0 QO 0O O X X X X X X X XXX XXX
OO0OO0OO0OO0O0D00O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0O00O X X X X X X X X X X X X
080 0000 0000000000000 OO0 0 X X X X XX X XXX XXX
OO0OO0O0O000D0DO0OO0OO0ODO0DO0O0OO0O0DO0OO0OO00 X X X X X X X X X X X X
060 OO0 000000000000 OO0 O O X X X XX XX XXX XXX
OO0OO0O0O000OD0OD0OO0OO0O0O0OO0000O00O0 X X X X X X X X X X X X X
040 O 0000000000000 000 O O X X X XX XX XXX XXX
OO0OO0OO0O000DO0ODO0OO0OO0O0OO0000OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X
0200000 0000000000000 00 QX X XXX XX XX XXX
O0O0OO0OO0O00O0OO0O0O0OO0OO00OVOO0OO0 X X X X X X X X X X X X X

O PO O0O0O0O0000O000O0 0000000 O X X X X X XXX X XXX
O0OO0O0O0O000O0O0O00O0O0O00O0O0OO0O00 X X X X X X X X X X X X
020000000 000000000 OO0 0O O X X XX X XXX XX XXX
OO0OO0OO0OO0O00DODO0OO0OO0OOO0OO00OOO0O0 X X X X X X X X X X X X X
040 000000 000000000 OO0 O O X XX XX %X XK X XXX
OO0OO0OO0O000OD0D0O0OO0OO0OD0DO00000O0O0 X X X X X X X X X X X X X
-0.60 000000 000000000 OO0 0O O X X XX X XXX XX XXX
OO0OO0O0OO0O0O00DO0ODO0O0OO0ODO0O0O0OO0OO0OO0O0O0 X X X X X X X X X X X X
-0.80 000000 0000000000 QO O O O X X X X X XX X X XXX
OO0OO0O0OO0O000O0D0D0O0OO0O0O0O0OO0OO0O0 X X X X X X X X X X X X X

1 & & & & % % % %
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 49: Regiao de factibilidade do

item (vi) do Teorema 13 para

o Exemplo 2.
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0.8 X XX - XX 3 X K XX X K XXX R X X X X X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 X M XX X K XXX R X X X X X X X X X X X XX XX
0.4 XXX XX 3 X X X X X K X X X X X X X X X X X X X X X X XX XX

0.2 X XXX X 3 XX X X X X XXX X X X X X X X X X X X X X XX XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % N
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 50: Regido de factibilidade do item (vii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

0.8 X XXX X3 XK XX X K XXX R X X X K X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 XK XX X K XXX X X X X X X X X X X X X XX XX

0,45 XXX XX 2 X X X X X KX XX X X X X X X X X X X X X X X X XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % %
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 51: Regido de factibilidade do item (viii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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0.8 X XX - XX 3 X K XX X K XXX R X X X X X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 X M XX X K XXX R X X X X X X X X X X X XX XX
0.4 XXX XX 3 X X X X X K X X X X X X X X X X X X X X X X XX XX

0.2 X XXX X 3 XX X X X X XXX X X X X X X X X X X X X X XX XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % N
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 52: Regido de factibilidade do item (ix) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

0.8 X XXX X3 XK XX X K XXX R X X X K X X X X X X XK XX XX
0.6 X XXX X3 XK XX X K XXX X X X X X X X X X X X X XX XX

0,45 XXX XX 2 X X X X X KX XX X X X X X X X X X X X X X X X XX

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XXX XX XXXX XX X
% % % % % % % %
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 53: Regido de factibilidade do item (x) do Teorema 13 para o Exemplo 2.



1600000 0000000000000 0000000 000X X XX
OO0OO0O0O0O000O0OO0O0O0OOOO0OO0OOOO0OOOLOO0OOOLOOO X X X X X
08 000 000000000000 00000000 00 0 0 X X X XX
OO0OO0O0OO0O000DO0OO0ODO0OODOODO0OOODOODODOO0OO0OO0OO0O0O0 X X x X
0.6 0 0000000000000 000000000O0 0 0 0 X X X X X
OO0OO0O0O0000ODO0OO0O0O0OO0OO0DO0DODODOOOODODO00OOOO0O0 X x x x X
04 00000 0000000000000 00000 000 0 %X X X XX
OO0OO0OO0OO0O0O0O0DO0OO0ODO0OODO0OO0OO0OODODOO0OOO0OO0OO0O0OO0OO0O0 X x x x X
02 0000 000000000000 00000000O0 0 0 0 X X X X X
OO0OO0O0O0OO0O0O00DO0OO0OO0OODOO0OO0OODOOO0OOOO0OO0O0OO0OO0O0 X X X X X

O POOO0O0O000O0O0O0000000000000 OO0 0 0 X X X X X
O0O0OO0O0O00O0O0O0O0O0OO0O0O0VOOO0OO0OOOO0OO0OOOO0O0O0O x x x x
020 000000 0000000000000 0O000 00 0 0 X X X XX
OO0OO0O0O0OO0O0O00O0O0OO0OO0OODOOO0OOOOOOLOOO0OOO0O0O0 X X X X
040 0000000000000 00000000000 0 0 0 X X X X-X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOODO0OODODOODODOOO0ODOO0O0O0 X x x X
-0.6p 0000 00000000000 000000000 00000 %X X X X
OO0OO0OO0O000O0ODO0OODODODODOODOOOLODOODOOOOOO x x x x X
-08p 0000000000000 00000000000 0000 X X X X
OO0OO0O0OO0O0O00DO0OO0ODO0OODOO0OO0OODODOO0ODOOO0OO0O0OO0OO0O0O0 X x x X
—1® EN EN EN & EN & EN N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a

Figura 54: Regido de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Para o Teorema 10, o programa encontrou solucoes para toda a area analisada. Para
o Teorema 9 e para o item (xi) do Teorema 13, o programa apresentou uma grande area
factivel. Para os itens (ii), (iv) e (vi) do Teorema 13, foi apresentada uma area factivel
menor, embora mais extensa que a area factivel apresentada para os itens (iii) e (v) do
Teorema 13. Para o item (i) do Teorema 13, a drea factivel foi mais reduzida. Para
os itens (vii), (viii), (ix) e (x) do Teorema 13 e para o Algoritmo 1, nao foi encontrada

nenhuma solucao.

Observacgao 38 Com o uso da transformacao T, todos os teoremas apresentaram uma
drea de factibilidade maior ou igual a obtida sem a transformacao, exceto o Algoritmo 1,
que apresentou uma grande drea factivel sem a transformacgao e nao apresentou nenhuma

solugao com a transformacao.

As LMIs do Teorema 9 sao factiveis para a < 5. De fato, os zeros de transmissao
do sistema {A, B, BT} sdo as rafzes de 2s*> 4+ (—2a + 10)s + (a* — 6a + 13), que possuem
parte real negativa se e somente se a < 5. Entao, de acordo com o Corolario 2, a regiao

de factibilidade do Teorema 13 é dada por a < 5.

As LMIs do item (xi) do Teorema 9 sao factiveis para a < 5. De fato, os zeros de
transmissao do sistema {A, B, BT} possuem parte real negativa se e somente se a < 5.
Entao, de acordo com a Observacao 6, a regiao de factibilidade do item (xi) do Teorema,

13 é dada por a < 5.

As LMIs do Teorema 10 sao factiveis para toda a regiao analisada. De fato, o sistema
{A,CT,C} possui um tnico zero de transmissao em s = —2, para quaisquer valores de a
e b. Entao, de acordo com o Corolario 3, as LMIs do Teorema 10 sao factiveis para toda

a regiao analisada.

A fim de obter uma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a maxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.5.2, através de um programa
implementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. O Teorema 19 nao foi utilizado,
pois o sistema nao atende as suas condigoes, isto ¢, BT # (CB)YC e B#[0 0 1]
A Tabela 3 apresenta a maxima taxa de decaimento obtida pelos teoremas para os quais
o programa encontrou solugoes factiveis. Os zeros de transmissao do sistema {A, B, F'C'}

sao dados por o, +jw, e os pdlos do sistema {A— BK,C, B, FC'} sao dados por o, +jw,.

A méxima taxa de decaimento obtida foi Y. = 2.4999, obtida através do Teorema

16 e do item (xi) do Teorema 20. Foram encontradas outras solugoes para o Teorema 16 e



Tabela 3: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 2.

Teorema (item) | “Viax 05 max Op max
Teorema 16 2.4999 | —2.5000 | —2.5000
Teorema 17 1.9999 | —2.5000 | —2.5000

Teorema 20 (i) | 1.8750 | —2.5000 | —2.4588

Teorema 20 (ii) | 1.9999 | —2.5000 | —2.5000

Teorema 20 (xi) | 2.4999 | —2.5000 | —2.5000
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para os itens (i) e (ii) do Teorema 20. Para os outros teoremas, o programa nao encontrou

uma taxa de decaimento v > 0.

Com o Algoritmo 2, a maxima taxa de decaimento obtida foi V. = 2.4999, com
F =10.7133 0.8322 |. Os zeros de transmissao de {A, B, F'C'}, para o valor obtido de F
foram z; = —2.5000 4 j 0.5371 e zo = —2.5000 — j 0.5371. Utilizando os valores obtidos de
v e F, a solucdo obtida foi K, = [ 2519.4965 2936.3882 ]. Os pdlos do sistema de malha
fechada foram p; = —2.5000 4 j 0.5371, ps = —2.5000 — j 0.5371 e p3 = —5.4539 x 103.

6.3 Exemplo 3

Considere, agora, a planta G(s), dada por:
Gols)=C(sI —A)™'B = N(s)D(s)™,
sendo:

D(5> = {834—382—45_ 13}’ N(S) _ |: nl(s) ]

ns(s)

s> +5s—7

Uma representacao da planta em espaco de estados é dada por:

& = Ax + Bu,
y=Cu,
sendo:
0 1 O 0
-6 5 1
A=10 0 1 , B=|0], C= .
-7 5 1
13 4 -3 1

32+5S—6]

(6.3)

(6.4)

O objetivo deste exemplo é a determinacao de matrizes K, e F para que o sistema
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{A - BK,C, B, FC} torne-se ERP.

Além da estabilidade, procurou-se obter a maxima taxa de decaimento para as LMIs
apresentadas na Subsecao 2.5.2, através de um programa implementado no LMISol. Os
Teoremas 16, 17 e 19 nao foram utilizados, pois o sistema nao atende as suas condigoes,
isto 6, BT #£ (CB)’C e B#[0 0 1]". Nenhum dos teoremas utilizados apresentou

solucao. O Algoritmo 2 também nao apresentou solugao.

Por exemplo, o sistema {A, B, BT} possui dois zeros de transmissao em S,; = Sy =
0. Entao, de acordo com a Observacao 6, as LMIs do item (xi) do Teorema 13 nao
possuem solugao. Entretanto, existem matrizes F' e K, que tornam ERP o sistema {A —

BK,C, B, FC}, como mostra o método discutido no Capitulo 3.

Considere a matriz de transformagao 1", dada por:

0 1 0

BT
T=| °*|=|-6 51
7 5 1

Assim, a planta possui uma nova representacao:

jl'T = ATJZ'T + BTU,

(6.5)
Yy = CYT'I'Ta
sendo:
-5 7 -6 0
Ap=TAT'=| —12 27 25|, Br=TB=|1 |,
—-13 27 =25 1
. 010
CT - CT - .
0 0 1

Além da estabilidade, procurou-se obter a maxima taxa de decaimento para as LMIs
apresentadas na Subsecao 2.5.2, através de um programa implementado no LMISol. O
Teorema 19 nao foi utilizado, pois o sistema nao atende as suas condicoes, isto é, BT #
[0 0 1]%. Nenhum dos teoremas utilizados apresentou solugao. O Algoritmo 2 também

nao apresentou solucao.

Por exemplo, o sistema {A, B, BT} possui dois zeros de transmissao em s, = —6.0707
e S, = 1.0707. Entao, de acordo com a Observacao 6, as LMIs do item (xi) do Teorema
13 nao possuem solucao. Entretanto, existem matrizes F' e K, que tornam ERP o sistema

{A - BK,C, B, FC}, como mostra o método discutido no Capitulo 3.
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As raizes de ny(s) sao —6 e 1, e as raizes de na(s) sao —6.1401 e 1.1401. Portanto,
como n1(s) e na(s) nao sao de fase minima, e é necessdrio encontrar uma matriz F =
[ fi fo]1=fl1 f ], sendo fi = fo/ f1, tal que o sistema FG,(s) seja de fase minima.

Os zeros do sistema F'Gy(s) s@o as raizes do polinémio:

(s, fr) = (8 + 55 —6) + fu(s* + 55— 7) = (fp + 1)s* + (5fx +5)s + (=7fx — 6).

De acordo com o método discutido no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade

de Routh, o sistema F'G,(s) é de fase minima se e somente se:

-1 < fr < —0.85714.

Escolhendo-se fy = —0.9e fi =1, tem-se F =[ 1 —0.9 ] e FN(s) = 0.1s*+0.55+0.3.
Os zeros do sistema sao: z; = —4.3028 e zo = —0.6972. Logo, o sistema FG(s) é de fase

minima.

Vamos impor, agora, uma taxa de decaimento v = 2. Como foi discutido na Subsecao
3.6.1, a faixa de valores de fi tal que todos os zeros de F'N(s) possuem parte real menor

que —v pode ser determinada através da substituigdo de s por (§ — 2) na expressao de

(s, fr):
d((5 = 2), fi) = (f + 1)(3 = 2)* + (5fx +5)(5 = 2) + (=Tfi — 6),
d((8=2),fx) = (fi + D&+ (fr + )8 + (=13 fx — 12).

Assim, de acordo com o método discutido no Capitulo 3, os zeros do sistema FG y(s)

possuem parte real menor que —y = —2 se e somente se:

—1 < fr < —0.92308.

Escolhendo-se fr, = —0.95 e f; = 1, a matriz F' é dada por:
F=[1 -095]

e FN(s) = 0.055* 4+ 0.25s + 0.65. Os zeros do sistema FGy(s) sao: z; = —2.5 + j 2.5981
e 2y = —2.5 — j 2.5081.

Como foi discutido na Secao 3.5, dada a matriz F' acima, que posiciona os zeros de
transmissao de F'G,(s) a esquerda da reta vertical o < —v, a matriz K, que garante a

taxa de decaimento especificada e que torna o sistema { A — BK,C, B, FC'} ERP é obtida
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através das LMIs dadas no Teorema 21.

Além da taxa de decaimento v = 2, pretende-se obter a matriz K, que garanta, para
a lei de controle u = —K,y, a minima amplitude dos sinais de entrada e saida da planta,

em modulo:

Hy DIl < &, Nu®)]] < po.

Essas restrigoes sao garantidas através das LMIs (D.16), (D.19) e (D.26).

Assim, definindo-se novas varidveis £, = €2 € e = p2 e utilizando-se o LMISol, foi
determinado o minimo valor de (€,2 + p02) que atende as LMIs dadas no Teorema 21 e as
LMIs (D.16), (D.19) e (D.26). Para o estado inicial z(0) =[ 0 0 1 |7, a solugao obtida
foi:

Eomin = 16.1766, 11y min = 51.5023,
com:
13.7004 4.1519 0.6500
P=1 41519 1.6975 0.2500 |, K, = [ 202.8287 —191.6099 | .
0.6500  0.2500 0.0500

Os autovalores de (A — BK,C) obtidos foram os seguintes: p; = —2.0226 + j 2.6170,
pa = —2.0226 — j 2.66170 e p3 = —10.1736. Portanto, o sistema de malha fechada é ERP

e possui uma taxa de decaimento menor que v = 2.

As Figs. 56 e 57 apresentam a evolucao da saida da planta e da lei de controle
u = —K,y, respectivamente, em um periodo de 0 a 3 segundos. Os sinais convergiram
para o estado de equilibrio em menos de 2 segundos, atendendo, portanto, a especificacao

da taxa de decaimento. Estes sinais atenderam, também, as restrigoes especificadas.
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Y1
- Y2

Figura 56: Evolugao das varidveis de saida da planta, y;(¢) e y2(t), do Exemplo 3.

-16}
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0

0.5 1 5 2 2.
d

Figura 57: Lei de controle do Exemplo 3.
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6.4 Exemplo 4

Considere a planta apresentada em [15], cuja fungao de transferéncia G, (s) é dada

por:
Gu(s) =C(sI — A)'B= N(s)D(s)*, (6.6)
sendo:
D(s) = |(s+1)(s +2)(s +3)] = [s* + 65 + 115 + 6], (6.7)
N(s):{nl(s)]: (3—1)(3—3)]:{32—43—1—3 ' (6.8)
na(s) (s —2)(s—4) s* —6s+38

O primeiro objetivo deste exemplo é a determinacao de uma matriz F' de modo que

FG,(s) torne-se um sistema de fase minima.

As raizes de ny(s) sdo 1 e 3, e as raizes de ny(s) sdo 2 e 4. Portanto, como ny(s) e na(s)
nao sao de fase minima, é necessario encontrar uma matriz F' = [ f; f, | = fi[ 1 fi |,
sendo fr = fa/f1, tal que o sistema FGy(s) seja de fase minima. Os zeros do sistema

FGy(s) sao as raizes do polinomio:

r(s, fr) = (s —4s +3) + fr(s® =65 +8) = (fi + 1)s” + (=6 fx —4)s + (8fx + 3).

De acordo com o método discutido na Segao 3.4, baseado no Critério de Estabilidade
de Routh, observa-se que nao existe uma matriz F' = fi[ 1 f, | tal que o sistema F'G y(s)
seja de fase minima. Logo, nao existem matrizes K, e F' que tornem o sistema da Fig. 3
ERP.

Para tornar o sistema ERP, é necesséario utilizar um compensador dinamico de ordem

m = 1. Inicialmente, a planta Gy(s) é representada, em espago de estados, da seguinte

forma:
z, = Ay, + Byu, (6.9)
y_Cpxpa
sendo:
0 1 0 0
A,=10 0 1 B=lol,c =% 41! (6.10)
P ’ p ’ p 8 —6 1 : :
—6 —11 -6 1

O passo seguinte é determinar uma matriz F' de maneira que o sistema realimentado
{A — BFC, B,C} seja estavel. A Tabela 4 apresenta as matrizes F' obtidas através dos
Lemas 6-9, utilizando o Matlab, e os autovalores de (A— BFC') para cada matriz F' obtida.
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Para executar as LMEs, foi feita a aproximacao definida no Lema 12, com € = 107°.

Tabela 4: Matrizes F obtidas para o Exemplo 4.

Lema F Autovalores de (A — BF(C)

Lema 6 | [ 8.3163 —3.8418 | | p; = —0.0368 +j 0.1387 = p3; ps = —10.4009.
Lema 7 | | 0.5454 —0.2662 | | py = —1.1209+ 0.3280 = pj; ps — —4.0375.
Lema 8 | [ 4.4668 —2.4251 | | py = 3.4562x 10-5; py = —1.1082; ps = —6.9336.
Lema 9 | [ 6.6343 —3.0845 | | p1 = —0.1535 1 0.3305 = p3; ps = —9.2429.

Na Tabela 4, verifica-se que o melhor resultado foi obtido com o Lema 7. Assim, serd

utilizada a matriz F' obtida neste lema:

F=105454 —0.2662 ]. (6.11)

A fim de garantir um erro de regime nulo para entrada degrau, serd escolhido um
compensador G.(s) com um pélo em s = 0, isto é, um integrador, dado por G.(s) = 1/s.
Assim, a representacao do compensador em espaco de estados é dada por:

i, = A.x. + Bow,

6.12
u = Ce.x,, (612

sendo:

A= [0]7 B. = [1]7 Ce= [1] (613)

Assim, o sistema da Fig. 5, com a planta G,(s) dada em (6.9), a matriz F' dada em

(6.11) e o compensador G.(s) dado em (6.12) é dado por:

= A B
v Ave R (6.14)
y=Cu,
sendo: ) ) o
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A — ) B - 9
-6 —11 -6 1 0
0 0 0 0 1

C:[—O.4934 —0.5844 0.2792 1.0000 | .

Utilizando o Matlab, através do Teorema 29, a matriz K, obtida, que torna o sistema
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da Fig. 7 ERP, foi:
K, = [2.8044].

De fato, os autovalores de (A — BK,('), com a matriz K, acima sdo: p; = —3.4149 +
j 1.5364 = p5 e p3 = —0.9873 4 j 0.3558 = pj.

Utilizando o Matlab, através do Teorema 30, as matrizes K, e F, obtidas, que tornam

o sistema da Fig. 8 ERP, foram:

K, = [3.1777], F,=0.1240].

De fato, os autovalores de (A — BK,('), com a matriz K, acima sdo: p; = —3.5852 +
j 1.6039 = p; e p3 = —1.0036 + j 0.3565 = pj.

6.5 Exemplo 5

Considere um aviao de alto desempenho com piloto automético, apresentado em [46]
e descrito na Fig. 12. A fungao de transferéncia da planta é dada por G, (s) = n(s)/d(s),

sendo:

n(s) =1+s, d(s)=s(s—1)(s>+10s+41) = —41s + 31s* + 9s® + s".

Deseja-se, inicialmente, determinar a faixa de valores de Kp, se possivel, de modo a
tornar o sistema da Fig. 12, com um controlador P dado por G.(s) = Kp, seja globalmente

assintoticamente estavel.

O sistema da Fig. 12, com G.(s) = Kp, possui a seguinte equagao caracteristica:

d(s, Kp) = d(s) + Kpn(s) = (Kp) + (Kp — 41)s + (31)s* + (9)s* + (1)s.

A faixa de estabilidade do polindomio acima foi obtida através do método apresentado
no Capitulo 3 e é dada por:
59.502 < Kp < 220.5.

Portanto, se 59.502 < Kp < 220.5, o sistema de malha fechada da Fig. 12, com

Gc(s) = Kp é estavel e o erro em regime estaciondrio para uma entrada r(t) = At, t > 0,
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é igual a e(c0) = A/K,, sendo:

. . n\s K
K, = lim 5G,(s)G(s) = lim sKP%S; =0

Entdo, |e(oo)| = 414/ Kp > 41A/220.5 = 0.1859A.

Para o mesmo exemplo, é possivel obter a regiao de estabilidade para controladores
PD, PI e PID. Para um controlador PD, considere que o valor inicial de K é —15, o valor
final é 70 e o valor de incremento é 0.05. A regiao de estabilidade para este controlador

¢ mostrada na Fig. 58.
70

60

50

Il Il Il Il Il Il Il 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800
P

Figura 58: Regido de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PD.

Considere este controlador e qualquer par (Kp, Kp) na regiao de estabilidade da Fig.

58. Entao, para uma entrada r(t) = At, t > 0, segue que e(c0) = A/K,, sendo:

K
K, = lim sG(s)Go(s) = lim s(Kp + KDS)% = _4—f.
Portanto, |e(co)| = 41A/Kp. Na Fig. 58, note que, por exemplo, pode-se escolher
(Kp, Kp) = (600,60), tal que |e(co)| = 41A4/600 = 0.0683A. Como descrito acima, este
valor é menor que 0.1859A, o limite minimo para |e(co)| somente com o controlador P.

Note que, com o controlador PD, é possivel reduzir o erro em regime estaciondrio |e(oo)|

obtido com o controlador P.

Para um controlador PI, considere que o valor inicial de K; é —5, o valor final é 80 e

o valor de incremento é 0.05. A regiao de estabilidade para este controlador é mostrada
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na Fig. 59. Neste caso, para qualquer par (Kp, K7) com K; # 0 na regidao de estabilidade
da Fig. 59, para uma entrada r(t) = At, t > 0, entdo e(co) = 0, pois a fungao de

transferéncia de malha fechada na Fig. 12 possui dois pélos em s = 0.

I I I I I I I
60 80 100 120 140 160 180 200 220
P

Figura 59: Regiao de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PI.

Para um controlador PID, considere que o valor inicial de Kp é —4, o valor final é 8
e o valor de incremento é 0.25. Considere também que o valor inicial de K; é —1, o valor
final é 11 e o valor de incremento é 0.25. A regiao de estabilidade para este controlador

¢ mostrado na Fig. 60.
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Figura 60: Regiao de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PID.

Este exemplo foi apresentado no artigo [62], submetido ao periédico IEEE Transac-
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tions on Education.

6.6 Exemplo 6

Considere uma planta G(s), dada por:
Go(s) = N(s)D(s)™ !,

sendo:
D(s) = d(s) = dy + dy5 + dys* + d3s®,

ni(s)
N(s) = =
=]

cujos coeficientes n;j, i = 1,2, j =0,1,2, e d;, | =0, 1,2, 3, pertencem a intervalos, dados

2
Nog + N21S + Noas

nig + NS + n1232 ]
)

por:
24.5 S N1 S 255, —10.5 S ni1 S —95, 0.5 S Nn19 S 15,

—5.5 S N S —45, 3.5 S n21 S 45, 0.5 S M99 S 15,
—05<dy <05, 1.5<dy <25, —=35<dy <—25, 0.5<d3<1.5.
O primeiro objetivo deste exemplo é obter uma matriz F' de modo a tornar o sistema
FG,, de fase minima.
Seja F'=1[f, fo]l=/fil1 fi] sendo fi, = fo/f1. Os zeros do sistema F'G(s) sao
as raizes do polinomio:

(s, fr) = ni(s) + fina(s) = (n1o + fanao) + (n11 + finar)s + (niz + finas)s,

r(s, fr) = 60(fr) + 61(fr)s + 62(fr)s”,

cujos coeficientes 6;(fx), i = 0,1, 2, pertencem a intervalos, dados por:

5imin(fk) S 5z(fk) S 5imax(fk)7

cujos limites sdo definidos em (3.28) e (3.29).

Tanto ny(s) como ny(s) possuem coeficientes positivos e negativos e, portanto, nao

sao Hurwitz. Logo, fr = 0 e fr = oo nao resolvem o problema.

Para determinar a faixa de valores de f, tal que o sistema F'G,(s) é de fase minima

em todo o politopo, sao analisados dois casos: fr > 0 e fr < 0.
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Para f; > 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a andlise efetuada na Subsecao
3.8.3, o sistema F'G,(s) é de fase minima em todo o politopo se e somente se os seguintes

polinémios forem Hurwitz:
Ki(s, fr) = (24.5 = 5.5f;) + (—=10.5 + 3.5f3)s + (1.5 + 1.5k)s?,

Ks(s, fr) = (24.5 — 5.5f) + (9.5 + 4.5f¢)s + (1.5 + 1.5k) s>,
Ks(s, fir) = (25.5 — 4.5f;) + (—=10.5 + 3.5f1)s + (0.5 + 0.5k)s?,
Ki(s, fr) = (25.5 — 4.5f1) + (=9.5 + 4.5f)s + (0.5 + 0.5k) s>,

As faixas de estabilidade dos polinémios acima foram obtidas através do método a-

presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados
na Tabela 5.

Tabela 5: Faixas de estabilidade para os polinomios K;(s, fx), i = 1,2, 3, 4.

Polinémio | Faixa de estabilidade
K (s, fr) 3 < fr < 4.4545

Ka(s, fr) | 2.1111 < f; < 4.4545
Ks(s, fr) | 3 < fr <5.6667
Ki(s, fr) | 2.1111 < fi < 5.6667

A solugao do problema para f; > 0 corresponde a interseccao das regices de estabili-

dade dos polinémios K;(s, fx), i = 1,2, 3, 4:

3 < fr < 4.4545.

Para f; < 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a andlise efetuada na Subsecao
3.8.3, o sistema F'G,(s) é de fase minima em todo o politopo se e somente se os seguintes

polinomios forem Hurwitz:
Ki(s, fx) = (24.5 — 4.5f) + (=10.5 + 4.5f.)s + (1.5 + 0.5k)s?,

Ky (s, fr) = (24.5 — 4.5f;) + (=9.5 + 3.5f1.)s + (1.5 + 0.5k)s?,
Ks(s, fx) = (25.5 — 5.5f1) + (—10.5 + 4.5f,)s + (0.5 + 1.5k)s?,

Ky(s, fr) = (25.5 = 5.5f) + (9.5 + 3.5f¢)s + (0.5 + 1.5k)s>.

As faixas de estabilidade dos polinémios acima foram obtidas através do método a-
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presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados
na Tabela 6.

Tabela 6: Faixas de estabilidade para os polinomios K;(s, fi), i = 1,2, 3, 4.

Polinémio | Faixa de estabilidade
Ki(s, fr) | 2.3333 < fi, < 5.4444

Ko(s, fr) | 2.7143 < fy < 5.4444
K3(s, fr) | 2.3333 < fy < 4.6364
Ki(s, fr) | 2.7143 < f, < 4.6364

As regides de estabilidade dos polinémios K;(s, fx), ¢ = 1,2,3,4, ndo atendem a
hipétese fr < 0. Logo, para qualquer f; < 0, todos os polinomios K;(s, fi), i = 1,2, 3,4,
possuem pelo menos uma raiz com parte real nao-negativa para qualquer f; < 0. Portanto,

o problema nao possui solugao para f; < 0.

Considerando os dois casos, a solugao geral do problema ¢é dada por:

3 < fr < 4.4545.

Escolhem-se f, = 4 e fi = 1. Entdo, tém-se FF = [ 1 4] e ny(s) = FN(s) =
n1(s) + 4na(s) = ngo + nps + nyas?, sendo que os coeficientes ny;, i = 0,1,2 pertencem

aos seguintes intervalos:

25<np <75 35<ny <85 25<n, <75,

Dada a matriz F' escolhida acima, o segundo objetivo deste exemplo é determinar k,
de modo a tornar o sistema incerto da Fig. 10 globalmente assintoticamente estavel e,

portanto, ERP. O Teorema 4 garante a existéncia de solugao para este problema.

O sistema da Fig. 10 possui a seguinte equacao caracteristica:
d(s, k) = d(s) + kny(s) = (do + knyso) + (di + knys1)s + (do + knygo)s® + (ds)s®,

d(s, k) = 6o (k) + 61(k)s + 5y (k)s* + 03(k)s®,

cujos coeficientes 6;(k), i = 0, 1,2, 3, pertencem a intervalos, dados por:
5i min(k) S 6@(k) S 5imax(k)7

cujos limites sao definidos em (3.28) e (3.29).
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Para determinar a faixa de estabilidade do sistema, sao analisados dois casos: k > 0
ek <O.

Para k£ > 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a analise desenvolvida na
Subsecao 3.8.2, o sistema da Fig. 10 é estavel em todo o politopo se e somente se os

seguintes polinémios forem Hurwitz:
Ki(s,k) = (=0.5 + 2.5k) + (1.5 4 3.5k)s + (—2.5 + 7.5k)s* + (1.5)s?,
Ky(s, k) = (—0.5 4+ 2.5k) + (2.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 7.5k)s* + (0.5)s>,

Ks(s, k) = (0.5 + 7.5k) + (1.5 + 3.5k)s + (—3.5 + 2.5k)s* + (1.5)s",

Ky(s,k) = (0.5 + 7.5k) + (2.5 + 8.5k)s + (—3.5 + 2.5k)s> + (0.5)s°.

As faixas de estabilidade dos polinémios acima foram obtidas através do método a-
presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados
na Tabela 7.

Tabela 7: Faixas de estabilidade para os polinémios K;(s, k), i = 1,2,3,4.

Polinomio | Faixa de estabilidade
K (s, k) k> 0.36271
Ky(s, k) k> 0.3376
Ks(s, k) k> 2.5284
Ky(s, k) k > 1.5548

A solucao do problema para k£ > 0 corresponde a interseccao das regioes de estabili-

dade dos polinémios K;(s, k), i = 1,2,3,4:

k > 2.5284.

Para k£ < 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a analise desenvolvida na
Subsecao 3.8.2, o sistema da Fig. 10 é estavel em todo o politopo se e somente se os

seguintes polinomios forem Hurwitz:
Ki(s, k) = (0.5 + 7.5k) + (1.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 2.5k)s* + (1.5)s?,

Ky(s,k) = (—0.5 + 7.5k) + (2.5 4+ 3.5k)s + (—2.5 + 2.5k)s* + (0.5)s?,

Ks(s, k) = (0.5 + 2.5k) + (1.5 + 8.5k)s + (—3.5 + 7.5k)s> + (1.5)s°,
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Ky(s,k) = (0.5 + 2.5k) + (2.5 + 3.5k)s + (—3.5 + 7.5k)s> + (0.5)s°.

As faixas de estabilidade dos polindmios acima foram obtidas através do método a-
presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados

na Tabela 8.

Tabela 8: Faixas de estabilidade para os polinémios K;(s, k), i = 1,2,3,4.

Polinomio | Faixa de estabilidade
K (s, k) k > 1.4503
Ky(s, k) k> 1.2590
K;5(s, k) k > 0.52746
Ky(s, k) k > 0.49402

As regioes de estabildade dos polinomios K;(s, k), 7 = 1,2, 3,4, ndo atendem a hipétese
k < 0. Logo, todos os polinémios K;(s, k), i = 1,2, 3,4, possuem pelo menos uma raiz com
parte real nao-negativa para qualquer k£ < 0. Portanto, o problema nao possui solucao

para k < 0.

Considerando os dois casos, a solugao geral do problema ¢é dada por:

k > 2.5284.

6.7 Exemplo 7

Considere o sistema mostrado na Fig. 10, com G(s) = n(s)/d(s), sendo:

n(s) =1, d(s) = s*+ 5s.

A fungao de transferéncia de malha fechada G(s) é dada por:

k

GCZ(S) - m

Deseja-se determinar a faixa de valores de k£ € R tal que os pdlos do sistema de malha

fechada estejam dentro da regiao especificada na Fig. 21, com 0, = -2, a =3 e b=4.

A regiao desejada corresponde a interseccao das regioes especificadas nas Figs. 13, 15
e 16. Assim, para a solugao do problema, é necesséario aplicar as transformacoes (3.37),

(3.39) e (3.40) ao polindmio caracteristico d(s, k) = s + 5s + k.
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Aplicando-se a transformagao (3.37) em d(s, k), obtém-se:

di(5,k) =5+ 5+ (k — 6).

Aplicando-se a transformagao (3.39) em d(s, k), obtém-se:

do(5,k) = (0.0112 +j0.0384)5 + (0.8 +j 0.6)5 + k.

Aplicando-se a transformagao (3.40) em d(s, k), obtém-se:

ds(5,k) = (0.0112 — j0.0384)5% + (0.8 — j 0.6)5 + k.

Assim, de acordo com a Secao 3.9.1, os polos do sistema de malha fechada encontram-

se na regiao especificada se e somente se todas as raizes dos polinémios d; (3, k) e d(3, k),

sendo:
d(3,k) = dy(5, k)d3(5, k) = (0.0016)5* + (0.0640)5° + (0.0224k+1)5* 4 (1.6k)5 + (k)

possuirem parte real negativa. De acordo com o método apresentado na Secao 3.2, baseado

no Critério de Estabilidade de Routh, o polinomio d; (s, k) é Hurwitz se e somente se:

k>6

e o polinoémio d(S, k) é Hurwitz se e somente se:

0< k< 17.3611.

Portanto, a faixa de valores de £ € R que soluciona o problema é dada por:

6 <k <17.3611.

6.8 Exemplo 8

Considere um sistema discreto com um controlador P, cuja funcao de transferéncia
G(z) é dada por (3.47)-(3.49), sendo dy(z) = dgo(2) + kngo(z) = 2° + 22 + 1.5kz + (—k —
0.5) [43]. Para determinar a faixa de valores de k € R tal que todas as raizes de d(z)

permanecem dentro da circunferéncia unitéria |z| = 1 no plano z, inicialmente deve-se
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aplicar a transformacao (3.50). Entao, de (3.50)—(3.52), segue que:
q(v) = (2.5k+0.5)v> + (—4.5k+0.5)v° 4+ (1.5k+5.5)v+(0.5k +1.5) = d(v) +kn(v),
sendo:

n(v) = 2.50° — 4.50% + 1.50 + 0.5, d(v) = 0.50° + 0.50* + 5.5v + 1.5.

Este problema é equivalente a encontrar a faixa de estabilidade do sistema na Fig.

10, cuja fungao de transferéncia é dada por G (s) = n(s)/d(s).

Assim, a solucao do problema é dada por:

—0.2 < k£ < 0.070027.

6.9 Exemplo 9

Considere a planta dada em [73], com incertezas, dada por:

i = A(a)r + Ba)(u+ (L, ),

y = C(a)z,
sendo:
—3+T1(t) 0 1+T2(t) 0
Ala)= 1 2 0 , Bla)=| 14+0.5r5(t) |,
0 1+ 74(t) -2 0
010
C(O‘) = )
110
€)= (1+05r5(0) " (rs() [ 1 1 0 |x(t) +76(t)),
sendo os parametros incertos r;(t), i = 1,...,6, desconhecidos, mas com amplitude limi-
tada:

Iri(t)] < 1.

O objetivo deste exemplo é determinar os parametros K, e (3, de modo que a lei de
controle u = —K,y — (sign(F'y) torne o sistema incerto acima globalmente assintotica-

mente estavel.

Note que as matrizes A(«a) e C(a) podem ser descritas na forma apresentada na
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Hipétese B2, no Capitulo 5:
8 8
Ala) = Z a;A; e Cla) = Z o;C;,
i=1

i=1
sendo:

8
o €[0,1], i=1,...,8e Y a; =1,
i=1

e as matrizes A; e C; dadas por:

—4 0 0 —4 0 0
A= 1 2 0|, A=]1 2 0|,
0 0 -2 | 0 2 -2
[ 4 0 2 ] [ 4 0 2 ]
As=1|1 1 2 0 |, A4=|1 2 0 [,
0 0 —2 ] 0 2 —2]
2 0 0 | 2 0 0 |
As=| 1 2 0 |, A=]1 2 0 |,
0 0 -2 | 0 2 -2
[ 2 0 2 ] [ 2 0 2 ]
Ar=11 2 0|, A=|1 2 0 |, (6.15)
0 0 -2 | 0 2 -2
010
Ci=0=03=0=C;=Cs =07 =Cs = 1ol (6.16)

De acordo com a hipdtese B5, a norma do distirbio {(t, z) é dada por:

(8 x)] = (L1 05r5(0)) - 1+ 0.5r5(t)

Y

(rs®)[ 1 1 0]a@®+re@®)| |rs®[1 1 0]a)+re(t)]
|

s [ 1 1 0 ]a@) +re)| <l |[ 1 1 0 ]| le@)]+ Irs(®)] < 202(t)] + 1,
|1+ 0.575(¢)] > 1 —0.5]r5(t)| > 0.5.

Portanto,
2|z (t)] + 1

€(t, 2)| < %

=4|z(t)] + 2 = alz(t)| + b,
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sendoa=4¢eb=2.

A matriz B(«a) pode ser descrita na forma apresentada na hipdtese B4, no Capitulo

5:
B(a) = B+ AB,
sendo:
0 0
B=|1| eAB=|05rs(t) | = BAB,
0 0

com AB = [ABy| = [0.5r5(t)]. Ento, 1+ ABy = 1+ 05r5(t) > 05 > 1 = e
|1+ AB| < 1.5.

Através de um programa implementado no LMISol, foram solucionadas as LMIs a-
presentadas na Subsec¢ao 2.6.2, utilizando as idéias discutidas no Capitulo 5. O programa
apresentou solugoes somente para os itens (i), (ii), (v) e (xi) do Teorema 23, com o item

(xi) flexibilizado através do Teorema 44. A Tabela 9 apresenta estas solugoes.

Tabela 9: Solucoes obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) K, F
Teorema 23 (i) [ 3.6897 1.0000 | | [ 1.6897 O |
Teorema 23 (ii) [ 4.8411 1.0000 | | [ 1.1682 0 ]
Teorema 23 (v) [ 5.6671 1.0000 | | [ 1.9150 O |
Teorema 23 (xi) (flexibilizado) | [ 1.5126 1.1027 | | [ 1.0000 O |

A fim de obter uma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a méaxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.6.2, através de um programa
implementado no LMISol. O programa apresentou solugdes somente para os itens (i), (ii),
(v) e (xi) do Teorema 26, com o item (xi) flexibilizado através do Teorema 44. A Tabela

10 apresenta estas solucoes.

Tabela 10: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) Vmax Omax
Teorema 26 (i) 0.9999 | —2.0000
Teorema 26 (ii) 0.9991 | —2.0000
Teorema 26 (v) 0.7820 | —2.0000
Teorema 26 (xi) (flexibilizado) | 1.9999 | —2.0000
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A méaxima taxa de decaimento obtida foi Yya = 1.9999, obtida através do item (xi)
do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Foram encontradas outras solucoes
para os itens (i), (ii) e (v) do Teorema 26. Para os outros teoremas, o programa nao

encontrou solucgoes factiveis.

Dadas as condigoes do sistema, para o projeto do CEV com a lei de controle (5.3), foi
especificada uma taxa de decaimento v = 1 e restrigdes na entrada u,(t) = —K,y(t) e na
saida s(t) = z(t):

[u(t)] < po, |s(t)] = [x(t)] < &o.

Nos itens (v) e (xi) do Teorema 26, nos quais as restri¢oes na entrada u,(t) = —K,y(t)
nao podem ser expressas diretamente em termos de LMIs, foi especificada uma restricao

apenas na saida y(t):

[y (t)] < py.

De acordo com a Observacao 37, as restrigoes nos vetores de saida foram especificadas

para cada elemento desses vetores:

’33'1(15)‘ S 5017 ’l’g(t)’ S 5027 ’l’g(t)’ S 5037 ‘yl(tﬂ S Hy1s ’yQ(t>’ S Hy2.

As restrigoes nos vetores acima sao dadas através das LMIs (5.27), (5.28) e (5.32),

aplicadas a estes vetores.

Através de um programa implementado no LMISol, procurou-se obter a minima am-
plitude dos vetores de entrada e saida, para as LMIs apresentadas na Subsecao 2.6.2, com

as seguintes condigoes iniciais:

2(0) = [ 21(0) 2(0) 23000 1" =[1 0 —1]",

Para v = 1, somente o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44,

apresentou solucao. Esta solucao é dada por:
[y1(t)] < pryn = 8.1478 x 1072, |ya(t)| < gy = 1.2613,

|z1(t)] < € = 1.2587, |zo(t)]| < Epp = 8.1478 x 1072, |a3(t)| < &3 = 1.0753,
F=[1517421 0], K,=30620 1.0206 |.

Assim,

‘y(tﬂ < My = [y + Hy2 = 134287 ‘.T(t)‘ < 50 = 501 + 502 + 503 = 241557
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[u(t)] < po = |Ko| pt, = 5.4834.

Entao, de acordo com (5.11), com [ = 0.495, o valor de 5 em (5.3) deve ser tal que:

3 > 40.8779.

Escolhendo-se 3 = 41 e assumindo que r;(t) = sint, ¢ = 1,...,6, foi feita uma
simulagao do sistema incerto com a lei de controle (5.3), através do Matlab. O problema
da lei de controle é que a funcao sinal é descontinua, o que torna a simulacao muito lenta
e requer muita memoria do computador. Para resolver este problema, a funcao sinal foi

substituida pela equagao:
a

sign(a) ~ e

sendo € uma constante real positiva, cujo valor é, geralmente, pequeno. Esta aproximacao

torna a implementacao do sistema mais adequada. Neste exemplo, foi utilizado € = 1072.

A Fig. 61 apresenta a evolugao dos estados em um periodo de 0 a 4 segundos e a Fig.
62 apresenta o sinal de controle utilizado. Todos os estados convergiram para o estado
de equilibrio em menos de 4 segundos, atendendo, portanto, a especificagao da taxa de

decaimento.

Figura 61: Evolugio das varidveis de estado da planta do Exemplo 9.
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50

Figura 62: Sinal de controle do Exemplo 9.

6.10 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, as contribuicoes apresentadas nesta tese foram aplicadas em alguns

exemplos.

Nos Exemplos 1 e 2, que dependem de dois parametros, foram determinados os valores
destes parametros para os quais os teoremas propostos no Capitulo 2, para tornar plantas
ERP, apresentam solucao, utilizando o Matlab. Para executar as LMEs, foi feita uma

aproximacao.

No Exemplo 1, a regiao de factibilidade mais extensa foi obtida através do Algoritmo
1. O item (xi) do Teorema 13 apresentou uma area de factibilidade um pouco menor. Esta
regiao de factibilidade estd coerente com os zeros de transmissio do sistema {A, B, BT }.
Os itens (i)—(vi) do Teorema 13 apresentaram solugoes para uma &drea razoavel da regiao

pesquisada. Os itens (vii)—(x) do Teorema 13 nao apresentaram solugao.

No Exemplo 2, o Teorema 10 apresentou solucoes em toda a area analisada, o que
estd coerente com o zero de transmissao do sistema {A,CT,C}, que se encontra em
s, = —2, independentemente dos valores dos parametros. O Teorema 9 e o item (xi)
do Teorema 13 apresentaram uma grande area de factibilidade, que esté coerente com os
zeros de transmissao do sistema {A, B, BT}. Os itens (i)—(vi) do Teorema 13 apresentaram
solugbes para uma drea razoavel da regido pesquisada. Os itens (vii)—(x) do Teorema 13

e o Algoritmo 1 nao apresentaram solucao.
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Para os dois exemplos, procurou-se obter, utilizando o LMISol, a maxima taxa de
decaimento possivel. Para o Exemplo 1, a maxima taxa de decaimento foi obtidas através
do Algoritmo 2. Outras solugoes foram encontradas através dos itens (i), (ii), (v), (vi)
e (xi) do Teorema 20. Os outros itens nao apresentaram uma solugao factivel. Para o
Exemplo 2, a méxima taxa de decaimento foi obtidas através do Teorema 16, do item (xi)
do Teorema 20 e do Algoritmo 2. Outras solugoes foram encontradas através do Teorema
17 e dos itens (i) e (ii) do Teorema 20. Os outros itens do Teorema 20 nao apresentaram

uma solucao factivel.

Analisando as regioes de factibilidade e as taxas de decaimento obtidas para os Exem-
plos 1 e 2, observa-se que a maioria dos teoremas analisados apresentou solugoes melhores
para o Exemplo 2, indicando que, para este caso, a transformacao utilizada no Exemplo

2 melhora os resultados.

Para o Exemplo 3, nenhum dos teoremas propostos no Capitulo 2 encontrou matrizes
F e K, que tornassem ERP o sistema {A— BK,C, B, FC'}. Entretanto, através do método
proposto no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh, foi obtida a faixa
de valores de f, tal que o sistema {A, B, FC}, com F' = f1[ 1 f; |, seja de fase minima,
que é uma condi¢ao necessaria para que um sistema seja ERP. Foi obtida, também, a faixa
de valores de f; que posiciona os zeros de transmissao de {A, B, FC'} na regiao do plano
complexo que garante uma taxa de decaimento especificada. Dada uma matriz F' que
atende as especificagoes, foi obtida, através do Teorema 21, uma matriz K, que tornasse
ERP o sistema {A — BK,C, B, FC} e garantisse a taxa de decaimento especificada. As
figuras que mostram as saidas da planta e a lei de controle u = —K,y mostram que as

especificagoes foram atendidas.

Para o Exemplo 4, através do método proposto no Capitulo 3, observa-se que nao
existem matrizes F' e K, que tornem ERP o sistema {A — BK,C, B, FC'}. Para se obter
um sistema ERP, foi necessario utilizar um compensador dinamico de ordem m = 1, no
caso um integrador. Inicialmente, foi obtida uma matriz F' que estabilizasse o sistema
{A - BFC,B,C}, de modo que a planta estendida fosse de fase minima. Com a planta
estendida, foram obtidas matrizes K, e F, que tornassem ERP os sistemas das Figs. 7 e
8.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa
de estabilidade de um sistema realimentado com uma planta G, (s) e um controlador
proporcional G.(s) = Kp. Posteriormente, para diminuir ou eliminar o erro em regime

do sistema para uma entrada degrau, foram utilizados controladores PD, PI e PID. Para
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estes controladores, foram determinadas as regioes de estabilidade através do Critério
de Estabilidade de Routh. Este exemplo foi apresentado no artigo [62], submetido ao

peridédico IEEE Transactions on Education.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F' para tornar o sistema FGy(s) de fase minima
para uma planta G (s) com uma entrada e duas saidas, cujos coeficientes de n(s) e na(s)
pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do
sistema realimentado com um ganho K, de modo que a planta G, (s) = C(sI — A)"'B
realimentada e com o vetor F, dada por {A — BK,C, B, FC} seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformacoes apropriadas, o Critério de Estabilidade de
Routh foi utilizado para posicionar os pélos de um sistema de malha fechada em uma
determinada regiao do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformacao
que permitiu o uso do Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de

estabilidade de um sistema discreto.

No Exemplo 9, para um sistema com incertezas politépicas, foi utilizado o Controle
com Estrutura Variavel proposto no Capitulo 5, utilizando compensadores estaticos obti-
dos através dos teoremas propostos no Capitulo 2. No projeto, foram consideradas, além
da estabilidade e da robustez, outras especificacoes, como taxa de decaimento, restrigoes
na entrada e na saida. Através das Figs. 61 e 62, observa-se que o sistema atende as

especificagoes do projeto.

Em quase todos os exemplos, os controladores apresentados sao estaticos e constituidos
apenas por matrizes constantes, facilmente obtidas através de programas computacionais
disponiveis. No Exemplo 4, foi necessario o uso de um integrador, além de outros contro-

ladores estaticos.

Os exemplos apresentados demonstram a validade e a importancia dos métodos pro-

postos nesta tese, no projeto de sistemas de controle.
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7 Conclusao

Foi apresentado um novo método para o projeto de CEV, baseado em LMIs. O
método permite a especificagao da taxa de decaimento, restrigoes nas saidas, rejeicao de
disturbios, incertezas e termos nao-lineares da planta casados e incertezas paramétricas

nos parametros da planta nao casadas.

A chave destes resultados foi uma nova formulagao, em termos de LMIs, de condigoes
suficientes, e um estudo comparativo com os métodos disponiveis, para tornar um sistema
ERP, com controladores estaticos. Foram obtidas também novas condicoes suficientes
(Algoritmos 1 e 2) para este problema. As principais contribui¢oes neste trabalho foram
a proposta de novos métodos de projeto para plantas com o ntimero de saidas maior que

o numero de entradas e a generalizagao dos métodos de projeto para sistemas incertos.

Estes novos métodos foram aplicados em dois exemplos (Exemplos 1 e 2), objetivando
tornar ERP uma planta com o uso de controladores estaticos. Inicialmente, foi analisada
a regiao de estabilidade dos sistemas em funcao de dois parametros a e b, com a e b dentro
de intervalos, definidos por um valor minimo e um valor maximo, utilizando o software
Matlab. Em seguida, com a = b = 0, procurou-se obter a maxima taxa de decaimento
para os sistemas. Para os dois exemplos, o item (xi) do Teorema 13 apresentou solugoes
para toda a area analisada. O Algoritmo 1 apresentou uma grande area factivel. Entre
os outros teoremas, os melhores resultados foram obtidos com os itens (ii), (iv) e (vi)
do Teorema 13. Os itens (i), (iii) e (v) do Teorema 13 apresentaram uma area factivel
menor. J& os itens (vii), (viil), (ix) e (x) do Teorema 13 ndo apresentaram nenhuma
solugao. Para o Exemplo 2, que corresponde ao Exemplo 1 com uma transformacao 7T,
descrita no Lema 5, os Teoremas 9 e 10 apresentaram solucoes para toda a area anali-
sada. Comparando as regioes factiveis obtidas para os dois exemplos, observa-se que
os melhores resultados foram obtidos com a transformacao T utilizada no Exemplo 2.
Quanto a taxa de decaimento, os melhores resultados foram obtidos com os itens (ii), (iv)
e (vi) do Teorema 20. Os itens (i), (iii) e (v) do Teorema 20 apresentaram outra solugao.

Os demais teoremas nao apresentaram solugoes factiveis.



199

Os métodos foram aplicados, também, para plantas com incertezas politépicas nos
parametros, ilustrados no Exemplo 9, considerando a estabilidade, a robustez e a taxa de
decaimento e com a solucao das LMIs através do software LMISol. O melhor resultado foi
obtido com o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Os itens (i),
(ii) e (v) do Teorema 26 também apresentaram uma taxa de decaimento vy > 0, embora
menor que a obtida com o item (xi). Através da Fig. 61, observa-se que o sistema com
CEV projetado no Exemplo 9, com as matrizes K, e F' obtidas através do item (xi) do

Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44, atende as especificacoes do projeto.

Foi desenvolvido, também, um método para a determinacao da faixa de estabilidade
de plantas com duas entradas e uma saida, com realimentagao estatica da saida, baseado
no Critério de Estabilidade de Routh (Exemplos 3 e 4). O método foi utilizado para
definir a faixa de valores de f; € R tal que um sistema {A, B, FC}, com F' = fi[ 1 f;, |,
seja de fase minima e, com uma matriz F' escolhida convenientemente, foi obtida a faixa
de valores de k € R tal que o sistema realimentado {A — BK,C, B, FC}, com K, = k,
seja ERP. O método também permite especificar a taxa de decaimento. Para o Exemplo
4, nao foi possivel tornar o sistema ERP através de controladores estaticos, pois, através
do Critério de Estabilidade de Routh, observou-se que nao existe uma matriz F' que torna

o sistema {A, B, FC} de fase minima.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa
de estabilidade de um sistema realimentado com uma planta G, (s) e um controlador
proporcional G.(s) = Kp. Posteriormente, para diminuir ou eliminar o erro em regime
do sistema para uma entrada degrau, foram utilizados controladores PD, PI e PID. Para
estes controladores, foram determinadas as regioes de estabilidade através do Critério de
Estabilidade de Routh.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F' para tornar o sistema F'Gy/(s) de fase minima
para uma planta G, (s) com uma entrada e duas saidas, cujos coeficientes de ny(s) e na(s)
pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do
sistema realimentado com um ganho K, de modo que a planta G, (s) = C(sI — A)™'B
realimentada e com o vetor F', dada por {A — BK,C, B, F'C'} seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformacoes apropriadas, o Critério de Estabilidade de
Routh foi utilizado para posicionar os pélos de um sistema de malha fechada em uma
determinada regiao do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformacao
que permitiu o uso do Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de

estabilidade de um sistema discreto.
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Outra contribuicao foi a utilizacao de compensadores dinamicos de ordem igual ao
numero de entradas da planta, para plantas que nao podem ser tornadas ERP através
de controladores estdticos. E apresentada uma solucao suficiente para esse problema,
baseada em LMIs.

No Exemplo 4, pelo Critério de Estabilidade de Routh, observou-se que nao é possivel
tornar a planta ERP através de controladores estaticos. Entao, a planta foi estendida
através de um compensador dinamico de ordem igual ao niimero de entradas da planta, de
acordo com a Fig. 5 e foram obtidas matrizes F', K, e F, tais que os sistemas realimentados

das Figs. 7 e 8 sejam ERP.

Em todos os exemplos, com excecao do Exemplo 4, os controladores apresentados sao
estaticos e compostos apenas por duas matrizes constantes, que foram facilmente obtidas,

utilizando-se programas computacionais disponiveis.

7.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras
Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta tese sao:
(i) Continuagao dos estudos para tornar plantas ERP, baseadas em LMIs, com contro-

ladores estaticos e dinamicos, para plantas com ou sem incertezas nos parametros;

(ii) Uso conjunto dos resultados obtidos nesta tese com métodos iterativos para a solucao

de Inequagoes Matriciais Bilineares (em inglés, Bilinear Matriz Inequalities, BMIs);
(iii) Novas aplicagoes em CEV, em termos tedricos e praticos;

(iv) Generalizagao dos estudos descritos nos itens anteriores para plantas nao-lineares.

7.2 Artigos Publicados e Artigos Submetidos

e “Design of SPR Systems and Output Variable Structure Controllers Based on LMI”,
publicado no 7th International Workshop on Variable Structure Systems, em Sara-
jevo, Bésnia-Herzegovina, em 2002, como capitulo do livro “Advances in Variable
Structure Systems: Analysis, Integration and Applications — Proceedings of the 7th
International Workshop on Variable Structure Systems” [74];
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e “Sintese de Sistemas Incertos ERP Baseada em LMI e Controle com Estrutura
Variavel”, apresentado e publicado no XIV Congresso Brasileiro de Automdtica, em

Natal-RN, em 2002 [75];

e “Proportional Controllers: Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Im-

plementation”, submetido ao periédico IEEE Transactions on Education [62];

e “Design of SPR Systems with Dynamic Compensators and Output Variable Struc-
ture Control”, submetido ao 9th International Workshop on Variable Structure Sys-

tems, que serd realizado em Alghero, Itélia, em 2006 [76].

Outros artigos relacionados aos tépicos abordados nesta tese estao sendo redigidos e

serao publicados futuramente.
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APENDICE A - Zeros de Transmissdo de

um Sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo A(s), B(s) e C(s) polinomios de ordens com-
pativeis. Assim, C(s) é um divisor a direita de A(s) e A(s) é um mailtiplo a esquerda de
C(s). De maneira similar, B(s) é um divisor a esquerda de A(s) e A(s) é um maltiplo
a direita de B(s). Considere, também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s), com o
mesmo numero de colunas, p. Entao, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP*? é um
divisor comum & direita de D(s) e N(s), desde que existam matrizes polinomiais D(s) e
N(s) tais que:

D(s) = D(s)R(s) e N(s)= N(s)R(s).

Uma matriz polinomial quadrada M (s) é unimodular se o seu determinante for dife-

rente de zero e independente de s.

Uma matriz polinomial R(s) é o maior divisor comum a direita de D(s) e N(s) se as

seguintes condicoes forem satisfeitas:

(i) R(s) é um divisor a direita de D(s) e N(s);

(ii) R(s) ¢ um multiplo a esquerda de todos os divisores comuns a direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum & direita ¢ uma matriz unimodular, entao D(s) e N(s)

sao ditas coprimas a direita.

Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)™!, G(s) € R™P racional prdpria (G(s) é
prépria < grau D(s) > grau N(s) < G(co0) = 0 ou G(o0) é igual a uma constante
diferente de zero), sendo que N(s) e D(s) sado coprimas a direita. Entdo, um ntimero

A € C é um zero de transmissio de G(s), se o posto de N(X) < min(p, q) [63].

Os zeros de transmissao também podem ser definidos através da realizacao minima de

é(s) Considere {A, B, C, D} qualquer realiza¢do minima de dimensao n de uma matriz
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prépria racional G(s) = C(sI — A)"'B+ D € R™? com A € R™", B € R™*?, C' € R™"

e D € R7”*P. Entao, os zeros de transmissao sao os valores de s = A € C, tais que:

M—A B _
< n+ min(p, q).

posto [

Maiores detalhes sobre a teoria exposta neste apéndice podem ser obtidos em [63].
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APENDICE B - Demonstracao do Lema
3 [1]

Defina By = [by1,...,b1n m] € R"*" ™ e considere que posto(B,) =n—m, BIB =0
ebl,bij=0parai+#j,iej € {1,...,n—m}. Entdo, C pode ser considerado igual a:
C = M, B" + M,BT, (B.1)

pois, de posto(C'B) = m, segue que posto(B) = m e, assim, posto([B: B,]) = n. Note
que, em (B.1), M, € RP”*™ e CB = M, BT B. Entao, da condi¢ao de que posto(CB) = m
segue que:

posto(M;) = m. (B.2)

Agora, considere, por hipdtese, posto(C) = p e, de (B.1),

BT

- (B.3)

C=|m i |

e, entao, posto([M; : Ms]) = p. Portanto, de (B.2) e [M; : Ms] € RP*", existem p — m

colunas de My, iguais por definicao a my, ..., my_n, tal que
N Y YRR R
Note que:
My i My | = MaNN, LNy = M, (B.5)
sendo N; € R "™ 4§ = 1,...,q nao singulares e que permutam duas colunas de

MQN() ce Ni—l; sendo N() = In—m'

E fécil mostrar que N = N; e assim, de (B.5), N™' = N,... N;. Entdo, de (B.3) e



211

(B.5), segue que:

BT
N-1BT

BT
BT

I, 0

0 NNfl :|:M1M3M4:|

(B.6)

Note que N~! BT tem as mesmas linhas de BT, mas com algumas mudangas de posicao.
Portanto, de BB =0 e b1;b,; =0, i # j, defina:

T
N_IBI: By : By ) (B‘7)

sendo BY, € R"™7" ¢ B, € RF"™ " Entdo, B, B =0, BI,B =0e¢ Bl By, = 0.
Portanto, de (B.6) e (B.7), segue que:

C = MB" + MsBY, + M,BY|.

Sabendo-se que C' € RP*" | temos, a partir de (B.4):
posto({]w1 : ]\@szOS‘CO([]w1 oMy M4]>:p. (B.8)

Agora, considere a matriz:

BT
T=1] " (B.9)

C

Entao:
_ -1 ~ . -1
T 1 = BOL [BSLBOL} + BK1 + BOLKQ . CT [COT} + CIK;), ] ) (Bl())
sendo:
T T -1 T -1 ». RT -1
CT=B|B"B| Ki+ Boy |BfBor| +Bov |Bf,Bor| Ks, (B.11)
Ms + MK, + MyK5 = M3 + M,BY, By, Ky + M,B"BK, = 0, (B.12)
~ —1

K3 =—Bj,C(CCT) . (B.13)

Note que CCT = 0 e, de (B.8), existem K1, Ko, K, e K5 tais que (B.12) seja satisfeita,
pois B, By, e BT B sao nio-singulares. Portanto, de (2.10), (B.9) e (B.10), ¢ facil mostrar

que:

TB = = By, CT ' = [ 0 I, } = Cy, (B.14)

CB
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A A
Az A Y

sendo A; € RV P*"P A, € RP*P A3 € RP*"P e Ay € R"P*P. Entao, o Lema 3 estd

TAT ! = = Ay, Tz =

“ ] , (B.15)

provado.
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APENDICE C - Obtencao da Faiza de
FEstabilidade Utilizando o

Critério de Routh com o
Matlab

Foi implementado um programa, chamado stabrange.m, utilizando o Matlab, versao
6.5, para determinar a faixa de ganhos do controlador, de modo que o sistema na Fig. 12
seja estavel, com o método proposto no Capitulo 3, para controladores P, I, D, PI, PD,
ID e PID. O programa também permite a especificagao da taxa de decaimento do sistema
controlado. O programa esta disponivel na Internet: http://www.dee.feis.unesp.br/
docentes/marcelo/fxestab/index.html. O programa utiliza apenas o Matlab e o Con-
trol System Toolbox e pode ser empregado como uma nova funcao para o Critério de
Estabilidade de Routh.

Inicialmente, o programa solicita ao usuério os coeficientes dos polindémios n(s) e
d(s), na forma de vetor. Por exemplo, se n(s) = s> — 2s + 1, deve-se digitar [1 -2
1]. Entao, ele permite que o usuario especifique uma taxa de decaimento, se desejar.
Em seguida, o usuario escolhe o tipo de controlador. Suponha que o usudrio escolha o
controlador P. Como o programa possui um pequeno erro de aproximacao na busca das
raizes dos termos da primeira coluna da tabela de Routh e, conseqiientemente, algumas
raizes repetidas podem ser consideradas como raizes distintas, existe uma margem de
tolerancia € = 1079, que pode ser alterada pelo usudrio. Entdo, apds possibilitar ao
usuario checar a tolerancia, o programa executa a fungao srrc, que soluciona o problema
principal: determinar a faixa de valores de k € R, tal que todas as raizes do polinomio
caracteristico d(s, k) = kn(s) + d(s) possuem parte real negativa, utilizando o Critério de

Estabilidade de Routh, seguindo o método descrito no Capitulo 3.

O primeiro passo executado pela fungdo srrc é obter os termos p;;(k) dos nume-

radores da tabela de Routh (veja a Tabela 1). Depois de calcular as raizes reais dos
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termos pj;(k) da primeira coluna, essas raizes reais sao dispostas em ordem crescente,
sem repeticao, como mostra a Fig. 9. Essas raizes determinam os intervalos a serem
analisados. Assim, para cada intervalo [;, um ponto m; é escolhido de acordo com a
Observagao 28. Finalmente, seguindo o procedimento descrito no Capitulo 3, a fungao
calcula o polindémio caracteristico d(s, m;) e determina as raizes deste polinémio. Se todas
as raizes de d(s,m;) possuem parte real negativa, o sistema na Fig. 10 é estdvel para k
em todo o intervalo I;. Caso contrario, o sistema € instavel neste intervalo de k. A funcao
retorna os intervalos de k£ nos quais o sistema é estavel em uma variavel tipo string,
chamada spe, e os limites destes intervalos em uma matriz, chamada sol. Finalmente, o

programa mostra a faixa de estabilidade.

Note que nao é necessario obter os termos ¢;(k) na tabela de Routh, pois suas raizes
estao incluidas nas raizes dos termos p;i(k), 7 = 0,1,2,...,n, como mencionado no

Capitulo 3.

Quando o usuario escolhe um controlador I ou D, o procedimento é o mesmo, exceto
pela adicao de um pdlo ou um zero em s = 0, respectivamente, na funcao de transferéncia

de malha aberta.

Para controladores PI, PD e ID, o programa solicita um conjunto de valores para
K;, Kp e Kp, respectivamente, dado por um valor inicial, um valor final e um valor de
incremento. Por exemplo, para controladores PI, o conjunto de valores de K; é o seguinte:
Krinicial, Kriicial + A, Krinicial + 24,. . ., Kriicial + mA, sendo A o valor de incremento,
K7 inicial T MA < K7 final € Krinicial + (m+1)A > Kjgpa. Entdo, para cada valor de K7, Kp
e Kp nos conjuntos definidos acima, respectivamente, o programa determina o polinomio
caracteristico d(s, k), para k = Kp, k = Kp e k = Kj, respectivamente, e executa a
funcao srrc, que obtém a faixa de estabilidade de Kp, Kp e K, respectivamente, para
os controladores PI, PD e ID. Finalmente, o programa mostra a regiao de estabilidade em
um grafico. Os limites dos intervalos de Kp, Kp e K, para cada valor de K;, Kp e Kp,

respectivamente, sao armazenados em uma matriz, chamada sol2v.

Para um controlador PID, o programa solicita um conjunto de valores para K e para
K (valor inicial, valor final e o valor de incremento). Entao, para cada par de valores
de Kp e Kj, o programa determina o polinémio caracterisitco d(s, k), para k = Kp,
e executa a funcao srrc, que determina a faixa de estabilidade de Kp. Finalmente, o
programa mostra a regiao de estabilidade em um grafico. Os limites dos intervalos de Kp,
para cada par de valores de K; e Kp, respectivamente, sao armazenados em uma matriz,

chamada sol3v.
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Depois de especificar os coeficientes de n(s) e d(s) e checar a tolerancia, se o usurio
escolher um controlador P, I ou D, o programa pergunta se o usuario deseja ver todos os
passos do processamento ou apenas a faixa de estabilidade. Quando a opcao é ver todos os
passos, algumas pausas sao incluidas na apresentacao, para uma melhor visualizacao. Para
controladores PI, PD, ID e PID, somente as faixas de estabilidade e o grafico contendo a

regiao de estabilidade sao mostrados.

Este programa foi apresentado em um artigo, intitulado “Proportional Controllers:
Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido

ao periddico IEEE Transactions on Education [62].
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APENDICE D - Restricoes na Entrada e

na Saida

D.1 Restricao no Vetor de Entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representacao em variaveis de estado:

= Ax + B
T T + bu, (D.1)

y=Cu,
sendo = € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R” a saida do sistema
(p>m), A€ R™" a matriz caracteristica do sistema, B € R"™™ a matriz de entrada do

sistema e C' € RP*™ a matriz de saida do sistema.

O problema da restricao no vetor de entrada u consiste em especificar LMIs, de modo
a assegurar que:

max ||ul] < o,

sendo 1, uma especificagao considerada no projeto do controlador. Para a lei de controle

u = —K,y, tem-se:

&= Ar — BK,y = Ax — BK,Cx = (A— BK,C)x.

Considera-se, entao, uma candidata a fungao de Lyapunov na forma quadratica V (z) =
2T Px, na qual P é uma matriz real simétrica definida positiva. A derivada desta funcao
em relacao ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria, é descrita por:

V(z) = i'Px+2"Pi
= 2'(A - BK,0)'Px + 2" P(A - BK,O)x
= 21(A"P - CTK!'B"P)x + 2" (PA - PBK,C)x

= 2'(PA+ A"P - PBK,C — C"KI'B"P)x
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= 2'PP Y (PA+ A"P - PBK,C —CT"KI'B"P)P™'Px

= 2" P(AP '+ P 'AT - BK,CP™' — P'CTK!'B")Px. (D.2)
Definindo-se X = P71, tem-se:
V(z) =2"P(AX + XAT - BK,CX — XCTK'B")Px.
Como V(z) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade

assintotica, é suficiente que V(a:) seja definida negativa. Logo, considere que:

AX + XAT - BK,CX — XCTK'BT < 0.

Entao, as condicoes para a estabilidade sao a existéncia de X e F', tais que:

AX + XAT - BK,CX — XCTKI'BT" <0e X = X" >0. (D.3)

Considerando que (D.3) é satisfeita, entao quando uma determinada condigao inicial
x(0) é conhecida, é possivel encontrar um limite superior para a norma euclidiana da
entrada de controle u(t) = —K,y [42]. Considera-se, inicialmente, que X = X7 > 0
satisfaz:

2(0)" X 12(0) < 1. (D.4)

Esta condigao nao restringe a soluciao de (D.3), pois limita apenas a norma de X! e

(D.3) nao impde outras restri¢oes a matriz X.

Segundo [77], a idéia basica do complemento de Schur diz que a LMI:

>0, (D.5)

sendo que Q(z) = Q(z)T, R(x) = R(x)" e S(z) tém uma dependéncia afim de z, é
equivalente a:

R(z) >0 e Q(x) — S(z)R(x)"*S(z)" >0,

isto é, este conjunto de inequagoes nao-lineares pode ser representado através da LMI

(D.5).
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Logo, pelo complemento de Schur, (D.4) possui a seguinte equivaléncia:

1 z(0) ] “o

0 x (D.6)

1—2(0)" X 12(0) > 0 <= {

Como X = XT > 0, entdo ¢ conhecido que existe X2 = (X2)T > 0 tal que X =
X2X2 e conseqitentemente, X! = X~2X "2 sendo que X~z = (X~2)7 > 0.

. _1
Definindo-se z = X 2z, tem-se:

max [[ufl: = max|| — Koyllz

= max | KoCall2

= r?g)XHKOCXmHQ. (D.7)

De (D.4), tem-se:

1202 = X" 22(0)]3
= 2(0)" X 2X 2(0)

= 2(0)"X'z(0) <1 (D.8)

Como para V(z) = 27X 'z, V(z) < 0, para = # 0, entao (D.8) é satisfeita para todo
x,t >0,

l2l; = 2"z
= TXiX g
= 'X 1z <1 (D.9)

De (D.7)~(D.9),

maXHKOCX%zHQ = maX\/zTX%CTKOTKOCX%z
>0 >0

< Ve (XIOTKTK,CX3), (D.10)

Assim,
max || K,CX 2[5 < 1 4= Anaa(X2CT K K,CX %) < i,
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Esta condigao é equivalente a:
X:CTKTK,CX7 — p2I <0, (D.11)
pois:
T(X2CTKTK,CX% — p21)2 < 27 2(Amae (X 2CT KT K,CX2) — 1i2).
Multiplicando-se (D.11), em ambos os lados, por X%, obtém-se:
X2 (X:CTKTK,CX2)X? — X221 X7 <0,
XCTKTK,CX — pu2X <0,

12X — XCTKTK,CX > 0,
X — XCTKT(421)'K,CX > 0. (D.12)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.12) possui a seguinte equivaléncia:

—X2CTKTK,CX% + 21 > 0 < (D.13)

K,CX 12l

X  XCTKT ]
>0

Portanto, as expressoes (D.6) e (D.13) solucionam o problema.

Uma solucdo dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.11). A

condigao (D.4) é equivalente a:

2(0)" X 2(0) = 2(0)" X' XX 2(0) < 1. (D.14)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.14) possui a seguinte equivaléncia:

1 0)fx-1
1—-2(0)"X ' XX '2(0) > 0 <= #(0) > 0. (D.15)
X~12(0) Xt
Como X! = P, a condigao (D.15) é equivalente a:
1 0P
“O7F o, (D.16)
Pz(0) P

Multiplicando-se (D.11), em ambos os lados, por X =3, obtém-se:

X 3(X:CTKTK,CX3)X "2 — X 5p2]X "2 <0,
CTKTK,C — pu2X ' <0,
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[2X - CTKTK,C > 0,
X1 = CTKT (121 K,C > 0. (D.17)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.17) possui a seguinte equivaléncia:

L T T 1 9 X! CTKZ
- X2:C"K, K,CX? + pusl >0 <= > 0. (D.18)
K,C 2l
Como X! = P, a condigao (D.18) ¢ equivalente a:
P CTKT
> 0. (D.19)
K,C 13l

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.19) solucionam o problema.

D.2 Restricao no Vetor de Saida

O problema da restricao no vetor de saida y consiste em especificar LMIs, de modo a
assegurar que:

rglg)XHyH < &,

sendo &, uma especificagao considerada no projeto do controlador.

A andlise a seguir é semelhante aquela efetuada no estudo da restricao no vetor de
entrada. Para isso, considera-se, novamente, o SLIT descrito em (D.1), (D.8) e (D.9).

1
Como = = X2z, tem-se:

2 _ 2
max [lyl; = max||Cz;

= max ||OX%ZH§
>0

= max \/ZTX%CTCX%Z

<V Amae(XFCOTOXF). (D.20)

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (D.11), (D.12)
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e (D.13), tem-se que:

max [|[CX2z||2 < £ <= Apao(X2CTCXZ) < £2.

Esta condigao é equivalente a:
X:CTCX7 — €21 <0, (D.21)
pois,
(XECTCXT = €1)2 < 27 2(Aaa(X2CTC — £2X3) — £2),
Multiplicando-se (D.21), em ambos os lados, por X 2, obtém-se:
XCOTCX — X <0,

2X — XCTCX >0,
X — XCT(E)'CX > 0. (D.22)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.22) possui a seguinte equivaléncia:

X Xxcr

—XICTCX7T + 1 > 0 <
cx &I

> (. (D.23)

Portanto, as LMIs (D.6) e (D.23) solucionam o problema.

Uma solucao dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.21). Como
X1 = P, a condigao (D.4) é equivalente a (D.16).

Multiplicando-se (D.21), em ambos os lados, por X =3, obtém-se:
CTC - X1 <,
gEX1-CrC >0,
X-t-crente >o. (D.24)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.24) possui a seguinte equivaléncia:

xX-t cT

—X320TCX7 + €1 > 0 =
¢ er

> 0. (D.25)
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Como X! = P, a condigao (D.25) é equivalente a:

P C"

> 0. (D.26)
C &I

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.26) solucionam o problema.
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Baixar livros de Meio Ambiente
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Baixar Monografias e TCC
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Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia
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