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RESUMO

A Andlise Modal envolvendo apenas as respostas da estrutura ¢ ainda um desafio que
requer o uso de técnicas de identificacdo especiais. Este trabalho discute a identificagdo baseada
apenas na resposta utilizando um método de identificagdo no tempo, mais especificamente, o
método Identificagdo Estocastica de Subespaco. E mostrado que uma estrutura vibrando excitada
por forcas ndo conhecidas, pode ser modelada como um modelo de espaco de estado estocastico.
A partir da aplicagdo de técnicas numéricas robustas como fatorizagdo QR e Decomposi¢do em
Valores Singulares para a matriz bloco de Hankel semi-infinita, contendo os dados de resposta, ¢
obtida a estimativa dos estados do modelo. Uma vez que os estados sdo conhecidos, o sistema de
matrizes ¢ encontrado através da solu¢do de um problema de minimos quadrados. Encontrado o
modelo matematico da estrutura, os parametros modais sdo estimados diretamente através da
decomposi¢do em autovalores. O trabalho apresenta ainda uma metodologia que utiliza a fungao
densidade de probabilidade para identificar possiveis componentes harmonicos contidos nos
sinais de respostas. Os sinais sdo filtrados em uma faixa de freqiiéncia contendo um provavel
modo e ¢ verificado se este corresponde a um modo natural ou operacional. A metodologia ¢
avaliada com dados simulados e experimentais e os resultados obtidos mostraram-se promissores
para identificacdo dos pardmetros modais de sistemas estocasticos lineares e invariantes no

tempo, utilizando apenas as respostas.

Palavras-chave: Analise Modal Operacional, Identificacdo Estocastica, Componentes

Harmonicos.
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ABSTRACT

Modal analysis using output-only measurements is still a challenge in the experimental
modal analysis community. It requires the use of special modal identification techniques. This
work discusses the concepts involved in the output-only modal analysis and the implementation
of the Stochastic Subspace Identification time domain method. It is shown that a vibrating
structure excited by an unknown force can be modelled as a stochastic state space model. In this
approach, the SSI method estimates the state sequences directly from the response data and the
modal parameters are estimated by using the eigenvalues decomposition of the state matrix. The
steps of the procedure are implemented using the well-known numerical linear algebra
algorithms, Singular Value Decomposition and the QR decomposition. It also includes a
methodology based on the Probability Density Function to identify harmonic components of the
response signals. The signals are filtering in a range of frequency containing a mode, to verify if
it is a natural or operational mode. The approach is evaluated with simulated and experimental
data and the results have shown to be promising to identify the modal parameters of stochastic

linear time-invariant systems, based only on the output data.

Key-words: Operational Modal Analysis, Stochastic Identification, Harmonics Components.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O objetivo do monitoramento de vibragdes de estruturas de engenharia ¢ observar o
comportamento da estrutura nas diferentes condi¢des de funcionamento e no caso da Analise
Dinamica identificar os seus principais parametros de vibragdo (pardmetros proprios). Os
métodos de identificacdo dos pardmetros de vibragdo tanto para o desenvolvimento de modelos
dindmicos confidveis como para entender o comportamento de modelos ja existentes sdo objetos
de estudo da andlise modal. Os pardmetros modais (freqiiéncias naturais, fatores de
amortecimento e residuos modais) e eventualmente os parametros estruturais (matrizes de inércia,
rigidez e amortecimento) da estrutura sdo utilizados em diversas aplicacdes na area da
Engenharia Mecanica, como por exemplo: andlise dindmica de pegas estruturais de dificil
modelagem analitica, refinamento ou verificagdo de um modelo analitico, predicdo de cargas
dindmicas ou niveis de resposta que uma estrutura pode experimentar durante sua operagao,
controle de vibragdes em estruturas flexiveis, identificacdo incipiente de falhas, ajuste de
modelos, monitoramento da integridade estrutural, dentre outras.

Os métodos de identificacdo em andlise modal podem ser separados em duas categorias
basicas, os que operam no dominio do tempo e os que operam no dominio da freqiiéncia. Os
métodos no dominio da freqiiéncia tiveram um desenvolvimento muito mais acelerado do que os
outros. Talvez o fato de, desde a metade da década de setenta, poder-se contar com equipamentos
capazes de proceder a andlise de Fourier, tenha influenciado significativamente para o
desenvolvimento de técnicas no dominio da freqiiéncia. Os métodos no dominio do tempo
despontaram como alternativa promissora aos métodos na freqiiéncia, visto que podem ser

aplicados em estruturas que apresentam caracteristicas especiais, como por exemplo, modos



acoplados, freqiiéncias naturais muito proximas. Hoje j& se sabe que os métodos de identificagao
ndo se aplicam de forma universal a quaisquer tipos de situagdes encontradas na pratica. Assim,
dependendo do problema a ser resolvido, escolhe-se o método que apresente o melhor
desempenho possivel naquele contexto especifico.

Os métodos de identificacdo na sua maioria utilizam as informacoes de ambas as medidas,
medidas de entrada (forcas) e de saidas (aceleracdo). Entretanto, existe uma demanda para que os
métodos de identificagdo ndo sejam usados somente para dados obtidos sob condigdes de
laboratério bem controladas, mas também para a reposta dindmica de estruturas reais de
engenharia como prédios, pontes e torres (Peeters e Roeck, 1999; Wei-Xin e Zhou-Hong, 2004).

De forma geral, a identificacdo das caracteristicas dinamicas de uma estrutura ¢ feita a partir
dos sinais provenientes da resposta da estrutura causada por uma determinada excitacdo. Esta
excitacdo, por sua vez, pode ser produzida a partir de testes de vibracdo forgada utilizando
excitadores eletromecanicos, eletromagnéticos e/ou hidraulicos que produzem o carregamento da
estrutura, ou ainda a partir de excitagdes ambientes produzidas pela propria condi¢ao de operagdo
da estrutura, por exemplo, trafego de veiculos, movimento de pessoas, vento e outros.

Entretanto, a excitagdo de determinados tipos de estruturas ¢ geralmente cara e dificil. Por
outro lado, a excitagdo natural devida as proprias condi¢des de operagdo parece ser mais natural
para este tipo de estrutura (dificil de ser excitada artificialmente) e pode ser utilizada com
vantagens, lembrando sempre que excitacdes ambientes (vento, trafego) geralmente sdo de
natureza estocastica e ainda dificeis, se ndo impossiveis, de serem medidas. A excitacdo ambiente
¢ geralmente utilizada no caso de estruturas de grande porte, pois permite realizar um
monitoramento continuo ou intermitente sem a interrupg¢ao das condigdes de operacdo, além de
ser, muitas vezes, uma alternativa técnica e economicamente mais vidvel. A literatura mostra que
existe uma grande quantidade de trabalhos que tratam da identificagdo de sistemas submetidos a
excitagao ambiente. Dentre estes, pode-se citar Jones et al. (1995), Saito ¢ Yokota (1996), Farrar
e James III (1997), Hermans e Van der Auweraer (1999), Peeters e De Roeck (1999), Ndambi et
al. (2000), Huang (2001), Peeters e Ventura (2003), Cremona et al. (2003), Amani et al. (2004) e
Brasiliano (2005).

Estas técnicas de identificacdo dos parametros do modelo sdo conhecidas por Analise Modal
Operacional (AMO), devido ao fato de utilizarem as proprias forgas geradas pela operagdao do

sistema como fonte de excitagdo. Contudo, as técnicas de analise modal operacional costumam



considerar as forgas de excitagdo como sendo um ruido branco estacionario o que pode trazer
problemas, caso existam componentes harmonicos inseridos nas forcas geradas pela operacao do
sistema. Este problema ndo ¢ dificil ocorrer principalmente em se tratando da utilizacdo de
excitagdes operacionais em sistemas rotativos (Mohanty and Rixen, 2004). Nestes casos, o
grafico da funcdo de densidade espectral da resposta apresentara picos correspondendo a modos
naturais e picos correspondendo a modos operacionais (respostas as excitagdes harmonicas).
Desta forma, os métodos tradicionais de AMO podem em determinadas condi¢des considerar
erroneamente tais picos de modos operacionais como sendo modos naturais. Portanto, a
utilizagdo de um algoritmo capaz de identificar os picos correspondentes aos modos operacionais
seria importante neste caso (Matos e Amarante, 2005).

O trabalho discute a implementag¢do e aplicacdo do método de Identificacdo Estocastica de
Subespacos para a analise modal baseada apenas na resposta. Numa primeira etapa sao utilizados
dados simulados obtidos pela analise de Elementos Finitos e, posteriormente, ¢ estudada a
eficiéncia do método para identificagao de parametros modais a partir de dados experimentais de
uma estrutura tipo Frame. Adicionalmente, o trabalho discute o efeito de modos operacionais
(respostas as excitagdes harmonicas) na identificagdo dos parametros do modelo.

A metodologia aplicada utiliza a funcdo densidade de probabilidade para analisar este
efeito (Brincker et al., 2000). Os sinais sdo separados (filtrados) em uma faixa de freqiiéncia
contendo um modo para a verificacdo se este corresponde a um modo natural ou operacional.
Efetuando a identificacdo e a filtragem dos modos operacionais, ¢ aplicado o método de andlise
modal operacional (Identificagdo Estocéstica de Subespagos) nos sinais tratados e entdo os modos
naturais sao estimados. Serdo apresentados casos em que a freqiiéncia da excitacdo senoidal ¢
proxima a um dos modos. Desta forma, pode-se avaliar a influéncia da filtragem nos resultados.
Também ¢ discutida a distingdo entre modos reais € componentes harmonicos no sinal de

resposta medido.

1.1. ANALISE MODAL OPERACIONAL

Na analise modal tradicional os pardmetros modais sdo obtidos a partir das fungdes de

resposta em freqiiéncia (FRFs), que relacionam a saida (resposta) com a entrada (excitagao). Para

este tipo de andlise € necessario medir a entrada e a saida do sistema.



A analise modal operacional se baseia na medida da resposta da estrutura em condi¢des de
operacdo e para isso utiliza como excitacdo as forgas de servico que atuam sobre a mesma. Como
essas forcas de entrada ndo sdo medidas, ndo ¢ possivel obter as FRFs do sistema.

A anélise modal operacional ¢ utilizada quando ndo € conveniente excitar as estruturas
por meio de um martelo ou um excitador, algumas porque sao dificeis de excitar artificialmente
devido ao seu tamanho, forma ou localizagdo. Para muitas estruturas grandes pode ser
complicado excita-las artificialmente a um nivel tal que a resposta devida a fatores ambientais
(ndo controlaveis) seja pequena em comparagao com a outra artificial. Ha outros casos nos quais
surgem problemas devido a ndo linearidades introduzidas por um nivel de resposta muito elevado
por empregar métodos artificiais de excitacao. Além do mais, todas as estruturas podem estar
submetidas as for¢cas ambientais, como por exemplo, o vento, as ondas, o trafego, ou ainda, seu

proprio maquinario.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os varios aspectos da Analise Modal bem como suas aplicagdes tém sido amplamente
pesquisadas nas ultimas décadas e, atualmente, existe uma vasta literatura cobrindo os principais
aspectos teoricos, bem como aspectos praticos relacionados com os testes experimentais. Varios
levantamentos bibliograficos (Ewins et al., 1981; Allemang, 1982) foram publicados ja na década
de oitenta e a literatura atual contempla, além de um numero incontavel de artigos, varios livros
englobando os aspectos matematicos e tecnoldgicos envolvidos na analise modal (Ewins, 1984;
Maia et al., 1997; Allemang, 1999). Esses autores colocam, de uma forma clara e sistematica, a
maioria dos conhecimentos disponiveis nesta area associados as suas respectivas experiéncias.

Nos métodos do dominio da freqiiéncia, os pardmetros de vibragdo sdo extraidos a partir dos
dados de resposta em freqiiéncia, utilizando, na sua grande maioria, ajuste de modelos (curve
fitting), minimos quadrados, Decomposicdo em Valores Singulares, etc. (Brincker et al., 2001).

Vérios métodos que operam no dominio do tempo derivam de uma técnica baseada na teoria
desenvolvida por Prony (1795), na qual a identificacdo ¢ realizada a partir da fun¢do resposta ao
impulso.

Alguns métodos do dominio do tempo trabalham com a formulagdo continua das equagdes
de movimento: ITD — Ibrahim Time Domain Method, método das exponenciais complexas, PTD
— Polyreference Time Domain Method, método de identificagdo basecado na série de Fourier;
outros utilizam a formulagdo discretizada das equac¢des de movimento: ERA — Eigensystem
Realization Algorithm ¢ ARMA - Autoregressive-Moving Average Model. Alguns destes
métodos utilizam modelos matematicos superdeterminados para aumentar a acuracidade da
estimacao.

Os primeiros sistemas lineares estocdsticos envolviam modelos de sistemas com média
moével (MA) e autoregressivos (AR) e eram utilizados para explicar ciclos “quase periddicos”.

Um pouco depois, surgiram teorias de processos estacionarios. Foi na década de 60 que foram



desenvolvidas as teorias de estruturas para sistemas MIMO em espago de estados e sistemas
ARMA.

Num contexto mais atual, os pesquisadores que trabalham com teoria de controle preferem,
em geral, uma formulagdo de primeira ordem para os modelos, entdo, propdem um método de
identificacao direta para identificagdo de parametros de vibracdo. Ja Ewins (1984) apresenta
métodos de identificagdo de pardmetros modais tanto no dominio do tempo quanto no da
freqiiéncia. Juang e Pappa (1985) conceberam o método de identificagdo ERA bastante
conveniente para Engenharia de Controle, que tornou possivel obter a representacdo do sistema
em variaveis de estado.

Ibrahim desenvolveu um método para identificagdo dos pardmetros modais de vibracao de
estruturas, a partir da resposta livre do sistema (Ibrahim e Mikulcik, 1973). A teoria da técnica ¢
baseada numa reformulacdo das equacdes diferenciais ordinarias de movimento de um sistema de
varios graus de liberdade com amortecimento viscoso. Estas equagdes, escritas no espaco de
estado, dao origem ao modelo matematico usado para a identificacao. Utilizam-se as respostas de
deslocamento e de velocidade calculadas através da integracdo das respostas de aceleragdo do
sistema livre. Esta técnica ndo possui restricdes quanto ao grau de amortecimento do sistema ou
quanto ao espagamento das freqliéncias naturais, diferentemente dos métodos do dominio da
freqiiéncia entdo utilizados.

O segundo método apresentado por Ibrahim (Ibrahim, 1977) difere do que foi descrito nos
trabalhos anteriores, ja que neste 0 modelo matematico ou a equagao diferencial representativa do
comportamento dindmico da estrutura ndo é desenvolvido. A resposta livre (aceleragdo) ¢ usada
diretamente para a identificagdo dos parametros de vibragao.

Uma das grandes vantagens dos métodos do dominio do tempo ¢ que eles ndo necessitam de
estimativas iniciais para os parametros. No método das exponenciais complexas o ponto de
partida ¢ a expressao da fung¢do resposta ao impulso cujo célculo era feito através da transformada
inversa de Fourier da receptancia (Ewins, 1984). Este era um inconveniente deste método, pois
colhiam-se os dados no dominio do tempo, passava-se para o dominio da frequéncia para o
calculo da receptancia, para depois retornar ao dominio do tempo. Atualmente existem novas
técnicas que permitem calcular a fungdo resposta ao impulso a partir dos proprios dados no

dominio do tempo (Clarkson e Mercer, 1965).



Vold desenvolveu um método denominado PTD — Polyreference Time Domain Method, no
qual a identificagdo ¢ feita a partir dos dados de resposta livre ou da funcdo resposta ao impulso,
em duas etapas. Na primeira etapa, as freqiiéncias naturais amortecidas e os fatores de
amortecimento sdo extraidos. Os coeficientes modais ou residuos sdo depois calculados numa
segunda etapa. Embora a primeira etapa utilize uma técnica do dominio do tempo, o célculo dos
residuos pode ser feito ou no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia. Quando os dados
utilizados para estimar os parametros sdo adquiridos apenas a partir de uma referéncia simples, o
método PTD ¢ igual ao método das exponenciais complexas.

Juang e Pappa (1985) desenvolveram um algoritmo, denominado ERA, para a realizagdo de
sistemas. Entende-se por realizacdo de sistemas o processo de construir uma representacdo no
espago de estado, a partir de dados experimentais. O problema de realizagdo minima ¢
equivalente ao problema de representagdo envolvendo uma seqiiéncia de matrizes reais
conhecidas como parametros de Markov (fun¢des de resposta ao pulso). Realizagdo minima
consiste em um modelo com a menor dimensao no espacgo de estado entre os sistemas realizados,
que tém as mesmas relacdes de entrada-saida dentro de um grau de acuracidade especificado.
Neste algoritmo, a matriz de Hankel, que representa a estrutura de dados para o algoritmo, ¢
generalizada para permitir uma distribui¢do aleatoria dos pardmetros de Markov, gerados por
respostas livres. Uma abordagem unificada baseada nesta generalizacdo ¢ desenvolvida para
estender sua aplicacdo em conjunto com a técnica da decomposi¢do em valores singulares.

O modelo ARMA permite uma identificacdo precisa das frequéncias modais e dos fatores
de amortecimento. A formulagdo tedrica ¢ baseada na equagdo de diferencas do sistema, no
espaco de estado. Nesta equagdo, duas parcelas do modelo sdo definidas: a parte autoregressiva
(AR) e a parte de média-mdvel (MA). Obtém-se, entdo, um sistema de equagdes lineares que
fornecem os coeficientes da fungdo de transferéncia no dominio “Z”, na forma de uma razao
polinomial. As raizes complexas do denominador definem as frequéncias modais e os fatores de
amortecimento, enquanto que as raizes complexas do numerador definem as frequéncias de anti-
ressonancia. Modelos super-dimensionados sdo utilizados e, juntamente com os modos € 0s zeros
naturais, obtém-se um grande niimero de “modos espurios”, os quais devem ser eliminados.

A literatura, conforme discutido anteriormente, mostra varios textos que fornecem uma
completa descricdo dos métodos de estimacdo de parametros modais utilizando a relagdo

entrada/saida. Os métodos utilizando apenas as respostas, de forma geral, sdo mais recentes e,



apesar da existéncia de varios artigos (Brincker, 2000; Brincker, 2001; Peeters and Roeck, 1995)
nesta linha, ainda ndo estdo bem consolidados. Peeters and Roeck (1995) discutem estes aspectos

e apresentam um dos primeiros reviews dos métodos baseados apenas na resposta.

2.1. IDENTIFICACAO ESTOCASTICA

Dentre as técnicas baseadas apenas nas respostas cita-se a Decomposi¢cdo no Dominio da
Freqiiéncia FDD (Brincker, 2001) e a Identificacdo Estocastica de Subespacos SSI (Peeters and
Roeck, 1999). O método Identificacdo Estocastica de Subespagos ¢ baseado na construgcdo da
matriz de Hankel, que ¢ a base para a realizagdo do modelo em espago de estado discreto.

A darea de engenharia civil contribuiu com grande quantidade de trabalhos relativos a
aplicacdo das técnicas multicanal no dominio do tempo de analise modal operacional. Isto deve-
se ao fato que em ensaios de vibragdo em estruturas civis ¢ freqiientemente impraticavel e de
custo elevado utilizar excitagao artificial, como martelo ou excitador. A excitagado ambiente como
vento, trafego ou mesmo pequenos tremores, ao contrario, estd disponivel livremente.

As técnicas de identificacdo estocdstica provaram ser muito Uteis na engenharia mecanica,
por exemplo, para obter os pardmetros modais de uma aeronave durante testes de voo. Pappa e
Juang (1988) utilizaram dados de sistemas naturalmente excitados diretamente no algoritmo ERA.

Clarkson e Mercer (1965) estudaram a aplicagdo das funcdes de correlagdo cruzada entre a
excita¢ao (ruido branco) e a resposta para determinagdo das caracteristicas da funcao de resposta
em freqiiéncia (FRF) de uma estrutura ligeiramente amortecida. Embora assuma o conhecimento
das forgas de excitagdo, o procedimento merece destaque pela contribuicao na disseminagdo da
idéia de utilizar fun¢des de correlagdo em lugar das tradicionais fungdes de resposta ao impulso,
quando a excitacdo ndo pode ser medida.

Segundo Clarkson e Mercer (1965), quando um sistema ¢ excitado por uma for¢a que tem
densidade espectral constante, a correlacdo cruzada da excitacao e da resposta ¢ conhecida por
fornecer o conjunto de fungdes de resposta ao impulso (FRIs). Tal constatacdo pode ser utilizada
para abastecer com as fung¢des de correlacio os algoritmos classicos de identificagdo no dominio
do tempo, formulados originalmente para a resposta ao impulso. O procedimento proposto por
Clarkson e Mercer, aliado as técnicas de extracdo de parametros modais no dominio do tempo

tais como ITD, Polireferéncia e ERA, deram origem a uma poderosa ferramenta para a andlise



modal de estruturas naturalmente excitadas, denominada técnica de excitagao natural (NExT). O
novo método contribuiu para popularizar, na comunidade de engenharia mecanica, a idéia de que
¢ possivel extrair os parametros modais de estruturas excitadas por forgas desconhecidas.

A identifica¢do dos pardmetros modais de uma estrutura sob excitacdo ambiente ¢ discutida
na literatura em muitos trabalhos recentes indicando que o tema ¢ atrativo e emergente no campo
da andlise estrutural. Especificamente a analise modal operacional tem sido realizada em
estruturas aeronduticas (Abdelghani et al., 1999), para monitoramento em carros esportes
(Hermans et al., 1999) e em plataformas oceanicas (Hoen et al., 1993).

Dentre os varios métodos para extracdo das freqii€ncias naturais e fatores de amortecimento
de estruturas utilizando somente dados de saida, destaca-se o algoritmo de predicdo linear
baseado no modelo autoregressivo de médias moveis (ARMA) como sendo a mais cléassica das
técnicas de identificagdo estocastica. Um modelo mais geral para sistemas multivariados
invariantes no tempo ¢ o ARMA vetorial (ARMAYV) que relaciona o termo autoregressivo das
saidas ao termo de médias moveis do ruido branco considerado como entrada do sistema.

Hermans e Auweraer (1999) estudam a aplicacdo da técnica NEXT em trés casos industriais,
analisando suas capacidades e limitagcdes. Tanto a técnica NEXT quanto o ERA obtiveram
sucesso na caracterizagdo modal de um sistema de suspensdo traseira de um carro durante testes
de rodagem, na andlise de “flutter” de uma aeronave comercial em v6o e na identificacdo dos
modos de uma ponte de concreto em condigdes normais de operagdo. A abordagem utilizando o
algoritmo ERA se mostrou superior quando houve necessidade de um ntimero alto de respostas
devido a sua evidente eficiéncia computacional.

O namero de publicag¢des recentes nesta area demonstra o crescente interesse da comunidade
cientifica na obten¢do de uma base solida para a identificacdo dos parametros modais utilizando
somente a resposta do sistema. Outras aplicagdes desta técnica tém sido mostradas, dentre elas
cita-se: a utilizacao da técnica para estimar os parametros modais em torres a partir de excitagdes
provocadas pelo vento (Yoshida et al., 2004), a analise operacional de dutos de refrigeracao de
um reator nuclear (Pekka et al., 2004), estimacdo dos pardmetros modais do sistema de
transmissao de um automoével em funcionamento (Moller ¢ Gade, 2004) e outros.

Acredita-se que esta € uma area de grande interesse para o pais, apresentando um potencial
de aplicagdo muito vasto, tanto em estruturas mecanicas, como em estruturas de engenharia civil

(pontes, viadutos, etc.).



10

CAPITULO 3

JUSTIFICATIVA

As exigéncias cada vez maiores de capacidade de trabalho e desempenho das maquinas e
equipamentos, aliadas a crescente competitividade ¢ demanda comercial, exigem das empresas o
desenvolvimento de projetos e modelos mais refinados, que possibilitam acessar (conferir) o real
comportamento do sistema, tanto do ponto de vista estatico como dindmico. Isso leva, em muitos
casos, a necessidade de um maior refinamento do projeto o que geralmente demanda técnicas de
modelagem e andlise mais elaboradas, envolvendo a avaliagdo de um nimero crescente de
detalhes do projeto, incluindo métodos para identificagdo das suas principais caracteristicas
(estatico/dinamico) ou mesmo o acompanhamento das suas condigdes de operacao
(monitoramento das condi¢des de saude do sistema). Neste caso, o analista deve buscar definir
um modelo valido que represente fielmente o comportamento do sistema real. Neste contexto, a
analise modal tem papel muito importante, principalmente, no estudo do comportamento
dindmico estrutural dos sistemas mecanicos.

Dentre as diversas areas da Analise Modal destaca-se a ldentificacdo de Sistemas
Dinémicos, uma area de fundamental importancia, pois trata da determinagdo de modelos
matematicos que descrevem o comportamento dindmico de sistemas em funcdo do tempo. Os
modelos obtidos sdo uteis para realizar simulagdes, controle, monitoramento, detec¢ao de falhas,
previsdes, otimizagdes, entre outras aplicacdes. Modelos matematicos sdo tipicamente utilizados
em situacdes onde a realizacdo de um experimento com o sistema real ¢ muito cara, muito
perigosa, dificil ou mesmo impossivel.

Na Analise Modal, os pardmetros modais sdo geralmente derivados a partir das relacdes
input-output medidas, geralmente, em condigdes de laboratorio bem controladas, sendo que a
excitagdo da estrutura ¢ artificial, utilizando um martelo instrumentado, um excitador

eletromagnético/mecanico e outros. Entretanto, o comportamento vibro-actstico de uma estrutura
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em condi¢des de operacao, por exemplo, um carro em uma pista, pode ser significativamente
diferente da situacdo de um teste de laboratdrio, devido a efeitos de pré-tensdo, suspensdo,
condicdes de fixagdo e suporte do sistema e outros. Portanto, a identificagdo do modelo modal da
estrutura a partir das condi¢des de operagdo, isto é, excitagcao natural, poderia ser mais adequada.
Tomando novamente o carro como exemplo, o modelo modal do mesmo, utilizando a analise
modal baseada apenas na resposta poderia ser obtido para o carro em operacdo. Neste caso,
seriam utilizados apenas os dados das respostas medidas com o carro em funcionamento
(trafegando) e a excitagdo ndo necessitaria ser medida como no caso cléssico.

A grande maioria das rotinas e métodos de identificacdo modal geralmente sdo limitados a
testes de laboratorio, utilizando excitagdo forgada. No entanto, os testes baseados nas condigoes
de operacdo, também levam em conta na avaliagdo do comportamento do sistema as influéncias
ambientais, ou seja, os dados e as condigdes de testes para o caso de um teste modal utilizando
apenas as condi¢des reais de carregamento (excitacdo natural) diferem significativamente das
condicoes de um teste de laboratorio.

A utilizagdo da propria condicao de operagdo para estudar o comportamento e os pardmetros
de interesse de um sistema ¢ uma op¢ao muito atraente, pois evita a necessidade da montagem de
equipamentos ¢ instrumentos para a excitagao do sistema. Um outro aspecto de grande relevancia
neste caso seria a possibilidade da utilizagdo de modelos de diagnose, in situ, para o

monitoramento, deteccao ¢ localizacao de falha estrutural.

As principais vantagens deste tipo de ensaio sao:

e E necessario menor tempo para realizar o ensaio, visto que basta conectar os
equipamentos de medida.

e E mais barato, pois nio necessita da aquisi¢do de equipamentos excitadores e pode
realizar-se in Situ.

e O ensaio ndo interfere nem interrompe o funcionamento normal da estrutura que pode
continuar em servi¢o enquanto se realiza.

e As respostas medidas sdo representativas das condi¢cdes reais de funcionamento da
estrutura.

e [Evita-se a aplicacdo de cargas artificiais que podem comprometer a estrutura.
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A identifica¢do baseada apenas na resposta, assim como no caso classico, pode ser realizada
tanto no dominio do tempo como da freqiiéncia. Dentre as varias técnicas baseadas no dominio
do tempo, tem-se os métodos referidos como Identificagdo Estocastica de Subespagos (SSI),
Identificagdo Estocastica de Subespacos com sinal de referéncia (Peeters et al.,, 1999),
NExT/ERA, método Poly referéncia, neste caso, a funcdo de resposta ao impulso ¢ substituida
por fungdes de covaridncia e o método de predicdo de erro (PEM) (Ljung, 1999). Entre os
métodos baseados no Dominio da Freqiiéncia, cita-se o método Peak-Picking (PP) da escolha dos
picos de freqiiéncia e o método Decomposicdo no Dominio da Freqiiéncia (FDD) (Brincker e
Andersen, 2000).

Tomando-se como base a analise modal a partir da resposta, o trabalho envolve o estudo,
implementagdo e avaliagdo das potencialidades dos métodos de identificagdo baseados no
dominio do tempo, mais especificamente, o método Identificagdo Estocéstica de Subespagos

(SSI) e suas variantes (Peeters e Roeck, 1999; Van Overschee e De Moor, 1996).
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CAPITULO 4

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo serdo discutidos os conceitos necessarios para o bom entendimento do
processo de identificacdo, Analise Modal, formulagdo de estado, algoritmo e o significado das

varias variaveis que serdo utilizadas neste trabalho.

4.1. ANALISE MODAL

Na analise modal tedrica, mais especificamente, por elementos finitos, utilizam-se métodos
numéricos-analiticos, € os pardmetros modais sdo obtidos a partir dos parametros espaciais do
modelo (Ewins, 1984), ou seja, das matrizes de massa, rigidez, ¢ menos freqiientemente, de
amortecimento. J4 na analise modal experimental, os pardmetros modais sdo estimados a partir
das relagdes entrada/saida medidas diretamente na estrutura (MAIA et al., 1997). O procedimento
experimental para extracdo dos pardmetros modais tem demonstrado ser eficiente e vem
conquistando amplo campo de aplicacdo, como por exemplo: validac¢do e refinamento de modelos
de elementos finitos, modificacdo de estruturas, deteccdo de falhas e andlise de estruturas
complexas. A andlise modal experimental pode ser melhor utilizada com o entendimento do
principio da analise modal tedrica. Neste contexto, a seguir serd abordada uma discussdo sobre a

analise modal tedrica antes da analise modal experimental.
4.1.1. CONSIDERACOES GERAIS
Um sistema de N graus de liberdade possui a mesma quantidade de freqliéncias naturais,

sendo que para cada uma delas, existe um estado de vibragdo correspondente conhecido como

modo de vibrar. Os termos matematicos relacionados com essas quantidades sdo conhecidos
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como autovalores e autovetores, respectivamente, os quais sao determinados a partir de um
sistema de N equagdes de movimento e tém certas propriedades dinamicas associadas ao sistema.

Quando vibra em um desses modos, todos os pontos do sistema ndo amortecido ficam
submetidos a um simples movimento harmonico que passa através de suas posi¢des de equilibrio
simultanecamente. Para que um modo seja observado ¢ necessario que as condigdes iniciais
aplicadas ao sistema assim o permita. Para uma condi¢do inicial mais genérica, como uma
excitacdo impulsiva, a vibracdo livre resultante pode conter todos os modos de vibrar
simultaneamente. Sob um outro enfoque, modo de vibrar ¢ um estado de movimento em que
todas as massas, em sistemas ndo continuos, oscilam alcan¢ando deslocamentos maximos
simultaneamente, passando por suas posicoes de equilibrio, também simultaneamente, ou ainda, ¢
um estado onde todas as partes moveis do sistema oscilam em fase com uma dada freqiiéncia.

Na analise e desenvolvimento de sistemas mecanicos, o comportamento dindmico estrutural
do modelo pode ser descrito por seus parametros modais, ou seja, suas freqiiéncias naturais,
modos de vibrar e razdes de amortecimento. A analise modal ¢ um procedimento bastante eficaz
para determinar esses parametros e a literatura mostra que essa técnica vem conquistando uma
ampla gama de aplicacdo, tanto sob o ponto de vista da analise modal tedrica, quanto da anélise
modal experimental. Nesta secdo serdo apresentados os conceitos basicos de analise modal
tedrica e experimental. Estes conceitos serdo utilizados como base tedrica para introducdo a
analise modal utilizando somente a resposta.

A analise modal convencional empregada para investigar o comportamento dindmico de

uma estrutura € sustentada em trés hipoteses basicas:

e Linearidade do comportamento dinamico: a resposta da estrutura para uma combinagao
de forgas aplicadas simultaneamente ¢ equivalente a soma das respostas de cada forga
atuando individualmente;

e Invariancia no tempo: os parametros fisicos da estrutura sdo constantes;

e Observabilidade: a relagdo entrada/saida medida contém informagdes suficientes para

determinar o comportamento dindmico do modelo.

Estruturas lineares continuas geralmente atendem estes requisitos e podem ser representadas

por modelos matematicos lineares obtidos a partir da discretizagdo da estrutura em elementos
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conectados entre si por um numero finito de pontos denominados nds do modelo (Przemieniecki,
1968). A interagdo entre as for¢as dos varios elementos que constitui a estrutura é representada
por forgas resultantes dos momentos de flexdo, torcao e esfor¢cos de tracdo atuando nesses nos.
Cada equacao de equilibrio associada as for¢as descreve o movimento de um grau de liberdade da
estrutura discretizada e o resultado ¢ um conjunto de equacdes acopladas. Se uma estrutura, que
pode ser idealizada dessa forma, ¢ excitada com um dado carregamento e a resposta e a propria
forca sdo medidas simultaneamente, entdo os pardmetros modais podem ser estimados a partir
das relacdes entrada-saida, denominadas Func¢des de Resposta em Freqiiéncia (FRF(s)) ou suas
equivalentes no dominio do tempo, denominadas Fungdes de Resposta ao Impulso (FRI(s))
(Juang e Pappa, 1985).

Para um melhor entendimento dos conceitos basicos envolvidos na analise modal,
inicialmente serd discutido o comportamento de um sistema simples de 1 grau de liberdade,
mostrado na Figura 4.1, considerando o amortecimento viscoso na representagdo das forgas

dissipativas.

x(t)

S

Y gk

Figura 4.1: Sistema de um grau de liberdade.

A equagdo de movimento é obtida a partir do balango das forcas de inércia (f, =M X),

dissipativa (f, =C x), elastica (f, =K x) e forca externa f(t):

MX(t) + Cx(t) + Kx(t)= f(t) (4.1)
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Na qual: M — massa [Kg];

C - coeficiente de amortecimento viscoso [Ns/m];
K - constante de rigidez [N/m];

t - variavel tempo [S];

X,X,X -aceleracdo [m/ SZ], velocidade [m/s] e deslocamento [m] respectivamente;

f(t) - forca excitadora [N].

A solugdo geral da equacdo (4.1) é dada em termos da solu¢do homogénea e da solugdo

particular. A solugdo homogénea, para f(t)=0 é da forma:

x(t) = Xe®, (4.2)

na qual, X e S sdo constantes. Substituindo a equacdo (4.2) na (4.1) e assumindo que a forca
externa € nula, tem-se:

(Ms? +Cs+K)Xe* =0 (4.3)

A solugdo nao trivial da equacdo (4.3) ¢ calculada a partir das raizes da equacao
caracteristica S; € Ss.

C c)Y K
Sp=—5 5 * YRV
’ oM oM M

O valor das raizes S € S; sdo dados em fungdo dos pardmetros do modelo e sdo observadas
as seguintes possibilidades:

(4.4)

e As for¢as de amortecimento governam o movimento e entdo o sistema ¢ conhecido como

2
superamortecido: [C) > K , entdo as duas raizes sdo reais e negativas;
2M M
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e As forcas elasticas e de inércia prevalecem, o sistema ¢ conhecido como subamortecido:

2
[C < K as duas raizes sdo complexas conjugadas com partes reais negativas;
2M M

2
e O sistema € criticamente amortecido: (C) = ﬁ, as duas raizes sdo iguais, reais e

2M M
negativas.

Esta andlise mostra que existe um parametro que define um limite entre o
superamortecimento ¢ o subamortecimento. Tal pardmetro ¢ conhecido como constante de

amortecimento critico (C;), que ¢ definido quando o termo dentro da raiz da equacao (4.4) ¢ igual

a zero:
C. =2Mw, (4.5)
Na qual:

n

= 1/% = Freqiiéncia natural ndo amortecida [rad/seg]

Com esta definicdo de amortecimento critico, uma outra quantidade adimensional chamada
de razdo de amortecimento (£) ¢ definida pela razdo entre o coeficiente de amortecimento e o

amortecimento critico do correspondente sistema:

C (4.6)

Agora as raizes da equacdo caracteristica podem ser escritas na forma:

s, =[-ce 7 1o, )
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E o sistema pode ser classificado em fun¢ao da razdo de amortecimento ¢ :
e Sistema superamortecido: { >1;

e Sistema criticamente amortecido: ¢ =1;

e Sistema subamortecido: ¢ < 1.

No caso particular de vibragdes livres, excitadas por condi¢des iniciais x(0) e %(0), a

solugdo da equacdo (4.1) pode ser escrita no dominio do tempo em funcdo da razdo de

amortecimento, da seguinte forma:

Sistema superamortecido

X(t) = e | x(0) cosh(a)nt\/ﬁ) + wsenh(cont ¢’ - 1) 5
w,\¢* -1
Sistema criticamente amortecido
X(t) = e [x(0)(1 + @, t) + X(0)t] (4.9)
Sistema subamortecido
(4.10)

X(t) = e | x(0)cos(w,t/1—¢*) + X(0) + g0, X(0) sen(w,ty1-¢?)
@, 1- gz

Estruturas mecanicas, geralmente, apresentam razdes de amortecimento menores que 1. Por

1ss0, toda discussao e formulagao deste trabalho, sera baseada no caso subamortecido.
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4.1.2. ANALISE MODAL TEORICA DE SISTEMAS DE VARIOS GRAUS DE
LIBERDADE

Com o advento da computacdo, a modelagem por elementos finitos tem sido amplamente
utilizada. O método surgiu no campo da andlise estrutural e tem sido expandida a diversas
aplicacdes da engenharia aeroespacial, arquitetura naval, mecanica dos fluidos, transferéncia de
calor e até na medicina.

Em elementos finitos o corpo elastico continuo ¢ representado por um sistema discreto,
formado por um conjunto de elementos estruturais unidos entre si, através de um numero finito
de pontos denominados no6s do modelo. Um elemento estrutural ¢ definido como uma parte do
corpo elastico e o seu comportamento ¢ definido a partir do conhecimento dos deslocamentos e
forcas nodais atuando neste elemento. O conhecimento do comportamento dos elementos
individuais permite representar o comportamento do sistema como um todo. As matrizes globais
de massa e rigidez da estrutura sdo montadas a partir das matrizes elementares de massa e rigidez
estimada individualmente para cada elemento de acordo com a teoria de elementos finitos (Bathe
& Wilson, 1976; Dhatt et al., 1984).

Tomando a equagdo diferencial algébrica que expressa o equilibrio das for¢as de um
sistema de um grau de liberdade, Eq. (4.1), € possivel expandi-la para representar um sistema de
ngl graus de liberdade. As matrizes globais obtidas por Elementos Finitos levam a uma
representagdo do modelo por ngl equagdes diferenciais, sendo ngl o nimero de graus de liberdade
do modelo discreto. Neste caso, o modelo ¢ representado por um sistema linear de ngl equagdes

diferenciais de segunda ordem acopladas. Na forma matricial tem-se:

M Jix(); +[Clex(eh + [K]ix(®)=1f ©) (4.11)
Na qual: {x(t)}, {X(t)}e {x(t)} - vetor aceleracio, velocidade e deslocamento respectivamente;
{f(t)} - vetor das forcas aplicadas no sistema;

[

M], [K] e [C] - sdo respectivamente as matrizes de massa, rigidez e amortecimento

viscoso, de ordem ngl x ngl;

ngl - nimero de graus de liberdade.
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Na analise dinamica, o efeito do amortecimento usualmente ndo é considerado. Portanto a

equacdo (4.11) torna-se:

[M{x(t)}+ [K]{x(t)} = 1 (1)} (4.12)

Este sistema de equagdes expressa o equilibrio do sistema em termos das matrizes de massa,
rigidez e forcas externas atuando no sistema. Ele representa um grupo de equagdes lineares com

coeficientes constantes. Assumindo a forga de excitagdo do tipo {f(t)} = {Fle* e que a solugdo é

da forma {x(t)} = {X }e"*, a equagdo (4.12) pode ser transformada na equagdo (4.13).
(-0’[M] + [K]) {X}e'* = {F}e™ (4.13)

Na qual: o - freqliéncia de oscilagdo;
{F} - vetor de amplitudes da forca de excitagdo;

{X} - vetor de amplitudes da resposta.

De qualquer forma, a solugdo numérica da equagdo (4.12) ndo ¢ simples devido as
dificuldades computacionais, particularmente para sistemas de alta ordem. Para certos casos
especiais, uma maneira apropriada de resolver o sistema ¢ utilizar a analise modal. Este processo
requer a solucdo do problema de autovalor do sistema e a resposta da estrutura € expressa como

uma combinacao linear dos autovetores (Meirovitch, 1980).

Problema de Autovalor

Para uma estrutura ndo amortecida, a equacdo homogénea associada com a equagdo do
movimento pode ser escrita assumindo que as forgas de excitacdo sdo nulas. A resposta do
sistema neste caso pode ser obtida considerando a solu¢do homogénea a partir de um problema de

autovalor (Meirovitch, 1980; Bathe e Wilson, 1976), equacao (4.14).

(-w?M]+[K] ){X}=0 (4.14)
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A solugdo nao trivial da equagao (4.14) ¢ dada por uma matriz diagonal [A] de ordem ngl x

ngl, chamada de matriz de autovalores associada a uma outra matriz [z//], denominada matriz de

autovetores. Cada A = @’ em particular esti relacionado a um vetor deslocamento {i},,
(Meirovitch, 1980). Na dinamica estrutural, os autovalores e os autovetores sdo interpretados
respectivamente como as freqiiéncias naturais € modos proprios de vibrar da estrutura. Com esta

interpretagdo, o problema de autovalor pode ser expresso por:

[Kwh =2 IMH{yh (4.15)

Como a matriz [M ] é simétrica e positiva definida e a matriz [K] ¢ simétrica e positiva semi-

definida, os autovalores s3o reais e ndo negativos. Vale ressaltar que para o caso de uma estrutura
na condi¢do livre-livre, a solugdo admite autovalores nulos associados aos autovetores
representando os modos de corpo rigido, ou seja, o corpo livre pode movimentar-se numa
freqiiéncia nula sem se deformar. A solugdo computacional do problema de autovalor ¢ bem
conhecida e existem varios métodos de resolu¢do (Bathe & Wilson, 1976) e ndo sera discutida

neste trabalho.
4.1.3. ORTOGONALIDADE DOS AUTOVETORES

Uma das propriedades mais importante dos modos proprios € a propriedade de
ortogonalidade em relacdo as matrizes de massa e rigidez, cuja deducdo pode ser verificada
detalhadamente em Meirovitch (1975). A propriedade de ortogonalidade ¢ de grande utilidade na
resolu¢do dos problemas de andlise estrutural, ¢ utilizada na formulacdo dos algoritmos para a
solucdo de problemas de autovalor em elementos finitos, além de ser freqiientemente utilizada
para desacoplar as equagdes de movimento do sistema, transformando as matrizes de massa e
rigidez da estrutura em matrizes de massa e rigidez modal. Para o caso de autovalores ndo

multiplos, temos:

[w] M][w]=[m] (4.16)
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[v]" [K][w]=[k] (4.17)

Nas quais : [ ] - matriz modal contendo os vetores modais;

[m ] - matriz de massa modal;

[k ] - matriz de rigidez modal.

Quando os modos sdo normalizados em relagdo a massa modal, as propriedades de

ortogonalidade sao chamadas de ortonormal e passam a satisfazer as seguintes relacdes:
[¢T M]Te]=T11] (4.18)
[¢] [K]T¢]=[2] (4.19)

i,

Nas quais : {¢}, = e vetor modal normalizado em relagdo a massa;

r

r

[1.] - matriz identidade;

[4.] - matriz dos autovalores.

Uma observagdo importante ¢ que tanto na teoria de elementos finitos quanto na andlise
modal experimental ¢ possivel obter as matrizes de massa e rigidez da estrutura a partir dos
parametros modais, utilizando as relagdes de ortogonalidade, equacdes (4.16) e (4.17).
Entretanto, essas matrizes sao obtidas somente para algumas situagdes muito especiais, visto que
nem sempre € possivel ter acesso a todos os modos e graus de liberdade do modelo, Eq. (4.20) e

4.21).

[m]=[¢]" [¢]" (4.20)

[kl=[g]"[2][s]" (4.21)
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Um outro aspecto de interesse das propriedades de ortogonalidade dos autovetores ¢ a sua
utilizacdo na transformac¢do das coordenadas fisicas em coordenadas modais, que possibilita um
desacoplamento das equagdes diferenciais do movimento. Isto possibilita resolver as equagdes do
movimento como se cada equagdo fosse um sistema de um tUnico grau de liberdade e depois
retornar ao sistema fisico. Considere a equacao do movimento em coordenadas fisicas, equagao

(4.13) expressa por:
(o M]+[K] ){x}={F} (422)

Pré-multiplicando a equagdo (4.22) pela matriz modal transposta [1//]T e pos-multiplicando

pela identidade [1 |=[w][w]™ o sistema de equagdes do movimento € desacoplado através da

diagonalizagdo da matriz de massa e de rigidez, equagao (4.23).
~o’[m ] [w] "X} + [k ] [y]x)={s | (423)

Reescrevendo a equacdo (4.23), em termos do vetor deslocamento {CI}, o sistema pode ser

representado por ngl-sistemas de 1 g.d.1.
~o’ [m{q}+[k]{q}={3} (4.24)

{ q} = [1//]‘1 {X } - deslocamento em coordenadas modais

{3} - vetor forca em coordenadas modais

O vetor deslocamento em coordenadas espaciais {X } ¢ obtido pré-multiplicando a equacio

do deslocamento em coordenadas modais pela matriz modal.

X}=[wlia} (4.25)
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Uma analise mais atenta da equagdo (4.25) mostra que os deslocamentos fisicos do modelo
podem ser escritos como uma combinagao linear das colunas da matriz modal, escalonados pelo

vetor modal, conforme discutido em (Heylen et al., 1975).
4.1.4. ANALISE MODAL EXPERIMENTAL

Na andlise modal experimental, as caracteristicas da dinamica estrutural sdo definidas pela
funcdo de transferéncia, que define uma relagdo entre entrada e saida do sistema. A relacdo
entrada/saida ¢ obtida a partir da excitagdo e das respostas medidas nos pontos previamente
selecionados. A seguir sera feita uma rapida revisao teorica da analise modal experimental para
um sistema de um unico grau de liberdade.

Tomando como referéncia o sistema de 1 grau de liberdade da secdo 4.1.1, a relacdo de
entrada e saida pode ser dada a partir da representagcdo da equagdo (4.1) no dominio de Laplace
(variavel S) que permite definir a fungdo transferéncia do modelo. Assumindo as condigdes

iniciais de velocidade e deslocamento iguais a zero, a fun¢do transferéncia do modelo H(s),

dada pela relacdo entre a entrada e a saida, ¢ definida por:

_ X(s) _ 1 (4.26)
H(s) F(s) Ms>+Cs+K

A fungdo transferéncia também pode ser escrita na forma de fragdes parciais (Forment,

1977):

\ (4.27)
H(s)= S?P i sC—QP*

Na qual: * - conjugado complexo;

P - pdlo localizado no plano s, definido por: P = o + iw,;
o, - freqiiéncia natural amortecida;

M

Q - residuo, definido como: Q =- .
120
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A Figura 4.2 mostra a representagdo dos polos (P) no plano complexo para um sistema

estavel.

A ~
Sm A ~ .
@y - freqiiéncia natural ndo amortecida;
P ay - freqiiéncia natural amortecida;
1oy
plano complexo ¢'= c0s@- razdo de amortecimento;
0 o=-§ ax — parte real do pdlo.
-o
‘Re
P’ slay

Figura 4.2: Localizagao dos p6los no plano complexo

No dominio de Laplace, a analise do sistema ¢ feita em termos de polos e residuos. Agora,
substituindo a variavel S por i@ a fungdo transferéncia pode ser vista no dominio da freqiiéncia,

obtendo-se assim a chamada Fun¢ao de Resposta em Freqiiéncia (FRF):

Q Q" (4.28)

A aplicacao da transformada inversa de Fourier na FRF resulta na chamada Funcao de

Resposta ao Impulso FRI no dominio tempo:
h(t) = ert + Q*ep*t = p¢ent (Qeiwdt + Q*e*iwdt) (429)

Na qual, o residuo Q define a amplitude inicial, a parte real do polo (-¢w, ) a taxa de

decaimento e a parte imaginaria do polo (e, ) define a freqiiéncia de oscilagéo.
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As equagoes (4.28) e (4.29) formam a base para a identificacdo dos parametros modais de
um sistema no dominio da freqiiéncia e no dominio do tempo, respectivamente.

Em muitos casos, o sistema ndo pode ser descrito através de um sistema de um grau de
liberdade, como no caso anterior, pois este pode consistir na unido de um nimero infinito de
matrizes massa, rigidez e amortecimento.

A seguir serdo discutidos os fundamentos basicos envolvidos na analise de sinais aleatdrios,
visando fornecer os subsidios necessarios para o tratamento de sistemas aleatorios e posterior

extracdo dos parametros modais utilizando somente a resposta no dominio do tempo.
4.2. EXCITACOES RANDOMICAS

Sinais randdmicos apresentam algumas peculiaridades e ndo podem ser tratados do
mesmo modo que sinais deterministicos. Por natureza eles ndo sdo periédicos, € mesmo que os
sinais randomicos fossem tratados como sinais periddicos de periodo infinito, tal consideracao

ndo seria aceita, pois o sinal ndo obedece a condi¢ao de Dirichlet, equacdo (4.30).

- 4.30
[If ()] <o %30

Isso impede o uso da transformada de Fourier. Dadas as suas propriedades inerentes, a
analise dos sinais randdmicos, deve ser feita utilizando o conceito probabilistico. Neste caso o
espectro do sinal sera calculado a partir da fun¢do de autocorrelagdo do sinal.

A Figura 4.3 mostra um tipico sinal randémico de vibragdes no dominio do tempo.
Assume-se que este sinal seja estacionario e ergodigo, isto €, as propriedades estatisticas de
qualquer amostra (média, desvio padrdo e distribui¢do estatistica) sdo iguais em toda populagdo,

ou seja, uma determinada amostrada pode ser suficiente para representar toda a populacao.
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Figura 4.3: Sinal randomico no dominio do tempo.

A fungdo de Autocorrelagao Rg(7), de um sinal real ou complexo, é definida como a

expectativa E ou média do produto f(t) f(t+t) analisado ao longo do eixo do tempo, equagdo

(4.31).

Ry (1) =E[f(®)f(t+7) (4.31)
ou seja,
. 12
Ry (7)=lim, = jT f(t) f(t+ )t (4.32)

na qual At) ¢ a magnitude da fun¢@o em um instante de tempo t, e At+7) designa a magnitude da
mesma fung¢do, observada em um tempo t+ .

A Figura 4.4 ilustra a forma que geralmente a fungdo de autocorrelagdo assume.
Conforme ilustrado, a fung¢@o de correlagdo ¢ finita e ao contrario do sinal randomico f(t) satisfaz

as condi¢des de Dirichlet.
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Ry (1)

Figura 4.4: Exemplo de uma funcao de autocorrelagao

A seguir serdo discutidos os fundamentos envolvidos na decomposi¢ao matricial, visando
fornecer os subsidios necessarios para o entendimento do método SSI, o qual utiliza

Decomposicao em Valores Singulares como parte do processo de identificacao.

4.3. DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES

A técnica de decomposi¢do matricial ¢ utilizada para reduzir uma matriz para uma forma
mais simplificada ou candnica. Esta técnica tem apresentado grande importancia na engenharia,
principalmente na analise computacional de matrizes. Uma das mais importantes técnicas de
decomposicdo de matrizes ¢ a decomposicdo em valores singulares (SVD — Singular Value
Decomposition), que ¢ a base da formulacdo do algoritmo de identificacdo utilizado neste

trabalho.

4.3.1. O POSTO DE UMA MATRIZ

O conceito de “posto” de uma matriz estd diretamente relacionado com a dependéncia
linear das linhas ou colunas da matriz. Por exemplo, se uma matriz de ordem nxn, possui linhas
linearmente independentes tem-se posto = n. Se uma linha ¢ combinagdo das outras, tem-se posto
= n-1. Em outras palavras, o posto de uma matriz ¢ igual ao nimero de linhas (ou colunas)
linearmente independentes. Uma matriz mxn com m>n possui posto total se seu posto = n, ou
posto deficiente se seu posto < n. Para uma matriz quadrada, posto deficiente implica que a

matriz € singular, isto €, seu determinante € igual a zero.
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Uma forma de se calcular o posto de uma matriz ¢ utilizando a eliminagdo de Gauss. Dada
uma matriz NXN com posto = r < n, tem-se n—r linhas de zeros depois de efetuada a eliminagdo de
Gauss. Supondo que as linhas de uma matriz sejam vetores, duas linhas sdo linearmente
dependentes ¢ 0 mesmo que dizer que os vetores sdo colineares.

Na pratica, pode-se encontrar dois vetores ndo exatamente paralelos, entdo as duas linhas
da matriz sdo bem proximas de serem linearmente dependentes, resultando em linhas que nao sao
exatamente zeros, apos a aplicagdo da eliminagdo de Gauss, mas elementos muito pequenos.
Estas linhas de nimeros pequenos devem ser comparadas com as outras linhas da matriz a fim de
avaliar corretamente o posto da matriz. A comparacao das linhas da matriz, ou vetores ndo ¢ uma
tarefa muito facil, especialmente para matrizes grandes. O problema se torna mais complicado se
os elementos das matrizes forem complexos. E preferivel ter um meio para comparar estes
vetores na forma escalar. A decomposicdo de valores singulares permite essa comparagao.

Se [A] € real de ordem mxn, a decomposi¢do em valores singulares ¢ dada por:

[Al=[U][s]VT (4.33)

onde a matriz [U] € de ordem mxm e a [V] ¢ de ordem nxn, e ambas as matrizes sdo ortogonais,

de modo que:

uIul=plu] =0 e MINVI=VIV] =[] (4.34)

[S] € uma matriz diagonal de ordem nxn. Os elementos o; desta matriz sdo chamados de

valores singulares da matriz [A]. [S] ¢ dada por:

(o, 0 0 |
o, 0
[s]=] ¢+ (4.35)
0 0 0 o
0 0 ... 0]

os valores singulares o; sdo reais ndo negativos.
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O posto da matriz [A] ¢ dado pelo nimero de valores singulares que ndo sao iguais a zero.
Por exemplo, uma matriz de ordem 3x3, com uma linha linearmente depende das demais, teria
necessariamente um valor singular igual a zero. A vantagem de se usar SVD para o calculo do
posto ¢ que se as linhas da matriz ndo sdo totalmente dependentes obtém-se valores reais de o,
bem préximos de zero, o que facilita compara-los com os outros valores singulares e assim
estabelecer um critério para considerar se este valor ¢ linearmente dependente ou ndo. Se a matriz

[A] é complexa, a equacdo (4.33) torna-se:
[Al=[u]s]vT (4.36)

onde [U] e [S] sdo matrizes unitdrias, ou seja, a designacdo ‘“‘unitaria” substitui o termo

“ortogonal” quando as matrizes sdo complexas, isto €:

VI'VI=VIVET =[] e UI'U]=U]L]" =[] (4.37)
E ainda,
1" =U]"e v1" =] (4.38)

onde [ ]H ¢ o transposto conjugado.

Os valores singulares o; sio raizes positivas dos autovalores da matriz [A]" [A], se [A] ¢
real, e raizes [A]H [A], se [A] ¢ complexa. Dado que [A]T [A] ¢ simétrica e [A]H [A] ¢
hermitiana, seus autovalores sdo sempre reais, entdo ambas as equacdes resultam em valores

singulares reais.

Deve-se considerar o caso onde m > n, pois € mais comum em casos de aplicagdes em

engenharia. Se m < n, pode-se decompor A". As colunas de [U] e [V] sdo respectivamente os
T T ~ 1 3

autovetores de [A][A]" e [A]' [A], e sdo chamados de vetores singulares. Por esta razio, os

algoritmos usados para calcular a decomposicdo em valores singulares sdo similares aos usados
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para calcular os autovetores e autovalores, o que possibilita o uso da SVD para o calculo dos
autovalores e autovetores de sistemas dinamicos.

Além da Decomposi¢do em Valores Singulares, o método SSI utiliza uma formulagdo
baseada em modelos de espago de estado. A seguir serdo apresentados os principais fundamentos

para a representacdo de sistemas utilizando modelos de espago de estado.
4.4. MODELOS DE ESPACO DE ESTADO

Uma outra maneira de entender o comportamento dindmico dos sistemas ¢ utilizar a
formulacao de estado para escrever as equacdes de movimento do sistema. Na analise estrutural o
comportamento dindmico de um sistema mecanico com ngl graus de liberdade, conforme
discutido anteriormente, pode ser descrito por um conjunto de equacdes diferenciais lineares de
segunda-ordem com coeficientes constantes. Para o caso de um sistema de ngl graus de liberdade,
com M entradas a equagdo de movimento, equagdo (4.11), pode ser rescrita da seguinte forma,

equacao (4.39).
M)+ [Claw)+ K faw}=]8, fuw} (4.39)

A variavel q(t) representa o deslocamento, a matriz [BfJ ¢ chamada de matriz de

influéncia de entrada, considerando que o numero de entradas difere do numero de graus de
liberdade e, por tltimo, o vetor u(t) ¢ a forga externa aplicada no sistema. As matrizes de massa,

rigidez e amortecimento sdo de ordem ngl x ngl, a matriz [BfJ ¢ de ordem nxm e o vetor de

entrada u(t) é de ordem mx1.

Assumindo que a matriz [M] seja inversivel, isolando a variavel q(t) tem-se:

d=-M]"[cla®-[M]"[K]aw+[M]"[B, Jut) (4.40)

A equacao (4.40) pode agora ser descrita na forma de uma equagao de primeira-ordem,

equacao (4.41).
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d fao] [ o0 RICCIN (441)
o) -wx -wcllaw) L', 40

Para simplificar a equag@o (4.41), define-se o vetor de estado X(t) como:

X(t) = P(t)} (4.42)
a(t)

A equagdo (4.41) pode ser escrita numa forma mais compacta em termos do vetor de

estado x(t), da matriz de estado [AC], da matriz de entrada [BC] e do vetor de entrada u(t).

Substituindo (4.42) em (4.41), tem-se:

S A0+ Bt 449

Em que:

N ! o [ 0
c — _M—IK _M—IC ? c Mlef .

Para descrever completamente o comportamento do sistema na representagao de estado, ¢
necessario a representacdo das respostas (saidas) do modelo, ou seja, os pontos de medigdo em
que foram aquisitadas as respostas. Em geral, o vetor saida y(t) ¢ escrito em fungdo da variavel de

estado x(t), equacao (4.44).
y(t)=[C. ]x(t) +[D, Ju(t) (4.44)

[Cc] ¢ chamada de matriz de saida. As equagdes (4.43) e (4.44) constituem o modelo de espago

de estado (Juang, 1985).
Nota-se que o vetor de saida y(t) na equagdo (4.44) ¢ limitado as informagdes de

deslocamento ((t) e velocidade ¢(t) ou uma combinagdo linear dos dois. Freqiientemente sdo
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medidos também sinais de resposta do sistema em aceleragdo. Neste caso também € necessario
incorporar as informagdes de aceleracdo na equacao (4.44).

Na equacao (4.40), observa-se que a aceleracdo (j(t) ¢ em fungdo do vetor deslocamento
q(t), da velocidade ((t), e do vetor de entrada do sistema, u(t).

Para incluir a medida de aceleragdo na equacdo de saida, deve-se estabelecer a seguinte

relagdo:
y(t)=[C, J(t) (4.45)

[Ca] descreve a relagdo entre o vetor q(t) ¢ o vetor de saida y(t). Substituindo a equagado (4.40)

na equagio (4.45) tem-se:

y(t)=[c,]M]"[B,u(t)- [C]at)- []a(t) (4.46)
Em uma forma mais compacta,

y(® =[C.]x(t)+[D, ]uct) (4.47)

onde:

c.]=lFlc.MI' K] ~[c.]MI'[c]] [p)=[c.)m] B,

[c

C] ¢ a matriz de saida do sistema para o vetor de estado x(t). [D] ¢ a matriz de transmissao
direta, pois transmite diretamente a entrada u(t) para a saida y(t) sem intermedia¢do da equacdo
de estado. Para maiores detalhes ver (Juang, 1985).

Para um melhor entendimento da formulagdo, sera ilustrada a montagem do modelo de
espago de estado de um sistema massa-mola amortecido de 2 graus de liberdade, mostrado na

Figura 4.5, para algumas combinagdes de variaveis de entrada e saida.
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q,(t) q4b
Ful(t) F u (t)

1 k> ks
AN A A LA
ny, ni,

—— u 0
Cy [ ) (& (@) { ) Cy

Figura 4.5: Sistema de dois graus de liberdade.

Neste exemplo o vetor deslocamento q(t) serd escrito em fungdo do deslocamento das

duas massas

(o, (1) (4.48)
q(t)_{qz(t)}

A equacdo matricial de segunda-ordem ¢ dada por:
{ml 0 qu(t)} +{C1 + Cz _Cz qu(t)} _{_Fﬁ + kz - kz qul(t)} _ {ul(t)}
0 m, qz(t) _Cz Cz +C3 Q2(t) - k2 kz + k3 qz(t) Uz(t) (4-49)
Em uma forma mais compacta

[MTd) +[Cla® +[K]a®) =u® (4.50)

Neste caso, o vetor e a matriz de estado para o sistema de dois graus de liberdade sdo

definidos como:
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q,(t) (4.51)
t
(= %)
q,(t)
q,(t)
0 0 1 0
(A ]- 0 0 0 I (4.52)
= (k, +ky)/m, k, /m, —(C, +C,)/m, C,/m,
k, /m, —(k, +k,)/m, C,/m, —(C, +C,)/m,

Para definir a matriz de entrada do sistema [B,], é necessario conhecer o numero de

entradas e onde elas estdo sendo aplicadas. Neste exemplo, o nimero maximo de forgas de
entrada sdo duas, que podem levar a trés casos de carregamento: a for¢a pode ser aplicada apenas
na primeira massa, apenas na segunda, ou ainda, em ambas simultaneamente. Esses trés casos sdo

mostrados a seguir.
a) APLICACAO DAS FORCAS DE ENTRADA

Para o primeiro caso, existe apenas uma forga U;(t) aplicada na massa my, o que resulta em

uma matriz le J de ordem 2x1, dada por:

CAR H (4.53)

Portanto,

0
T o 1| o (4.54)
[BC]_|:M_1 Bf:|_ l/ml
0
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Para o segundo caso, existe apenas uma forga U(t) aplicada na massa my, o que resulta em

uma matriz [B, | dada por:

0 4.55
[B.]- (333

Por ultimo, as forgas de entrada do sistema, uy(t) e Uy(t) sdo aplicadas respectivamente de

forma simultanea nas massas m; e my. Portanto, a matriz [Bc] ¢ dada por:

0 0
0 0 .
.- o
1/m, 0
0 1/m,

b) MEDIDAS DE SAIiDA

Como no caso anterior, a matriz de saida [C_], depende do numero e localizagio dos

sensores usados para medir a saida do sistema.

Para o caso de apenas um sensor de medida de deslocamento na massa m; tem-se:

[c.]=[1 0 0 0] (4.57)

No caso da saida ser velocidade da massa m;, a matriz de saida do sistema ¢ dada por:

[c.]=[0 1 0 0] (4.58)
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Para o caso de sensores de medida de deslocamento e velocidade em ambas as massas, a

matriz de saida ¢ dada por:

1 0 0O
01 00
[Cc ] _ (4.59)
0010
0 0 0 1

A matriz de saida para medidas de deslocamento e velocidade na massa m, é montada de

modo analogo.

¢) EQUACAO DE ESTADO

Substituindo as matrizes de massa, rigidez e amortecimento na equagao (4.40), pode-se

eSCrever:.
ktk Kk i, G 0, 1)
a0t | m, m @] [ m m (4], ) m | @60
o) | Kk ktk [lo®)f C G o)Ll
m2 m2 m2 m2 m2

Assumindo que as respostas do sistema sejam medidas em deslocamento na primeira

massa, velocidade e aceleragdo na segunda massa, o vetor de saida ¢ dado por:
y(t)=1y,(t); =10 (t) (4.61)

A variavel ys(t) corresponde a aceleragdo medida na segunda massa. A matriz de

influéncia mostrada na equagao (4.45) ¢ iguala C, = [O 1], portanto:
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i (t (4.62)
v =d,®=[o ll{q ( )}

d4, ()

Substituindo ¢, (t) da equacdo (4.60) na equagdo (4.62), tem-se:

i 4.63
ym{k_z _kﬁk;Mql(t)}P _Cz+03Mq1(t)}+Luz(t) (4.63)

m, m, q,(t) m, m, d, () s

Agora, rearranjando e substituindo as variaveis, a equacao geral para as trés medidas pode

ser escrita como:

t
1 0 0 0 q‘it; 0 0 00 4.64)
y(t)=| 0 0 0 1 q? +/0 0 { : } '
k, k +k, C,  C,+Ci|la® o L u, (t)
m, m, m, m, qZ(t) m,

Neste caso, a matriz de transmissao direta [DC] ¢ dada por:

(4.65)

A representagao do modelo de estado pode variar dependendo das variaveis de entrada e
de saida do sistema. Estas variaveis descrevem o modelo, desde as suas propriedades fisicas até a
excitacdo e resposta do sistema.

Nas situagdes praticas, para medir a resposta do sistema geralmente ¢ feita uma
amostragem do sinal de resposta em intervalos de tempo discretos durante o tempo de medigao.

Portanto, € necessario trabalhar com modelos de espacgo de estado discretos.
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4.5. MODELO DE ESPACO DE ESTADO DISCRETO

As quantidades fisicas como deslocamento, velocidade e aceleragdo sdo continuas, ou
seja, elas variam continuamente com o tempo e os sensores de medidas que captam estas
mudancas geralmente sdo analdgicos. Entretanto, na pratica os dados experimentais sdo
adquiridos em instantes discretos de tempo At. Neste caso, o sinal analdgico deve ser
transformado para um sinal discreto para que possa ser manipulado computacionalmente.

A formulagdo detalhada da modelagem discutida é apresentada em (Juang, 2001). Nesta
secdo serdo apresentadas apenas as equagdes basicas para converter um modelo de espago de
estado continuo para discreto, em que a variavel continua tempo é substituida por t = kAt .

De acordo com a formulagdo apresentada em (Juang, 2001), o modelo de espago de

estado discreto ¢ representado pelas equacdes de diferengas:

X, =AX, +Bu, (4.66)
Y, =Cx, +Du,

onde X, = X(KAt) ¢ o vetor de estado no tempo discreto.

A matriz de estado discreta A e a matriz de entrada discreta B sdo obtidas pelas equacdes
(4.67a) e (4.67b) respectivamente. J4 as matrizes C e D sdo as mesmas da representacdo do

espaco de estado continuo.

A = Ak (4.67a)

. (4.67b)
B=[e"drB, o B_[a-1]A'B,
0

onde At ¢ o intervalo de discretizagao.
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Agora, utilizando os fundamentos de modelo de espaco de estado discreto, serd simulada
a resposta do sistema massa-mola amortecido de dois graus de liberdade mostrado na Figura 4.5.
O modelo matematico obtido para o sistema em questdo ¢ excitado com uma entrada do tipo
ruido branco Gaussiano. Para isso foi utilizado o comando randn do software MatLab.

Considerando m, =m, =1kg, k, =k, =k, =100N/m e C,=C,=C, =0.6 Ns/m, as

matrizes de massa, rigidez e amortecimento do sistema sdo:

I G S s

As matrizes do modelo de espago de estado discreto A, B, C e D sdo obtidas a partir das
matrizes de massa, rigidez e amortecimento como mostrado nas se¢des 4.4 € 4.5.

A representacdo utilizando modelo de estado possibilita a simulagdo da resposta do
sistema. Considerando condi¢des iniciais nulas, as respostas do sistema para uma entrada

aleatodria aplicada na primeira massa sao mostradas na Figura 4.6.

iy 10 Saida 1
0.5k E
E| _
0.5 B
= 1 1 1 1 1
‘g' 0 R00 1000 1500 2000 2500
-
= 5 r
_‘a 10f 10 . . Salda 2 . .
3

1000 1500 2000 2500
n® de pontos

1] 500

Figura 4.6: Resposta do sistema.
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CAPITULO 5

IDENTIFICACAO ESTOCASTICA DE SUBESPACOS (SSI)

A identificagdo pode ser realizada empregando dois métodos diferentes: SSI-COV
(‘Covariance-Driven SSI’) e SSI-DATA (‘Data-Driven SSI’), que sdo descritos em Peeters e De
Roeck (1995 e 1997). No método SSI-COV se calculam as covariancias entre as saidas e no
método SSI-DATA o tratamento dos dados ¢ através da projecdo do espago das saidas futuras
sobre o espaco das saidas passadas. Ambos os métodos sdo muito parecidos, as nogdes de
projecdes e de covariancia se encontram estritamente relacionadas e ndo sdo aprecidveis as
diferengas entre os resultados obtidos com os dois métodos. A proposta deste trabalho ¢ baseada
na utilizagdo do método SSI-DATA. O principal aspecto para a escolha do método ¢ que a
identificacdo do modelo estocastico de espaco de estado faz uso direto apenas dos dados de saida
do sistema, sem a necessidade de se estimar as covaridncias das saidas. O método de
identificacdo no dominio do tempo SSI-DATA utiliza apenas algoritmos numéricos lineares e
trabalha diretamente com os dados temporais medidos, sem necessidade de converté-los em
correlagdes ou espectros.

O problema de identificagdo estocastica consiste em calcular o modelo em espago de estado
utilizando apenas os dados de saida do sistema e, a partir das matrizes A e C identificadas, obter
os parametros modais desejados. Este problema é conhecido como realizagéo estocastica.

O nome “subespagos” origina do fato que modelos lineares podem ser obtidos a partir do
espago de linhas e colunas de certas matrizes de dados de resposta. Tipicamente, o espaco de
colunas de cada matriz de dados contém informacao sobre o modelo, enquanto o espago de linhas
permite obter as seqiliéncias de estados do filtro de Kalman diretamente dos dados de saida. Além
disso, a terminologia “subespa¢o” surgiu na teoria de controle e define o grupo de métodos que

compdem a classe de problemas denominada realiza¢ao estocastica.
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O desenvolvimento do modelo matematico que permitira a identificacdo de sistemas inicia-
se neste momento. Para isso, serdo utilizados como ferramentas os conceitos previamente

discutidos. Esta secdo tem o objetivo de, a partir do sinal de saida Yy, obter a realizacdo do

sistema, ou o sistema identificado. Realizacdo € o processo de constru¢dao da representagdo, em

espago de estado, de um sistema a partir dos dados medidos.
5.1. MODELO DE ESPACO DE ESTADO

Inicialmente, na andlise estrutural o comportamento dindmico de um sistema mecanico pode
ser descrito por um conjunto de equacdes diferenciais lineares de segunda-ordem com

coeficientes constantes, equacao (5.1).

Mdi(t)+Ca(t)+ Ka(t) = F(t) (5.1)

onde M, C e K sdo as matrizes de massa, de amortecimento ¢ rigidez da estrutura
respectivamente. Essas matrizes sdo de ordem nglxngl, sendo ngl o nimero de coordenadas
generalizadas, que compde o vetor (t). O vetor F(t), de ordem ngIx1, representa as forgas de
entrada do sistema.

Em sistemas estruturais envolvendo pardmetros distribuidos essa equacdo ¢ geralmente
obtida por elementos finitos, e o sistema fisico € representado por um modelo aproximado
contendo ngl graus de liberdade. A equagdo (5.1) representa de uma forma bastante adequada o
comportamento estrutural de uma estrutura em vibragdo, mas ndo adequada para ser utilizada
diretamente nos métodos de identificagdo de sistemas experimentais baseados apenas nas
respostas. A equacdo ¢ continua no tempo e as medidas sdo obtidas em instantes discretos.
Adicionalmente existe o fato de que ndo ¢ possivel obter as medidas em todos os graus de
liberdade como implica a equagao, além da necessidade de se considerar efeito do ruido devido
as excitagdes desconhecidas ou por outras causas.

Uma forma mais adequada de representar o modelo neste caso ¢ utilizar a Formulagao de
Estado (Meirovitch 1980, Ljung 1999). A equacdo original de segunda ordem pode agora ser
rescrita como um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem através de um modelo de

espaco de estado, equacdo (5.2) e (5.3).
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x(t)= A, x(t)+ B, u(t) (5.2)
y(t)=C, x(t)+ D, u(t) (5.3)

0 | 0
x®)=1{at) 4o} AC{_MIK _MIC} BC:[ BJ F(t) = B, u(t)

A matriz A¢, de ordem nxn, sendo n duas vezes o numero de graus de liberdade do sistema ¢
a matriz de estado que descreve a dinamica do sistema, a matriz B¢, de ordem nxm, sendo m o
nimero de entradas, € a matriz de entrada. A matriz C., de ordem Ixn, sendo | o niimero de saidas,
¢ a matriz de saida e a matriz D., de ordem Ixm, ¢ a matriz de transmissdo direta. O vetor x(t), de
ordem nx1, é o vetor de estado e o vetor u(t) é o vetor de entrada que é assumido ser um sinal de
caracteristica aleatoria. O vetor de interesse neste caso, vetor de saida y(t), ¢ um estado ou uma
combinagdo linear dos estados do sistema. O nimero de elementos do vetor de estado ¢ o nimero
de varidveis independentes necessario para descrever o estado do sistema.

As Equagdes (5.2) e (5.3) constituem o Modelo de Estado de um sistema dinamico
deterministico continuo no tempo. Continuo neste caso significa que as expressdes podem ser
avaliadas a cada instante de tempo t e deterministico significa que a entrada u(t) e a saida y(t) sdo
conhecidas.

A matriz de estado A; ¢ dada em fun¢do dos parametros do sistema, matriz de massa,
amortecimento e rigidez. Ja a matriz de entrada B; depende também das entradas e, portanto, ¢
necessario antes conhecer o numero de entradas U ¢ suas localizagdes. A matriz de saida C.
depende do numero e localiza¢do dos sensores usados para medir a saida do sistema.

A identificacdo das matrizes A, B¢, C; e D¢, como mostrado anteriormente, ¢ apropriada para
modelos continuos e deterministicos. Na pratica, os dados experimentais sdo definidos para
instantes discretos de tempo, t = kAt, e o sistema de equagdes continuas ndo pode ser utilizado.
Entdo, a matriz deve ser definida na forma discreta. Na forma discreta o modelo de estado, como

mostrado anteriormente, ¢ representado pela equagdo (5.4).
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X, =AX, +BuU,
(5.4)
Y, =CXx, +Du,

Adicionalmente, existe a presenga de ruido nos dados medidos e incertezas no modelo,
associadas com o ruido no processo e na medi¢do. No processo o ruido esta presente devido as
perturbagdes e erros de modelagem e nas medidas devido a influéncias externas ndo controladas.

Se os componentes estocasticos, ruido do processo W, e da medi¢do V, sdo incluidos na equagao

(5.4), o modelo do sistema discreto pode ser redefinido para incluir também as incertezas,

equagdes (5.5) e (5.6).

Xy = AX, +Bu, +W, (5.5)

Y, =Cx, +Du, +V, (5.6)

A determinagdo correta das caracteristicas de cada componente individual do ruido ¢ dificil
e, portanto, fazem-se necessarias algumas suposi¢des. Neste caso ¢ assumido que as componentes
do ruido, embora ndo medidas, sejam estacionarias, com média zero e que possuam as
caracteristicas de um ruido branco com matrizes de covariancia dadas pela equacao (5.7), como

mostrado em (Van Overschee ¢ De Moor, 1996). Adicionalmente, as seqiiéncias W, e V, sdo

assumidas independentes uma da outra.

W\ . el & 1 Elw v 0 s
E( pJ(WT AN E[[\\,/j:vxx\/lf]] E[‘\’;’:\‘N/’Sr] =(ST Rjapqzo (5.7)

onde & é o delta de Kronecker, E [ ] ¢ o operador esperanca, Q e ™, SeR™ ¢ Re R™ sio
as matrizes de covariancia das seqiiéncias de ruido W, e V,. O operador esperanga ¢ definido

por:

E(x)ziZ::xi p(x, )= lim (5.8)
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A esperanga de X ¢ a média ponderada de todos os valores X;, onde cada X; ¢ multiplicado
pela probabilidade de X; ocorrer.

Nos testes de vibracdo baseados nas condi¢cdes de operagdo, somente as respostas da
estrutura sao medidas e a entrada ¢ assumida aleatoria e ndo ¢ medida e, portanto, ¢ impossivel

distinguir a entrada Ui dos termos de ruido W, e V, nas equagdes (5.5) e (5.6). Se a caracteristica

da entrada ¢ tipica de um ruido branco entdo, a entrada Uy pode ser modelada implicitamente

pelos termos de ruido w, e v,, resultando em um sistema puramente aleatorio, equagdo (5.9) e

(5.10).

Xy = AX, +W, (5.9

Y =C X, +V, (5.10)

O par de equagdes acima forma a base para a identificacdo de sistemas no dominio do tempo
quando apenas as respostas do sistema sdo medidas, ou seja, testes de vibracdo ambiente. A
literatura mostra a existéncia de varios algoritmos baseados nas equagdes (5.9) e (5.10), mas o
algoritmo de Identificagdo Estocastica de Subespagos ¢ atualmente um dos métodos mais
avancados para identificacdo de sistemas submetidos a vibracdo ambiente.

O conceito fundamental da Identificagdo Estocastica de Subespagos ¢ a proje¢do do espaco
das saidas futuras no espaco das saidas passadas, e a grande vantagem ¢ que o algoritmo ¢
baseado nos dados (data driven) ao invés da covariancia, ou seja, a formulagdo explicita da
covariancia € evitada. Desta forma, a identificacdo estocastica ¢ claramente um método direto de
identificagdo no dominio do tempo, que trabalha diretamente com dados de tempo, sem a
necessidade de converté-los em correlagdes ou dados espectrais.

O método identifica as matrizes de estado baseado nas medi¢des e uma vez definido o
modelo matematico (modelo de estado) que descreve a estrutura, a determinagdo dos parametros
modais (decomposicdo de autovalores) freqiiéncias naturais, fator de amortecimento ¢ modos de
vibrar € direta.

A Figura 5.1 mostra esquematicamente um sistema estocastico linear invariante no tempo

com saidas Y, e estados X, descrito pelas matrizes discretas A e C e matrizes de covariancia Q,
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S, R. No problema de identificagdo estocastica, somente as respostas sao medidas e o estado nao ¢
conhecido, mas sera determinado como um resultado intermediario do algoritmo de identificacdo.
As seqiiéncias de estados sdo obtidas diretamente dos dados de resposta, sem o conhecimento
prévio do modelo de espaco de estado. O modelo de espaco de estado ¢ entdo encontrado a partir
das seqiiéncias através da resolucdo de um problema de minimos quadrados. A identificacao dos

parametros modais ¢ feita utilizando as seqiiéncias de estados estimados.

Wy Vi
X; X;
gé k1 [ A Xk C
Vi
A -

Figura 5.1: Representacdo grafica de um
modelo de espaco de estado estocastico. O
simbolo A representa a defasagem.

A primeira etapa no processo de identifica¢ao estocastica ¢ estimar as seqiliéncias de estado a
partir das respostas medidas. Isto ¢ obtido basicamente, construindo uma matriz de blocos de
saida, a matriz Hankel, que contém todas as informacgdes das respostas medidas. Posteriormente,
a matriz ¢ decomposta utilizando Decomposicdo em Valores Singulares (SVD), e os valores
singulares sdo usados para selecionar a ordem do modelo (Peeters e Roeck, 1999). Em uma
segunda etapa, o sistema de matrizes discretas A e C e as matrizes Q, S e R, equagdes (5.7), (5.9)
e (5.10) sdao determinadas utilizando as seqiiéncias de estado através da resolugdo de um
problema de minimos quadrados. As freqiiéncias naturais, razdes de amortecimento e os modos

de vibrar sao diretamente extraidos das matrizes estimadas.
5.2. PROPRIEDADES DOS SISTEMAS ESTOCASTICOS

O processo estocastico é assumido ser estacionario com média zero (E[x, |=0) e a matriz de
covariancia do estado 2. ¢é independente do tempo k, X = E[kal ] Isto implica que A ¢ uma

matriz estavel (todos os seus pdlos estdo inseridos num circulo unitario). Uma vez que W, e
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v, sdo vetores de ruido branco de média zero ndo correlacionados com os estados X, , entdo,

E[XKVI]: 0e E[XKWI ]: 0. Entdo, pode-se encontrar a equagao de Lyapunov para a matriz de

covariancia do estado Y :

2 = E[Xk+1 XI—H ]
X= E[(Axk +w)-(Ax, +w, )" ]
Y= AE[xkxI ]AT + E[WkW[ ]

T=AZA" +Q. (5.11)

Ha duas matrizes particularmente importantes na realizacdo estocéstica associadas aos

estados e as saidas do modelo descrito nas equagdes (5.9) e (5.10), denominadas matriz de
correlacdo estado-saida G e matriz de correlagio de saida A, . Note-se que Y, representa o vetor

transposto conjugado. Definindo a matriz de correlagdo de saida como:
A= E[yk+i Vi ]e R

Encontramos para A :

A, :E[yk yl]
A, :E[(ka +v, )-(Cx, +V, )T]
A, = CE[xkxI ]CT + E[vkv[ ]

A,=CZC" +R. (5.12)
Definindo a matriz de correlagdo estado-saida G:

G =E[x,,yJ |]e ®R™

G :El(AXk +w, )-(Cx, +v, )TJ
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G = AE[x x| [T + E[w, v/ |

G=ASCT +5. (5.13)

Quando um sistema ¢ excitado por uma for¢a que tem densidade espectral constante, a
correlacdo cruzada da excitagdo e da resposta ¢ conhecida por fornecer o sistema de fungdes de
resposta ao impulso (Parametros de Markov). No caso onde a excitacdo nao ¢ medida, mas a
estrutura e as forcas podem ser modeladas conforme descrito acima, as fungdes de correlacdo de

saida A, sdo equivalentes a resposta livre do sistema. A demonstracdo desta importante

propriedade para o caso particular de sistemas com amortecimento considerado proporcional €
tratada por (James III et al., 1995). A maioria das técnicas de identificagdo estocdstica de
subespacos estd fundamentada na seguinte propriedade de decomposi¢do das matrizes de

correlagdo de saida em funcao das matrizes A ¢ C.
A, =CA"'G (5.14)

onde i ¢ um numero inteiro maior que 1.

A equagdo (5.14) ¢ extremamente importante, pois significa que as matrizes de correlacao
de saida podem ser consideradas como respostas ao impulso e, portanto, podem ser aplicadas aos
algoritmos cléssicos de identificagdo deterministica, que normalmente trabalham com a resposta
ao impulso.

Note-se que os sinais foram considerados de média zero; entdo ndo ha diferenca entre as
fun¢des de correlacao e as fungdes de covariancia.

No problema de identificacao estocastica de subespacos, as medidas da saida sdo agrupadas
em uma matriz de blocos de Hankel com 2i blocos de linhas ¢ j colunas. As matrizes de Hankel
se caracterizam por ter cada antidiagonal formada pela repeticio dos mesmos elementos. Como

os sistemas estocasticos requerem certa quantidade de analise estatistica, ¢ assumido que j — .

A matriz de Hankel pode ser dividida em uma parte “passado” e outra parte “futuro”, conforme a

equacgao (5.15).
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Yo Vi - Y

Yio Yiu o VYijs
LY Y Vi [Yoml] [Y] " passadd'

ﬁ Yo Yia o Yija Yi o 1] [YJ " futuro" (5.15)
Yin Yo o Vi

H =Y0/2i—1 =

| Yoia Yo o Yoo

A matriz H tem uma formacao especial: seus elementos obedecem a seguinte regra:

Yi=VYs S I+]=r+s

As medidas sdo normalizadas com um fator 1/ \/T . O subscrito de Y,,,,, € R*™ denota o

subscrito do primeiro e ultimo elemento da primeira coluna da matriz bloco de Hankel. Os
subscritos p e f entendem-se por passado e futuro, respectivamente. Os termos passado e futuro se
referem aos instantes de tempo em que as respostas foram obtidas, ou seja, o conjunto de todas as
respostas “futuras”, representado na Eq. (5.15), foi obtido em instantes de tempo posteriores

aqueles em que foram obtidas as respostas “passadas”. As matrizes Y, e Y, sdo definidas
separando Y, , em dois blocos com numero de linhas igual a i. Outra divisdo ¢ obtida pelo

deslocamento da borda entre passado e futuro em um bloco de linha para baixo:

Y, Y,
H=Y . = 0/i — p
0/2i-1 (Yiﬂ/zil} Y, (5.16)
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Note-se que os sobrescritos + e — referem-se ao tamanho das matrizes. A matriz com
sobrescrito “+” tem I(i +1) linhas, enquanto a matriz com sobrescrito “-” tem 1(i —1) linhas,
onde | ¢ o numero de respostas medidas ou nimero de sensores utilizados na medigao.

O numero de blocos de linhas i ¢ uma variavel pré-definida que deve ser suficientemente

grande, isto é, l.i>n, onde n ¢ a ordem do sistema a ser identificado. Como nao se conhece a
priori a ordem n, assume-se que i=2.n/l. Note que, uma vez que cada bloco de linha contém
| (nimero de respostas) linhas, a matriz Y,,,, , possui 2li linhas.

O namero de colunas j ¢ igual a j= (npontos)— 2i +1, onde “npontos” ¢ o comprimento
dos vetores de resposta, o que implica que todos os dados amostrados sao utilizados.

Os algoritmos de identificagdo estocastica se aplicam bem para grandes grupos de dados. Na
identificagdo estocastica ¢ assumido que existem longas séries no tempo de dados avaliados
(npontos — ) e que os dados sejam ergodigos. Isso mostra porque os algoritmos estocasticos
trabalham bem mesmo na presenga de ruido quando um grande nimero de dados ¢ avaliado.

Para identificar o sistema ou obter sua realizagdo, faz-se necessario o conhecimento das
matrizes de observabilidade e controlabilidade, as quais sdo usualmente utilizadas na técnica da
identificacdo estocdastica de subespagos.

A matriz de observabilidade I', (onde o subscrito i denota o nimero de blocos de linhas) ¢

definida como:
I7 =|CT(CA) (CAY)T...CA™) |e k™ (5.17)

O par de matrizes {A,C} ¢ assumido ser observavel, o que implica que o posto de I'; é igual

a n e todos os modos dinamicos do sistema podem ser observados na saida, ou seja, os sensores
devem estar alocados no sistema de maneira que sejam capazes de medir as grandezas fisicas
inerentes como: deslocamento, velocidade e aceleracio. Um modo torna-se nao-observavel
quando, por exemplo, o sensor ndo consegue captar, ou “observar”’, movimento algum do n6 no
qual estd conectado (ponto nodal).

A matriz de controlabilidade A (onde o subscrito i denota o nimero de blocos de colunas e

o sobrescrito C entende-se por covariancia) ¢ definida como:
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AS = |(AV'G)(A2G)..(A'G)(G) e R™ (5.18)

172

O par de matrizes {A, Q'°} ¢ assumido ser controlavel, o que implica que todos os modos

dindmicos do sistema podem ser excitados por uma entrada estocastica.

5.3. ALGORITMOS DA IDENTIFICACAO ESTOCASTICA DE SUBESPACOS

A seqiiéncia de estado >2i e a matriz de observabilidade I', podem ser diretamente

estimadas dos dados de resposta medidos, sem o conhecimento das matrizes do sistema. Um vez

que a seqiiéncia e a matriz de observabilidade sdo estimadas, o sistema de matrizes pode ser

extraido de X, ou T. A Figura 5.2 mostra os trés algoritmos do método de identificagdo.

Dados de Resposta

Yk
Algoritmo 3 :
X; I
Algonimo ] Algoritmo 2
v h
Sistema de Matrizes Sistema de Matrizes
A,C,Q,5R AG,CiAe

Figura 5.2: Algoritmos da identificag@o estocastica de subespacos.

A 1idéia principal deste algoritmo de identificagdo estocdstica ¢ a proje¢ao do espaco das

saidas futuras no espago das saidas passadas da matriz de Hankel. O principal aspecto desta
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projecao € que ela retém toda a informacao do passado que ¢ utilizada para predizer o futuro,

Figura 5.3.

Y,

L

P—PY

Pizr‘i)?i !

Figura 5.3: Projecao do espaco das saidas
futuras no espago das saidas passadas.

A matriz de Hankel ¢ fatorizada utilizando a Decomposi¢ao QR.

H =H\%}= RQ' (5.19)

onde Q € R™ ¢ uma matriz ortonormal (Q"Q =QQ" =1 i)e Re R*™ ¢ uma matriz triangular
inferior.
R, 0 0)YQ
H=|R, R, 0 |Q (5.20)
RS] R32 R33 Qi;r

onde R, eR™ R, e®R™ R,e®™, R, eRE R eRM R, eRIED ¢
Q eRM™, Q,eR™, Q, eR™™V E interessante notar que no algoritmo, as matrizes Q se
cancelardo devido a sua ortonormalidade. Define-se a projecdo P, como a proje¢ao do bloco das

saidas futuras, Y, , no bloco das saidas passadas, Y, da matriz Hankel:
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Po=Y, /Y, =Y YT (Y YT Y, e R™ (5.21)
onde ( )* significa a pseudo-inversa.

Introduzindo a fatorizacdo QR da matriz de Hankel na equagdo anterior se obtém:
_ _ Ry At lixj
P =Y /Y, = . Q R (5.22)
31

A matriz de observabilidade I'; e a seqiiéncia de estados >2i sdo obtidas pela Decomposicao

em Valores Singulares da matriz de proje¢do P,, equagdo (5.23).

S, oYV
W,PW =(UU)[1 IIJ
1 2 1~2 0 0 V2T

SAYA
:(U1U2)( 101 j

=U,S)V/ (5.23)

As matrizes W, e R"™ e W, e R™ determinam a base do espago de estado na qual o
modelo serd identificado. A interpretagdao dessas matrizes se tornara mais clara na proxima se¢ao,
onde sdo apresentadas as variantes do algoritmo.

O principal teorema da Identificagdo Estocastica de Subespagos estabelece que a projecao P,

pode ser decomposta como o produto da matriz de observabilidade e a seqiiéncia de estados

estimados do filtro Kalman, conforme a equacao (5.24):
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C
CA

P =Y, /Y, =| CA’ [x Xig oo f(HH]:FiXi (5.24)

CAi—l
A Figura 5.4 mostra a decomposicdo da proje¢do P, como o produto das matrizes I'; e )Zi .

P=F.1ﬁ= [ o| ]in.

Figura 5.4: Decomposi¢do da projecdo P;.

Neste ponto um exame criterioso do numero de valores singulares relevantes se faz
necessario, visto que este nimero determinara a ordem do modelo e conseqiientemente o nimero
de modos identificados. Uma importante observagdao ¢ que o posto de P; ¢ igual a ordem do
sistema n. Consequentemente, a ordem do sistema de equacdes definido pelas expressdes (5.9) e
(5.10) pode ser determinada por inspecdo dos valores singulares na equagdo (5.23), onde n € o

numero de valores singulares diferentes de zero. Entao:
S, =diag(o,,0,,...0,) (5.25)

com o, 20, 2..20,

Na pratica, devido ao ruido, os menores valores singulares nao sao exatamente zero. Por isso
se obtém a ordem do sistema determinando um intervalo entre dois valores sucessivos. O valor
singular onde tem lugar a maior separacdo determina a ordem do sistema. Na hora de aplicar este

critério deve-se ser cuidadoso, ja que geralmente em estruturas reais ndo esta claro esse intervalo.
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Para encontrar a ordem correta do sistema, o nimero de linhas (1.i) de I'; deve ser no minimo
igual a n. Sabendo que posto (P,)= posto (Yf /Yp): n, tem-se que U, e R™, S, eR™,

V, € R Igualando as equagdes (5.23) e (5.24) se obtém:

r,=W'U,s/"” (5.26)
XW, =82y (5.27)

ou ainda:
X, =" -P, (5.28)

A matriz de controlabilidade estendida A e a matriz de covariancia cruzada C; séo
determinadas como:
-1 T
A =T7Y(Y, (5.29)
T
Ci =Y, 'Yp =1 'Aci (5.30)

Informagdes mais detalhadas a respeito de filtro Kalman e dos conceitos de observabilidade
e controlabilidade podem ser encontradas em Juang (1994) e Chen (1999).

Alguns valores singulares (elementos da diagonal da matriz S,) podem ser relativamente

pequenos e, portanto, despreziveis, ou seja, eles contém muito mais informagdes a respeito do
ruido do que do sistema propriamente dito. Logo, o modelo reduzido apds a eliminagdo desses
valores singulares ¢, ainda assim, capaz de ser representativo da dindmica do sistema. Em outras
palavras, o ruido no sinal faz com que surjam modos residuais ndo nulos na decomposi¢cdo em
valores singulares da matriz de Hankel, que sdo chamados de modos computacionais, cujas
magnitudes sdao bem inferiores aquelas dos modos que realmente compdem o sistema. Quanto

maior for o nivel de ruido presente no sinal maior ¢ a magnitude dos modos computacionais.
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5.4. VARIANTES DO ALGORITMO DE IDENTIFICACAO

Existem alguns variantes para a Identificacdo Estocastica de Subespacos. Eles diferem entre
si na ponderacdo das matrizes de dados antes da aplicagdo do SVD. Esta ponderagdo determina a
base do espaco de estado na qual o modelo serd identificado. A Tabela 5.1 mostra alguns
variantes bem conhecidos: Canonical Variate Analysis (CVA), Principal Components (PC) e
Unweighted Principal Components (UPC). Este altimo variante algumas vezes ¢ chamado

também de Balanced Realization (BR).

Tabela 5.1: Escolhas especiais de W e W, para obter os algoritmos CVA, PC e UPC.

W] WZ
VA i) 1
PC _ -1/2
i YpT (YDYDT) A
UPC I, ]

Uma interpretacao fisica para o método CVA ¢ que o sistema de modos € balanceado em
termos da energia. Assim modos que sdo pouco excitados em condigdes operacionais podem ser
melhor identificados. Portanto os métodos PC e UPC sdo capazes de identificar os modos
dominantes sob condi¢des operacionais com esforco computacional bem menor em relagdo ao

método CVA que, por sua vez, considera todos os modos com igual importancia.

5.5. OBTENCAO DAS MATRIZES DO SISTEMA

Neste momento, as matrizes do sistema A, C e Q, S, R (ou G, Ag) podem ser obtidas de trés
diferentes maneiras. Note que as primeiras etapas para todos os trés algoritmos sdo as mesmas e

coincidem com as etapas descritas anteriormente.
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5.5.1. ALGORITMO 1 - UTILIZANDO OS ESTADOS
Inicialmente, temos:

e A ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares da equagao (5.24).

e A matriz de observabilidade estendida I'; ¢ a matriz de controlabilidade estendida A’ .

e A seqiiéncia de estados >2i .

A matriz de observabilidade I, e a seqiiéncia de estados >2i foram obtidas a partir da
decomposicdo em valores singulares da matriz de Hankel onde se guardam as medidas. Para
identificar o sistema tem-se também que calcular as matrizes A, C, Q, R e S. De maneira similar a

equacdo (5.25), uma outra projecdo P, , também pode ser definida dando um deslocamento At

nas respostas passadas e futuras:

T
P = Yf_/YJ;J = [R31 R32]|:81T:| e R (5.31)

2

que pode ser calculada a partir da fatorizagao QR da matriz de Hankel. Analogamente se obtém:

C
CA

P, =Y /Y =| CA’ [ S )A(i+j]:l_‘ifl)2i+1 (5.32)

Entdo, P, , pode ser calculado diretamente dos dados de resposta e I';.; pode ser obtido a

partir de ['; (isto €, I'; com as tltimas | linhas deletadas):

I, =0 =T(:1Gi-1),) (5.33)
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Assim, X,,, pode ser calculado como:
Xy =T Py (5.34)

onde I'"} ¢ a pseudo-inversa deT",, .

Até este momento as seqiiéncias de estado X, e X,,, foram calculadas usando somente

i+1
dados de resposta, equagdes (5.28, 5.34). O objetivo final da identificagdo ¢ encontrar as matrizes
do sistema A, C e Q, S, R (ou G, Ay). Assim, o seguinte conjunto de equagdes lineares esta

formado:

UREEN

onde Y;,; ¢ uma matriz de Hankel com somente um bloco de linhas e os Gltimos termos sdo os

residuos.
T -
Yii=[R, Rzz][QlT}eiR'X’ (5.36)

Uma vez que as seqiiéncias de estados sdo conhecidas, as respostas sdo conhecidas e os
residuos ndo sdo correlacionados com X,, o conjunto de equagdes pode ser resolvido para A, C

como um problema de minimos quadrados:

A x’\ 1 A -1
— i+ Y
{C} v |7 (5.37)

A

onde X' éapseudo-inversa de X;.
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A A

Quando introduzimos as expressdes obtidas anteriormente para X, e X,,, na equagdo

(5.37), as matrizes ortogonais Q se cancelam.

A matriz G pode ser determinada como as ultimas | colunas de AS. A matriz A, finalmente

pode ser determinada como:
T
Ay =YYy (5.38)

Do ponto de vista tedrico, o problema esta resolvido: dadas as medidas de resposta, se obtém
a ordem do sistema n e as matrizes A, C, G, Ao.

Com as matrizes pesos W; e W, definidas como no algoritmo CVA, este algoritmo
corresponde ao algoritmo descrito por (Van Overschee e De Moor, 1991). Uma interessante
implementag¢do deste algoritmo usando Decomposi¢do em Valores Singulares Quociente QSVD ¢

também encontrada neste artigo.

5.5.2. ALGORITMO 2 — UTILIZANDO AS MATRIZES T, ¢ A®.

As matrizes estocasticas A, C, G, Ao podem também ser determinadas através das matrizes

de observabilidade e controlabilidade estendidas. Inicialmente, temos:

e A ordem do sistema por inspe¢do dos valores singulares da equagao (5.23).

e A matriz de observabilidade T, e a matriz de controlabilidade A .

A matriz C pode ser pega como as primeiras | linhas de I;,. A matriz dinamica A ¢

determinada a partir de I', como:

A=T;"-T; (5.39)

sendo que:
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I; é amatriz I; sem as primeiras | linhas,

-1 4 . - y 1. .
[; éamatriz ;' sem as tltimas | linhas.

A matriz G pode ser determinada como as ultimas | colunas de A} e a matriz A pode ser

determinada como no algoritmo 1:
T
Ao =Yy Yo (5.40)

5.5.3. ALGORITMO 3

O calculo de A e C ¢ realizado como anteriormente através da resolucao da equacgao (5.37)
por minimos quadrados. Entretanto, o célculo de G e Ay ¢ alterado da seguinte maneira. A

covariancia do ruido Q, S, R, equagdo (5.7), € encontrada como a covariancia dos residuos p,, e

p, daequagdo (5.35) como:

(Q Sy _pl(Pu] (7
cov—(ST RJ—EKPJ (pw pv)}zo (5.41)

As matrizes A, C e Q, S, R encontradas desta maneira sempre fornecem uma seqiiéncia de
covariancia positiva. As matrizes G e Ao podem ser extraidas pela resolu¢do da equagdo de
Lyapunov para X :

T=AZA" +Q. (5.42)

Depois G e Agpodem ser obtidas como:

G=AxC" +8S. (5.43)
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A, =C3C" +R. (5.44)
0

Este algoritmo pode ser visto como um algoritmo que estima A ¢ C exatamente como o

algoritmo 1, mas introduz uma pequena perturbacao em G e Ay.
5.6. IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS MODAIS

O método de identificagdo de sistemas descrito anteriormente pode ser utilizado para a
analise modal de estruturas, para isso, basta a estrutura estar submetida a sua propria carga de
servico e medir a resposta da estrutura a essa carga.

A partir do algoritmo de identificagdo se obtém a matriz de estado discreta A, cuja

decomposi¢cdo em autovalores e autovetores caracteriza dinamicamente a estrutura:
A=YAY™ (5.45)

onde W eC™ ¢ uma matriz cujas colunas sdo os autovetores do sistema discreto e

A =diag(4,)eC™, com i=1,2,..,n, ¢ uma matriz diagonal que contém os autovalores do
sistema discreto (ﬁl,ﬂz,...,ﬂn). Os autovalores discretos sdo relacionados com os autovalores

(14,) da matriz de estado continua A por:

1
Hy =~ (%) (5.46)

onde At ¢ o intervalo de discretizacdo. Os autovalores de A sdo pares de valores complexos

conjugados. A razio de amortecimento modal (.fi) e freqliéncia natural (a),) da estrutura podem

ser encontrados a partir dos autovalores continuos através da seguinte relagao:

Wiyl ==&, £ jwi\/1_§i2 (5.47)
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onde j>=-1. Os autovetores do sistema (colunas de ¥ € C™") sdo os mesmos para a discreta

como para a representagdo de espago de estado continua. Os modos de vibrar (definidos como

Ixn

colunas de ® € C™) sdo a parte observavel dos autovetores do sistema e sdo entdo obtidos

usando a equagdo de observagao:

O=CY¥ (5.48)

Dessa forma, os parametros modais @;, & ¢ @, sdo obtidos a partir das matrizes do sistema

identificadas, A e C.

5.7. IDENTIFICACAO DE COMPONENTES HARMONICAS

Em muitos casos praticos estdo presentes excitacdes harmodnicas adicionadas ao
carregamento randomico devidas a componentes rotativos das mdaquinas, ou seja, muitas
estruturas vibram devido a excitagdo harmonica adicionada ao ruido branco estacionario. Devido
a presenca de excitagao harmdnica, o processo de identificagdo modal pode perder sua robustez e
proporcionar uma identificac¢ao insatisfatoria dos parametros modais.

As harmonicas, as vezes, podem ser detectadas calculando a razdo de amortecimento de
seus modos correspondentes, ja que apresentam valores deste pardmetro varias ordens de
magnitude inferiores aos demais. Quando existir componentes harmonicas no processo de
identificacao dos parametros modais, estardo presentes razoes de amortecimento muito pequenas
associadas com aqueles harmonicos, que devem ser descartados pelo analista.

A resposta devida ao carregamento estocastico pode ser tratada utilizando as técnicas
classicas baseadas nas condigdes de operacdo. De qualquer forma, as harmodnicas serdo
responsdveis por alguns problemas no processo de identificagdo e se somente as técnicas de
analise modal operacional forem utilizadas, as harmdnicas serdo identificadas como modos
estruturais, pois geralmente ndo existem sub-rotinas especificas para separar as respostas
harmonicas das respostas estruturais.

Neste trabalho, um procedimento baseado em propriedades estatisticas ¢ proposto para
distinguir as respostas estruturais estocasticas das respostas harmdnicas obtidas em testes modais

baseados na condicdo de operagdo. E apresentada uma técnica baseada nas diferencas bésicas
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entre as propriedades estatisticas de uma resposta harmoénica e uma resposta estrutural
estocastica. As propriedades estatisticas de uma resposta harmonica e de uma resposta estrutural
estocastica sdo bastante diferentes. A funcdo densidade de probabilidade de uma resposta
harmoénica ¢ uma distribui¢do que apresenta dois picos, enquanto que a funcdo densidade de
probabilidade de uma resposta estrutural estocéstica ¢ uma distribuicdo com um nico pico.

A seguir ¢ mostrado de forma simplificada a formulacdo utilizada no processo de

identificagdo de componentes harmonicos. O vetor Yy, de ordem 1xnpontos, ¢ o sinal no

dominio do tempo contendo apenas um modo.

d min = min(y, ) (5.49)

d max = max(yf ) (5.50)

delta = d max— d min (5.51)

a=d min— 0.2delta (5.52)

b = d max+ 0.2delta (5.53)

O ) (5.54)
N -1

N ¢ o numero de pontos da Fung¢do Densidade de Probabilidade estimada. Neste trabalho ¢

utilizado N =2048.

1.6std(y, )
= 5.55
1.3(npontos)” (:33)
npontos ¢ o niimero de pontos do vetor Y, , Std é o desvio padrao.
s _2pi[-N/2:N/2] (5.56)

‘ (b-a)
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y, = fit(y,) (557)
O vetor y, de ordem NXx1 ¢ obtido a partir de propriedades estatisticas do sinal y .

zeta = fitshift (y, )" exp [— 0.5 (h 81)2] (5.58)
pdf = abs [ifft (fftshift (zeta))] (5.59)

E finalmente,

pdf
N

dm(z pdf (i )j

FDP = fliplr (5.60)

i=1

Desta forma, a Fun¢do Densidade de Probabilidade aplicada para um determinado modo,
constitui um indicador natural de respostas harmonicas ou estruturais. Este indicador foi proposto
também por Lago (1997).

Entdo, uma maneira de identificar se um pico na fun¢do densidade espectral da resposta
corresponde a um modo operacional (resposta harmdnica) ou a um modo natural ¢ através da
funcdo de densidade de probabilidade do sinal contendo apenas aquele modo. Se o formato da
fun¢do de densidade de probabilidade deste sinal filtrado se aproximar do formato da densidade
de probabilidade de ruido branco, ou seja, uma densidade de probabilidade gaussiana ou normal,
entdo o modo sob analise corresponde a um modo natural. Por outro lado, se o formato da funcao
de densidade de probabilidade deste sinal filtrado se aproximar do formato da densidade de
probabilidade de uma fun¢do harmoénica, entdo o modo sob andlise corresponde a um modo

operacional.
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5.8. VALIDACAO DOS PARAMETROS ESTIMADOS

Existem muitas técnicas para comparar os modos de vibragdo, como descrito por Ewins
(2000). Em certos casos ¢ interessante comparar um grupo de modos de vibragdo obtidos
experimentalmente com outro que se havia obtido teoricamente, com o propdsito de validar o
modelo da estrutura que se esta analisando. Em outros casos se comparam os modos de vibragdo

obtidos com eles mesmos para ver suas correlagdes.
5.8.1. CORRELACAO NUMERICA (MAC)

E o procedimento mais utilizado para correlacionar dois conjuntos de modos de vibragio.
As férmulas fornecidas abaixo supdem que os modos sejam complexos. S3o empregadas para
comparar os modos de vibragio medidos {®, } com os calculados teoricamente {®, }.

O parametro conhecido como MAC (Modal Assurance Criterion) ¢ uma quantidade

escalar inclusive se os modos que se estd comparando sdo complexos.

MAC(A, X) = :

@y

) (5.61)

>
S ~—1
=]
S
>
——
T
—~—
S
>
——

Se os modos que se estd comparando sdo idénticos ou proporcionais, 0 MAC(A,X) tende a
um valor unitario, indicando uma alta correlacao.

Dados dois conjuntos de modos, um formado por mx modos experimentais € outro por Ma
modos tedricos, pode-se representar em uma matriz de dimensdes My x Ma os valores de MAC
onde se véem claramente as relacdes entre os modos experimentais € os tedricos. Geralmente se
aceita que um valor de MAC acima de 0,9 indica que os modos comparados estio correlacionados
e um valor abaixo de 0,1 indica que ndo hé correlagao entre ambos.

As causas pelas quais o pardmetro MAC ndo alcanca exatamente o valor unitario para

modos correlacionados podem ser vérias:

e O modelo analitico é uma aproximagao da estrutura real.

e Presenca de ndo linearidades na realiza¢do do ensaio.
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e Presenca de ruido nas medidas.
e Erros no processamento dos dados medidos.

e Escolha impropria dos graus de liberdade incluidos na correlagao.

A eleicdo dos graus de liberdade ¢ muito importante. Deve-se utilizar um nimero de graus
de liberdade suficiente para que se possa distinguir bem os diferentes modos de vibragio. E obvio
que se incluir todos os graus de liberdade do modelo se obtém uma medida mais precisa da

correlacdo entre os dois vetores.
5.8.2. AUTO - MAC

E uma versdo do pardametro MAC em que se compara um grupo de modos de vibragdo
obtidos com eles mesmos. A matriz obtida se caracteriza por ter a diagonal principal formada por
elementos de valor unitario, além de ser quadrada e simétrica. Se todos os modos obtidos sdo
ortogonais, os elementos que ndo se encontram na diagonal serdo nulos. Uma das razdes pela
qual isso pode ndo ocorrer ¢ devido ao fato que a condicdo de ortogonalidade s6 se satisfaz

quando se incluem nos célculos todos os graus de liberdade.
5.8.3. MODAL PHASE COLLINEARITY (MPC)

A partir do modelo identificado, deve-se realizar a selecdo e diferenciagdo dos modos
reais (modos estruturais) dos modos computacionais (modos de ruido). Para isso, foi utilizado o
critétrio MPC — Modal Phase Collinearity (Pappa et al., 1993). O parametro MPC ¢é uma
quantidade escalar que varia entre 0 e 1 e mostra a qualidade e o comportamento dos modos de
vibrar identificados. Modos com MPC abaixo de 0,7 devem ser considerados como modos

espurios. As equagdes abaixo fornecem o valor MPC para cada modo identificado @;.

S, = {Re(®; )} {Re(®; )} (5.62)
S,y = {Im(®,)}" {Im(, )} (5.63)

S,y = {Re(®)}' {Im(@,)} (5.64)
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eta = LT ! (5.65)
2 . . '

Jeta? +1 2

MPC =4 Sfy
S, +Syy

(5.66)

MPC ¢ a medida de colinearidade da fase dos componentes de um particular modo
complexo ®@,. Se os pontos estdo perfeitamente em fase ou fora de fase uns com os outros, este
modo possui amortecimento proporcional e pode ser representado completamente por um
correspondente modo de vibrar real. Os modos identificados pelo método SSI sdo considerados

estruturais quando MPC >0,7. Informac¢des mais detalhadas desse critério de determinacao

modal podem ser encontradas em Pappa et al. (1993).
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CAPITULO 6

IDENTIFICACAO UTILIZANDO DADOS SIMULADOS

A utilizagdo de dados simulados no processo de identificacdo e validacdo da metodologia ¢
muito importante porque o usuario tem o conhecimento exato dos dados utilizados no modelo e
conseqlientemente o valor dos parametros que serdo identificados. Isso permite estabelecer uma
base de dados de referéncia para a avaliagdo da metodologia proposta, possibilitando assim uma

melhor comparagdo dos resultados obtidos com os dados utilizados na simulagao.
6.1. DETERMINACAO DA ORDEM DO SISTEMA

Nesta se¢do, serd utilizado um modelo de ordem 3 apenas para mostrar que a identificacao
correta da ordem do sistema depende diretamente do numero de blocos de colunas j e pode ser
determinada a partir dos valores singulares obtidos da decomposi¢do em valores singulares.

Uma seqiiéncia de resposta y de 4000 pontos foi gerada utilizando o modelo. O numero de
blocos de linhas i utilizado foi 10. Para cada j entre 100 ¢ 4000, os valores singulares foram

calculados. Isto ¢ ilustrado na Figura 6.1.
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Algoritmo PC

Valores Singulares
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Figura 6.1: Ordem do modelo em fun¢@o do nimero de colunas j.

A ordem do modelo ¢ determinada pelos valores singulares ou angulos principais em
fung¢@o do ntimero de blocos de colunas j para os trés algoritmos apresentados: PC, UPC ¢ CVA.
Para cada um dos trés graficos, a ordem do sistema (trés) pode ser facilmente determinada. A
convergéncia dos valores singulares em fun¢do de j pode também ser observada. Para os
primeiros dois graficos todos os valores singulares vao para zero, exceto trés. Para o ultimo

grafico, todos os angulos principais vao para 90 graus, exceto trés.

6.2. MODELO DE 48 GRAUS DE LIBERDADE

Esta se¢do discute a aplicacdo da metodologia proposta utilizando dados simulados obtidos a
partir de uma estrutura tipo Frame ilustrada na figura 6.2.

A estrutura foi modelada por elementos finitos, com elementos do tipo viga, foram utilizados
6 graus de liberdade por n6. Na simulagdo, os graus de liberdade de rotagdo foram bloqueados,

uma vez que medidas de rotacdo ndo sdo usuais em testes experimentais. Neste caso, o modelo
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tem 16 nds e 24 elementos e os parametros do modelo (freqiiéncias e modos) foram calculados a
partir da condi¢do livre-livre. A matriz de amortecimento foi considerada proporcional as

matrizes de massa e rigidez.

Propriedades Valores
Modulo de Elasticidade | 2,1 x 10" [N/m?]
4 Massa Especifica 7860 [kg/m’]
Coeficiente de Poisson 0,3
0 Dimensao 04x0,3x0,7m
Area da Secgdo Transversal | 20 x 20 x 0,8 mm
(barras horizontais)
Area da Secgdo Transversal | 30 x 20 x 0,5 mm
(barras verticais)
Amortecimento a=10"
N [C]=elm]+ AlK] o
B=10

Figura 6.2: Estrutura tipo “frame”

Os parametros estruturais do modelo, matrizes de massa, rigidez e amortecimento foram
utilizados para definir as matrizes de estado continuas A., B, C. e D.. As matrizes de estado
discretas A, B, C e D, foram obtidas utilizando um tempo de amostragem de At=10" segundos.

Uma vez obtidas as matrizes de estado discretas, foram simuladas as respostas do modelo
y(t) para os varios pontos de “medigdo”. Essas respostas do sistema discreto dependem
exclusivamente das matrizes de estado discretas A, B, C e D e da entrada do sistema. Neste caso,
a entrada considerada foi um sinal randémico (ruido branco) de média zero aplicado no noé 9,
direcdo x.

As respostas (saidas) foram obtidas para todos os pontos (n6s do modelo). Neste caso, as
respostas foram simuladas com 4096 pontos. Visando uma representacdo mais proxima da
pratica, na simulacdo dos dados as respostas foram contaminadas com ruido nio correlacionado
com a entrada do sistema. O ruido foi quantificado em termos da relacao sinal-ruido, denominada
nivel de ruido, estabelecida de acordo com a energia do ruido, isto €, de acordo com o numero

obtido pela raiz média quadratica RMS do ruido em relagcdo a RMS da resposta:
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_RMS(ruido)
RMS (resposta)

(6.1)

onde RMS(resposta) representa o maior valor RMS dentre todos os sinais de resposta
considerados. Neste trabalho foi considerado NR = 2%.

A Figura 6.3 mostra uma resposta tipica no dominio do tempo e da freqii€ncia, mais
especificamente o deslocamento medido no ponto 1, direcdo x e a respectiva funcao densidade

espectral de poténcia.

Fungao Densidade Espectral

v 10° Resposta Simulada M

20

0
20
-40
0

Amplitude
Arnplitude [dB]

-80
-100 -
120 -t
-140

L L L . L L L L 160 i i i i i i i i 1
i 0s 1 148 2 25 5 515 4 45 0 0 100 180 200 250 300 350 400 450 500
Tempo [s] Frequencia [Hz]

Figura 6.3: Resposta Simulada e Densidade Espectral de Poténcia do ponto 1

O ntmero de sinais “medidos” ¢ igual a dimensdo | dos modos de vibrar, equacdo (5.48). O
numero de pontos do sinal de resposta (npontos) leva a defini¢do do niimero de colunas, j, na
matriz bloco de saida (matriz Hankel) (equacao (5.15)).

A sele¢do do nimero de blocos de linhas, i, na matriz Hankel (equagao (5.15)) e o nimero de
valores singulares utilizados na equacao (5.23) sdo dois importantes parametros. Quando j cresce,
a diferenga entre os valores singulares aproveitados e os rejeitados, (equagdo (5.23)) também
cresce (teoricamente deve-se assumir que j—>o0). Um grande nimero de dados facilita ao
usuario determinar a ordem do sistema por inspecao dos valores singulares, como ilustrado na
Figura 6.1. Quando i cresce, os erros nos resultados estimados decresce. Outra restrigdo para i ja

foi mencionada na se¢do 5.2, (Li>n).
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De qualquer forma, em aplicagdes praticas, a diferenca entre os valores singulares
aproveitados e rejeitados ndo ¢ sempre clara. Quando a escolha da ordem ¢ menor que o niimero
de modos excitados e observados, nem todos os modos sdo identificados. Se a ordem é muito
alta, modos adicionais s3o identificados com razdo de amortecimento negativa ou muito alta e

MPC <<1. Esses modos devem ser rejeitados posteriormente.

A partir da ordem do modelo que se quer identificar, que ¢ na verdade a dimensdo da matriz
de espaco de estado, o nimero de blocos de linhas precisa ser selecionado. Através dos valores
singulares obtidos da decomposi¢ao em valores singulares, o método estima a ordem do sistema.
Deve-se olhar a diferenca entre dois valores singulares sucessivos. O valor singular onde a
maxima diferenga ocorre determina a ordem do modelo. Este critério ndo deveria, de qualquer
forma, ser aplicado isoladamente, uma vez que na maioria dos casos praticos essa diferenca nao
estd bem definida. Outros métodos estatisticos para determinar a ordem do modelo sdo discutidos
em (Camba-Mendez e Kapetanios, 2001).

A Figura 6.4 mostra o grafico de barras utilizado para identificar a ordem do modelo. Como
15

Entdo, é possivel identificar a matriz dindmica A< R™", a partir dos dados de resposta do

esperado, a ordem do sistema, neste caso, ¢ n=96.

80

70r
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Graus

40

30r
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201
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80 85 =n} 95

100 104 10 1
Ordem

Figura 6.4: Ordem do Sistema

sistema. Os parametros modais do modelo sdo obtidos através da decomposi¢do em autovalores
da matriz dindmica, como discutido anteriormente. Vale lembrar que os resultados referidos

como teodricos correspondem aos resultados obtidos com as matrizes K e M da estrutura obtidas
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por Elementos Finitos. As freqiiéncias e os modos sao obtidos a partir da resolugao do problema
de autovalores e autovetores.

A Tabela 6.1 mostra uma comparagdo dos resultados estimados com o algoritmo SSI e os
resultados tedricos obtidos pela andlise de elementos finitos. Os erros percentuais das freqiiéncias

naturais e amortecimentos modais mostram uma satisfatoria correspondéncia.

Tabela 6.1: Resultados da Identificagao Modal

Analise Tedrica Método SSI
Modo Elementos Finitos
Amortecimento Freqiiéncia Freqiiéncia Amortecimento
€ (%) o (Hz) o (Hz) / Erro (%) |L (%) / Erro (%)
1 0.1122 97.7 97.7/0.00 0.1216/8.38
2 0.1102 101.7 101.8/0.10 0.1015/7.90
3 0.1026 199.9 200.2/0.15 0.1362 /32.75
4 0.1030 203.4 203.7/0.15 0.1128 /9.51
5 0.1056 221.8 221.8/0.00 0.0908 /14.02
6 0.1090 242.7 242.6 /0.04 0.1051/3.58
7 0.1141 268.9 268.6/0.11 0.1311/14.90
8 0.1135 269.5 269.5/0.00 0.1313/15.68
9 0.1144 270.6 270.7/0.04 0.1581 /38.20
10 0.1159 277.8 277.8/0.00 0.1876 /61.86
11 0.1361 363.4 363.2/0.06 0.2228 /63.70
12 0.1365 363.5 363.7/0.06 0.1642 /20.30
13 0.1403 365.0 365.0/0.00 0.1093 /22.10

Os resultados mostram que a técnica ¢ capaz de identificar os modos de vibrar da
estrutura utilizando somente os dados de resposta. Os trés primeiros modos apresentam uma
razdo de amortecimento muito alta e eles ndo foram considerados porque eles ndo sao modos
estruturais, sd3o modos de corpo rigido. Entdo, todos os modos na faixa de freqiiéncia analisada
foram identificados.

A metodologia implementada apresenta também algumas interfaces graficas que permitem
comparar os resultados. A Figura 6.5 mostra a comparacao dos modos de vibrar da estrutura
obtidos pela andlise de elementos finitos e estimados a partir das respostas simuladas. Para
ilustrar os resultados, sdo apresentados o Modal Phase Collinearity (MPC) dos modos obtidos

através do algoritmo e o Modal Assurance Criterion (MAC) entre os vetores modais obtidos
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analiticamente e os obtidos através do algoritmo com o intuito de avaliar as formas modais. Os

valores do MAC confirmam a excelente estimativa também para os vetores modais.

MAL - Modal Assurance Criterion MPC - Modal Phase Collinearity

tdodos - Elementos Finitos a0 Modos - Estimadas

Figura 6.5: MAC ¢ MPC dos modos identificados

Como pode ser visto, existe uma regido onde os modos ndo estdo bem correlacionados, o que
indica que ndo foi possivel excitar esses modos utilizando excitagdo em uma Unica direcdo,
especificamente n6 9, dire¢do x.

A interface grafica também permite uma melhor interacdo do usudrio com o algoritmo de
identificagdo, proporciona a anima¢do dos modos que permite uma visualizagcdo da estrutura
deformada e ndo deformada, rotacdo da estrutura, entre outras. A Figura 6.6 mostra o quarto e

quinto modos de vibrar estimados.
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Figura 6.6: Interface de visualizagdo dos modos

6.3. IDENTIFICACAO DE MODOS NATURAIS E MODOS OPERACIONAIS
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A partir deste momento, a aplicagdo da metodologia proposta sera feita utilizando um

modelo de 16 graus de liberdade obtido a partir da estrutura tipo Frame. A estrutura foi modelada

por elementos finitos, elementos do tipo viga, foi utilizado 1 grau de liberdade por né na diregado

x. Neste caso, 0 modelo tem 16 nds e 24 elementos e os pardmetros do modelo (freqiiéncias e

modos) também foram calculados a partir da condigao livre-livre.

A Tabela 6.2 mostra uma comparagao dos resultados estimados com o algoritmo SSI e os

resultados teoricos obtidos pela analise de elementos finitos. Os erros percentuais das freqiiéncias

naturais e amortecimentos modais também sdo apresentados. A matriz de amortecimento, como

no modelo anterior, foi considerada proporcional as matrizes de massa e rigidez.

Tabela 6.2: Resultados da Identificagdo Modal

Analise Tedrica Método SSI
Modo Elementos Finitos
Amortecimento Freqiiéncia Freqiiéncia Amortecimento
£ (%) o (Hz) ® (Hz) / Erro (%) |{ (%) /Erro (%)
1 0,1042 1194 120,1/0,59 0,1260 /21,0
2 0,3046 215,1 214,8 /0,14 0,2598 / 14,7
3 0,1162 278.,9 279,3/0,14 0,1502 /29,3
4 0,6034 290,1 289,6 /0,17 0,5272 /12,3
5 0,7066 302,5 301,7/0,26 0,7152 /1,2
6 0,7551 3229 323,5/0,19 0,6843 /9.4
7 0,8369 357,0 356,2 /0,22 0,8745 /4,5
8 1,2775 381,6 382,1/0,13 1,2080/ 5,4
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6.3.1. SINAL HARMONICO ADICIONADO A ENTRADA DO SISTEMA

Neste caso, foi adicionado um componente harménico no ruido branco de entrada com o
objetivo de verificar a conseqliéncia deste na obtengdo dos parametros modais utilizando o
método SSI.

Para observar o efeito desta componente harmoénica, foram simulados dois casos, o
primeiro com o componente harmdnico igual a 50 Hz, distante do valor da primeira freqiiéncia
natural e outro com o componente harmonico igual a 215.1 Hz, coincidindo com o valor da
segunda freqliéncia natural. Os resultados sdo avaliados de forma semelhante para os dois casos.

A Figura 6.7 mostra a Fun¢do Densidade Espectral com o sinal harmdnico de 50 Hz.

Fungao Densidade Espectral

-40

Amplitude [dE]
)
(]

-10a
-120

-140

160 i H H H H
u] a0 100 150 200 250 300
Frequencia [Hz]

Figura 6.7: Funcao Densidade Espectral com o sinal harménico de 50 Hz.

No primeiro caso, com o harmonico de 50 Hz, observa-se que o método identifica uma
ordem maior que a verdadeira, como mostra a Figura 6.8, o que ja era esperado devido a presenca
do componente harmoénico.

Para dados experimentais, uma entrada harmonica deste tipo, pode contaminar os
resultados se interpretada como caracteristica propria do sistema, o que ndo ¢ dificil de ocorrer.
Neste caso, sera apresentado nos proximos itens um algoritmo auxiliar baseado na Func¢do

Densidade de Probabilidade para identificagdao desses modos operacionais.
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Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 6.3 e a Figura 6.9 mostra o grafico de
MAC dos modos identificados. Os valores de MAC obtidos para esta estimativa apresentam bons
resultados, com a diagonal bem proxima a 1, exceto para os dois primeiros modos. A Tabela 6.3
apresenta um erro de amortecimento bastante elevado para o primeiro modo, mostrando que o
sinal harmonico prejudica a estimativa do amortecimento deste modo. Boas estimativas de

freqiiéncia e amortecimento foram obtidas para o restante dos modos.

MAC - FEA ¥ estimated
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Figura 6.8: Ordem estimada Figura 6.9: Comparacao dos modos

Tabela 6.3: Resultados obtidos para um harmoénico de 50 Hz adicionado.

Método SSI
Modo
Freqiiéncia Amortecimento
o (Hz) / Erro (%) £ (%) / Erro (%)
“Harmonico” 50,1/0,20 0,01/ ---

1 110,5/7,45 0,2005 /92,4

2 210,2 /2,28 0,3196/ 5,0

3 278,3/0,22 0,1507 /29,7

4 289,5/0.21 0,4751/21,3

5 301,9/0.20 0,6065 /14,2

6 323,4/0.15 0,6795/10,0

7 356,8/0.06 0,7464 /10,8

8 382,2/0.16 1,0466 / 18,1
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Como pode ser visto, a primeira freqiiéncia estimada possui valor de amortecimento
bastante reduzido o que ja era esperado em se tratando de um sinal harmoénico com
amortecimento nulo. Pode-se entdo perceber que o sinal harmonico de freqiiéncia 50 Hz
comprometeu a identificagdo dos dois primeiros modos de vibrar, figura 6.9. Para o restante dos
modos, os resultados apresentaram-se dentro do esperado.

No segundo caso, com o harmodnico a 215,1 Hz, observa-se um aumento do pico da
segunda freqii€ncia natural em relacdo aos demais e valor de amortecimento mais baixo que o
conhecido analiticamente. Para os outros modos, os resultados obtidos estavam proximos dos

valores esperados.

MAC - FEA x estimated

Fungao Densidade Espectral
= ! ! ! ! !

Amplitude [dB]
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Figura 6.10: PSD com o harménico de 215,1 Hz. Figura 6.11: Comparagdo dos modos

Os resultados obtidos na Tabela 6.4 mostram os dois modos (natural e operacional)
juntos, com um erro de amortecimento bastante alto. Nesta tabela ainda, percebe-se claramente a
influéncia do modo operacional na estimativa dos pardmetros modais dos modos naturais mais
proximos. Os valores de MAC obtidos para esta estimativa também apresentam bons resultados,

com valores da diagonal proximos a 1, exceto para os dois primeiros modos .
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Tabela 6.4: Resultados obtidos para um harmoénico de 215,1 Hz adicionado.

Método SSI
Modo

Freqiiéncia Amortecimento
o (Hz) / Erro (%) € (%) / Erro (%)

1 122,0/2,18 0,1695 /62,7

2 + Harmonico 215,9/0,56 0,0985 / 68,0

3 278,1/0,29 0,1613 /38,9

4 290,9/0,28 0,7152 /18,5

5 302,0/0,17 0,5976 /154

6 321,8/0,34 0,6286 /16,8

7 356,2 /0,22 0,7546 / 9,8

8 382,5/0,24 1,0185 /20,2

6.3.2. ANALISE DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Segundo Brincker et al. (2000), uma maneira de se identificar se um pico na fungio
densidade espectral da resposta corresponde a um modo operacional (resposta harmoénica) ou a
um modo natural ¢ através da fungdo de densidade de probabilidade do sinal contendo apenas
aquele modo. Se o formato da funcdo de densidade de probabilidade deste sinal filtrado se
aproximar do formato da densidade de probabilidade de ruido branco, ou seja, uma densidade de
probabilidade gaussiana ou normal (Bendat et al., 1980), entdo o modo sob analise corresponde a
um modo natural. Por outro lado, se o formato da fun¢do de densidade de probabilidade deste
sinal filtrado se aproximar do formato da densidade de probabilidade de uma fung¢ao harmonica,
entdo o modo sob andlise corresponde a um modo operacional.

A funcdo densidade de probabilidade de uma resposta harmoénica ¢ ainda mais bem
definida. Se as variaveis estocasticas X ¢ Y com as correspondentes fungdes densidade de

probabilidade f(x), g(y) sio relacionadas por y =h(x), entdo a seguinte relagio bem conhecida

existe:

g(y)= 1) (6.2)
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onde h'(x) é a derivada de h(x) (Papoulis, 1990). Agora considerando a funcio densidade de X

como uniforme chega-se a fun¢do densidade de probabilidade para uma resposta harménica com

amplitude a.

1
y)= 7 cos(arcsin(y/a)) (63)

A fung¢do densidade cresce quando y—a ou y—-a (regido dos picos). Entdo, a funcao
densidade tem dois picos distintos. Como ¢ de se esperar, este resultado ¢ verdadeiro para
qualquer freqiiéncia, isto €, também para o caso com baixa variacdo de freqiiéncia. Para o caso
onde a amplitude € constante e a resposta permanece harmonica, a equagdo (6.3) representa
exatamente a fun¢do densidade de probabilidade de uma resposta harmdnica de amplitude a.

Para efeito de demonstra¢do da eficiéncia deste procedimento, serdo utilizados dados
experimentais, mais especificamente, os dados medidos na estrutura Frame. Considere que haja
duas excitagdes harmonicas adicionadas a excitacdo aleatoria da estrutura, uma de 20 Hz ¢
amplitude 0,1 e outra de 70 Hz e amplitude 0,05. A Figura 6.12 mostra um grafico com a fungao

densidade espectral da resposta medida no primeiro n6 da estrutura, dire¢ao x.
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Figura 6.12: Densidade Espectral de Poténcia
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Como pode ser visto, existem claramente 5 picos na faixa de freqiiéncia de 0 a 100 Hz,
trés correspondentes a modos naturais e dois correspondentes a modos operacionais. Aplicou-se
um filtro passa-banda centrado em cada um dos picos apresentados e analisou-se a func¢do
densidade de probabilidade de cada sinal (dominio do tempo) filtrado. A Figura 6.13 mostra as
fungdes densidade de probabilidade dos sinais filtrados sobre a freqiiéncia dos modos

harmonicos.

1° Modo — 20 Hz (harmdnico) 4° Modo — 70 Hz (harmdnico)
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Figura 6.13: Fun¢do Densidade de Probabilidade para os modos harmonicos.

A forma das curvas apresentadas ilustra que o primeiro modo (20 Hz) e o quarto modo
(70 Hz) tratam-se de modos operacionais. Pode-se perceber pelo formato das curvas que elas
tendem a aproximar-se de uma fun¢do densidade de probabilidade tipica de um sinal senoidal,
comprovando que os modos sob anélise sdo modos operacionais.

Analisando-se o formato da funcdo densidade de probabilidade de cada sinal contendo
cada freqiiéncia dos demais picos, comprova-se que os demais picos sdo de modos naturais. A
Figura 6.14 mostra as fun¢des densidade de probabilidade dos sinais filtrados sobre a freqiiéncia

dos demais picos.
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2° Modo — 40 Hz (estrutural)
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Figura 6.14: Funcao Densidade de Probabilidade para os modos estruturais.

As respostas modais (dominio do tempo) foram estimadas utilizando um filtro passa-
banda posicionado sobre a freqiiéncia natural de cada modo. As funcdes densidade de
probabilidade dos sinais filtrados foram entdo estimadas, Figuras 6.13 e 6.14.

Como pode ser visto, os resultados mostram que o primeiro modo (20 Hz) e o quarto
modo (70 Hz) sdo claramente identificados como harmonicos. Para esses modos, a func¢do
densidade de probabilidade ¢ uma distribuicdo com pico duplo. Para o restante dos modos, a
distribuicao possui um unico pico e € muito parecida com uma distribuicdo Gaussiana indicando

que os demais modos sdo modos estruturais.
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6.4. PARAMETROS MODAIS OBTIDOS PELO ALGORITMO SSI APLICADO NO
SINAL FILTRADO

Utilizando o modelo de 16 g.d.l, sera aplicado um filtro rejeita banda nos sinais de
resposta centrado na freqiiéncia do harmoénico adicionado ao ruido branco. Assim, o método de
identificagdo SSI serd aplicado agora utilizando as respostas filtradas, ou seja, sem a presenca do
sinal harmdnico. Novamente, foram analisados dois casos, o primeiro quando o harmonico possui
freqliéncia de 150 Hz (Figura 6.15) e o segundo quando a freqiiéncia ¢ de 215,1 Hz (Figura 6.16).

Para o primeiro caso, com o harménico de 150 Hz, foram obtidos bons resultados. A
Tabela 6.5 apresenta as freqii€ncias naturais e os coeficientes de amortecimento com seus
respectivos erros. Os resultados comprovam que a identificagdo ocorreu perfeitamente mesmo
apos a filtragem do componente harmoénico. Os valores de MAC continuaram a apresentar

resultados proximos a 1 na diagonal principal, como ¢ mostrado na Figura 6.17.
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Figura 6.15: PSD do sinal de resposta Figura 6.16: PSD do sinal filtrado em 150 Hz.
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Tabela 6.5: Resultados obtidos apds a filtragem dos sinais

Método SSI
Modo

Freqiiéncia Amortecimento

o (Hz) / Erro (%) € (%) / Erro (%)

1 120.4/0.84 0.1510/44.9
2 215.6/0.23 0.1822/40.1
3 278.6/0.11 0.1512/30.1
4 291.8/0.59 0.4031/33.2
5 303.6/0.36 0.5895/16.6
6 321.0/0.59 0.5902/21.8
7 356.1/0.25 0.6965/16.8
8 380.2/0.37 0.9192/28.1

MAC - FEA x estimated WP - Modal ph_e_'_?_? Collinearity

Figura 6.17: MAC e MPC obtidos com os sinais de respostas filtrados em 150 Hz.

Para o segundo caso, com o harmonico de 215,1 Hz coincidindo com a segunda
freqiiéncia natural (Figura 6.18), os resultados foram um pouco diferentes. Com a aplicacao do
filtro rejeita banda sobre a freqiiéncia do sinal harmonico, surgiu um pico com ponta dupla
(Figura 6.19) apresentando dois resultados proximos em torno da banda rejeitada, ambos com

valor de amortecimento elevado comparado com o valor analitico obtido.
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A Tabela 6.6 mostra que os dois possiveis resultados para o segundo modo apresentam
valores de amortecimento bem maior que o exato e se observa também que os demais modos

foram estimados coerentemente.
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Figura 6.18: PSD do sinal de resposta Figura 6.19: PSD do sinal filtrado em 215.1 Hz.

Tabela 6.6: Resultados obtidos ap0s a filtragem dos sinais

Método SSI
Modo

Freqiiéncia Amortecimento

o (Hz) / Erro (%) € (%) / Erro (%)

1 121.4/1.68 0.1410/35.3
2 214.1/0.46 0.2822/7.35
216.1/0.46 0.3102/1.84

3 279.7/0.29 0.1412/21.5
4 292.5/0.83 0.4331/28.2
5 301.1/0.46 0.5523/21.8
6 320.5/0.74 0.6002 /20.5
7 356.1/0.84 0.7055/15.7
8 380.4/0.31 0.8598 /32.7

Dos resultados apresentados, neste caso, o0 MAC ¢ o MPC mostraram falta de precisao

principalmente na identifica¢do do segundo modo. Os indices MAC e MPC correspondentes aos 3




86

primeiros modos também apresentaram valores relativamente baixos, o que indica falta de

correlacdo dos vetores modais mais proximos da freqiiéncia filtrada.

MAL - FEA x estimated WMPC - Maodal Phase Collinearity

Figura 6.20: MAC e MPC obtidos com os sinais de respostas filtrados em 215,1 Hz.

Os resultados obtidos para os dois componentes harmonicos mostram que a metodologia
pode ser empregada com sucesso quando estdo presentes harmonicas de freqiiéncias diferentes ou
mesmo proximas a alguma freqiiéncia natural do sistema. Neste caso, apos a filtragem dos
componentes harmdnicos, o método SSI identifica corretamente todos os parametros modais.

Quando existe algum componente harmonico de mesma freqiiéncia que os modos
proprios do sistema, a metodologia implementada encontra dificuldades para separa-los. Neste
caso, principalmente em estruturas com espectro de freqiiéncia muito denso, onde hd grande

chance de existir harmonicas de freqiiéncias iguais a alguma freqliéncia natural, a metodologia

baseada na Fun¢ao Densidade de Probabilidade nao é recomendada.
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CAPITULO 7

AVALIACAO EXPERIMENTAL

A metodologia proposta foi avaliada com dados simulados conforme mostrado no
capitulo anterior. Varios sistemas foram estudados e as dificuldades e limitagdes para
identificacdo dos parametros modais utilizando somente a resposta foram avaliadas. Contudo, a
avaliacdo com modelos simulados ¢ limitada, pois, por mais bem elaborados que os modelos
sejam, a simulagdo ¢ incapaz de reproduzir toda a complexidade de um experimento e, portanto,
exemplos experimentais sdo decisivos para avaliagdo da potencialidade da metodologia, o que
demanda a realiza¢do de teste de campo, ou em uma primeira fase, em laboratorio.

A identificacdo dos pardmetros modais da estrutura de testes serd feita utilizando analise
experimental convencional, utilizando métodos clédssicos, método de Ibrahim, método ERA -
Eigensystem Realization Algorithm e analise modal baseada apenas na resposta do sistema,
utilizando o método da Identificacdo Estocastica de Subespacgos (SSI). A analise modal classica
sera utilizada como base de comparagdo para os parametros modais estimados pela técnica da

Identifica¢dao Estocastica.
7.1. TESTES EXPERIMENTAIS

Esse item discute a montagem de uma bancada de testes experimentais que foi utilizada para
a avaliagdo da metodologia. Uma estrutura do tipo frame foi utilizada nos testes experimentais. A
Figura 7.1 mostra uma vista da bancada experimental e a Tabela 7.1 apresenta uma descri¢ao dos

instrumentos e materiais utilizados.



Figura 7.1: Bancada Experimental

Tabela 7.1: Materiais e instrumentos utilizados no experimento

Itens

Especificacoes

Sistema de aquisi¢ao

SignalCalc Ace — 32 bits

Fabricante: Data Physics Corporation
Freqiiéncia maxima de operacao: 20KHz
2 entradas e 2 saidas

Condicionador de sinais

Ganho: 1, 10 ¢ 100V
Banda de freqiiéncia: 0,15 Hz a 100kHz
Fonte de alimentacdo: Baterias

Microcomputador

Processador: Pentium / 128 MB — RAM

Shaker

Freqiiéncia de operacao: 15 a 5000 Hz
Fator de Transmissdo: 15 N/A
Pico maximo: £ 3 mm

Acelerometro axial

Fabricante: PCB Piezotronics, Inc
Freqiiéncia de operagdo: 10 a 5000 Hz
Sensibilidade: 97,8 mV/g

Erro de Amplitude: 0,1% — na faixa de
freqiiéncia de 30-300 Hz

Estrutura

Tipo: Frame
Fabricacao: aco ABNT 1010

Célula de carga

Fabricante: PCB Piezotronics, Inc
Sensibilidade: 48,45 mV/Ibf
Erro: 0,18 Ibf

Elasticos
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A montagem resume-se em colocar a estrutura suspensa por elasticos, fixar os acelerdmetros

nos devidos pontos, conectar os cabos do acelerometro e¢ do shaker no sistema de
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aquisicdo/geragao, e por fim configurar o sistema de aquisi¢do e geracdao de sinais. O sinal de
excitagdo ¢ produzido pelo gerador de sinais do software SignalCalc Ace, e neste caso, consiste
em um sinal de banda larga (ruido branco). A seguir serdo discutidos alguns detalhes relevantes a
montagem do experimento.

A suspensdo deve representar adequadamente a condi¢do desejada da estrutura, neste
caso, a condicdo livre-livre. A interferéncia da suspensio nos resultados dos testes também ¢ um
aspecto importante a ser considerado na defini¢do das condi¢des do experimento. Varios testes
variando o tipo de suspensdo foram realizados, buscando uma que apresentasse menor
interferéncia nas medidas.

Um outro fator a ser observado, é como o shaker ira excitar a estrutura, ou seja, como o
shaker ir4 transmitir para a estrutura a for¢a de excita¢do, garantindo que esta esteja no ponto e na
direcdo desejada. O acoplamento entre a estrutura e o shaker foi feito por meio de uma haste
flexivel, de modo que o shaker apresentasse menor interferéncia nas medidas, como mostra a

Figura 7.2.

Figura 7.2: Acoplamento flexivel shaker — estrutura.

Deve-se considerar também a fixa¢do do acelerdometro no ponto exato de medida, pois a
fixagdo irregular do acelerdmetro pode acarretar erros na aquisicao do sinal.

A definicdo da malha no modelo analitico e dos pontos de medida na estrutura também
sa0 muito importantes para possibilitar a comparagdo dos resultados obtidos experimentalmente

com os fornecidos pelo modelo analitico. A escolha adequada garante a equivaléncia topologica
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entre os modelos analitico e experimental. Além disso, o deslocamento dos pontos de medicao
leva aos modos, por isso ¢ imprescindivel que os sensores sejam colocados em posig¢oes
adequadas de forma que os modos possam ser visualizados (condi¢do de observabilidade).

A estrutura ¢ feita de tubos de se¢do quadrada de aco ABNT 1010 e apresenta dimensdes
de 0,4 m de comprimento, 0,3m de largura e 0,7m de altura. A se¢do de area transversal das
barras horizontais ¢ 20 x 20 x 0,8 mm e a se¢do de area transversal das barras verticais ¢ 30 x 20
x 0.5 mm. A massa total da estrutura ¢ 5,5 kg.

A Figura 7.3 mostra o modelo experimental discretizado com os pontos de medidas, onde os
sinais de resposta da estrutura sdo capturados por acelerometros na dire¢do. Foram medidos todos

os 16 pontos.

Figura 7.3: Modelo experimental discretizado

Em um primeiro momento foi medida a entrada e a saida da estrutura, a fim de realizar a
analise modal convencional, ou seja, com a relacdo entrada-saida da estrutura foram obtidas as
FREF(s), e a partir destas, foram estimados os pardmetros modais. Em uma segunda etapa, os
parametros foram estimados sem o conhecimento da entrada, ou seja, foi realizada a anélise
modal baseada apenas na resposta.

A estrutura foi excitada no ponto 9, dire¢do x, com um sinal aleatério e as respostas foram
medidas na faixa de freqiiéncia 0-125 Hz. A Figura 7.4, mostra a Fun¢do Resposta em Freqiiéncia

medida no ponto 13 da estrutura.
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FRF - Fungao Resposta em Freguencia
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Figura 7.4: Funcao Resposta em Freqiiéncia do ponto 13.

Os resultados dos testes de analise modal cldssica foram comparados com os fornecidos
pela técnica baseada apenas nas respostas, visando uma melhor avaliacdo e validagao da
metodologia implementada comparando os resultados com uma base de dados obtida com
técnicas consagradas.

Paralelamente aos testes experimentais foram desenvolvidos dois modelos de elementos
finitos da estrutura, que foram utilizados na comparacdo com os parametros obtidos

experimentalmente.
7.2. MODELO ANALITICO

A estrutura foi modelada utilizando o software comercial Ansys® versdo académica.
Inicialmente, foram utilizados elementos de viga 3D e elementos de massa concentrada. A Figura
7.4 mostra a discretizacdo da malha formada por 24 elementos de viga e 4 elementos de massa
concentrada que representam os pés da estrutura. O modelo contém 16 nos, sendo que cada no
possui 6 graus de liberdade, translagdo e rotagdo em X,y e z, resultando em um modelo de 96

graus de liberdade.
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Figura 7.4: Estrutura modelada com elementos de viga.

A utilizacdo de elementos de viga mostrou ndo ser adequada para a modelagem desta
estrutura, pois os resultados, por mais que se refinasse a malha do modelo, apresentaram uma
grande discrepancia com os dados experimentais obtidos no pré-teste da estrutura. Um segundo
modelo foi proposto, em que as barras foram modeladas utilizando elementos de placa (Shell),

resultando em um modelo com 192 elementos de areas, como mostrado na Figura 7.5.

Figura 7.5: Estrutura modelada com elementos de placa (Shell).
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A utilizagdo destes elementos na modelagem da estrutura mostrou-se satisfatéria para a
representacdo do modelo espacial. Neste caso, a malha foi gerada levando em consideragdo a
topologia dos pontos de medidas do modelo experimental, de tal forma que todos os pontos de
medida tivessem um né correspondente no modelo analitico. A Tabela 7.2 apresenta os valores
das freqiiéncias naturais obtidas com o modelo de Elementos Finitos utilizando elementos de

placa.

Tabela 7.2: Freqiiéncias naturais obtidas com o modelo de Elementos Finitos.

Analise Teorica
Modos Elementos Finitos
Freqiiéncia

o (Hz)
1° 39,23
2° 56,11
3° 94,88
4° 121,10

7.3. COMPARACAO E AVALIACAO DOS RESULTADOS

Esta se¢do discute a identificagdo dos pardmetros modais utilizando métodos baseados nas
relagdes entrada-saida e a metodologia proposta. Neste caso, os parametros sao estimados
utilizando apenas as respostas da estrutura.

Inicialmente, os parametros modais da estrutura foram identificados a partir das Funcdes
de Resposta em Freqiiéncia utilizando os métodos Ibrahim e ERA, num primeiro passo sio
comparados com os parametros obtidos na modelagem analitica de elementos finitos. A Tabela
7.3 mostra as freqiiéncias naturais identificadas utilizando o método de Ibrahim e o método dos
elementos finitos. A discrepancia entre as freqiiéncias naturais identificadas ¢ da ordem de 3% e
os modos de vibrar da estrutura estdo bem correlacionados, MAC-valores acima de 0,86 (Figura

7.6).
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Tabela 7.3: Comparagao dos métodos - Experimental (Ibrahim) e Analitico (Ansys).

Freqiiéncia (Hz) Desvio Freq.(%) Mac-Valor
Modos OB AN OB X MAN IB x An.
1° 40,46 39,23 3,00 0,86
2° 56,24 56,11 0,23 0,88
3° 92,87 94,88 2,11 0,96
4° 122,98 121,10 1,53 0,87

MAC IERAHIM x ANSYS

Figura 7.6: MAC Ibrahim x Ansys

A Tabela 7.4 compara as freqliéncias naturais ¢ os modos de vibrar estimados utilizando a
técnica ERA e o modelo analitico. Percebe-se uma variagdo pequena nas freqiiéncias estimadas,
onde os melhores resultados foram obtidos para a 2° e 4° freqiiéncia. E possivel também observar
um otimo indice de correlagdo entre os modos, evidenciado pelos altos valores de MAC,
especialmente o terceiro modo com MAC igual a 0,98. A Figura 7.7 também mostra, através do

grafico de MAC, o indice de correlagdo encontrado.
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Tabela 7.4: Comparagao dos métodos - Experimental (ERA) e Analitico (Ansys).

Freqiiéncia (Hz) Desvio Freq.(%) Mac-Valor

Modo OERA AN OERA X WAN ERA x An.
1° 40,60 39,23 3,50 0,85
2° 56,32 56,11 0,37 0,88
30 92,98 94,88 2,00 0,98
4° 121,97 121,10 0,72 0,87

MAC ERA x ANSYS

Figura 7.7: MAC - ERA x Ansys

Uma vez identificada a estrutura a partir da relagdo entrada-saida o préoximo passo agora
seria identificar a estrutura utilizando a metodologia proposta. Neste caso, a excitacdo ndo foi
medida, houve apenas a aquisi¢do dos dados de resposta.

Dados de resposta no tempo de 4096 pontos foram obtidos para os 16 pontos de medida.
Utilizou-se uma taxa de amostragem (At) de 4,0 ms, resultando num tempo de amostragem (Ta)
de 16,38 segundos. As respostas foram amostradas na faixa de 0 a 125 Hz.

A Figura 7.8 mostra uma resposta tipica no dominio do tempo e sua respectiva Fungao

Densidade Espectral, mais especificamente a resposta medida no ponto 12, dire¢do x.
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Figura 7.8: Resposta medida e Densidade Espectral de Poténcia do ponto 12

A Figura 7.9 mostra o grafico de barras utilizado para identificar a ordem do sistema. A
ordem identificada ¢ n =8, resultado bastante coerente, uma vez que os pré-testes experimentais

mostraram a existéncia de 4 freqiiéncias naturais contidas na faixa de freqiiéncia analisada.

) Singular %alues
10§ .

10 e .
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Figura 7.9: Ordem do Sistema

Entdo, é possivel identificar a matriz dinAmica A€ R™", a partir dos dados de resposta
medidos. Os parametros modais do modelo sdo obtidos através da decomposi¢do em autovalores

da matriz dindmica, como discutido nos exemplos simulados.
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A Tabela 7.5 mostra os erros percentuais das freqiiéncias naturais da estrutura obtidas
pelo algoritmo SSI em relagdo ao valor tedrico obtido pela andlise de elementos finitos. Para
ilustrar os resultados, sdo apresentados o Modal Phase Collinearity (MPC) dos modos obtidos
através do algoritmo e o Modal Assurance Criterion (MAC) entre os vetores modais obtidos
analiticamente e os obtidos através do algoritmo com o intuito de avaliar as formas modais. Os

resultados obtidos mostram uma correspondéncia satisfatoria.

Tabela 7.5: Comparagdo dos métodos Experimental (SSI) e Analitico (Ansys).

SSI Freqiiéncia (Hz) Desvio Freq.(%) Mac-Valor
Modos | MPC Wss1 AN Mss1 X WAN SSI x An.
1° 0,89 40,98 39,23 4,46 0,80
2° 0,95 56,61 56,11 0,89 0,75
30 0,86 93,56 94,88 1,39 0,85
4° 0,91 122,81 121,10 1,41 0,84

Os resultados mostram que o método SSI € capaz de identificar todos os modos de vibrar
da estrutura na faixa de freqiiéncia analisada, medindo-se somente os dados de resposta.

A Figuras 7.10 mostra que os modos de vibrar da estrutura estdo bem correlacionados,
MAC-valores acima de 0,8, exceto para o segundo modo, que apresentou MAC igual a 0,75. Os

valores de MAC confirmam uma boa estimativa também para os vetores modais.

MAC 351 x ANSYS

Figura 7.10: MAC SSI x Ansys
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A Tabela 7.6 mostra as freqiiéncias naturais identificadas utilizando os métodos ERA e
SSI. A discrepancia entre as freqiiéncias naturais identificadas ¢ da ordem de 0,95% e os modos

de vibrar da estrutura estdo bem correlacionados, MAC-valores acima de 0,87 (Figura 7.11).

Tabela 7.6: Comparagdo dos métodos experimentais (ERA x SSI).

Freqiiéncia (Hz) Desvio Freq.(%) Mac-Valor

Modos OERA Mss1 OERA X OssI ERA x SSI
1° 40,60 40,98 0,94 0,88
2° 56,32 56,61 0,51 0,87
30 92,98 93,56 0,62 0,88
4° 121,97 122,81 0,69 0,98

MALC ERA x 55

Figura 7.11: MAC ERA x SSI

A Tabela 7.7 compara as freqiiéncias naturais € os modos de vibrar estimados utilizando
as técnicas Ibrahim e SSI. Percebe-se uma variagdo pequena nas freqiiéncias estimadas, algo em

torno de 1%. E possivel também observar um bom indice de correlacdo entre os modos,
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evidenciado pelos valores de MAC. A Figura 7.12 também mostra, através do grafico de MAC, o

indice de correlacdo encontrado.

Tabela 7.7: Comparacdo dos métodos experimentais (Ibrahim x SSI).

Freqiiéncia (Hz) Desvio Freq.(%) Mac-Valor
Modos OB Oss] OB X Oss| IB x SSI
1° 40,46 40,98 1,28 0,83
2° 56,24 56,61 0,65 0,87
3° 92,87 93,56 0,74 0,86
4° 122,98 122,81 0,14 0,97

MAC IERAHIM x 55

Figura 7.12: MAC Ibrahim x SSI

Além das freqiiéncias naturais e modos de vibrar estimados utilizando dados

experimentais, o método SSI identifica também os coeficientes de amortecimento da estrutura. A

Tabela 7.8 mostra a comparacao direta dos coeficientes de amortecimento estimados utilizando

os métodos no dominio do tempo SSI, ERA e Ibrahim.
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Tabela 7.8: Fatores de Amortecimento ()
Método (SSI) Método (ERA)  Método (Ibrahim)

Modos Amortecimento Amortecimento Amortecimento
€ (%) € (%) € (%)
1° 0,34 0,43 0,24
2° 0,34 0,35 0,40
3° 0,16 0,23 0,12
4 0,38 0,46 0,39

Como pode ser notado, os resultados apresentam erros significativos, tanto na comparagao
SSI x ERA como SSI x Ibrahim, o que ja era esperado, pois na identificagdo de estruturas reais,
erros de amortecimento dessa ordem sdo considerados aceitaveis.

Para efeito de comparacdo dos resultados, as vantagens da utilizagdo dos métodos
classicos ERA ¢ Ibrahim é a necessidade de aparato instrumental minimo, tempo computacional
reduzido e alta precisao na identificagao.

O Algoritmo de Realizacdo de Sistemas (ERA) e o método de Ibrahim estdo entre as
técnicas de identificagdo modal mais relevantes da atualidade. Na andlise de estruturas grandes e
flexiveis o algoritmo ERA apresenta algumas vantagens em relacdo aos demais métodos. O
algoritmo encontra teoricamente o modelo de menor ordem que se ajusta aos dados, dada uma
precisdo. Portanto, reduz a complexidade da solu¢do computacional e elimina a maioria dos
modos espurios e computacionais que ocorrem em modelos sobre-determinados. Além disso, €
um método eficaz na analise de dados de estruturas com freqiiéncias proximas, com ou sem ruido

nos dados.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

Este trabalho discute a utilizacdo do método Identificagdo Estocéstica de Subespacos
(SSI) para identificagdo dos parametros modais de estruturas mecanicas. O método avaliado ¢
baseado nas condi¢des de operacdo da estrutura, isto ¢, a for¢a de excitacdo neste caso nio €
medida.

O método avaliado é baseado na proje¢do do espaco das saidas futuras no espaco das
saidas passadas e na sequéncia de estados do filtro Kalman. Através do SVD da projecdo da
matriz Hankel quando o sistema ¢ excitado com um sinal de banda larga, a ordem do sistema e as
seqiiéncias de estados do filtro Kalman sdo determinadas. Posteriormente, as matrizes de estado
do sistema sdo obtidas com a resolugdo de um problema de minimos quadrados e os parametros
modais sdo extraidos das matrizes do sistema.

Com relagdo as componentes harmodnicas, o desenvolvimento do método de identificacdo
estocastica de subespacgos assume que a entrada ou excitagdo deva ser um ruido branco. Neste
caso, verifica-se que nao ¢ possivel identificar corretamente as propriedades modais numa regiao
de freqiiéncia proxima a freqiiéncia da componente harmonica presente na excitagao do sistema.

Na avaliagdo da metodologia proposta sdo utilizados dados simulados e dados
experimentais. Na fase de simulacdo foram usados varios modelos inclusive uma estrutura do
tipo frame. As matrizes espaciais do modelo, matriz de massa e rigidez foram obtidas através do
método de elementos finitos e as respostas foram simuladas utilizando modelo de espaco de
estado. A metodologia proposta apresentou também bom desempenho para dados de resposta
moderadamente contaminados com ruido, sem comprometimento da qualidade da identificacao.

A utilizagdo de modelos simulados mostrou-se importante para o aprendizado e a avaliacao
da técnica, visto que na simulagdo € possivel conhecer os valores exatos dos parametros modais

do sistema e utiliza-los como referéncia, o que possibilitou realizar uma comparagdo quantitativa
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com os dados estimados. Adicionalmente, adquiriu-se confianga na utilizacdo da técnica
proposta. Trés situagdes distintas foram discutidas: quando a estrutura ¢ excitada apenas com
ruido branco, quando existe um componente harmdnico bem separado das freqiiéncias naturais
adicionado a excitacdo, e quando o componente harmoénico coincide com alguma freqiiéncia
natural.

Na primeira situagdo, o método SSI identificou corretamente os parametros modais
utilizando somente o sinal de resposta do sistema como dado de entrada. A discrepancia com
rela¢do aos dados de referencia foi da ordem de 0,59% para as freqiiéncias naturais e 29,3% para
os coeficientes de amortecimento.

Na segunda situacdo, a técnica continuou a apresentar bons resultados. Entretanto, passou
a estimar um modo adicional quando o harménico nio coincidia com nenhum modo. J& na
terceira situagdo, estimou erroneamente um modo quando este teve sua freqiiéncia coincidida
com a freqiiéncia do componente harmonico.

Quando o harmoénico nao coincide com nenhuma freqiiéncia natural, mesmo quando a
freqiiéncia dele ¢ proxima a uma freqiiéncia natural do sistema, a extragdo deste com um filtro
rejeita-banda, permite que os resultados obtidos voltem a estar dentro de uma faixa aceitavel,
mesmo alterando um pouco a precisdo no calculo do amortecimento. J4 no caso em que a
freqiiéncia do harmonico coincide com uma freqiiéncia natural, a estimativa desta freqliéncia
passa a ser bastante prejudicada, principalmente quanto a estimativa do modo de vibrar.

O trabalho apresenta ainda um método complementar capaz de identificar possiveis
componentes harmonicos presentes no sinal de resposta, o qual é baseado na fungido densidade de
probabilidade dos sinais filtrados contendo apenas um modo (natural ou operacional). Pelo
formato da curva de densidade de probabilidade pode-se identificar se o pico sob andlise
corresponde a um modo natural ou operacional.

A técnica de identificacdo ¢ extremamente sensivel ao nimero de pontos do sinal de
resposta. De fato, a identificacdo estocastica requer um grande numero de instantes de tempo
observados.

As medidas de aceleragdo sdo tomadas diretamente no dominio do tempo, sem a
necessidade de realizar transformagdes para outros dominios. Com esta técnica ndo ha

necessidade de uso de analisadores espectrais.
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Com relacdo aos testes experimentais da estrutura Frame, o primeiro passo realizado foi a
utilizagdo de métodos classicos de analise modal (ERA e Ibrahim) para identificagdo dos
parametros modais. Este procedimento foi usado ndo s6 para se obter pardmetros comparativos,
como também para adquirir conhecimento e experiéncia na aquisi¢do de dados de uma estrutura
real. Esta etapa possibilitou avaliar todas as condi¢des do experimento e apontar aquelas que
comprometeriam a identificagdo.

Juntamente com os testes experimentais também foi criado o modelo de elementos finitos
da estrutura, que foi utilizado como subsidio na montagem do aparato experimental, e
posteriormente, usado na verificacdo e avaliagdo dos dados obtidos na modelagem experimental.

Os parametros modais identificados a partir do método de elementos finitos sao utilizados
como referéncia, o que permite estabelecer uma variagao na identificagdo dos pardmetros modais
utilizando tanto os métodos classicos como o método proposto. Esta comparacdo permite
estabelecer os desvios encontrados nos diferentes métodos de identificacao.

Os resultados mostrados sao bastante promissores, pois os parametros modais do sistema
estimados pelo método SSI (utilizando apenas as respostas medidas) tém praticamente a mesma
ordem de precisdo dos resultados obtidos com a analise modal classica ERA e Ibrahim. Isto
demonstra que a metodologia poderia ser aplicada na identificagdo de estruturas reais, usando
somente as respostas.

Os resultados obtidos e a experiéncia adquirida no desenvolvimento deste trabalho
permitem propor algumas adaptagdes e aplicagdes relevantes para trabalhos futuros:
1- Avaliagdo da potencialidade da técnica para outros tipos de excitagdo como, por exemplo,

a excitagao utilizando um martelo (excitagdo impulsiva);

2- Aplicagdo da metodologia para dados obtidos em condi¢des reais de operacao (Testes de

Andlise Modal em campo).
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ESTADOS DO FILTRO KALMAN

O objetivo do filtro de Kalman ¢ produzir um preditor 6timo para o vetor de estado X,
fazendo uso das observagdes das respostas nos tempos anteriores a kK + 1, possibilitando assim a
avaliacdo das matrizes do sistema e da covaridncia do ruido. Estes preditores 6timos sao
denotados por ()?k+1). Quando o estado inicial estimado X, =0, a covariancia inicial do estado
estimado, P, EE[)?O)?g ]: 0 e as medidas de resposta (Yo, Y1, ..., Yk) s@0o conhecidas, os estados
estimados do filtro de Kalman X,,, sdo definidos pelas seguintes formulas recursivas, que

expressam o sistema de matrizes, a matriz ganho do filtro de Kalman (Ky¢) e a matriz de

covariancia do estado (Py+1):

Ko = AR + Kk(yk _C)A(k) (1
K,=(G-APCT)-(A,-CPCT)" @)
R =ARA +(G-ARCT) (3, ~CRCT]" (G- ARCT] ®)

Os estados estimados do filtro de Kalman s3o agrupados na forma de seqiiéncia de estados

do filtro de Kalman, que sera utilizada pelo algoritmo de identificacao:

X

i ()’Zi K- Xiy i )e R™ 4)

Os algoritmos de subespacos aplicam-se somente para processos lineares e ndo iterativos.
A partir das medidas da resposta, os estados do filtro de Kalman sdo obtidos usando projec¢des do
espacgo de linhas das saidas futuras no espaco de linhas das saidas passadas. Uma vez que esses
estados sdo conhecidos, os sistemas de matrizes sdo determinados pela solu¢do de um problema
de minimos quadrados linear. Isto deixa clara a importancia dos estados de Kalman na

Identificacdo Estocastica de Subespacos.
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