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Resumo
Na primeira parte deste trabalho, propomos um modelo de 
res
imento 
om-petitivo de agregados em redes 
omplexas para simular a propagação de idéias ouopiniões em 
omunidades. Investigamos 
omo as distribuições de tamanhos de agre-gados variam 
om a topologia de 
onstrução da rede e 
om o número de sementesaleatoriamente dispersas na estrutura. Para tal, analisamos redes do tipo de Erdös-Rényi, redes de 
ontato preferen
ial e a 
hamada rede Apoloniana. Esta últimaapresenta distribuições de tamanho de agregado em forma de uma lei de potên
ia

P (n) ∼ n−α 
om um expoente α ≈ 1.0, onde n é o tamanho do agregado. Resultadossimilares são observados 
om as distribuições obtidas para as frações de votos por
andidato às eleições propor
ionais para deputados no Brasil. Na segunda parte,analisamos o 
omportamento temporal da atividade neural em redes 
om 
ara
te-rísti
as de mundo pequeno e em redes 
onstruídas segundo o modelo do 
ontatopreferen
ial. Nesta primeira topologia, estudamos 
omo a série temporal se 
om-porta 
om a variação do al
an
e das 
onexões. Em ambas as topologias, observamosa formação de períodos e investigamos 
omo estes variam 
om o tamanho da rede.



Abstra
t
The pro
ess by whi
h new trends and ideas propagate in so
ial 
ommunities 
anhave a profound impa
t in the life of individuals. To understand this pro
ess, weintrodu
e a 
ompetitive 
luster growth model in 
omplex networks. In our model,ea
h 
luster represents the set of individuals with a 
ertain opinion or preferen
e. Weinvestigate how the 
luster size distribution depends on the topology of the networkand how it is a�e
ted by the number of initial seeds dispersed in the stru
ture. Westudy our model using di�erent network models, namely, the Erdos-Renyi geometry,the preferential atta
hment model, and the so-
alled Apollonian network. Thislast 
omplex geometry displays a 
luster size distribution that follows a power-law

P (n) ∼ n−α with an exponent α ≈ 1.0, where n is the 
luster size. Similar resultshave been obtained for the distributions of number of votes per 
andidate in theproportional ele
tions for federal representation in Brazil. In the se
ond part ofthis work, we investigate the temporal behavior of neural networks with small worldtopology and in networks built a

ording to the preferential atta
hment model. Inthe �rst 
ase we study the e�e
t of the range of 
onne
tions on the behavior of thetime series. In both topologies, we dete
t the existen
e of 
y
les and investigate howtheir periods depend on the size of the system.
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2
Introdução

Sistemas 
om interações simples entre seus elementos 
onstituintes, mas 
ommuitos graus de liberdade, podem exibir morfologias 
ompli
adas e apresentar 
om-portamentos dinâmi
os intrin
ados, tais 
omo fenomenologias emergentes, avalan-
hes, 
riti
alidade e leis de es
ala (BAK, 1996). Quando tratamos 
om estes sistemas,usualmente denominados sistemas 
omplexos, há sempre a expe
tativa de que existaum número pequeno de �leis bási
as� governando a essên
ia do 
omportamento glo-bal do fen�meno em estudo. É neste 
ontexto que alguns sistemas 
omplexos podemser 
ompreendidos em termos de leis de es
ala (STANLEY, 1999). Neste 
aso, diz-seque o sistema é invariante de es
ala, ou seja, há a dependên
ia de uma determinadagrandeza 
om algum parâmetro relevante na forma de uma lei de potên
ia.Nestas 
ir
untân
ias, o 
on
eito de universalidade impli
a que diferentes fen�-menos invariantes de es
ala o
orrendo na natureza, podem ser 
lassi�
ados em umnúmero 
omparativamente pequeno de 
lasses, usualmente de�nidas pelos expoentesde suas leis de es
ala. Esse 
on
eito permite que sistemas mais 
ompli
ados possamser des
ritos por modelos simples, desde que os ingredientes mínimos ne
essáriospara de�nirem a sua 
lasse de universalidade estejam presentes na formulação.Um dos desa�os no estudo de sistemas 
omplexos 
onsiste em modelar a naturezadiversa dos seus 
onstituintes e a intrin
ada estrutura das suas interações. Entreas té
ni
as usadas 
om maior su
esso para estudar os sistemas 
omplexos estão osmodelos dis
retos baseados em agentes. Nesses modelos, os agentes podem o
uparum número �nito de estados e o sistema evolui em passos dis
retos de tempo. A 
adapasso, todos os agentes usam alguma regra para de
idir que estado irão assumir nopróximo passo. Cada agente está 
one
tado a um pequeno grupo de outros agentesno sistema, os vizinhos. A regra de evolução de um determinado agente é des
rita poruma função, que toma 
omo parâmetro os estados de seus vizinhos. Tipi
amente,o sistema evolui de forma sín
rona, atualizando os estados de todos os agentes ao



Introdução 3mesmo tempo.A simpli
idade e liberdade na de�nição das regras de interação �zeram dessesmodelos dis
retos uma ferramenta ideal para o estudo de diversos sistemas 
om-plexos. Nessa linha de abordagem, um dos modelos mais estudados é o 
hamadoaut�mato 
elular. Tipi
amente, nesse tipo de modelo os agentes são dispostos emuma rede regular e todos usam a mesma regra de evolução. Aut�matos 
elularesforam empregados no passado 
omo um modelo para o estudo de sistemas 
aóti
os,auto-organização e 
omputação emergente. Apesar do su
esso dos aut�matos 
elula-res 
omo um modelo para sistemas des
entralizados, a estrutura regular, 
om todosos agentes exe
utando a mesma função e 
om as interações de�nidas em uma redeperiódi
a, é propriedade que por si só induz uma ordem global e que não se esperaobservar em sistemas reais. No universo dos modelos dis
retos, o extremo oposto àestrutura regular dos aut�matos 
elulares é o
upado pelo 
hamado modelo das redesBooleanas. Nas redes Booleanas a estrutura das interações é de�nida aleatoriamentee 
ada agente usa uma regra de evolução diferente. Redes Booleanas foram propos-tas ini
ialmente 
omo um modelo para redes de regulação genéti
a, mas já foramusadas em sistemas tão variados 
omo interações em grupos so
iais, evolução e redesneurais. Esse modelo exibe várias propriedades observadas em sistemas reais, umadas mais intrigantes provavelmente sendo uma transição entre uma fase ordenada euma 
aóti
a. Na fase ordenada, o sistema evolui para atratores que 
onsistem deestados �xos ou pequenos 
i
los. Na fase 
aóti
a, os atratores 
onsistem de grandes
i
los, 
ujo 
omprimento varia exponen
ialmente 
om tamanho do sistema.Neste trabalho utilizaremos uma 
lasse de modelos para sistemas 
omplexosonde as leis de es
ala e o 
on
eito de universalidade prati
amente ditam a sistemá-ti
a de sua abordagem. Como veremos, as denominadas redes 
omplexas servem
omo paradigma para os mais diferentes sistemas. Uma vez que essas redes sãomodelos plausíveis para 
ara
terizar a natureza das interações que regem algunssistemas 
omplexos (STROGATZ, 2001), o estudo e a 
ara
terização de suas proprie-dades é fundamental para a des
rição de tais sistemas. Por exemplo, sabe-se que a
one
tividade de vários sistemas 
omplexos é notadamente an�mala, seguindo umadistribuição de probabilidade na forma de uma lei de potên
ia. Esse tipo de sistemapode, então, ser modelado pela regra do 
ontato preferen
ial (BARABÁSI; ALBERT,1999). Observa-se que neste de redes, os nós mais 
one
tados determinam a 
one
-



Introdução 4tividade global da estrutura (ALBERT; JEONG; BARABÁSI, 2000) e 
ontrolam umasérie de pro
essos dinâmi
os. Uma outra propriedade observada, é a 
ara
terísti
ade mundo pequeno. As redes de mundo pequeno têm a propriedade de que a dis-tân
ia média entre qualquer par de nós da rede, medida pelo número mínimo de
onexões que separam os nós, é propor
ional ao logaritmo do número total de nós.Outra propriedade de grande interesse em redes 
omplexas é um valor relativamentealto para o 
hamado 
oe�
iente de agregação.Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 1, apresen-tamos uma revisão sobre alguns dos prin
ipais 
on
eitos da estatísti
a de redes
omplexas. São des
ritos os modelos de rede de Erdös e Rényi, de mundo pequeno,de 
ontato preferen
ial e de Apol�nio. Mostramos então algumas das propriedadesobservadas empiri
amente em redes reais e um breve históri
o sobre redes neurais.No Capítulo 2, introduzimos um modelo de 
res
imento 
ompetitivo de agregadosem redes 
omplexas utilizando modelos de rede de Erdös e Rényi, de 
ontato pre-feren
ial e de Apol�nio. Mostramos 
omo a topologia 
om que a rede é 
onstruídainterfere na formação dos agregados. Constatamos que as distribuições obtidas se-gundo o modelo de Apol�nio são similares às distribuições obtidas para as fraçõesde votos por 
andidato observada nas eleições propor
ionais no Brasil (COSTA et al.,2002). No Capítulo 3, abordamos um problema dinâmi
o envolvendo a evoluçãotemporal da atividade neural em redes 
om estruturas regulares e desordenadas.Observamos, em alguns 
asos, a existên
ia de formação de períodos nas séries tem-porais desta atividade, e investigamos 
omo a transição da estrutura de 
onstruçãoda rede in�uen
ia na formação destes períodos. Para tal análise, por exemplo, vari-amos a probabilidade de realo
ação no modelo de rede de Watts-Strogatz (WATTS;STROGATZ, 1998), que também de�ne a aleatoriedade das 
onexões entre os seusnós. Outro aspe
to abordado, diz respeito à forma 
omo o tamanho da rede in-terfere na formação dos períodos. Adi
ionalmente, um estudo similar é feito pararedes 
onstruídas segundo o modelo do 
ontato preferen
ial. Finalmente, no Capí-tulo 4, apresentamos nossas 
on
lusões sobre todos os resultados obtidos, bem 
omoalgumas perspe
tivas para trabalhos futuros.



5
1 Redes Complexas
1.1 IntroduçãoA modelagem de redes 
omplexas tem sido o fo
o de muitos trabalhos re
entesem me
âni
a estatísti
a para a representação de sistemas físi
os, quími
os, biológi-
os e até mesmo so
iais. Neste 
apítulo, estudaremos as propriedades estatísti
as dealgumas redes 
omplexas, introduzindo os 
on
eitos ne
essários para a 
onstrução eentendimento destas, 
omo a teoria dos grafos, a distribuição de 
one
tividade, a dis-tân
ia média e o 
oe�
iente de agregação. Em seguida, des
reveremos a experiên
iade Stanley Milgram, que propõe o famoso �seis graus de separação�. Dis
utiremostambém, a topologia de algumas redes reais, 
omo por exemplo, WWW e redesmetabóli
as. Por �m, faremos um breve históri
o sobre redes neurais.1.2 Teoria dos grafos e o modelo de Erdös-RényiPodemos de�nir um grafo G = (V, E) (DIESTEL, 2000) 
omo um par de 
on-juntos V e E que satisfaz E ⊆ [V ]2, onde 
ada elemento de E é formado por doiselementos de V . Gra�
amente, os elementos do 
onjunto V representam os sítios,e os elementos do 
onjunto E representam as ligações entre os sítios. Podemosvisualizar um exemplo de um grafo na Fig. 1.Com o 
onhe
imento da teoria dos grafos e 
om o surgimento do interesse noestudo de redes 
om topologia 
omplexas, Paul Erdös e Alfréd Rényi (ERDÖS; RÉNYI,1959) propõem um modelo, no qual, um sistema 
om N nós, onde 
ada nó pode se
one
tar a outro randomi
amente 
om uma probabilidade ξ, 
riando um grafo 
om
ξN(N − 1)/2 
onexões.
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Figura 1: Representação de um grafo 
om o 
onjunto V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} e o 
onjunto
E = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 4}, {5, 7}}.Para o melhor entendimento de problemas que envolvem sistemas 
om um nú-mero elevado de elementos, é ne
essário a introdução de algumas de�nições:1.2.1 Distribuição de Cone
tividadeA distribuição de 
one
tividade, p(k), representa a probabilidade de um nó teruma 
one
tividade k. A probabilidade de pi(ki), de que um determinado nó i tenhaum número ki de 
onexões é dada pelo binomial,

pi(ki) = Cki

N−1ξ
ki(1 − ξ)N−1−ki (1.1)pois o nó i pode estabele
er até N −1 
onexões, sendo que a probabilidade de que kidessas 
onexões existam é ξki, a probabilidade de que as demais N −1−ki 
onexõesestejam ausentes é (1 − ξ)N−1−ki, e Cki

N−1 é o número de diferentes 
ombinações emque as 
onexões podem ser distribuídas. No limite em que N vai a in�nito, a formabinomial se aproxima da distribuição de Poisson,
p(k) ≈ e−〈k〉 〈k〉k

k!
, (1.2)onde 〈k〉 = ξN é a 
one
tividade média. Isso mostra que, apesar da distribuiçãoaleatória de 
onexões, a rede é homogênea, ou seja, os nós têm, aproximadamente, omesmo número de 
onexões, e 
omo o número total de 
onexões da rede é limitado,
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one
tividade dos nós não são variáveis independentes.1.2.2 Distân
ia MédiaA distân
ia entre dois nós é de�nida 
omo o número mínimo de 
onexões que osseparam. A distân
ia média l é a média das distân
ias entre todos os pares de nós.Eventualmente, se a probabilidade ξ de 
onexão for su�
ientemente pequeno, podea
onte
er de não existir um 
aminho 
one
tando dois nós; neste 
aso, a distân
iaentre eles é in�nita. Quando isto o
orre, a distân
ia média toma apenas os pares denós em um mesmo agregado 
ompletamente 
one
tado. Em média, 
ada nó tem 〈k〉primeiros vizinhos. Cada um desses tem 〈k〉 vizinhos, resultando em 〈k〉2 segundosvizinhos, 〈k〉3 ter
eiros vizinhos, e assim por diante. Se o número N de nós de umarede for su�
ientemente grande, ln(N) ≫ 〈k〉, o número de nós a uma distân
ia l
ontinua 
res
endo exponen
ialmente até que, eventualmente, o número de vizinhosa uma distân
ia l �
a da ordem do tamanho da rede, N . Nesta 
ondição, a distân
iamédia deve 
res
er logaritmi
amente 
om o tamanho da rede,
l ∼ lnN

ln〈k〉 . (1.3)
1.3 Redes de Mundo Pequeno: uma nova topologiaEm 1967, o so
iólogo e psi
ólogo ameri
ano, Stanley Milgram (MILGRAM, 1967)realizou uma experiên
ia 
om o intuito de veri�
ar o grau de ligação entre as pes-soas. A experiên
ia 
onsistia em es
olher 150 pessoas em Wi
hita, Kansas, Omahae Nebraska, e 
ada uma delas re
ebia uma 
arta 
ontendo instruções espe
í�
as ex-pli
ando o experimento. Basi
amente teriam que fazer 
hegar um envelope a umapessoa, que deveria ser des
onhe
ida, 
hamada de pessoa-alvo, lo
alizada em Bos-ton. Na Fig. 2 mostramos o mapa norte ameri
ano para ilustrar a distân
ia entreas lo
alidades.
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Figura 2: Mapa dos Estados Unidos mostrando (a) origem das 
artas e (b) lo
al onde apessoa-alvo se en
ontrava.O 
onteúdo de 
ada envelope era:1. O nome, e a informação que a pessoa-alvo era 
orretor em Boston.2. Algumas regras, 
omo por exemplo: �se vo
ê não 
onhe
e diretamente a pessoa-alvo, repasse o do
umento para um amigo que tenha uma possível relação 
omo alvo�.3. Para registrar o per
urso, 
ada intermediário deve assinar seu nome. Isto éimportante, pois evita que o envelope volte para a mesma pessoa, e podemosrastrear de quem partiu o envelope.Várias 
artas foram perdidas, e nun
a 
hegaram, mas as que 
hegaram nãotiveram mais que 6 amigos intermediários. Tal resultado, 
onhe
ido 
omo �seisgraus de separação�, nos revela que pessoas aparentemente des
onhe
idas têm umagrande probabilidade de possuírem, em um 
erto grau, amigos em 
omum que asaproximem.



1.4 O Modelo de Watts-Strogatz 91.4 O Modelo de Watts-StrogatzAs primeiras tentativas de expli
ar os �seis graus de separação� 
onsistiam exa-tamente em supor um 
aráter aleatório para os grafos de 
olaboração (RAPOPORT,1957), não levando em 
onta o fato das pessoas possuírem um nú
leo de amizadeslo
ais, onde vários amigos são amigos em 
omum, a
res
idos de alguns amigos dis-tantes, que neste 
aso, se 
omportam 
omo 
onexões aleatórias. Assim, deveríamosesperar que os grafos possuíssem um 
erto grau de regularidade lo
al, isto é, umaregião onde o grafo se assemelha a uma rede regular. Para tal situação, re
ente-mente Dun
an Watts e Steven Strogatz (WATTS; STROGATZ, 1998) propuseram ummodelo de rede que nada mais é do que uma interpolação entre uma rede regular eum grafo aleatório.A 
onstrução da rede Watts-Strongatz (WS ) é realizada de maneira simples atravésdo seguinte algoritmo:1. Construir um grafo regular, por exemplo, um anel unidimensional 
om ligaçõesentre primeiros e segundos vizinhos, de modo que o número de 
onexões sejaigual a k = 4.2. Com probabilidade p, probabilidade de realo
ação, tro
ar a ligação, Lvv′ poruma ligação aleatória Lvv′′ , onde v′′ é um sítio sorteado aleatoriamente, Fig. 4.Assim, a probabilidade de realo
ação nos diz qual é a probabilidade de fazeruma tro
a de ligação. Para p = 0, nenhuma tro
a é feita, já para p = 1, haverátro
a.3. Repetir o item anterior (passo 2) para todas as ligações da rede.Atavés deste algoritmo, �
a 
lara a possibilidade de interpolação entre uma estruturaregular, ou seja, 
om valor da probabilidade p = 0, e uma estrutura aleatória, 
om
p = 1. Para pequenos valores de p temos uma estrutura 
om vizinhança bemde�nida, 
om ex
eção de alguns �defeitos�, que são regiões onde existem sítios 
omligações de longo al
an
e. Para quanti�
ar esses defeitos, torna-se ne
essária aintrodução do 
on
eito de 
oe�
iente de agregação Ca, o qual de�ne a tendên
iada rede formar pequenos 
i
los. Em outras palavras, se dois nós i e j têm pelo
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Figura 3: Modelo de rede Watts-Strongatz: a)Ini
ialmente temos uma rede regular 
om20 nós, sendo 
ada nó ligado aos seus 4 primeiros vizinhos. b) Alteramos o valor de p,entre 0 e 1, 
) até 
hegarmos em p = 1, onde a tro
a das ligações é feita de forma aleatória.menos um vizinho em 
omum, Ca é a probabilidade de que i e j sejam 
one
tados.Em redes de relações so
iais, por exemplo, as 
onexões entre pessoas se ini
iam,normalmente, através de 
onhe
idos em 
omum. Se tomarmos 
omo parâmetro a
one
tividade média, temos que o 
oe�
iente de agregação vai a zero para grandesredes, Ca = ξ = 〈k〉/N .

Figura 4: Tro
a de uma ligação de uma rede do tipo WS. O nó v está ligado ini
ialmenteao nó v′. Com a tro
a aleatória da ligação v é ligado diretamente ao nó v′′Mostramos na Fig. 5 que a distân
ia média l de
ai rapidamente 
om a adiçãode pou
as ligações de longo al
an
e, enquanto C permane
e 
om valor alto por umamplo intervalo de p.Para a probabilidade de realo
ação igual a zero, p = 0, ou seja, uma rede regular,
ada sítio tem a mesma 
one
tividade k. À medida que essa probabilidade aumenta,a distribuição de 
one
tividade P (k) torna-se uma 
urva que 
ontinua 
om um pi
o
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Figura 5: Menor 
aminho médio e Coe�
iente de agregação para modelos de rede WS
om N = 104. Os dados são normalizados pelos valores de L(0) e C(0) para uma rederegular. Observe a queda a
entuada do menor 
aminho médio para pequenos valores de p,
orrespondendo a um 
omportamento 
ara
terísti
o da 
lasse de redes de mundo pequeno.Durante esta queda, C permane
e quase 
onstante, indi
ando que a transição para a redede mundo pequeno é quase imper
eptível a nível lo
al. Figura retirada de (ALBERT;BARABÁSI, 2002)em torno da 
one
tividade média, 〈k〉, mas que de
ai rapidamente para valores dek afastados de 〈k〉.A Fig. 6 mostra a distribuição de 
one
tividade para uma rede WS 
om N = 104e < k >= 6. Com o 
res
imento da probabilidade de realo
ação, a largura da 
urvaaumenta, 
onvergindo para uma distribuição de 
one
tividade obtida pelo modelode ER para p(k) = 〈k〉/N .
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Figura 6: Distribuição de 
one
tividade do modelo WS 
om N = 104 e 〈k〉 = 6 para
p = 0.0 (
ír
ulo), p = 0.1 (quadrado) e p = 0.3 (triâgulo).1.5 O modelo do 
ontato preferen
ialAs redes aleatórias têm distribuição de 
one
tividade Poissoniana, 
om um valor
ara
terísti
o para a 
one
tividade. No 
aso de uma distribuição em lei de potên
ia,não há valor 
ara
terísti
o. Na práti
a, a 
one
tividade dos nós só é limitada pelonúmero �nito de 
onexões. Por essa razão, as redes que têm esse tipo de distribuiçãosão 
hamadas redes sem es
ala (s
ale-free networks).Como diferentes redes reais apresentam distribuições em lei de potên
ia, podeexistir um me
anismo universal que leva as redes a tomarem esta forma. O modelodo 
ontato preferen
ial (BARABÁSI; ALBERT, 1999) propõe que esse 
omportamentoemerge da dinâmi
a de evolução da rede. As seguintes regras 
onstituem este mo-delo:(i) A rede deve ser 
onstruída em um pro
esso de 
res
imento. Neste 
aso, a redeparte de um número pequeno m0 de nós, todos 
one
tados entre si. Em seguida,outros nós são introduzidos um a um. Cada nó introduzido deve se 
one
tar a m
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Figura 7: Uma rede gerada pelo modelo do 
ontato preferen
ial. Ilustração retiradade Strogatz (STROGATZ, 2001)nós já presentes na rede.(ii) Ao estabele
erem novas 
onexões, os nós bus
am, preferen
ialmente, os nós mais
one
tados. Mais pre
isamente, a probabilidade Πi de uma 
onexão ser dirigida aum nó i é propor
ional à sua 
one
tividade ki,
Π(ki) =

ki
∑

j kj
, (1.4)onde o termo no denominador é a soma das 
one
tividades de todos os nós, que é
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ontato preferen
ial 14introduzido para normalizar a probabilidade. Como 
ada 
onexão liga dois nós, otermo de normalização é identi
o ao dobro do número de 
onexões.1.5.1 A equação mestra da evolução da redePara demonstrar que esse modelo simples leva, naturalmente, a uma distribuiçãode 
one
tividade em lei de potên
ia, vamos estudar a evolução da população Sk(N)de nós 
om 
one
tividade k, numa rede 
om um número S de nós. Quando um novonó entra na rede, o valor de Sk deve mudar segundo (DOROGOVTSEV; MENDES;SAMUKHIN, 2000; KRAPIVSKY; REDNER; LEYVRAZ, 2000)
Sk(N +1) = Sk(N)+m

k − 1
∑

k′ k′Sk′(N)
Sk−1(N)−m

k
∑

k′ k′Sk′(N)
Sk(N)+δk,m. (1.5)A primeira par
ela da Eq. (1.5) dá 
onta dos nós que já tinham 
one
tividade k narede de tamanho N − 1. A segunda par
ela é referente à probabilidade de que umnó 
om 
one
tividade k− 1 re
eba uma 
onexão e seja promovido para a população

Sk. O ter
eiro termo subtrai os nós 
om 
one
tividade k que re
ebem mais uma
onexão. O último termo a
res
enta o novo nó que entra na rede 
om m 
onexões.A probabilidade de um nó ter 
one
tividade k é, simplesmente, p(k, N) =

Sk(N)/N . Vamos, agora, determinar a forma de p(k) no limite em que N vai ain�nito. Neste limite, o número total de 
onexões no sistema pode ser aproximadopor mN , e o termo de normalização, portanto, �
a 2mN .Temos, então,
p(k) =

k − 1

2
p(k − 1) − k

2
p(k) + δk,m, (1.6)que leva a

p(k) =
k − 1

k + 2
p(k − 1) (1.7)e

p(m) =
2

m + 2
. (1.8)
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ial 15resultando, �nalmente, em
p(k) =

2m(m + 1)

k(k + 1)(k + 2)
. (1.9)No limite em que k vai ao in�nito, essa solução é levada a uma lei de potên
ia

p(k) ∼ k−γ 
om o expoente γ = 3.1.5.2 O tratamento 
ontínuoUm outro meio de determinar a forma da distribuição de 
one
tividade no mo-delo do 
ontato preferen
ial é através do tratamento 
ontínuo (BARABÁSI; ALBERT,1999). Neste tratamento, rela
iona-se a 
one
tividade média dos nós, 〈ki〉, 
om oinstante i em que o nó é introduzido na rede. Para isso, podemos expressar a taxa
om que a 
one
tividade média do nó 
res
e 
om o tamanho da rede na forma
∂〈ki〉
∂S

= mΠ(〈ki〉). (1.10)Usando a forma do 
ontato preferen
ial (1.4), obtemos
∂〈ki〉
∂S

=
〈ki〉

∑

j kj
. (1.11)A solução de (1.11) deve satisfazer à 
ondição ini
ial de que o nó entrou na redeno instante i 
om 
one
tividade m. Como 
ada nó introduz m 
onexões à rede, nolimite assintóti
o a 
onstante de normalização pode ser tomada 
omo

∑

j

kj ∼ 2mN. (1.12)Dessa forma, a solução de (1.11) deve ser
〈ki〉 = m

(

N

i

)β

, (1.13)onde β = 1/2.
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amento exponen
ial da distribuição de 
one
tividade 16Neste ponto, vamos determinar a probabilidade P (k) para que um nó tenha
one
tividade maior que k. Podemos esperar que os nós que atingiram a 
one
tivi-dade k sejam aqueles que entraram primeiro na rede. Usando a Eq. 1.13, podemosdeterminar que, numa rede de tamanho N , os nós 
ujas 
one
tividades superem kdevem ser aqueles introduzidos antes do instante i = m1/βN/k1/β . Fazemos, então,a asso
iação de P (k) 
om a fração da rede formada pelos nós introduzidos antes doinstante i,
P (k) ∝

(m

k

)1/β

. (1.14)A função P (k) é uma distribuição a
umulada e pode ser rela
ionada 
om a distri-buição de 
one
tividade,
ρ(k) = −∂P (k)

∂k
∝ m1/β

β
k−1−1/β . (1.15)Chegamos, assim, a uma distribuição em lei de potên
ia 
om expoente γ =

1 + 1/β = 3, em 
on
ordân
ia 
om o resultado en
ontrado através da equaçãomestra na Seção 1.5.1.1.6 O trun
amento exponen
ial da distribuição de
one
tividadeA solução da Eq. 1.9 é exata no limite em que o tamanho da rede S vai a in�nito.Soluções para tamanhos de rede �nitos podem ser obtidas iterando a equação (1.5)numeri
amente. A Fig. 8 mostra a distribuição de probabilidade a
umulada paradiferentes tamanhos de rede. A distribuição a
umulada é de�nida 
omo
P (k) =

∞
∑

k′=k

p(k′) (1.16)e deve de
res
er segundo uma lei de potên
ia 
om expoente α = γ−1 = 2. A Fig. 8mostra que, mesmo em tamanhos �nitos, a distribuição segue o 
omportamento emlei de potên
ia. No entanto, o tamanho �nito da rede restringe o número máximo
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Figura 8: Distribuição a
umulada de 
one
tividade para diferentes tamanhos derede. Observamos que as distribuições seguem um 
omportamento em lei de potên-
ia, P ∝ k−α, seguido de um trun
amento exponen
ial. A posição do trun
amentodepende do tamanho da rede.de 
onexões. A
ima de um 
erto valor, a distribuição muda para um de
aimento dotipo exponen
ial1. Nota-se, na Fig. 8, que a posição do trun
amento exponen
ialmove-se para maiores valores de k quando a rede 
res
e.A partir do resultado do tratamento 
ontínuo, pode-se 
ompreender 
omo otrun
amento depende do tamanho da rede. Vimos que a 
one
tividade de um nó
res
e segundo (i/S)β. Os nós mais 
one
tados, portanto, estão provavelmente entreaqueles presentes nos primeiros momentos da rede, i ≈ 1. Portanto, a probabilidadede en
ontrar um nó 
om mais que Sβ 
onexões, deve ir rapidamente a zero, ou seja, oexpoente β = 1/α 
ontrola a posição do trun
amento exponen
ial. A Fig. 9 mostraque, de fato, a posição do trun
amento 
olapsa quando as 
urvas são rees
alonadas1De fato, pode-se mostrar que a distribuição apresenta um trun
amento do tipo e−k
2 (DORO-GOVTSEV; MENDES; SAMUKHIN, 2001).
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Figura 9: As mesmas distribuições a
umuladas da Fig. 8 rees
alonadas segundo S1/αde forma a 
olapsar a região de de
aimento exponen
ial.segundo (DOROGOVTSEV; MENDES; SAMUKHIN, 2001; KRAPIVSKY; REDNER; LEY-VRAZ, 2000)
P (k) ≡ SP

(

k

S1/α

) (1.17)A posição do trun
amento exponen
ial determina o número máximo de 
onexõesque um nó pode atingir em uma rede gerada pelo modelo do 
ontato preferen
ial.Essa informação é relevante porque esses nós mais fortemente ligados formam umesqueleto que a
essa toda a rede. Foi mostrado que a 
one
tividade global da redeé fortemente sensível à eliminação dos maiores nós (ALBERT; JEONG; BARABÁSI,2000).Diferentes efeitos observados em redes reais podem afetar a posição do trun-
amento (AMARAL, 2000b). Por exemplo, a rede formada por aeroportos, onde
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onexões são estabele
idas pelos v�os, apresenta um trun
amento relativamentepequeno. É evidente que um aeroporto tem um limite no número de v�os que 
on-segue re
eber por dia e esse limite estabele
e o valor máximo para a 
one
tividadeindependente do tamanho da rede. O trun
amento é afetado, também, se os nósque entram na rede, ao estabele
erem suas 
onexões, a
essam apenas uma parte darede. Roteadores, por exemplo, devem, mais provavelmente, estabele
er 
onexões
om os outros roteadores �si
amente mais próximos; uma página da internet deveter links para páginas 
om assuntos em 
omum. Pode-se mostrar que, neste 
aso, a
one
tividade em que a
onte
e o trun
amento deve 
res
er logaritmi
amente 
om otamanho da rede (MOSSA; AMARAL, 2002).1.7 Rede ApolonianaModelos determinísti
os de redes 
omplexas podem ser parti
ularmente adequa-dos para 
onstruir redes 
om propriedades topológi
as predeterminadas, por exemploalto grau de agregação, 
ompa
tação, et
. Alguns exemplos de modelos determinís-ti
os de redes sem es
ala foram propostos e usados 
om su
esso para des
rever o
res
imento de redes aleatórias (JUNG; KAHNG, 2001; DOROGOVTSEV; GOLTSEV;MENDES, 2002), mas estes modelos não apresentam a propriedade de serem a
omo-dados em espaços Eu
lidianos. Re
entemente (ANDRADE et al., 2004) introduziramuma nova 
lasse de redes, 
hamadas redes Apolonianas, 
ujas propriedades são:
• podem ser tanto determinísti
as 
omo aleatórias;
• são sem es
ala;
• possuem 
ara
terísti
a de pequeno mundo;
• podem ser a
omodadas em espaços eu
lidianos.Na sua versão determinísti
a, a rede Apoloniana pode ser rela
ionada 
om o pro-blema do empa
otamento de esferas de a
ordo 
om o matemáti
o grego Apol�nio dePerga (BOYD; MATH, 1973). Na sua solução 
lássi
a, ini
ialmente temos três 
ír
ulosque to
am a si mesmos. O espaço entre esses 
ír
ulos é preen
hido por outro 
ír
uloque to
a os três primeiros, formando assim três interstí
ios ainda menores, que são
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hidos da mesma forma, 
omo mostrado na Fig. 10a . A distribuição detamanhos de 
ír
ulos segue uma lei de potên
ia 
om expoente próximo a 1.3 (BOYD;MATH, 1973). De fato, existem muitas outras topologias 
om diferentes dimensõesfra
tais (HERRMANN; MANTICA; BESSIS, 1990). Esse pro
edimento pode tambémser generalizado para dimensões mais altas (BARAM; HERRMANN; RIVIER, 2004).
(b)

2
P

3
P

1
PFigura 10: (a) Formato Apoloniano 
lássi
o, (b) Rede Apoloniana, primeira, segundae ter
eira geração representadas respe
tivamente pelos símbolos©, � e • (ANDRADEet al., 2004).O empa
otamento Apoloniano pode ser utilizado para des
rever empa
otamen-tos densos de grão e foi também usado 
omo um modelo simples para turbulên
ia efragmentação. Cone
tando os 
entros das esferas que se to
am por linhas, obtém-sea rede que no 
aso 
lássi
o da Fig. 10.a, resulta na triangulação 
orrespondente àrede de forças no empa
otamento de Apol�nio. A rede resultante é o que se 
hamauma rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004).E possível notar que a rede Apoloniana é de fato sem es
ala. A Fig. 10b mostraque a 
ada geração n o número de sítios N 
res
e de um fator de três e a 
oordenaçãode 
ada sítio por um fator de dois. Mais pre
isamente, a 
ada geração n(n =

0, 1, 2, ...) existem m(k, n) = 3n, 3n−1, 3n−2, ..., 32, 3, 1, e 3 vérti
es 
om 
one
tividade
k = 3, 3 × 2, 3 × 22, ..., 3 × 2n−1, 3 × 2n, e 2n+1, respe
tivamente, onde o últimonúmero de vérti
es e 
one
tividade 
orresponde aos três 
antos, P1, P2, P3. Devidoà 
ara
terísti
a dis
reta desse espe
tro, é 
onveniente trabalhar 
om a distribuição
umulativa P (k) =

∑

k′≥k m(k′, n)/Nn, onde Nn = 3 + (3n+1 − 1)/2 é o número de



1.7 Rede Apoloniana 21sitions na geração n. É simples mostrar que: P (k) ∝ k1−γ 
om γ = 1 + ln 3/ ln 2 ≈
2.585. A 
ara
terísti
a de pequeno mundo da rede Apoloniana é mostrada na Fig. 11.
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Figura 11: Distân
ia média entre dois nós L 
omo função do numero de nós N . Alinha sólida é um guia para os olhos e tem uma in
linação 3/4. O detalhe mostraem papel semilog o 
oe�
iente de agregação C 
omo função de N . A linha tra
ejadamostra o valor observado para grandes redes C = 0.828.É observado que l ∝ (ln N)β, 
om β ≈ 3/4. Este é um novo 
omportamente entre omundo pequeno, l ∼ ln N , e ultra pequeno, l ∼ ln(lnN) (ADLER, 1985; AMARAL,2000a). Uma segunda propriedade 
ara
terizando uma rede de mundo pequeno é o
oe�
iente de agregação. Foi mostrado por Andrade et. al. (ANDRADE et al., 2004)que no limite de grandes redes o 
oe�
iente 
onverge para 0.828 (ver detalhe naFig. 11). Esse é um valor relativamente alto, quando 
omparado por exemplo 
omo observado para as redes de 
olaboração de atores C = 0.79 (WATTS; STROGATZ,1998). O 
omportamento destas duas propriedades 
ara
teriza o 
enário de pequenomundo (WATTS; STROGATZ, 1998).



1.8 Propriedades observadas em redes reais 221.8 Propriedades observadas em redes reaisVárias redes 
omplexas podem ser 
onstruídas a partir de dados obtidos desistemas reais. Uma revisão sobre as propriedades das redes de diferentes sistemaspode ser en
ontrada em (ALBERT; BARABÁSI, 2002). Nesta seção, vamos apresentaralgumas propriedades observadas em redes de sistemas naturais e arti�
iais.1.8.1 InternetAs informações que trafegam na rede mundial de 
omputadores, a internet, sãodistribuídas por roteadores que determinam para onde 
ada pa
ote de informaçãodeve ir. Um estudo da rede de roteadores (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001a)mostrou que a internet não obede
e uma distribuição de 
one
tividade Poissoniana.De fato, a distribuição de 
one
tividade tem a forma de uma lei de potên
ia p(k) ∼
k−γ , 
om γ = 2.23 (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001a). O 
oe�
iente deagregação, Ca, medido em diferentes momentos entre 1997 e 1999, por exemplo,variou entre 0.18 a 0.3 (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001a), sendo bem maiorque o esperado em uma rede aleatória 
om os mesmos parâmetros, Ca = 0.0001.Mostrou-se, também, que a distân
ia média é da ordem de l ∼ 9.1.8.2 WWWUma outra visão possível da internet 
onsiste em determinar as propriedades darede formada pelas páginas de hipertexto (ALBERT; JEONG; BARABÁSI, 1999). Nestetipo de rede, as 
onexões têm direção, ou seja, é possível determinar o número de
itações em uma página e o número de 
itações para uma página. Analisando a redeformada por mais de 300.000 páginas, veri�
ou-se que, neste 
aso, também se obtémuma distribuição de 
one
tividade em lei de potên
ia, 
om expoente γ = 2.45 parao número de 
itações por página, e γ = 2.1 para o número de vezes que 
ada páginaé 
itada. A distân
ia média observada na rede de páginas da internet é de 
er
ade 16 
onexões (ALBERT; JEONG; BARABÁSI, 1999). O 
oe�
iente de agregação foi
al
ulado 
onsiderando as 
onexões bidire
ionais, resultando em Ca ≈ 0.1, um valortrês ordens de grandeza superior ao esperado em uma rede aleatória.



1.8 Propriedades observadas em redes reais 231.8.3 Redes metabóli
asEm um trabalho re
ente (JEONG et al., 2000) estudou-se a rede 
orrespondenteao metabolismo de 43 diferentes organismos. Os nós da rede são os substratos eas 
onexões são estabele
idas quando esses substratos parti
ipam em uma mesmareação quími
a no organismo. Essa rede tem uma distribuição de 
one
tividade emlei de potên
ia 
om expoente γ entre 2.0 e 2.4, dependendo do organismo, e distân
iamédia l da ordem de 3.3.1.8.4 Outros sistemasMuitos outros sistemas estudados apresentam propriedades semelhantes. O pe-queno valor observado para a distân
ia média em relação ao tamanho dos sistemas é
onsistente 
om o previsto pelo modelo ER. No entanto, as redes reais normalmenteapresentam 
oe�
ientes de agregação bem mais altos que os previstos por esse mo-delo. Outro ponto em que o modelo ER falha é na distribuição de 
one
tividade.Os exemplos mostrados a
ima têm distribuição de 
one
tividade em lei de potên
ia.Esse tipo de distribuição não a
onte
e em todos os sistemas. As redes e
ológi
asformadas pelas 
onexões predador-presa, por exemplo, obede
em uma distribuiçãoexponen
ial (CAMACHO; GUIMERA; AMARAL, 2002). Entretanto, distribuições emlei de potên
ia são observadas em vários sistemas distintos, indi
ando um pro
essouniversal de formação para esse tipo de rede. Também foram observadas distribui-ções em lei de potên
ia nas redes formadas pelas 
olaborações de atores em �lmesde 
inema (BARABÁSI; ALBERT, 1999), na rede de 
olaborações em artigos 
ientí�-
os (NEWMAN, 2001), e na rede de relações sexuais na Sué
ia (LIJEROS et al., 2001),dentre outras.Um exemplo dentro do 
ampo da Físi
a foi observado no mapa de 
onforma-ções em agregados de partí
ulas que interagem via poten
ial Lennard-Jones (DOYE,2002). Esse resultado foi obtido 
onstruindo-se o mapa de 
onformações de um sis-tema de 14 átomos. O mapa apresenta milhares de estados que são mínimos lo
ais.Cada um desses estados é tratado 
omo um nó na rede e as 
onexões são estabele
i-das se existe a possibilidade do sistema seguir diretamente de um mínimo ao outro.A rede 
onstruída dessa forma apresenta uma distribuição de 
one
tividade em lei
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ia 
om expoente γ = 2.78.1.9 Redes NeuraisCon
luímos este 
apítulo introdutório 
om algumas notas históri
as sobre re-des neurais. A era moderna das redes neurais 
omeçou 
om o trabalho pioneirode M
Cullo
h e Pitts (MCCULLOCH; PITTS, 1943). M
Cullo
h foi um psiquiatra eneuroanatomista por treinamento; passou 
er
a de 20 anos re�etindo sobre a re-presentação de um evento no sistema nervoso. Pitts foi um prodígio matemáti
oque se asso
iou a M
Cullo
h em 1942. De a
ordo 
om Rall (1990), o artigo de1943 de M
Cullo
h e Pitts surgiu dentro de uma 
omunidade de modelagem neu-ral em atividade na Universidade de Chi
ago por pelo menos 
in
o anos antes de1943, sob a liderança de Rashevsky. No seu artigo, M
Cullo
h e Pitts des
revemum 
ál
ulo lógi
o das redes neurais que uni�
ava os estudos de neuro�siologia e dalógi
a matemáti
a. Eles supuseram que o modelo formal de um neur�nio deveriaseguir uma lei �tudo ou nada�. Com um número su�
iente dessas unidades simples e
om 
onexões sinápti
as ajustadas apropriadamente e operando de forma sín
rona,M
Cullo
h e Pitts mostraram que uma rede assim 
onstituída realizaria, a prin
í-pio, a 
omputação de qualquer função 
omputável. Este foi um resultado muitosigni�
ativo, sendo re
onhe
ido 
omo o nas
imento das dis
iplinas de redes neu-rais e inteligên
ia arti�
ial. Este trabalho in�uen
iou von Neumann a usar 
havesde atraso idealizadas, derivadas do neur�nio de M
Cullo
h-Pitts na 
onstrução doEDVAC (Ele
troni
 Dis
rete Variable Automati
 Computer) que foi desenvolvido apartir do ENIAC (Ele
troni
 Numeri
al Integrator and Computer) (Aspray e Burks,1986). O ENIAC foi o primeiro 
omputador eletr�ni
o de propósito geral, que foi
onstruído na Es
ola de Engenharia Elétri
a Moore da University of Pennsylvaniade 1943 a 1946. A teoria de M
Cullo
h-Pitts sobre redes neurais formais se desta
oude forma proeminente na segunda das quatro palestras proferidas por von Neumannna University of Illinois em 1949. Em 1948, foi publi
ado o livro �Cyberneti
s�de Wiener, des
revendo alguns 
on
eitos importantes sobre 
ontrole, 
omuni
açãoe pro
essamento estatísti
o de sinais. A segunda edição do livro foi publi
ada em1961, adi
ionando material novo sobre aprendizagem e auto-organização. Neste li-vro, Wiener tenta expli
ar o signi�
ado físi
o da me
âni
a estatísti
a no 
ontexto



1.9 Redes Neurais 25desse assunto, mas foi 
om Hop�eld (mais de 30 anos depois) que se 
onseguiu
onsumar a ligação entre a me
âni
a estatísti
a e os sistemas de aprendizagem.O próximo desenvolvimento signi�
ativo das redes neurais veio em 1949, 
om apubli
ação do livro de Hebb �The Organization of Behavior�, no qual foi apresentadapela primeira vez uma formulação explí
ita de uma regra de aprendizagem �siológi
apara a modi�
ação sinápti
a. Espe
i�
amente, Hebb prop�s que a 
one
tividade do
érebro é 
ontinuamente modi�
ada 
onforme um organismo vai aprendendo tarefasfun
ionais diferentes e que agrupamentos neurais são 
riados por tais modi�
ações.Hebb deu seguimento a uma sugestão anterior de Ramón y Cajál e apresentou oseu agora famoso postulado de aprendizagem, que a�rma que a e�
iên
ia de umasinapse variável entre dois neur�nios é aumentada pela ativação repetida de umneur�nio 
ausada pelo outro neur�nio, através daquela sinapse. O artigo de Ro
hes-ter, Holland, Haibt e Duda (1956) talvez seja a primeira tentativa de usar simulação
omputa
ional para testar uma teoria sobre redes neurais bem formulada 
om baseno postulado de aprendizagem de Hebb; os resultados de simulação relatados na-quele artigo mostram 
laramente que se deve adi
ionar inibição para que a teoriarealmente fun
ione. Naquele mesmo ano, Uttley (1956) demonstrou que uma redeneural 
om sinapses modi�
áveis pode aprender a 
lassi�
ar 
onjuntos simples depadrões binários em 
lasses 
orrespondentes. Uttley introduziu o assim 
hamadoneur�nio �integra e dispara 
om fuga�, o qual foi mais tarde analisado formalmentepor Caianiello (1961). Em um trabalho posterior, Uttley (1979) formulou a hipótesede que a e�
iên
ia de uma sinapse variável do sistema nervoso depende da relaçãoestatísti
a entre os estados �utuantes em ambos os lados daquela sinapse, fazendoassim uma asso
iação 
om a teoria da informação de Shannon. Em 1952, foi publi-
ado o livro de Ashby, �DesignforaBrain: The Origin of Adaptive Behavior�. Estelivro trata da noção bási
a de que o 
omportamento adaptativo não é inato massim é aprendido, e que através da aprendizagem o 
omportamento de um sistemanormalmente evolui. O livro enfatiza os aspe
tos dinâmi
os do organismo vivo 
omouma máquina e o 
on
eito 
orrela
ionado de estabilidade.Em 1954, Minsky es
reveu uma tese de doutoramento em �redes neurais� na Uni-versidade de Prin
eton, intitulada �Theory of Neural-Analog Reinfor
ement Systemsand Its Appli
ation to the Brain-Model Problem�. Em 1961, foi publi
ado um artigode Minsky sobre Inteligên
ia Arti�
ial intitulado �Steps Toward Arti�
ial Intelli-
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e�, este artigo 
ontém uma grande seção sobre o tema que agora é denominadoredes neurais. Em 1967, foi publi
ado o livro de Minsky, Computation: Finite andIn�nite Ma
hines. Este livro, estendeu os resultados de 1943 de M
Cullo
h e Pitts eos 
olo
ou no 
ontexto da teoria dos aut�matos e da teoria da 
omputação. Tambémem 1954, a idéia de um �ltro adaptativo não-linear foi proposta por Gabor, um dospioneiros da teoria da 
omuni
ação e o inventor da hologra�a. Ele 
onstruiu essamáquina 
om a ajuda de 
olaboradores, e os detalhes estão des
ritos em Gabor etal. (1960). A aprendizagem era realizada alimentando-se a máquina 
om amostrasde um pro
esso esto
ásti
o, juntamente 
om a função-alvo que a máquina deveriaproduzir.Nos anos 50, ini
iou-se o trabalho sobre amemória asso
iativa por Taylor (1956).Ele foi seguido por Steinbru
h (1961) que introduziu a matriz de aprendizagem, estamatriz 
onsiste de uma rede planar de 
haves interpostas entre arranjos de re
eptores�sensoriais� e atuadores �motores�. Em 1969, foi publi
ado por Willshaw, Bunemane Longuet-Higgins um elegante artigo sobre a memória asso
iativa não-holográ�
a.Este artigo apresenta dois modelos engenhosos de rede: um sistema óti
o simplesrealizando uma memória de 
orrelação e uma rede neural intimamente rela
ionada
om ele, inspirada na memória ópti
a. Outras 
ontribuições signi�
ativas ao desen-volvimento ini
ial da memória asso
iativa in
luem os artigos de Anderson (1972),Kohonen (1972) e Nakano (1972), que de maneira independente e no mesmo anointroduziram a idéia de uma memória por matriz de 
orrelação, baseada na regrade aprendizagem ao produto externo.Von Neumann foi uma das grandes �guras da 
iên
ia na primeira metade dosé
ulo vinte. A arquitetura de von Neumann, bási
a para o projeto de um 
omputa-dor digital, é assim denominada em sua homenagem. Em 1955, foi 
onvidado pelaUniversidade de Yale para proferir as Palestras Silliman durante 1956. Ele morreuem 1957, e o manus
rito ina
abado das Palestras Silliman foi publi
ado mais tarde
omo um livro, The Computer and the Brain (1958).Uma questão parti
ularmente interessante no 
ontexto das redes neurais é aquelado projeto de uma rede 
on�ável 
om neur�nios que podem ser vistos 
omo 
om-ponentes não-
on�áveis. Este problema importante foi resolvido por von Neumann(1956) utilizando a idéia de redundân
ia, o que motivou Winograd e Cowan (1963)



1.9 Redes Neurais 27a sugerir a utilização de uma representação redundante distribuída para as redesneurais. Winograd e Cowan mostraram 
omo um número grande de elementos pode
oletivamente representar um 
on
eito individual, 
om o aumento 
orrespondenteem robustez e paralelismo.Cer
a de 15 anos após a publi
ação do 
lássi
o artigo de M
Cullo
h e Pitts,uma nova abordagem para o problema de re
onhe
imento de padrões foi introdu-zida por Rosenblatt (1958) em seu trabalho sobre o per
eptron, um método inovadorde aprendizagem supervisionada. O 
oroamento do trabalho de Rosenblatt foi o
hamado teorema da 
onvergên
ia do per
eptron, 
uja primeira demonstração foidelineada por Rosenblatt (l960b); outras provas do teorema também apare
eramem Noviko� (1963) e outros. Em 1960, Widrow e Ho�f introduziram o algoritmodo mínimo quadrado médio (LMS, Least Mean-Square) e o usaram para formular oAdaline (adaptive linear element, elemento linear adaptativo). A diferença entre oper
eptron e o Adaline está no pro
edimento de aprendizagem. Uma das primeirasredes neurais em 
amadas treináveis 
om múltiplos elementos adaptativos foi a estru-tura Madaline (multiple-adaline) proposta por Widrow e seus estudantes (Widrow,1962). Em 1967, Amari utilizou o método do gradiente esto
ásti
o para 
lassi�
açãoadaptativa de padrões. Em 1965, foi publi
ado o livro de Nilsson, Learning Ma
hi-nes que ainda é a exposição mais bem es
rita sobre padrões linearmente separáveispor hipersuperfí
ies. Durante o período 
lássi
o do per
eptron nos anos 1960, pa-re
ia que as redes neurais poderiam realizar qualquer 
oisa. Mas então veio o livrode Minsky e Papert (1969), que utilizaram métodos matemáti
os para demonstrarque existem limites fundamentais para aquilo que os per
eptrons de 
amada úni
apodem 
al
ular. Eles a�rmavam que não havia razão para supor que qualquer umadas limitações do per
eptron de 
amada úni
a poderia ser superada na versão demúltiplas 
amadas.Um problema importante en
ontrado no projeto de um per
eptron de múltiplas
amadas é o problema de atribuição de 
rédito (i.e., o problema de atribuir 
ré-dito a neur�nios o
ultos da rede). A terminologia �atribuição de 
rédito� utilizadaprimeiro por Minsky (1961), sob o título de �O problema de Atribuição de Créditopara Sistemas de Aprendizagem por Reforço�. No �nal dos anos 60, já havia sidoformulada a maioria das idéias e 
on
eitos ne
essários para resolver o problema deatribuição de 
rédito do per
eptron, bem 
omo muitas das idéias que fundamen-



1.9 Redes Neurais 28tam as redes (neurais de atratores) re
orrentes que são agora denominadas redesde Hop�eld. Entretanto, tivemos que esperar até os anos 80 para que emergissemas soluções para esses problemas bási
os. De a
ordo 
om Cowan (1990) houve trêsrazões para este atraso de mais de 10 anos:
• Uma razão foi te
nológi
a - não havia 
omputadores pessoais ou estações detrabalho para a experimentação. Quando Gabor, por exemplo, desenvolveu oseu �ltro não-linear de aprendizagem, seu grupo de pesquisadores levou maisseis anos para 
onstruir o �ltro 
om dispositivos analógi
os (Gabor, 1954;Gabor et. al., 1960).
• A outra razão foi em parte psi
ológi
a e em parte �nan
eira. A monogra�a de1969 de Minsky e Papert 
ertamente não en
orajou ninguém a trabalhar 
omper
eptrons, tampou
o as agên
ias a apoiar trabalhos sobre eles.
• A analogia entre redes neurais e spins de grade foi prematura. O modelo dovidro de spins de Sherrington e Kirkpatri
k foi inventado somente em 1975.Estes fatores 
ontribuíram de um modo ou de outro para o esmore
imento dointeresse 
ontinuado em redes neurais nos anos 70. Muitos pesquisadores, 
om ex-
eção daqueles que trabalhavam em psi
ologia e em neuro
iên
ias, abandonaram aárea durante aquela dé
ada. De fato, somente um punhado dos pioneiros originaismantiveram seu 
omprometimento 
om as redes neurais. De uma perspe
tiva deengenharia, podemos 
onsiderar os anos 70 
omo uma dé
ada de adorme
imentopara as redes neurais. Uma atividade importante que emergiu nos anos 70 foram osmapas auto-organizáveis utilizando aprendizagem 
ompetitiva. O trabalho em simu-lação 
omputa
ional feito por von der Malsburg (1973) talvez tenha sido o primeiroa demonstrar a auto-organização. Em 1976, Willshaw e von der Malsburg publi-
aram o primeiro artigo sobre a formação de mapas auto-organizáveis, motivadospelos mapas ordenados de forma topológi
a do 
érebro. Nos anos 80, foram feitasimportantes 
ontribuições em várias frentes à teoria e ao projeto de redes neurais, e
om isso houve um ressurgimento do interesse pelas redes neurais. Grossberg (1980),baseando-se no seu trabalho anterior sobre aprendizagem 
ompetitiva (Grossberg,1972, 1976a, b), estabele
eu um novo prin
ípio de auto-organização 
onhe
ido 
omoteoria da ressonân
ia adaptativa (ART, Adaptive Resonan
e Theory). Basi
amente,
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amada de re
onhe
imento de baixo para 
ima (bottom-up)e uma 
amada generativa de 
ima para baixo (top-down). Se o padrão de entradae o padrão realimentado aprendido 
oin
idirem, então o
orre um estado dinâmi
o
hamado de �ressonân
ia adaptativa� (i.e., ampli�
ação e prolongamento da ativi-dade neural). Este prin
ípio de projeções para frente/para trás foi redes
oberto poroutros pesquisadores sob diferentes aspe
tos. Em 1982, Hop�eld utilizou a idéia deuma função de energia para formular um novo modo de se entender a 
omputaçãoexe
utada por redes re
orrentes 
om 
onexões sinápti
as simétri
as. Além disso, eleestabele
eu o isomor�smo entre uma rede re
orrente assim de�nida e o modelo deIsing utilizado na Físi
a Estatísti
a. Esta analogia desen
adeou um grande interesseda físi
a teóri
a (e dos físi
os) pela modelagem neural, transformando 
om isso aárea de redes neurais. Esta 
lasse parti
ular de redes neurais 
om realimentaçãoatraiu muita atenção nos anos 1980, e no de
orrer do tempo tornou-se 
onhe
ida
omo redes de Hop�eld. Apesar de as rede de Hop�eld não serem modelos realísti
osdos sistemas neurobiológi
os, o prin
ípio que elas in
orporam, isto é, o armazena-mento de informação em redes dinami
amente estáveis, é profundo. A origem desteprin
ípio remonta ao trabalho pioneiro de muitos outros investigadores:
• Cragg e Tamperley (1954, 1955) observaram que assim 
omo os neur�niospodem ser�disparados (ativados)� ou �não disparados� (quies
entes), tambémos átomos em uma rede têm seus spins apontando �para 
ima� ou �para baixo�;
• Cowan (1967) introduziu a 
ara
terísti
a de disparo �sigmóide� e a 
ondiçãode disparo suave para um neur�nio que era baseada na função logísti
a;
• Grossberg (1967, 1968) introduziu o modelo aditivo de um neur�nio, envol-vendo equações não-lineares de diferenças/diferen
iais e explorou o uso domodelo 
omo uma base para a memória de 
urto prazo;
• Amari (1972) introduziu, de forma independente, o modelo aditivo de umneur�nio e o utilizou para estudar o 
omportamento dinâmi
o de elementossemelhantes a neur�nios 
one
tados aleatoriamente;
• Wilson e Cowan (1972) derivaram equações diferen
iais não-lineares a
opladas
orrespondentes à dinâmi
a de populações lo
alizadas no espaço, 
ontendoneur�nios tanto ex
itadores 
omo inibitórios;
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• Little e Shaw (1975) des
reveram um modelo probabilísti
o de um neur�nio,quer disparando ou não um poten
ial de ação, e usaram o modelo para desen-volver uma teoria da memória de 
urto prazo;
• Anderson, Silverstein, Ritz e Jones (1977) propuseram o modelo do estado
erebral em uma 
aixa (brain-state-in-a-box, BSB), 
onsistindo de uma redeasso
iativa simples a
oplada a uma dinâmi
a não-linear.Não 
ausa surpresa, portanto, que a publi
ação do artigo de Hop�eld em 1982tenha gerado tanta 
ontrovérsia. Apesar disso, foi neste mesmo artigo que pelaprimeira vez o prin
ípio do armazenamento de informação em redes dinami
amenteestáveis foi expli
itado. Além disso, Hop�eld mostrou que ele havia se baseado nomodelo do vidro de spins da me
âni
a estatísti
a para examinar o 
aso espe
ial dasredes re
orrentes 
om 
onexões simétri
as, garantindo 
om isso a sua 
onvergên
iapara uma 
ondição estável. Em 1983, Cohen e Grossberg estabele
eram um prin-
ípio geral para estimar a estabilidade de uma memória endereçável por 
onteúdo,que in
lui a versão de 
ontínuo da rede de Hop�eld 
omo um 
aso espe
ial. Uma
ara
terísti
a distintiva de uma rede neural de atratores é o modo natural 
omoo tempo, uma dimensão essen
ial para a aprendizagem, se manifesta na dinâmi
anão-linear da rede. Neste 
ontexto, o teorema de Cohen-Grossberg é de profundaimportân
ia.Um outro desenvolvimento importante em 1982 foi a publi
ação do artigo deKohonen sobre os mapas auto-organizáveis (Kohonen, 1982), utilizando uma estru-tura de rede unidimensional ou bidimensional, que era em alguns aspe
tos diferentedo trabalho anterior de Willshaw e von der Malsburg. O modelo de Kohonen re-
ebeu muito mais atenção em um 
ontexto analíti
o e em relação às apli
ações naliteratura que o modelo de Willshaw-von der Malsburg, e tornou-se uma referên
iapara a avaliação de outras inovações neste 
ampo. Em 1983, Kirkpatri
k, Gelatt eVe

hi des
reveram um novo pro
edimento denominado re
ozimento simulado, pararesolver problemas de otimização 
ombinatória. O re
ozimento simulado tem suasraízes na me
âni
a quânti
a. Ele é baseada em uma té
ni
a simples que foi primeira-mente utilizada em simulações 
omputa
ionais por Metropolis et al. (l953). A idéiado re
ozimento foi utilizada mais tarde por A
kley, Hinton e Sejnowski (1985) nodesenvolvimento de uma máquina esto
ásti
a 
onhe
ida 
omo a máquina de Boltz-



1.9 Redes Neurais 31mann, que foi a primeira realização bem su
edida de uma rede neural de múltiplas
amadas. Apesar de o algoritmo de aprendizagem da máquina de Boltzmann nãoter se mostrado tão e�
iente do ponto de vista 
omputa
ional 
omo o algoritmo deretropropagação (Ba
k-propagatiori), ele superou o impasse psi
ológi
o, mostrandoque a espe
ulação de Minsky e Papert (1969) não estava 
orretamente embasada.A máquina de lann também serviu de base para o desenvolvimento subsequente dasredes de 
rença sigmóide de Neal (1992), que 
onseguiu realizar duas tarefas: (1) amelhoria signi�
ativa da aprendizagem e (2) ligação das redes neurais às redes de
rença (Pearl, 1988). Uma melhoria adi
ional no desempenho das redes de 
rençasigmóide foi realizada por Saul, Jakkolla e Jordan (1996) utilizando a teoria do
ampo médio, uma té
ni
a também 
om raízes na me
âni
a estatísti
a.Um artigo de Barto, Sutton e Anderson sobre aprendizagem por reforço foi pu-bli
ado em 1983. Apesar de eles não terem sido os primeiros a utilizar aprendizagempor reforço (Minsky a levou em 
onsideração na sua tese de doutorado em 1954, porexemplo), espe
i�
amente, eles demonstraram que um sistema de aprendizagem porreforço poderia aprender a equilibrar um 
abo de vassoura (i.e., um mastro montadosobre uma 
arreta) na ausên
ia de um professor auxiliar. O sistema requeria somenteum sinal de insu
esso que o
orre quando o mastro, ao 
air, ultrapassa um ângulo
ríti
o a partir da verti
al, ou quando a 
arreta al
ança o �nal da pista. Em 1996,foi publi
ado o livro Neurodynami
 Programming de Bertsekas e Tsitsiklis. Estelivro 
olo
ou a aprendizagem por reforço sobre uma base matemáti
a apropriada,ligando-a à programação dinâmi
a de Bellman.Em 1984, foi publi
ado o livro de Braitenberg, Vehides: Experíments in Synthe-ti
 Psy
hology. Neste livro, Braitenberg defende o prin
ípio do desempenho auto-organizado, dire
ionado a objetivo: obtém-se um melhor entendimento de um pro-
esso 
omplexo pela síntese de me
anismos elementares putativos do que por umaanálise de 
ima para baixo (top-down). Sob o pretexto da �
ção 
ientí�
a, Brai-tenberg ilustra este importante prin
ípio des
revendo várias máquinas 
om umaarquitetura interna simples. As propriedades das máquinas e seu 
omportamentosão inspirados em fatos a
er
a dos 
érebros de animais, um assunto que ele estudoudiretamente ou indiretamente por mais de 20 anos.Em 1986, foi relatado por Rumelhart, Hinton e Williams (1986) o desenvolvi-
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k-propagation). Naquele mesmo ano, foipubli
ado o 
élebre livro em dois volumes, Parallel Distributed Pro
essing: Explo-rations in the Mi
rostru
tures of Cognition, editado por Rumelhart e M
Clelland.Este livro exer
eu uma grande in�uên
ia na utilização da aprendizagem por retro-propagação, que emergiu 
omo o algoritmo de aprendizagem mais popular para otreinamento de per
eptrons de múltiplas 
amadas. Na verdade, a aprendizagem porretropropagação foi des
oberta de modo independe por outros dois pesquisadores,na mesma épo
a (Parker, 1985; LeCun. 1985). Após a des
oberta do algoritmo deretropropagação em meados dos anos 1980, revelou-se que o algoritmo havia sidodes
rito anteriormente por Werbos na sua tese de doutorado na Universidade deHarvard em agosto de 1974; a tese de doutorado de Werbos foi a primeira des
ri-ção já do
umentada da 
omputação e�
iente do gradiente em modo reverso que foiapli
ada a modelos gerais de redes, sendo as redes neurais um 
aso espe
ial. A idéiabási
a da retrogradação pode ainda ser en
ontrada mais anteriormente no livro Ap-plied Optimal Control de Bryson e Ho (1969). Na Seção 2.2, intitulada �Sistemasde Multiestágios� daquele livro, é des
rita uma derivação da retropropagação utili-zando um formalismo Lagrangiano. Em última análise, entretanto, deve-se atribuirmuito do 
rédito pelo algoritmo de retropropagação a Rumelhart, Hinton e Willi-ams (1986), por proporem a sua utilização para a aprendizagem de máquina e pordemonstrarem 
omo isto poderia fun
ionar.Em 1988, Linkser des
reveu um novo prin
ípio para a auto-organização em umarede per
eptiva (Linkser, 1988). O prin
ípio é 
on
ebido para preservar o máximode informação sobre os padrões de atividade das entradas, sujeito a limitações 
omoas 
onexões sinápti
as e o intervalo dinâmi
o das sinapses. Entretanto, foi Link-ser quem utilizou 
on
eitos abstratos baseados na teoria da informação (formuladapor Shannon em 1948) para formular o prin
ípio da máxima informação mútua(Infomax). O artigo de Linkser rea
endeu o interesse pela apli
ação da teoria dainformação às redes neurais. Em parti
ular, a apli
ação da teoria da informação aoproblema da separação 
ega de fontes por Bell e Sejnowski (1995) provo
ou muitospesquisadores a explorar outros modelos teóri
os da informação para resolver umavasta 
lasse de problemas, 
onhe
idos 
oletivamente 
omo de
onvolução 
ega.Também em 1988, Broomhead e Lowe des
reveram um pro
edimento para oprojeto de redes alimentadas adiante, em 
amadas utilizando funções de base radial
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tiori), as quais forne
em uma alternativa aos per
eptrons demúltiplas 
amadas. A ideia bási
a das funções base radial remonta pelo menosao método das funções de poten
ial que foi proposto originalmente por Bashkirov,Braverman e Mu
hnik (1964), e 
ujas propriedades teóri
as foram desenvolvidas porAizerman, Braverman e Rozonoer (1964). Uma des
rição do método das funçõesde poten
ial é apresentada no livro, Pattern Classi�
ation and S
ene Analysis deDuda e Hart. Apesar disso, o artigo de Broomhead e Lowe levou a um grandeesforço em pesquisa para ligar o projeto de redes neurais a uma importante áreada análise numéri
a e também aos �ltros lineares adaptativas. Em 1990, Poggio eGirosi (1990) enrique
eram ainda mais a teoria das redes RBF apli
ando a teoria daregularização de Tikhonov. Em 1989, foi publi
ado o livro de Mead, Analog VLSIand Neural Systems. Este livro forne
e uma mistura inusitada de 
on
eitos retiradosda neurobiologia e da te
nologia VLSI. Sobretudo, ele in
lui 
apítulos sobre a retinade silí
io e a 
ó
lea de silí
io, es
rito por Mead e 
o-autores, que são 
laros exemplosda mente 
riativa de Mead.No iní
io dos anos 90, Vapnik e 
o-autores inventaram uma 
lasse de redes deaprendizagem supervisionada poderosa do ponto de vista 
omputa
ional, 
hamadade máquinas de vetor de suporte para serem utilizadas em re
onhe
imento de pa-drões, regressão e problemas de estimação de Kdade (Boser, Guyon e Vapnik, 1992;Cortes e Vapnik, 1995; Vapnik, 1995, 1998). Este método novo se baseia nos resulta-dos da teoria de aprendizagem 
om tamanhos de amostra �nitos. Uma 
ara
terísti
ainovadora das máquinas de vetor de suporte é o modo natural pelo qual a dimen-são de Vapnik-Chervonenkis (V-C) é in
orporada no seu projeto. A dimensão V-Cforne
e uma medida para a 
apa
idade de uma rede neural de aprender a partir deum 
onjunto de exemplos (Vapnik e Chervonenkis, 1971; Vapnik, 1982).Agora já está bem estabele
ido que o 
aos 
onstitui um aspe
to 
have de fen�-menos físi
os. A questão que muitos levantam é: existe um papel importante para o
aos no estudo de redes neurais? Em um 
ontexto biológi
o, Freeman (1995) a
re-dita que a resposta a esta questão é a�rmativa. De a
or
o 
om Freeman, os padrõesde atividade neural não são impostos de fora do 
érebro, eles são 
onstruídos a partirdo seu interior. Em parti
ular, a dinâmi
a 
aóti
a ofere
e uma base para des
reveras 
ondições que são requeridas para a emergên
ia de padrões auto-organizados empopulações de neur�nios e entre estas populações.
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2 Cres
imento de Agregados emRedes Complexas
2.1 IntroduçãoNas últimas dé
adas do sé
ulo XX, parte da 
omunidade dos físi
os passou a seinteressar pela dinâmi
a de sistemas 
omplexos, 
om 
omponentes interagindo deforma não-linear. Uma das propriedades mar
antes de tais sistemas é a presençade leis de es
ala ou leis de potên
ia. Estas são observadas em diversos 
ontextos,de biologia até o 
omportamento de bolsas de valores. A tentativa de se 
onstruirum esquema teóri
o geral para esses fen�menos deu origem a novos ramos da físi
a,
omo a teoria do 
aos e a físi
a dos sistemas 
omplexos. Con
eitos 
omo 
riti
alidadeauto-organizada, auto-similaridade, fra
tais e leis de potên
ia passaram a fazer parteda físi
a 
ontemporânea (BAK, 1996; FEDER, 1988).A maioria dos sistemas na natureza apresentam uma es
ala espa
ial e/ou tem-poral 
ara
terísti
a. Por exemplo, a distribuição de gotas de 
huva tem uma es
ala
ara
terísti
a: o diâmetro médio de uma gota é bem de�nido apresentando apenaspequenas variações. Mas existem sistemas que não possuem es
ala 
ara
terísti
a,des
ritos por leis de potên
ia, que são soluções de equações fun
ionais da forma,

f(λx) = λpf(x) (2.1)Fen�menos 
ríti
os o
orrem geralmente em sistemas que se en
ontram longe doequilíbrio, em pro
essos nos quais a história é importante (STANLEY, 1987). Diversasgrandezas termodinâmi
as, tais 
omo 
alor espe
í�
o, 
ompressibilidade e sus
ep-tibilidade magnéti
a, apresentam 
omportamento singular na região 
ríti
a, 
om
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ias assintóti
as 
ara
terizadas por expoentes 
ríti
os. O 
omportamentodessas grandezas termodinâmi
as próximas a um ponto 
ríti
o apresenta 
aráteruniversal, 
ara
terizado pelos mesmos valores de expoentes 
ríti
os. Teorias 
lássi-
as, 
omo a de Van Der Waals para a análise de �uidos e a de Pierre Curie para oferromagnetismo, já apontavam para esta universalidade, forne
endo um 
onjuntode valores (hoje ditos 
lássi
os) para os expoentes 
ríti
os.É natural pensar que, para se atingir pontos 
ríti
os, seja ne
essária algumaintervenção externa. Porém, às vezes essa 
riti
alidade é atingida espontaneamentepela natureza, fen�meno denominado 
riti
alidade auto-organizada (BAK; TANG; WI-ESENFELD, 1987). A 
riti
alidade auto-organizada pare
e surgir quando as partes deum sistema afastam-se lentamente do estado de equilíbrio, e onde as ações de 
adaparte individual são dominadas pelas interações 
om as demais partes do sistema.In
êndios em �orestas são um bom exemplo de 
riti
alidade auto-organizada. Nointervalo entre 
ada in
êndio as árvores 
res
em. Quanto maior o intervalo de tempode 
res
imento, menor será a distân
ia entre as árvores, aumentando a probabilidadede propagação do fogo, ou seja, a região atingida será maior. Essa dinâmi
a natu-ralmente leva o sistema a um estado onde in
êndios de qualquer proporção, indode uma pequena região à toda a �oresta, podem a
onte
er (MALAMUD; MOREIN;TURCOTTE, 1998).A liberdade individual não ofere
e es
apatória para a inevitabilidade da 
riti-
alidade. Mesmo que as pessoas interajam umas 
om as outras através de suases
olhas pessoais, existem, no entanto, padrões matemáti
os de�nidos nas ativida-des do grupo. Tais padrões não podem nos auxiliar na previsão do que determinadapessoa irá fazer, mas podem ser 
apazes de dizer o que podemos esperar do aglo-merado de pessoas. O 
on
eito de 
riti
alidade pode ser útil na 
ompreensão defatos históri
os. A história é 
heia de fatos tidos 
omo inexpli
áveis e imprevisíveis.Tomemos 
omo exemplo a Primeira Guerra Mundial, um 
aso 
lássi
o de 
atástrofenão ante
ipada (GELLER, 1997). Hegel e Marx pensaram que a história fosse 
omoo 
res
imento de uma árvore, que progride em direção a uma maturidade estável.Nessa linha, alguns autores (FUKUYAMA, 1992) 
hegam até a espe
ular que estamosnos aproximando do �m da história, visto que o mundo pare
e estar atingindo umequilíbrio �nal na universalização da demo
ra
ia e do 
apitalismo. Também existea possibilidade de 
i
los regulares de 
res
imento e de
línio em todas as 
ivilizações.
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ompletamente aleatória, sem nenhum padrão per
ep-tível. A este respeito, H. A. L. Fisher observou (
itado por Bu
hanan (BUCHANAN,2000)) que há apenas uma regra segura para o historiador: a
eitar que o desen-volvimento humano é governado pela 
ontingên
ia e pelo a
aso. Entretanto, aindapare
e haver padrões indis
utíveis na história, sendo um exemplo óbvio o aumentode nosso 
onhe
imento 
ientí�
o e te
nológi
o. Talvez a história seja 
aóti
a, nosentido dado pela teoria dos sistemas dinâmi
os: aparenta ser governada pelo a
asoem seu fun
ionamento, embora não seja genuinamente esto
ásti
a. A história podeser ainda um sistema em estado 
ríti
o. Em uma �história 
ríti
a�, eventos lo
ais eimediatos 
ontrolam um suposto destino. A 
ontingên
ia adquire um papel muitoimportante. De fato, a 
ontingên
ia é a mar
a do estado 
ríti
o (BAK, 2000). Nessalinha, Kennedy (KENNEDY, 1987) sugeriu que o ritmo históri
o das interações entregrandes potên
ias é governado pela quantidade de estresse a
umulado nos interessesna
ionais em jogo. Isto força a alteração do equilíbrio geopolíti
o. Comumente oestresse é �aliviado� através de 
on�itos armados, após os quais a in�uên
ia de 
adanação 
hega a novo equilíbrio de a
ordo 
om o poder e
on�mi
o real de 
ada uma.Estatísti
as dos últimos 
in
o sé
ulos revelam uma lei de potên
ia na distribuiçãode guerras (LEVY, 1983). Sempre que o número de mortes dobra, guerras destetamanho são 2.62 vezes menos 
omuns, 
omo podemos ver na Fig. 12.

Figura 12: Lei de potên
ia para guerras (BUCHANAN, 2000).
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to interessante aqui é que, quando um 
on�ito é ini
iado, não há 
omoprever o seu tamanho. Aparentemente não há nada espe
ial que leve um 
on�ito ase tornar uma grande guerra. Tem sido sugerido que o mesmo modelo matemáti
outilizado na des
rição de in
êndios �orestais 
onsegue expli
ar os elementos 
ru
iaisde 
omo um 
on�ito se espalha (TURCOTTE, 1999).2.2 EleiçõesA sedimentação de novas tendên
ias e idéias em grandes 
omunidades so
iaispode ter um profundo impa
to na vida dos indivíduos. Um exemplo onde a dinâmi
ade formação de opinião pode ser de grande importân
ia é no pro
esso demo
ráti
ode es
olha dos representantes durante as eleições. Além disso, no pro
esso eleitoral,todos os indivíduos são 
hamados para dar sua opinião de maneira an�nima, e osresultados estatísti
os gerados por esse evento são fa
ilmente adquiridos, tornado aseleições um sistema ideal para o estudo do pro
esso de formação de opinião.Estudos re
entes (COSTA et al., 2002) mostraram que as distribuições de núme-ros de votos por 
andidato nas eleições propor
ionais para Deputados Estaduais eFederais no Brasil apresentam distribuições na forma de uma lei de potên
ia 
omum expoente universal α = −1. A Fig. 13.a mostra as distribuições obtidas para aseleições para Deputados Estaduais e na Fig. 13.b das eleições para Deputados Fede-rais, nos anos de 1998 e 2002. Vale notar que entre os dois pleitos houve mudançanas regras eleitorais que em 2002 vin
ularam as alianças na
ionais para as eleiçõesestaduais. Esse fator torna espe
ialmente surpreendente a semelhança entre os re-sultados obtidos nas duas eleições, sugerindo que existe um me
anismo intrínse
oque governa a dinâmi
a global do pro
esso eleitoral.Apesar das 
ampanhas nos meios de 
omuni
ação agirem no sentido de divulga-rem os 
andidatos, não é esperado que um eleitor tome sua de
isão apenas baseadonessas 
ampanhas. Pois existe um número muito grande de 
andidatos em eleiçõespropor
ionais , e, tipi
amente, as pessoas devem dar mais atenção à uma opiniãode alguém 
om quem elas têm algum tipo de 
ontato, do que através de 
ampa-nhas publi
itárias, ou seja, o pro
esso de formação de opinião deve ser movidoprin
ipalmente através de interações pessoais, indivíduo a indivíduo. Desta forma,
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Figura 13: Distribuições de números de votos por 
andidato nas eleições propor
io-nais para (a) Deputados Estaduais e (b) Deputados Federais no Brasil, nos anos de1998 e 2000.



2.2 Eleições 39a dispersão de uma opinião segue um padrão similar ao pro
esso de dispersão deepidemias (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001b).Deve se esperar que a estrutura parti
ular da rede de 
ontato entre os agentesde uma so
iedade deve ter um impa
to na forma 
omo as opiniões se propagam.Certamente, a 
ara
terísti
a de pequeno mundo observada em muitas redes naturaise so
iais possibilita uma rápida dispersão das informações através da rede. Já foimostrado, por exemplo, que a 
ara
terísti
a de pequeno mundo é fundamental empro
essos de 
oordenação global e auto-regulação.Outra propriedade 
omumente estudada em redes 
omplexas é a distribuição de
one
tividade P (k), esta de�ne a probabilidade 
om a qual um nó da rede se 
one
taà exatamente k outros nós, 
omo expli
ado na Seção 1.5 do Capítulo 1.Uma 
ara
terísti
a relevante que freqüentemente é observada em redes 
omple-xas é uma distribuição de 
one
tividade na forma de uma lei de potên
ia P (k) ∼ k−γ,
om o expoente γ normalmente entre os valores 2 < γ < 3. Esse 
omportamentoem lei de potên
ia para a distribuição de 
one
tividade faz 
om que a variân
ia dosvalores observados de 
one
tividade seja até várias ordens de magnitude superiorao valor médio, de forma que o valor médio não 
orresponde a uma es
ala 
ara
-terísti
a do sistema. Por esse motivo, tal tipo de rede é 
omumente 
hamada semes
ala (s
ale-free). Essa 
ara
terísti
a pode ter um efeito dramáti
o em pro
essosdinâmi
os que a
onte
em na rede. Por exemplo, já foi mostrado que se o pro
esso depropagação de infe
ção for mediado por uma rede sem es
ala, sempre existirá umafração positiva de indivíduos infe
tados (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001b).Mais re
entemente, foi sugerido que uma outra propriedade universal das redes reaisseria uma estrutura hierárqui
a(RAVASZ, 2002). Isso signi�
a que a rede 
omo umtodo poderia ser dividida em grandes grupos ou 
omunidades, essas 
omunidades
onteriam por sua vez �sub
omunidades� que também poderiam ser divididas emgrupos ainda menores. Esse pro
esso de partição da rede poderia 
ontinuar até se
hegar em nível lo
al onde os grupos seriam 
onstituídos por apenas alguns nós 
o-ne
tados entre si. Em 
ada nível da hierárqui
a o papel de unir os �subgrupos� seriatomado por alguns nós mais 
one
tados, que a
essariam os diferentes grupos.



2.3 Modelo 402.3 ModeloNo presente 
apítulo, pretendemos estudar um pro
esso de 
res
imento 
om-petitivo em redes 
omplexas. Nesse pro
esso muitos estados diferentes e auto-ex
ludentes são a
essíveis aos nós da rede. Diremos que os nós que estão no mesmoestado perten
em a um agregado, e que 
ada um desses agregados 
ompetem uns
om os outros para tomar um pedaço maior da rede. Esse me
anismo abstrato de
res
imento 
ompetitivo pode ser pensado 
omo um modelo para uma variedade depro
essos em redes reais. Por exemplo, pode se pensar que 
ada agregado representauma fração de uma população infe
tada 
om uma 
epa de vírus. Alternativamente,os agregados podem representar varias opiniões dentro de uma so
iedade. O quevamos estudar é a distribuição da fração da rede que é o
upada por 
ada agregado, einvestigar se os resultados dependem da estrutura da rede. Como veremos adiante,os resultados obtidos para uma rede sem es
ala mostram distribuição que seguemuma lei de potên
ia por várias ordens de magnitude. No 
aso parti
ular das redeshierárqui
as que estudamos aqui, obtivemos uma lei de potên
ia para distribuiçõesde tamanho de agregados, semelhante a observada na distribuição de números devotos por 
andidatos nas eleições para Deputados Federais no Brasil. Isso nos leva aimaginar que o pro
esso pelo qual os eleitores es
olhem seus representantes pode sermediado por uma rede 
omplexa 
om 
ara
terísti
as bem similares a que estamosestudando.O modelo para o 
res
imento 
ompetitivo segue os seguintes passos: no primeiromomento, um número ns de nós é es
olhido 
omo sementes do pro
esso de 
res
i-mento. Cada semente é o primeiro nó dos diversos agregados, o que leva a um total
ns de estados possíveis. No 
aso de uma eleição, os estados possíveis representam onúmero de 
andidatos. Ini
ialmente, os nós não perten
em a nenhum agregado, ouseja, todos esses nós estão a
essíveis ao 
res
imento de 
ada agregado. Em seguida,o pro
esso 
ontinua em passos dis
retos. A 
ada passo, um dos nós é in
orporadoao agregado. Uma vez que o nó é in
orporado a um agregado, ele permane
eráno mesmo até o �m do pro
esso de 
res
imento, quando todos os nós tiverem sidoin
orporados. Para de
idir qual nó é a
essível, es
olhemos aleatoriamente um parde nós 
one
tados, um perten
endo a um agregado e o outro não. Esse nó a
essívelpassa então a perten
er a esse mesmo agregado.
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Figura 14: Des
rição grá�
a de nosso modelo para o pro
esso de 
res
imento 
om-petitivo de agregados. Nesta �gura usamos a ter
eira geração da rede Apoloniana,Seção 1.7 do Capítulo 1, 
omo substrato para o 
res
imento. Esse es
olha se devea 
ara
terísti
a planar desta rede que a faz parti
ularmente apropriada para umarepresentação grá�
a. No primeiro passo do pro
esso de 
res
imento (a), alguns nós(mar
ados pelo quadrado, triângulo, estrela e pelo 
ir
ulo maior) são es
olhidos paraservirem de sementes para o 
res
imento de agregados na rede. Todos os demaisnós (mar
ados pelos pequenos pontos) não são asso
iados a nenhum dos agregadosneste passo; esses nós serão os úni
os a
essíveis ao 
res
imento. As linhas tra
ejadasligam ou um par de nós que já perten
em a algum agregado, ou um par de nós a
es-síveis. Nesse passo, essas 
onexões não in�uen
iam o 
res
imento. As linhas maislargas ligam um nó que já foi in
orporado a um agregado a algum nó ainda a
essível.São essas linha que mediam o 
res
imento dos agregados. A 
ada passo qualqueruma dessas linhas pode ser es
olhida 
om a mesma probabilidade, e o nó a
essívelé in
orporado ao mesmo agregado que seu vizinho. Desta forma, a velo
idade 
omque um agregado 
res
e é propor
ional a seu perímetro, isto é, ao número de de 
o-nexões de um nó no agregado para um nó a
essível. No segundo passo (b) um novonó é in
orporado ao agregado mar
ado pelos quadrados e novas linhas largas sãoadi
ionadas ao perímetro desse agregado. O pro
esso 
ontinua até que todos os nóstenham sido in
orporados a algum dos agregados (
). Nesse ponto o tamanho dosagregados é 
omputado. Esse me
anismo de 
res
imento é uma espé
ie de pro
esso�ganan
ioso�, ou seja, quanto maior o perímetro do agregado mais rápido ele 
res
ein
orporando ainda mais nós e 
onexões.



2.3 Modelo 42Na Fig. 14 mostramos uma des
rição pi
tóri
a do modelo. É importante notarque a taxa de 
res
imento de um agregado é propor
ional ao número de nós a
essíveisque são vizinhos do agregado. Desta forma, esse modelo des
reve um pro
esso de
res
imento �ganan
ioso�, isto é, os agregados 
ontendo mais nós, deverão ter mais
onexões aos nós a
essíveis, e tendem a 
res
er mais depressa do que os pequenosagregados. Assim, esse modelo é de alguma forma similar ao modelo do 
ontatopreferen
ial para o 
res
imento de redes. No entanto, o 
res
imento 
ompetitivodifere signi�
ativamente deste modelo, pois dentre todas as sementes que estão pre-sentes no 
omeço do pro
esso e as que dariam origem aos maiores agregados seriamaquelas 
ujo 
res
imento 
omeça antes das outras. A es
olha de uma topologia par-ti
ular para a rede deve ter efeito no pro
esso de 
res
imento. Por tanto, 
omeçamosnosso estudo 
om modelos mais simples de 
onstrução de rede que foi sugerido porErdös-Rényi(ER), Seção 1.2 do Capítulo 1.Na Fig. 15 mostramos a fração da rede o
upada por 
ada agregado quando opro
esso de 
res
imento a
onte
e na rede ER. Para obter essas distribuições utili-zamos redes 
ontendo 106 nós. Fizemos simulações 
om um número de sementesindo de 102 a 104. Para manter o número de amostras de agregados 
onstante,igual a 105, foram feitas mais realizações para os sistemas 
om menos sementes. Asdistribuições obtidas para essa topologia seguem aproximadamente uma forma ex-ponen
ial, 
om 
omprimento 
ara
terísti
o dependendo do número ns de agregados
ompetindo. No detalhe da Fig. 15 mostramos as distribuições rees
alonadas pelonúmero de sementes ns. As distribuições obtidas para essa topologia são limitadaspor um trun
amento exponen
ial 
om uma es
ala 
ara
terísti
a que depende ape-nas da densidade de agregados 
ompetindo no 
res
imento. Esse resultado pode ser
ompreendido quando se nota que o tamanho médio dos agregados N/ns é o inversoda densidade de sementes. A 
urva 
ontínua é a função exponen
ial e des
reve bemo 
omportamento das distribuições 
om um desvio apenas para pequenos tamanhosde agregados. Já a 
urva tra
ejada é um ajuste para a função p(x) = c ∗ x−α ∗ e−x,
omo os parâmetros c = 0.85 e α = 0.17. Com esses paramentos, a linha tra
ejadades
reve as distribuições perfeitamente.Em seguida, vamos estudar nosso modelo de 
res
imento em uma rede semes
ala. Para tanto, utilizamos o modelo do 
ontato preferen
ial, já des
rito naSeção 1.5 do Capítulo 1. A longa 
auda da distribuição para grande valores de
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Figura 15: Distribuições de tamanhos de agregados obtidas quando o modelo de
res
imento 
ompetitivo a
onte
e sobre uma rede do tipo ER. Essas distribuiçõesforam obtidas 
om redes 
ontento 105 nós. Para garantir uma boa amostragemestatísti
a, foram obtidos 105 amostras de agregados para 
ada 
urva. Isso im-pli
a que foram feitas mais realizações para os 
asos 
om menos sementes de formaa manter o número de amostras de agregados 
onstante. As distribuições obti-das 
om essa topologia seguem aproximadamente uma forma exponen
ial 
om um
omprimento 
ara
terísti
o dependendo do número de sementes ns. As linhas tra
e-jadas 
orrespondem as funções P (n) = nse
−nsn. As linhas 
ontínuas são as funções

p(n) = Cn1−γ
s n−γexp(−nsn), 
om os parâmetros C = 0.85± 0.003, e γ = 0.2± 0.05,obtidos a partir de um ajuste linear para os dados 
olapsados mostrados no detalhe.A �gura mostra que para as redes do tipo ER a forma da distribuição é 
ompleta-mente determinada pela densidade de sementes para o pro
esso de 
res
imento.
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one
tividade obtida neste modelo de rede, pode ter um efeito dramáti
o no 
res
i-mento dos agregados. Se algum agregado in
orpora um dos nós mais 
one
tados no
omeço do pro
esso, esse agregado terá sua taxa de 
res
imento aumentado por umgrande fator em apenas um passo e deverá, muito provavelmente, in
orporar umagrande fração da rede. Devemos esperar que a distribuição de tamanho de agregadosse estenda por várias ordens de magnitude.
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Figura 16: Distribuições de tamanhos normalizados obtidas quando o modelo érealizado sobre uma rede 
onstruída 
om o esquema do 
ontato preferen
ial (BA-RABÁSI; ALBERT, 1999). Foram usados 107 nós e obtidos 105 amostras para 
adavalor de ns. Diferente do observado 
om as redes ER não é possível 
olapsar asdistribuições nesse 
aso. No entanto, nota-se que para qualquer valor de ns são ob-tidas distribuições altamente dispersas 
om tamanhos de agregado indo de apenasalguns nós até quase toda a rede. A linha 
ontínua é um ajuste em lei de potên
ia,
P (n) ∼ n−α, 
om expoente α = 1.2, obtida para a região em es
ala da distribuição
om ns = 102. A in
linação das 
urvas pare
e 
res
er a medida que o número deagregados 
ompetindo 
res
e.De fato, 
omo é mostrado na Fig. 16, temos uma larga distribuição 
om a mai-oria dos nós o
upando uma pequena fração da rede, enquanto alguns 
res
em atétomar quase toda a rede. Para essas simulações, utilizamos uma rede 
om 106 nós eobtivemos 105 amostras de agregados para 
ada valor de ns. As 
urvas apresentam



2.3 Modelo 45uma região em lei de potên
ia P (n) ∼ n−α, 
om expoente α = 1.2 para o 
aso 
om
ns = 102. É interessante notar que a dinâmi
a do 
res
imento 
ompetitivo mag-ni�
a o efeito da distribuição sem es
ala produzindo distribuições de tamanho deagregado 
om expoentes menores que o observado na distribuição de 
one
tividade.Essa 
auda estendida da distribuição impli
a que, diferente do que foi observadopara as redes ER, o tamanho médio de agregado não pode ser mais tomado 
omouma es
ala 
ara
terísti
a para o pro
esso, já que o
orrem 
asos de agregados 
omtamanho superior à média.Apesar do modelo do 
ontato preferen
ial produzir uma distribuição de 
one
ti-vidade similar ao que é observado em redes reais, este modelo não apresenta, a autosimilaridade e estrutura hierárqui
a também en
ontrada nestas redes. Foi re
en-temente proposto (RAVASZ; BARABÁSI, 2003) que a estrutura hierárqui
a de redespode ser medida de uma forma quantitativa por meio do 
oe�
iente de agregaçãodos nós. Uma assinatura dessa estrutura seria uma dependên
ia do 
oe�
iente deagregação 
om o inverso da 
one
tividade do nó C(k) ∼ −1. Nenhum dos modelosde rede até aqui utilizados, para o estudo de 
res
imento 
ompetitivo, apresenta estapropriedade. Uma rede que apresenta o 
omportamento de pequeno mundo, umadistribuição sem es
ala, assim 
omo uma estrutura hierárqui
a, é a re
entementeproposta rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004).Seguindo o modelo de rede Apoloniana, apresentada na Seção 1.7 do Capítulo1, geramos a Fig. 17. Nela mostramos as distribuições obtidas 
om a 15a geração darede, que 
orresponde a N = 7.174.456. Cada 
urva foi 
al
ulada a partir de umaamostra de 105 agregados. Neste 
aso, as distribuições mostram um de
aimento emlei de potên
ia 
om um expoente α = −1, independentemente do número ini
ialde sementes. Este 
omportamento pode ser entendido 
om o auxilio de um simplesargumento de es
ala. Dividindo a rede Apoloniana nos quatro nós mais 
one
tados,geram-se três sub-redes que representam uma rede Apoloniana de menor geração.Cada uma das três partes da rede total pode ser divida novamente gerando novesub-rede de geração inferior. Pode-se 
ontinuar dividindo até o nível de sub-redesque 
ontêm apenas um nó. Para 
ada uma dessas gerações pode-se 
al
ular asdistribuições de tamanhos de agregados. Portanto, deve-se esperar que à medidaque se aumenta o número de gerações, a distribuição se aproxime de uma forma
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Figura 17: Distribuição de tamanhos normalizados de agregados para o 
aso do
res
imento sobre a rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004). As distribuições foramobtidas para a 15a geração da rede Apoloniana, o que 
orresponde a N = 7174456nós. Cada 
urva é obtida de uma amostra de 105 agregados. Neste 
aso as distri-buições apresentam a forma de uma lei de potên
ia, P (n) ∼ n−α 
om um expoente
α ≈ 1.0, independente do número de sementes. A linha 
ontinua é um ajuste linearpara a região em es
ala para os dados 
om ns = 102 sementes. A forma em degrausperiódi
os das distribuições é remanes
ente da estrutura auto similar resultante da
onstrução hierárqui
a da rede Apoloniana.limite. Note que 
omo 
ada partição foi separada apenas em quatro pontos, apenasos agregados que to
am esses pontos podem mudar de tamanho quando se vai a umageração a
ima. Portanto, essa renormalização só pode mudar a forma da distribuiçãono limite dos grandes tamanhos, onde a probabilidade de um agregado é da ordemdo inverso do tamanho da rede. Isso signi�
a que a distribuição de tamanhos deveobede
er à seguinte relação de es
ala,

P (n) = 3P (3n) (2.2)Uma solução trivial para essa relação é a distribuição delta de Dira
 δ(n). Essedistribuição deveria ser observada se para todas as realizações, um úni
o agregado
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res
esse até o limite em que este in
orpore quase toda a rede, 
om todos os demaisagregados juntos o
upando uma fração que vai a zero a medida que o número denós N 
res
e. Além da função delta, qualquer outra solução para a relação de es
aladeve ser da forma P (n) = C/n. Apesar de não apresentarmos uma demonstraçãoformal de que um agregado �gigante� não emerge no limite de grande redes, nossosresultados numéri
os indi
am que, pelo menos na região de densidade de sementesque nos simulamos, isso não a
onte
e.2.4 Con
lusõesNeste 
apítulo, introduzimos um modelo de 
res
imento 
ompetitivo de agre-gados em redes 
omplexas. Utilizando simulação 
omputa
ional, mostramos que afração da rede tomada por 
ada agregado segue uma distribuição 
ara
terísti
a, quedepende da topologia parti
ular da rede. Para o 
aso do grafo de rede aleatóriasde ER, en
ontramos um de
aimento exponen
ial, enquanto que para as redes �semes
ala�, en
ontramos distribuições que se estendem por muitas ordens de magnitudede tamanho do agregado. Para o modelo hierárqui
o da rede Apoloniana, en
ontra-mos um de
aimento em lei de potên
ia 
om um expoente α = −1. As distribuiçõesobtidas, segundo esse modelo, são similares às distribuições obtidas para as fraçõesde votos por 
andidato observada nas eleições propor
ionais no Brasil (COSTA et al.,2002), o que nos leva a sugerir que os pro
essos de propagação e formação de opiniãotalvez sejam mediados por uma estrutura hierárqui
a de interações entre indivíduose 
omunidades.
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3 Dinâmi
a de Redes NeuraisComplexas
3.1 IntroduçãoA pesquisa 
ientí�
a e te
nológi
a em redes neuronais arti�
iais, usualmente de-nominadas �redes neurais�, tem sido motivada desde o 
omeço pelo re
onhe
imentode que o 
érebro humano pro
essa informações de forma inteiramente diferente do
omputador digital 
onven
ional. O 
érebro é um 
omputador (sistema de pro-
essamento de informação) altamente 
omplexo, não-linear e paralelo. Ele tem a
apa
idade de organizar seus 
onstituintes estruturais, 
onhe
idos por neur�nios, deforma a realizar 
ertos pro
essamentos (por exemplo, re
onhe
imento de padrões,per
epção e 
ontrole motor) muito mais rapidamente que o mais rápido 
omputadordigital hoje existente. Considere, por exemplo, a visão humana, que é uma tarefade pro
essamento de informação (MARR, 1982; LEVINE, 1985; CHURCHLAND; SEJ-NOWSKI, 1992). A função do sistema visual é forne
er uma representação, ou leitura,do ambiente à nossa volta e, mais importante que isso, forne
er a informação de quene
essitamos para interagir 
om o ambiente. Para sermos espe
í�
os, o 
érebro rea-liza rotineiramente tarefas de re
onhe
imento per
eptivo (p. ex., re
onhe
endo umrosto familiar inserido em uma 
ena não-familiar) em aproximadamente 150ms, aopasso que tarefas de 
omplexidade muito menor podem levar dias para serem exe
u-tadas em um 
omputador 
onven
ional. Como outro exemplo, 
onsidere o sonar deum mor
ego. O sonar é um sistema ativo de lo
alização por e
o. Além de forne
erinformações sobre a distân
ia até um alvo (um inseto por exemplo), o sonar de ummor
ego transmite também informação sobre a velo
idade relativa do alvo (SUGA,1990). A 
omplexa 
omputação neural ne
essária para extrair toda essa informa-ção do e
o do alvo o
orre no interior de um 
érebro do tamanho de uma ameixa.



3.2 O 
érebro humano 49Como, então, um 
érebro humano ou de um mor
ego faz isso? No momento donas
imento, um 
érebro tem uma grande estrutura e habilidade de desenvolver suaspróprias regras através do que usualmente denominamos �experiên
ia�. Na verdade,a experiên
ia vai sendo a
umulada 
om o tempo, sendo que o mais dramáti
o de-senvolvimento (i. e., por ligações físi
as) do 
érebro humano a
onte
e durante osdois primeiros anos de vida; mas o desenvolvimento 
ontinua para muito além desseestágio.3.2 O 
érebro humanoO sistema nervoso humano pode ser visto 
omo um sistema de três estágios, 
omomostrado no diagrama em blo
os da Fig. 18 (ARBIB, 1987). O 
entro do sistema é o
érebro, representado pela rede neural (nervosa), que re
ebe a informação, per
ebe-ae toma as de
isões apropriadas. Dois 
onjuntos de setas são mostrados na �gura.Aquelas que apontam da esquerda para a direita indi
am a transmissão para frentedo sinal portador de informação, através do sistema. As setas apontando da direitapara a esquerda indi
am a presença de realimentação no sistema. Os re
eptores
onvertem estímulos do 
orpo humano ou do ambiente externo em impulsos elétri
osque transmitem informação para a rede neural (
érebro). Os atuadores 
onvertemimpulsos elétri
os gerados pela rede neural em respostas dis
erníveis 
omo saídas dosistema.
Receptores Rede Neural

Estímulo

Atuadores

Resposta

Figura 18: Representação em diagrama em blo
os do sistema nervoso.O esforço para entender o 
érebro se tornou mais fá
il pelo trabalho de (RAMÓN;CAJÁL, 1911), que introduziu a idéia dos neur�nios 
omo 
onstituintes estruturais do
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érebro. Tipi
amente, os neur�nios são de 
in
o a seis ordens de grandeza mais len-tos que as portas lógi
as em silí
io; os eventos em um 
ir
uito de silí
io a
onte
em naordem de nanossegundos, enquanto que eventos neurais a
onte
em na ordem de mi-lissegundos. Entretanto, o 
érebro 
ompensa a taxa de operação relativamente lentade um neur�nio pelo número realmente espantoso de neur�nios (
élulas nervosas),
om 
onexões ma
iças entre si. Estima-se que haja aproximadamente 10 bilhõesde neur�nios no 
órtex humano e 60 trilhões de sinapses ou 
onexões (SHEPHERD;KOCH, 1990). Mesmo 
om essa magnitude de 
omplexidade, o 
érebro apresentauma estrutura extremamente e�
iente. Mais espe
i�
amente, a e�
iên
ia energéti
ado 
érebro é de aproximadamente 10−16 joules (J) por operação por segundo, en-quanto que o valor 
orrespondente para os melhores 
omputadores em uso em nossosdias é de 
er
a de 10−6 joules por operação por segundo (FAGGIN, 1991).Os prin
ipais 
omponentes dos neur�nios são:
• Os dendritos, que tem por função, re
eber os estímulos transmitidos pelosoutros neur�nios;
• O 
orpo de neur�nio (nú
leo), também 
hamado de somma, que é responsávelpor 
oletar e 
ombinar informações vindas de outros neur�nios;
• E �nalmente o ax�nio, que é 
onstituído de uma �bra tubular que pode al
an-çar até alguns metros, e é responsável por transmitir os estímulos para outras
élulas, 
omo mostrado na Fig. 19.Um neur�nio em �desenvolvimento� é sin�nimo de um 
érebro plásti
o: a plas-ti
idade permite que o sistema nervoso em desenvolvimento se adapte ao seu meioambiente. Assim 
omo a plasti
idade pare
e essen
ial para o fun
ionamento dosneur�nios 
omo unidades de pro
essamento de informação do 
érebro humano, tam-bém ela é o 
om relação às redes neurais 
onstruídas 
om neur�nios arti�
iais. Nasua forma mais geral, uma rede neural é uma máquina que é projetada para modelara maneira 
omo o 
érebro realiza uma tarefa parti
ular ou função de interesse; a redeé normalmente implementada utilizando-se 
omponentes eletr�ni
os ou é simuladapor programação em um 
omputador digital. Nós podemos então ofere
er a seguintede�nição de uma rede neural vista 
omo uma máquina adaptativa: Uma rede neural
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Figura 19: Ilustração de uma 
élula nervosa. Esta 
élula é formada por: (1) O 
orpode neur�nio ou Somma, (2) Dendritos, (3) Ax�nio e (4) Terminais Sinápti
os.é um pro
essador paralelamente distribuído e 
omposto ma
içamente por unidadesde pro
essamento simples, que têm a propensão natural para armazenar 
onhe
i-mento experimental e torná-lo disponível para o uso. Ela se assemelha ao 
érebroem dois aspe
tos:1. O 
onhe
imento é adquirido pela rede a partir de seu ambiente através de umpro
esso de aprendizagem.2. Forças de 
onexão entre neur�nios, 
onhe
idas 
omo pesos sinápti
os, são uti-lizadas para armazenar o 
onhe
imento adquirido.
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érebro humano 52As sinapses são unidades estruturais e fun
ionais elementares que medeiam asinterações entre os neur�nios. O tipo mais 
omum de sinapse é a sinapse quími
a,que opera da seguinte forma: um pro
esso pré-sinápti
o libera uma substân
ia trans-missora que se difunde através da junção sinápti
a entre neur�nios e então age sobreum pro
esso pós-sinápti
o. Assim, uma sinapse 
onverte um sinal elétri
o pré-sinápti
o em um sinal quími
o e então de volta em um sinal elétri
o pós-sinápti
o(SHEPHERD; KOCH, 1990). Na terminologia elétri
a, um elemento assim é 
hamadode um dispositivo de dois terminais não-re
ípro
os. Nas des
rições tradi
ionais daorganização neural, assume-se que uma sinapse é uma 
onexão simples que podeimpor ao neur�nio re
eptivo ex
itação ou inibição, mas não ambas.Anteriormente, men
ionamos que a plasti
idade permite que o sistema nervosoem desenvolvimento se adapte ao seu meio ambiente (EGGERMONT, 1990). Em um
érebro adulto, a plasti
idade pode ser atribuída a dois me
anismos: a 
riação denovas 
onexões sinápti
as entre neur�nios e a modi�
ação das sinapses existentes.Os ax�nios, as linhas de transmissão, e os dendritos, as zonas re
eptivas, 
onstituemdois tipos de �lamentos 
elulares que são distinguíveis por razões morfológi
as; umax�nio tem uma superfí
ie mais lisa, menos rami�
ações e maior 
omprimento, en-quanto que um dendrito (assim 
hamado pela sua semelhança 
om uma árvore)tem uma superfí
ie irregular e mais rami�
ações (FREEMAN, 1975). A maioria dosneur�nios 
odi�
a suas saídas 
omo uma série de pulsos breves de tensão. Estespulsos, usualmente 
onhe
idos 
omo poten
iais de ação ou impulsos, originam-seno 
orpo 
elular dos neur�nios, ou perto dele, e então se propagam através dosneur�nios individuais a velo
idade e amplitude 
onstantes. As razões para o usode poten
iais de ação para a 
omuni
ação entre neur�nios se baseiam na físi
a dosax�nios. O ax�nio de um neur�nio é muito longo e �no e é 
ara
terizado por umaalta resistên
ia elétri
a e uma 
apa
itân
ia muito grande. Estes dois elementos estãodistribuídos ao longo do ax�nio. O ax�nio pode assim ser modelado 
omo uma linhade transmissão, daí o uso 
omum da �equação de linha� 
omo a terminologia parades
rever a propagação do sinal ao longo de um ax�nio. A análise deste me
anismode propagação revela que, quando uma tensão é apli
ada a uma extremidade do ax�-nio, ela de
ai exponen
ialmente 
om a distân
ia, 
aindo a um nível insigni�
ante nomomento em que ela atinge a outra extremidade. Os poten
iais de ação forne
emuma maneira de evitar este problema de transmissão (ANDERSON, 1995).
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érebro humano 53No 
érebro há organizações anat�mi
as tanto em pequena es
ala 
omo em grandees
ala, e funções diferentes o
orrem nos níveis mais baixos e nos mais altos. A Fig. 20mostra uma hierarquia de níveis entrelaçados de organização, emergente do extensotrabalho sobre a análise de regiões lo
alizadas no 
érebro. As sinapses representamo nível mais fundamental, dependente de molé
ulas e íons para sua ação.
Moléculas

Sinapses

Microcircuitos
neurais

Árvores
dendritais

Neurônios

Circuitos locais

inter−regionais

Nervoso
Sistema

Circuitos

Figura 20: Organização estrutural dos níveis no 
érebroNos níveis seguintes, temos os mi
ro
ir
uitos neurais, as árvores dendritais e en-tão os neur�nios. Um mi
ro
ir
uito neural se refere a um agrupamento de sinapsesorganizadas em padrões de 
one
tividade para produzir uma operação fun
ional deinteresse. Um mi
ro
ir
uito neural pode ser 
omparado a um 
ir
uito de silí
io 
ons-tituído por um agrupamento de transistores. O menor tamanho dos mi
ro
ir
uitosé medido em mi
r�metros, e a sua velo
idade de operação mais rápida é medidaem milissegundos. Os mi
ro
ir
uitos neurais são agrupados para formar subunida-des dendritais dentro das árvores dendritais dos neur�nios individuais. O neur�nio
ompleto, 
om tamanho de área de 100 mi
r�metros, 
ontém várias subunidadesdendritais. No nível seguinte de 
omplexidade temos 
ir
uitos lo
ais (
er
a de 1 mm
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onstituídos por neur�nios 
om propriedades similares ou diferentes;estes agrupamentos neurais realizam operações 
ara
terísti
as de uma região lo
a-lizada no 
érebro. Eles são seguidos por 
ir
uitos inter-regionais 
onstituídos por
aminhos, 
olunas e mapas topográ�
os, que envolvem regiões múltiplas lo
alizadasem partes diferentes do 
érebro. Os mapas topográ�
os são organizados para respon-der à informação sensorial in
idente. Estes mapas são freqüentemente arranjadosem folhas, 
omo no 
olí
ulo superior, onde os mapas visual, auditivo e somestési
oestão empilhados em 
amadas adja
entes de tal modo que estímulos advindos depontos 
orrespondentes no espaço se lo
alizem a
ima ou abaixo de 
ada um deles.A Fig. 21 apresenta um mapa 
itoarquitetural do 
órtex 
erebral 
omo apurado porBrodmann (BRODAL, 1981).

Figura 21: Mapa 
itoarquite
tural do 
órtex 
erebral. As diferentes áreas são iden-ti�
adas pela espessura de suas 
amadas e tipos de 
élulas nelas 
ontidas. Algumasdas áreas espe
í�
as mais importantes são 
omo segue. Córtex motor: banda mo-tora, área 4; área pré-motora, área 6; 
ampos o
ulares frontais, área 8. Córtexsomestési
o: áreas 3, 1, 2. Córtex visual: áreas 17, 18, 19. Córtex auditivo: áreas41 e 42 (BRODAL, 1981).As pesquisas 
orrentes sobre este assunto foram desenvolvidas através de uma
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efalograma - EEG 55longa história de esforços para 
apturar os prin
ípios de 
omputações biológi
as emmodelos matemáti
os. Estes esforços 
omeçaram 
om investigações pioneiras deneur�nios 
omo aparelhos lógi
os realizados por Warren S. M
 Cullo
h e Walter H.Pits (MCCULLOCH; PITTS, 1943). Em 1960, Frank Rosenblat e Bernard Widrow
riaram os �neur�nios adaptivos� e uma rede simples que tinha a 
apa
idade deaprender. A Adaline (neur�nios lineares adaptivos), 
riada por Widrow, 
onsisteem um sistema de neur�nios simples que pode aprender a re
onhe
er um objetosimples, uma letra por exemplo. Entre 1960 e 1970 um pequeno número de pes-quisadores, 
omo Shuni
hi Amari, Leon N. Cooper, Kunihiko Fukushima e StephenGrossberg tentaram modelar o 
omportamento de neur�nios reais em redes 
ompu-ta
ionais mais so�sti
adas. Desenvolveram paradigmas matemáti
os para a extraçãode 
ara
terísti
as de modelos, 
lassi�
ação de modelos e �memória asso
iativa�, naqual pedaços de informação servem para re
uperar uma memória inteira. A partir de1980 surgiu um grande interesse por modelos neurais e suas propriedades 
omputa-
ionais. Isto se deu porque os neurobiologistas foram adquirindo mais entendimentode 
omo informações eram pro
essadas na natureza e devido a fabri
ação de poten-tes 
omputadores que permitiram a implantação de 
ir
uitos neurais. Nós simples(neur�nios) são interligados para formar uma rede de nós, daí o termo �rede neu-ronal�. A inspiração original para este modelo advém do exame das estruturas do
érebro, em parti
ular de estudos em eletroen
efalogramas de humanos e de ani-mais (GRUNEIS; YAMAMOTO; NAKAHAMA, 1989; BABLOYANTZ; SALAZAR; NICOLIS,1985).3.3 Eletroen
efalograma - EEGOs desenvolvimentos té
ni
os no 
ampo das medidas e do registro de fen�menoselétri
os realizados nos últimos 25 anos do sé
ulo XIX tornaram possível um dosmaiores triunfos da neuro
iên
ia moderna: a des
oberta, feita pelo psiquiatra ale-mão Hans Berger, em 1929, de que o 
érebro humano também gera atividade elétri
a
ontínua, e que tal atividade pode ser registrada. O registro eletroen
efalográ�
o éusualmente realizado através de eletrodos (pequenos dis
os metáli
os) a�xados 
omum gel 
ondutor de eletri
idade à pele do 
rânio. Um poderoso ampli�
ador ele-tr�ni
o aumenta milhares de vezes a amplitude do fra
o sinal elétri
o que é gerado
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érebro e que pode ser 
aptado (geralmente menos do que alguns mi
rovolts).O galvan�metro, que tem uma pena ins
ritora presa ao seu ponteiro, registra o si-nal sobre a superfí
ie de uma tira de papel, que se deslo
a a velo
idade 
onstante.Assim, o EEG é um registro da atividade elétri
a 
erebral, em que os eletrodos 
ap-tam qualquer alteração na atividade neural. Conseqüentemente, os sinais obtidossão apenas uma medida grosseira desta atividade em um volume 
erebral fun
ional-mente grande e o resultado desta medida é a ins
rição de uma onda tortuosa, 
omoapresentada na Fig. 22.

Figura 22: Registro eletroen
efalográ�
o real típi
o.



3.4 Modelo da atividade neural 573.4 Modelo da atividade neuralAssim 
omo o sistema nervoso é 
omposto por bilhões de 
élulas nervosas, arede neural arti�
ial também seria formada por unidades que nada mais são do quepequenos módulos que simulam o fun
ionamento de um neur�nio. Estes módulosdevem fun
ionar de a
ordo 
om os elementos em que foram inspirados, re
ebendoe retransmitindo informações. Para tal, nós utilizamos um modelo típi
o de redeneural, onde o estado de 
ada neur�nio depende da 
ontribuição de alguns outrosneur�nios, que enviam sinais modi�
ados por um peso. Embora muito simples, estemodelo imita a dinâmi
a de sistemas neurais reais.O modelo de rede neural utilizado neste trabalho é uma variação do modelooriginal 
riado por M
Cullo
h e Pits (MCCULLOCH; PITTS, 1943). A rede é formadapor N unidades de neur�nios, onde 
ada neur�nio está a
oplado a n outros neur�niossimilares. No entanto, é proibida a auto
onexão, ou seja, um neur�nio não podein�uen
iar a si mesmo. As 
onexões que são usadas para a
oplar os neur�nios, 
omojá men
ionado, são 
hamadas de sinapses. A estas, asso
iam-se pesos ou e�
á
iasinápti
as Sij para 
ara
terizar a intensidade da 
onexão entre estes neur�nios. Umneur�nio é tratado 
omo sendo um simples número binário 
om dois estados, x = 0(inativo) ou x = 1 (ativo), 
ujos valores são atribuídos de forma aleatória no iní
ioda simulação para 
ada neur�nio. O estado de um neur�nio i é atualizado no tempode a
ordo 
om as expressões
xi(t + 1) = Θ (hi + L(t)) , (3.1)e

hi =

n
∑

j∈(i)

Sijxj(t), (3.2)onde hi, o poten
ial pós-sinápti
o (AMIT, 1989), é a soma de todas as e�
á
ias sináp-ti
as dos 
anais 
hegando ao neur�nio i, 
ada um multipli
ado pelo 
orrespondenteestado xj dos neur�nios a ele 
one
tado. Isto garante que somente os neur�nios de
anais ativados 
ontribuem para a evolução do estado do neur�nio xi a um passo



3.4 Modelo da atividade neural 58de tempo t + 1. A função limiar do neur�nio i, L(t), que estabele
e um valor limitepara a atualização do estado do neur�nio i a um passo de tempo t, ou seja, indi
a asensibilidade dos neur�nios aos estímulos. Θ é a função de Heaviside, des
rita por:
Θ(z) =

{

1 se z ≥ 0

0 se z < 0
, (3.3)onde n é o número de 
onexões de 
ada neur�nio, Sij é a intensidade da sinapse en-tre os neur�nios i e j, as vezes des
ritos 
omo sinapses e análogos aos elementos damatriz de a
oplamento no sistema spin de Ising. Os pesos são es
olhidos de maneiraaleatória e não são ne
essáriamente simétri
os, isto é, Sij 6= Sji. Portanto a in�uên-
ia que o neur�nio i exer
e sobre o neur�nio j não é igual à in�uên
ia que o neur�nio

j exer
e sobre o neur�nio i. Estes pesos podem ser positivos (ex
itadores) ou ne-gativos (inibidores) e são distribuídos uniformemente no intervalo [-1,1℄ (MOREIRA;LIMA; ANDRADE, 1995).A dinâmi
a utilizada neste modelo para a atualização do estado de um neur�nio ésin
r�ni
a ou paralela, ou seja, 
ada neur�nio é pro
essado simultaneamente a passosdis
retos de tempo np, onde np = 1, 2, 3, ..., pela dinâmi
a des
rita na expressão 3.1.Isto signi�
a que os inputs de 
ada neur�nio na rede são determinados por ummesmoestado de atividade da rede em um intervalo de tempo (np − 1 < t < np), onde ade
isão de 
ada neur�nio de ativar ou não ativar a um mesmo instante de temponão depende da de
isão dos outros neur�nios da rede. Assim, quando hi, total dospesos dos inputs que 
hegam a um neur�nio i, ex
eder o limiar L(t) a um passo detempo t, este neur�nio estará ativo a um passo de tempo t + 1. Neste modelo, olimiar instantâneo é o mesmo para todos os neur�nios da rede e faz-se L(t) = L, ouseja, o limiar é 
onsiderado 
omo sendo uma 
onstante.O estado da rede é de�nido por uma 
oleção de atividades instantâneas dosneur�nios individuais des
ritos pela Eq. 3.1 e este pode ser representado 
omo umapalavra de N bits, 
ujos elementos são xE
i , onde o superes
rito E 
lassi�
a um estadoparti
ular da rede e o subs
rito i 
lassi�
a um neur�nio parti
ular. Assim esta redepossuindo Nbits 
om 
ada um 
orrespondendo a um neur�nio espe
í�
o 
om valoresdis
retos 1 e 0 apresenta um total de 2N estados, e a 
ada momento a rede estará em



3.4 Modelo da atividade neural 59um destes estados. A evolução do estado da rede gera uma su
essão de estados quesão 
hamados de trajetória da rede. Como o número de estados da rede é �nito, osistema deve eventualmente 
ontemplar um estado já visitado anteriormente. Destamaneira, o sistema pro
ederá da mesma maneira para os estados su
essores deste egerará 
i
los de repetições de estados, que são 
hamados de atratores dinâmi
os darede.Num dado instante t, a atividade da rede A(t) é de�nida pelo número de neur�-nios ativos dividido pelo número total de neur�nios da rede. Ou seja, A(t) é a médiados valores assumidos pelas variáveis de estado xi(t), �
ando portanto 
on�nada aointervalo [0,1℄,
A(t) =

N
∑

i=1

xi(t)

N
. (3.4)Os resultados publi
ados anteriormente por Moreira e Auto (MOREIRA; AUTO,1993) e Moreira e Andrade (MOREIRA; ANDRADE, 1994) mostram que a dinâmi
adesse tipo de modelo pode exibir uma variedade de 
omportamentos. Modi�
ando-se o limiar, L, a atividade pode ser 
ara
terizada 
omo um ponto �xo, periódi
a,intermitente ou 
aóti
a.Sistemas que apresentam 
omportamento 
aóti
o são abundantes tanto na natu-reza 
omo nos aparelhos 
onstruídos pelo homem. Estes sistemas são 
ara
terizadospor uma extrema sensibilidade a pequenas e suaves perturbações. Esta 
ara
terís-ti
a, 
onhe
ida 
omo �efeito borboleta�, em algumas o
asiões é vista 
omo bené�
aquando, por exemplo, a
elera misturas, reações quími
as e viabiliza um me
anismovigoroso para o transporte de massa e 
alor. Entretanto, em outras o
asiões, esta
ara
terísti
a é vista 
omo in
�moda e inoportuna, tornando o 
aos um fen�menoindesejável que pode levar a vibrações, operações irregulares, falhas devido à fadigade sistemas me
âni
os, os
ilações de temperatura que podem ex
eder o limite desegurança de 
ondições opera
ionais em sistemas térmi
os, e aumento na resistên
iaem sistemas de es
oamento.Durante muito anos a
reditou-se que os movimentos 
aóti
os nun
a são pre-visíveis nem 
ontroláveis. A primeira referên
ia que en
ontramos apresentando umponto de vista diferente foi devida a John Von Neumann, por volta de 1950. Segundo
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ussões 60ele, pequenos distúrbios, 
uidadosamente es
olhidos e pré-planejados, poderiam le-var, após algum tempo, a mudanças de larga es
ala de tempo. O 
on
eito bási
oaqui envolvido é que um atrator 
aóti
o tem embutido um grande número de órbitasperiódi
as instáveis.3.5 Resultados e Dis
ussõesA etapa ini
ial para elaboração de uma rede neural é a de�nição de sua topologia,ou seja, uma rede 
ontendo nós, os neur�nios, 
om toda a sua vizinhança 
one
tadaatravés de ligações, as sinapses. Neste estudo, realizamos simulações 
om dois tiposdiferentes de topologias de rede, ou seja, redes geradas segundo o modelo de Watts-Strogatz e redes geradas segundo o modelo do �
ontato preferen
ial�.3.5.1 Topologia de Watts-Strogatz (WS)A partir do algoritmo WS apresentado na Seção 1.4, �zemos variar a probabili-dade de realo
ação p, lembrando que esta de�ne 
omo serão distribuídas as ligações,ou seja, 
om que probabilidade as 
onexões existentes serão redire
ionadas (inexis-tên
ia de novas 
onexões) para os outros nós 
omo é mostrado na Fig. 4 no 
apítulo1. O valor dessa probabilidade varia entre zero (
on�guração de uma rede regular) eum (
on�guração de uma rede aleatória). Como já men
ionado anteriormente, para
p = 0 não há redistribuição de 
onexões entre os nós, enquanto que, para p = 1,todas as 
onexões serão realo
adas, resultando em uma rede formada por 
onexõestotalmente aleatórias. Para 
ada valor de p geramos 103 
on�gurações de rede, to-das 
om o mesmo número de nós, mas 
om diferentes 
onexões entre eles, ou seja,para 
ada geração, 
ada nó tem vizinhos diferentes, e para 
ada nova 
on�guraçãode rede, 
al
ulamos a atividade neural através da Eq. 3.4.Na Fig. 23 mostramos parte da evolução temporal da atividade neural A(t)para uma rede do tipo Watts-Strogatz 
om 2048 nós e 
om uma probabilidade derealo
ação igual a zero, p = 0.
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Figura 23: Parte da evolução temporal da atividade neural A(t) em uma rede WS
ontendo 2048 nós, 
om a probabilidades de realo
ação (rewire) igual a zero, p = 0,na 
urva do topo, e 
om p = 1, na 
urva abaixo.



3.5 Resultados e Dis
ussões 62Podemos observar que nesta topologia, que é regular, a série temporal da ati-vidade neural, nesta 
on�guração de rede, apresenta um estado não periódi
o, ouseja, não observamos formação de períodos. Na Fig. 23.b, observamos que quando ovalor da probabilidade de rela
ação é igual a um, p = 1 (rede totalmente aleatória),a série temporal torna-se periódi
a, ou seja, veri�
amos 
laramente a formação deperíodos. Para uma melhor visualização da formação dos períodos, �zemos um 
orteem nossa série temporal em três partes 
onse
utivas, que podem ser observados naFig. 24 mostrando a nossa série temporal em três momentos distintos, no intervaloentre 0 e 24 Fig. 24.a, no intervalo entre 24 e 48 Fig. 24.b e no intervalo entre 48 e72 Fig. 24.
, podemos 
on�rmar visualmente a formação de períodos.
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Figura 24: Visualização da formação de períodos, em que (a), (b) e (
) estão emintervalos de tempo distintos e 
onse
utivos exibindo um período de 24.



3.5 Resultados e Dis
ussões 63Através de uma rotina 
omputa
ional, investigamos de maneira sistemáti
a apossível existên
ia de periodi
idade nas séries temporais da atividade neural. Pode-mos observar, a partir da Fig. 25, que representa a quantidade de redes em regimeperiódi
o 
om T períodos, P (T ), que em todas as simulações, o valor do período,quando existe, não ultrapassa o valor de 80 pontos desta es
ala, nos levando a fazera análise somente dos últimos 1024 pontos das séries, as quais 
ontinham 16384pontos no total.
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Figura 25: Quantidade de redes em regime periódi
o 
om T períodos P(T), peloperíodo, T.Para veri�
ar a taxa de periodi
idade φ, ou seja, a fração de redes periódi
aspelo número total de redes que foram geradas para um dado valor de probabilidadede realo
ação, p, realizamos simulações 
om 1000 realizações diferentes de redes.Além disto, �zemos essas simulações para redes 
om diferentes números de nós,
N = 512, 1024, 2048, 4096 e 8192 nós.
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ussões 64A Fig. 26 mostra a fração de redes que entram em regime periódi
o, φ, pelonúmero de nós da rede N , para distintos valores de probabilidade de realo
ação, p.Podemos veri�
ar nesta �gura que a taxa de periodi
idade φ de
ai 
om o aumento dotamanho da rede. Isto também é equivalente a a�rmar que a taxa de periodi
idade φde
ai 
om o aumento da regularidade das 
onexões, ou seja, quanto maior o númerode nós da rede, maior é quantidade de redes que estão em estado não periódi
o.Além disso, podemos observar que quanto menor o valor de p, menor será o númerode redes apresentando em sua série temporal estados periódi
os.
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Figura 26: Fração de redes periódi
as, φ, pelo número de nós, N, para diferentesvalores de probabilidade de realo
ação p ou rewire.



3.5 Resultados e Dis
ussões 65A Fig. 27, mostra a fração φ de redes que eventualmente entram em regimeperiódi
o em função do valor da probabilidade de realo
ação p. Claramente, veri�-
amos que, independente do tamanho nenhuma rede atinge o regime periódi
o parao valor de p = 0. Além disto, 
omo demonstram as linhas 
ontínuas no grá�
o, o
omportamento da fração φ em função de p poder ser perfeitamente des
rito pelaexpressão,
φ(p, N) = a0

[

tanh(
p

a1

+ a2) − tanh(a2)

]

, (3.5)onde supomos que os parâmetros a0, a1 e a2 são somente função do tamnho dosistema N , sendo obtidos por regressão não-linear a partir dos dados de simulação.
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Figura 27: Fração de redes periódi
as φ pela probabilidade de realo
ação p, ourewire, para vários tamanhos de rede.



3.5 Resultados e Dis
ussões 66Por sua vez, a Fig. 28 mostra que as dependên
ias dos parâmetros a0, a1 e a2
om o tamanho do sistema seguem as seguintes relações:
a0(N) = α0 + β0N ;

a1(N) = α1 + β1 ln N ;

a2(N) = α2 + β2 ln N,

(3.6)
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Figura 28: Representação grá�
a dos parâmetros a0, a1 e a2 
om função de N .onde os valores númeri
os en
ontrados para as 
onstantes α0, α1, α2, β0, β1 e β2 são
α0 = 0.501

α1 = 0.476

α2 = 9.610

β0 = −41.46 × 10−6

β1 = −0.036

β2 = −1.576

. (3.7)
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ussões 67Empregando estas relações podemos obter o 
olapso de todas as 
urvas φ(p) paradiferentes valores de N , através das seguintes transformações:
φ′ =

φ

a0

+ tanh(a2) (3.8)e
p′ =

p

a1

+ (a2). (3.9)Tal 
olapso pode ser observado na Fig. 29, 
on�rmando assim, a validade de nossaabordagem.
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Figura 29: Renormalização da fração de redes periódi
as φ′ 
omo função da tanh derenormalização da probabilidade de realo
ação p′.Finalmente, mostramos na Fig. 30 o grá�
o log-log do tamanho do período 
omofunção do tamanho da rede, N , para um valor �xo da probabilidade de realo
ação,
p = 0.9. Para tal, geramos 1000 diferentes realizações de redes para 
ada valor de N



3.5 Resultados e Dis
ussões 68e analisamos os últimos 1024 pontos de séries 
om um total de 16384 pontos. Esta�gura mostra que o 
omprimento médio do período 
res
e de maneira propor
ionala √
N .
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Figura 30: Periodo Médio para 
ada tamanho de rede, em es
ala logarítmi
a, 1000diferentes gerações de rede, e para um valor de probabilidade de realo
ação igualpara todos, p = 0.9. A linha tra
ejada 
orresponde a T ∼
√

N .3.5.2 Topologia do Contato Preferen
ialSeguindo o modelo do 
ontato preferen
ial apresentado na Seção 1.5 do Capítulo1, geramos 103 realizações distintas de redes, para N = 512, 1024, 2048 e 4096nós. Para 
ada nova 
on�guração de rede, 
al
ulamos a atividade neural, que éfeita através da Eq. 3.4. Em analogia ao 
aso do modelo de WS, a variabilidade daatividade neural pode ser asso
iada a uma série temporal, 
omo podemos observar naFig. 31. A Fig. 32.a mostra a dependên
ia da fração de redes que entram em regimeperiódi
o, φ, 
om o número de nós da rede N . Veri�
a-se que a taxa de periodi
idade,
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φ, de
ai 
om o aumento da rede, ou seja, quanto maior o número de nós, maior seráa quantidade de redes que estão em estado não periódi
o. Na Fig. 32.b mostramoso tamanho médio dos períodos 
omo função do tamanho da rede, N . Podemosobservar que o 
omprimento médio do período 
res
e aproximadamente de formalinear 
om o tamanho da rede, ou seja, quanto maior a rede, maior será o intervalopara a repetição dos 
i
los da série temporal da atividade neural.

5407.5 5417.5 5427.5 5437.5 5447.5 5457.5
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1065
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A(t)

Figura 31: Evolução temporal da atividade neural em rede 
onstruída segundo omodelo do 
ontato preferen
ial 
ontendo 2048 nós.
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Figura 32: A 
urva do topo (a), mostra a fração de redes periódi
a φ pelo tamanhoda rede N , e a 
urva abaixo (b) mostra o tamanho médio dos períodos < T > 
omofunção do tamanho da rede, N .



3.6 Con
lusões 713.6 Con
lusõesNeste 
apítulo, mostramos que ummodelo neural simples em uma rede de Watts-Strogatz e do �
ontato preferen
ial� pode gerar sinais periódi
os da atividade neuralem redes 
ontendo um número reduzido de neur�nios. Estes 
i
los tornam-se maisfreqüentes quando se aumenta o al
an
e das 
onexões. Observou-se também que o
omprimento dos períodos aumenta 
om o a raiz quadrada do número de neur�niospara redes 
onstruídas segundo o algoritmo de WS. No 
aso do modelo do 
ontatopreferen
ial, este 
omprimento 
res
e de maneira aproximadamente linear 
om otamanho do sistema. Considerando que o 
érebro humano é 
onstituído por milha-res de neur�nios, não podemos esperar que o nosso modelo seja apli
ado em redes
om tamanha magnitude. É fa
tível imaginar no entanto que os nossos resultadossejam relavantes para expli
ar sinais periódi
os em sistemas formados por pequenasunidades de neur�nios.
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4 Con
lusões

Compreender o pro
esso de sedimentação de novas tendên
ias e idéias em 
omu-nidades so
iais pode ter um profundo impa
to na vida dos indivíduos. Na primeiraparte deste trabalho, nós propusemos um modelo idealizado para o 
res
imento
ompetitivo de agregados em redes 
omplexas. Pode-se imaginar que 
ada agregadorepresenta uma fração de uma 
omunidade que 
ompartilha alguma opinião em 
o-mum. Nossos resultados mostram que a distribuição de tamanho dos agregadosdepende da es
olha parti
ular da topologia 
om que a rede é 
onstruída. Mais pre-
isamente, quando nosso modelo de 
res
imento é 
onstruído a partir de uma redehierárqui
a 
omo a Apoloniana, as distribuições de tamanhos de agregados apre-sentam um de
aimento em lei de potên
ia 
om um expoente α = −1. Resultadossimilares foram observados 
om as distribuições obtidas para as frações de votos por
andidato nas eleições propor
ionais no Brasil em 1998 e 2002 (COSTA et al., 2002).Este fato nos leva a 
rer que os pro
essos de propagação e formação de opinião tal-vez sejam mediados por uma estrutura hierárqui
a de interações entre indivíduos e
omunidades.Em trabalhos futuros, pretendemos introduzir o efeito da �mídia� neste modelode agregação por meio de um me
anismo regulador não-lo
al e veri�
ar se o pro
essode 
res
imento é sus
etível a este novo ingrediente. Dentro deste mesmo 
ontexto,temos 
omo objetivo introduzir também alguma forma de �reversibilidade� nos es-tados dos sítios durante a formação dos agregados. Este fator tornaria o modelode 
erta maneira mais �exível para a des
rição de outros pro
essos de propagação e
res
imento reais.Sistemas que apresentam 
omportamento 
aóti
o são abundantes tanto na natu-reza 
omo nos aparelhos 
onstruídos pelo homem. Por exemplo, podemos 
onstataratravés de registros de eletroen
efalogramas (EGG) que a atividade 
orti
al gera
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lusões 73padrões 
aóti
os em sua série temporal. O 
omportamento 
aóti
o é de�nido 
omosendo um atrator 
ontendo, embutidas neste, um grande número de órbitas perió-di
as instáveis. Na segunda parte deste trabalho, nós estudamos o 
omportamentotemporal da atividade neural (MOREIRA; LIMA; ANDRADE, 1995) em redes 
om-plexas 
om 
ara
terísti
as de mundo pequeno (WATTS; STROGATZ, 1998) bem 
omoem redes 
onstruídas segundo o modelo de 
ontato preferen
ial (BARABÁSI; ALBERT,1999).Constatamos que a atividade neural pode exibir espontaneamente sinais periódi-
os em sua série temporal e que este efeito existe somente em redes 
ontendo peque-nos números de nós. No 
aso espe
í�
o de redes WS, onde o al
an
e das 
onexõespode ser 
ontrolado através da probabilidade de realo
ação (ver a Seção 1.4), �
a
laro que a fração de redes que entram em regime periódi
o é simplesmente propor
i-onal ao al
an
e das ligações. Observou-se também que o 
omprimento dos períodosaumenta 
om o a raiz quadrada do número de neur�nios para redes 
onstruídas se-gundo esse mesmo modelo de rede. No 
aso do modelo de 
ontato preferen
ial, este
omprimento 
res
e aproximadamente de maneira linear 
om o tamanho do sistema.A possibilidade da identi�
ação e estabilização dos períodos de um reservatórioespaço-temporal 
aóti
o abre uma nova perspe
tiva para a 
ompreensão de 
ertospro
essos 
ognitivos. Para tanto, em futuros trabalhos, pretendemos utilizar méto-dos de 
ontrole para regimes 
aóti
os nessa redes 
omplexas. Em espe
ial, estamosinteressados no método originalmente proposto por (MOREIRA; LIMA; ANDRADE,1995), que 
onsiste na apli
ação de uma pequena perturbação interna ao sistema(rede neural). Espe
i�
amente, pretendemos realizar a �pinagem� de alguns ele-mentos, ou seja, promover a �xação do estado de alguns neur�nios durante váriasiterações da rede neural e veri�
ar se há alterações no seu 
omportamento ao longodo tempo.
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