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Resumo

Na primeira parte deste trabalho, propomos um modelo de crescimento com-
petitivo de agregados em redes complexas para simular a propagacao de idéias ou
opinioes em comunidades. Investigamos como as distribuicoes de tamanhos de agre-
gados variam com a topologia de construcao da rede e com o niimero de sementes
aleatoriamente dispersas na estrutura. Para tal, analisamos redes do tipo de Erdos-
Rényi, redes de contato preferencial e a chamada rede Apoloniana. Esta tultima
apresenta distribuicoes de tamanho de agregado em forma de uma lei de poténcia
P(n) ~ n~® com um expoente o =~ 1.0, onde n é o tamanho do agregado. Resultados
similares sao observados com as distribuicoes obtidas para as fracoes de votos por
candidato as elei¢oes proporcionais para deputados no Brasil. Na segunda parte,
analisamos o comportamento temporal da atividade neural em redes com caracte-
risticas de mundo pequeno e em redes construidas segundo o modelo do contato
preferencial. Nesta primeira topologia, estudamos como a série temporal se com-
porta com a variacao do alcance das conexoes. Em ambas as topologias, observamos

a formacao de periodos e investigamos como estes variam com o tamanho da rede.



Abstract

The process by which new trends and ideas propagate in social communities can
have a profound impact in the life of individuals. To understand this process, we
introduce a competitive cluster growth model in complex networks. In our model,
each cluster represents the set of individuals with a certain opinion or preference. We
investigate how the cluster size distribution depends on the topology of the network
and how it is affected by the number of initial seeds dispersed in the structure. We
study our model using different network models, namely, the Erdos-Renyi geometry,
the preferential attachment model, and the so-called Apollonian network. This
last complex geometry displays a cluster size distribution that follows a power-law
P(n) ~ n~ with an exponent o = 1.0, where n is the cluster size. Similar results
have been obtained for the distributions of number of votes per candidate in the
proportional elections for federal representation in Brazil. In the second part of
this work, we investigate the temporal behavior of neural networks with small world
topology and in networks built according to the preferential attachment model. In
the first case we study the effect of the range of connections on the behavior of the
time series. In both topologies, we detect the existence of cycles and investigate how

their periods depend on the size of the system.
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da rede Apoloniana, Secao 1.7 do Capitulo 1, como substrato para o
crescimento. Esse escolha se deve a caracteristica planar desta rede
que a faz particularmente apropriada para uma representacao gra-
fica. No primeiro passo do processo de crescimento (a), alguns nos
(marcados pelo quadrado, triangulo, estrela e pelo circulo maior)
sao escolhidos para servirem de sementes para o crescimento de
agregados na rede. Todos os demais nos (marcados pelos pequenos
pontos) nao sdo associados a nenhum dos agregados neste passo;
esses nos serao os Gnicos acessiveis ao crescimento. As linhas trace-
jadas ligam ou um par de nés que ja pertencem a algum agregado,
ou um par de nos acessiveis. Nesse passo, essas conexoes nao in-
fluenciam o crescimento. As linhas mais largas ligam um n6 que
ja foi incorporado a um agregado a algum n6 ainda acessivel. Sao
essas linha que mediam o crescimento dos agregados. A cada passo
qualquer uma dessas linhas pode ser escolhida com a mesma proba-
bilidade, e 0 n6 acessivel é incorporado ao mesmo agregado que seu
vizinho. Desta forma, a velocidade com que um agregado cresce é
proporcional a seu perimetro, isto é, ao niimero de de conexoes de
um nd no agregado para um né acessivel. No segundo passo (b)
um novo né é incorporado ao agregado marcado pelos quadrados e
novas linhas largas sao adicionadas ao perimetro desse agregado. O
processo continua até que todos os nos tenham sido incorporados a
algum dos agregados (c). Nesse ponto o tamanho dos agregados é
computado. Esse mecanismo de crescimento é uma espécie de pro-
cesso “ganancioso”, ou seja, quanto maior o perimetro do agregado

mais rapido ele cresce incorporando ainda mais nos e conexaes. .

p.41
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as fungoes P(n) = nge ™", As linhas continuas sdo as fungoes
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pela densidade de sementes para o processo de crescimento. . . . .
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um ajuste em lei de poténcia, P(n) ~ n~
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inclinacao das curvas parece crescer a medida que o nimero de

agregados competindo cresce. . . . . ... ...

p.43
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Introducao

Sistemas com interacoes simples entre seus elementos constituintes, mas com
muitos graus de liberdade, podem exibir morfologias complicadas e apresentar com-
portamentos dindmicos intrincados, tais como fenomenologias emergentes, avalan-
ches, criticalidade e leis de escala (BAK, 1996). Quando tratamos com estes sistemas,
usualmente denominados sistemas complexos, ha sempre a expectativa de que exista
um nimero pequeno de “leis basicas” governando a esséncia do comportamento glo-
bal do fenémeno em estudo. E neste contexto que alguns sistemas complexos podem
ser compreendidos em termos de leis de escala (STANLEY, 1999). Neste caso, diz-se
que o sistema é invariante de escala, ou seja, h a dependéncia de uma determinada

grandeza com algum parametro relevante na forma de uma lei de poténcia.

Nestas circuntancias, o conceito de universalidade implica que diferentes feno-
menos invariantes de escala ocorrendo na natureza, podem ser classificados em um
numero comparativamente pequeno de classes, usualmente definidas pelos expoentes
de suas leis de escala. Esse conceito permite que sistemas mais complicados possam
ser descritos por modelos simples, desde que os ingredientes minimos necesséarios

para definirem a sua classe de universalidade estejam presentes na formulacao.

Um dos desafios no estudo de sistemas complexos consiste em modelar a natureza
diversa dos seus constituintes e a intrincada estrutura das suas interacoes. Entre
as técnicas usadas com maior sucesso para estudar os sistemas complexos estao os
modelos discretos baseados em agentes. Nesses modelos, os agentes podem ocupar
um numero finito de estados e o sistema evolui em passos discretos de tempo. A cada
passo, todos os agentes usam alguma regra para decidir que estado irao assumir no
proximo passo. Cada agente estd conectado a um pequeno grupo de outros agentes
no sistema, os vizinhos. A regra de evolucao de um determinado agente é descrita por
uma funcao, que toma como parametro os estados de seus vizinhos. Tipicamente,

o sistema evolui de forma sincrona, atualizando os estados de todos os agentes ao
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mesmo tempo.

A simplicidade e liberdade na definicao das regras de interagao fizeram desses
modelos discretos uma ferramenta ideal para o estudo de diversos sistemas com-
plexos. Nessa linha de abordagem, um dos modelos mais estudados é o chamado
automato celular. Tipicamente, nesse tipo de modelo os agentes sao dispostos em
uma rede regular e todos usam a mesma regra de evolucao. Automatos celulares
foram empregados no passado como um modelo para o estudo de sistemas cadticos,
auto-organizacao e computacao emergente. Apesar do sucesso dos automatos celula-
res como um modelo para sistemas descentralizados, a estrutura regular, com todos
os agentes executando a mesma funcao e com as interacoes definidas em uma rede
periddica, é propriedade que por si s6 induz uma ordem global e que nao se espera
observar em sistemas reais. No universo dos modelos discretos, o extremo oposto a
estrutura regular dos automatos celulares é ocupado pelo chamado modelo das redes
Booleanas. Nas redes Booleanas a estrutura das interacoes é definida aleatoriamente
e cada agente usa uma regra de evolucao diferente. Redes Booleanas foram propos-
tas inicialmente como um modelo para redes de regulacao genética, mas ja foram
usadas em sistemas tao variados como interagoes em grupos sociais, evolucao e redes
neurais. Esse modelo exibe varias propriedades observadas em sistemas reais, uma
das mais intrigantes provavelmente sendo uma transi¢ao entre uma fase ordenada e
uma cadtica. Na fase ordenada, o sistema evolui para atratores que consistem de
estados fixos ou pequenos ciclos. Na fase cadtica, os atratores consistem de grandes

ciclos, cujo comprimento varia exponencialmente com tamanho do sistema.

Neste trabalho utilizaremos uma classe de modelos para sistemas complexos
onde as leis de escala e o conceito de universalidade praticamente ditam a sistema-
tica de sua abordagem. Como veremos, as denominadas redes complexas servem
como paradigma para os mais diferentes sistemas. Uma vez que essas redes sao
modelos plausiveis para caracterizar a natureza das interacoes que regem alguns
sistemas complexos (STROGATZ, 2001), o estudo e a caracterizagao de suas proprie-
dades é fundamental para a descricao de tais sistemas. Por exemplo, sabe-se que a
conectividade de varios sistemas complexos é notadamente anomala, seguindo uma
distribuicao de probabilidade na forma de uma lei de poténcia. Esse tipo de sistema
pode, entdo, ser modelado pela regra do contato preferencial (BARABASI; ALBERT,

1999). Observa-se que neste de redes, os nés mais conectados determinam a conec-
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tividade global da estrutura (ALBERT; JEONG; BARABASI, 2000) e controlam uma
série de processos dinamicos. Uma outra propriedade observada, é a caracteristica
de mundo pequeno. As redes de mundo pequeno tém a propriedade de que a dis-
tancia média entre qualquer par de nos da rede, medida pelo niimero minimo de
conexoes que separam os nds, ¢ proporcional ao logaritmo do nimero total de nos.
Outra propriedade de grande interesse em redes complexas é um valor relativamente

alto para o chamado coeficiente de agregacao.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, apresen-
tamos uma revisao sobre alguns dos principais conceitos da estatistica de redes
complexas. Sao descritos os modelos de rede de Erdés e Rényi, de mundo pequeno,
de contato preferencial e de Apolonio. Mostramos entao algumas das propriedades
observadas empiricamente em redes reais e um breve historico sobre redes neurais.
No Capitulo 2, introduzimos um modelo de crescimento competitivo de agregados
em redes complexas utilizando modelos de rede de Erdés e Rényi, de contato pre-
ferencial e de Apolonio. Mostramos como a topologia com que a rede é construida
interfere na formacao dos agregados. Constatamos que as distribui¢oes obtidas se-
gundo o modelo de Apolonio sao similares as distribui¢oes obtidas para as fracoes
de votos por candidato observada nas eleigdes proporcionais no Brasil (COSTA et al.,
2002). No Capitulo 3, abordamos um problema dinamico envolvendo a evolucao
temporal da atividade neural em redes com estruturas regulares e desordenadas.
Observamos, em alguns casos, a existéncia de formacao de periodos nas séries tem-
porais desta atividade, e investigamos como a transicao da estrutura de construcao
da rede influencia na formacao destes periodos. Para tal andlise, por exemplo, vari-
amos a probabilidade de realoca¢do no modelo de rede de Watts-Strogatz (WATTS;
STROGATZ, 1998), que também define a aleatoriedade das conexdes entre os seus
n6s. Outro aspecto abordado, diz respeito a forma como o tamanho da rede in-
terfere na formacao dos periodos. Adicionalmente, um estudo similar é feito para
redes construidas segundo o modelo do contato preferencial. Finalmente, no Capi-
tulo 4, apresentamos nossas conclusoes sobre todos os resultados obtidos, bem como

algumas perspectivas para trabalhos futuros.



1 Redes Complexas

1.1 Introducao

A modelagem de redes complexas tem sido o foco de muitos trabalhos recentes
em mecanica estatistica para a representacao de sistemas fisicos, quimicos, biol6gi-
cos e até mesmo sociais. Neste capitulo, estudaremos as propriedades estatisticas de
algumas redes complexas, introduzindo os conceitos necessarios para a construcao e
entendimento destas, como a teoria dos grafos, a distribuicao de conectividade, a dis-
tancia média e o coeficiente de agregacao. Em seguida, descreveremos a experiéncia
de Stanley Milgram, que propoe o famoso “seis graus de separacao”. Discutiremos
também, a topologia de algumas redes reais, como por exemplo, WWW e redes

metabolicas. Por fim, faremos um breve historico sobre redes neurais.

1.2 Teoria dos grafos e o modelo de Erdos-Rényi

Podemos definir um grafo G = (V, E) (DIESTEL, 2000) como um par de con-
juntos V e E que satisfaz E C [V]?, onde cada elemento de E ¢ formado por dois
elementos de V. Graficamente, os elementos do conjunto V' representam os sitios,
e os elementos do conjunto F representam as ligacoes entre os sitios. Podemos

visualizar um exemplo de um grafo na Fig. 1.

Com o conhecimento da teoria dos grafos e com o surgimento do interesse no
estudo de redes com topologia complexas, Paul Erdos e Alfréd Rényi (ERDOS; RENYI,
1959) propoem um modelo, no qual, um sistema com N ndés, onde cada n6 pode se
conectar a outro randomicamente com uma probabilidade £, criando um grafo com

EN(N —1)/2 conexoes.
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Figura 1: Representagdo de um grafo com o conjunto V' = {1,2,3,4,5,6,7} e o conjunto

E = {{1,2},{1,5},{2,5},{3,4},{5,7}}.

Para o melhor entendimento de problemas que envolvem sistemas com um nt-

mero elevado de elementos, é necessario a introducao de algumas defini¢oes:

1.2.1 Distribuicao de Conectividade

A distribuigao de conectividade, p(k), representa a probabilidade de um no ter
uma conectividade k. A probabilidade de p;(k;), de que um determinado né i tenha

um nimero k; de conexoes é dada pelo binomial,

pi(ki) = ON_ €8 (1 =V 1h (1.1)

pois o n6 ¢ pode estabelecer até N —1 conexoes, sendo que a probabilidade de que k;
dessas conexdes existam ¢ £¥, a probabilidade de que as demais N — 1 — k; conexoes
estejam ausentes é (1 — £)N=1=F e C%_ | ¢ o0 nimero de diferentes combinagoes em
que as conexoes podem ser distribuidas. No limite em que NV vai a infinito, a forma

binomial se aproxima da distribuicao de Poisson,

p(k) o (1.2)

onde (k) = ¢N é a conectividade média. Isso mostra que, apesar da distribuigao
aleatoria de conexoes, a rede é homogénea, ou seja, os n6s tém, aproximadamente, o

mesmo nimero de conexoes, e como o niumero total de conexoes da rede é limitado,
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a conectividade dos n6s nao sao variaveis independentes.

1.2.2 Distancia Média

A distancia entre dois nos é definida como o niimero minimo de conexdes que 0s
separam. A distancia média [ é a média das distancias entre todos os pares de nos.
Eventualmente, se a probabilidade £ de conexao for suficientemente pequeno, pode
acontecer de nao existir um caminho conectando dois nés; neste caso, a distancia
entre eles é infinita. Quando isto ocorre, a distancia média toma apenas os pares de
nos em um mesmo agregado completamente conectado. Em média, cada n6 tem (k)
primeiros vizinhos. Cada um desses tem (k) vizinhos, resultando em (k)? segundos
vizinhos, (k)? terceiros vizinhos, e assim por diante. Se o niimero N de nés de uma
rede for suficientemente grande, in(N) > (k), o nimero de nés a uma distancia [
continua crescendo exponencialmente até que, eventualmente, o nimero de vizinhos
a uma distancia [ fica da ordem do tamanho da rede, N. Nesta condicao, a distancia
meédia deve crescer logaritmicamente com o tamanho da rede,

InN
In{k)

(1.3)

1.3 Redes de Mundo Pequeno: uma nova topologia

Em 1967, o soci6logo e psicologo americano, Stanley Milgram (MILGRAM, 1967)
realizou uma experiéncia com o intuito de verificar o grau de ligacao entre as pes-
soas. A experiéncia consistia em escolher 150 pessoas em Wichita, Kansas, Omaha
e Nebraska, e cada uma delas recebia uma carta contendo instrucoes especificas ex-
plicando o experimento. Basicamente teriam que fazer chegar um envelope a uma
pessoa, que deveria ser desconhecida, chamada de pessoa-alvo, localizada em Bos-
ton. Na Fig. 2 mostramos o mapa norte americano para ilustrar a distancia entre

as localidades.
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Figura 2: Mapa dos Estados Unidos mostrando (a) origem das cartas e (b) local onde a
pessoa-alvo se encontrava.

O contetdo de cada envelope era:

1. O nome, e a informacao que a pessoa-alvo era corretor em Boston.

2. Algumas regras, como por exemplo: “se vocé nao conhece diretamente a pessoa-
alvo, repasse o documento para um amigo que tenha uma possivel relacao com

o alvo”.

3. Para registrar o percurso, cada intermediario deve assinar seu nome. Isto é
importante, pois evita que o envelope volte para a mesma pessoa, e podemos

rastrear de quem partiu o envelope.

Vérias cartas foram perdidas, e nunca chegaram, mas as que chegaram nao
tiveram mais que 6 amigos intermediarios. Tal resultado, conhecido como “seis
graus de separacao”, nos revela que pessoas aparentemente desconhecidas tém uma
grande probabilidade de possuirem, em um certo grau, amigos em comum que as

aproximem.
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1.4 O Modelo de Watts-Strogatz

As primeiras tentativas de explicar os “seis graus de separacao”’ consistiam exa-
tamente em supor um carater aleatorio para os grafos de colabora¢do (RAPOPORT,
1957), nao levando em conta o fato das pessoas possuirem um niicleo de amizades
locais, onde varios amigos sao amigos em comum, acrescidos de alguns amigos dis-
tantes, que neste caso, se comportam como conexoes aleatorias. Assim, deveriamos
esperar que os grafos possuissem um certo grau de regularidade local, isto é, uma
regiao onde o grafo se assemelha a uma rede regular. Para tal situacao, recente-
mente Duncan Watts e Steven Strogatz (WATTS; STROGATZ, 1998) propuseram um
modelo de rede que nada mais é do que uma interpolacao entre uma rede regular e

um grafo aleatorio.

A construcao da rede Watts-Strongatz (WS) é realizada de maneira simples através

do seguinte algoritmo:

1. Construir um grafo regular, por exemplo, um anel unidimensional com ligag¢oes
entre primeiros e segundos vizinhos, de modo que o niimero de conexoes seja

igual a k = 4.

2. Com probabilidade p, probabilidade de realocagao, trocar a ligacao, L., por
uma ligacao aleatoria L,,~, onde v” é um sitio sorteado aleatoriamente, Fig. 4.
Assim, a probabilidade de realocacao nos diz qual é a probabilidade de fazer
uma troca de ligacao. Para p = 0, nenhuma troca é feita, ja para p = 1, havera

troca.

3. Repetir o item anterior (passo 2) para todas as liga¢oes da rede.

Atavés deste algoritmo, fica clara a possibilidade de interpolacao entre uma estrutura
regular, ou seja, com valor da probabilidade p = 0, e uma estrutura aleatoéria, com
p = 1. Para pequenos valores de p temos uma estrutura com vizinhanca bem
definida, com excecao de alguns “defeitos”, que sao regioes onde existem sitios com
ligacoes de longo alcance. Para quantificar esses defeitos, torna-se necessaria a
introducao do conceito de coeficiente de agregacao C,, o qual define a tendéncia

da rede formar pequenos ciclos. Em outras palavras, se dois nos ¢ e 5 tém pelo
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(b)

Figura 3: Modelo de rede Watts-Strongatz: a)Inicialmente temos uma rede regular com
20 nos, sendo cada no ligado aos seus 4 primeiros vizinhos. b) Alteramos o valor de p,
entre 0 e 1, ¢) até chegarmos em p = 1, onde a troca das ligagoes é feita de forma aleatoéria.

menos um vizinho em comum, C, é a probabilidade de que 7 e j sejam conectados.
Em redes de relacoes sociais, por exemplo, as conexoes entre pessoas se iniciam,
normalmente, através de conhecidos em comum. Se tomarmos como parametro a
conectividade média, temos que o coeficiente de agregacao vai a zero para grandes
redes, C, = § = (k)/N.

Figura 4: Troca de uma ligagdo de uma rede do tipo WS. O no6 v esta ligado inicialmente
ao n6 v'. Com a troca aleatéria da ligagdao v é ligado diretamente ao né v”

Mostramos na Fig. 5 que a distancia média [ decai rapidamente com a adigao
de poucas ligacoes de longo alcance, enquanto C' permanece com valor alto por um

amplo intervalo de p.

Para a probabilidade de realocagao igual a zero, p = 0, ou seja, uma rede regular,
cada sitio tem a mesma conectividade k. A medida que essa probabilidade aumenta,

a distribuicao de conectividade P(k) torna-se uma curva que continua com um pico



1.4 O Modelo de Watts-Strogatz 11

i -? oro@ o o g N ’ T _
osl ° Clp)/ C0) © _'
o L ] -

[ o ]
06 .
I . ]
04k . o -
I . ]
onl L(p) / L(0) . 1
5 * J

[ e W, f ;

D' M s s g aeaal L Lo g e aaal L g aasgl L 1 -.u.#l
0.0001 0.00 0.01 0.1 1

p

Figura 5: Menor caminho médio e Coeficiente de agregagdo para modelos de rede WS
com N = 10*. Os dados sdo normalizados pelos valores de L(0) e C(0) para uma rede
regular. Observe a queda acentuada do menor caminho médio para pequenos valores de p,
correspondendo a um comportamento caracteristico da classe de redes de mundo pequeno.
Durante esta queda, C' permanece quase constante, indicando que a transicdo para a rede
de mundo pequeno é quase imperceptivel a nivel local. Figura retirada de (ALBERT;
BARABASI, 2002)

em torno da conectividade média, (k), mas que decai rapidamente para valores de
k afastados de (k).

A Fig. 6 mostra a distribuicao de conectividade para uma rede W.S com N = 104
e < k >= 6. Com o crescimento da probabilidade de realocagao, a largura da curva

aumenta, convergindo para uma distribuicao de conectividade obtida pelo modelo
de ER para p(k) = (k)/N.
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Figura 6: Distribuicio de conectividade do modelo WS com N = 10* e (k) = 6 para
p = 0.0 (circulo), p = 0.1 (quadrado) e p = 0.3 (tridgulo).

)

1.5 O modelo do contato preferencial

As redes aleatorias tém distribuicao de conectividade Poissoniana, com um valor
caracteristico para a conectividade. No caso de uma distribuicao em lei de poténcia,
nao ha valor caracteristico. Na pratica, a conectividade dos nés s6 é limitada pelo
ntmero finito de conexoes. Por essa razao, as redes que tém esse tipo de distribuicao

sao chamadas redes sem escala (scale-free networks).

Como diferentes redes reais apresentam distribuicoes em lei de poténcia, pode
existir um mecanismo universal que leva as redes a tomarem esta forma. O modelo
do contato preferencial (BARABASI; ALBERT, 1999) propde que esse comportamento
emerge da dinamica de evolucao da rede. As seguintes regras constituem este mo-
delo:

(i) A rede deve ser construida em um processo de crescimento. Neste caso, a rede
parte de um numero pequeno mg de noés, todos conectados entre si. Em seguida,

outros nos sao introduzidos um a um. Cada n6 introduzido deve se conectar a m
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Figura 7: Uma rede gerada pelo modelo do contato preferencial. Ilustracao retirada
de Strogatz (STROGATZ, 2001)

nos ja presentes na rede.

(ii) Ao estabelecerem novas conexdes, os nos buscam, preferencialmente, os nés mais
conectados. Mais precisamente, a probabilidade II; de uma conexao ser dirigida a

um noé ¢ é proporcional a sua conectividade k;,

ki
II(k;) = Sk (1.4)

onde o termo no denominador é a soma das conectividades de todos os nos, que é
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introduzido para normalizar a probabilidade. Como cada conexao liga dois nos, o

termo de normalizagao é identico ao dobro do ntimero de conexoes.

1.5.1 A equacao mestra da evolucao da rede

Para demonstrar que esse modelo simples leva, naturalmente, a uma distribuicao
de conectividade em lei de poténcia, vamos estudar a evolugio da populagao S(N)
de n6s com conectividade k, numa rede com um niimero S de nés. Quando um novo
n6 entra na rede, o valor de Sy deve mudar segundo (DOROGOVTSEV; MENDES;
SAMUKHIN, 2000; KRAPIVSKY; REDNER; LEYVRAZ, 2000)

k—1 k

Si(N+1) = Sp(N) +mm5k—1(]\7) —mm

Sk(N) 40k m. (1.5)
A primeira parcela da Eq. (1.5) da conta dos nds que ja tinham conectividade k na
rede de tamanho N — 1. A segunda parcela é referente a probabilidade de que um
n6 com conectividade k — 1 receba uma conexao e seja promovido para a populacao
Sk. O terceiro termo subtrai os noés com conectividade k que recebem mais uma

conexao. O tltimo termo acrescenta o novo n6é que entra na rede com m conexoes.

A probabilidade de um no ter conectividade k é, simplesmente, p(k, N) =
Sp(N)/N. Vamos, agora, determinar a forma de p(k) no limite em que N vai a
infinito. Neste limite, o niimero total de conexoes no sistema pode ser aproximado

por mN, e o termo de normalizacao, portanto, fica 2m.V.

Temos, entao,

p() = "2 pk — 1)~ op(h) + b (16)

que leva a A
p(k) = ——p(k = 1) (L.7)
p(m) = _Z (1.8)
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resultando, finalmente, em

2m(m + 1)

PR = L) (1.9)

No limite em que k vai ao infinito, essa solucao é levada a uma lei de poténcia

p(k) ~ k=7 com o expoente vy = 3.

1.5.2 O tratamento continuo

Um outro meio de determinar a forma da distribui¢ao de conectividade no mo-
delo do contato preferencial é através do tratamento continuo (BARABAST; ALBERT,
1999). Neste tratamento, relaciona-se a conectividade média dos nés, (k;), com o
instante 7 em que o n6 é introduzido na rede. Para isso, podemos expressar a taxa

com que a conectividade média do n6 cresce com o tamanho da rede na forma

= mII((k;)). (1.10)

Usando a forma do contato preferencial (1.4), obtemos

ok) _ (k)

(1.11)

A solugao de (1.11) deve satisfazer a condigao inicial de que o n6 entrou na rede
no instante i com conectividade m. Como cada né introduz m conexoes a rede, no

limite assintotico a constante de normalizacao pode ser tomada como

> kj~2mN. (1.12)
J

Dessa forma, a solugio de (1.11) deve ser

(k) = m (5)6 : (1.13)

onde §=1/2.
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Neste ponto, vamos determinar a probabilidade P(k) para que um né tenha
conectividade maior que k. Podemos esperar que os n6s que atingiram a conectivi-
dade k sejam aqueles que entraram primeiro na rede. Usando a Eq. 1.13, podemos
determinar que, numa rede de tamanho N, os nos cujas conectividades superem k
devem ser aqueles introduzidos antes do instante i = ml/ﬁN/kl/B. Fazemos, entao,
a associacdo de P(k) com a fragdo da rede formada pelos nds introduzidos antes do

instante 1,

P(k) (%)1/6. (1.14)

A fungdo P(k) é uma distribui¢do acumulada e pode ser relacionada com a distri-

buicao de conectividade,

plk) = _81;:%) ~ m;/ﬁ k118, (1.15)

Chegamos, assim, a uma distribuicao em lei de poténcia com expoente 7 =
1+ 1/8 = 3, em concordancia com o resultado encontrado através da equacgao

mestra na Segao 1.5.1.

1.6 O truncamento exponencial da distribuicao de
conectividade

A solucao da Eq. 1.9 é exata no limite em que o tamanho da rede S vai a infinito.
Soluges para tamanhos de rede finitos podem ser obtidas iterando a equagao (1.5)
numericamente. A Fig. 8 mostra a distribui¢cao de probabilidade acumulada para

diferentes tamanhos de rede. A distribuicdo acumulada é definida como

P() = 3 (k) (1.16)

e deve decrescer segundo uma lei de poténcia com expoente « =vy—1 = 2. A Fig. 8
mostra que, mesmo em tamanhos finitos, a distribuicao segue o comportamento em

lei de poténcia. No entanto, o tamanho finito da rede restringe o nimero maximo
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Figura 8: Distribuicao acumulada de conectividade para diferentes tamanhos de
rede. Observamos que as distribui¢des seguem um comportamento em lei de potén-

cia, P < k™%, seguido de um truncamento exponencial. A posicao do truncamento
depende do tamanho da rede.

de conexdes. Acima de um certo valor, a distribuicdo muda para um decaimento do

tipo exponencial'. Nota-se, na Fig. 8, que a posicao do truncamento exponencial

move-se para maiores valores de k quando a rede cresce.

A partir do resultado do tratamento continuo, pode-se compreender como o
truncamento depende do tamanho da rede. Vimos que a conectividade de um né
cresce segundo (z’/S)B. Os no6s mais conectados, portanto, estao provavelmente entre
aqueles presentes nos primeiros momentos da rede, ¢ &~ 1. Portanto, a probabilidade
de encontrar um né com mais que S” conexdes, deve ir rapidamente a zero, ou seja, o
expoente § = 1/« controla a posi¢ao do truncamento exponencial. A Fig. 9 mostra

que, de fato, a posicao do truncamento colapsa quando as curvas sao reescalonadas

1 . . .~ . K2
De fato, pode-se mostrar que a distribui¢do apresenta um truncamento do tipo e (DORO-
GOVTSEV; MENDES; SAMUKHIN, 2001).
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Figura 9: As mesmas distribuicdes acumuladas da Fig. 8 reescalonadas segundo S/
de forma a colapsar a regiao de decaimento exponencial.

segundo (DOROGOVTSEV; MENDES; SAMUKHIN, 2001; KRAPIVSKY; REDNER; LEY-
VRAZ, 2000)

P(k) = SP (%) (1.17)

A posicao do truncamento exponencial determina o nimero maximo de conexoes
que um né pode atingir em uma rede gerada pelo modelo do contato preferencial.
Essa informacao é relevante porque esses nos mais fortemente ligados formam um
esqueleto que acessa toda a rede. Foi mostrado que a conectividade global da rede
é fortemente sensivel a eliminagdo dos maiores nés (ALBERT; JEONG; BARABASI,
2000).

Diferentes efeitos observados em redes reais podem afetar a posicao do trun-

camento (AMARAL, 2000b). Por exemplo, a rede formada por aeroportos, onde
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as conexoes sao estabelecidas pelos voos, apresenta um truncamento relativamente
pequeno. E evidente que um aeroporto tem um limite no nimero de v6os que con-
segue receber por dia e esse limite estabelece o valor maximo para a conectividade
independente do tamanho da rede. O truncamento é afetado, também, se os nos
que entram na rede, ao estabelecerem suas conexoes, acessam apenas uma parte da
rede. Roteadores, por exemplo, devem, mais provavelmente, estabelecer conexoes
com os outros roteadores fisicamente mais proximos; uma pagina da internet deve
ter links para paginas com assuntos em comum. Pode-se mostrar que, neste caso, a
conectividade em que acontece o truncamento deve crescer logaritmicamente com o

tamanho da rede (MOSSA; AMARAL, 2002).

1.7 Rede Apoloniana

Modelos deterministicos de redes complexas podem ser particularmente adequa-
dos para construir redes com propriedades topologicas predeterminadas, por exemplo
alto grau de agregacao, compactacgao, etc. Alguns exemplos de modelos determinis-
ticos de redes sem escala foram propostos e usados com sucesso para descrever o
crescimento de redes aleatorias (JUNG; KAHNG, 2001; DOROGOVTSEV; GOLTSEV;
MENDES, 2002), mas estes modelos ndo apresentam a propriedade de serem acomo-
dados em espacos Euclidianos. Recentemente (ANDRADE et al., 2004) introduziram

uma nova classe de redes, chamadas redes Apolonianas, cujas propriedades sao:

e podem ser tanto deterministicas como aleatorias;

e sao sem escala;

e possuem caracteristica de pequeno mundo;

e podem ser acomodadas em espacos euclidianos.

Na sua versao deterministica, a rede Apoloniana pode ser relacionada com o pro-
blema do empacotamento de esferas de acordo com o matematico grego Apolonio de
Perga (BOYD; MATH, 1973). Na sua solu¢ao classica, inicialmente temos trés circulos

que tocam a si mesmos. O espaco entre esses circulos é preenchido por outro circulo

que toca os trés primeiros, formando assim trés intersticios ainda menores, que sao
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entao preenchidos da mesma forma, como mostrado na Fig. 10a . A distribuicao de
tamanhos de circulos segue uma lei de poténcia com expoente proximo a 1.3 (BOYD;
MATH, 1973). De fato, existem muitas outras topologias com diferentes dimensoes
fractais (HERRMANN; MANTICA; BESSIS, 1990). Esse procedimento pode também
ser generalizado para dimensdes mais altas (BARAM; HERRMANN; RIVIER, 2004).

(@)

(o)

P

1

P3

Figura 10: (a) Formato Apoloniano cléssico, (b) Rede Apoloniana, primeira, segunda
e terceira geracao representadas respectivamente pelos simbolos O), M e @ (ANDRADE
et al., 2004).

O empacotamento Apoloniano pode ser utilizado para descrever empacotamen-
tos densos de grao e foi também usado como um modelo simples para turbuléncia e
fragmentacao. Conectando os centros das esferas que se tocam por linhas, obtém-se
a rede que no caso classico da Fig. 10.a, resulta na triangulacao correspondente a
rede de forcas no empacotamento de Apolénio. A rede resultante é o que se chama

uma rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004).

E possivel notar que a rede Apoloniana é de fato sem escala. A Fig. 10b mostra
que a cada geragao n o niimero de sitios NV cresce de um fator de trés e a coordenacao
de cada sitio por um fator de dois. Mais precisamente, a cada geracdo n(n =
0,1,2,...) existem m(k,n) = 37,371 3772 ... 3% 3,1, e 3 vértices com conectividade
E=3,3x23x2%..3x2"1 3 x2" e 2" respectivamente, onde o tltimo
numero de vértices e conectividade corresponde aos trés cantos, P1, P2, P3. Devido
a caracteristica discreta desse espectro, é conveniente trabalhar com a distribuicao
cumulativa P(k) = >, m(k/,n)/N,, onde N, = 34 (3"*' —1)/2 & o niimero de
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sitions na geracio n. E simples mostrar que: P(k) oc k'™ com v =1+1n3/In2 ~

2.585. A caracteristica de pequeno mundo da rede Apoloniana é mostrada na Fig. 11.
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Figura 11: Distancia média entre dois nés L como funcdao do numero de nés N. A
linha solida é um guia para os olhos e tem uma inclina¢ao 3/4. O detalhe mostra
em papel semilog o coeficiente de agregagao C' como fungao de N. A linha tracejada
mostra o valor observado para grandes redes C' = 0.828.

E observado que [ (In N)?, com 3 ~ 3/4. Este é um novo comportamente entre o
mundo pequeno, [ ~ In N, e ultra pequeno, [ ~ In(In N) (ADLER, 1985; AMARAL,
2000a). Uma segunda propriedade caracterizando uma rede de mundo pequeno é o
coeficiente de agregacgdo. Foi mostrado por Andrade et. al. (ANDRADE et al., 2004)
que no limite de grandes redes o coeficiente converge para 0.828 (ver detalhe na
Fig. 11). Esse é um valor relativamente alto, quando comparado por exemplo com
o observado para as redes de colaboragao de atores C' = 0.79 (WATTS; STROGATZ,
1998). O comportamento destas duas propriedades caracteriza o cenario de pequeno

mundo (WATTS; STROGATZ, 1998).
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1.8 Propriedades observadas em redes reais

Varias redes complexas podem ser construidas a partir de dados obtidos de
sistemas reais. Uma revisao sobre as propriedades das redes de diferentes sistemas
pode ser encontrada em (ALBERT; BARABASI, 2002). Nesta se¢ao, vamos apresentar

algumas propriedades observadas em redes de sistemas naturais e artificiais.

1.8.1 Internet

As informacoes que trafegam na rede mundial de computadores, a internet, sao
distribuidas por roteadores que determinam para onde cada pacote de informacao
deve ir. Um estudo da rede de roteadores (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001a)
mostrou que a internet nao obedece uma distribuicao de conectividade Poissoniana.
De fato, a distribuigdo de conectividade tem a forma de uma lei de poténcia p(k) ~
k=7, com v = 2.23 (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001a). O coeficiente de
agregacao, C,, medido em diferentes momentos entre 1997 e 1999, por exemplo,
variou entre 0.18 a 0.3 (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANTI, 2001a), sendo bem maior
que o esperado em uma rede aleatéria com os mesmos parametros, C, = 0.0001.

Mostrou-se, também, que a distancia média é da ordem de [ ~ 9.

1.8.2 WWW

Uma outra visao possivel da internet consiste em determinar as propriedades da
rede formada pelas paginas de hipertexto (ALBERT; JEONG; BARABASI, 1999). Neste
tipo de rede, as conexoes tém direcao, ou seja, é possivel determinar o niimero de
citacoes em uma pdgina e o numero de citagoes para uma pdgina. Analisando a rede
formada por mais de 300.000 paginas, verificou-se que, neste caso, também se obtém
uma distribuicao de conectividade em lei de poténcia, com expoente v = 2.45 para
o nimero de citagoes por pagina, e v = 2.1 para o niimero de vezes que cada pagina
é citada. A distancia média observada na rede de péaginas da internet é de cerca
de 16 conexdes (ALBERT; JEONG; BARABASI, 1999). O coeficiente de agregacgio foi
calculado considerando as conexodes bidirecionais, resultando em C, ~ 0.1, um valor

trés ordens de grandeza superior ao esperado em uma rede aleatoéria.
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1.8.3 Redes metabdlicas

Em um trabalho recente (JEONG et al., 2000) estudou-se a rede correspondente
ao metabolismo de 43 diferentes organismos. Os noés da rede sao os substratos e
as conexoes sao estabelecidas quando esses substratos participam em uma mesma
reacao quimica no organismo. Essa rede tem uma distribuicao de conectividade em
lei de poténcia com expoente v entre 2.0 e 2.4, dependendo do organismo, e distancia

média [ da ordem de 3.3.

1.8.4 Outros sistemas

Muitos outros sistemas estudados apresentam propriedades semelhantes. O pe-
queno valor observado para a distancia média em relagao ao tamanho dos sistemas é
consistente com o previsto pelo modelo ER. No entanto, as redes reais normalmente
apresentam coeficientes de agregacao bem mais altos que os previstos por esse mo-
delo. Outro ponto em que o modelo ER falha é na distribuicao de conectividade.
Os exemplos mostrados acima tém distribuicao de conectividade em lei de poténcia.
Esse tipo de distribuicao nao acontece em todos os sistemas. As redes ecologicas
formadas pelas conexdes predador-presa, por exemplo, obedecem uma distribuicao
exponencial (CAMACHO; GUIMERA; AMARAL, 2002). Entretanto, distribui¢des em
lei de poténcia sao observadas em véarios sistemas distintos, indicando um processo
universal de formacao para esse tipo de rede. Também foram observadas distribui-
coes em lei de poténcia nas redes formadas pelas colaboragoes de atores em filmes
de cinema (BARABASI; ALBERT, 1999), na rede de colaboragbes em artigos cientifi-
cos (NEWMAN, 2001), e na rede de relagoes sexuais na Suécia (LIJEROS et al., 2001),

dentre outras.

Um exemplo dentro do campo da Fisica foi observado no mapa de conforma-
¢oes em agregados de particulas que interagem via potencial Lennard-Jones (DOYE,
2002). Esse resultado foi obtido construindo-se o mapa de conformagoes de um sis-
tema de 14 4tomos. O mapa apresenta milhares de estados que sao minimos locais.
Cada um desses estados é tratado como um né na rede e as conexoes sao estabeleci-
das se existe a possibilidade do sistema seguir diretamente de um minimo ao outro.

A rede construida dessa forma apresenta uma distribuicao de conectividade em lei
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de poténcia com expoente v = 2.78.

1.9 Redes Neurais

Concluimos este capitulo introdutério com algumas notas histoéricas sobre re-
des neurais. A era moderna das redes neurais comecou com o trabalho pioneiro
de McCulloch e Pitts (MCCULLOCH; PITTS, 1943). McCulloch foi um psiquiatra e
neuroanatomista por treinamento; passou cerca de 20 anos refletindo sobre a re-
presentacao de um evento no sistema nervoso. Pitts foi um prodigio matemaético
que se associou a McCulloch em 1942. De acordo com Rall (1990), o artigo de
1943 de McCulloch e Pitts surgiu dentro de uma comunidade de modelagem neu-
ral em atividade na Universidade de Chicago por pelo menos cinco anos antes de
1943, sob a lideranca de Rashevsky. No seu artigo, McCulloch e Pitts descrevem
um céalculo légico das redes neurais que unificava os estudos de neurofisiologia e da
logica matemética. Eles supuseram que o modelo formal de um neurdnio deveria
seguir uma lei “tudo ou nada”. Com um ntmero suficiente dessas unidades simples e
com conexoes sinapticas ajustadas apropriadamente e operando de forma sincrona,
McCulloch e Pitts mostraram que uma rede assim constituida realizaria, a princi-
pio, a computacao de qualquer funcao computavel. Este foi um resultado muito
significativo, sendo reconhecido como o nascimento das disciplinas de redes neu-
rais e inteligéncia artificial. Este trabalho influenciou von Neumann a usar chaves
de atraso idealizadas, derivadas do neurénio de McCulloch-Pitts na construcao do
EDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic Computer) que foi desenvolvido a
partir do ENTAC (Electronic Numerical Integrator and Computer) (Aspray e Burks,
1986). O ENIAC foi o primeiro computador eletronico de propoésito geral, que foi
construido na Escola de Engenharia Elétrica Moore da University of Pennsylvania
de 1943 a 1946. A teoria de McCulloch-Pitts sobre redes neurais formais se destacou
de forma proeminente na segunda das quatro palestras proferidas por von Neumann
na University of Illinois em 1949. Em 1948, foi publicado o livro “Cybernetics”
de Wiener, descrevendo alguns conceitos importantes sobre controle, comunicac¢ao
e processamento estatistico de sinais. A segunda edicao do livro foi publicada em
1961, adicionando material novo sobre aprendizagem e auto-organizacao. Neste li-

vro, Wiener tenta explicar o significado fisico da mecéanica estatistica no contexto
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desse assunto, mas foi com Hopfield (mais de 30 anos depois) que se conseguiu

consumar a ligagao entre a mecanica estatistica e os sistemas de aprendizagem.

O préximo desenvolvimento significativo das redes neurais veio em 1949, com a
publicagao do livro de Hebb “The Organization of Behavior”, no qual foi apresentada
pela primeira vez uma formulacao explicita de uma regra de aprendizagem fisioldgica
para a modificacao sinaptica. Especificamente, Hebb propds que a conectividade do
cérebro é continuamente modificada conforme um organismo vai aprendendo tarefas
funcionais diferentes e que agrupamentos neurais sao criados por tais modificagoes.
Hebb deu seguimento a uma sugestao anterior de Ramoén y Cajél e apresentou o
seu agora famoso postulado de aprendizagem, que afirma que a eficiéncia de uma
sinapse varidvel entre dois neurdnios ¢ aumentada pela ativacao repetida de um
neurdnio causada pelo outro neurdnio, através daquela sinapse. O artigo de Roches-
ter, Holland, Haibt e Duda (1956) talvez seja a primeira tentativa de usar simulagao
computacional para testar uma teoria sobre redes neurais bem formulada com base
no postulado de aprendizagem de Hebb; os resultados de simulacao relatados na-
quele artigo mostram claramente que se deve adicionar inibicao para que a teoria
realmente funcione. Naquele mesmo ano, Uttley (1956) demonstrou que uma rede
neural com sinapses modificaveis pode aprender a classificar conjuntos simples de
padroes binarios em classes correspondentes. Uttley introduziu o assim chamado
neurdnio “integra e dispara com fuga”, o qual foi mais tarde analisado formalmente
por Caianiello (1961). Em um trabalho posterior, Uttley (1979) formulou a hipotese
de que a eficiéncia de uma sinapse variavel do sistema nervoso depende da relagao
estatistica entre os estados flutuantes em ambos os lados daquela sinapse, fazendo
assim uma associacao com a teoria da informacao de Shannon. Em 1952, foi publi-
cado o livro de Ashby, “DesignforaBrain: The Origin of Adaptive Behavior”. Este
livro trata da nocao basica de que o comportamento adaptativo nao é inato mas
sim é aprendido, e que através da aprendizagem o comportamento de um sistema
normalmente evolui. O livro enfatiza os aspectos dinamicos do organismo vivo como

uma maquina e o conceito correlacionado de estabilidade.

Em 1954, Minsky escreveu uma tese de doutoramento em “redes neurais” na Uni-
versidade de Princeton, intitulada “ Theory of Neural-Analog Reinforcement Systems
and Its Application to the Brain-Model Problem”. Em 1961, foi publicado um artigo
de Minsky sobre Inteligéncia Artificial intitulado “Steps Toward Artificial Intelli-
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gence”, este artigo contém uma grande secao sobre o tema que agora ¢ denominado
redes neurais. Em 1967, foi publicado o livro de Minsky, Computation: Finite and
Infinite Machines. Este livro, estendeu os resultados de 1943 de McCulloch e Pitts e
os colocou no contexto da teoria dos automatos e da teoria da computacao. Também
em 1954, a idéia de um filtro adaptativo nao-linear foi proposta por Gabor, um dos
pioneiros da teoria da comunicacao e o inventor da holografia. Ele construiu essa
méquina com a ajuda de colaboradores, e os detalhes estao descritos em Gabor et
al. (1960). A aprendizagem era realizada alimentando-se a maquina com amostras
de um processo estocastico, juntamente com a funcao-alvo que a méaquina deveria

produzir.

Nos anos 50, iniciou-se o trabalho sobre a memdria associativa por Taylor (1956).
Ele foi seguido por Steinbruch (1961) que introduziu a matriz de aprendizagem, esta
matriz consiste de uma rede planar de chaves interpostas entre arranjos de receptores
“sensoriais” e atuadores “motores”. Em 1969, foi publicado por Willshaw, Buneman
e Longuet-Higgins um elegante artigo sobre a memoria associativa nao-hologréfica.
Este artigo apresenta dois modelos engenhosos de rede: um sistema 6tico simples
realizando uma memoria de correlacao e uma rede neural intimamente relacionada
com ele, inspirada na memoria 6ptica. Outras contribuigoes significativas ao desen-
volvimento inicial da memoéria associativa incluem os artigos de Anderson (1972),
Kohonen (1972) e Nakano (1972), que de maneira independente e no mesmo ano
introduziram a idéia de uma memdria por matriz de correla¢ao, baseada na regra

de aprendizagem ao produto externo.

Von Neumann foi uma das grandes figuras da ciéncia na primeira metade do
século vinte. A arquitetura de von Neumann, basica para o projeto de um computa-
dor digital, é assim denominada em sua homenagem. Em 1955, foi convidado pela
Universidade de Yale para proferir as Palestras Silliman durante 1956. Ele morreu
em 1957, e o manuscrito inacabado das Palestras Silliman foi publicado mais tarde

como um livro, The Computer and the Brain (1958).

Uma questao particularmente interessante no contexto das redes neurais é aquela
do projeto de uma rede confidvel com neurénios que podem ser vistos como com-
ponentes nao-confiaveis. Este problema importante foi resolvido por von Neumann

(1956) utilizando a idéia de redundéncia, o que motivou Winograd e Cowan (1963)
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a sugerir a utilizagao de uma representagao redundante distribuida para as redes
neurais. Winograd e Cowan mostraram como um nimero grande de elementos pode
coletivamente representar um conceito individual, com o aumento correspondente

em robustez e paralelismo.

Cerca de 15 anos ap6s a publicacao do classico artigo de McCulloch e Pitts,
uma nova abordagem para o problema de reconhecimento de padroes foi introdu-
zida por Rosenblatt (1958) em seu trabalho sobre o perceptron, um método inovador
de aprendizagem supervisionada. O coroamento do trabalho de Rosenblatt foi o
chamado teorema da convergéncia do perceptron, cuja primeira demonstracao foi
delineada por Rosenblatt (1960b); outras provas do teorema também apareceram
em Novikoff (1963) e outros. Em 1960, Widrow e Hofif introduziram o algoritmo
do minimo quadrado médio (LMS, Least Mean-Square) e o usaram para formular o
Adaline (adaptive linear element, elemento linear adaptativo). A diferenga entre o
perceptron e o Adaline estd no procedimento de aprendizagem. Uma das primeiras
redes neurais em camadas treinaveis com miltiplos elementos adaptativos foi a estru-
tura Madaline (multiple-adaline) proposta por Widrow e seus estudantes (Widrow,
1962). Em 1967, Amari utilizou o método do gradiente estocastico para classificagao
adaptativa de padroes. Em 1965, foi publicado o livro de Nilsson, Learning Machi-
nes que ainda é a exposicao mais bem escrita sobre padroes linearmente separaveis
por hipersuperficies. Durante o periodo classico do perceptron nos anos 1960, pa-
recia que as redes neurais poderiam realizar qualquer coisa. Mas entao veio o livro
de Minsky e Papert (1969), que utilizaram métodos mateméticos para demonstrar
que existem limites fundamentais para aquilo que os perceptrons de camada tnica
podem calcular. Eles afirmavam que nao havia razao para supor que qualquer uma
das limitacoes do perceptron de camada tinica poderia ser superada na versao de

miultiplas camadas.

Um problema importante encontrado no projeto de um perceptron de multiplas
camadas é o problema de atribuigdo de crédito (i.e., o problema de atribuir cré-
dito a neurénios ocultos da rede). A terminologia “atribui¢ao de crédito” utilizada
primeiro por Minsky (1961), sob o titulo de “O problema de Atribui¢ao de Crédito
para Sistemas de Aprendizagem por Refor¢o”. No final dos anos 60, ja havia sido
formulada a maioria das idéias e conceitos necessarios para resolver o problema de

atribuicao de crédito do perceptron, bem como muitas das idéias que fundamen-
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tam as redes (neurais de atratores) recorrentes que sdo agora denominadas redes
de Hopfield. Entretanto, tivemos que esperar até os anos 80 para que emergissem
as solugoes para esses problemas bésicos. De acordo com Cowan (1990) houve trés

razoes para este atraso de mais de 10 anos:

e Uma razao foi tecnoldgica - nao havia computadores pessoais ou estagoes de
trabalho para a experimentacao. Quando Gabor, por exemplo, desenvolveu o
seu filtro nao-linear de aprendizagem, seu grupo de pesquisadores levou mais
seis anos para construir o filtro com dispositivos analdgicos (Gabor, 1954;

Gabor et. al., 1960).

e A outra razao foi em parte psicologica e em parte financeira. A monografia de
1969 de Minsky e Papert certamente nao encorajou ninguém a trabalhar com

perceptrons, tampouco as agéncias a apoiar trabalhos sobre eles.

e A analogia entre redes neurais e spins de grade foi prematura. O modelo do

vidro de spins de Sherrington e Kirkpatrick foi inventado somente em 1975.

Estes fatores contribuiram de um modo ou de outro para o esmorecimento do
interesse continuado em redes neurais nos anos 70. Muitos pesquisadores, com ex-
cecao daqueles que trabalhavam em psicologia e em neurociéncias, abandonaram a
area durante aquela década. De fato, somente um punhado dos pioneiros originais
mantiveram seu comprometimento com as redes neurais. De uma perspectiva de
engenharia, podemos considerar os anos 70 como uma década de adormecimento
para as redes neurais. Uma atividade importante que emergiu nos anos 70 foram os
mapas auto-organizaveis utilizando aprendizagem competitiva. O trabalho em simu-
lagao computacional feito por von der Malsburg (1973) talvez tenha sido o primeiro
a demonstrar a auto-organizagao. Em 1976, Willshaw e von der Malsburg publi-
caram o primeiro artigo sobre a formagao de mapas auto-organizaveis, motivados
pelos mapas ordenados de forma topologica do cérebro. Nos anos 80, foram feitas
importantes contribuicoes em varias frentes a teoria e ao projeto de redes neurais, e
com isso houve um ressurgimento do interesse pelas redes neurais. Grossberg (1980),
baseando-se no seu trabalho anterior sobre aprendizagem competitiva (Grossberg,
1972, 1976a, b), estabeleceu um novo principio de auto-organizagao conhecido como

teoria da ressonancia adaptativa (ART, Adaptive Resonance Theory). Basicamente,
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a teoria envolve uma camada de reconhecimento de baixo para cima (bottom-up)
e uma camada generativa de cima para baixo (top-down). Se o padrao de entrada
e o padrao realimentado aprendido coincidirem, entao ocorre um estado dinamico
chamado de “ressonancia adaptativa” (i.e., amplificacdo e prolongamento da ativi-
dade neural). Este principio de projegoes para frente/para tras foi redescoberto por
outros pesquisadores sob diferentes aspectos. Em 1982, Hopfield utilizou a idéia de
uma funcao de energia para formular um novo modo de se entender a computacao
executada por redes recorrentes com conexoes sinapticas simétricas. Além disso, ele
estabeleceu o isomorfismo entre uma rede recorrente assim definida e o modelo de
Ising utilizado na Fisica Estatistica. Esta analogia desencadeou um grande interesse
da fisica teorica (e dos fisicos) pela modelagem neural, transformando com isso a
area de redes neurais. Esta classe particular de redes neurais com realimentacao
atraiu muita atencao nos anos 1980, e no decorrer do tempo tornou-se conhecida
como redes de Hopfield. Apesar de as rede de Hopfield nao serem modelos realisticos
dos sistemas neurobiolégicos, o principio que elas incorporam, isto é, o armazena-
mento de informacao em redes dinamicamente estaveis, é profundo. A origem deste

principio remonta ao trabalho pioneiro de muitos outros investigadores:

e Cragg e Tamperley (1954, 1955) observaram que assim como o0s neur6nios
podem ser“disparados (ativados)” ou “nao disparados” (quiescentes), também

os &tomos em uma rede tém seus spins apontando “para cima” ou “para baixo”;

e Cowan (1967) introduziu a caracteristica de disparo “sigmoide” e a condigio

de disparo suave para um neurdnio que era baseada na funcao logistica;

e Grossberg (1967, 1968) introduziu o modelo aditivo de um neurénio, envol-
vendo equagOes nao-lineares de diferengas/diferenciais e explorou o uso do

modelo como uma base para a memoria de curto prazo;

e Amari (1972) introduziu, de forma independente, o modelo aditivo de um
neurdnio e o utilizou para estudar o comportamento dinamico de elementos

semelhantes a neuronios conectados aleatoriamente;

e Wilson e Cowan (1972) derivaram equacoes diferenciais nao-lineares acopladas
correspondentes a dinamica de populacoes localizadas no espaco, contendo

neurdnios tanto excitadores como inibitoérios;
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e Little e Shaw (1975) descreveram um modelo probabilistico de um neurénio,
quer disparando ou nao um potencial de acao, e usaram o modelo para desen-

volver uma teoria da memoria de curto prazo;

e Anderson, Silverstein, Ritz e Jones (1977) propuseram o modelo do estado
cerebral em uma caixa (brain-state-in-a-box, BSB), consistindo de uma rede

associativa simples acoplada a uma dinamica nao-linear.

Nao causa surpresa, portanto, que a publicacao do artigo de Hopfield em 1982
tenha gerado tanta controvérsia. Apesar disso, foi neste mesmo artigo que pela
primeira vez o principio do armazenamento de informacao em redes dinamicamente
estaveis foi explicitado. Além disso, Hopfield mostrou que ele havia se baseado no
modelo do vidro de spins da mecanica estatistica para examinar o caso especial das
redes recorrentes com conexoes simétricas, garantindo com isso a sua convergéncia
para uma condicao estavel. Em 1983, Cohen e Grossberg estabeleceram um prin-
cipio geral para estimar a estabilidade de uma memoria enderecavel por contetido,
que inclui a versao de continuo da rede de Hopfield como um caso especial. Uma
caracteristica distintiva de uma rede neural de atratores ¢ o modo natural como
o tempo, uma dimensao essencial para a aprendizagem, se manifesta na dinamica
nao-linear da rede. Neste contexto, o teorema de Cohen-Grossberg é de profunda

importancia.

Um outro desenvolvimento importante em 1982 foi a publicacao do artigo de
Kohonen sobre os mapas auto-organizaveis (Kohonen, 1982), utilizando uma estru-
tura de rede unidimensional ou bidimensional, que era em alguns aspectos diferente
do trabalho anterior de Willshaw e von der Malsburg. O modelo de Kohonen re-
cebeu muito mais atencao em um contexto analitico e em relagao as aplicacoes na
literatura que o modelo de Willshaw-von der Malsburg, e tornou-se uma referéncia
para a avaliacao de outras inovacoes neste campo. Em 1983, Kirkpatrick, Gelatt e
Vecchi descreveram um novo procedimento denominado recozimento simulado, para
resolver problemas de otimizac¢ao combinatéria. O recozimento simulado tem suas
raizes na mecanica quantica. Ele é baseada em uma técnica simples que foi primeira-
mente utilizada em simulagdes computacionais por Metropolis et al. (1953). A idéia
do recozimento foi utilizada mais tarde por Ackley, Hinton e Sejnowski (1985) no

desenvolvimento de uma maquina estocastica conhecida como a maquina de Boltz-
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mann, que foi a primeira realizacao bem sucedida de uma rede neural de multiplas
camadas. Apesar de o algoritmo de aprendizagem da méquina de Boltzmann nao
ter se mostrado tao eficiente do ponto de vista computacional como o algoritmo de
retropropagacgao (Back-propagatiori), ele superou o impasse psicologico, mostrando
que a especulagdo de Minsky e Papert (1969) nao estava corretamente embasada.
A maquina de lann também serviu de base para o desenvolvimento subsequente das
redes de crenga sigmdide de Neal (1992), que conseguiu realizar duas tarefas: (1) a
melhoria significativa da aprendizagem e (2) ligagao das redes neurais as redes de
crenca (Pearl, 1988). Uma melhoria adicional no desempenho das redes de crenca
sigmoide foi realizada por Saul, Jakkolla e Jordan (1996) utilizando a teoria do

campo médio, uma técnica também com raizes na mecanica estatistica.

Um artigo de Barto, Sutton e Anderson sobre aprendizagem por refor¢o foi pu-
blicado em 1983. Apesar de eles nao terem sido os primeiros a utilizar aprendizagem
por reforgo (Minsky a levou em consideragao na sua tese de doutorado em 1954, por
exemplo), especificamente, eles demonstraram que um sistema de aprendizagem por
reforgo poderia aprender a equilibrar um cabo de vassoura (i.e., um mastro montado
sobre uma carreta) na auséncia de um professor auxiliar. O sistema requeria somente
um sinal de insucesso que ocorre quando o mastro, ao cair, ultrapassa um angulo
critico a partir da vertical, ou quando a carreta alcanca o final da pista. Em 1996,
foi publicado o livro Neurodynamic Programming de Bertsekas e Tsitsiklis. Este
livro colocou a aprendizagem por reforco sobre uma base mateméatica apropriada,

ligando-a & programacao dinamica de Bellman.

Em 1984, foi publicado o livro de Braitenberg, Vehides: Ezperiments in Synthe-
tic Psychology. Neste livro, Braitenberg defende o principio do desempenho auto-
organizado, direcionado a objetivo: obtém-se um melhor entendimento de um pro-
cesso complexo pela sintese de mecanismos elementares putativos do que por uma
analise de cima para baixo (top-down). Sob o pretexto da ficgao cientifica, Brai-
tenberg ilustra este importante principio descrevendo véirias maquinas com uma
arquitetura interna simples. As propriedades das méaquinas e seu comportamento
sao inspirados em fatos acerca dos cérebros de animais, um assunto que ele estudou

diretamente ou indiretamente por mais de 20 anos.

Em 1986, foi relatado por Rumelhart, Hinton e Williams (1986) o desenvolvi-
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mento do algoritmo de retropropagacao (back-propagation). Naquele mesmo ano, foi
publicado o célebre livro em dois volumes, Parallel Distributed Processing: Explo-
rations in the Microstructures of Cognition, editado por Rumelhart e McClelland.
Este livro exerceu uma grande influéncia na utilizacao da aprendizagem por retro-
propagacao, que emergiu como o algoritmo de aprendizagem mais popular para o
treinamento de perceptrons de miltiplas camadas. Na verdade, a aprendizagem por
retropropagacao foi descoberta de modo independe por outros dois pesquisadores,
na mesma época (Parker, 1985; LeCun. 1985). Apds a descoberta do algoritmo de
retropropagacao em meados dos anos 1980, revelou-se que o algoritmo havia sido
descrito anteriormente por Werbos na sua tese de doutorado na Universidade de
Harvard em agosto de 1974; a tese de doutorado de Werbos foi a primeira descri-
¢ao ja documentada da computacgao eficiente do gradiente em modo reverso que foi
aplicada a modelos gerais de redes, sendo as redes neurais um caso especial. A idéia
basica da retrogradacao pode ainda ser encontrada mais anteriormente no livro Ap-
plied Optimal Control de Bryson e Ho (1969). Na Secao 2.2, intitulada “Sistemas
de Multiestagios” daquele livro, é descrita uma derivacao da retropropagacao utili-
zando um formalismo Lagrangiano. Em tltima andlise, entretanto, deve-se atribuir
muito do crédito pelo algoritmo de retropropagacao a Rumelhart, Hinton e Willi-
ams (1986), por proporem a sua utilizagdo para a aprendizagem de méquina e por

demonstrarem como isto poderia funcionar.

Em 1988, Linkser descreveu um novo principio para a auto-organizag¢ao em uma
rede perceptiva (Linkser, 1988). O principio é concebido para preservar o maximo
de informacao sobre os padroes de atividade das entradas, sujeito a limitacoes como
as conexoes sinapticas e o intervalo dinamico das sinapses. Entretanto, foi Link-
ser quem utilizou conceitos abstratos baseados na teoria da informagao (formulada
por Shannon em 1948) para formular o principio da mdzima informac¢ao mitua
(Infomax). O artigo de Linkser reacendeu o interesse pela aplica¢do da teoria da
informagao as redes neurais. Em particular, a aplicagao da teoria da informacao ao
problema da separagao cega de fontes por Bell e Sejnowski (1995) provocou muitos
pesquisadores a explorar outros modelos tedricos da informagcao para resolver uma

vasta classe de problemas, conhecidos coletivamente como deconvolucao cega.

Também em 1988, Broomhead e Lowe descreveram um procedimento para o

projeto de redes alimentadas adiante, em camadas utilizando funcoes de base radial
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(RBF, radial basisfunctiori), as quais fornecem uma alternativa aos perceptrons de
multiplas camadas. A ideia bésica das funcoes base radial remonta pelo menos
ao método das fungoes de potencial que foi proposto originalmente por Bashkirov,
Braverman e Muchnik (1964), e cujas propriedades tedricas foram desenvolvidas por
Aizerman, Braverman e Rozonoer (1964). Uma descri¢io do método das fungoes
de potencial é apresentada no livro, Pattern Classification and Scene Analysis de
Duda e Hart. Apesar disso, o artigo de Broomhead e Lowe levou a um grande
esforco em pesquisa para ligar o projeto de redes neurais a uma importante area
da analise numérica e também aos filtros lineares adaptativas. Em 1990, Poggio e
Girosi (1990) enriqueceram ainda mais a teoria das redes RBF aplicando a teoria da
regularizacao de Tikhonov. Em 1989, foi publicado o livro de Mead, Analog VLSI
and Neural Systems. Este livro fornece uma mistura inusitada de conceitos retirados
da neurobiologia e da tecnologia VLSI. Sobretudo, ele inclui capitulos sobre a retina
de silicio e a coclea de silicio, escrito por Mead e co-autores, que sao claros exemplos

da mente criativa de Mead.

No inicio dos anos 90, Vapnik e co-autores inventaram uma classe de redes de
aprendizagem supervisionada poderosa do ponto de vista computacional, chamada
de méaquinas de vetor de suporte para serem utilizadas em reconhecimento de pa-
droes, regressdo e problemas de estimagao de Kdade (Boser, Guyon e Vapnik, 1992;
Cortes e Vapnik, 1995; Vapnik, 1995, 1998). Este método novo se baseia nos resulta-
dos da teoria de aprendizagem com tamanhos de amostra finitos. Uma caracteristica
inovadora das maquinas de vetor de suporte é o modo natural pelo qual a dimen-
sao de Vapnik-Chervonenkis (V-C) é incorporada no seu projeto. A dimensao V-C
fornece uma medida para a capacidade de uma rede neural de aprender a partir de

um conjunto de exemplos (Vapnik e Chervonenkis, 1971; Vapnik, 1982).

Agora ja esta bem estabelecido que o caos constitui um aspecto chave de feno-
menos fisicos. A questao que muitos levantam é: existe um papel importante para o
caos no estudo de redes neurais? Em um contexto biologico, Freeman (1995) acre-
dita que a resposta a esta questao é afirmativa. De acorco com Freeman, os padroes
de atividade neural nao sao impostos de fora do cérebro, eles sao construidos a partir
do seu interior. Em particular, a dinamica caotica oferece uma base para descrever
as condigoes que sao requeridas para a emergéncia de padroes auto-organizados em

populacoes de neuronios e entre estas populacoes.
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2 Crescimento de Agregados em
Redes Complexas

2.1 Introducao

Nas ultimas décadas do século XX, parte da comunidade dos fisicos passou a se
interessar pela dinamica de sistemas complexos, com componentes interagindo de
forma nao-linear. Uma das propriedades marcantes de tais sistemas é a presenca
de leis de escala ou leis de poténcia. Estas sao observadas em diversos contextos,
de biologia até o comportamento de bolsas de valores. A tentativa de se construir
um esquema tedrico geral para esses fendmenos deu origem a novos ramos da fisica,
como a teoria do caos e a fisica dos sistemas complexos. Conceitos como criticalidade
auto-organizada, auto-similaridade, fractais e leis de poténcia passaram a fazer parte

da fisica contemporanea (BAK, 1996; FEDER, 1988).

A maioria dos sistemas na natureza apresentam uma escala espacial e/ou tem-
poral caracteristica. Por exemplo, a distribuicao de gotas de chuva tem uma escala
caracteristica: o diametro médio de uma gota é bem definido apresentando apenas
pequenas variagoes. Mas existem sistemas que nao possuem escala caracteristica,

descritos por leis de poténcia, que sao solugoes de equacoes funcionais da forma,

FO\) = N f (a) (2.1)

Fenomenos criticos ocorrem geralmente em sistemas que se encontram longe do
equilibrio, em processos nos quais a historia ¢ importante (STANLEY, 1987). Diversas
grandezas termodinamicas, tais como calor especifico, compressibilidade e suscep-

tibilidade magnética, apresentam comportamento singular na regiao critica, com
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divergéncias assintoticas caracterizadas por expoentes criticos. O comportamento
dessas grandezas termodinamicas proximas a um ponto critico apresenta carater
universal, caracterizado pelos mesmos valores de expoentes criticos. Teorias classi-
cas, como a de Van Der Waals para a analise de fluidos e a de Pierre Curie para o
ferromagnetismo, j4 apontavam para esta universalidade, fornecendo um conjunto

de valores (hoje ditos classicos) para os expoentes criticos.

E natural pensar que, para se atingir pontos criticos, seja necessaria alguma
intervencao externa. Porém, as vezes essa criticalidade ¢ atingida espontaneamente
pela natureza, fenomeno denominado criticalidade auto-organizada (BAK; TANG; WI-
ESENFELD, 1987). A criticalidade auto-organizada parece surgir quando as partes de
um sistema afastam-se lentamente do estado de equilibrio, e onde as acoes de cada
parte individual sao dominadas pelas interacoes com as demais partes do sistema.
Incéndios em florestas sao um bom exemplo de criticalidade auto-organizada. No
intervalo entre cada incéndio as arvores crescem. (Quanto maior o intervalo de tempo
de crescimento, menor sera a distancia entre as arvores, aumentando a probabilidade
de propagacao do fogo, ou seja, a regiao atingida serd maior. Essa dindmica natu-
ralmente leva o sistema a um estado onde incéndios de qualquer proporc¢ao, indo
de uma pequena regiao a toda a floresta, podem acontecer (MALAMUD; MOREIN;
TURCOTTE, 1998).

A liberdade individual nao oferece escapatoéria para a inevitabilidade da criti-
calidade. Mesmo que as pessoas interajam umas com as outras através de suas
escolhas pessoais, existem, no entanto, padroes matematicos definidos nas ativida-
des do grupo. Tais padroes nao podem nos auxiliar na previsao do que determinada
pessoa ird fazer, mas podem ser capazes de dizer o que podemos esperar do aglo-
merado de pessoas. O conceito de criticalidade pode ser util na compreensao de
fatos historicos. A historia é cheia de fatos tidos como inexplicaveis e imprevisiveis.
Tomemos como exemplo a Primeira Guerra Mundial, um caso classico de catastrofe
nao antecipada (GELLER, 1997). Hegel e Marx pensaram que a historia fosse como
o crescimento de uma arvore, que progride em direcao a uma maturidade estével.
Nessa linha, alguns autores (FUKUYAMA, 1992) chegam até a especular que estamos
nos aproximando do fim da histéria, visto que o mundo parece estar atingindo um
equilibrio final na universalizacao da democracia e do capitalismo. Também existe

a possibilidade de ciclos regulares de crescimento e declinio em todas as civilizagoes.
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Outra hipotese é a historia ser completamente aleatoria, sem nenhum padrao percep-
tivel. A este respeito, H. A. L. Fisher observou (citado por Buchanan (BUCHANAN,
2000)) que ha apenas uma regra segura para o historiador: aceitar que o desen-
volvimento humano é governado pela contingéncia e pelo acaso. Entretanto, ainda
parece haver padroes indiscutiveis na histéria, sendo um exemplo 6bvio o aumento
de nosso conhecimento cientifico e tecnologico. Talvez a histéria seja cadtica, no
sentido dado pela teoria dos sistemas dinamicos: aparenta ser governada pelo acaso
em seu funcionamento, embora nao seja genuinamente estocastica. A historia pode
ser ainda um sistema em estado critico. Em uma “historia critica”, eventos locais e
imediatos controlam um suposto destino. A contingéncia adquire um papel muito
importante. De fato, a contingéncia é a marca do estado critico (BAK, 2000). Nessa
linha, Kennedy (KENNEDY, 1987) sugeriu que o ritmo historico das interagoes entre
grandes poténcias é governado pela quantidade de estresse acumulado nos interesses
nacionais em jogo. Isto forca a alteracao do equilibrio geopolitico. Comumente o
estresse é “aliviado” através de conflitos armados, apds os quais a influéncia de cada
nacao chega a novo equilibrio de acordo com o poder econémico real de cada uma.
Estatisticas dos tltimos cinco séculos revelam uma lei de poténcia na distribuicao
de guerras (LEVY, 1983). Sempre que o nimero de mortes dobra, guerras deste

tamanho sao 2.62 vezes menos comuns, como podemos ver na Fig. 12.
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Figura 12: Lei de poténcia para guerras (BUCHANAN, 2000).
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Outro aspecto interessante aqui é que, quando um conflito é iniciado, nao ha como
prever o seu tamanho. Aparentemente nao ha nada especial que leve um conflito a
se tornar uma grande guerra. Tem sido sugerido que o mesmo modelo matematico
utilizado na descricao de incéndios florestais consegue explicar os elementos cruciais

de como um conflito se espalha (TURCOTTE, 1999).

2.2 Eleicoes

A sedimentacao de novas tendéncias e idéias em grandes comunidades sociais
pode ter um profundo impacto na vida dos individuos. Um exemplo onde a dinamica
de formacao de opiniao pode ser de grande importancia é no processo democratico
de escolha dos representantes durante as eleicoes. Além disso, no processo eleitoral,
todos os individuos sao chamados para dar sua opiniao de maneira anonima, e os
resultados estatisticos gerados por esse evento sao facilmente adquiridos, tornado as

eleicoes um sistema ideal para o estudo do processo de formacao de opiniao.

Estudos recentes (COSTA et al., 2002) mostraram que as distribui¢oes de name-
ros de votos por candidato nas eleicoes proporcionais para Deputados Estaduais e
Federais no Brasil apresentam distribuicoes na forma de uma lei de poténcia com
um expoente universal & = —1. A Fig. 13.a mostra as distribui¢oes obtidas para as
eleicoes para Deputados Estaduais e na Fig. 13.b das eleicoes para Deputados Fede-
rais, nos anos de 1998 e 2002. Vale notar que entre os dois pleitos houve mudanca
nas regras eleitorais que em 2002 vincularam as aliangas nacionais para as elei¢oes
estaduais. Esse fator torna especialmente surpreendente a semelhanca entre os re-
sultados obtidos nas duas elei¢oes, sugerindo que existe um mecanismo intrinseco

que governa a dinamica global do processo eleitoral.

Apesar das campanhas nos meios de comunicacao agirem no sentido de divulga-
rem os candidatos, nao é esperado que um eleitor tome sua decisao apenas baseado
nessas campanhas. Pois existe um niimero muito grande de candidatos em eleigoes
proporcionais , e, tipicamente, as pessoas devem dar mais atencao a uma opiniao
de alguém com quem elas tém algum tipo de contato, do que através de campa-
nhas publicitarias, ou seja, o processo de formacao de opiniao deve ser movido

principalmente através de interacoes pessoais, individuo a individuo. Desta forma,
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Figura 13: Distribuigoes de niimeros de votos por candidato nas elei¢oes proporcio-
nais para (a) Deputados Estaduais e (b) Deputados Federais no Brasil, nos anos de
1998 e 2000.
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a dispersao de uma opiniao segue um padrao similar ao processo de dispersao de

epidemias (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001b).

Deve se esperar que a estrutura particular da rede de contato entre os agentes
de uma sociedade deve ter um impacto na forma como as opinides se propagam.
Certamente, a caracteristica de pequeno mundo observada em muitas redes naturais
e sociais possibilita uma réapida dispersao das informacoes através da rede. Ja foi
mostrado, por exemplo, que a caracteristica de pequeno mundo é fundamental em

processos de coordenagao global e auto-regulacao.

Outra propriedade comumente estudada em redes complexas é a distribuicao de
conectividade P(k), esta define a probabilidade com a qual um né da rede se conecta

a exatamente k outros nos, como explicado na Secao 1.5 do Capitulo 1.

Uma caracteristica relevante que freqlientemente é observada em redes comple-
xas é uma distribuic¢ao de conectividade na forma de uma lei de poténcia P(k) ~ k=7,
com o expoente v normalmente entre os valores 2 < v < 3. Esse comportamento
em lei de poténcia para a distribuicao de conectividade faz com que a variancia dos
valores observados de conectividade seja até varias ordens de magnitude superior
ao valor médio, de forma que o valor médio nao corresponde a uma escala carac-
teristica do sistema. Por esse motivo, tal tipo de rede é comumente chamada sem
escala (scale-free). Essa caracteristica pode ter um efeito dramatico em processos
dinamicos que acontecem na rede. Por exemplo, ja foi mostrado que se o processo de
propagacao de infeccao for mediado por uma rede sem escala, sempre existird uma
fragao positiva de individuos infectados (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANT, 2001b).
Mais recentemente, foi sugerido que uma outra propriedade universal das redes reais
seria uma estrutura hierarquica(RAVASZ, 2002). Isso significa que a rede como um
todo poderia ser dividida em grandes grupos ou comunidades, essas comunidades
conteriam por sua vez “subcomunidades” que também poderiam ser divididas em
grupos ainda menores. Esse processo de particao da rede poderia continuar até se
chegar em nivel local onde os grupos seriam constituidos por apenas alguns nés co-
nectados entre si. Em cada nivel da hierarquica o papel de unir os “subgrupos” seria

tomado por alguns nés mais conectados, que acessariam os diferentes grupos.
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2.3 Modelo

No presente capitulo, pretendemos estudar um processo de crescimento com-
petitivo em redes complexas. Nesse processo muitos estados diferentes e auto-
excludentes sao acessiveis aos nos da rede. Diremos que os nds que estao no mesmo
estado pertencem a um agregado, e que cada um desses agregados competem uns
com os outros para tomar um pedaco maior da rede. Esse mecanismo abstrato de
crescimento competitivo pode ser pensado como um modelo para uma variedade de
processos em redes reais. Por exemplo, pode se pensar que cada agregado representa
uma fracao de uma populacao infectada com uma cepa de virus. Alternativamente,
os agregados podem representar varias opinioes dentro de uma sociedade. O que
vamos estudar é a distribuicao da fracao da rede que é ocupada por cada agregado, e
investigar se os resultados dependem da estrutura da rede. Como veremos adiante,
os resultados obtidos para uma rede sem escala mostram distribuicao que seguem
uma lei de poténcia por varias ordens de magnitude. No caso particular das redes
hierarquicas que estudamos aqui, obtivemos uma lei de poténcia para distribuicoes
de tamanho de agregados, semelhante a observada na distribuicao de niimeros de
votos por candidatos nas eleicoes para Deputados Federais no Brasil. Isso nos leva a
imaginar que o processo pelo qual os eleitores escolhem seus representantes pode ser
mediado por uma rede complexa com caracteristicas bem similares a que estamos

estudando.

O modelo para o crescimento competitivo segue os seguintes passos: no primeiro
momento, um namero n, de nés é escolhido como sementes do processo de cresci-
mento. Cada semente é o primeiro n6 dos diversos agregados, o que leva a um total
ns de estados possiveis. No caso de uma eleicao, os estados possiveis representam o
nimero de candidatos. Inicialmente, os nés nao pertencem a nenhum agregado, ou
seja, todos esses nos estao acessiveis ao crescimento de cada agregado. Em seguida,
0 processo continua em passos discretos. A cada passo, um dos nds é incorporado
ao agregado. Uma vez que o nd é incorporado a um agregado, ele permanecerd
no mesmo até o fim do processo de crescimento, quando todos os nos tiverem sido
incorporados. Para decidir qual n6 é acessivel, escolhemos aleatoriamente um par
de nés conectados, um pertencendo a um agregado e o outro nao. Esse n6 acessivel

passa entao a pertencer a esse mesmo agregado.
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Figura 14: Descricao grafica de nosso modelo para o processo de crescimento com-
petitivo de agregados. Nesta figura usamos a terceira geracao da rede Apoloniana,
Secao 1.7 do Capitulo 1, como substrato para o crescimento. Esse escolha se deve
a caracteristica planar desta rede que a faz particularmente apropriada para uma
representacao grafica. No primeiro passo do processo de crescimento (a), alguns nos
(marcados pelo quadrado, tridngulo, estrela e pelo circulo maior) sdo escolhidos para
servirem de sementes para o crescimento de agregados na rede. Todos os demais
n6s (marcados pelos pequenos pontos) nao sao associados a nenhum dos agregados
neste passo; esses nos serao os Unicos acessiveis ao crescimento. As linhas tracejadas
ligam ou um par de nds que ja pertencem a algum agregado, ou um par de nds aces-
siveis. Nesse passo, essas conexoes nao influenciam o crescimento. As linhas mais
largas ligam um né que ja foi incorporado a um agregado a algum né ainda acessivel.
Sao essas linha que mediam o crescimento dos agregados. A cada passo qualquer
uma dessas linhas pode ser escolhida com a mesma probabilidade, e o n6 acessivel
é incorporado ao mesmo agregado que seu vizinho. Desta forma, a velocidade com
que um agregado cresce é proporcional a seu perimetro, isto é, ao nimero de de co-
nexoes de um no6 no agregado para um no acessivel. No segundo passo (b) um novo
no6 é incorporado ao agregado marcado pelos quadrados e novas linhas largas sao
adicionadas ao perimetro desse agregado. O processo continua até que todos os nos
tenham sido incorporados a algum dos agregados (c). Nesse ponto o tamanho dos
agregados é computado. Esse mecanismo de crescimento ¢ uma espécie de processo
“ganancioso”, ou seja, quanto maior o perimetro do agregado mais rapido ele cresce
incorporando ainda mais nés e conexoes.
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Na Fig. 14 mostramos uma descricio pictérica do modelo. E importante notar
que a taxa de crescimento de um agregado é proporcional ao niimero de nés acessiveis
que sao vizinhos do agregado. Desta forma, esse modelo descreve um processo de
crescimento “ganancioso”, isto é, os agregados contendo mais nés, deverao ter mais
conexoes aos nos acessiveis, e tendem a crescer mais depressa do que os pequenos
agregados. Assim, esse modelo é de alguma forma similar ao modelo do contato
preferencial para o crescimento de redes. No entanto, o crescimento competitivo
difere significativamente deste modelo, pois dentre todas as sementes que estao pre-
sentes no comeco do processo e as que dariam origem aos maiores agregados seriam
aquelas cujo crescimento comeca antes das outras. A escolha de uma topologia par-
ticular para a rede deve ter efeito no processo de crescimento. Por tanto, comecamos
nosso estudo com modelos mais simples de construcao de rede que foi sugerido por
Erdos-Rényi(ER), Se¢ao 1.2 do Capitulo 1.

Na Fig. 15 mostramos a fragao da rede ocupada por cada agregado quando o
processo de crescimento acontece na rede ER. Para obter essas distribui¢oes utili-
zamos redes contendo 10° nés. Fizemos simulacdes com um nimero de sementes
indo de 10% a 10*. Para manter o ntimero de amostras de agregados constante,
igual a 10°, foram feitas mais realizacoes para os sistemas com menos sementes. As
distribuicoes obtidas para essa topologia seguem aproximadamente uma forma ex-
ponencial, com comprimento caracteristico dependendo do niimero n, de agregados
competindo. No detalhe da Fig. 15 mostramos as distribui¢oes reescalonadas pelo
nimero de sementes n,. As distribuicoes obtidas para essa topologia sao limitadas
por um truncamento exponencial com uma escala caracteristica que depende ape-
nas da densidade de agregados competindo no crescimento. Esse resultado pode ser
compreendido quando se nota que o tamanho médio dos agregados N/ng é o inverso
da densidade de sementes. A curva continua é a funcao exponencial e descreve bem

o comportamento das distribuicoes com um desvio apenas para pequenos tamanhos

e} x

de agregados. Ja a curva tracejada é um ajuste para a funcao p(x) = cxx™**x e ",
como os parametros ¢ = 0.85 e a« = 0.17. Com esses paramentos, a linha tracejada

descreve as distribuicoes perfeitamente.

Em seguida, vamos estudar nosso modelo de crescimento em uma rede sem
escala. Para tanto, utilizamos o modelo do contato preferencial, ja descrito na

Secao 1.5 do Capitulo 1. A longa cauda da distribuicao para grande valores de
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Figura 15: Distribuicoes de tamanhos de agregados obtidas quando o modelo de
crescimento competitivo acontece sobre uma rede do tipo ER. Essas distribuigoes
foram obtidas com redes contento 10° nés. Para garantir uma boa amostragem
estatistica, foram obtidos 10° amostras de agregados para cada curva. Isso im-
plica que foram feitas mais realizacoes para os casos com menos sementes de forma
a manter o nimero de amostras de agregados constante. As distribui¢oes obti-
das com essa topologia seguem aproximadamente uma forma exponencial com um
comprimento caracteristico dependendo do niimero de sementes n,. As linhas trace-
jadas correspondem as func¢oes P(n) = nge "". As linhas continuas sao as fun¢oes
p(n) = Cnl"nVexp(—nyn), com os parametros C' = 0.854-0.003, e v = 0.2 4 0.05,
obtidos a partir de um ajuste linear para os dados colapsados mostrados no detalhe.
A figura mostra que para as redes do tipo ER a forma da distribui¢dao é completa-
mente determinada pela densidade de sementes para o processo de crescimento.
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conectividade obtida neste modelo de rede, pode ter um efeito draméatico no cresci-
mento dos agregados. Se algum agregado incorpora um dos nds mais conectados no
comeco do processo, esse agregado terd sua taxa de crescimento aumentado por um
grande fator em apenas um passo e deverd, muito provavelmente, incorporar uma
grande fracao da rede. Devemos esperar que a distribui¢ao de tamanho de agregados

se estenda por varias ordens de magnitude.
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Figura 16: Distribui¢oes de tamanhos normalizados obtidas quando o modelo é
realizado sobre uma rede construida com o esquema do contato preferencial (BA-
RABASI; ALBERT, 1999). Foram usados 107 nos e obtidos 10° amostras para cada
valor de n,. Diferente do observado com as redes ER nao é possivel colapsar as
distribuicoes nesse caso. No entanto, nota-se que para qualquer valor de ng sao ob-
tidas distribuicoes altamente dispersas com tamanhos de agregado indo de apenas
alguns nos até quase toda a rede. A linha continua é um ajuste em lei de poténcia,
P(n) ~n=®, com expoente a = 1.2, obtida para a regido em escala da distribuigao
com ny = 10%. A inclinacdo das curvas parece crescer a medida que o ntimero de
agregados competindo cresce.

De fato, como é mostrado na Fig. 16, temos uma larga distribuicao com a mai-
oria dos n6s ocupando uma pequena fracao da rede, enquanto alguns crescem até
tomar quase toda a rede. Para essas simulacoes, utilizamos uma rede com 10° nés e

obtivemos 10° amostras de agregados para cada valor de n,. As curvas apresentam
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uma regido em lei de poténcia P(n) ~ n=®

, com expoente o = 1.2 para o caso com
ns = 10%. E interessante notar que a dinamica do crescimento competitivo mag-
nifica o efeito da distribuicao sem escala produzindo distribui¢oes de tamanho de
agregado com expoentes menores que o observado na distribuicao de conectividade.
Essa cauda estendida da distribuicao implica que, diferente do que foi observado
para as redes ER, o tamanho médio de agregado nao pode ser mais tomado como
uma escala caracteristica para o processo, ja que ocorrem casos de agregados com

tamanho superior a média.

Apesar do modelo do contato preferencial produzir uma distribuicao de conecti-
vidade similar ao que é observado em redes reais, este modelo nao apresenta, a auto
similaridade e estrutura hierarquica também encontrada nestas redes. Foi recen-
temente proposto (RAVASZ; BARABASI, 2003) que a estrutura hierarquica de redes
pode ser medida de uma forma quantitativa por meio do coeficiente de agregacao
dos nos. Uma assinatura dessa estrutura seria uma dependéncia do coeficiente de
agregacao com o inverso da conectividade do n6 C'(k) ~ —1. Nenhum dos modelos
de rede até aqui utilizados, para o estudo de crescimento competitivo, apresenta esta
propriedade. Uma rede que apresenta o comportamento de pequeno mundo, uma
distribuicao sem escala, assim como uma estrutura hierarquica, é a recentemente

proposta rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004).

Seguindo o modelo de rede Apoloniana, apresentada na Secao 1.7 do Capitulo
1, geramos a Fig. 17. Nela mostramos as distribui¢oes obtidas com a 15% geracao da
rede, que corresponde a N = 7.174.456. Cada curva foi calculada a partir de uma
amostra de 10° agregados. Neste caso, as distribuicoes mostram um decaimento em
lei de poténcia com um expoente @ = —1, independentemente do ntimero inicial
de sementes. Este comportamento pode ser entendido com o auxilio de um simples
argumento de escala. Dividindo a rede Apoloniana nos quatro n6s mais conectados,
geram-se trés sub-redes que representam uma rede Apoloniana de menor geracao.
Cada uma das trés partes da rede total pode ser divida novamente gerando nove
sub-rede de geracao inferior. Pode-se continuar dividindo até o nivel de sub-redes
que contém apenas um n6. Para cada uma dessas geracoes pode-se calcular as
distribuicoes de tamanhos de agregados. Portanto, deve-se esperar que & medida

que se aumenta o nimero de geracoes, a distribuicao se aproxime de uma forma
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Figura 17: Distribuicao de tamanhos normalizados de agregados para o caso do
crescimento sobre a rede Apoloniana (ANDRADE et al., 2004). As distribui¢Ges foram
obtidas para a 15® geracao da rede Apoloniana, o que corresponde a N = 7174456
n6s. Cada curva é obtida de uma amostra de 10° agregados. Neste caso as distri-
buigoes apresentam a forma de uma lei de poténcia, P(n) ~ n~® com um expoente
a ~ 1.0, independente do nimero de sementes. A linha continua é um ajuste linear
para a regiao em escala para os dados com n, = 10? sementes. A forma em degraus
periddicos das distribui¢oes ¢ remanescente da estrutura auto similar resultante da
construcao hierarquica da rede Apoloniana.

limite. Note que como cada particao foi separada apenas em quatro pontos, apenas
os agregados que tocam esses pontos podem mudar de tamanho quando se vai a uma
geracao acima. Portanto, essa renormalizacao s6 pode mudar a forma da distribuicao
no limite dos grandes tamanhos, onde a probabilidade de um agregado é da ordem
do inverso do tamanho da rede. Isso significa que a distribuicao de tamanhos deve

obedecer a seguinte relacao de escala,
P(n) =3P(3n) (2.2)

Uma solucao trivial para essa relagdo é a distribuicao delta de Dirac d(n). Esse

distribuicao deveria ser observada se para todas as realizagoes, um tnico agregado
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crescesse até o limite em que este incorpore quase toda a rede, com todos os demais
agregados juntos ocupando uma fracao que vai a zero a medida que o nimero de
nos N cresce. Além da funcao delta, qualquer outra solucao para a relacao de escala
deve ser da forma P(n) = C/n. Apesar de nao apresentarmos uma demonstracao
formal de que um agregado “gigante” nao emerge no limite de grande redes, nossos
resultados numéricos indicam que, pelo menos na regiao de densidade de sementes

que nos simulamos, isso nao acontece.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo, introduzimos um modelo de crescimento competitivo de agre-
gados em redes complexas. Utilizando simulacao computacional, mostramos que a
fracao da rede tomada por cada agregado segue uma distribuicao caracteristica, que
depende da topologia particular da rede. Para o caso do grafo de rede aleatodrias
de E'R, encontramos um decaimento exponencial, enquanto que para as redes “sem
escala”, encontramos distribuicoes que se estendem por muitas ordens de magnitude
de tamanho do agregado. Para o modelo hierarquico da rede Apoloniana, encontra-
mos um decaimento em lei de poténcia com um expoente o = —1. As distribuigoes
obtidas, segundo esse modelo, sao similares as distribuicoes obtidas para as fragoes
de votos por candidato observada nas eleigdes proporcionais no Brasil (COSTA et al.,
2002), o que nos leva a sugerir que os processos de propagacao e formagao de opinido
talvez sejam mediados por uma estrutura hierdrquica de interacoes entre individuos

e comunidades.
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3 Dindmica de Redes Neurais
Complexas

3.1 Introducao

A pesquisa cientifica e tecnologica em redes neuronais artificiais, usualmente de-
nominadas “redes neurais”, tem sido motivada desde o comeco pelo reconhecimento
de que o cérebro humano processa informacoes de forma inteiramente diferente do
computador digital convencional. O cérebro é um computador (sistema de pro-
cessamento de informacao) altamente complexo, nao-linear e paralelo. Ele tem a
capacidade de organizar seus constituintes estruturais, conhecidos por neurdnios, de
forma a realizar certos processamentos (por exemplo, reconhecimento de padrdes,
percepcao e controle motor) muito mais rapidamente que o mais rapido computador
digital hoje existente. Considere, por exemplo, a visao humana, que é uma tarefa
de processamento de informagdo (MARR, 1982; LEVINE, 1985; CHURCHLAND; SEJ-
NOWSKI, 1992). A fungao do sistema visual é fornecer uma representagao, ou leitura,
do ambiente a nossa volta e, mais importante que isso, fornecer a informacao de que
necessitamos para interagir com o ambiente. Para sermos especificos, o cérebro rea-
liza rotineiramente tarefas de reconhecimento perceptivo (p. ex., reconhecendo um
rosto familiar inserido em uma cena nao-familiar) em aproximadamente 150ms, ao
passo que tarefas de complexidade muito menor podem levar dias para serem execu-
tadas em um computador convencional. Como outro exemplo, considere o sonar de
um morcego. O sonar é um sistema ativo de localizacao por eco. Além de fornecer
informagoes sobre a distancia até um alvo (um inseto por exemplo), o sonar de um
morcego transmite também informacgao sobre a velocidade relativa do alvo (SUGA,
1990). A complexa computagdo neural necessaria para extrair toda essa informa-

cao do eco do alvo ocorre no interior de um cérebro do tamanho de uma ameixa.
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Como, entao, um cérebro humano ou de um morcego faz isso? No momento do
nascimento, um cérebro tem uma grande estrutura e habilidade de desenvolver suas
proprias regras através do que usualmente denominamos “experiéncia”. Na verdade,
a experiéncia vai sendo acumulada com o tempo, sendo que o mais dramatico de-
senvolvimento (i. e., por ligagoes fisicas) do cérebro humano acontece durante os
dois primeiros anos de vida; mas o desenvolvimento continua para muito além desse

estagio.

3.2 O cérebro humano

O sistema nervoso humano pode ser visto como um sistema de trés estagios, como
mostrado no diagrama em blocos da Fig. 18 (ARBIB, 1987). O centro do sistema é o
cérebro, representado pela rede neural (nervosa), que recebe a informagao, percebe-a
e toma as decisoes apropriadas. Dois conjuntos de setas sao mostrados na figura.
Aquelas que apontam da esquerda para a direita indicam a transmissao para frente
do sinal portador de informacao, através do sistema. As setas apontando da direita
para a esquerda indicam a presenca de realimentacao no sistema. Os receptores
convertem estimulos do corpo humano ou do ambiente externo em impulsos elétricos
que transmitem informacgao para a rede neural (cérebro). Os atuadores convertem
impulsos elétricos gerados pela rede neural em respostas discerniveis como saidas do

sistema.

Estimulo Resposta

 —— e ——
Receptores Rede Neural Atuadores
- -

Figura 18: Representacao em diagrama em blocos do sistema nervoso.

O esfor¢o para entender o cérebro se tornou mais facil pelo trabalho de (RAMON;

CAJAL, 1911), que introduziu a idéia dos neurdnios como constituintes estruturais do
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cérebro. Tipicamente, os neurdnios sao de cinco a seis ordens de grandeza mais len-
tos que as portas logicas em silicio; os eventos em um circuito de silicio acontecem na
ordem de nanossegundos, enquanto que eventos neurais acontecem na ordem de mi-
lissegundos. Entretanto, o cérebro compensa a taxa de operagao relativamente lenta
de um neurénio pelo niimero realmente espantoso de neurdnios (células nervosas),
com conexOes macicas entre si. Estima-se que haja aproximadamente 10 bilhoes
de neur6nios no cortex humano e 60 trilhoes de sinapses ou conexdes (SHEPHERD;
KOCH, 1990). Mesmo com essa magnitude de complexidade, o cérebro apresenta
uma estrutura extremamente eficiente. Mais especificamente, a eficiéncia energética
do cérebro é de aproximadamente 10716 joules (J) por operacdo por segundo, en-
quanto que o valor correspondente para os melhores computadores em uso em nossos

dias é de cerca de 1076 joules por operacao por segundo (FAGGIN, 1991).

Os principais componentes dos neuronios sao:

e Os dendritos, que tem por funcao, receber os estimulos transmitidos pelos

outros neuronios;

e O corpo de neurdnio (nicleo), também chamado de somma, que é responsavel

por coletar e combinar informagoes vindas de outros neuronios;

e E finalmente o axdnio, que é constituido de uma fibra tubular que pode alcan-
car até alguns metros, e é responsavel por transmitir os estimulos para outras

células, como mostrado na Fig. 19.

Um neurdnio em “desenvolvimento” é sinonimo de um cérebro pléstico: a plas-
ticidade permite que o sistema nervoso em desenvolvimento se adapte ao seu meio
ambiente. Assim como a plasticidade parece essencial para o funcionamento dos
neurénios como unidades de processamento de informacao do cérebro humano, tam-
bém ela é o com relacao as redes neurais construidas com neurdnios artificiais. Na
sua forma mais geral, uma rede neural é uma maquina que é projetada para modelar
a maneira como o cérebro realiza uma tarefa particular ou funcao de interesse; a rede
¢ normalmente implementada utilizando-se componentes eletronicos ou ¢ simulada
por programacao em um computador digital. Nos podemos entao oferecer a seguinte

definicao de uma rede neural vista como uma méaquina adaptativa: Uma rede neural
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Figura 19: Ilustragao de uma célula nervosa. Esta célula é formada por: (1) O corpo
de neur6nio ou Somma, (2) Dendritos, (3) Axonio e (4) Terminais Sinapticos.

¢ um processador paralelamente distribuido e composto macicamente por unidades
de processamento simples, que tém a propensao natural para armazenar conheci-
mento experimental e torné-lo disponivel para o uso. Ela se assemelha ao cérebro

em dois aspectos:
1. O conhecimento é adquirido pela rede a partir de seu ambiente através de um
processo de aprendizagem.

2. Forcas de conexao entre neurdnios, conhecidas como pesos sinapticos, sao uti-

lizadas para armazenar o conhecimento adquirido.
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As sinapses sao unidades estruturais e funcionais elementares que medeiam as
interacoes entre os neuroénios. O tipo mais comum de sinapse é a sinapse quimica,
que opera da seguinte forma: um processo pré-sinaptico libera uma substancia trans-
missora que se difunde através da jungao sinaptica entre neuronios e entao age sobre
um processo pos-sindptico. Assim, uma sinapse converte um sinal elétrico pré-
sinaptico em um sinal quimico e entao de volta em um sinal elétrico pds-sinaptico
(SHEPHERD; KOCH, 1990). Na terminologia elétrica, um elemento assim é chamado
de um dispositivo de dois terminais nao-reciprocos. Nas descricoes tradicionais da
organizacao neural, assume-se que uma sinapse ¢ uma conexao simples que pode

impor ao neurdnio receptivo excitacao ou inibi¢ao, mas nao ambas.

Anteriormente, mencionamos que a plasticidade permite que o sistema nervoso
em desenvolvimento se adapte ao seu meio ambiente (EGGERMONT, 1990). Em um
cérebro adulto, a plasticidade pode ser atribuida a dois mecanismos: a criacao de
novas conexoes sinapticas entre neuronios e a modificacao das sinapses existentes.
Os axonios, as linhas de transmissao, e os dendritos, as zonas receptivas, constituem
dois tipos de filamentos celulares que sao distinguiveis por razdes morfoldgicas; um
axonio tem uma superficie mais lisa, menos ramificacoes e maior comprimento, en-
quanto que um dendrito (assim chamado pela sua semelhanga com uma arvore)
tem uma superficie irregular e mais ramificagdes (FREEMAN, 1975). A maioria dos
neurénios codifica suas saidas como uma série de pulsos breves de tensao. Estes
pulsos, usualmente conhecidos como potenciais de agao ou impulsos, originam-se
no corpo celular dos neurénios, ou perto dele, e entao se propagam através dos
neurénios individuais a velocidade e amplitude constantes. As razoes para o uso
de potenciais de acao para a comunicacao entre neurdnios se baseiam na fisica dos
axonios. O axo6nio de um neurdnio é muito longo e fino e é caracterizado por uma
alta resisténcia elétrica e uma capacitancia muito grande. Estes dois elementos estao
distribuidos ao longo do axonio. O ax6nio pode assim ser modelado como uma linha
de transmissao, dai o uso comum da “equacao de linha” como a terminologia para
descrever a propagacao do sinal ao longo de um axoénio. A anéalise deste mecanismo
de propagacao revela que, quando uma tensao ¢ aplicada a uma extremidade do axo6-
nio, ela decai exponencialmente com a distancia, caindo a um nivel insignificante no
momento em que ela atinge a outra extremidade. Os potenciais de acao fornecem

uma maneira de evitar este problema de transmissdo (ANDERSON, 1995).
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No cérebro ha organizacoes anatomicas tanto em pequena escala como em grande
escala, e fungoes diferentes ocorrem nos niveis mais baixos e nos mais altos. A Fig. 20
mostra uma hierarquia de niveis entrelacados de organizacao, emergente do extenso
trabalho sobre a anélise de regioes localizadas no cérebro. As sinapses representam

o nivel mais fundamental, dependente de moléculas e ions para sua acao.

Moléculas = Neurdnios
Sinapses Circuitos locais
Microcirc_uitos _ Circuitos _
neurais inter-regionais
Arvores Sistema
dendritais Nervoso

Figura 20: Organizacgao estrutural dos niveis no cérebro

Nos niveis seguintes, temos os microcircuitos neurais, as arvores dendritais e en-
tao os neuronios. Um microcircuito neural se refere a um agrupamento de sinapses
organizadas em padroes de conectividade para produzir uma operacao funcional de
interesse. Um microcircuito neural pode ser comparado a um circuito de silicio cons-
tituido por um agrupamento de transistores. O menor tamanho dos microcircuitos
¢ medido em micrometros, e a sua velocidade de operacao mais rapida é medida
em milissegundos. Os microcircuitos neurais sao agrupados para formar subunida-
des dendritais dentro das arvores dendritais dos neur6nios individuais. O neurdnio
completo, com tamanho de 4drea de 100 micrometros, contém varias subunidades

dendritais. No nivel seguinte de complexidade temos circuitos locais (cerca de 1 mm
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de tamanho) constituidos por neurdénios com propriedades similares ou diferentes;
estes agrupamentos neurais realizam operagoes caracteristicas de uma regiao loca-
lizada no cérebro. Eles sao seguidos por circuitos inter-regionais constituidos por
caminhos, colunas e mapas topogréficos, que envolvem regioes miiltiplas localizadas
em partes diferentes do cérebro. Os mapas topograficos sao organizados para respon-
der a informacao sensorial incidente. Estes mapas sao freqiientemente arranjados
em folhas, como no coliculo superior, onde os mapas visual, auditivo e somestésico
estao empilhados em camadas adjacentes de tal modo que estimulos advindos de
pontos correspondentes no espaco se localizem acima ou abaixo de cada um deles.
A Fig. 21 apresenta um mapa citoarquitetural do cortex cerebral como apurado por

Brodmann (BRODAL, 1981).
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Figura 21: Mapa citoarquitectural do cortex cerebral. As diferentes areas sao iden-
tificadas pela espessura de suas camadas e tipos de células nelas contidas. Algumas
das areas especificas mais importantes sao como segue. Cortex motor: banda mo-
tora, area 4; area pré-motora, area 6; campos oculares frontais, drea 8. Cortex
somestésico: areas 3, 1, 2. Cortex visual: areas 17, 18, 19. Cortex auditivo: areas
41 e 42 (BRODAL, 1981).

As pesquisas correntes sobre este assunto foram desenvolvidas através de uma
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longa historia de esforcos para capturar os principios de computagoes biologicas em
modelos matematicos. Estes esfor¢os comecaram com investigacoes pioneiras de
neuronios como aparelhos logicos realizados por Warren S. Mc Culloch e Walter H.
Pits (MCCULLOCH; PITTS, 1943). Em 1960, Frank Rosenblat e Bernard Widrow
criaram os “neurdnios adaptivos” e uma rede simples que tinha a capacidade de
aprender. A Adaline (neurdnios lineares adaptivos), criada por Widrow, consiste
em um sistema de neuronios simples que pode aprender a reconhecer um objeto
simples, uma letra por exemplo. Entre 1960 e 1970 um pequeno nimero de pes-
quisadores, como Shunichi Amari, Leon N. Cooper, Kunihiko Fukushima e Stephen
Grossberg tentaram modelar o comportamento de neurdnios reais em redes compu-
tacionais mais sofisticadas. Desenvolveram paradigmas matematicos para a extragao
de caracteristicas de modelos, classificacao de modelos e “memoria associativa”, na
qual pedacos de informagcao servem para recuperar uma memoria inteira. A partir de
1980 surgiu um grande interesse por modelos neurais e suas propriedades computa-
cionais. Isto se deu porque os neurobiologistas foram adquirindo mais entendimento
de como informacgoes eram processadas na natureza e devido a fabricacao de poten-
tes computadores que permitiram a implantacao de circuitos neurais. Nos simples
(neurénios) sao interligados para formar uma rede de nos, dai o termo “rede neu-
ronal”. A inspiracao original para este modelo advém do exame das estruturas do
cérebro, em particular de estudos em eletroencefalogramas de humanos e de ani-
mais (GRUNEIS; YAMAMOTO; NAKAHAMA, 1989; BABLOYANTZ; SALAZAR; NICOLIS,
1985).

3.3 Eletroencefalograma - EEG

Os desenvolvimentos técnicos no campo das medidas e do registro de fendmenos
elétricos realizados nos tltimos 25 anos do século XIX tornaram possivel um dos
maiores triunfos da neurociéncia moderna: a descoberta, feita pelo psiquiatra ale-
mao Hans Berger, em 1929, de que o cérebro humano também gera atividade elétrica
continua, e que tal atividade pode ser registrada. O registro eletroencefalografico é
usualmente realizado através de eletrodos (pequenos discos metélicos) afixados com
um gel condutor de eletricidade a pele do cranio. Um poderoso amplificador ele-

tronico aumenta milhares de vezes a amplitude do fraco sinal elétrico que é gerado
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pelo cérebro e que pode ser captado (geralmente menos do que alguns microvolts).
O galvanémetro, que tem uma pena inscritora presa ao seu ponteiro, registra o si-
nal sobre a superficie de uma tira de papel, que se desloca a velocidade constante.
Assim, o EEG é um registro da atividade elétrica cerebral, em que os eletrodos cap-
tam qualquer alteracao na atividade neural. Conseqiientemente, os sinais obtidos
sao apenas uma medida grosseira desta atividade em um volume cerebral funcional-
mente grande e o resultado desta medida é a inscricao de uma onda tortuosa, como

apresentada na Fig. 22.
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Figura 22: Registro eletroencefalogréfico real tipico.
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3.4 Modelo da atividade neural

Assim como o sistema nervoso é composto por bilhdes de células nervosas, a
rede neural artificial também seria formada por unidades que nada mais sao do que
pequenos modulos que simulam o funcionamento de um neurénio. Estes modulos
devem funcionar de acordo com os elementos em que foram inspirados, recebendo
e retransmitindo informacoes. Para tal, nés utilizamos um modelo tipico de rede
neural, onde o estado de cada neurdnio depende da contribuicao de alguns outros
neurdnios, que enviam sinais modificados por um peso. Embora muito simples, este

modelo imita a dindmica de sistemas neurais reais.

O modelo de rede neural utilizado neste trabalho é uma variagao do modelo
original criado por McCulloch e Pits (MCCULLOCH; PITTS, 1943). A rede é formada
por N unidades de neuronios, onde cada neurdnio esta acoplado a n outros neurdonios
similares. No entanto, é proibida a autoconexao, ou seja, um neurénio nao pode
influenciar a si mesmo. As conexoes que sao usadas para acoplar os neuronios, como
ja mencionado, sao chamadas de sinapses. A estas, associam-se pesos ou eficacia
sindpticas S;j para caracterizar a intensidade da conexao entre estes neurénios. Um
neur6nio é tratado como sendo um simples niimero binario com dois estados, = 0
(inativo) ou & = 1 (ativo), cujos valores sao atribuidos de forma aleatéria no inicio
da simulac¢ao para cada neur6nio. O estado de um neuronio 7 é atualizado no tempo

de acordo com as expressoes

JE®)

onde h;, o potencial pos-sinaptico (AMIT, 1989), é a soma de todas as eficacias sinap-
ticas dos canais chegando ao neurdnio i, cada um multiplicado pelo correspondente
estado x; dos neurdnios a ele conectado. Isto garante que somente os neuronios de

canais ativados contribuem para a evolucao do estado do neurdnio x; a um passo
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de tempo ¢t + 1. A fungao limiar do neuronio ¢, L(t), que estabelece um valor limite
para a atualizacao do estado do neur6nio ¢ a um passo de tempo ¢, ou seja, indica a

sensibilidade dos neur6nios aos estimulos. © é a funcao de Heaviside, descrita por:

1 >0
o) =4 77", (3.3)
0sez<0

onde n é o ntimero de conexoes de cada neuronio, S;; é a intensidade da sinapse en-
tre os neuronios i e j, as vezes descritos como sinapses e analogos aos elementos da
matriz de acoplamento no sistema spin de Ising. Os pesos sao escolhidos de maneira
aleatéria e nao sao necessariamente simétricos, isto é, S;; # Sj;. Portanto a influén-
cia que o neuro6nio i exerce sobre o neuroénio 7 nao é igual & influéncia que o neurdénio
J exerce sobre o neurdnio 7. Estes pesos podem ser positivos (excitadores) ou ne-
gativos (inibidores) e sdo distribuidos uniformemente no intervalo [-1,1] (MOREIRA;

LIMA; ANDRADE, 1995).

A dinamica utilizada neste modelo para a atualizacao do estado de um neurénio é
sincronica ou paralela, ou seja, cada neurdnio é processado simultaneamente a passos
discretos de tempo n,, onde n, = 1,2, 3, ..., pela dindmica descrita na expressao 3.1.
Isto significa que os inputs de cada neurdnio na rede sao determinados por um mesmo
estado de atividade da rede em um intervalo de tempo (n, — 1 < ¢t < n,), onde a
decisao de cada neur6nio de ativar ou nao ativar a um mesmo instante de tempo
nao depende da decisao dos outros neurdnios da rede. Assim, quando h;, total dos
pesos dos inputs que chegam a um neurénio ¢, exceder o limiar L(t) a um passo de
tempo ¢, este neurdnio estara ativo a um passo de tempo t + 1. Neste modelo, o
limiar instantdneo é o mesmo para todos os neurénios da rede e faz-se L(t) = L, ou

seja, o limiar é considerado como sendo uma constante.

O estado da rede é definido por uma colecao de atividades instantaneas dos
neur6nios individuais descritos pela Eq. 3.1 e este pode ser representado como uma
palavra de N bits, cujos elementos sdo z¥, onde o superescrito E classifica um estado
particular da rede e o subscrito 7 classifica um neurdnio particular. Assim esta rede
possuindo N bits com cada um correspondendo a um neuroénio especifico com valores

discretos 1 e 0 apresenta um total de 2%V estados, e a cada momento a rede estard em
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um destes estados. A evolucao do estado da rede gera uma sucessao de estados que
sao chamados de trajetoria da rede. Como o numero de estados da rede é finito, o
sistema deve eventualmente contemplar um estado ja visitado anteriormente. Desta
maneira, o sistema procedera da mesma maneira para os estados sucessores deste e
gerard ciclos de repeticoes de estados, que sao chamados de atratores dinamicos da

rede.

Num dado instante ¢, a atividade da rede A(t) é definida pelo nimero de neurd-
nios ativos dividido pelo nimero total de neurdnios da rede. Ou seja, A(t) é a média
dos valores assumidos pelas variaveis de estado x;(t), ficando portanto confinada ao

intervalo [0,1],

> i)

At) = le (3.4)

Os resultados publicados anteriormente por Moreira e Auto (MOREIRA; AUTO,
1993) e Moreira e Andrade (MOREIRA; ANDRADE, 1994) mostram que a dinamica
desse tipo de modelo pode exibir uma variedade de comportamentos. Modificando-
se o limiar, L. a atividade pode ser caracterizada como um ponto fixo, periddica,

intermitente ou cadtica.

Sistemas que apresentam comportamento cadtico sao abundantes tanto na natu-
reza como nos aparelhos construidos pelo homem. Estes sistemas sao caracterizados
por uma extrema sensibilidade a pequenas e suaves perturbacgoes. Esta caracteris-
tica, conhecida como “efeito borboleta”, em algumas ocasioes é vista como benéfica
quando, por exemplo, acelera misturas, reacoes quimicas e viabiliza um mecanismo
vigoroso para o transporte de massa e calor. Entretanto, em outras ocasioes, esta
caracteristica é vista como incomoda e inoportuna, tornando o caos um fenémeno
indesejavel que pode levar a vibracoes, operacoes irregulares, falhas devido a fadiga
de sistemas mecanicos, oscilacoes de temperatura que podem exceder o limite de
seguranca de condi¢oes operacionais em sistemas térmicos, e aumento na resisténcia

em sistemas de escoamento.

Durante muito anos acreditou-se que os movimentos cadticos nunca sao pre-
visiveis nem controlaveis. A primeira referéncia que encontramos apresentando um

ponto de vista diferente foi devida a John Von Neumann, por volta de 1950. Segundo
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ele, pequenos disturbios, cuidadosamente escolhidos e pré-planejados, poderiam le-
var, ap6s algum tempo, a mudancas de larga escala de tempo. O conceito basico
aqui envolvido é que um atrator ca6tico tem embutido um grande ntimero de érbitas

periodicas instaveis.

3.5 Resultados e Discussoes

A etapa inicial para elaboragao de uma rede neural é a defini¢ao de sua topologia,
ou seja, uma rede contendo nos, os neuronios, com toda a sua vizinhanca conectada
através de ligagoes, as sinapses. Neste estudo, realizamos simulagoes com dois tipos
diferentes de topologias de rede, ou seja, redes geradas segundo o modelo de Watts-

Strogatz e redes geradas segundo o modelo do “contato preferencial”.

3.5.1 Topologia de Watts-Strogatz (WS)

A partir do algoritmo WS apresentado na Secao 1.4, fizemos variar a probabili-
dade de realocacao p, lembrando que esta define como serao distribuidas as ligagoes,
ou seja, com que probabilidade as conexdes existentes serdo redirecionadas (inexis-
téncia de novas conexoes) para os outros nos como é mostrado na Fig. 4 no capitulo
1. O valor dessa probabilidade varia entre zero (configuragao de uma rede regular) e
um (configuragao de uma rede aleatoria). Como ja mencionado anteriormente, para
p = 0 nao ha redistribuicao de conexoes entre os nés, enquanto que, para p = 1,
todas as conexoes serao realocadas, resultando em uma rede formada por conexoes
totalmente aleatorias. Para cada valor de p geramos 10° configuracoes de rede, to-
das com o mesmo niimero de nés, mas com diferentes conexoes entre eles, ou seja,
para cada geragao, cada n6 tem vizinhos diferentes, e para cada nova configuracao

de rede, calculamos a atividade neural através da Eq. 3.4.

Na Fig. 23 mostramos parte da evolugdo temporal da atividade neural A(t)
para uma rede do tipo Watts-Strogatz com 2048 nos e com uma probabilidade de

realocacao igual a zero, p = 0.
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Figura 23: Parte da evolugao temporal da atividade neural A(¢) em uma rede WS
contendo 2048 nos, com a probabilidades de realocagao (rewire) igual a zero, p = 0,
na curva do topo, e com p = 1, na curva abaixo.
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Podemos observar que nesta topologia, que é regular, a série temporal da ati-
vidade neural, nesta configuracao de rede, apresenta um estado nao perioédico, ou
seja, nao observamos formacao de periodos. Na Fig. 23.b, observamos que quando o
valor da probabilidade de relacacao é igual a um, p = 1 (rede totalmente aleatoria),
a série temporal torna-se periddica, ou seja, verificamos claramente a formacao de
periodos. Para uma melhor visualizacao da formacao dos periodos, fizemos um corte
em nossa série temporal em trés partes consecutivas, que podem ser observados na
Fig. 24 mostrando a nossa série temporal em trés momentos distintos, no intervalo
entre 0 e 24 Fig. 24.a, no intervalo entre 24 e 48 Fig. 24.b e no intervalo entre 48 e

72 Fig. 24.c, podemos confirmar visualmente a formacao de periodos.

48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
tempo

Figura 24: Visualizagao da formagao de periodos, em que (a), (b) e (c) estdo em
intervalos de tempo distintos e consecutivos exibindo um periodo de 24.
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Através de uma rotina computacional, investigamos de maneira sistemética a
possivel existéncia de periodicidade nas séries temporais da atividade neural. Pode-
mos observar, a partir da Fig. 25, que representa a quantidade de redes em regime
periodico com T periodos, P(T'), que em todas as simulagoes, o valor do periodo,
quando existe, nao ultrapassa o valor de 80 pontos desta escala, nos levando a fazer
a analise somente dos tltimos 1024 pontos das séries, as quais continham 16384

pontos no total.
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Figura 25: Quantidade de redes em regime periddico com T periodos P(T), pelo
periodo, T.

Para verificar a taxa de periodicidade ¢, ou seja, a fracao de redes periddicas
pelo nimero total de redes que foram geradas para um dado valor de probabilidade
de realocacao, p, realizamos simulagoes com 1000 realizacoes diferentes de redes.
Além disto, fizemos essas simulacoes para redes com diferentes nimeros de nos,

N = 512,1024, 2048, 4096 e 8192 nos.
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A Fig. 26 mostra a fracao de redes que entram em regime periddico, ¢, pelo
nimero de nds da rede N, para distintos valores de probabilidade de realocacao, p.
Podemos verificar nesta figura que a taxa de periodicidade ¢ decai com o aumento do
tamanho da rede. Isto também é equivalente a afirmar que a taxa de periodicidade ¢
decai com o aumento da regularidade das conexoes, ou seja, quanto maior o niimero
de nés da rede, maior é quantidade de redes que estao em estado nao periddico.
Além disso, podemos observar que quanto menor o valor de p, menor sera o nimero

de redes apresentando em sua série temporal estados periddicos.
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Figura 26: Fracao de redes periddicas, ¢, pelo nimero de nés, N, para diferentes
valores de probabilidade de realocacao p ou rewire.
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A Fig. 27, mostra a fracdo ¢ de redes que eventualmente entram em regime
peridédico em funcao do valor da probabilidade de realocacao p. Claramente, verifi-
camos que, independente do tamanho nenhuma rede atinge o regime perioédico para
o valor de p = 0. Além disto, como demonstram as linhas continuas no grafico, o
comportamento da fracdo ¢ em funcao de p poder ser perfeitamente descrito pela
exXpressao,

o(p,N) = ag tamh(a£ + az) — tanh(as)| , (3.5)
1

onde supomos que os parametros ag,a; e ap sao somente funcao do tamnho do

sistema IV, sendo obtidos por regressao nao-linear a partir dos dados de simulacao.

10 T T T T T T T T
01024 nés ]
A 2048 n6s p
0.8 | O4096 nés
<8192 nés 2

0.6

0.4

0.2

P

Figura 27: Fracao de redes periodicas ¢ pela probabilidade de realocacao p, ou
rewire, para varios tamanhos de rede.



3.5 Resultados e Discussoes 66

Por sua vez, a Fig. 28 mostra que as dependéncias dos parametros ag, a; € as

com o tamanho do sistema seguem as seguintes relagoes:

ao(N) = ag + BoN;
al(N) = Q7 _'_ﬁl hl]\f7 (36)
az(N) = az + S In N,

0.4 , linear

8

o
N
T
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0.22 ]
i log—-linear |

1000 10000
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-5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L
1000 10000

Figura 28: Representagao grafica dos parametros ag, a; e as com fungao de N.

onde os valores nimericos encontrados para as constantes ag, aq, as, Bg, 51 € P2 sao

ap = 0.501 By = —41.46 x 107
a; = 0476 B, = —0.036 . (3.7)
ay =9.610 By = —1.576
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Empregando estas relagoes podemos obter o colapso de todas as curvas ¢(p) para

diferentes valores de N, através das seguintes transformacoes:

¢

¢ = — + tanh(az) (3.8)
Qg
e
P
P=a + (az). (3.9)

Tal colapso pode ser observado na Fig. 29, confirmando assim, a validade de nossa

abordagem.
20 T T T T T T T T
01024 nbés
1.5 + | A 2048 no6s _
04096 nés
Lol <8192 nds @2) o |
On
@O
05 o -
¢ N
0.0 | =) -
-05 '§ .
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-1.0 + O ououoﬁ:@&% .
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tanh(p)

Figura 29: Renormalizacgao da fracdo de redes periodicas ¢’ como funcao da tanh de
renormalizacao da probabilidade de realocagao p'.

Finalmente, mostramos na Fig. 30 o grafico log-log do tamanho do periodo como
funcao do tamanho da rede, N, para um valor fixo da probabilidade de realocacao,

p = 0.9. Para tal, geramos 1000 diferentes realizacoes de redes para cada valor de N
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e analisamos os tltimos 1024 pontos de séries com um total de 16384 pontos. Esta

figura mostra que o comprimento médio do periodo cresce de maneira proporcional

a VN,

1.35

1.25 i

65 | | | | | | | | | |
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
log,, N

Figura 30: Periodo Médio para cada tamanho de rede, em escala logaritmica, 1000
diferentes geracoes de rede, e para um valor de probabilidade de realocacao igual
para todos, p = 0.9. A linha tracejada corresponde a T ~ v/N.

3.5.2 Topologia do Contato Preferencial

Seguindo o modelo do contato preferencial apresentado na Secao 1.5 do Capitulo
1, geramos 10% realizacoes distintas de redes, para N = 512, 1024, 2048 e 4096
n6s. Para cada nova configuracao de rede, calculamos a atividade neural, que é
feita através da Eq. 3.4. Em analogia ao caso do modelo de WS, a variabilidade da
atividade neural pode ser associada a uma série temporal, como podemos observar na
Fig. 31. A Fig. 32.a mostra a dependéncia da fracao de redes que entram em regime

periddico, ¢, com o niimero de nés da rede N. Verifica-se que a taxa de periodicidade,
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¢, decai com o aumento da rede, ou seja, quanto maior o niimero de nds, maior sera
a quantidade de redes que estao em estado nao periédico. Na Fig. 32.b mostramos
o tamanho médio dos periodos como funcao do tamanho da rede, N. Podemos
observar que o comprimento médio do periodo cresce aproximadamente de forma
linear com o tamanho da rede, ou seja, quanto maior a rede, maior sera o intervalo

para a repeticao dos ciclos da série temporal da atividade neural.

A(t)

5407.5 5417.5 5427.5 5437.5 5447.5 5457.5
Tempo

Figura 31: Evolucao temporal da atividade neural em rede construida segundo o
modelo do contato preferencial contendo 2048 nos.
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Figura 32: A curva do topo (a), mostra a fracao de redes periddica ¢ pelo tamanho
da rede N, e a curva abaixo (b) mostra o tamanho médio dos periodos < T' > como

funcao do tamanho da rede, N.
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3.6 Conclusoes

Neste capitulo, mostramos que um modelo neural simples em uma rede de Watts-
Strogatz e do “contato preferencial” pode gerar sinais periédicos da atividade neural
em redes contendo um ntimero reduzido de neurénios. Estes ciclos tornam-se mais
freqiientes quando se aumenta o alcance das conexdes. Observou-se também que o
comprimento dos periodos aumenta com o a raiz quadrada do nimero de neur6nios
para redes construidas segundo o algoritmo de WS. No caso do modelo do contato
preferencial, este comprimento cresce de maneira aproximadamente linear com o
tamanho do sistema. Considerando que o cérebro humano é constituido por milha-
res de neuronios, nao podemos esperar que o nosso modelo seja aplicado em redes
com tamanha magnitude. E factivel imaginar no entanto que os nossos resultados
sejam relavantes para explicar sinais periddicos em sistemas formados por pequenas

unidades de neuronios.
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4 Conclusoes

Compreender o processo de sedimentacao de novas tendéncias e idéias em comu-
nidades sociais pode ter um profundo impacto na vida dos individuos. Na primeira
parte deste trabalho, nos propusemos um modelo idealizado para o crescimento
competitivo de agregados em redes complexas. Pode-se imaginar que cada agregado
representa uma fracao de uma comunidade que compartilha alguma opiniao em co-
mum. Nossos resultados mostram que a distribuicao de tamanho dos agregados
depende da escolha particular da topologia com que a rede é construida. Mais pre-
cisamente, quando nosso modelo de crescimento é construido a partir de uma rede
hierarquica como a Apoloniana, as distribuicdes de tamanhos de agregados apre-
sentam um decaimento em lei de poténcia com um expoente o = —1. Resultados
similares foram observados com as distribui¢oes obtidas para as fragoes de votos por
candidato nas eleigoes proporcionais no Brasil em 1998 e 2002 (COSTA et al., 2002).
Este fato nos leva a crer que os processos de propagacao e formacao de opiniao tal-
vez sejam mediados por uma estrutura hierarquica de interacoes entre individuos e

comunidades.

Em trabalhos futuros, pretendemos introduzir o efeito da “midia” neste modelo
de agregacao por meio de um mecanismo regulador nao-local e verificar se o processo
de crescimento é suscetivel a este novo ingrediente. Dentro deste mesmo contexto,
temos como objetivo introduzir também alguma forma de “reversibilidade” nos es-
tados dos sitios durante a formacao dos agregados. Este fator tornaria o modelo
de certa maneira mais flexivel para a descricao de outros processos de propagacao e

crescimento reais.

Sistemas que apresentam comportamento cadtico sao abundantes tanto na natu-
reza como nos aparelhos construidos pelo homem. Por exemplo, podemos constatar

através de registros de eletroencefalogramas (EGG) que a atividade cortical gera
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padroes cadticos em sua série temporal. O comportamento cadtico é definido como
sendo um atrator contendo, embutidas neste, um grande nimero de 6rbitas perio6-
dicas instaveis. Na segunda parte deste trabalho, nos estudamos o comportamento
temporal da atividade neural (MOREIRA; LIMA; ANDRADE, 1995) em redes com-
plexas com caracteristicas de mundo pequeno (WATTS; STROGATZ, 1998) bem como
em redes construidas segundo o modelo de contato preferencial (BARABASI; ALBERT,
1999).

Constatamos que a atividade neural pode exibir espontaneamente sinais periodi-
cos em sua série temporal e que este efeito existe somente em redes contendo peque-
nos numeros de noés. No caso especifico de redes WS, onde o alcance das conexoes
pode ser controlado através da probabilidade de realocagio (ver a Secao 1.4), fica
claro que a fracao de redes que entram em regime periddico é simplesmente proporci-
onal ao alcance das ligagoes. Observou-se também que o comprimento dos periodos
aumenta com o a raiz quadrada do nimero de neurdnios para redes construidas se-
gundo esse mesmo modelo de rede. No caso do modelo de contato preferencial, este

comprimento cresce aproximadamente de maneira linear com o tamanho do sistema.

A possibilidade da identificacao e estabilizacao dos periodos de um reservatorio
espago-temporal ca6tico abre uma nova perspectiva para a compreensao de certos
processos cognitivos. Para tanto, em futuros trabalhos, pretendemos utilizar méto-
dos de controle para regimes caoticos nessa redes complexas. Em especial, estamos
interessados no método originalmente proposto por (MOREIRA; LIMA; ANDRADE,
1995), que consiste na aplicacdo de uma pequena perturbagdo interna ao sistema
(rede neural). Especificamente, pretendemos realizar a “pinagem” de alguns ele-
mentos, ou seja, promover a fixacao do estado de alguns neuronios durante varias
iteracoes da rede neural e verificar se ha alteragdes no seu comportamento ao longo

do tempo.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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