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Resumo

LEONEL. E. D. (2006). Método dos Elementos de Contorno Aplicado a
Andlise de Corpos Multi-Fraturados. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2006.

Esse trabalho trata da andlise de corpos multi-fraturados utilizando o Método dos
Elementos de Contorno. Este método numérico € conhecido por ser robusto e preciso neste
tipo de problema e também por requerer pequeno esforco computacional na criagdo da
malha de elementos para o crescimento das fissuras. Duas metodologias para a analise do
comportamento das fissuras sdo consideradas. A primeira ¢ a ja consagrada metodologia
dual. Por meio desta técnica equagdes integrais distintas sao aplicadas as faces da fissura.
Estas equagdes integrais sdo escritas em termos de deslocamentos e forgas de superficie. A
segunda metodologia ¢ a que emprega a formulacdo singular onde a fissura ¢ considerada
como um vazio no dominio sendo as faces da fissura separadas por uma pequena distancia.
No tocante ao crescimento das fissuras foi desenvolvido um procedimento especial para a
determinagdo da direcdo de crescimento das fissuras o qual mostrou-se muito eficiente
levando a resultados precisos. O crescimento das fissuras ¢ efetuado considerando o fator
de intensidade de tensdo atuante na extremidade de cada fissura. Dessa forma, as fissuras
mais solicitadas apresentam maior comprimento de propagagdo tornando a analise mais
realista. Os fatores de intensidade de tensdo sdo calculados por meio de duas técnicas. A
primeira ¢ a ja4 conhecida técnica de correlagdo de deslocamentos a qual relaciona os
deslocamentos atuantes nas faces da fissura. Uma técnica alternativa ¢ também utilizada a
qual emprega o campo de tensdes presente na extremidade da fissura. Apds a determinagao
dos fatores de intensidade de tensdo quatro diferentes teorias de interagao de modos podem
ser utilizadas para a determinagdo do angulo de propagacdo. Foram analisadas estruturas
sendo os resultados comparados aos previstos analiticamente e também numericamente. As
respostas obtidas foram satisfatorias validando assim a metodologia proposta neste
trabalho.

Palavras-chave: M¢étodo dos Elementos de Contorno, Mecanica da Fratura

Elastico-Linear, Propagacao de Fissuras.
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Abstract

LEONEL. E. D. (2006). Boundary Element Method Applied to Analysis of
Multi-Fractured Bodies. M.Sc. Dissertation - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, 2006.

This work deals with analysis of multi-fractured bodies using Boundary Element
Method. This numerical method is known to be robust and accurate in this kind of problem
and by small computational effort to create elements mesh of crack growth. Two
methodologies to analyze of crack behavior are considerate. The first is consecrated dual
methodology. Through this technique different kind of integral equations are applied to
crack boundaries. These integrals equations are written in displacements and traction
variables. Second methodology is singular formulation. Through this technique crack is
represented like a hole in body and the crack boundaries is separated by a small gap. For
crack growth was created a special proceeding to determination crack growth direction.
This method is very efficient and your results are accurate. Crack growth is made through
the stress intensity factor performed in crack tip. Then the cracks more requested going to
propagate with a larger length’s growth turning this model very realistic. The stress
intensity factors are calculated through two techniques in this work. First is the known
correlation displacement technique which related displacement in crack boundaries. An
alternative technique is also used which consider stress field in crack tip. After
determination of stress intensity factors four different theories are used to calculate the
crack growth angle. In this work were analyzed structures with results are compared with
analytical and numerical answers. The results obtained went very satisfactory validating the

methodology proposed.

Keywords: Boundary Element Method, Linear Elastic Fracture Mechanics, Crack
growth.
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1. — Introducao

1.1 — Consideracoes Gerais

Desde a antiguidade o ser humano procura respostas para problemas presentes
em seu cotidiano. Em particular, na engenharia das estruturas, o conhecimento de uma
série de problemas passa pela criagdo de modelos que sejam capazes de representar o
comportamento mecanico das estruturas bem como dos materiais envolvidos na
constituicdo das mesmas.

O primeiro passo para a criagdo dos modelos € a procura por uma representacao
analitica do problema. Nesse sentido o emprego de equagdes diferenciais torna-se uma
ferramenta valiosa j& que, através desse recurso matemadtico, se consegue unir,
empregando uma teoria estrutural, as variaveis referentes as propriedades constitutivas
do material, condi¢gdes de compatibilidade de deformagdes e de equilibrio.

Apesar de fornecerem solugdes do tipo exata os modelos analiticos sdo limitados
a uma faixa muito estreita de problemas os quais envolvem geometrias relativamente
simples além de restritas condi¢cdes de contorno. De forma a contornar essa limitagdo
houve um grande impulso no desenvolvimento de métodos de andlise aproximados.

Nesse contexto os métodos aproximados, muitas vezes denominados métodos
numéricos, vém fornecendo forte avanco nos procedimentos de andlise de corpos
deformaveis, pois permitem a resolugcdo de problemas com geometria qualquer assim
como possibilitam a simulagdo de diversas condigdes de contorno.

Apesar de formas aproximadas de célculo ja serem aplicadas com sucesso a um
bom tempo, como exemplos no campo matematico podem ser citados o calculo de
expressdes trigonométricas via expansdo em séries e também em procedimentos de
integragdo numérica ambos datados do século XVIII, o emprego generalizado dos

métodos numéricos na andlise de problemas de grande vulto em engenharia estrutural
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apresentava ainda um forte entrave referente a quantidade de operacdes matematicas
envolvidas na solugdo dos diversos problemas. Este fator limitou em parte sua utilizagao
mais ampla, mas com o advento dos equipamentos computacionais, no século XX, se
obteve uma importante ferramenta para consagrar os métodos numéricos como
metodologia de analise robusta, rapida e confiavel.

Dentre os métodos numéricos largamente empregados na engenharia de
estruturas pode-se destacar o método das diferencas finitas. Este método numérico ¢
reconhecido como o primeiro método de tratamento numérico dos problemas de
engenharia formulado em bases matematicas, o qual atingiu o status de técnica
numérica apo6s o trabalho de SOUTHWELL (1946).

No método das diferencas finitas a transformag¢do do sistema de equagdes
diferenciais em um sistema de equacdes algébrico ¢ efetuada mediante a aplicacdo do
operador de diferencas. Este operador transforma as derivadas das fungdes continuas em
diferencas dos valores destas fungdes tomados em pontos discretos denominados nds.
Além dos pontos nodais, onde as incognitas do problema estdo associadas, devem ser
prescritas as funcdes de interpolacdo que aproximardo as grandezas envolvidas no
problema.

No tocante as aplicagcdes em engenharia estrutural o método das diferencas
finitas obteve representativo sucesso principalmente nas analises de problemas planos e
de placas. No entanto, nos dias atuais seu emprego ocorre cada vez com menor
freqiiéncia. Isso se deve ao fato de outros métodos numéricos surgirem como
alternativas mais eficientes e precisas para as analises. Apesar disso em areas como nas
engenharias elétrica, mecanica e geotécnica este método numérico ainda ¢ empregado
em analise de fluidos e de campos eletromagnéticos.

No final dos anos 50, TURNER et. al (1956), outro método numérico toma a
forma como ¢ conhecido hoje. Trata-se do método dos elementos finitos que consiste
basicamente na divisdo do dominio analisado em sub-regides as quais podem ser
associadas a partes fisicas do modelo real. Estas sub-regides, denominadas elementos
finitos, representam, cada uma, parcelas de energia que depois de reunidas, na forma de
matriz de rigidez do modelo, formam a energia interna do dominio analisado. A
conexao entre os elementos finitos ¢ feita respeitando as condig¢des de compatibilidade e
equilibrio. Devem ainda ser definidos pontos discretos denominados nds sobre os quais
se delimitam fung¢des de interpolacdo, usualmente polindmios, necessarias a

aproximacao da resposta das variaveis envolvidas no modelo.
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A formulagdo deste método ¢ simples e elegante podendo ser obtida por meio de
principios variacionais ou de forma mais geral empregando a técnica de residuos
ponderados. Atualmente o método dos elementos finitos encontra-se em estagio
bastante avangado sendo o método numérico mais empregado na solucdo de problemas
de engenharia.

Deve-se destacar que, apesar de robusto e preciso, o método dos elementos
finitos apresenta alguns inconvenientes em sua formulacdo baseada em deslocamentos.
Dentre estes podem ser citados o custo computacional na geracdo da malha de
elementos, a presenga de elementos excessivamente distorcidos compromete a solugao
do problema, o método ndo favorece a solugdao de problemas que envolvem propagagao
de fissuras, ja que estas ndo podem ser simuladas no interior dos elementos e assim a
sua evolugdo requer uma alteragdo continua da malha. Estes fatores motivam a busca
por outros métodos numéricos de forma a encontrar solugcdes para os problemas
apresentados.

Neste contexto outros métodos numéricos foram desenvolvidos e sdo hoje alvo
de estudos em diversos centros de pesquisa no mundo. Dentre esses métodos numéricos
destacam-se aqui os métodos sem malha ¢ o método dos elementos finitos
generalizados. O primeiro método citado caracteriza-se pela independéncia, das
equacdes basicas que governam o modelo discreto, da definicdo de uma malha de
elementos no dominio. Devido a auséncia de elementos a aproximagdo das grandezas
envolvidas no problema ¢ realizada em pontos no dominio global. Diferentes familias
de funcdes de aproximagdo podem ser utilizadas na interpolacdo das variaveis do
problema destacando-se os polindmios, as fun¢des de base radial e séries como as de
Taylor e de Fourier. Diversos sdo os métodos sem malha podendo-se citar: método de
Trefftz, método das solucdes fundamentais, método de Kansa ¢ método das nuvens.
Aplicagdes dos métodos sem malha em fraturamento e em outras areas sao apresentadas
em BELYTSCHKO et al (1996), ASKES et al.(2000), ¢ em BELYTSCHKO &
FLEMING (1999).

Ja o método dos elementos finitos generalizados pode ser entendido como uma
técnica distinta de geragdo de fung¢des de forma incorporando, na estrutura basica do
método dos elementos finitos, recursos dos métodos sem malha. Este método surgiu
com os trabalhos de BABUSKA et al.(1994), MELENK & BABUSKA (1996) e
DUARTE & ODEN (1996) e tem como uma de suas vantagens a possibilidade de

enriquecimento das fungdes de forma utilizadas na analise. Este procedimento ¢
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efetuado empregando as técnicas do método das nuvens. Neste caso a nuvem ¢ definida
ndo como uma regido circular, mas sim composta pelos elementos presentes ao redor do
ndé em questdo. Tais fungdes sdo geralmente polindmios, porém se conhecido o
comportamento das variaveis a serem analisadas no problema, fungdes de forma mais
apropriadas podem ser empregadas.

Deve-se salientar que, com excecdo a alguns métodos sem malha, os métodos
numéricos descritos anteriormente aproximam a equacdo diferencial, que governa o
problema analisado, por meio de um sistema de equacdes algébricas que utiliza valores
de dominio e de contorno sendo por este motivo conhecidos como métodos de dominio.
Assim espera-se que a resposta numérica se aproxime da resposta analitica com o
aumento da discretizagdo empregada. No entanto, este procedimento eleva
consideravelmente o nimero de variaveis envolvidas na andlise aumentando assim o
nimero de operagdes matematicas a serem efetuadas e conseqiientemente o sistema de
equagdes a ser solucionado.

Uma forma alternativa aos métodos de dominio pode ser obtida empregando as
técnicas de contorno que se caracterizam por efetuar o processo de discretizagdo apenas
no contorno do sistema em consideracdo. Esta técnica d4 origem ao método dos
elementos de contorno cujo desenvolvimento ¢ efetuado tomando equagdes integrais,
escritas sobre o contorno, as quais sdo obtidas a partir das equagdes diferenciais que
governam o comportamento do meio continuo. Esta caracteristica do método conduz a
uma redugdo na dimensdo do problema analisado diminuindo, conseqliente, o volume
de dados a considerar. Apesar desta vantagem as matrizes resultantes das integragdes
sobre os elementos no contorno sao densas ¢ nao simétricas dificultando a utilizacao de
técnicas especiais na resolucdo do sistema de equacdes. A formulacdo deste método
pode ser obtida de forma geral empregando a técnica dos residuos ponderados ou em
casos especificos, como em problemas elasticos, utilizando o teorema de Betti.

O método dos elementos de contorno apresentou um rapido desenvolvimento
principalmente a partir da década de setenta. Apesar de ser uma técnica relativamente
recente este método tem-se mostrado uma alternativa viadvel para o estudo de diversos
tipos de problemas de engenharia, principalmente aqueles onde a presenca de elevados
gradientes das variaveis envolvidas (concentragdo de tensdo, por exemplo) tornam-se
complicadores na analise. Deve-se atentar também que, apesar do grande avango
observado, muitos progressos ainda podem ser obtidos em campos como analises

tridimensionais, solu¢des auto-adaptativas, mecanica da fratura, entre outras.
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Muitas t€m sido as propostas de formulacdes para a analise dos mais diversos
problemas de engenharia via método dos elementos de contorno. Dentre estas podem
ser destacadas algumas que foram tema de trabalhos desenvolvidos no “Departamento
de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos”, por exemplo, ndo-
linearidades fisicas, como plasticidade e visco-plasticidade, VANALLI (2004),
mecanica da fratura, LEITE (2006) ¢ LOVON (2006), problemas transientes, CODA
(1993), propagacdao de ondas, CODA (1990) e problemas de concentracdo de tensdo,
MACIEL (2003).

As formulagdes do método também aparecem como promissoras para um grande
numero de problemas tais como: mecanica dos solos, VENTURINI (1982), placas,
RIBEIRO (1992), interacdes solo-estrutura, PAIVA (1993), e véarias outras aplicagdes
onde pode ser utilizado como unico modelo numérico empregado para a montagem das

equagdes ou combinado com outros métodos quando conveniente.

1.2 — Objetivos

A presente pesquisa se insere no conjunto de trabalhos que trata do
desenvolvimento do método dos elementos de contorno visando sua utilizacdo em
diversos problemas de engenharia. Nessas situacdes este método numérico ou ja ¢€
reconhecido como uma solugdo eficiente ou tem potencial para gerar um procedimento
recomendavel necessitando apenas de desenvolvimentos mais adequados para melhorar
a precisao e quando possivel diminuir tempos de processamento.

O objetivo principal do trabalho ¢ desenvolver um modelo numérico, com base
na formula¢do do método dos elementos de contorno, que permita a analise de dominios
planos multi-fraturados, sob as condig¢des previstas pela mecanica da fratura elastico-
linear, bem como a evolug@o do grau de deterioracdo destes quando solicitados.

Para atingir tal meta, objetivos secundarios sdo estabelecidos. O primeiro deles
refere-se ao aprofundamento nos conhecimentos da teoria da mecanica da fratura,
principalmente nos tdpicos referentes aos critérios de propagacdo das fissuras bem
como nas teorias de interacdo de modos de solicitacdo ao fraturamento. Tais conceitos
sdo importantes por possibilitar uma consistente e confidvel formulagdo do método

numérico.
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Outro objetivo ¢ a andlise de modelos, via método dos elementos de contorno,
que utilizem em sua discretizacdo somente a equacao integral em forca de superficie.
Este estudo ¢ necessario para verificagdo da estabilidade da solucdo ja que por meio
desta abordagem sdo utilizadas equacgdes integrais hiper-singulares as quais, em
algumas situagdes, podem conduzir ao mau condicionamento do sistema matricial final.

Por fim considera-se a implementacao computacional de duas metodologias para
a analise de corpos multi-fissurados. A primeira delas ¢ a metodologia dual apresentada
em PORTELA (1992). Esta forma de analise ¢ elegante e eficiente, porém, o uso de
equagdes integrais hiper-singulares merece atencdo especial. De forma a comparar o
desempenho da formulagdo dual ¢ considerada também a formulagdao baseada somente
na equagdo integral em deslocamentos a qual ¢ denominada por muitos como classica.
Por meio desta metodologia a fissura ¢ considerada como um vazio no dominio sendo

as faces da fissura separadas por uma pequena distancia.

1.3 — Justificativas

O problema de perda de rigidez devido a danificagdes tem sido tema de
pesquisas em diversas institui¢des no pais € no exterior nos ultimos anos. Os resultados
verificados até o presente momento sdo animadores ja que, modelos numéricos vém
sendo obtidos a partir de formulagdes do método dos elementos de contorno que sio
precisos e confidveis nesse tipo de problema, que ¢ de fato bastante complexo.

Um dos principais aspectos abordados diz respeito a localizacdo das
deformacdes e conseqiiente formagao da fissura. A presente pesquisa esta inserida neste
contexto. Pretende-se com esta dissertacdo dar continuidade aos trabalhos
desenvolvidos ¢ em desenvolvimento baseados em formulagdes do método dos
elementos de contorno em fratura para estudar o caso de problemas planos com multi-
fraturamento inicial que, apds solicitacdo, vai apresentar perda de rigidez e localizagao
(coalescéncia) das fissuras.

Um campo promissor de aplicacdo do modelo numérico desenvolvido ocorre na
industria aerondutica. Sabe-se que grande parte das pegas mecanicas utilizadas em
avioes ¢ produzida por processo de estampagem. Uma das conseqiiéncias deste processo

¢ a formacgdo de microfissuras localizadas nas bordas das pecas. Quando essas pecas
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sofrem a agdo de carregamentos estas microfissuras podem se conectar gerando uma
fissura maior que poderé causar a ruina da peca.

Outra possivel aplicagdo do modelo numérico desenvolvido ¢ na andlise de
componentes de motores. Como exemplo pode-se considerar a engrenagem apresentada
na Fig. (1.1). Em determinadas anélises ¢ de grande interesse do engenheiro estrutural
avaliar o caminho da propaga¢do da fissura. Dependendo da solicitagdo presente na
engrenagem a fissura poderd propagar de forma a romper apenas o dente da
engrenagem, conforme apresentado nas Fig. (1.1.a) e Fig. (1.1.b). Ou entdo podera
ocorrer a ruptura global da engrenagem conforme ilustra as Fig. (1.1.c) e Fig. (1.1.d).

Os dois exemplos discutidos anteriormente reforcam a importancia da correta
determinagdo do carregamento que inicia o processo de crescimento das fissuras e
também da possivel trajetdria de ruina da pega. A avaliacdo correta destes fatores ¢ de
grande valia para a obten¢do de uma estrutura que consiga aliar o correto nivel de

segurancga e que apresente custo adequado.

Figura 1.1-(a) Figura1.1-(b)

Figura l.1-(c)

Figura 1.1 Analise da dire¢ao da propagagdo da fissura. Ruptura do dente da engrenagem, (a) e (b),
ruptura global da engrenagem (c) e (d). Cornell (2006) apud PEREIRA (2004).
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Por meio da metodologia implementada neste trabalho ¢ possivel também
efetuar a reconstituicdo do processo de ruptura de pegas que sofreram ruina estrutural.
Assim ¢ possivel determinar as condigdes que regiram a ruina estrutural a partir da
configuracao de ruptura da pega. Esta potencialidade pode ser muito bem explorada em
pericias técnicas como ferramenta na determinagdo dos motivos que levaram a ruina as

pecas estruturais.

1.4 — Descricdo dos Capitulos da Dissertacdo

O presente trabalho enquadra-se dentro da 4area de métodos numéricos
abrangendo conceitos referentes ao método dos elementos de contorno bem como da
mecanica da fratura.

A dissertacdo estd dividida em nove capitulos sendo que desse total cinco
abordam conceitos necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo ¢ efetuada a revisdo bibliografica sobre os temas referidos
na dissertagdo. Inicialmente sdo apresentados trabalhos que discutem o desenvolvimento
do método dos elementos de contorno desde sua origem matematica. Em seguida
apresentam-se os trabalhos desenvolvidos no “Departamento de Engenharia de
Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos” e que sdo de importancia para
contextualizar a presente dissertagdo na evolucdo das linhas de pesquisa do
departamento. A parte final destina-se aos trabalhos que abordam a andlise de
problemas de fraturamento por meio das diversas formulagdes do método dos elementos
de contorno.

O capitulo trés remete aos conceitos referentes a teoria da elasticidade. Tais
topicos sao de importdncia para a compreensao do equacionamento de diversos
problemas de fratura assim como da formulacao do método dos elementos de contorno.

No quarto capitulo s@o considerados os topicos referentes a mecanica da fratura.
Neste capitulo o balanco de energia, o qual permite a verificagdo sobre as condi¢des de
estabilidade a propagacdo da fissura, bem como as expressdes para céalculo de tensao
para o problema de Griffith sdo enfatizados.

A deducdo da formulagdo do método dos elementos de contorno para o

problema eléstico bidimensional ¢ efetuada no capitulo cinco. As solugdes fundamentais
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de Kelvin e as equagdes integrais do método sdo obtidas. A montagem do sistema
matricial resultante e a obtencao das grandezas internas ao contorno sdo apresentadas.

No sexto capitulo ¢ desenvolvida a formulacdo para a metodologia dual em
elementos de contorno. Além das equagdes integrais utilizadas por esta formulagdo sao
discutidos tdpicos referentes a singularidade envolvida nos nucleos integrais. Neste
capitulo ¢ efetuada a anélise de uma viga empregando apenas a equacao integral de
forca de superficie sendo os resultados comentados.

O capitulo sete aborda consideragdes sobre as implementagdes computacionais
realizadas. Neste capitulo sdo apresentadas as teorias de interagdo de modos bem como
os critérios para a determinacao da instabilidade ao crescimento da fissura. Apresentam-
se os métodos de extracdo do fator de intensidade de tensdo assim como o pré-
processador desenvolvido para fornecer maior agilidade na entrada dos dados
necessarios a analise. A metodologia para o crescimento das fissuras e o processo de
otimizacao da malha de elementos sao também discutidos.

O capitulo oito trata dos exemplos que validam o modelo numérico
desenvolvido.

O capitulo nove apresenta as conclusdes obtidas com o desenvolvimento do

trabalho e discute possiveis sugestdes para pesquisas futuras.
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2. — Revisao Bibliografica

Neste capitulo s3o apresentados alguns trabalhos que foram de grande
importancia no desenvolvimento do método dos elementos de contorno e na sua
aplicabilidade a problemas de fraturamento. Inicialmente sdo abordados os trabalhos
que discutem a origem e o desenvolvimento do método dos elementos de contorno até o
estagio atual. Em seguida apresentam-se alguns trabalhos desenvolvidos no
“Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos” e
que sdo de importancia na contextualizagdo da presente dissertagdo na evolugao das
linhas de pesquisa do departamento. J& na parte final encontram-se os trabalhos que
tratam da andlise dos diversos problemas de fraturamento por meio das diversas

formulagdes existentes do método dos elementos de contorno.

2.1 — Revisdo Bibliografica

A base matematica do método dos elementos de contorno ¢ constituida, em sua
esséncia, na transformagao da equacao diferencial que rege um determinado problema
em uma equagdo integral. Nesse sentido deve-se destacar o trabalho do matematico
noruegués ABEL (1823). Abel foi o primeiro a deduzir uma equagdo integral para
solucionar o problema do “péndulo is6crono”. Outro passo importante ocorreu com
VOLTERRA (1896), no campo dos problemas de potencial, onde foram empregadas
equacdes integrais para o estudo da distribuicao de cargas elétricas na superficie de uma
esfera.

De posse da grande potencialidade dos métodos integrais FREDHOLM (1903)
realizou o primeiro estudo aprofundado sobre as equagdes integrais. Neste trabalho
Fredholm demonstrou que podem ser encontradas solucdes para alguns tipos de

equacdes integrais e posteriormente desenvolveu condicdes para a determinagdo da
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existéncia ¢ unicidade de tais solugdes na forma dos Teoremas de Fredholm. O
desenvolvimento das equacdes integrais prosseguiu e¢ os trabalhos HILBERT (1904) e
POINCARE (1910) podem ser destacados no tocante ao desenvolvimento e tratamento
das equacdes integrais singulares.

Em seguida, os pesquisadores MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957,
1965) e SMIRNOYV (1964) apresentaram solugdes para problemas de elasticidade linear.
Estes autores inspiraram-se no trabalho de KELLOG (1929) o qual foi o pioneiro no
emprego de equacdes integrais aplicada a solu¢do de problemas governados pela
equacao de Laplace.

KUPRADZE (1965) propds uma formulagao numérica em deslocamentos para
corpos sob o regime elastico linear. MASSONET et. al (1965) efetua a descri¢do de
uma solugdo numérica para problemas de valores de tensdes no contorno formulada em
termos de uma equagao integral singular baseada na solugdo de Kelvin.

Todos os trabalhos até aqui apresentados versam sobre problemas de equagdes
integrais analisadas via métodos indiretos. Os métodos indiretos foram os primeiros a
serem empregados e tem essa denominacdo por exprimirem a solu¢do do problema
analisado em fungdo de variaveis ficticias associadas ao contorno. As variaveis fisicas
do problema sdo obtidas a partir dos valores calculados para as variaveis ficticias, as
quais nao tem significado fisico, e sdo obtidas a partir das condi¢des de contorno em um
determinado nimero de pontos. Os métodos indiretos, segundo PALERMO JR (1989),
sdo reconhecidos também como métodos de contorno menos robustos. A forma mais
simples deste método consiste no uso de solucdes singulares unitarias que satisfazem as
equacdes diferenciais do problema no dominio.

JASWON (1963) e SYMM (1963) introduziram o equacionamento do problema
elastico bidimensional usando as variaveis fisicas do problema mas ainda mantendo
uma funcdo de tensdo auxiliar. Como estdo presentes na analise variaveis fisicas e
ficticias esse método ¢ conhecido na literatura como método semi-direto.

O trabalho de RIZZO (1967) foi o primeiro a apresentar uma formulacdo direta
para o tratamento de equagdes integrais com aplicagdes em elasticidade bidimensional.
Deve-se destacar que nas formulagdes diretas as incdgnitas sdo as proprias varidveis
fisicas do problema e, no caso de RIZZO (1967), sdo os deslocamentos e forgas de
superficie. Neste trabalho a discretizagdo do contorno foi efetuada por elementos de
geometria reta sendo que os deslocamentos e forcas de superficie s3o considerados

constantes dentro de cada elemento.
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Vérios outros trabalhos seguiram ao de RIZZO (1967). Dentre eles destacam-se
os de CRUSE (1968, 1969, 1973) que estendeu a formulagdo plana para problemas
tridimensionais e o de RIZZO & SHIPPY (1968) que sugeriram o emprego de
sub-regides para o tratamento de dominios ndo homogéneos.

SWELDON & CRUSE (1971) e RICARDELA (1973) apresentam formulagdes
para andlises elastopldsticas admitindo-se materiais anisotropos. Apesar do forte
desenvolvimento observado, principalmente a partir dos trabalhos de RIZZO (1967), foi
LACHAT (1975) que conseguiu apresentar uma maior generalizagdo do método. Este
trabalho apresenta um eficiente tratamento numérico do método empregando
representacoes paramétricas dos elementos no contorno e das fungdes de aproximacao
das forgas de superficie e dos deslocamentos nas quais admitiam-se variagdes lineares,
quadraticas e cubicas. As integrais sdo calculadas por meio de formulas de quadratura
gaussiana. LACHAT (1975) também propds a técnica de sub-regides ndo soO para
analise de dominios ndo homogéneos mas também para permitir que o sistema de
equacdes resultante fosse definido por blocos possibilitando assim o emprego de
algoritmos de resolucdo mais eficientes.

BREBBIA (1978b) introduziu a formulacdo das equagdes integrais
empregando a técnica dos residuos ponderados. A partir desse ponto o método das
equacdes integrais poderia ser combinado a outras técnicas numéricas, tratando ambas
por meio da técnica dos residuos ponderados, possibilitando assim um equacionamento
elegante bem como consistente. Deve-se também a BREBBIA (1978a, 1978b, 1984) o
nome “Método dos Elementos de Contorno™ que a partir de entdo tornou-se corrente em
detrimento ao entdo conhecido método das equagdes integrais.

De posse da formulacdo em residuos ponderados e a abrangéncia em relagdo ao
campo de atuagdo do método dos elementos de contorno varias formulagdes sdo
desenvolvidas envolvendo problemas de placas, mecanica dos solos e das rochas, nao
linearidade fisica, mecanica da fratura, interacdo solo-estrutura entre outros.

De forma a possibilitar a realizagdo desses tipos de andlises o acoplamento com
o método dos elementos finitos tornou-se de grande valia. Nessa jun¢do a principal
vantagem ¢ que cada método € associado a sub-estruturas onde proporciona resultados
mais confidveis. Os pioneiros a empregarem a combina¢do método dos elementos
finitos e método dos elementos de contorno foram McDONALD & WEXLER (1972),
0s quais aplicaram a problemas relacionados a eletricidade. J4 CHEN & MEI (1974) o

fizeram para problemas de mecanica dos fluidos onde o método dos elementos de
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contorno representava um meio infinito, o fluido. Em relacdo a engenharia estrutural
ZIENKIEWICZ et. al (1977), SHAW & FALBY (1977) e OSIAS et. al (1977) foram os
primeiros a empregarem o acoplamento entre os dois métodos numéricos para a analise
de so6lidos deformaveis utilizando-se sub-regides. Ja4 os problemas onde o acoplamento
entre o método dos elementos de contorno e o método dos elementos finitos nao ¢ feito
por meio de sub-regides sao tratados em VALLABHAN & SIVAKUMAR (1986),
CODA & VENTURINI (1999) e CODA (2001). Nestes trabalhos fibras, analisadas
como elementos finitos, representam enrijecedores no dominio do problema, o qual ¢é
analisado via método dos elementos de contorno.

WEARING & BURSTOW (1994) aplicaram a jungdo dos métodos numéricos
para analise de problemas elastoplasticos e de mecanica da fratura elastoplastica
convencional.

No tocante as pesquisas desenvolvidas no “Departamento de Engenharia de
Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos” devem ser destacados alguns
trabalhos que contribuiram substancialmente para a exceléncia do departamento nessa
area de pesquisa.

Inicialmente RODRIGUES (1986) fez o estudo de problemas elasticos lineares
bidimensionais por meio de elementos lineares continuos e também descontinuos. Neste
trabalho ¢ também abordada a técnica de resolugdo de sistemas lineares por blocos para
problemas que utilizam sub-regides. PALERMO JR (1989) considerou estruturas de
parede fina isotropas atuando em regime eldstico linear. Tais estruturas eram
consideradas de forma estratificada sendo cada lamina capaz de simular efeitos de um
estado plano de tensdo acoplado a efeitos de flexao.

Diversas pesquisas tratam da analise de placas pelo método dos elementos de
contorno. Estes trabalhos empregam as diversas teorias conhecidas para representagao
do comportamento das placas assim como idealizam o comportamento do material sob a
realizacdo de andlise ndo-linear. Nesse contexto RIBEIRO (1992), CHUEIRI (1994),
SILVA (1996) e FERNANDES (1998) devem ser mencionados.

Quanto a problemas envolvendo interacdo solo-estrutura varios sao os trabalhos
ja desenvolvidos. Nestas pesquisas sdo consideradas interagdo entre estaca/solo,
placa/solo e bloco de fundagdo/solo tanto em andlises bidimensionais quanto
tridimensionais. Ainda admite-se a hipotese de simulacdo do solo de forma estratificada
ou ndo. Nessa area os trabalhos de PAIVA (1993), FERRO (1999) e ALMEIDA,V.,S.

(2003) podem ser destacados. Ainda em relagdo a esse topico problemas relacionados a
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escavagao do solo sdo também tratados. Nesse campo de pesquisa os trabalhos de
MESQUITA (2002) e KOMATSU (1995) também se destacam.

No tocante a andlises dindmicas alguns trabalhos desenvolvidos devem
ressaltados. Diversas sdo as formulagdes empregadas bem como os tipos de estruturas
consideradas podendo-se citar os trabalhos de CODA (1990, 1993) e ALMEIDA,F,P,A.
(2003).

Em relagdo a problemas de fraturamento, tema alvo deste trabalho, podem ser
mencionadas algumas publicagdes que permitiram o avango desse ramo de pesquisa ao
nivel observado atualmente. Inicialmente serdo citados os trabalhos que empregaram o
método dos elementos finitos para a andlise desse tipo de problema. Isso se deve ao fato
de ser esse método numérico o primeiro a permitir analises de problemas mais amplos
com sucesso como apresentado em NGO & SCORDELIS (1967) e RASHID (1968).

Dentro do escopo do método dos elementos finitos duas metodologias podem ser
empregadas para a analise de problemas de fraturamento. A primeira delas trata as
fissuras de forma discreta, ou seja, cada fissura € tratada de forma individual sendo cada
uma de suas faces representada por uma aresta de um elemento finito. Por meio dessa
metodologia a propagacdo das fissuras ¢ realizada efetuando novas conectividades para
os elementos localizados a frente da extremidade da fissura e assim criando novos
contornos. Apesar de ser de dificil implementacdo essa metodologia ¢ tratada nos
trabalhos de HILLERBORG et al. (1976), INGRAFFEA & GERSTLEN (1984),
INGRAFFEA & SAOUMA (1985) e MARTHA et al (1988).

A segunda metodologia empregada pelo método dos elementos finitos analisa o
comportamento das fissuras mantendo a continuidade do campo de deslocamentos.
Nestes modelos os efeitos da concentragdo do dano, formacdo da fissura e sua
propagagdo sdo simulados por meio da avaliacdo da relagdo constitutiva do material no
trecho poOs-ruptura, ou seja, apods o estado de tensdo atuante superar um estado
admissivel. Dentre os trabalhos que empregam essa metodologia pode-se citar LEONEL
et al. (2003) o qual analisa estruturas de concreto prescrevendo ruptura fragil do
material 4 tragdo e comportamento elasto-plastico & compressdo. Ja os trabalhos de
BAZANT (1982), BAZANT & OH (1983) e BAZANT & CEDOLIN (1983)
consideram o comportamento de amolecimento do material. A diferenca bésica entre os
modelos que empregam esta Ultima metodologia refere-se as diferentes abordagens para
consideracdo da degradagdo da rigidez do material. Destacam-se nesse campo o0s

modelos que empregam micro-planos como em ZDENEK et al. (2004) e JIRASEK et
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al. (2004). Através desse modelo as propriedades do material sdo avaliadas em diversos
planos inclinados permitindo uma eficiente determinagdo da evolugao das propriedades
do material com o carregamento.

Ainda em relacdo aos problemas de fraturamento outros tipos de analises
também sdo tratadas via método dos elementos finitos. Dentre esses problemas
destacam-se aqueles relacionados a determinagao do fator de intensidade de tensao
como nos trabalhos de SIH et al. (1962), MURAKAMI (1976) e BEZINE et al. (2005).
J& no tocante a trabalhos envolvendo fadiga podem ser citados ELBER (1970),
NEWMAN (1976) e ONATE et. al. (2005).

Quanto aos trabalhos que tratam o problema de fraturamento empregando o
método dos elementos de contorno atualmente sdo encontradas na literatura uma vasta
quantidade de trabalhos importantes sobre o desenvolvimento de formulagdes bem
como de técnicas de analise. Um dos primeiros trabalhos que trataram do problema da
analise de trincas € ainda da década dos setenta de autoria de CRUSE & VAN BUREN
(1971). Neste trabalho os autores analisaram o campo de tensdes proximo a trinca em
modelos elasticos tridimensionais. J& CRUSE (1972) analisou modelos bi e
tridimensionais aproximando a geometria da trinca por uma forma eliptica. Esta técnica
levou a erros significativos e, além disso, exigia um nimero grande de elementos para
aproximar as variaveis da superficie da fissura, portanto ndo apresentou um desempenho
satisfatorio e foi abandonada.

O trabalho do Prof. T. A Cruse em fraturamento teve continuidade, € em 1975
propos uma formulagdo baseada no uso de fungdes de Green, SNYDER & CRUSE
(1975). As funcdes de Green representavam a solug¢do exata de um dominio infinito com
a presenca da fissura que se pretendia analisar. Com esta técnica os termos integrais
referentes ao contorno da trinca desaparecem e a solucdo ¢ extremamente precisa. Sua
aplicacdo ¢, entretanto restrita. Permite o estudo dos fatores de intensidade de tensao,
porém a analise de problemas de propagacao de fissuras ainda € pouco abrangente como
apresenta TELLES & GUIMARAES (2000), REDDY & CHENG (2004) e TELLES et.
al (2005). Ainda em relagdo a esta formulacdo alguns livros acabaram tornando-se
fortes referencias e devem receber atengao especial como CRUSE (1988) e ALIABADI
& ROOKE (1992).

O uso da equagdo singular, equagdo integral em deslocamentos, para o
tratamento de fissuras aparece posteriormente no trabalho de BLANDFORD et al.

(1981), que utiliza a técnica das sub-regides para simular o crescimento da fissura entre
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dois contornos. Esse recurso ¢ muito semelhante ao empregado VENTURINI (1982)
para representagdo da separagao e deslizamento em juntas.

A formulagdo singular também aparece nos trabalhos de CEN & MAIER (1992)
e de LIANG & LI (1991) que utilizaram a técnica para a modelagem de fraturamento
coesivo. O modelo de sub-regides contém o mesmo problema computacional dos
métodos de elementos finitos. H4 a necessidade de se fazer previsdes sobre o
crescimento da superficie da fissura com as correspondentes modificagdes da malha em
funcdo da resposta obtida.

Vérios outros trabalhos aparecem na literatura como variagdes destes ou
utilizando outra metodologia. E oportuno mencionar o método de descontinuidade de
deslocamentos, CROUCH (1976), com aplicagdes praticas mostradas em CROUCH &
STARFIELD (1983), WEN & FAN (1994), MEWS (1987) e mais recentemente YAN
(2004, 2006). Por meio desta metodologia a diferenca entre os deslocamentos das faces
da fissura ¢ introduzida na formulagdo sendo necessario, portanto, apenas a
discretiza¢dao de uma face da fissura.

Uma técnica alternativa para a representacao desses problemas ¢ a que emprega
um campo de tensdes iniciais para a corre¢do do estado de tensdo nas fissuras. A
espessura da regido de processo ¢ degenerada para zero, isto ¢ quando a zona de
processo se transforma numa fissura. Com a eliminacao das tensdes da zona de processo
se simula a presenca da fissura. Esta técnica mostrou-se bastante eficiente e foram os
seguintes os trabalhos de destaque publicados VENTURINI (1994), LOPES &
VENTURINI (1997), JIANG & VENTURINI (1998, 2000).

Outra técnica promissora na analise de problemas de fraturamento baseia-se na
utilizagdo das equagdes integrais de deslocamentos e de forgas de superficie para nos
definidos nas superficies opostas de uma fissura. Com esse procedimento, o nimero de
incognitas e equacgdes independentes para os pontos da fissura ¢ igual, garantindo,
portanto solu¢do do sistema final de equagdes algébricas. Este procedimento aparece
inicialmente nos trabalhos de WATSON (1986, 1988) para problemas bidimensionais e
depois no trabalho de GRAY et al. (1990) para problemas tridimensionais.

A técnica € hoje bem difundida e conhecida como método dos elementos de
contorno dual. Diversos trabalhos tornaram a técnica mais versatil ampliando seu campo
de utilizacdo. Nesta linha destacam-se PORTELA (1992), PORTELA et al. (1992,
1993, 2004), MI & ALIABADI (1992a, 1992b, 1994a, 1994b, 1995), MI (1996),
MELLINGS & ALIABADI (1994), SOLLERO & ALIABADI (1994) ¢ SALEH
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(1997), CHEN et al. (1999), KEBIR et al. (2006) e ARMENTANI & CITARELLA
(20006).

Mais recentemente houveram alguns trabalhos voltados para a modelagem de
fissuras utilizando apenas a formulagdo singular, porém empregado-a de forma diferente
ao proposto na andlise via sub-regides. Nestes modelos as faces da fissura sdo definidas
muito proximas uma da outra. Este estudo demonstrou que esse modelo ¢é preciso desde
que as integrais sobre os elementos presentes na discretizagdo da fissura sejam bem
avaliadas, utilizando-se para isso sub-elementacao adequada ou integracao analitica dos
termos integrais. Resultados desses esfor¢os estdo nos trabalhos de MACIEL (2003) e
LEITE (2006). Outros trabalhos que tratam da simulag¢do de descontinuidades em meios
continuos também devem ser mencionados como os de ROCHA (1988), AGOSTINHO
(1998) e ROCHA (1999).

De forma a permitir a analise de uma gama maior de materiais ampliou-se o
conceito de fraturamento englobando a fratura coesiva. Esses modelos t€ém origem nos
trabalhos de DUGDALE (1960) e BAREMBLATT (1962) e depois bastante detalhado e
estudado numérica e experimentalmente nos trabalhos de HILLERBORG et. al (1976) e
CARPINTERI (1992).

Neste modelo considera-se a existéncia de uma zona de processo localizada na
frente da regido onde ha a separacdo propriamente dita das superficies da fissura. Nessa
zona de processo, ocorre a perda de rigidez com o aumento das micro-fissuras ¢ a
conseqiiente dissipacdo de energia. Sendo essa zona pequena, uma possivel
aproximacao seria considerar que a dissipa¢do se d4 na forma de uma fissura ficticia
colocada a frente da fratura real. Nessa regido ficticia idealiza-se uma abertura ficticia
que ainda permite a transferéncia de tensdo entre as superficies da fissura. A relagdo
constitutiva que governa a tensao maxima na zona de processo e a abertura da fissura
exibe sempre um comportamento de amolecimento.

A representagdo mais simples desse modelo ¢ utilizar uma curva linear dada por
dois parametros do material, abertura ficticia maxima e resisténcia méaxima de tracao.
Na literatura ha diversas outras aproximacgdes sugeridas. Alguns recentes trabalhos
importantes realizados sobre o assunto além dos ja mencionados sdo BARPI &
VALENTE (1998), PLANAS, et. al (2003), CARPINTERI et. al. (2003),
TVERGAARD (2003), ELICES et. al (2002), MAI (2002).
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3. — Topicos da Teoria da Elasticidade

O réapido progresso em varios campos da tecnologia tem criado a necessidade de
novos tipos de materiais bem como de estruturas. Esse desenvolvimento requer formas
mais racionais e econdmicas no emprego desses novos materiais assim como a
otimizagdo dos materiais de uso corrente. Isso tem motivado os engenheiros estruturais
a buscarem procedimentos mais precisos € completos como forma de avaliar o
comportamento das novas estruturas e também aprimorar a modelagem das estruturas
classicas.

Dentre as ferramentas empregadas para esse fim destaca-se a teoria da
elasticidade. Apesar de ser necessario, muitas vezes, o conhecimento do comportamento
dos materiais além da fase elastica a teoria da elasticidade fornece fortes subsidios para
o desenvolvimento de teorias que tratam, de forma mais abrangente, o processo de
mudanga de rigidez do material como as teorias da plasticidade, do dano e da fratura.
Além disso, as suas relagdes permitem a formulagdo de métodos numéricos como ¢ o
caso do método dos elementos de contorno.

Na seqiiéncia deste capitulo serdo apresentadas algumas relagdes de interesse
para a compreensdo da formulacdo do problema eldstico pelo método dos elementos de

contorno.

3.1 — Equacoes de Equilibrio

O estado de tensdo em um ponto, de um corpo em equilibrio, pode ser ilustrado
representando o ponto estudado por um elemento de dimensdes infinitesimais conforme
apresenta a Fig. (3.1). Nesta figura estdo apresentadas as componentes de tensdo

considerando o sistema de coordenadas cartesianas.
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Figura 3.1 Estado de tensdo. Planos inclinados com forg¢as de superficie. WUTZOW (2003)

O estado de tensdo ¢ caracterizado se conhecidas as nove componentes de
tensdo, sendo seis componentes cisalhantes e trés normais. Estas componentes de tensao
ndo sdo todas independentes. Considerando o equilibrio no elemento infinitesimal em
termos de momentos pode-se verificar que:

0; =0, 3.1)

sendo:

o ; tensdes internas ao corpo.

Efetuando agora o equilibrio em termos de forgas ¢ possivel encontrar a equagado
de equilibrio do corpo que pode ser representada indicialmente por:
o, +b =0 (3.2)
em que:

b, valores das forgas de corpo presentes atuantes na diregao i.

o, ; derivada da tenséo ij em relagéo a diregéo .

O equilibrio deve também ser satisfeito na superficie do corpo. Dessa forma o
estado de tensdo, adjacente a superficie do corpo considerado, deve ser decomposto na
direcdo do contorno de forma a igualar-se as forcas de superficie atuantes. A Fig. (3.1)
apresenta as forcas de superficie atuantes sobre um plano inclinado em um elemento de
dimensdes infinitesimais. Indicialmente esta relacdo de equilibrio pode ser representada
como:

P=0, 1, (3.3)
onde:

P forgas de superficie.

n, cossenos diretores da normal ao contorno.
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3.2 — Relacoes Constitutivas

Em eclasticidade linear classica ha uma unica relagdo envolvendo tensdes e
deformagdes que ¢ denominada Lei de Hooke generalizada. Por meio dessa lei,
representada por um tensor de quarta ordem, cada componente de tensdo ¢ linearmente
relacionada com todas as componentes de deformagdo do ponto em estudo. Esta relagdo
¢ também vdlida no sentido inverso, ou seja, as componentes de deformacdo sdo
linearmente relacionadas as componentes de tensdo via tensor inverso das propriedades
constitutivas. A Lei de Hooke generalizada pode ser representada de forma geral como:

[o]=[D.)[¢] (3.4)
onde:

[DC] tensor de quarta ordem contendo as propriedades constitutivas do material.
[0'] tensor de segunda ordem das tensdes internas ao corpo.

[8] tensor de segunda ordem das deformagdes do corpo.

Para materiais anisotropos o tensor constitutivo contém 81 termos independentes
os quais sdo fun¢do somente da direcdo dos eixos de referéncia. Contando com a
simetria dos tensores de tensao e deformag¢dao o nimero de termos independentes do
tensor constitutivo diminui para 36. Este nimero pode ser consideravelmente reduzido
admitindo-se comportamento isotropico para os materiais. Empregando este artificio ¢
possivel descrever o tensor D, somente através do modulo de elasticidade longitudinal,
E, e do coeficiente de Poisson, v.

A Lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos pode ser escrita de

forma concisa indicialmente conforme apresenta a Eq. (3.5).

_E v
T o U2 et o

sendo:

0, delta de Kroenecker.
&, deformagdes do corpo.

v coeficiente de Poisson.

E moddulo de elasticidade longitudinal.
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De forma inversa as deformagdes podem ser relacionadas as tensodes por:

I+ov v
8l-j ZT.GU —E'Gkk 51] 3.6)

3.3 — Relacoes Deformacdo-Deslocamento

A Fig. (3.2) ilustra as configuragdes deformada e indeformada de um corpo
sujeito a um regime de pequenas deformagdes. Tomando a vizinhanga de um ponto P,
antes da deformagao, verifica-se que este ponto desloca-se para o ponto P’, apds a agdo
do carregamento, sendo o deslocamento dado pela subtragdo dos vetores posicao R’e R.
Nessa situagdo a deformagdo pode ser obtida considerando a variagdo dos
deslocamentos ao longo de uma direcdo de interesse. Assim as deformagdes estdo
diretamente relacionadas aos gradientes dos deslocamentos.

No ambito do regime de pequenas deformagdes as componentes do estado de
deformagdo em um corpo podem ser descritas empregando a simplificacdo da descri¢ao
via deformacgdes infinitesimais. Por meio desta simplificacdo as deformagdes podem ser

obtidas de acordo com a Eq. (3.7).

i %'(“i,j +uj,i) (-7
em que:

u, ; derivada do deslocamento da dire¢do i/ em relagéo a direcdo ;.

Figura 3.2 Estados deformado e indeformado para corpo em regime de pequenas deformagdes.
Determinagao dos deslocamentos e das deformagdes em modelos 2D.
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Tratando-se de regimes de grandes deformacdes a descricdo do estado de
deformacao deve ser realizada empregando os recursos da deformacao finita. Por meio
desta descricdo as deformagdes ndo sdo linearmente relacionadas ao gradiente dos
deslocamentos. A ndo linearidade da relacdo entre deformacdo e deslocamento se faz
pela inser¢do de um produto diferencial como apresenta a Eq. (3.8).

1
&= E.(ui’j tu; tu, ’”i,j) (3.8)

3.4 — Condicoes de Compatibilidade de Deformacoes

A relacdo deformacdo-deslocamento, apresentada na Eq. (3.7), representa um
sistema composto por trés componentes de deslocamentos e seis de deformagao. De
forma a resolver problemas empregando o caminho inverso ao sugerido por essa
relacdo, ou seja, obter um campo de deslocamentos para um dado estado de deformacao,
torna-se necessario o emprego de equacgdes de compatibilidade em termos de
deformacao. A teoria cinematica de corpos deforméveis prevé que a compatibilidade
deve ser efetuada através da relagcdo Eq. (3.9).

Eju €y~ € — € =0 (3.9

3.5 — Equacionamento dos Problemas Eldsticos

O equacionamento de problemas elésticos € necessario para a determinacdo de
tensdes, deformacdes e deslocamentos em corpos sujeitos a esforgcos externos e a
condi¢cdes de restricdo aos deslocamentos. Para a determinacdo das grandezas
mencionadas acima fazem-se necessarios o emprego das relagdes constitutiva,
deformagdo-deslocamento e de equilibrio. Além disso, as grandezas determinadas
devem obedecer as condicdes de contorno impostas assim como as condi¢des de
compatibilidade. No total do equacionamento resultam 15 equacdes para a obtengdo de
15 varidveis desconhecidas, as quais podem ser enunciadas: 6 tensodes, 6 deformacdes e
3 deslocamentos.

Dependendo das condigdes de contorno impostas, as equacdes podem ser

manipuladas de forma a tornar a resolu¢do mais conveniente. No caso do problema
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estudado apresentar somente forcas de superficie aplicada ¢ desejavel que as equagdes
sejam escritas em termos de tensdes. Caso contrario se estiverem presentes condigdes de
contorno em termos de deslocamentos aplicados ¢ mais vantajoso resolver o sistema de

equacdes em termos de deslocamentos.

3.6 — Simplificacdo do Problema 3-D para Estados Planos

O equacionamento de problemas elasticos pode muitas vezes ser simplificado
dependendo da geometria do corpo a ser analisado bem como das condigdes de
contorno aplicadas. A transformacdo de problemas tridimensionais em problemas
bidimensionais da origem aos problemas ditos planos, os quais podem ser divididos em
planos de tensdo e planos de deformagao.

Um problema ¢ dito ser plano de deformagdo quando os vetores de
deslocamento dos pontos pertencentes ao corpo em questdo sao paralelos entre si. Isso
resulta que todos os pontos originalmente pertencentes a um plano, antes de o corpo ser
deformado, permanecem nesse mesmo plano apos a atuacdo das agdes externas. Nessa
classe de problemas enquadram-se, normalmente, problemas cuja geometria do corpo
analisado apresenta uma de suas dimensdes muito superior as demais como em
barragens, tubulagdes e estruturas de contengao. Nesses casos citados o plano sob o qual
estardo contidos os pontos ¢ um plano normal a maior dimensdo do corpo.

Admitindo por simplicidade que o plano que contém os deslocamentos do corpo

seja 0 xy tem-se que as deformagdes presentes nesses tipos de problema séo: ¢, ,¢,,7,, -

O estado de tensdo € representado pelas seguintes componentes o, ,0,,0,,7,,, sendo

xy ?
que o, ¢ fungdo das tensdes o, ,0, .

Ja os problemas de estado plano de tensdo sdo caracterizados pela distribuicao
de tensdes no corpo ser essencialmente plana. Nesta classe de problemas podem ser
citadas estruturas cuja geometria apresente uma de suas dimensdes muito menor que as
demais como vigas-parede, chapas e paredes. Nestes casos o carregamento ¢
considerado como composto por forgas aplicadas de forma paralela ao plano formado
pelas duas maiores dimensdes do corpo sendo ainda distribuidas uniformemente ao

longo da direcao da menor dimensao (espessura).
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Considerando que o plano formado pelas duas maiores dimensdes do corpo seja
0 xy o estado de tensdo do corpo pode ser representado pelas seguintes componentes:

0,,0,,7,,. Ja o estado de deformagdo ¢ caracterizado pelas componentes:

£.,€,,€.,7,,  Nessasituagdo ¢ ¢ fungdo das deformagdes ¢ ¢, .
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4. — Mecanica do Fraturamento

Com o advento da revolugdo industrial o emprego do ago e também de outros
materiais metalicos em aplicagdes estruturais ganhou forte impulso. Destacam-se nesse
periodo as estruturas de caldeiras a vapor, largamente empregadas nas industrias e em
meios de transporte como trens. No século XX as grandes guerras mundiais foram
eventos que proporcionaram também grande aplicagdao aos materiais metalicos.

Apesar do amplo emprego estrutural dos metais diversas estruturas apresentaram
falhas sob niveis de carregamento muito inferiores aos previstos no projeto. Dentre as
falhas mais conhecidas destacam-se a dos navios “Liberty”. Dos 2.500 navios
produzidos para a II Guerra mundial 145 partiram-se ao meio (ainda parado nas docas) e
700 apresentaram danos que impossibilitaram sua utilizagao.

A explicacdo para esse grande prejuizo pode ser obtida atentando-se para falhas
inerentes aos materiais constituintes da estrutura. Nesse periodo o processo de
fabricacdo dos metais ainda era consideravelmente deficiente. Assim, micro-falhas pré-
existentes nos materiais davam inicio a um progressivo processo de fraturamento
levando a estrutura ao colapso.

Como forma de solucionar esses problemas, que ja se arrastavam desde o século
XIX, deu-se inicio ao estudo da mecanica da fratura elastico-linear. As teorias da
mecanica da fratura eléstico-linear tornaram-se uma poderosa ferramenta para a analise
e resolugdo de problemas envolvendo fissuras cuja zona de comportamento ndo-linear a
frente da fissura ¢ desprezivel, ou seja, materiais de comportamento fragil na ruptura. A
primeira analise de sucesso empregando os conceitos da mecanica da fratura ocorreu em
1920 com Griffith o qual analisou de forma consistente a propagagdo de fissuras em
vidros. A formulacdo empregada por Griffith consistia na realizagdo de um balanco de

energia no qual se verifica a propagacao da fissura quando ocorre reducdo da energia
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total da estrutura. Esta diminuicdao (dissipacdo) da energia ¢ utilizada na criagdo de

novas superficies para a fissura.

4.1 — Balanco de Energia de Griffith

Durante o fendmeno de fraturamento ocorre o crescimento das fissuras pré-
existentes no sélido e com isso novas superficies para estas sdo criadas caracterizando
um processo ndo conservativo de energia. Dessa forma a realizagdo de um balango de
energia, ou seja, a procura pelo ponto a partir do qual a variagdo de energia total em
relagdo ao comprimento da fissura ¢ nula, foi a solucdo encontrada por Griffith para a
modelagem do crescimento das fissuras conforme ilustra a Fig. (4.1).

[ |

Instabilidade

Energia Total

Comprimento Fissura a

Figura 4.1 Evolugdo da energia com o aumento do comprimento da fissura.

Empregando a 1* Lei da Termodindmica ¢ possivel decompor a energia total
presente no sistema corpo fissurado/carregamento externo. Segundo esta lei pode-se
verificar que o trabalho realizado pelos carregamentos atuantes, somado a energia
térmica aplicada ao corpo ¢ igual a variagdo das energias potencial interna e cinética
além da energia dissipada pelo corpo com o aumento das superficies da fissura. Essa
igualdade de energia ¢ apresentada na Eq. (4.1), ressaltando que o ponto sobre as
variaveis denota variagdo no tempo, ou seja, representa o valor da grandeza em um

determinado instante.
W+Q=Y+0+Z (4.1)

em que:

Capitulo 4 — Mecanica do Fraturamento




27

W trabalho das forgas externas. W = J.Pk 'dk dr +I p-b, -u'k dQ), sendo p a densidade
>r Q

do material,ZT o somatério do contorno onde atua as forcas de superficie eQ o

dominio do corpo.

Q representa a energia térmica fornecida. Q = J. q L 1,.dq +I P hu dQ, onde g ¢ o vetor
Q

D
de conducdo de calor por unidade de superficie, A, representa fontes unitarias por
unidade de massa eZqindica as superficies sob as quais estdo aplicados os

carregamentos térmicos.
Y energia potencial interna. Y= %U p-ﬂde, A ¢ a densidade de energia interna por
Q

unidade de massa.

O energia cinética.O=—| | —-p-u,-u, dQ3
g dl‘(£2 LUy j

. d , . . . .
Z :d— I}/dA , 7€ a energia necessaria para a formac¢dao de novas superficies
t
>4

(unitarias) da fissura.

Em muitos problemas de engenharia, dentre os quais enquadram-se aqueles

tratados neste trabalho, pode-se admitir que a propagacao das fissuras ocorre de forma

quase estatica. Nessa condi¢do os campos de velocidades de deslocamento, u, ,

desenvolvidos no corpo sao pequenos e assim a variagdo da energia cinética, O que ¢
proporcional ao quadrado dessa grandeza, pode ser desprezado (deve-se destacar que
essa parcela ndo pode ser omitida em problemas envolvendo campos dindmicos).

Outra parcela que pode ser omitida, ainda considerando os problemas tratados

neste trabalho, refere-se a da energia térmica Q Isso ocorre devido ao fato de

carregamentos térmicos ndo serem objeto dos estudos aqui propostos. Assim a
propagacao das fissuras ocorrera sob condi¢gdes adiabaticas.
De acordo com as condic¢des descritas pode-se reescrever o balanco de energia

apresentado na Eq. (4.1) da seguinte forma:
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W=Y+Z (4.2)

Para os problemas onde a Eq. (4.2) ¢ vélida as mudangas que ocorrem ao longo
do tempo sdo causadas por variagdes no comprimento das fissuras. Assim pode-se
minimizar esta expressdo, diferenciando seus termos em relagdo ao comprimento da
fissura, a, de forma a se determinar as condi¢des segundo as quais ocorrera o
crescimento das fissuras. Empregando a regra da cadeia na diferencia¢ao tem-se:

ow oY o7
— = (4.3)
Oa Oa Oa

Realizando uma breve andlise dos termos da Eq. (4.3) pode-se constatar que o

ow - . . )
termo a representa a variagdo de energia, em relagdo ao comprimento da fissura,
a

: . oY -
decorrente do trabalho do carregamento externo aplicado. Ja a parcela % contabiliza a
a

varia¢do da energia potencial elastica do corpo em relagdo ao comprimento da fissura.
Assim pode-se verificar que o primeiro membro da Eq. (4.3) representa, portanto, a
quantidade de energia que ¢ fornecida para o crescimento da fissura.

Ja o segundo membro da Eq. (4.3) representa a energia de superficie elastica da
fissura, ou seja, a energia necessaria para a formag¢ao de novas superficies para a fissura.
Este termo pode ser denominado também de resisténcia, R, ja que a fissura ndo cresce se
o primeiro membro da Eq. (4.3) for menor que o seu segundo membro.

Analogamente pode-se definir os termos do primeiro membro da Eq. (4.3) como

taxa de liberacdo de energia, G. Assim:

oz
R="—" 4.4
» (44)
0
G=—(w-Y) (4.5)
Oa

A Eq. (4.3) representa um critério para o crescimento das fissuras podendo ser
escrita de forma geral como:

G<R (4.6)

Assim, ocorrera a propagacao das fissuras quando a taxa de liberagao de energia,

G, atingir um valor critico que ¢ caracteristico do material em estudo.
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4.2 — O Fator de Intensidade de Tensao

Apesar da eficacia do processo de balanco de energia na determinagdo da
propagacao das fissuras verifica-se que a sua obten¢do ¢ uma ardua tarefa. Além disso,
o termo G, referente a energia fornecida para o crescimento das fissuras, reflete o estado
energético global da estrutura. Assim esse processo torna-se ineficaz e custoso quando ¢
necessaria a avaliacdo do comportamento isolado das fissuras que ¢ de fato um estudo
local. De forma a contornar este entrave IRWIN (1957) propds que o balango de energia
pode ser obtido empregando uma grandeza especial denominada fator de intensidade de
tensdes, K. Por meio do pardmetro K ¢ possivel realizar a correta avaliacdo do campo de
tensdes a frente da extremidade da fissura e assim saber a evolugdo do seu
comportamento.

Na teoria proposta pela mecanica da fratura eldstico-linear o estado de tensdo na
extremidade da fissura pode ser obtido empregando a Eq. (4.7):

Ty =%-ﬁj @) @7
sendo:

K Fator de Intensidade de Tensao.

r distancia da extremidade da fissura ao ponto considerado.

6 coordenada cilindrica em um ponto referenciada a extremidade da fissura, como

apresenta a Fig. (4.2).

‘Y

Q

9
< —
L e
=

Figura 4.2 Mapeamento da tensdo na extremidade da fissura

O valor do fator de intensidade de tensdo para diversos problemas e materiais

pode ser obtido em ‘“handbooks ”, dentre os quais podem ser destacados SIH (1973) e
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MURAKAMI (1987), ou mesmo em livros dedicados ao estudo de mecanica da fratura
como BROEK (1986).

IRWIN (1957) demonstrou que se uma fissura tem seu comprimento aumentado
de uma extensdo infinitesimal, da, o trabalho realizado pelo campo de tensdes na
extremidade da fissura devido ao crescimento da mesma ¢ equivalente a mudanga na
energia de deformagdo, G-da . Assim ¢ possivel determinar um fator de intensidade de
tensao critico correspondente a uma taxa de liberagdo de energia critica.

Considerando problemas planos a relagdo entre a energia critica e o fator de

intensidade de tensdo ¢ dada por:

G, =—¢ (4.8)

A Eq. (4.8) representa a taxa critica de energia liberada para o problema plano
de tensdo. Para os problemas de estado plano de deformagdo essa varidvel ¢ obtida de

forma analoga, assim:

G, = KE (1-0?) 4.9)

Além de ser um parametro local, o emprego do fator de intensidade de tensdo
ainda apresenta outra grande vantagem se comparado ao balango de energia. Sabe-se
que o fator de intensidade de tensdo critico, K. , ¢ uma propriedade do material. Assim a
sua determinagdo pode ser realizada por meio de andlises experimentais, em estado
plano de deformacdo, considerando diversos tipos de materiais bem como diferentes

geometrias.

4.3 — Modos de Solicitacdo ao Fraturamento

A Fig. (4.3) apresenta os modos basicos de solicitagdo ao fraturamento para
corpos tridimensionais. Na verdade existem infinitos modos de fraturamento possiveis,
no entanto todos podem ser obtidos combinando-se os modos basicos. Para os casos
tratados neste trabalho, problemas planos, apenas os modos de solicitagdo I e II estdo

presentes.
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Conforme apresenta a Fig. (4.3) os modos bdésicos de fraturamento podem ser
assim descritos:
# Modo I, Modo de Abertura: Nesse modo de fraturamento as faces da fissura
separam-se simetricamente relativamente ao plano formado por elas antes da ocorréncia
da deformacdo. Dessa forma apds a deformagdo as faces da fissura permanecem
simétricas com relacao aos planos xy e xz.
@ Modo II, Modo de Deslizamento: Esse modo caracteriza-se pelo fato das faces da
fissura apresentarem anti-simetria com relagdo ao plano xz e simetria com relagdo ao
plano xy apds a ocorréncia da deformacdo. As faces da fissura separam-se em diregdes
opostas, mas sob o0 mesmo plano.
@ Modo III, Modo de Rasgamento: As faces da fissura nesse modo separam-se de
forma anti-simétrica com relacdo aos planos formados pelos eixos Xy e xz. A separagao

entre as faces da fissura ocorre de forma transversalmente oposta.

: T/

Modo 1 Modo IT Modo IIT
Abertura Deslizamento Rasgamento

Figura 4.3 Modos basicos de solicitacdo ao fraturamento. BROEK (1986)

4.4 — Relacao entre Campo de Tensdo e o Fator de Intensidade de Tensao

Em diversas situagdes problemas tridimensionais podem ser transformados, sem
perdas sensiveis de representatividade, em problemas planos. Os modelos planos sao
largamente empregados em elasticidade e em problemas de fraturamento tornando
possivel o equacionamento de alguns tipos de problemas.

O desenvolvimento de modelos analiticos para os problemas de fraturamento
plano passa pela determinagcdo do fator de intensidade de tensdo. Este fator ¢ uma
grandeza fundamental que governa o campo de tensdo a frente da extremidade da

fissura. O fator de intensidade de tensdo depende tanto da geometria quando das
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condigdes de contorno presentes no corpo. Existem diversas maneiras para a sua
determinagdo as quais podem ser divididas em:

@ Teodricos: método de Westergaard, método semi-inverso, método do potencial
complexo e métodos energéticos.

¢ Numéricos: fungdes de green, fungdes ponderadoras, método dos elementos finitos e
método dos elementos de contorno.

¢ Experimentais: foto-elasticidade, métodos Oticos e extensométricos.

Os métodos tedricos sdo geralmente restritos a chapas de dimensdes infinitas
com condig¢des de contorno simplificadas. Para situagdes mais complexas empregam-se
os métodos numéricos e experimentais.

Apesar de os métodos tedricos ndo atingirem uma ampla gama de problemas
esses sao de grande valia principalmente na calibragdo de modelos numéricos. Nesse
contexto pode-se citar WESTERGAARD (1939) o qual empregou fungdes de tensdo
complexas para a determinagdo do campo de tensdo para os trés modos basicos de
fraturamento. A seguir serdo apresentadas as expressoes obtidas por Westergaard sendo
sua deducao obtida em livros mecanica da fratura como PAPADOPOULOS (1993).

Para o modo I:

o, = K cos{g -{1 + sen(gj . sen(ﬂﬂ (4.10)
s 2 2)°" 2

Modo II:

} 4.11)
0

Modo III:

=—F—-5éen

(4.12)
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Onde as varidveis r e € podem ser facilmente localizadas na Fig. (4.2).

4.5 — A Integral J

A integral J trata de uma forma alternativa para a realizacdo do balango de
energia proposto na Eq. (4.1). Esta integral ¢ valida desde que o material seja elastico,
ndo necessariamente linear. A integral J pode ser avaliada por meio de uma integral de
linha que independe do caminho escolhido para a integragdo conforme RICE (1968).

Dessa forma para um contorno geral a integral J é dada por:

ou,
J:lWEdy—lE-ads (4.13)

em que:

W densidade de energia de deformacdo dada por W, = I o, -de;
0

P, forcas de superficie

A integral J pode ser obtida também por meio da minimizagdo da energia
potencial total para um aumento no comprimento da fissura.

—dIl
J= 4.14
» (4.14)

sendo:

IT energia potencial total

Para materiais eléstico-lineares sabe-se que:

_—dIl
da

G

(4.15)

E assim a integral J pode ser relacionada ao fator de intensidade de tensdes por:

K2
J=G=— (4.16)

A Eq. (4.16) representa a expressdo para problemas plano de tensdo. Para os

problemas de estado plano de deformacao essa relagdo pode ser reescrita como:
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J=G=%-(1—uz) 4.17)

O trabalho de PEREIRA (2004) aborda a extragdo do fator de intensidade de
tensdo por meio da integral J e de suas variagdes. Neste trabalho pode-se destacar uma
técnica, inicialmente proposta em LI et. al (1985), que transforma a integral J,
originalmente uma integral de linha, em uma integral de area de forma a tornar sua

utilizacao via método dos elementos finitos mais conveniente.

4.6 — Mecanica do Fraturamento Aplicada ao Concreto

Sabe-se que durante o processo de fraturamento surge, a frente da extremidade
da fissura, uma zona onde ocorrem processos inelasticos sendo, esta zona, denominada
de zona de processos ineldsticos. De acordo com o comportamento estrutural do
material a zona de processo apresenta diferentes caracteristicas. Para materiais ducteis
esta zona apresenta dimensdes grandes se comparadas ao comprimento da fissura além
de esta ser governada pela tensdo de escoamento do material. Ja para materiais frageis a
area de abrangéncia da zona de processo € pequena em relagdo ao comprimento da
fissura analisada.

Existem também os materiais quase-frageis em que a zona de processo apresenta
um comportamento intermedidrio entre os presentes nos matérias ducteis e frageis. Suas
dimensdes sdo grandes em relagdo ao comprimento da fissura e a resisténcia coesiva das
particulas a frente da fissura ¢ bem maior se comparada a dos materiais frageis. Esse
comportamento pode ser explicado, em parte, pela presenga de micro-danos, que sdo na
verdade micro-fissuras, vazios e poros do material, localizados a frente da extremidade
da fissura conforme apresenta a Fig. (4.4). Devido a concentracdo de tensdo existente
estes micro-danos provocam uma perda de rigidez progressiva do material. O
crescimento dos micro-danos acaba por gerar interconexoes (coalescéncia) entre eles a
qual delimita a dire¢cdo da propagacdo bem como os incrementos de comprimento da
fissura principal. A Fig. (4.5) ilustra a presenga dos micro-danos na zona de processo

bem como a sua coalescéncia.
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Fissura — - ‘//‘ N Microdanos
o ™~ \ * \ ll \ ~ P
s\~
- /

_ /

Figura 4.4 Zona de processos inelasticos em materiais quase-frageis SHAH et. al (1995)

Carga Aplicada

0 O O O O

Conexio enire os
Microdanos Microdanos

Fissura

[S—

Fissura Imicial ‘ Zona de Processo ‘

Figura 4.5 Representacdo do processo de conexdo dos micro-danos

A zona de processo caracteriza-se também por dissipar uma grande quantidade
de energia. A energia absorvida ¢ empregada na danificagdo do material e assim a
fissura propaga mesmo sob tensdo inferior a tensdo ultima. A presenca do amolecimento
(Anexo D), observada em curvas tensdo x deformagao uniaxial a compressao e tracao de
concretos, ¢ atribuida ao efeito da zona de processo.

No tocante ao concreto, além da zona de processo, outros fatores devem ser
também levados em conta. Inicialmente, a presenca de vazios e de agregados graudos a
frente da extremidade da fissura deve ser considerada. A mudanca brusca de rigidez
provocada por estes dois fatores altera o regime de propagacao da fissura influenciando
substancialmente o seu comportamento. Outro fator de grande interesse na andlise € o
intertravamento dos agregados o qual torna o elemento estrutural em questdo mais
rigido ja que permite a transferéncia de tensdes por atrito, entre as faces da fissura,
mesmo com a fissura configurada.

Devido a presenca da zona de processo a fissura apresenta, a frente de sua
extremidade, uma regido de rigidez inferior ao restante do corpo. Em um material

quase-fragil a fissura pode ser modelada como apresenta a Fig. (4.6), onde a fissura ¢ a
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zona de processo sdo representadas por uma fissura de comprimento efetivo a. A
resisténcia da zona de processo € representada por uma tensao o(w) denominada tensao
coesiva cujo valor ¢ igual a resisténcia a tragdo do material no fim da zona de processo.
A tensdo coesiva tende a fechar a fissura, sendo uma fung¢do do deslocamento da

abertura da fissura, e diminui conforme o ponto aproxima-se da extremidade de abertura

da fissura.

G (W)

Fissura

Zona Coesiva

g __L_ Aa
a

Figura 4.6 Representagdo de fissuras coesivas para materiais quase-frageis.

Empregando esta representacdo para as fissuras em materiais quase-frageis tem-
se que a taxa de energia total liberada, devido a carga aplicada, é balanceada por dois
mecanismos de dissipacao de energia de fratura. A primeira contribuicao refere-se a
energia consumida durante o fraturamento na criacdo de novas superficies para a
fissura. J& a segunda parcela representa a energia necessaria para superar a tensao
coesiva e assim propagar a fissura. Dessa forma:

G,=G,.+G, (4.18)
em que:

G, taxa total de liberagdo de energia.

G,. energia para superacao da superficie da fissura.

G, energia da zona coesiva.

A partir da Eq. (4.18) pode-se descrever a propagacdo de fissuras para materiais
quase-frageis ou entdo a partir dessa relagdo realizar aproximagdes sobre 0 mecanismo
de dissipacdo de energia e obter diferentes modelos para previsdo da propagagdo de

fissuras. Com base nessas aproximagoes os modelos da mecanica da fratura nao-linear
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de materiais quase-frageis podem ser classificados como de fissura ficticia e fissura
elastica equivalente.

Por meio do modelo de fissura ficticia assume-se que a energia necessaria para
criar novas superficies ¢ pequena se comparada a energia necessaria para separa-las.

Conseqiientemente pode-se admitir que G, = 0. Nesse campo de modelos destacam-se

os de HILLERBORG et. al. (1976) e BAZANT & OH (1983).

Os modelos de fissura eldstica equivalente prescrevem que a zona de processo
nos materiais quase-frageis pode ser descrita pelo critério de energia de Griffith. Dessa
forma, nesse modelo a fissura ¢ governada por um critério da mecanica da fratura
elastico-linear e o comprimento efetivo da fissura ¢ basicamente o que diferencia os
diversos modelos propostos. Dentre esses modelos destacam-se os de JENQ & SHAH
(1985), BAZANT & KAZEMI (1990) e NALLATHAMBI & KARIHALOO (1986).

PLANAS & ELICES (1990) apud SHAH et al. (1995) compararam resultados
numéricos, empregando os modelos de fissura ficticia e fissura elastica equivalente, a
resultados experimentais. A comparagdo permite concluir que determinando
adequadamente as propriedades de fraturamento do material os dois conjuntos de
modelos sdo capazes de representar, com consideravel precisdo, estruturas cujas
dimensdes sdo as de utilizacdo corrente em laboratorio. Entretanto esses modelos
apresentam diferencas consideraveis quando aplicadas a estruturas de maior porte.
Apesar da presenca do fator de escala, uma das explicagdes para essa discrepancia pode

estar no fato da estimacao nao precisa do comprimento efetivo das fissuras.

4.7 — Modelos de Fraturamento Coesivo

Sabe-se que a mecanica da fratura elastico-linear tem sido uma valiosa
ferramenta para resolucdo de problemas de fraturamento quando a zona de processos
inelasticos a frente da extremidade da fissura apresenta dimensdes despreziveis se
comparada as dimensdes da fissura ou mesmo a outras dimensdes significativas do
corpo. No entanto, a dimensdao da zona de processo presente em materiais ducteis e
cimenticios ndo segue a configuracdo apresentada nos materiais frageis sendo
consideravelmente maior. Isso faz com que sejam necessarias modificagdes na teoria

original de forma a esta conseguir representar esses fendmenos.
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A proposicao dessas modificacdes deu origem aos modelos coesivos 0s quais
apresentam aproximagodes sobre o comportamento da zona de processo de materiais com
diferentes comportamentos estruturais. Por meio desses modelos a zona de processo €
exposta a uma tensdo, denominada tensdo coesiva, que tende a fechar a fissura. A tensdo
coesiva, entretanto, atua somente em uma porc¢ao da extremidade da fissura denominada
de zona coesiva.

O primeiro modelo coesivo proposto deve-se a DUGDALE (1960) o qual aplica-
se, principalmente, a materiais dicteis. Segundo esse modelo a fissura real ¢ substituida
por uma fissura denominada efetiva cujo comprimento ¢ maior que o da fissura real
devido ao acréscimo no comprimento decorrente da presenca de uma zona plastica, da,

a frente da extremidade da fissura conforme ilustra a Fig. (4.7).

] a | da

Fissura Efetiva
Fissura Real

Figura 4.7 Configuracdo do modelo de DUGDALE (1960)

A extensdo no comprimento da fissura, da, esta sujeita a tensdes de plastificacao
(tensdes coesivas) constantes atuando no sentido de fechar as extremidades da fissura. O
comprimento da ¢ tal que as tensdes singulares na extremidade da fissura desaparecem e
assim o fator de intensidade de tensdo torna-se igual a zero.

Outro modelo coesivo proposto trata do de BARENBLATT (1962). Este modelo
assume também que as tensdes coesivas atuam em uma pequena regido de dimensao c,
sendo ¢ muito menor que a dimensdo da fissura, fazendo as faces da fissura fecharem-se
suavemente. A Fig. (4.8) ilustra uma fissura de comprimento 2a com a zona coesiva de
comprimento ¢ sujeito a atuagdo das tensdes coesivas.

As tensoes coesivas dependem da abertura das faces da fissura J,. Quando a

abertura atinge um valor considerado critico as tensdes coesivas cessam € a propagacao

da fissura ocorre.
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L4

Figura 4.8 Distribuigdo de tensdes coesivas no modelo proposto por BARENBLATT (1962).

A partir do modelo de BARENBLATT (1962) surgiram outras propostas de
modelos como os de MODEER (1979), PETERSSON (1981) e GUSTAFSSON (1985).
No entanto a diferenca basica entre cles refere-se a dimensao da zona coesiva e a forma
da distribui¢do das tensdes coesivas.

A primeira teoria de mecanica da fratura ndo-linear aplicada a materiais quase-
frageis foi proposta por HILLERBORG et. al (1976). Neste trabalho foi incluido o
amolecimento a tra¢do na zona de processo por meio de uma fissura ficticia proxima a
fissura pré-existente cujas faces estdo sujeitas a tensdes coesivas. O termo ficticio ¢é
empregado para ressaltar o fato que essa parte da fissura ndo pode ser descontinua com
total separacao das faces como em uma fissura de tragdo livre. A Fig. (4.9) ilustra a
atuacdo da tensdo coesiva na fissura do modelo de HILLERBORG et. al. (1976),
devendo-se destacar neste modelo o fato da tensdo coesiva ndo ser constante ao longo
da zona coesiva. Essa tensdo aumenta de zero, em um ponto referenciado a abertura
critica da extremidade da fissura, até¢ seu valor pleno igual a resisténcia a tragao do
material na extremidade da fissura. Outro fator de destaque ¢ que nesse modelo a
dimensdao da zona de processo pode ndao ser pequena em comparagdo com O
comprimento da microfissura pré-existente, assim como no modelo para materiais

elastoplasticos.
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Figura 4.9 Distribui¢do de tensdes coesivas no modelo de HILLERBORG et. al. (1976).

A energia de fraturamento, necessdria para a representacdo do processo de
amolecimento do concreto a tragdo, pode ser obtida por meio da relacdo tensdo
deslocamento na zona de amolecimento. A area sob a curva de amolecimento a tragdo,

como apresenta a Fig. (4.10), exprime o valor da energia liberada durante o processo de
fissuracdo nessa regido.

AC

f't

- W
i, >

Figura 4.10 Diagrama tensdo x abertura da fissura. Determinacdo da liberagdo de energia critica

A area do diagrama acima pode ser obtida por meio das seguintes integrais:

wc

0
G, = J.w(a)d0'= Ia(w)dw (4.19)
1t

0
em que:

G , energia gasta para ruptura do corpo.

w abertura da fissura.

o(w) tensdo coesiva.
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5. - Método dos Elementos de Contorno Formulacio Singular

Os métodos numéricos, de forma geral, apresentaram forte evolucdo a partir da
década de setenta quando os computadores assumiram a funcdo de execugdo de
operacdes matematicas facilitando e agilizando os procedimentos de analise.

Nesse contexto destaca-se o método dos elementos de contorno, o qual ¢ uma
opcdo interessante para andlises em diversos campos como mecanica dos soélidos,
aeromecanica, geomecanica entre outros. Além disso, o método tem se mostrado muito
promissor em areas como mecanica dos solos, mecanica da fratura e mecanica das
estruturas devido a precisdo e confiabilidade na modelagem de problemas de dominio
infinito bem como de problemas onde surgem grandes concentragdes de tensdo. Outra
grande vantagem ¢ a capacidade de associacdo com outros métodos numéricos, em
especial o método dos elementos finitos, ampliando assim as possibilidades em
simulacao de problemas.

O método dos elementos de contorno ¢ um método numérico que utiliza
equagdes integrais escritas sobre o contorno, obtidas a partir das equagdes diferenciais
que descrevem o fendmeno fisico, para a analise dos problemas fisicos. Devido a essas
transformagdes o método foi, no inicio de seu desenvolvimento, conhecido também
como método das equagdes integrais. Segundo ALIABADI & ROOKE (1992), existem
varias formas para o desenvolvimento da formulacdo do método dos elementos de
contorno. O emprego do teorema da reciprocidade de Betti talvez seja a forma mais
direta de obtencdo do equacionamento. Ainda podem ser empregados os conceitos de
residuos ponderados, como apresentado em BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

A formulacdo do método dos elementos de contorno pode ser dividida,
basicamente, em duas diferentes categorias. A primeira, ¢ talvez a mais empregada,
refere-se a formulagdo direta. Por meio dessa formulacdo as grandezas envolvidas no
problema sdo empregadas e obtidas diretamente sem a necessidade de fungdes

auxiliares. No caso dos problemas elésticos as variaveis principais sdo os deslocamentos
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e forgas de superficie. Ja a formulacao indireta ¢ caracterizada por certo desprendimento
em relacdo a alguns aspectos do problema fisico. Isso se deve ao fato do emprego de
funcdes ficticias na representagdo das grandezas do problema fisico. Dessa forma os
parametros do problema analisado, tais como deslocamentos e forgas de superficie, ndo
sdo utilizados diretamente ¢ sua determinacdo ¢ obtida por integragdes das fungdes
ficticias definidas na formulag¢do. Essa formulacao teve grande aplicagdo em campos

como eletromagnetismo e mecanica dos fluidos.

5.1 — Solucoes Fundamentais para os Problemas Bidimensionais e
Tridimensionais

Para o desenvolvimento da formulacdo do método dos elementos de contorno
torna-se necessaria a obtencdo de solugdes fundamentais para as grandezas envolvidas
no problema. Para problemas eldsticos as solucdes fundamentais representam as
respostas de um dominio infinito sujeito a um carregamento unitario pontual localizado
em um ponto denominado ponto fonte.

As solucdes fundamentais de problemas elastico-lineares sao atribuidas a Kelvin
e podem ser obtidas por meio da equagdo de equilibrio do corpo representada pela Eq.
(3.2). Inicialmente tem-se que a carga unitaria pontual aplicada no ponto fonte ¢
representada pela fung¢do Delta de Dirac, Anexo E. Levando essa condi¢ao a equagao de
equilibrio, Eq. (3.2), verifica-se que a funcdo Delta de Dirac deve ser igual ao

carregamento de corpo b,.
b=N -e, (5.1)
sendo:

A fungdo delta de Dirac aplicada no ponto fonte.

e, versor necessario para definicdo da direcdo de aplicacdo da carga.

De posse desse resultado a equacdo de equilibrio do corpo, Eq. (3.2), pode ser
reescrita em termos de deslocamentos. Para realizar esse procedimento deve-se
empregar a Lei de Hooke generalizada, Eq. (3.5), a qual relaciona tensdes a
deformacdes, e em seguida aplicar as relagdes deformacgdo-deslocamento, Eq. (3.7),

ambas discutidas no capitulo 3. Procedendo dessa forma a equagdo de equilibrio em
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termos de deslocamento, para material is6tropo sob estado plano de deformagdo, pode

ser definida como:

1 N e,
U Ut =0 (5.2)
1-2-0) " 7 u

A solugdo da Eq. (5.2) representa a solu¢do fundamental para deslocamentos.

No caso plano de deformagao a solugao ¢ dada por:

u,’;(f,c)z—1 : (3—4-0)-1n(1j-5,k 7, (5.3)
87 -pu-(1-v) r T
em que:

r, derivada da distincia, entre o ponto fonte e os pontos onde devem ser avaliados a

solugdo fundamental, pontos campo, em relagdo a diregao £.

Deve-se destacar que o simbolo * representa varidveis associadas ao estado
fundamental. Efetuando a diferenciacdo da Eq. (5.3) € possivel obter a expressdo para a
solugdo fundamental das deformagdes. O resultado dessa operacdo ¢ dado por:

-1
T-u-(1-v)-r

& (f50) :8- '[(1_2'0)'(’”,/{ Oy tr Oy )= Oy +2er T 'V,k] (5.4)
A partir da solu¢ao fundamental das deformagdes pode se aplicar a Lei de Hooke
generalizada, Eq. (3.5), e assim obter a expressdao para a solucao fundamental das

tensdes conforme apresenta a Eq. (5.5).

o (fre) =

m'[ﬂ—lu)-(m "0y 1Oy =1 Oy ) 2w, er, 'r,k] (5.5)

Por fim, o equilibrio pode ser efetuado no contorno com o objetivo de obter a
expressdo para a solugdo fundamental das forcas de superficie. Efetuando esse

procedimento resulta a seguinte expressao:

P (frc) =

4.7[.(1_0).,,-.{7:”.[(1_2.0)'5%+2'7:1'7:kj|+(1_2'u)'(77['}/:k_nk'7/:[)} (5.6)

Para problemas tridimensionais o procedimento para a obtengdo das solugdes
fundamentais ¢ analogo. A seguir sdao apresentadas as expressoes das solugdes

fundamentais para o problema tridimensional.
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1

& (f’c)zlé-;z-ﬂ-(l—u)-r'[(3_4'0)]'5“”’"r’k &7

u (f’c):16.77 ,U-_(ll—u).r2 ‘[(1_2'0)'(”7/( "y 1Oy ) = Oy H3er T "”,k] (5-8)
UZk(faC)=8_”.(1__lu)'r2'[(1—2'0)-(r,k-5i1+ﬁ,-5ik—ﬁi-5lk)+3-11i-11,-11k] (5.9)
BZ(f,C)=m'{ljn~[(1—2~U)~5,k+3~rJ-V’J—F(I—Z-U)-(nl-r’k—nkqfl)}(S.lO)

As expressoes das solugdes fundamentais apresentadas anteriormente possuem
uma caracteristica importante que ¢ a singularidade, representada pela distancia entre os
pontos fonte e campo. Quando os pontos fonte e campo aproximam-se o valor das
solugdes fundamentais tendem a infinito. Isso requer um procedimento mais preciso de
integracdo dos termos das matrizes constituintes do problema. Para contornar esse
problema pode ser empregado o processo de sub-elementacdo, Anexo C, onde o
elemento de contorno considerado ¢ subdividido em elementos menores permitindo um
melhor mapeamento das grandezas envolvidas tornando o processo de integragdo das

equagdes mais preciso.

5.2 — Equacionamento para o Problema Elastico Plano

O equacionamento do problema eldstico via método dos elementos de contorno
pode ser efetuado com sucesso e de forma expedita empregando o principio da
reciprocidade de Betti. Este teorema estabelece que o trabalho realizado pelas tensdes
de um estado I sobre as deformagdes de um estado II ¢ igual ao trabalho das tensdes do
estado II sobre as deformacdes do estado I admitindo-se 0 mesmo material em ambos os

estados. Esse teorema pode ser representado por meio da Eq. (5.11).

[o} -] da=[o] &} d (5.11)
Q Q

Aplicando esta equagao para a formulacdo do método dos elementos de contorno
deve-se substituir um dos estados do problema pelo estado fundamental, ou seja,

representado pelas solucdes fundamentais. Assim a Eq. (5.11) pode ser reescrita como:

Capitulo 5 — Método dos Elementos de Contorno Formulagdo Singular




45

[0 (f,0) 8, (0)dQ=[ 0, (c)-£}, (f,€)dQ (5.12)

Aplicando a relagdo deformagdo-deslocamento, Eq. (3.7), ¢ possivel exprimir a

relacdo (5.12) em termos de deslocamentos.

[o(f:0)-1,,(€)dQ=[ 0 (0) 1y, (f,€)dQ2 (5.13)

Integrando por partes ambos os termos da Eq. (5.13) e aplicando a condi¢do de
equilibrio de superficie, representada pela Eq. (3.3), pode-se obter uma expressao
envolvendo tensoes, deslocamentos e forcas de superficie tanto do estado fundamental

quanto do problema estudado. Dessa forma:

— [ 014 (f20)-u, (€)dQ+ [ B} (f,0)-u, ()dT==[ 0 (€)1 (f,€)dQ+ [ B, (0)-u (f,€)dT (5.14)

Nesse ponto deve-se empregar a equagdo de equilibrio, representada pela Eq.
(3.2), tanto no problema real quanto no problema fundamental como forma de substituir
os termos de derivada das tensdes por forcas de corpo. Deve-se atentar para o fato que

no problema fundamental a carga de corpo, b,, ¢ igual a fungdo Delta de Dirac, A’ .

Efetuando essas substituicdes pode-se reescrever a Eq. (5.14) como:

[ & u, ()dQ+ [ P} (f.0)-u, ()T =[b,(€)-u;(f,)dQ+ [ B, (¢)-uy (f,0)dT (5.15)

Integrando o termo detentor da funcdo Delta de Dirac obtém-se a seguinte

expressao:

u, ()+[ B (f,0)-u,()dU= [ P (&) -uy(f,e)dU+[uj(f,0)-b, ()dQ  (5.16)

A Eq. (5.16) representa a identidade Somigliana, a qual fornece os valores de
deslocamento e tensdes em qualquer ponto do dominio dependendo dos valores dos
deslocamentos e forcas de superficie, conhecidos sobre o contorno, das forgas de corpo
e das solu¢des fundamentais.

Como o método dos elementos de contorno pertence a classe das técnicas de
contorno torna-se necessario transformar a Eq. (5.16), vélida para todo dominio, em

uma equagdo integral valida somente para valores de contorno. Para efetuar esse
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processo ¢ necessario inicialmente admitir a divisdo do dominio e do contorno em duas

partes, conforme apresenta a Fig. (5.1), podendo ambas serem expressas por:
0=0-0+0, (5.17)

F=T-T+T, (5.18)

As grandezas Q_eI', referem-se a introdugdo de um semi-circulo, de raio r,

estando o ponto de colocagdo situado em seu centro conforme ilustra a Fig. (5.1). Assim

a identidade Somigliana fica avaliada no contorno se as parcelas desta equagdo

referentes 8 Q_e I', forem consideradas no limite de » tendendo a zero.

Figura 5.1 Divisdo do dominio e do contorno para determinago da equagao integral sobre o contorno

Procedendo dessa maneira a identidade Somigliana passa a ser expressa por:
u () =lim [ P (@u(f,)dl+lim [ w,(f.0)b(d2=lim [ B(f.0)-u (c)dr (519
F-T+T, Q-0+0Q, r-r+r,
Por facilidade a analise da Eq. (5.19) sera efetuada considerando-se cada termo
isoladamente. Tomando inicialmente o primeiro termo do segundo membro desta

equacdo pode-se reescrevé-lo como:

lim [P (©)-u; (f,c)dl =lim [P (c).u;(f,c)dnnggjp, (©)-u)(f,c)dl  (5.20)
- - T,

-T+T, r-r
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A singularidade logaritmica presente na solugdo fundamental de deslocamentos,
Eq. (5.3), ¢ classificada, de acordo com PORTELA (1992), como do tipo fraca. De
acordo com este grau de singularidade pode-se verificar que o segundo termo do
segundo membro da Eq. (5.20) anula-se durante a realizagdo da operagdo de limite. J& o
primeiro termo deste membro permanece de forma a ser avaliado no contorno.

Voltando a Eq. (5.19) o segundo termo do segundo membro pode ser analisado
mais facilmente se escrito da seguinte maneira:

lim j u;(f,c)~b,(c)d9=1in3ju;(f,c).b,(c)dmnngju;(f,c).b,(c)dcz (5.21)
Q{.‘

0-Q+0, Q-Q

De forma andloga ao termo j& analisado, Eq. (5.20), constata-se que a
singularidade presente na expressao fundamental de deslocamento leva o segundo termo
do segundo membro da Eq. (5.21) a tomar valor nulo durante a execucao do limite. J& o
primeiro termo permanece de forma a ser avaliado no dominio.

O qultimo termo do segundo membro da Eq. (5.19) deve ser analisado

reescrevendo-o como segue:

lim jg;‘(f,c)-ul(c)drﬂgrol jp,;‘(f,c).u,(c)dﬁlglgjg,*(f,c)-u,(c)dr (5.22)
’ :

[-T+T, r-r

A singularidade forte, % , da solucdo fundamental para forgas de superficie, Eq.

(5.6), leva a um comportamento diferente desse termo em relacdo aos demais ja
considerados. O primeiro termo do segundo membro da Eq. (5.22) deve ser avaliado
segundo os conceitos do valor principal de Cauchy. Para a sua existéncia os
deslocamentos prescritos no contorno devem obedecer a condicdo de continuidade de

Holder expressa pela seguinte relagao:

o 9
Ui, u(f)‘SB Ko (5.23)
sendo:

B, 9 constantes reais positivas. [B| <o ¢ 0<9<1

1., distancia entre os pontos fonte e campo.

Obedecendo a condi¢do expressa pela Eq. (5.23) o termo analisado pode ser
avaliado no contorno do problema. J4 a analise do segundo termo do segundo membro

da Eq. (5.22) sera efetuada considerando a expansdo dos deslocamentos, em torno do
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ponto fonte, em série de Taylor. Sera considerado somente o primeiro termo desta série
j& que os demais termos anulam-se durante a execucao da operacao limite. Dessa forma

¢ possivel obter a expressao representada pela Eq. (5.24).

lim [ P/(f,0)-u, ()T =lim [ P/ (), (©)dT ~lim [ B} (f,¢)-u, ()dT +1im [ B (f,e)-u, (f)ar (-2

Esta expressdo pode ser simplificada como:

lim [ PI(f.0)-4 (c)dT = lim [RACRONAGED (f))dr +lim [Bi(f.0)u,(f)dT (5.29)

Levando em conta a continuidade da funcdo de deslocamentos no ponto fonte

tem-se que o primeiro termo do segundo membro da Eq. (5.25) ¢ nulo. Assim:

lim [ P/(f,e)-u, (€)dT =u, (f)-lim [ F}(f,¢)dT (5.26)
T, L,

Dessa forma verifica-se que a integragdo e a realizacdo da operagdo limite do
segundo termo do segundo membro da Eq. (5.22) gera um termo independente que deve
ser, inicialmente isolado, e em seguida adicionado ao termo livre de deslocamento
presente no primeiro termo da Eq. (5.19).

Considerando, portanto os resultados previstos pelas Eq. (5.20), Eq. (5.21) e Eq.
(5.22) a expressao da identidade Somigliana escrita para o contorno toma a seguinte

forma:
ci(f>0) u, (NP (f,0)-u, ()dT= [ By () -u(f,e)dT+ [ (f,0)-b, ()dQ  (5.27)
sendo:

/j" integral de valor principal de Cauchy.

O termo ¢, , resultante da adi¢do do termo apresentado no primeiro membro da

Eq. (5.19) com o termo livre conseqiiente da avaliacdo do ultimo termo do segundo
membro dessa mesma equacao do dominio para o contorno, ¢ dependente da geometria
do contorno analisado. Conforme apresenta VENTURINI (1988) os valores para esse

termo podem ser obtidos empregando-se o seguinte tensor:
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a Cos(2-y)-Sen(a) Sen(2-y)-Sen(a)

2. 4.-7-(1-v) 4.-7-(1-v)
c, = (5.28)
Sen(2-y)-Sen(a) a +C0s(2~;/)‘Sen(a)
4.7-(1-v) 2. 4.-(1-v)

Sendo «a ey dependentes da posi¢do do ponto singular sobre o contorno. A Fig.

(5.2) ilustra a obtencao dessas variaveis.

X
Ponto de Colocaciio

I

Figura 5.2 Pardmetros para calculo da equagdo integral sobre o contorno

Se o ponto de colocagdo ndo estiver sob um ponto de angulosidade, ao contrario

da Fig. (5.2), o tensor (5.28) torna-se igual a uma matriz identidade multiplicada por Y.

5.3 — Aproximacoes sobre o Contorno

Apbs a deducdo da equacdo integral em deslocamentos para pontos sobre o
contorno torna-se necessaria a sua utilizagdo pelo método dos elementos de contorno.
Para tanto o contorno do problema analisado deve ser discretizado em elementos de
contorno. Estas entidades efetuam a aproximagdo da geometria do problema sendo
necessarios também para a delimitacdo de fungdes de aproximagdo que permitirdo a
aproximacao das grandezas envolvidas no problema.

De acordo com o grau de aproximagdo empregado para as grandezas envolvidas
no problema os elementos de contorno podem ser classificados como constantes,
lineares, quadraticos, cubicos e de ordem superior. H4 também a possibilidade de
adogdo de diferentes graus de aproximacdo tanto para a geometria quanto para as

grandezas envolvidas no problema. Essa particularidade conduz a caracterizagdo dos
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elementos de contorno os quais podem ser sub-paramétricos, isoparamétricos € super-

paramétricos.

Para o desenvolvimento do presente trabalho serdo considerados elementos de

contorno lineares isoparamétricos. Desconsiderando as forg¢as de corpo a Eq. (5.27)

pode ser discretizada da seguinte forma:

sendo:

[c]{u}uﬁ I[P*]{u}dl“j =z [l Jpyar, (5:29)

NE o numero de elementos de contorno adotados para a descricio do problema.

p o ponto fonte considerado.

5.4 — Funcoes de Aproximacao

Como o elemento de contorno adotado ¢ o linear as fun¢des de aproximagao

necessarias sao duas e estas podem ser definidas em termos de coordenadas

adimensionais. A Fig. (5.3) apresenta o comportamento das fun¢des de forma ao longo

do elemento bem como as coordenadas adimensionais utilizadas.
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Figura 5.3 Coordenadas adimensionais e fun¢des de aproximagao

Para este elemento as fungdes de aproximagao sao:

1_
é _1=¢ (5.30)

+ N

1
é, =_2§ (5.31)
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Os deslocamentos no interior do elemento de contorno sdo descritos por meio

das fungdes de aproximagao e dos valores nodais disponiveis, assim:

o
_”1_¢10¢20u;_ j
{u}_{u2H0 . ¢j " el 532

De forma analoga as forgas de superficie podem ser expressas por:

f)ll
[BY [# 0 4 OB | ;v
])22

Os termos u, e P! indicam deslocamentos e forgas de superficie atuantes no né /

segundo a diregdo k. Ja os vetores {u}’ e{P}/ representam deslocamentos e forcas de

superficie nodais presentes nos nds pertencentes ao elemento j atuando segundo a
direcao n.
A geometria do elemento ¢ aproximada de forma semelhante a apresentada nas

Eq. (5.32) e Eq. (5.33). A interpolacdo pode ser representada como:

{x} _ {x} _ {¢1 0 ¢2 0 :| Y _ [(D]{x}j (5.34)
Y 0 ¢ 0 ¢ n

Depois de incorporadas as funcdes de interpolagdo nas expressoes de
deslocamentos e forgas de superficie deve-se reescrever a Eq. (5.29) substituindo nessa

expressao as Eq. (5.32) e Eq. (5.33). Assim.

ol {u) z( [l Iwr,}{u};’ z[ f [u*lmldr,]{za}:, €59

Na Eq. (5.35) o termo {u}’ representa os deslocamentos nodais do elemento

onde encontra-se o ponto fonte.
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5.5 — Construcao do Sistema de Equacoes

As integrais apresentadas na Eq. (5.35) relacionam deslocamentos do ponto de
colocacdo considerado as forcas de superficie e deslocamentos nodais dos demais
elementos presentes na malha construida. Dessa forma as matrizes resultantes do
processo de integracdo contém a influéncia de todos os elementos presentes na malha
sendo por isso muitas vezes denominadas de matrizes de influéncia.

A Eq. (5.35) pode ser reescrita de uma forma mais compacta admitindo-se

variaveis auxiliares.

A TP
|:HINF = J-[P* Iq)kr/ (5.36)
1y

2
{G,NF = v [olr, (5.37)
45

Admitindo-se ainda a seguinte simplificagdo:

Y
|:HINF:| se jZ p

|:HINF:| = . b (5.38)
|:HINF} +[C][¢]p sejcp

Pode-se reescrever a Eq. (5.35) de forma mais compacta como:

NE . NE o
z [H INF ]pj {“ };/1 :Z [GINF ]pj {P };jq (5.39)
J=1 Jj=1

Nos problemas elésticos planos sabe-se que o numero de graus de liberdade por
no6 ¢ quatro, sendo dois deslocamentos e duas for¢as de superficie. No entanto a metade
destes parametros ¢ conhecida diretamente por meio da aplicacdo das condigdes de
contorno do problema. Dessa forma o problema passa a ser resolvido se for escrito um
nimero de equagdes igual a duas vezes o nimero de noés da malha. Escrevendo as
equacdes para todos os pontos de colocagdo do modelo tem-se um sistema resultante da
ordem de duas vezes o nimero de nés da malha e que pode ser representado de forma

geral como:

[# Ju}=[G]{P} (5.40)
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A resolugao do sistema matricial apresentado na Eq. (5.40) somente ¢ possivel
aplicando-se as condi¢gdes de contorno do problema. Para introduzir as condicdes de

contorno no sistema as matrizes|[H | ¢[G]devem ser manipuladas de tal forma que todas

as variaveis conhecidas estejam no primeiro membro enquanto que incognitas no
segundo. Esse procedimento ¢ feito mediante troca de colunas entre as duas matrizes

citadas obtendo-se o seguinte sistema:

[4}{inc}=[BlrP} (5.41)
em que:
[4] e [B] formas modificadas das matrizes [H ] e[G] respectivamente.

{Inc}  vetor das incognitas.

{vp} vetor das variaveis prescritas.

5.6 — Grandezas Internas

Depois de conhecidos os valores dos deslocamentos e das for¢as de superficie no
contorno algumas grandezas importantes podem ser determinadas no interior do
dominio.

Os deslocamentos, nos pontos internos, podem ser obtidos de forma expedita
empregando-se a identidade Somigliana. Escrevendo-a na forma matricial para pontos
internos tem-se:

NE . NE :
L+ 2| [P Jlokr, [{uf =3 [[u"][@]ar, |{P}] (5:42)
JEI\ T, J=I\r,;
onde:

pi . .
{ u} representa os deslocamentos no ponto interno pi.

Substituindo na Eq. (5.42) as Eq. (5.36) e Eq. (5.37) pode-se obter uma

expressao mais compacta para a descri¢ao dos deslocamentos nos pontos internos:

)" + i[ﬂ;w}”’ ful) =[G 1" 1PV, (543

Jj=1

Deve-se salientar que para a obtencdo dos deslocamentos internamente ao

dominio os pontos fonte passam a ser os pontos determinados no interior do dominio.
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Por esse motivo as matrizes H e G recebem o simbolo ¢ para diferencia-las das matrizes
H e G utilizadas na obtencao dos deslocamentos e forcas de superficie no contorno.

As tensdes nos pontos internos podem ser obtidas empregando-se a Eq. (3.5)
modificada pela introducdo da relagdo entre deformagdes e deslocamentos, Eq. (3.7).

Dessa forma € possivel escrever a seguinte expressao para as tensoes:
. 2-u-v
pi _
O Uy A G ) e

Substituindo a identidade Somigliana Eq. (5.16) na Eq. (5.44), e desprezando as

forgas de corpo, € possivel obter a seguinte expressao para as tensoes:
_ 2.4 ou. ou. ou
op =[5, Sy | S~ L paT
Tl d-2-v) 7 ox ox,  Ox,

* " P,
_f 2105 Oy e Sy ar (543)
(1-2-v) 7 ox ox;  ox,

A Eq. (5.45) pode ser escrita de forma compacta como:

I i Bdl - IS U, dT (5.46)

kij

Sendo os termos D, e S, dados pelas seguintes expressdes:

|
Dkz'j:4.7,.(1_u),,,'{(1_2'0)'(”,k'547""”,1'5@_’”,:"5_/k)+2"fi"”,_/"”,k} (5:47)
S, = E Lo a=20) 8, 400, Sy 41 80 4o,
4-1-(1-0%)-r : : : : S
20 (T N T T) (5.48)

H(1=200) Qg o7 7y 411 Sy, 8y) —(1=4-0) 1, -8

Em forma matricial a Eq. 5.46 pode ser escrita como:

Oy

{G}M =40y, (= ZI:GINF]{p}:, _Z[HUVF:'{“},], (5.45)
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As matrizes H,, e G,, indicam as matrizes resultantes do processo de

integracdo das variaveis S, e D, respectivamente sendo o ponto fonte o ponto interno

kij € kij

ao dominio.
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6. - Método dos Elementos de Contorno Formulacio Hiper-
Singular

O método dos elementos de contorno ¢ um método numérico que vem
despontando como uma ferramenta robusta e precisa para a analise de diversos tipos de
problemas de engenharia. Dentre estes problemas destacam-se aqueles onde grandes
concentragdes de tensdo e deformacdo estdo presentes. Em particular, estruturas que
apresentam descontinuidades internas, como fissuras, apresentam grande concentragao
de tensdo sendo, portanto um grande campo de aplicacdo do método.

Diversas sdo as metodologias para a andlise de problemas de fraturamento via
método dos elementos de contorno. A primeira a ser proposta trata do emprego da
formulacao singular, a qual ¢ baseada somente na equagao integral em deslocamentos
apresentada na Eq. (5.27). Por meio desta formulacdo os elementos de contorno
adotados na discretizagdo de ambas as faces da fissura empregam equagdes algébricas
baseadas na Eq. (5.27). Utilizando esse procedimento a fissura é considerada no modelo
como um vazio, estando as faces da fissura separadas por uma pequena distancia. Assim
quando menor for a distancia entre as faces da fissura mais proxima a geometria do
modelo numérico estard do modelo real. No entanto a medida que se adota a distancia
entre as faces da fissura proxima a zero o sistema de equacdes algébricas resultantes
tende a ser singular. Isso ocorre pelo fato da localizagdo de pontos fontes,
simetricamente dispostos em faces opostas da fissura, ser muito proxima. Assim o
processo de integracdo das solu¢des fundamentais em deslocamentos e forcas de
superficie gera linhas idénticas no sistema matricial final tornando-o singular.

Técnicas especiais de integragdo, como sub-clementacdo, podem ser
empregadas, no entanto formulacdes mais avangadas tornaram-se necessarias para
analisar o problema.

As fissuras podem ser tratadas também por meio de uma formulagdo que

incorpora a perda de rigidez causada pela presenga da fissura nas solugdes fundamentais
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empregadas. Esta formulacdo utiliza as conhecidas fungdes de Green as quais
prescrevem solucdes fundamentais compativeis que eliminam a necessidade da
discretizacdo das faces da fissura. Apesar de ser uma formulagdo elegante o método das
fungdes de Green ¢ limitado apresentando algumas restrigdes principalmente no tocante
a analise da propagagao das fissuras.

J& o método da descontinuidade de deslocamento supera a dificuldade na
modelagem da fissura substituindo cada par de ndés coincidentes, no contorno da fissura,
por um unico ponto fonte. Neste método a diferenca dos deslocamentos entre os
contornos da fissura ¢ introduzida como fun¢des desconhecidas no problema e dessa
forma a fissura ¢ modelada com um contorno unico. Apesar da redug¢ao de esforco
computacional na andlise da fissura, novas varidveis sdo introduzidas nas integrais de
contorno dificultando o emprego do método.

Outra abordagem para a analise dos problemas de fraturamento ¢ via método
das sub-regides. Por meio dessa metodologia consideram-se nés coincidentes na fissura,
os quais recebem condi¢cdes de contorno referentes a compatibilidade dos dominios
envolvidos. A fissura ¢ definida no encontro dos dominios envolvidos e, apesar disso, a
principal dificuldade do método encontra-se na introducdo das condi¢des de contorno.
Com o crescimento da fissura torna-se necessaria a reconstrugdo e reaplicacdo das
condi¢des de contorno nos nos afetados pelo crescimento da fissura o que acaba por
deixar a utilizagdo do método bastante custosa. Este método gera um grande sistema de
equacgdes algébricas.

Outra formulacao possivel ¢ a proposta pelo método dual. Por meio desta
metodologia o dominio analisado pode ser considerado como uma unica sub-regiao e os
contornos da fissura, localizados na mesma posicao fisica, sdo discretizados sendo que
cada face da fissura é representada por um tipo de equacao integral. Uma face da fissura
¢ descrita empregando-se a equacao integral em deslocamentos descrita pela Eq. (5.27).
J4 a face oposta da fissura ¢ representada por uma equagao integral escrita em termos de
forcas de superficie a qual serd deduzida a seguir neste capitulo. Apesar da existéncia de
pontos fontes com mesma localizagdo o sistema de equagdes resultante ndo ¢ singular.
Esse procedimento ¢ mais geral para a analise de dominios multi-fraturados. Um fator
de grande importancia a ser destacado nesse método ¢ a singularidade e hiper-
singularidade presente nas equacgdes envolvidas demandando um procedimento

adequado de integragao.
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6.1 — Equacao Integral em Forcas de Superficie

Para a obtencao das equagdes necessarias a analise via método dos elementos de
contorno dual torna-se necessario inicialmente retomar a identidade Somigliana

representada pela Eq. (6.1).

u, () +[ B (fs€)-u;()dT = [ P, (&) -uy (f,0)dT + [u; (f,0)-b,()dQ  (6)

Deve-se perceber que a Eq. (6.1) € diferenciavel, pois os termos F, e u,

dependem unicamente da distancia entre os pontos fonte e campo. Efetuando a
diferenciagdo da Eq. (6.1) e admitindo-se a auséncia de for¢as de corpo presentes no

problema obtém-se a seguinte expressao:

()= [ B (fs€)-u (€)dl==[ P, (¢)-uy, (f,c)dT (62)

Em que as derivadas dos campos fundamentais sdo referenciadas ao ponto fonte.
O campo de tensoes ¢ obtido introduzindo-se na Eq. (6.2) a relagdo constitutiva
do material considerado, Eq.(3.5). Efetuando este procedimento ¢ possivel escrever a

expressdo da identidade Somigliana em termos de tensdes da seguinte forma:

0, ()+[ Sy (f,€)-u ()dl = [ Dy (f.¢)- By ()l (6.3)

Nesta equagdo os termos S, eD,, contém as derivadas dos termos P, e u;

ki
respectivamente. Admitindo-se o emprego das solugdes fundamentais de Kelvin, os

termos S,; e D, , para problemas planos de deformagio, podem ser escritos como:

]
Dk@/(f’c):m'{(l—zv)'(m'5y~+r,_/'5za~—”,i'5_/k)+2'r,f'r,_/'r,k} (6.4)
E
Skij(f=c):4.7[.(l_vz).rz '{2"’,»1 '[(1_2"))"%'517+U'(’”,j'5ik+’fi'5jk)_4"’,i"’,j"’,k]
+2-0-(m, v tn Ty (6.5)

+(1—2'U)'(2'77’k rir; +77,j'é‘ik+77,i'5jk)_(1_4'0)'77,k 511}
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A Eq. (6.3) ¢ valida para pontos localizados no dominio do problema. Aplicando
a proposta do método dos elementos de contorno deve-se, portanto avaliar esta equacao
apenas nos pontos localizados sobre o contorno.

Para efetuar esse procedimento ¢ necessario tomar um ponto no dominio muito
proximo ao contorno e em seguida fazer a distancia entre eles tender a zero conforme
ilustra a Fig. (5.1) apresentada no capitulo 5.

Efetuando esse procedimento tem-se:

oy (N)+lim [S,,(f,0)-u ()dl=lim [D;(f,c)-P, (c)dl (6.6)

[-T+4T, I-T+T,

Por facilidade cada termo da Eq. (6.6) serd analisado isoladamente. Tomando

primeiramente o termo D,; pode-se perceber que este apresenta uma singularidade do

tipo forte representada pelo fator % . Para a execucao do limite proposto na Eq. (6.6)

pode-se inicialmente reescrever o termo considerado da seguinte forma:

lim j Dkl:f(f,c)-Pk(c)dl":lingIDkij(f,c)-Pk(c)dl"—i—lingJ.Dkij(f,c)-Pk(c)dF
. ) :

r-r+T, r-r

+lim [ D, (f,€)- B (f)dT=lim [ Dy, (f,0)- B, (f)dT (67)

A andlise pode ser melhor conduzida agrupando-se os termos comuns da relagao

anterior. Assim:

lim jDkl.j(f,c)-g(c)drz}gig(}jDk,,-(f,c)-[Pk(c)—Pk(f)]dF

=TT,

+B, (Olim [ Dy (f,e)dT +lim [ D (f,¢)- P, ()dT (6.8)

r-r

Para o prosseguimento da analise deve-se assumir a existéncia da continuidade
de Holder, apresentada na Eq. (6.9), para os termos representantes das forcas de
superficie aplicadas no contorno como se segue:

j _pi 9
‘Pm P(f)‘SB U

o (6.9)
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Admitindo a existéncia da continuidade de Holder verifica-se que o primeiro
termo do segundo membro da Eq. (6.8) ¢ nulo.
O segundo termo do lado direito da Eq. (6.8) ¢ integravel e resulta um fator

independente ap0s a realizagdo da operagdo de limite. Essa operagao resulta o termo:

P, (f):lim [ Dy (f.0)dT =44, (f.€)-P, (1) (6.10)

O termo 4, ¢ um fator que depende das propriedades elésticas do material e do

sistema de coordenadas adotado.
J& o altimo termo do segundo membro da Eq. (6.8) resulta uma integral
impropria que deve ser avaliada ao longo do contorno. Essa integral deve ser avaliada

empregando-se a técnica do valor principal de Cauchy podendo ser representada como:

lim [ Dy(f,¢)-P, (€)dT =fD,(f,)-F, ()dT 6.11)
r-r r

Tomando agora a anélise do termo S, , Eq. (6.6), verifica-se a presen¢a de uma

kij
hiper-singularidade, representada pelo fator %2 , conforme descreve a Eq. (6.5). Para

realizar a andlise do termo citado deve-se inicialmente efetuar a expansdo dos
deslocamentos, em torno do ponto fonte, em série de Taylor e em seguida tomar os dois
primeiros termos. Os demais termos da série ndo serdo representados, pois anulam-se

durante a execucao da operacdo limite. Efetuando este procedimento obtém-se a

seguinte relagdo para o termo S, :

lim [ 8,(/,0)-u,()dT=lim [ S,;(/,0)-u,(c)dT +

r-I+r, r-r

lim [, (/,6) e () (5,(0) = %, (M) AT =lim [ 8, (f,0) 10, () (3, (€)=, (/) dT +

£i_r)r(}J‘SkU.(f,c)-uk(f)dl"—£iir3ISkij(f,c)-uk(f)dl"+£i_r)rgjS,a.j(f,c)-uk(c)df (6.12)
r, T, T,

Reorganizando os termos da Eq. (6.12) obtém-se:
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lim [, (/,0)-,()d0=1im [ S,,(/,0)- (€)=, (/) =y, ()5, ()= x,, (S DT

[-T+T,

+u (f)-1im [ S, (f,0)dl +u,, (f)-lim [S,;(f,0)- (x, ()= x, (/)T

+lim j S (fs¢)-u,(c)dl 6.13)

r-r

Admitindo-se que as derivadas dos deslocamentos no contorno possuam
continuidade de Holder, de acordo com a Eq. (6.14), pode-se verificar que o primeiro

termo do segundo membro da Eq.(6.13) ¢ nulo.

(@) =10, () =11, () (5, =5, (N < B, @-x, (0] (614

J&4 o segundo e o quarto termos do segundo membro da Eq. (6.13) devem ser
analisados conjuntamente. Esse procedimento deve ser efetuado, pois o segundo termo
gera, depois da integracdo, um fator com singularidade e assim durante a execugdo da
operagao de limite seu valor tendera ao infinito. Esta singularidade ¢ contornada com a
soma desses dois termos, ja que o quarto termo ¢ uma integral impropria. A expressao
resultante da soma dos dois termos considerados deve ser analisada por meio dos

conceitos da técnica de valor principal de Hadamard podendo ser representada como:
lim j S, (fs¢)-u () dT +u,(f)- j Sy (frc)dl =)_;(Skij(f,c)~uk(c)dl“ (6.15)
r-r L r

em que:

* integral de valor principal de Hadamard.

PORTELA (1992) apresenta que a singularidade presente no segundo termo do
primeiro membro da Eq. (6.15) ¢ sempre cancelada com outro termo singular liberado
do processo de integragdo do primeiro termo desse mesmo membro, resultando portanto
um valor finito.

J& o terceiro termo do segundo membro da Eq. (6.13) ¢ integravel e resulta um
termo independente, ap6s a execucdo da operacdo limite, que deve ser analisado

separadamente, assim:
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()1 [ 8,5 (f,0)-(%,(€) =X, (/DT =By, (/1) -ty (f) (6.16)

O fator B, depende das propriedades elasticas do material e também do

sistema de coordenadas empregado.

De forma a propor uma melhor organiza¢do do equacionamento os termos

independentes provenientes da analise dos fatores S, eD,, podem ser adicionados de

forma a gerar um unico termo independente. PORTELA (1992) apresenta que a jungdo

dos resultados das Eq. (6.10) e Eq. (6.16) produzem:

, - 1
Akij'Pk_Bky'm'”k,m :E'O'ij(f) (6.17)

O fator 'z resulta da consideragdo de contorno suave no posicionamento do
ponto fonte. Sob essa condicdo devem ser empregados elementos de contorno
descontinuos para a representacdo das faces da fissura. Isso ocorre pelo fato do
equacionamento requerer a continuidade da derivada do deslocamento a qual ¢
respeitada com o ponto fonte internamente ao elemento como nos elementos
descontinuos.

Dessa forma a equagdo integral para a representacdo das tensdes somente com

pontos sob o contorno pode ser escrita como:

%-a,, (f)+{sk,, (fs€)-u, (c)dl = {Dk@, (f.¢)- P, (c)dT (6.18)

Para a obtencdo da equacdo integral para a representacdo das forgas de
superficies deve ser utilizada a Eq. (3.3) a qual relaciona tensdes e forgas de superficies

por meio do equilibrio. Efetuando este equilibrio obtém-se:

1
S B ff Sy (fo0)u()dT = ;- Dy (f0)- Be)dT (6.19)
r r
As equagdes integrais apresentadas nas Eq. (6.19) e Eq. (5.27) devem ser
empregadas conjuntamente na discretizacdo das faces da fissura no modelo dual.
Neste trabalho o processo de integragdo das equagdes integrais escritas em

termos de deslocamentos ¢ efetuado de forma numérica por meio da quadratura de
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Gauss. Com o objetivo de tornar o calculo mais preciso ¢ empregado o procedimento de
sub-elementagdo o qual pode ser consultado com detalhes no Anexo C.

J& para as equagdes integrais em termos de forcas de superficie o processo de
integragdo ¢ efetuado de forma analitica. Para tanto foram consultados os trabalhos de
WUTZOW (2003) e FOLTRAN (1999) os quais determinaram as expressdes analiticas
para tal problema empregando o elemento de contorno linear. Estas expressdes sdao

apresentadas nos Anexo A e Anexo B.

6.2 — Aproximacoes sobre o Contorno

De forma anéloga ao ja descrito no capitulo anterior, para a equacdo integral em
deslocamentos, no emprego do método dos elementos de contorno deve-se efetuar a

discretizacdo da equagdo integral em forgas de superficie, Eq, (6.19). Dessa forma:

% iy Z j[s 1ar, | =- Z [[p)(P}ar, (620)

I I
sendo:

[/ ] matriz identidade.

A partir da Eq. (6.20) ¢ possivel a obtencdo de matrizes de influéncia as quais
podem ser representadas de forma concisa como:

f[Hgvguperf ] Z[Gll;'wfuperf ] }’II 621)

J=1

Analogamente ao descrito para a formula¢do singular pode-se impor as
condig¢des de contorno do problema sobre a Eq. (6.21) e assim obter o sistema matricial
final o qual pode ¢ apresentado na Eq. (6.22)

[4}inc}=[B)yP} (6.22)

De forma geral o processo de discretizagdo da Eq. (6.19) sobre o contorno ¢
idéntico ao ilustrado para a formulagdo singular. A diferenga encontra-se nos nucleos

integrais ja que para os estados fundamentais as expressoes sao diferentes.
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6.3 — Estrategias de Modelagem e Discretizacdo

O processo de criagdo da malha de elementos de contorno ¢ de grande
importancia visto que ¢ a partir deste que criam-se 0s nds e os elementos de contorno
sobre os quais sdo definidas as fung¢des para aproximacdo tanto da geometria quanto das
grandezas envolvidas no problema. Além dos elementos e ndés o processo de
discretizagdao gera também pontos fontes ao longo do contorno, os quais sao usualmente
relacionados ao posicionamento dos nos, € que sdo de grande importancia para o
emprego e definicdo das equagdes integrais.

Para a realizacdo da discretizagdo torna-se necessaria a definicdo de uma
estratégia a qual esta intrinsecamente ligada as exigéncias da andlise como, por
exemplo, das condi¢des de existéncia das equagdes integrais. O atendimento dessas
exigéncias conduz a correta utilizacdo da formulagdo possibilitando assim andlises
consistentes do problema. No método dos elementos de contorno dual algumas
condigdes devem ser observadas para a defini¢do de uma estratégia de discretizagao
dentre as quais podem ser citadas:

¢ Discretizagdo simétrica das faces da fissura para obtengdo das integrais dos
valores principais de Cauchy e Hadamard.

¢ Para a existéncia das equacdes integrais de deslocamento e forga de superficie
a continuidade de deslocamento e forca de superficie deve ser observada. As

continuidades necessarias na formulagao sao:

u, (f) € C* para valor principal de Cauchy.

u,(f) e C** e P(f) e C* para valor principal de Hadamard.

Devido as condi¢des de continuidade exigidas pelos deslocamentos e forcas de
superficie para a existéncia de suas respectivas equacdes integrais consideragdes
especiais devem ser efetuadas a respeito do tipo de elemento a ser utilizado na
discretizacdo das faces da fissura o qual deve ser descontinuo.

J& em termos do emprego das equagdes integrais via método dos elementos de
contorno dual a estratégia de utilizagdo das mesmas podem ser assim enunciadas:

¢ Para cada fissura a equacdo integral de deslocamentos ¢ aplicada aos pontos

fontes pertencentes a uma face da fissura.
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¢ Para os pontos fontes pertencentes a face oposta é aplicada a equacdo integral
de forca de superficie.

¢ Para as partes do contorno ndo pertencentes as fissuras a equagdo integral em
deslocamentos ¢ aplicada.

Por meio dessas consideragdes sobre a modelagem a formulagdo do método dos
elementos de contorno dual torna-se uma ferramenta robusta para a analise de fissuras
que estejam totalmente imersas no dominio do problema quanto aquelas que
interceptam o contorno do problema (trincas de aresta). A Fig. (6.1) apresenta o

emprego das equacgdes integrais via metodologia dual.

ED
ED
EFS EFS
ED ED
* ED
ED
b Localizagdo do No
X Localizacdo do Ponto Fonte

ED  Equagio em Deslocamento
EFS Equacgio em Forga de Supetficie

Figura 6.1 Estratégia de discretizagdo para o método dos elementos de contorno dual

Para a utilizacdo da formulacdo singular, baseada somente na equacdo integral
em deslocamentos, as exigéncias na estratégia para a discretizacdo sdo menores se
comparadas as do modelo dual. Os elementos a serem empregados na discretizagdao das
faces da fissura podem ser tanto continuos quanto descontinuos, no entanto a
discretizacdo deve ser simétrica para conduzir a correta extragdo dos fatores de
intensidade de tensdo. As Unicas exigéncias para a andlise por meio desta metodologia
referem-se ao emprego somente da equagdo integral baseada em deslocamentos para a
representacdo do comportamento do corpo e a necessidade da separacdo das faces da
fissura. Para que o sistema final de equacdes ndo seja singular torna-se necessario a
imposi¢cdo de um afastamento das faces da fissura. Assim a fissura € representada como

um vazio no dominio do problema. Neste trabalho ainda ¢ utilizado um elemento de
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contorno, localizado na extremidade da fissura, para a unido das faces da fissura. Assim
a geometria da fissura ndo ¢ corretamente avaliada por meio desse modelo.

Através desta metodologia podem ser analisadas fissuras imersas no dominio e
também as que interceptam o contorno. A Fig. (6.2) apresenta a distribuicdo dos
elementos bem como do afastamento das faces da fissura necessarios a utilizagdo da

formulacao singular.

m jHAfastamento das Faces da Fissura

- -

g Localizagio do No ® Localizagio do Ponto Fonte

Figura 6.2 Estratégia de discretizagdo para o emprego da formulacdo singular

6.4 — Sistema Final de Equacoes e Atualizacoes

Durante a anélise de problemas envolvendo o crescimento de fissuras o processo
de reconstrucao total ou de grande parte da malha de elementos de contorno nao ¢
necessario. Isso ocorre pelo fato da criagdo de novos elementos acontecer, em grande
parte, nas fissuras que tiveram seu comprimento aumentado. Eventualmente durante o
processo de propagagdo as fissuras presentes no problema podem interceptar um ou
mais elementos presentes no contorno. Quando esse processo ocorre a discretizacdo do
modelo ¢ refeita apenas localmente afetando unicamente o elemento que sofreu a
interceptacao.

Devido a nova discretizagdo os elementos criados irdo gerar novas equagdes as
quais devem ser reunidas as equagoes ja existentes objetivando atualizar o sistema total
de equagdes. Dessa forma novas linhas e colunas serdo adicionadas ao sistema matricial
final. A atualiza¢do de posi¢des ja existentes ndo ¢ necessaria desde que ndo haja a

intersecdo entre as fissuras que propagam e os elementos de contorno ja existentes. A
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Fig (6.3) apresenta de forma esquemadtica o crescimento do sistema matricial final

durante o processo de propagacao das fissuras.

B Discretizacio Inicial

B °incremento no comprimento da fissura

B  2°incremento no comprimento da fissura

B n°incremento no comprimento da fissura

Figura 6.3 Crescimento e atualizag@o do sistema matricial final

6.5 — Singularidade da Equacdo Integral em Forcas de Superficie

A formulacdo obtida para a andlise de dominios fissurados apresenta uma
particularidade referente ao grau de singularidade presente nas equagdes integrais. Na
equacdo integral que descreve o deslocamento, Eq. (5.27), as singularidades presentes

sdo do tipo fraca, devido a presenga do fator In(») como apresentado na Eq. (5.3), e do
tipo forte decorrente do termo % na Eq. (5.6). Ja para a equagao integral em forgas de
superficie as singularidades presentes sdo do tipo forte e hiper-singularidade decorrente

dos termos % e %2 respectivamente, como apresentado nas Eq. (6.4) e Eq. (6.5).

De forma a avaliar a influéncia das singularidades dos nucleos integrais foi
analisado um exemplo onde foram empregadas isoladamente as formulagdes que
utilizam as equagoes integrais em deslocamentos e em forca de superficie.

O exemplo considerado ¢ o apresentado na Fig. (6.4). Trata-se de uma viga

biapoiada com carregamento uniformemente distribuido em sua face superior. O vao da
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4

viga ¢ considerado igual a 5,0 metros sendo o carregamento de 5,0 kN/m?. Foram
consideradas diversas alturas para a se¢do transversal da viga. Este procedimento foi
efetuado com o objetivo de verificar a estabilidade numérica da solu¢do a medida que
ocorre a redu¢do da altura da secdo. Sabe-se que o método dos elementos de contorno
apresenta dificuldades na analise de dominios planos onde uma das dimensdes do corpo

seja substancialmente menor que a outra.

5.0 kKN/m'’

vyyvyvvvyy

Altura variavel

5.0 m

DR IRY —

Figura 6.4 Viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido.

As propriedades dos materiais adotados no exemplo sdo:

K
m2

E=210-10° v=0,30

A andlise da viga se inicia com a altura sendo igual ao vao, ou seja, 5,0 metros.
A partir dai a altura ¢ reduzida gradativamente até que as formulagdes consideradas
percam estabilidade numérica.

A formulagdo em deslocamento ¢ aplicada considerando o ponto fonte
localizado sobre o contorno. Ja por meio da formulagdo em forca de superficie o ponto
fonte ¢ considerado sobre o contorno e também localizado externamente ao dominio. A
distancia de afastamento neste Ultimo caso ¢ de 1/10 do comprimento do menor
elemento presente na discretizacdo do contorno. Ainda em relagdo as analises por meio
desta ultima formulagdo ¢ considerada a utilizagdo do processo de pré-condicionamento
o qual foi utilizado com o objetivo de reduzir a singularidade no sistema matricial final.

Esse processo € descrito com maiores detalhes no Anexo F.
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O conjunto das analises realizadas pode ser condensado como apresenta a Fig.

(6.5):

Formulacio em Deslocamento ——— Ponto Fonte sobre o contorno ——— Sein Pre-Condicionamento

Sem Pre-Condicionamento
Ponto Fonte sobre o contoimo —< . . .
Com Pre-Condicionamento

Formulacio em Forca de Superficie

L. Sem Pre-Condicionamento
Ponto Fonte fora do dominio < « T
Com Pre-Condicionamento

Figura 6.5 Resumo das analises realizadas neste exemplo.

Inicialmente serdao discutidos os resultados obtidos para os deslocamentos
verticais (flecha) no meio do vao por meio das formulagdes ja descritas. Na Fig. (6.6) ¢
apresentado o diagrama comparativo sendo que no eixo das ordenadas considera-se o
deslocamento obtido pelas variacdes da formulagdo em forga de superficie considerada

dividida pelo resultado apresentado pela formulagdo em deslocamento.
12,0 -
11,0
10,0
9,0 -
8,0 -
7,0
6,0
5,0
4,0 -
3,0 -
2,0 -

1,0 o o o o o o o

Desloc./(Desloc Form em Desloc.)

0,0 T T T T T T T T T T 1
_1.0-00 %,10 0,20 030 040 05 o060 070 080 09 100 1,10

-2,0 - Relagdo Altura/Comprimento

---e--- Forga Superficie

—e— Forca Superficie Ponto Fonte Fora
—=—Forga Superficie Pre Condic.

—a— Forga Superficie Ponto Fonte Fora Pre Condic.

Figura 6.6 Diagrama deslocamento vertical x relagdo altura/comprimento para o meio do vao.
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Inicialmente pode-se perceber que os resultados para todas as formulacdes
empregadas sdao muito semelhantes para grande parte do intervalo de wvariacdo
considerado. Constata-se que a partir do instante em que a rela¢do altura/comprimento
do vao atinge o valor igual a 0,15 os valores dos deslocamentos comegam a divergir.
Verifica-se também que a presenga do pré-condicionamento ndo alterou o resultado
final. Esse comportamento pode ser atribuido ao fato da matriz resultante do processo
de troca de colunas entre as matrizes H e G nao ser diagonalmente dominante.

Outra grandeza analisada foi a tensdo principal de tra¢do, o,, atuante em um

ponto no meio do vao e posicionado a uma distancia igual a 10% da altura da viga em
relacdo a face inferior da mesma. Na Fig. (6.7) encontram-se os resultados comparativos
ressaltando que no eixo das ordenadas ¢ considerada a tensdo principal de tragdo
fornecida pelos modelos que utilizam equacao integral de forca de superficie dividido

pelo resultado obtido no modelo que emprega equacao integral em deslocamento.
12,0 -
11,0
10,0
9,0
8,0
7,0 4
6,0
5,0
4,0 +
3,0 4

Ill(ll Form. Em Desloc.)

2,0 4
1,0

0,0 T T T T T T T T T T T 1
R 0O,OO 0,10 020 030 040 050 060 0,70 080 09 1,00 1,10

L — L &

Relagédo Altura/Comprimento

---e--- Forga Superficie

—e— Forga Superficie Ponto Fonte Fora
—s—Forga Superficie Pre Condic.

—a— Forca superficie Ponto Fonte Fora Pre Condic

Figura 6.7 Diagrama tensao principal o; x relacdo altura/comprimento.

O comportamento da tensdo principal de tracdo ¢ muito semelhante ao
observado na analise da flecha discutido anteriormente. Este resultado ¢ até previsivel
visto que as tensdes sdo grandezas internas obtidas a partir dos valores calculados e
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prescritos no contorno. Verifica-se que até a relagao altura/comprimento do vao igual a
0,15 os resultados das formulacdes empregadas sdo praticamente iguais, no entanto para
valores inferiores a este os resultados apresentam divergéncia. A realizacdo do
procedimento de pré-condicionamento ndo alterou os resultados para a andlise
confirmando assim o fato de que o sistema matricial final ¢ denso e nao simétrico.

Ainda em relacdao a este exemplo foi analisado também o comportamento do
numero de condicao do sistema matricial resultante. O niimero de condicdo reflete a
instabilidade do sistema e pode ser consultado com maiores detalhes no Anexo F.

O numero de condi¢do deve ser analisado conjuntamente com o numero de graus
de liberdade do problema. Adota-se esse procedimento pelo fato do nimero de graus de
liberdade refletir a ordem da dimensdo das matrizes envolvidas no problema. Nas Fig.
(6.8) e Fig. (6.9) encontram-se os resultados da evolugdo do nimero de condi¢do com o

numero de graus de liberdade e também com a relacdo altura/comprimento do vao.

1700,0 1 F1125
1600,0 1 1,000
@ 1500,0 0275 2
E 2
T 1400,0 - F0,750 E
3 E
a =l
2 1300,0 4 F0p25 ©
] E
= =
3 12000 4 F0,500 =
Z e
S 1100,0 A L0375 &
£ 3
E o
= 1000,0 + -0,250
a00,0 - i P05
800,0 : : : —+ 0,000
0,06+00 5,06+03 1,06+04 1,56+ 04 2,0E+04

Niamero de Condigio

---# - Forga Superficie —s— Forga Superficie Ponto Fonte Fora —— Deslocamento

Figura 6.8 Analise do nimero de condi¢do. Formulagdes sem pré-condicionamento.
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17000 1125

16000 L1000
2 15000 - r0.875 £
2 g
2 14000 A r0.750 §
5 z
< 13000 - L0625 O
:
-E 1 L0500 5
S 12000 500 2
@ =
2 5
S 11000 - Lo3rs &
e [
2 =
= 10000 A 0,250
=

5000 A e L0125

BDD,D T T T T T 0,000

0,0E+00 £ E+12 1 0EH3 15E+13 20EH3 2 5E+13 3 0E+13

Niamero de Condicao

—— Forga Superficie Pre Condic. —&— Forga Superficie Ponto Fonte Fora Pre Condic

Figura 6.9 Analise do numero de condi¢@o. Formulagdes com pré-condicionamento.

Analisando primeiramente o diagrama apresentado na Fig. (6.8) pode-se
perceber que os modelos, em que foi empregada a formulacdo em forga de superficie,
apresentam uma forte elevacdo do numero de condi¢do quando a relagdo entre a
altura/comprimento do vao alcanga 0,10. Esse resultado ¢ coerente com os
deslocamentos e tensdes principais ja discutidos anteriormente os quais divergem
quando a relacdo citada alcanca valores inferiores a 0,15. J4 a evolu¢do do numero de
condicdo dos modelos que utilizam a formulagdo em deslocamentos ¢
consideravelmente estavel. Esse resultado ¢ esperado ja que as respostas por meio dessa
formulacao apresentaram-se estaveis para os intervalos analisados.

Considerando agora os resultados apresentados na Fig. (6.9) observa-se que por
meio das formulagdes consideradas nestes modelos o numero de condigdo ¢
substancialmente superior aos dos modelos analisados e com os resultados ilustrados na
Fig. (6.8). Esse resultado pode ser explicado em parte pela consideragao do processo de
pré-condicionamento. A matriz pré-condicionadora utilizada pode ndo ter sido adequada
para o tipo de problema analisado. Isso ocorre porque a matriz decorrente do processo
de troca das colunas entre as matrizes H e G ¢ densa enquanto a matriz pré-
condicionadora utilizada ¢ uma matriz diagonal. Assim o pré-condicionamento acabou
por tornar o sistema mais instdvel causando, portanto efeito contrario ao que se

pretendia.
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Apesar disso os resultados apresentados anteriormente podem ser justificados
devido a forte influéncia do termo hiper-singular, constante na matriz H, sobre o sistema
matricial final. De acordo com o modelo analisado existem apenas trés graus de
liberdade do modelo que sdo restritos sendo dois na direcdo vertical (y) e um na dire¢ao
horizontal (x). Dessa forma a matriz resultante da troca de colunas entre as matrizes H e
G sera constituida apenas por trés colunas da matriz G sendo as demais pertencentes a
matriz H.

Conforme ja citado anteriormente o método dos elementos de contorno, mesmo
em sua formulagdo em deslocamentos, apresenta dificuldades quando da analise de
dominios cuja geometria apresente uma dimensao consideravelmente menor que a outra
(admitindo-se o caso plano). Quando ¢ utilizada a formulacdo em forca de superficie a
maior singularidade presente acentua este efeito. Assim a partir do momento em que a
relacdo altura/comprimento do vao atinge o valor de 0,15 os resultados comecam a
divergir. Para a formulacdo em deslocamentos, desde que sejam utilizados
procedimentos de sub-elementagdo, resultados confidveis podem ser alcangados para

relacdes inferiores a 0,15.
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7. - Consideracoes sobre a Implementacio Computacional

Neste capitulo serdo abordados tdpicos importantes relacionados as
implementagdes computacionais efetuadas. Serdo discutidos os métodos de extragdo
dos fatores de intensidade de tensdo, as teorias de intera¢do de modos de solicitagdo ao
fraturamento bem como a técnica utilizada para determinacao da dire¢ao de propagagao
das fissuras. O procedimento de otimizacdo de malha e o Pré-Processador desenvolvido

serdo também apresentados.

7.1 — Extracdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo

Inicialmente os métodos de extracdo dos fatores de intensidade de tensdo sdo
discutidos. Neste trabalho duas técnicas sdo utilizadas sendo que a primeira ¢ a ja
consagrada técnica de correlagdo dos deslocamentos a qual foi empregada com sucesso
em andlises como nos trabalhos de BITTENCOURT et. al. (2003) e CARVALHO
(1998). Outra técnica considerada ¢ a baseada no estado de tensdo a frente da
extremidade da fissura utilizada por MACIEL (2003), inspirada no trabalho de PARIS
& CANAS (1997), e aplicada com pequenas modificagdes no trabalho de PORTELA
(2004).

7.1.1 - Técnica de Correlacdo de Deslocamentos

A determinagdo dos fatores de intensidade de tensdo por meio da técnica de
correlacio de deslocamento ¢ efetuada mediante o correlacionamento dos
deslocamentos, determinados numericamente nos pontos nodais do elemento localizado

na extremidade da fissura, com solugdes analiticas.
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Por meio das fungdes de tensao de WESTERGAARD (1939) ¢ possivel obter as
equagdes que descrevem o campo de deslocamento na regido proxima a extremidade da

fissura as quais sdo apresentadas nas Eq. (7.1) e Eq. (7.2).

w=to T -cos(ej{(/c—1)+2~sin2(6ﬂ+ 2 r-sin(gj-{(lc+l)+2-cosz(eﬂ(7-1)
2.4 21 2 2 2-u V21 2 2

v= K, r-sin(ej-{(x+1)—2-0052(9H+ K r-cos(ej-{(lc—lﬁ2-sin2(€ﬂ(7-2)
2-u \2-x 2 2 2-u \2-m 2 2

em que:

3-4-v

x ¢igual a 3—4-v se Estado Plano de Deformacao e Estado Plano de Tensao.

l1+v
6 angulo de inclinagdo do ponto considerado em relagio a extremidade da fissura.
r distancia do ponto considerado a extremidade da fissura.
u deslocamento paralelo as faces da fissura.

v deslocamento normal as faces da fissura.

A determinacdo das expressdes para a avaliacdo dos fatores de intensidade de

tensao ¢ efetuada avaliando as Eq. (7.1) e Eq. (7.2) para angulos iguais a 7 e — 7, ou

seja, nas faces da fissura conforme como ilustrado na Fig. (7.1).

T

Faces da 7

Fissura

Figura 7.1 Avaliagdo das equagdes de deslocamentos nas faces da fissura

As expressdes obtidas da avaliagdo das Eq. (7.1) e Eq. (7.2) para os angulos
iguais a 7 e — 7z devem ser subtraidas de forma a obter equacdes que definam os fatores
de intensidade de tensdao em fun¢ao da diferenga entre os deslocamentos das faces da
fissura. Efetuando esta operagdo sdo obtidas as Eq. (7.3) e Eq. (7.4) as quais
referenciam os fatores de intensidade de tensdo a diferenga entre os deslocamentos

paralelo e perpendicular ao plano da fissura.
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K, == 1 .COD (7.3)

K,,:W/Z'—”- H__.csp (7.4)
r (K+1)

COD “Crack Open Displacement” diferenca entre os deslocamentos perpendiculares ao

sendo:

plano da fissura.
CSD “Crack Sliding Displacement” diferenga entre os deslocamentos paralelos ao plano

da fissura.

A Fig. (7.2) ilustra mais claramente as formas de calculo das diferencas entre os

deslocamentos perpendiculares e paralelos ao plano da fissura.

——..___
...:'r
— 2
& o
— R
&
CsD |,

Configuraciao Indeformada
Configuracio Deformada

Figura 7.2 Determinagéo das diferengas entre os deslocamentos normais e paralelos ao plano da fissura.

Para a implementacdo computacional deste critério foram considerados os
deslocamentos dos dois pares de pontos fontes pertencentes aos dois elementos

localizados na extremidade da fissura como apresenta a Fig. (7.3).

Pares de pontos fontes

7N\

Elementos de
contorno ( )

N
N

Figura 7.3 Localizagdo dos pontos fontes para utilizagdo na técnica de correlagdo de deslocamentos.
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Os fatores de intensidade de tensdo sdo calculados inicialmente com o primeiro
par de pontos fontes, mais proéximo a extremidade da fissura. Em seguida o calculo ¢
repetido considerando os pontos fontes localizados na extremidade do elemento mais
distante da ponta da fissura.

Os fatores de intensidade de tens@o para a fissura sdo considerados como sendo a
média aritmética dos valores obtidos para os dois pares de pontos fontes dos elementos
localizados na extremidade da fissura. Esse procedimento ¢ preciso e fornece bons

resultados como serd apresentado mais adiante.

7.1.2 - Técnica Baseada no Estado de Tensao

Neste topico ¢ abordada a metodologia para o célculo dos fatores de intensidade
de tensdo proposta por MACIEL (2003). Esse processo ¢ uma padroniza¢ao da técnica
proposta por PARIS & CANAS (1997) os quais sugerem que os fatores de intensidade
de tensao podem ser obtidos a partir da geragao de curvas de tensdo, em fun¢do da
distancia a extremidade da fissura, para diversos pontos localizados a frente da ponta da
fissura. Deve-se destacar que os pontos selecionados apresentam a mesma inclinagdo da
fissura resultando, portanto € =0. As expressdes que relacionam o estado de tensdo a
distancia referente a extremidade da fissura foram apresentadas no capitulo 4 recebendo
a seguinte numerag¢ao Eq. (4.10), Eq. (4.11) e Eq. (4.12). Apos a criacdo das curvas
efetua-se o processo de linearizagdo das mesmas, via operador logaritmo, e em seguida
realiza-se uma regressao linear sendo o fator de intensidade de tensdo determinado em
funcdo das variaveis resultantes da regressdo. Esse procedimento € bastante custoso ja
que exige uma grande quantidade de pontos internos para o calculo das tensdes.

A metodologia utilizada neste trabalho consiste em escolher apenas trés pontos
para a realizagdo da extra¢do tornando assim o processo mais simples e rapido. De
acordo com as andlises realizadas por MACIEL (2003) os pontos ideais para a

. S ) o 1 1 1
realizacdo da extragdo sdo aqueles localizados a distancia de g-a,—-a,—-a , sendo aa

7 6

metade do comprimento da fissura conforme apresenta a Fig. (7.4).
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Figura 7.4 Localizagdo dos pontos para extragdo dos fatores de intensidade de tenséo.

Com o auxilio das Eq. (4.10), Eq. (4.11) e Eq. (4.12) os fatores de intensidade
de tensdo sdo determinados em cada um dos trés pontos. Apoés a realizacdo desse
procedimento efetua-se a média aritmética dos valores obtidos nos trés pontos
resultando assim os fatores de intensidade de tensdo para a fissura.

Este procedimento ¢ muito semelhante a técnica de correlagdo de deslocamentos
descrita no item anterior. A diferenca ¢ que nesse método utilizam-se expressoes
analiticas de tensdo para a avaliacdo dos fatores de intensidade de tensdo e ndo os

deslocamentos como descrito no item 7.1.1.

7.1.3 — Comparativo entre as Técnicas para extra¢do dos Fatores de Intensidade de
Tensdo

De forma a comparar as técnicas de extracdo dos fatores de intensidade de
tensdo utilizadas neste trabalho ¢ analisado a seguir um exemplo. Trata-se de uma viga
biapoiada com uma carga concentrada no centro do vao apresentando ainda uma fissura

localizada em seu centro conforme ilustra a Fig. (7.5).
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1,0 kN

1,0m

5,0m
| |

Figura 7.5 Geometria e carregamentos para analise dos fatores de intensidade de tensdo.

Os dados utilizados como parametros da fissura e do material foram:

K
m2

E=210-10° v=0,20 a=0,275m

A solugdo analitica para o problema em questdo ¢ apresentada em BROEK

(1986) sendo ¢ igual a:

% 2
3.0 L 99— 141 215-3,93. L 427 L
P.S w, W, w, w, W,

K = . 75
B 2-(1+2-“j-[1—"j% "
w

w

v v

em que:

S, vado da viga

W, altura da viga

a extensao da fissura

B espessura do corpo

P valor da carga concentrada

No exemplo em questdo ¢ solicitado somente o modo I de fraturamento. Assim
a resposta analitica para o fator de intensidade de tensao no modo dois deve ser nula.
Para a comparagao dos fatores de intensidade de tensao as duas formulacdes em

elementos de contorno utilizadas nesse trabalho, formulacdo singular e dual, sdo
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empregadas. Para o exemplo em questdo o afastamento entre as faces da fissura

considerado ¢ de 0,001 m para a utilizagao da formulagao singular.

Nas tabelas a seguir encontram-se os resultados referentes as respostas obtidas

para a estrutura.

Tabela 7.1 Comparagao dos fatores de intensidade de tens@o para o modo I.

, Formulag¢ao Dual Formulacio Singular
Numero de Elementos na — - - — - — Resultado
. L . Técnica de Correlagdao | Metodologia | Técnica de Correlagdo | Metodologia .
Discretizagdo da Fissura Analitico
de Deslocamentos MACIEL de Deslocamentos MACIEL
8 7,20234 7,34373 7,58523 7,78646
10 7,18487 7,16234 7,56841 7,71810 7,13620
12 7,13221 6,99795 7,52266 7,67350
Tabela 7.2 Comparagao dos fatores de intensidade de tensao para o modo II.

Numero de Elementos na — Formulac:?xo Dual - — Formulag:?ui Singular — Resultado
. L . Técnica de Correlagdo | Metodologia | Técnica de Correlagdo | Metodologia o,
Discretiza¢do da Fissura Analitico

de Deslocamentos MACIEL de Deslocamentos MACIEL
8 0,01694 0,02026 0,42836 0,66918
10 0,01639 0,01886 0,40237 0,67778 0,00000
12 0,01710 0,01942 0,39810 0,67889

Conforme apresentam os resultados das Tab. (7.1) e Tab. (7.2) pode-se verificar
que por meio de ambas as formulagdes empregadas os resultados obtidos podem ser
considerados como satisfatorios. Considerando inicialmente os resultados para o fator
de intensidade de tensdo no modo I percebe-se que com o aumento da discretizacdo as
respostas numéricas tendem as respostas analiticas.

Por meio da formulagdo dual constata-se que os resultados sdo muito préximos
aos previstos analiticamente mesmo com o emprego de uma discretizagdo nao muito
refinada nas faces da fissura. Através desta formulagdo, a técnica de correlacdo de
deslocamentos apresentou as melhores respostas sendo a diferenga encontrada, em
relacdo ao modelo analitico, de 0,05% considerando a maior discretizagdo empregada.
Ja via formulagdo singular os resultados encontrados ndo sdo tdo precisos quanto os
obtidos pela formulacao dual, no entanto podem ser considerados como satisfatorios.
Considerando a técnica de correlacdo de deslocamentos, a qual forneceu os melhores
resultados, a diferenca encontrada ¢ de 5,4%. Apesar de a diferenca encontrada ser
consideravelmente superior a observada utilizando-se a formulagdo dual este resultado
pode ser encarado como bom. Isso ocorre pelo fato de, na formulagao singular, a fissura
ser considerada como um vazio no dominio do problema sendo as extremidades da

fissura unidas por um elemento de pequeno comprimento. Assim a geometria da fissura

Capitulo 7 — Consideragdes sobre a Implementagdo Computacional




81

nao ¢ corretamente descrita levando a valores maiores para o fator de intensidade de
tensdo.

Em relagdo aos fatores de intensidade de tensdo solicitados no modo II percebe-
se que por meio da utilizagdo do método dual os resultados sdo mais precisos que os
obtidos via formulagdo singular. Este comportamento acompanha a tendéncia dos
resultados apresentados para o modo de solicitacao I sendo a explicagdo para tal ja
descrita no paragrafo anterior. Por meio da formulacdo dual os erros encontrados sao de
1,7%, para a técnica de correlagdo de deslocamentos, e de 1,9% para a metodologia
proposta por MACIEL (2003). Ja na formulagao singular esse erro aumenta sendo igual
a 4%, com a técnica de correlacdo de deslocamentos, e de 6,8% para a metodologia de

MACIEL (2003).

7.2 — Teorias de Interacdo de Modos de Solicitacdo ao Fraturamento

O processo de fratura provoca no corpo em analise uma progressiva perda de
rigidez a qual em casos extremos chega a ruina em virtude do crescimento e
coalescéncia das fissuras. Por meio do estudo da mecanica da fratura ¢ possivel a
defini¢do de critérios de forma a se conseguir determinar a dire¢do de propagacdo da
fissura assim como a carga critica de fraturamento.

Muitos sdo os critérios propostos para tal objetivo dentre os quais podem ser
destacados os critérios da maxima tensao circunferencial, maxima taxa de liberacao de
energia (critério G) e minima densidade de energia de deformagio (critério S). E
possivel ainda definir um critério baseado no estado de tensdo a frente da fissura o qual
¢ concebido a partir de trabalhos empiricos.

Neste trabalho os quatro critérios acima citados foram considerados na
implementagdo computacional. A seguir serd efetuada uma breve descri¢do destes
critérios sendo que maiores detalhes sobre o assunto poderao ser consultados em livros

referéncias como BROEK (1986) e MI (1996).
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7.2.1 - Critério da Maxima Tensdo Circunferencial

O critério da maxima tensdo circunferencial foi proposto por ERDOGAN e SIH
(1963) e define que a fissura ird crescer perpendicularmente a dire¢do de atuagdo da
maxima tensdo circunferencial presente na extremidade da fissura.

Para a determinagdo da formulagdo para o calculo do angulo de propagacao ¢
necessaria, inicialmente, a obten¢do das relagdes que exprimem o estado de tensdo na
regido proxima a extremidade da fissura. Considerando o sistema de coordenadas como
apresentado na Fig. (7.6) e empregando as fun¢des de tensio de WESTERGAARD

(1939) ¢ possivel determinar estas expressoes as quais podem ser escritas como:

1 0 g) 3
O = .COS(EJ.{K, -cos’ (E)—E.Kﬂ -sen(é’)} (7.6)

1 0
=5 cos| 5 (K, sen(0)+ K, (eos(0)-1)] 09

1 0 0 3 0
(o :2.—M.COS[EJ.|:KI '(1+S€I’Z2 (EJJ-FEKH -sen(@)—Z-KH tan(zﬂ (7.8)

sendo:
o, Tensdo Circunferencial.

o, Tensdo Radial.
7., Tensdo Cisalhante.

K, fator de intensidade de tensdo para o modo I de fraturamento.
K, fator de intensidade de tensdo para o modo II de fraturamento.

‘Y

X

\/Extremidade da

Fissura

Figura 7.6 Sistema de coordenadas para a determinag@o das expressdes de tensdo na ponta da fissura.
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Para a determinag¢do do angulo de propagagdo a tensdo circunferencial, o, ,

deve ser mdxima e conseqiientemente uma tensdo principal. De acordo com os
conceitos da Mecanica dos Solidos para que essa situagdo ocorra a tensdo de
cisalhamento deve ser nula. Assim para determinar a direcao de propagacao da fissura,

6 ,, deve-ser fazerz ,= 0. Por meio dessa condigdo ¢ possivel obter:

K,-sen(ﬁp)+K,,-(3-cos(9p)—1):0 (7.9)

Empregando relagdes trigonométricas € possivel reescrever a relagdo acima

9 2
tan| = :l &i L9 +8 (7.10)
2 41 K, K,

Por meio da resolucao da Eq. (7.10) sdo obtidos dois angulos sendo que o angulo

como:

a ser considerado como o de propagacdo ¢ aquele que maximiza o valor da tensao
circunferencial, Eq. (7.6).

Esta teoria também prevé a determinagdo do valor da tenacidade ao fraturamento
calculada numericamente. Na literatura, MI (1996) e BITTENCOURT et. al (2003),
essa grandeza ¢ também denominada de fator de intensidade de tensdao efetivo ou
equivalente e para a sua determinag¢do deve-se reescrever a Eq.(7.6) de forma mais

conveniente. Assim:

Cpp N2 1 = cos[gj-[K, -cos’ (gj—% p -sen(&)} (7.11)

Comparando o primeiro membro da Eq. (7.11) com a Eq. (4.7) apresentada no
capitulo 4 ¢ possivel verificar que esse membro ¢ equivalente ao fator de intensidade de
tensdo. Dessa forma pode-se definir o fator de intensidade de tensdo equivalente, o qual
devera ser comparado a tenacidade ao fraturamento do material para a verificacdo da

estabilidade a propagagao da fissura, por meio da seguinte relacao:
0 0 0
3 2 .
K, =K, cos (7”)—3-KH -COS (f]-sm(?pj (7.12)

A denominagdo fator de intensidade de tensdo equivalente ¢ atribuida por ser

essa variavel uma combinagdo dos fatores de intensidade de tensao para os modos I e II.

Capitulo 7 — Consideragdes sobre a Implementagdo Computacional




84

7.2.2 - Critério da Maxima Taxa de Liberagdo de Energia Potencial

O critério da méxima taxa de liberagdo de energia potencial se baseia na energia
potencial que ¢ liberada durante o processo de fraturamento. Para propagagdes
colineares (que nao mudam de direcdo) em regime elastico linear, a taxa de liberagdo de
energia ¢ igual a soma das energias liberadas para os modos de fraturamento I e II.

G=G,+G, (7.13)
sendo:

G, ataxa de liberacdo de energia para modo I puro.

G, a taxa de liberacdo de energia para modo II puro.

Da teoria da mecanica do fraturamento a taxa de liberagdo de energia potencial
esta relacionada aos fatores de intensidade de tensao por meio das seguintes relagdes:

xK+1

G, ="K’ (7.14)
8- u

G, =’;—+1-K,2, (7.15)
e

No entanto nem sempre a propagacdo das fissuras ocorre de forma colinear,
como no fraturamento em modo misto. Nessa situacdo, a propagacao da fissura ocorre
em uma direcao arbitraria. No trabalho de HUSSAIN, PU & UNDERWOOD (1974) foi
sugerido que o crescimento da fissura ocorra na dire¢do que provoca a maxima taxa de
liberacdo de energia de fraturamento. Para isso esses autores estabeleceram uma
equacdo, utilizando uma fun¢do de mapeamento com varidveis complexas, onde 6
define uma diregdo radial com respeito a ponta da fissura corrente. Utilizando a técnica

proposta, HUSSAIN PU & UNDERWOOD (1974) chega-se a seguinte expressao:

G(@):i-( ! jz-l_% %.{(Hs.coy(e))xﬁ

+ 2 H
2

+8-sin(@)-cos(é’)-I_<1-I_<n+(9—5-cos2 (0))-1_(11 (7.16)

Dessa forma o angulo de propagacao ¢ obtido a partir da maximizacdo da

variavel G(@) na Eq. (7.16). Assim como a taxa de liberacdo de energia, nesta
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expressao os fatores de intensidade de tensdes K;e Ky também foram definidos como

fungdes de &, conforme as equacdes a seguir.

%'ﬂ'
- 2 (1-6
K, =( 4 j : %T ‘[KI -cos(9)+%~Kﬂ -sin(@)} (7.17)

2 12
3+cos (6’) 1+ -

0,

- 4 Y [0 1 .
Ki= °0) ‘ -K,,‘cos(ﬁ)—?Kfsm(G) (7.18)

Além desse critério prever que a fissura propaga na dire¢do de méxima taxa de
liberagdo de energia potencial verifica-se também que a condicio de estabilidade para o

crescimento ¢ dada pela seguinte relacao:

G(@)zm-KEQ (7.19)

Assim a Eq. (7.19) representa a expressao para o célculo do fator de intensidade
de tensdo equivalente que serd comparado a tenacidade ao fraturamento para verificagdo

da condicao de estabilidade ao crescimento da fissura.

7.2.3 - Critério da Minima Densidade de Energia de Deformagdo

Neste critério, proposto por SIH (1974), a direcdo da propagacdo da fissura ¢
determinada pelo valor da densidade de energia de deformagdo, S, nas proximidades da
fissura. A energia de deformacdo ¢ definida como a energia armazenada no sistema
devido a mudancas no estado de deformacao. Para corpos elasticos lineares essa energia

pode ser escrita como:

1
Energia Deformagdo = J‘E 0, &;dV (7.20)
V

A densidade de energia de deformagao, portanto pode ser definida como:

d d 1 1
——( Energia Deformacio)=—| | —-o0,-&.dV |=—-0.-¢&. 7.21
g (Enersia Def Q)quzlf’sz’f” (72D
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Utilizando a Lei de Hooke generalizada, Eq. (3.5), juntamente com as equacdes
que relacionam os fatores de intensidade de tensao as tensdes na extremidade da fissura,
Eq. (4.10), Eq. (4.11) e Eq. (4.12), ¢ possivel obter a expressdo para a determinagdo da

densidade de energia a qual ¢ apresentada na Eq. (7.22).

S(9)=a”-K12+2-a12-K,~KH+a22~K121 (7.22)

Nessa expressdo os termos ajj sdo dados por:

:ﬁ[(1+cos(6))-(ic—cos(6))] (7.23)

a, = 161-,u -sin(6)-[2-cos(6)—(x —1)] (7.24)

:%-[(K+l)-(1—cos(l9))+(l+005(0))-(3-005(0)—1)] (7.25)
Y7

Assim o angulo de propaga¢ao ¢ aquele que minimiza o termo S (0) apresentado
na Eq. (7.22).

Por meio desse critério define-se que a fissura ird propagar na dire¢do em que a
densidade de energia de deformagdo for minima. Além disso, a estabilidade para o
crescimento das fissuras ¢ efetuada por meio da seguinte relagdo:

S, = x-l KL (7.26)
8-

Nesse critério verifica-se que a fissura ird propagar quando a densidade de

energia de deformagdo atingir um valor critico S, . Esse valor ¢ relacionado a

tenacidade ao fraturamento por meio da Eq. (7.26).

7.2.4 - Curvas de Interacdo

As trés teorias de interagao de modos de solicitacdo ao fraturamento descritas
para a determinacdo da direcdo de propagacdo das fissuras podem ser representadas
através de curvas de interagdo. O lugar geométrico da fratura em modo combinado para

os trés critérios pode ser visualizado na Fig. (7.7). De acordo com os critérios, uma
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fissura ira propagar quando os fatores de intensidade de tensdo para os modos I e II

atingirem valores que ultrapassam as respectivas curvas de interacao.

100 &
108 - - -
j“} Estado Plano de Tensdo Minima Densidade de Energia de
' Estado Plano de Deformagiio | Deformaco
027

_—— Tensio Crounferencial Mazma

Masmima Taxa de Liberacio de
Energta Potencial

02 04 0f 0g 10
Figura 7.7 Diagrama de interagdo de modos. Situag@o de ruptura. BITTENCOURT et. al. (2003).

7.2.5 - Critério baseado em tensdao

O critério aqui descrito parte de uma adaptacdo do critério proposto por
TANAKA (1974). Este critério pode ser utilizado quando o método de extracdo dos
fatores de intensidade de tensao ¢ baseado na técnica proposta por MACIEL (2003). Por
meio desta técnica o estado de tensdo no corpo ¢ avaliado em pontos localizados a
frente da extremidade da fissura. Através desse critério admite-se que a fissura ira
propagar na direcao perpendicular a dire¢do de atuagdo da maxima tensdo principal de
tracdo, o,. Para a avaliacdo do angulo de propagacdo € utilizada a seguinte relagao:

tan(z -0, ): 02% (7.27)
x y

Para a determinagio do angulo, &, , por meio da expressdo acima ¢ utilizada a

média aritmética dos valores de tensdes avaliados nos pontos de extracdo. O angulo de
atuacdo da maxima tensao principal de tragao ¢ aquele que maximiza a Eq. (7.28).
- o.,+to0, 0,-0

g=———"% - 3 Y. cos(2-6)+ T, -sin(2-0) (7.28)

A esse angulo ¢ adicionado 90° e assim tem-se o angulo de propagacao.
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O valor do fator de intensidade de tensdo equivalente ¢ obtido empregando a
relagdo proposta por TANAKA (1974) o qual efetua processo semelhante, no entanto as
grandezas avaliadas a frente da extremidade da fissura sdo os deslocamentos. O fator de

intensidade de tensdo equivalente ¢ dado por:

K, ={K;+8-K, (7.29)

7.3 — Gerador de Fissuras Iniciais

Para a andlise do comportamento de fissuras em dominios bidimensionais ¢é
necessaria, inicialmente, a correta definicdo dos pardmetros geométricos da fissura
assim como de sua localizagdo. No cddigo computacional desenvolvido neste trabalho a
geracdo das fissuras iniciais no dominio do problema pode ser efetuada por meio de dois
diferentes caminhos.

O primeiro deles refere-se a prescricdo das propriedades geométricas da fissura
pelo usuario do programa. Dessa forma o usudrio deverd informar o nimero de fissuras
considerado na analise, as coordenadas cartesianas do centro da fissura bem como seu
comprimento e angulo de inclina¢do em relacgdo ao sistema de coordenadas adotado.

Outra opg¢ao de criacdo das fissuras € via geragao aleatéria dentro do dominio a
ser analisado. Para tal foi utilizada uma biblioteca interna do FORTRAN 6.0 especifica
para geracdo de numeros aleatorios. Sdo geradas aleatoriamente as coordenadas do
centro da fissura assim como seu comprimento ¢ angulo de inclinagdo em relagdo
sistema de eixos cartesianos considerado.

Deve-se ressaltar que as duas metodologias de criagdo de fissuras podem ser
utilizadas conjuntamente, permitindo ao usudrio prescrever uma parte das fissuras
presentes na andlise sendo o programa responsavel pela geracdo das propriedades das
demais fissuras de forma aleatoria.

Apo6s a criacao das fissuras testes sdo efetuados para a eliminagdo de fissuras
que inicialmente dividam o dominio analisado em duas ou mais partes. Nestes testes sdo
consideradas fissuras isoladas e também fissuras que interceptam outras fissuras
internas a0 dominio e que cuja configuracdo de conexao caracteriza a divisao do

dominio analisado. Apoés a criacdo das fissuras ¢ efetuada a discretizacdo das mesmas.
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7.4 — Metodologia para Crescimento das Fissuras

O programa computacional desenvolvido neste trabalho tem como objetivo a
analise de corpos sujeitos a presenca de multiplas fissuras em seu dominio. Assim
torna-se necessaria a correta avaliagdo do comportamento das fissuras bem como do
seu processo de crescimento.

Para a correta definicdo do comprimento e angulo para a propagacao ¢ efetuado
um procedimento com o objetivo de minimizar os erros provenientes desta etapa.
Inicialmente o crescimento das multiplas fissuras ¢ efetuado considerando o valor do
fator de intensidade de tensdo equivalente presente em cada uma. Admite-se que o
crescimento de cada fissura ¢ linearmente proporcional ao fator de intensidade de
tensdo equivalente. Assim, a fissura que apresentar o maior fator de intensidade de
tensdo equivalente terd seu comprimento acrescido por um valor pré-definido na andlise
enquanto as demais fissuras apresentardo comprimento na propagacdo linearmente
proporcional ao comprimento de propagacao pré-definido na andlise de acordo com o
fator de intensidade de tensdo equivalente atuante.

Definidos os comprimentos iniciais de propagacdo deve-se entdo determinar o
angulo de propagagdo. Para a correta defini¢do dessa grandeza propde-se aqui uma
metodologia a qual pode ser executada em duas etapas. Na primeira, conforme ilustra a
Fig. (7.8), o comprimento de propagacdo da fissura € igual ao determinado inicialmente
sendo proporcional ao fator de intensidade de tensdo equivalente atuante. Apos a
criacdo dos nods e elementos da fissura ¢ calculada a dire¢do da propagagdo do proximo

tramo da fissura considerando uma das teorias de interacdo de modos ja descrita.

~ Y
\)

1 2
Erro =10, -0,

Face M
F-\Sda)/ Fi S da

ISSura ISSura

Figura 7.8 Procedimentos para a realizagdo da primeira iteragdo para o calculo do angulo de propagagao.
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Na segunda etapa o procedimento ¢ repetido, no entanto o comprimento do
tramo de propagac¢do da fissura ¢ igual a metade do comprimento considerado na etapa
anterior. Compara-se o angulo de propagac¢ao obtido na primeira etapa com o dngulo de
propagacao fornecido na segundo etapa. Se a diferenca entre eles encontrar-se dentro de
uma tolerancia pré-estabelecida na andlise o tramo empregado na primeira etapa ¢
criado e o fator de intensidade de tensdao equivalente ¢ novamente calculado.

Caso contrario o processo ¢ repetido, efetuando-se uma nova iteragdo,
considerando como comprimento de propagagdo da primeira etapa o comprimento do

tramo de propagacdo da segunda etapa da iteragdo anterior conforme ilustra a Fig. (7.9).

Lit1= L21'

Erro =10, - 0,

F aces da

Faceg da

FiSSura

Figura 7.9 Procedimentos para a realizagdo da segunda iteragdo para o calculo do angulo de propagagio.

Este procedimento ¢ robusto e estavel levando a resultados muito precisos

conforme sera apresentado no capitulo seguinte.

7.5 — Otimizacdo da Malha de Elementos de Contorno

Foi desenvolvido também um algoritmo com o objetivo de otimizar a malha de
elementos de contorno existente na discretizacdo. Este algoritmo reduz o numero de
elementos utilizados na discretizacdo das faces das fissuras ja distantes da ponta da
mesma. Dessa forma a discretizagdo ¢ mais refinada na regido proxima a extremidade
da fissura, ou seja, onde grandes concentragdes de tensdes e deformacgdes estdo

presentes.
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O procedimento de atuagdo deste algoritmo ¢ simples e pode ser acompanhado
com o auxilio da Fig. (7.10). Primeiramente, a fissura inicial presente no dominio do
problema ¢ discretizada utilizando elementos com comprimento maximo igual ao pré-
especificado na andlise. Durante o processo de propagacdo da fissura a determinagdo do
comprimento do crescimento da fissura bem como do seu angulo de inclinagdo sdo
efetuados segundo os procedimentos descritos na se¢do 7.4. Durante este processo a
discretizacdo do tramo que sera acrescido a fissura também ¢ efetuada observando-se o
comprimento maximo de elemento pré-especificado na andlise. Apos determinado o
comprimento e angulo de propagacdo a discretizagdo do trecho anterior ¢ eliminada
sendo este tramo representado somente por dois elementos de contorno cada um em
uma face da fissura.

Este processo ¢ repetido sendo otimizada a discretizagdo dos tramos distantes da
extremidade da fissura. Por fim apenas os dois tramos mais préximos a ponta da fissura
apresentam discretizacdo conforme especificado pelo usuario, o ultimo convergido e o
trecho em que ¢ efetuado o processo descrito na se¢ao 7.4.

A grande vantagem deste procedimento ¢ a utilizagdo da discretizagdo refinada
somente onde necessario. Neste trabalho todos os exemplos empregam esse
procedimento de otimizagdao de malha. Testes preliminares mostraram que os resultados
obtidos com o procedimento de otimizagdo sdo iguais aos verificados sem este processo.
Assim esta ferramenta reduz o tempo de processamento levando a resultados também
confiaveis.

Verificagdo Comprimento

e angulo
Verificagdo Comprimento
N Discretizagdo
e angulo
1° tramo
Discretizagdo Nova discretizagdo

Fissura Inicial \ Fissura Inicial \

Figura 7.10 Procedimentos para otimizagdo de malha.
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7.6 — Pre-Processador

De forma a tornar mais agil a modelagem dos problemas a serem analisados foi
desenvolvido um pré-processador para os dois programas de resolu¢do criados
(baseados no modelo dual e na equagdo integral de deslocamentos). Este programa tem
como objetivo gerar o arquivo de entrada de dados para os dois programas citados.

A linguagem computacional escolhida para o desenvolvimento do pré-
processador foi o Visual Fortran, a mesma linguagem que foi empregada na cria¢ao dos
programas de resolugdo. Nas figuras a seguir serdo apresentadas algumas janelas

principais para a constru¢do dos modelos.

PROGRAMA FRATURA METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO &\

£t
L | -
@ o Numero de Arestas do Modeln
2 UNIVERSIDADE DE SA0 PAULD
: ESCOLA DE ENGENHARIA DE SA0 CARLOS ] . .
W ¥ e [ados sobre a geometria da contarno a ser analizada

Numero de Arestras Retaz Presente
no Modelo a ser analisado

Mimero de &restas Curvas Presente
PROGRAMA PARA ANALISE DE SULIDOS o Modelo a ser analizado

BIDIMENSIOMNAIS COM MULTIFRATURAMENTO INICIAL
WlA METODO DOS ELEMENTOS DE COMTORNO

X

Mimero de furos internos ao
daminio Presente no Modelo a ser

analidado

ABOUT Cancel Cancel HELP

Figura 7.11 Janela inicial. Abertura do programa. Figura 7.12 Criagdo da geometria do corpo.

Definigdo das arestas com forgas de superficies prescritas ndo nulas &

Definigo do nimero das arestas com forga de superficie entos prescitos e o seu valar

Definigio da Discretizagao das Arestas Retas do Modelo X RN

Definic o do ndmera & do tpa de elementas para  aresta reta de nimera 1
Definigio das Forgas de Supeficis prescitss nas extremidades da arests considerada

Nuimero de Elementos na Aresta Wértice Inicial da Aresta considerada

Tipo do Elementa de Contamo a <er utiizadn Forga Presciita na diregdo X Forpa Prescrita na direcioy

Tipo de Elementos utiizades na

discretizagio da aresta

A deEETE D O E e i & Continuos e Descontinuos Vettie Final da Aresta cansiderada
discietizagio
Forga Prescila na diegio X Foiga Prescita na diega Y

" Descontinuos ,7 ,7

Cancel HELP Cancel HELP
Figura 7.13 Defini¢do da discretizagio Figura 7.14 Definicdo das condi¢Ges de contorno.
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Definigao do nimero dos pontos internos

Defina o ndmero de pontos internos a ser inzerido no modelo

Forma de Geragdo dos pontos internog
+ Gerag3o Automatica
i Geragdo Manual
(] |

Cancel | HELP |

3

Definigdo de parametros necessarios ao Método dos Elementos de Contorno

Intormagdies necessdrias a analise via Método dos Elementos de Contomo

——

MNumero de pontos de intearag8o a serem utiizados na
constiugdo do sistema matricial & no célcula das
grandezas internas

Coordenada Adimensional necessério ao
posicionamenta do ponto fonte nos elementas
descontinuos. Deve ser definido em porcentagem

——

Distancia relativa do ponto fonte ao contarma

——

Procedimenta para otimizag3o de malha

" Sim &+ Nio

Cancel HELF

Figura 7.15 Defini¢do dos pontos internos Figura 7.16 Definicdo Param. do Met. Elem. Contorno.

3

Parametros do Material e da Andlise

DefinicEo dos pardmetros caracteristicos do material

Mddulo de Elasticidade Longitudinal
Cosficiente de Poisson
Walor da Tenacidade ao Fraturamento

Walor do comprimento da zona de danificacdo 4
frente da extremidade da fizsura

Estado Flano para a &ndlise

* Estado Plano de Tens3o " Estado Plano de Deformagio

K concel | HeELe |

Dafinigio dos parémetros ralativos a Mecénica da Fratura

DefirigBo ds pabmatios relstivos s fisuas

M de Fissens Disperans no Maddeln |

Do miedma dos slementon 5 sninm
empeegadat na discitizac S0 das firsuas

Comprimenin mAAm0 en & OpAgACHn da |

fisturs

Diesfinic 8o dos crivério relativos & Mechnica do Fratursments

i Suka do Faer e Cikh
Inbersadade de Tensi

[FometagBa de Desocamenin |

Ce

cuis do Bnguio de
Propager o das Fresuas
|Misama Terdo Cocunlmencal |

ks do Fatoi &
de Tenso Eletero
[Mirama Terado Cacunlmemaal

=

HELP |

Figura 7.17 Defini¢do dos Param. material.

Metodologia para Analise via Método dos Elementos de Contorno

* Metodologia DAL

Metodologia para Analise do Problema via Método dog Elementos de Contarno

™ Wia Equacdo de deslocamenta

Figura 7.18 Defini¢do Param. para fraturamento.

X]

Cancel HELF

Figura 7.19 Escolha da metodologia de analise.
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Verifica-se que através do pré-processador a entrada dos dados a serem

processados torna-se mais rapida e a possibilidade de erros diminui substancialmente.

Por meio deste programa ¢ possivel a constru¢do de malhas com comprimento

progressivo de elemento, assim pode-se efetuar a discretizagdo de malhas refinadas em

regides com grandes concentragdes de tensdo e deformacdo. Para tanto deve ser

informado a taxa de refinamento.
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Além disso, ¢ possivel a construcdo de geometrias curvas. As coordenadas
nodais sdo definidas sobre o contorno curvo enquanto elementos retos sdo criados entre
estes nds. Contornos internos ao dominio podem também ser criados bastando somente
identificé-los.

A defini¢do dos parametros de andlise e do material como tenacidade ao
fraturamento, moédulo de elasticidade longitudinal, coeficiente de Poison, nimero de

passos de carga entre outros, torna-se também bastante facilitada.
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8. - Aplicagoes

Neste capitulo serdo abordadas algumas aplicacdes referentes a metodologia de
analise de fissuras discutida nos capitulos anteriores. Consideram-se cinco exemplos

onde as formulag¢des em deslocamento e dual serdo empregadas.

8.1 — Chapa com Fissura Central

O primeiro exemplo refere-se a uma chapa quadrada simplesmente apoiada em
sua base apresentando deslocamento prescrito ndo nulo na borda superior conforme
apresenta a Fig. (8.1). A fissura considerada encontra-se posicionada no centro

geométrico da chapa.

Ay=5,0 mm

CL

Figura 8.1 Carregamento e condi¢des de contorno para o exemplo 1.

Os parametros adotados no exemplo sdo:
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kN
0°—
m

a=0,10m E=210-1 v=0,30 CL=2,00m

1/2
2. Este valor

O valor da tenacidade ao fraturamento adotada ¢ 40080 kN/m
corresponde a liga metalica INCONEL 600 cujas caracteristicas foram determinadas por
GODEFROID et. al. (2004).

Foram utilizados 160 elementos de contorno na discretizagdo do contorno
externo da geometria sendo que os elementos utilizados nas faces da fissura apresentam
comprimento maximo igual a 0,02 m. A analise foi realizada empregando a teoria de
interacdo da maxima taxa de libera¢do de energia potencial sendo utilizada a técnica de
correlacdo dos deslocamentos para a determinagdo dos fatores de intensidade de tensao.
O carregamento foi aplicado considerando 50 passos de carga com tolerancia a
convergéncia igual a 1°. Neste exemplo as formulag¢des dual e singular foram utilizadas.
Por meio desta ultima metodologia a distancia de separagdo das faces da fissura ¢ igual
a 0,001 m.

Os resultados para a andlise realizada podem ser observados nas figuras a seguir.
Inicialmente sera comentado o caminho do crescimento das fissuras. Por meio das duas
formulagdes empregadas constatou-se que o caminho da propagacdo das fissuras foi o
mesmo. As Fig. (8.2), Fig. (8.3), Fig. (8.4) e Fig. (8.5) apresentam tal resultado para

alguns incrementos no comprimento.

Figura 8.2 Configura¢éo Inicial Figura 8.3 1° incremento no comprimento
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Figura 8.4 5° incremento no comprimento Figura 8.5 Separagdo do corpo em duas partes

Este exemplo ¢ conhecido na literatura por apresentar somente modo de
solicitacdo ao fraturamento I. Assim os resultados obtidos sdo coerentes ja que a
propagacdo da fissura ocorreu sem mudancas sensiveis de inclinagdo em relagdo a
observada na fissura inicial.

O campo de deslocamentos apresenta também interessante resultado. O
processo de crescimento da fissura evoluiu até a ocorréncia da separagdo da estrutura
em duas partes. Como o carregamento aplicado ¢ constituido por um deslocamento nao
nulo ¢ possivel a obtencdo de uma configuracdo de equilibrio para a estrutura apds a
ocorréncia da ruina da mesma. Nesta situag¢@o a parte superior do corpo apresenta um
deslocamento igual ao aplicado enquanto a parte inferior permanece com deslocamento
nulo. Este comportamento € o encontrado na analise. Pode-se verificar tal resultado por
meio da Fig. (8.6).

Deve-se notar que este resultado somente ¢ possivel devido ao fato do
carregamento externo ser um deslocamento ndo nulo. Assim, ¢ possivel obter uma
configuragdo de equilibrio apds a ruptura do corpo em duas partes. Sendo o
carregamento composto por uma for¢a de superficie o sistema de equacdes seria

singular no momento da separacdo das partes do corpo.

Capitulo 8 — Aplicagdes




98

0.003 0.004 0.003 0.002 0.001 ]

BT

Figura 8.6 Campo de deslocamento na diregdo y.

Outro resultado de grande importancia ¢ o apresentado na Fig. (8.7). Trata-se do
comportamento da tensdo principal de tragdo, o,. Pode-se verificar a grande
concentracdo de tensdo presente nas extremidades da fissura. Deve-se notar também a

simetria das tensdes em relacdo as faces da fissura o que torna mais evidente o caminho

de crescimento da fissura.

420000 360000 300000 240000 180000 120000 60000

s o

Figura 8.7 Diagrama de tenso principal de tragdo o . 2° incremento no comprimento.
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Neste exemplo as formulagdes dual e singular foram utilizadas para a analise.
Verificou-se que por meio de ambas as formulagdes consideradas os resultados obtidos
foram muito semelhantes ndo havendo variacdes sensiveis das respostas encontradas.
Esta constatagdo reforga a validagdo das implementa¢des computacionais efetuadas para

os codigos computacionais que tratam das formulagdes descritas.

8.2 — Viga biapoiada com Carga Central

Neste exemplo considera-se uma viga biapoiada com uma carga concentrada na
linha de centro do vao conforme apresenta a Fig. (8.8). O vao da viga considerado ¢ de
2,0 m enquanto a altura da secdo transversal ¢ igual a 0,80 m. A carga concentrada
considerada é de 1,0 kN.

A tenacidade ao fraturamento considerada para o material é igual a 1,0 kN/m"?,
Esse procedimento foi considerado pois ndo se estd interessado, neste exemplo, na
determinagdo da instabilidade ao crescimento da fissura mas sim na trajetoria de
crescimento das fissuras.

Os parametros adotados no exemplo sdo:
L

m2

1,0 kN

a=0,04m E=210-1 v=0,20

0,80 m

0,75 m 1,25 m |

Figura 8.8 Geometria e carregamentos para a estrutura a ser analisado no exemplo 2.
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A andlise do problema apresentado foi realizada empregando a teoria de
interacdo da minima densidade de energia de deformagao sendo utilizada a técnica de
correlacdo dos deslocamentos para a determinagdo dos fatores de intensidade de tensdo.
Foram empregados 560 elementos na discretizacdo do contorno externo da geometria
sendo que os elementos utilizados nas faces da fissura apresentam comprimento
maximo igual a 0,02 m. O carregamento foi aplicado por meio de 10 passos de carga
com tolerdncia a convergéncia igual a 1°. Neste exemplo optou-se por utilizar somente a
formulagdo dual.

Os resultados deste exemplo foram comparados aos previstos pelo programa
FRANC2D desenvolvido pela Universidade de Cornell/EUA. Esse programa estd
disponivel gratuitamente na “home page” desta universidade na internet sendo que
dentro de suas capacidades estd a analise da propaga¢ao de fissuras utilizando o método
dos elementos finitos.

Sera analisada inicialmente a trajetéria desenvolvida pela fissura durante a sua
propagacdo. As Fig. (8.9), Fig. (8.10), Fig. (8.11) e Fig. (8.12) apresentam a

propagacao para alguns incrementos no comprimento da fissura.

Figura 8.9 Configuracao inicial do exemplo.

Figura 8.10 5° incremento no comprimento da fissura.
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Figura 8.11 9° Incremento no comprimento da fissura.

Figura 8.12 Ultimo incremento no comprimento da fissura.

A modelagem deste exemplo por meio do programa FRANC2D foi efetuada
com os resultados apresentados a seguir. Através do modelo criado no FRANC2D foi
considerada a técnica de correlagao dos deslocamentos para a determinagdo dos fatores
de intensidade de tensdo e também a teoria de interacdo da minima densidade de
energia de deformacao para determinacdo do angulo de propagacdo. Nas Fig. (8.13) e

Fig. (8.14) encontram-se as configuragdes inicial e final para a andlise realizada.

Figura 8.13 Configuragao inicial da andlise.

Figura 8.14 Malha de elementos finitos final.
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As Fig. (8.12) e Fig. (8.14) podem ser comparadas verificando que o caminho
de propagacao desenvolvido pela fissura, por meio das analises efetuadas pelos dois
programas utilizados, ¢ muito semelhante ndo apresentando variagdes sensiveis. A
coordenada cartesiana em que a fissura analisada corta a face superior da viga ¢ a
mesma por meio dos dois modelos numéricos considerados. Dessa forma considera-se
validado o procedimento proposto para o crescimento das fissuras.

O diagrama de tensdo principal de tra¢do, o,, ¢ também avaliado sendo

apresentado na Fig. (8.15). Nesta figura pode-se perceber a grande concentracdo de

existente na extremidade da fissura.

44 4 3B 32 2B 24 2 1612 08 04 0 -04-08

Figura 8.15 Diagrama de tensdo principal 0, 4° incremento no comprimento.

Deve-se destacar também a substancial reducdo do nimero de elementos na
analise pelo procedimento desenvolvido via método dos elementos de contorno em
comparagdo ao utilizado pelo FRANC2D. Considerando o modelo criado no
FRANC2D foram empregados 50752 elementos. Ja pela andlise via método dos
elementos de contorno esse nimero cai bruscamente sendo necessarios somente 630
elementos. Assim pode-se dizer que a metodologia de anélise proposta via método dos
elementos de contorno ¢ mais eficaz na modelagem desse tipo de problema.

Neste exemplo os resultados obtidos pela formulacdo singular ndo foram
satisfatorios. Nao foi possivel, por meio desta formulacdo, a obtengdo da trajetoria de
ruina prevista pelo modelo construido no FRANC2D. Esse fato pode ser explicado pela

representacdo geométrica ndo adequada das faces da fissura, o que conduziu a uma
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avaliacdo nado precisa dos fatores de intensidade de tensao solicitados no modo II que
sdo na verdade os responsaveis pela mudanga na direcdo da trajetoria da fissura. Assim

esta formulagdo ndo serd aplicada aos demais exemplos desta dissertacao.

8.3 — Viga Engastada Multi-Fraturada

Esse exemplo trata da andlise de uma viga engastada apresentando 4 metros de
vao por 2 metros de altura de secao transversal conforme ilustra a Fig. (8.16). Neste
exemplo foi utilizado o gerador de fissuras aleatorias no dominio do problema.

Consideram-se 50 fissuras cuja distribui¢do ¢ apresentada na Fig. (8.17).

—_———}

NN

Figura 8.16 Geometria e carregamentos para a analise do terceiro exemplo.

O carregamento aplicado a viga refere-se a dois deslocamentos prescritos nao

nulos na extremidade do balango sendo seus valores iguais a u_x =0.005me u_y =-0.003

m. A tenacidade ao fraturamento adotada para o material é igual a 104000 kN/m"?, que

corresponde ao ago SAE 1020. J4 o mddulo de elasticidade longitudinal foi considerado

igual a 210-10° k% , enquanto o coeficiente de Poison ¢ igual a 0,3.

A analise do problema apresentado foi realizada empregando a teoria da maxima
tensdo circunferencial sendo utilizada a técnica de correlagdo dos deslocamentos para a
determinag¢do dos fatores de intensidade de tensdo. Foram utilizados 300 elementos na
discretizacdo do contorno externo da geometria sendo que os elementos utilizados nas
faces da fissura apresentam comprimento maximo igual a 0,05 m. O carregamento
externo foi aplicado por meio de 50 passos de carga com tolerancia a convergéncia igual
a 3°. Nesse exemplo foi utilizada somente a formulacao dos elementos de contorno dual.

Inicialmente ¢ analisado o comportamento do crescimento das fissuras e sua
coalescéncia. Nas Fig. (8.17), Fig. (8.18), Fig. (8.19), Fig. (8.20), Fig. (8.21) e Fig.
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(8.22) sdo apresentados os diagramas ilustrativos do crescimento das fissuras e da

localizagao da danificacao para alguns incrementos no comprimento das fissuras.

Figura 8.17 Distribuicao inicial das fissuras.

Figura 8.20 12° Incremento no comprimento das fissuras.
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P
[
N

Figura 8.22 Separacao do corpo em duas partes.

Por meio das figuras que ilustram o crescimento das fissuras apresentadas

anteriormente pode-se perceber que grande parte das fissuras que tiveram seu

comprimento aumentado estavam localizadas no centro do vao. Portanto para a

distribuicdo das fissuras iniciais considerada ¢ essa a regido de localizagdo de dano e

ruina do corpo.

Apbs a coalescéncia das fissuras houve a ruptura da viga a qual foi dividida em

duas partes. O campo de deslocamento ¢ também analisado. Na Fig. (8.23) ¢

apresentado o campo de deslocamento atuante na direcdo x obtido para o ultimo

incremento de carga da analise.
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0.005 0.004 0.003 0.0o02 0.001

Figura 8.23 Campo de deslocamento na dire¢@o x no fim da analise.

O diagrama de tensdo principal de tragdo, o,, ¢ apresentado na Fig. (8.24).

Pode-se verificar por meio deste diagrama a grande concentragdo de tensdes existente

no centro do vao, reforcando assim a correta defini¢do do plano de ruina.

123000 104000 85000 &6000 47000 28000 S000 -10000

Figura 8.24 Diagrama de tensdes principais 0 . 2° incremento no comprimento das fissuras.

Por meio da formulagdo desenvolvida neste trabalho é possivel prever a carga de
ruina assim como a trajetoria de ruptura de qualquer corpo bidimensional cujo material
obedeca as restricdes de aplicagdo da teoria da mecanica da fratura eldstico-linear. Para

tanto deve-se escolher um numero ideal de fissuras a ser distribuido aleatoriamente no
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dominio do problema. Esse numero de fissuras deve ser tal que, mesmo se aumentado,
se verifique variacao desprezivel na trajetoria de ruina e na carga ultima do problema
analisado. Tal procedimento deveria ser efetuado neste trabalho, no entanto o custo
computacional envolvido na andlise de problemas com nimero muito elevado de
fissuras ¢ extremamente elevado. Dessa forma sugere-se o emprego de computagdo
paralela para a resolucao desse problema o qual serd desenvolvido no doutoramento do

autor.

8.4 — Chapa Quadrada com Trés Furos

Este exemplo refere-se a uma chapa quadrada com deslocamento ndo nulo
prescrito em sua na borda superior contendo trés furos conforme ilustra a Fig. (8.25).
Esta estrutura ¢ largamente utilizada em avides principalmente como parte integrante de
sua fuselagem.

A chapa considerada apresenta comprimento de lado igual a 100 cm tendo os
furos diametro igual a 5 mm. Os furos estao posicionados na linha de centro da chapa
estando igualmente espacados em 25 cm. A chapa estd vinculada somente na metade

inferior dos furos conforme ilustra a Fig. (8.25).

Condicio de Contorno

Figura 8.25 Geometria e condigdes de contorno para o exemplo quatro.
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4

O carregamento ¢ composto por um deslocamento prescrito na extremidade

superior sendo o valor aplicado igual a v 1,0 mm. A tenacidade ao fraturamento
adotada para o material ¢ igual a 104000 kN/m"?, que corresponde ao aco SAE 1020,

enquanto o modulo de elasticidade longitudinal foi considerado igual a 210-10° k% , €

o coeficiente de Poison igual a 0,3.

A andlise do problema apresentado foi realizada empregando a teoria da maxima
tensdo circunferencial sendo utilizada a técnica de correlagdo dos deslocamentos para a
determinagdo dos fatores de intensidade de tensdo. Foram utilizados 640 elementos na
discretiza¢dao do contorno da geometria sendo que os elementos utilizados nas faces da
fissura apresentam comprimento maximo igual a 0,06 m. O carregamento foi aplicado
considerando-se 200 passos de carga com tolerancia a convergéncia igual a 3°. Neste
exemplo foi utilizada somente a formula¢do em elementos de contorno dual.

O comprimento das fissuras sofreu duas considera¢des para a andlise deste
exemplo. Em ambas as situagdes o comprimento ¢ gerado aleatoriamente, no entanto as

restricdes efetuadas referem-se ao comprimento inicial da fissura. Na primeira hipotese
as fissuras apresentam comprimento maximo igual a 6,0-10" m e minimo de
4,0-10*m, enquanto na segunda hipotese o intervalo de consideracio dos
comprimentos ¢ limitado por 1,1-10™* me 1,0-10™ m.

O caminho de propaga¢do da analise encontra-se apresentado nas Fig. (8.26) e

Fig. (8.27) para as duas hipdteses respectivamente.

Figura 8.26 Propagacdo das fissuras para o exemplo quatro. 1° hipotese.
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Figura 8.27 Propagacdo das fissuras para o exemplo quatro. 2° hipotese.

De acordo com as Fig. (8.26) e Fig. (8.27) pode-se verificar que os resultados
apresentados sdo coerentes. Isso se deve ao fato do modo principal de solicitacdo ao
fraturamento atuante na estrutura analisada ser o modo I. No entanto nas proximidades
do encontro entre as fissuras ou mesmo na intersecdo entre a fissura e o contorno da
estrutura surgem a influéncia dos esforcos cisalhantes o que excita o modo II de
fraturamento. Isso explica as inclinagdes das fissuras presentes nos trechos descritos.

Constata-se também que na andlise da segunda hipotese sobre o comprimento
das fissuras o tramo de propagacdo da fissura pertencente ao primeiro furo do lado
esquerdo da chapa sofre uma deflexdo quando se encontra proximo ao contorno. Este
comportamento pode ser esperado ja que, nessa condi¢do, além da influéncia ja
esperada dos esforcos cisalhantes, a estrutura encontra-se, nesse instante, no limite de
instabilidade o que torna o efeito cisalhante mais forte.

O campo de deslocamento pode também ser analisado. Na Fig. (8.28) ¢
apresentado o diagrama de deslocamento na dire¢do vertical para a primeira hipotese de
comprimento inicial das fissuras. Escolheu-se essa hipdtese pela suavidade do encontro
das fissuras com o contorno. Apesar disso as respostas para o campo de deslocamento ¢

consideravelmente semelhante para as duas hipoteses estudadas.
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0.001 0.0008 0.0006 0.0004 00002

Figura 8.28 Campo de deslocamento vertical final ap6s a separacdo da chapa em duas partes.

O trabalho necessario para o rompimento da chapa pode ser analisado por meio
do diagrama carga x deslocamento. Este diagrama ¢ apresentado na Fig. (8.29)

podendo-se ressaltar o comportamento de ruptura fragil para a andlise.
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Figura 8.29 Diagrama carga x deslocamento para a estrutura em analise.
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8.5 — Chapa Retangular com Trinta e Dois Furos

Este exemplo refere-se a uma extensao do problema tratado no topico anterior.
Trata-se de uma chapa retangular, com deslocamento ndo nulo prescrito em sua na
borda superior, apresentando trinta e dois furos conforme mostra a Fig. (8.30). Esta
estrutura ¢ largamente utilizada nas industrias aeronautica e automobilistica para a
ligacdo das chapas constituintes de pecas pertencentes, principalmente, a avides e
automoveis.

A chapa considerada apresenta comprimento e altura iguais a 100 cm e 50 cm,
respectivamente, contendo furos cujo diametro € considerado igual a 20 mm. Os furos
estdo posicionados em quatro camadas, sendo em cada uma delas oito furos, os quais
estdo distribuidos uniformemente ao longo da chapa. O espagamento entre os furos é
igual a 10 cm tanto na direcdo horizontal quanto na vertical. A chapa estd vinculada

somente na metade inferior dos furos conforme ilustra a Fig. (8.30).

Fizzuras Pre - Existentes

/

Condi¢do de Contorno

Figura 8.30 Geometria e condi¢des de contorno para o exemplo cinco.

O carregamento ¢ composto por um deslocamento prescrito na extremidade

superior sendo o valor aplicado igual a v 1,0 mm. A tenacidade ao fraturamento
adotada para o material ¢ igual a 104000 kN/m'?, enquanto o modulo de elasticidade

longitudinal foi considerado igual a 210-10° k% , € o coeficiente de Poison 0,3.
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A andlise do problema apresentado foi realizada empregando a teoria da maxima
tensao circunferencial sendo utilizada a técnica de correlagdo dos deslocamentos para a
determinacgdo dos fatores de intensidade de tensao. Foram utilizados 1174 elementos na
discretiza¢dao do contorno da geometria sendo que os elementos utilizados nas faces da
fissura apresentam comprimento maximo igual a 0,015 m. O carregamento foi aplicado
considerando-se 50 passos de carga com tolerancia a convergéncia igual a 3°. Neste
exemplo foi utilizada somente a formula¢do em elementos de contorno dual.

O comprimento das fissuras para a andlise ¢ gerado aleatoriamente estando estes
valores limitados ao intervalo de 2,64-10* me 1,94-10™* m.

A configuracdo inicial para a andlise do problema bem como a trajetéria de
crescimento das fissuras podem ser observadas nas Fig. (8.31) e Fig. (8.32)

respectivamente.
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Figura 8.31 Configuragdo inicial para o exemplo quatro.
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Figura 8.32 Ruptura da estrutura analisada em duas partes.

De acordo com a Fig. (8.32) pode-se verificar que a trajetoria de ruptura da pega
¢ muito semelhante a observada para o exemplo quatro. Assim como naquela situacao o

modo principal de solicitagdo ao fraturamento atuante ¢ o modo I. Apenas nas
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proximidades da conexao entre as fissuras observa-se uma leve deflexdo da trajetoria de
crescimento das fissuras o que pode ser explicado pelo efeito do esforco cisalhante.

A ruptura do corpo deu-se na linha de furos mais proxima a borda onde foi
aplicado o carregamento. Assim tal ponto pode ser apontado como regido mais
solicitada da estrutura. Nas Fig. (8.33) e Fig. (8.34) encontram-se os diagramas carga x
deslocamento para duas linhas de furos da estrutura. A primeira linha de furos
considerada ¢ a mais proxima a borda onde foi aplicado o carregamento sendo esta
denominada de linha de furos superior. A segunda ¢ a linha de furos estudada ¢ mais
distante da borda de aplicagdo do carregamento sendo atribuida a ela a denominagao de
linha de furos inferior.

140000
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IUOU'DO—-
80000

60000
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40000
20000 -
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-20000 —
00000 00002 00004 00006 00008 00010
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Figura 8.33 Diagrama carga x deslocamento para a linha de furos superior.
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Figura 8.34 Diagrama carga x deslocamento para a linha de furos inferior.
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Conforme apresentam as Fig. (8.33) e Fig. (8.34) a carga absorvida pela linha de
furos superior ¢ muito maior se comparada a linha de furos inferior. Esse resultado
reforca a linha de ruina obtida na trajetoria de crescimento das fissuras a qual ocorreu na
linha de furos superior. Assim, esse resultado indica que as linhas de furos inferiores
apresentam pouca eficiéncia para a distribui¢do dos esforcos da ligagao.

O campo de deslocamento ¢ também analisado. Na Fig. (8.35) ¢ apresentado o
diagrama de deslocamento na direcdo vertical para o ultimo incremento no

carregamento, ou seja, apos a ruptura do corpo em duas partes.

n.oo14 0004 -0.0008

I @ .

Figura 8.35 Campo de deslocamento vertical final ap6s a separacdo da chapa em duas partes.
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9. - Conclusoes

Nesta dissertacdo diversos aspectos relacionados as formulagdes do método dos
elementos de contorno bem como das teorias da mecanica da fratura foram estudadas.
Inicialmente foi revisada a teoria da mecanica da fratura abordando os conceitos e as
relagdes que descrevem o comportamento dos materiais elastico-lineares, elasto-
plasticos e quase frageis. Esse estudo ¢ de importancia ndo somente para a compreensao
das metodologias implementadas computacionalmente, mas também para servir como
referéncia complementar deste tdpico que na grande maioria das dissertacdes e teses
consultadas sdo tratadas com superficialidade.

Em relacdo as formulacdes do método dos elementos de contorno existentes para
a andlise de fissuras foram descritas brevemente neste trabalho as fun¢des de Green, a
técnica da descontinuidade de deslocamento além da formulagdo proposta pelo
orientador desta pesquisa, VENTURINI (1994), que utiliza campo de tensdes iniciais.
No entanto énfase maior foi dada ao estudo das formulagdes singular e dual.
Considerando essas duas ultimas metodologias atribui-se grande importancia a dedugado
das equacdes integrais visto que o presente trabalho ¢ o primeiro a tratar da metodologia
dual no “Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao
Carlos”. Espera-se que os estudos sobre as metodologias descritas possam ser uteis para
os proximos pesquisadores que desenvolverdo trabalhos na area de danificagdo de
materiais via métodos numéricos.

Das contribui¢des fornecidas por este trabalho pode ser destacado o estudo da
estabilidade numérica da equagdo integral em forcas de superficie. Esse estudo,
considerado no capitulo 6, mostra que a presenca das singularidades, existente nos
nucleos integrais da equacdo integral citada, deve ser analisada criteriosamente visto
que os resultados podem divergir dos esperados, analiticamente ou mesmo via outra

técnica numérica, a partir de certas condi¢des de contorno e também geométricas.

Capitulo 9- Conclusdes




116

O estudo descrito no paragrafo anterior ¢ de grande utilidade na apresentagado e
validagdo da formulagdo dual. Verifica-se que utilizando esta formulagao o numero das
equacdes resultantes da avaliagdo sobre o contorno das equacdes integrais em
deslocamento sdo em maior numero se comparadas as provenientes das equagdes
integrais em forg¢a de superficie. Esse fato conduz a uma pequena influéncia desse
ultimo conjunto de equacgdes sobre o sistema de equacdes final tornando a analise
estavel.

Em relacdo as estruturas tratadas nesta dissertagdo, capitulo 8, pode se perceber
que o modelo dual forneceu resultados confidveis e precisos consagrando ainda mais
este método no campo da andlise de problemas de fraturamento. Sem duvida o método
dos elementos de contorno dual ¢ um método robusto e confidvel para a analise do
comportamento e estabilidade a propagacao de fissuras.

A formulacdo singular também foi considerada. No entanto, por meio desta
metodologia, a geometria da fissura ndo ¢ corretamente descrita levando a erros na
determinagdo dos fatores de intensidade de tens@o. O erro na avaliagcdo dessas grandezas
compromete substancialmente a determinacdo da dire¢cdo da propagacdo o que torna
essa metodologia pouco eficaz na analise de problemas que envolvam, como modo
principal de solicitagdo ao fraturamento, o modo II. No entanto essa formulagdo se
mostrou muito precisa na analise de problemas de fraturamento que apresentem, como
modo dominante de solicitagdo ao fraturamento, o modo I. Tal comportamento pode ser
comprovado por meio do exemplo 1 do capitulo 8.

O processo de crescimento das fissuras neste trabalho foi desenvolvido de forma
a minimizar o erro existente na determinagdo da trajetoria de crescimento das fissuras.
Este procedimento apresentou-se muito estavel fornecendo resultados confidveis como
os apresentados nos exemplos do capitulo 8. Além disso, o procedimento de otimizagao
de malha, descrito no capitulo 7, mostrou-se bastante eficiente no tratamento do
problema de crescimento de fissuras permitindo a redu¢do do sistema de equacdes da
analise sem perda na precisdo dos resultados.

O desenvolvimento do pré-processador deve também ser destacado. Este
programa auxiliar permite a geracdo de arquivos contendo a entrada de dados do
problema a ser analisado fornecendo assim maior agilidade na modelagem evitando a
ocorréncia de erros do usudrio na informagao dos dados iniciais bem como minimiza o

tempo gasto na criagdo de arquivos de entrada de dados.
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Outro fato a se destacar sdo as teorias da mecanica da fratura eldstico-linear
consideradas no trabalho. Foram admitidas quatro teorias de interacdo de modos de
fraturamento o que enriquece as possibilidades de analise.

Apesar dos resultados obtidos por este trabalho serem de grande relevancia
sugestdes para o seu melhoramento e continuidade podem ser fornecidos. Inicialmente
verificou-se que a analise de exemplos com um numero elevado de elementos de
contorno leva a um custo computacional muito elevado. Isso ndo permitiu a
determinagdo do numero 6timo de fissuras conforme explicado no terceiro exemplo
descrito no capitulo 8. Dessa forma melhoramentos no cddigo computacional podem ser
efetuados para reduzir o numero de varidveis armazenadas. Outra possibilidade ¢ a
utilizacdo de computacdo paralela. Essa ultima opcdo parece ser mais adequada de
forma a ampliar os horizontes da andlise possibilitando assim a consideracdo de
estruturas bem mais complexas do que as apresentadas neste trabalho.

Outro avanco que pode ser efetuado ¢ a incorporagdo de enrijecedores. Este
artificio permitira a andlise de corpos que apresentem componentes especiais com
funcdo de enrijecimento do dominio. Essa metodologia ¢ descrita em BOTTA (2003) e
sera desenvolvido no doutoramento do autor.

Podem ser considerados também materiais com diferentes comportamentos
como os elasto-plasticos e os quase-frageis. Dessa forma o leque de aplicacdo do
programa serd consideravelmente ampliado. Para tanto devem ser desenvolvidos
algoritmos para a aplicacdo das tensdes coesivas na regido de influéncia bem como sua
corregdo para verificacdo do crescimento da fissura.

Outros tipos de problemas podem também ser acoplados a partir do programa
desenvolvido. Dentre esses destaca a fadiga a qual ¢ responsavel por grande parte dos
acidentes nas industrias aerondutica, naval e automobilistica. A partir da analise do
problema de fadiga podem ser acopladas outras teorias como as de otimizacdo e
confiabilidade. Dessa forma podera ser especificado um indice de confiabilidade limite
sendo o comprimento das fissuras e o numero de ciclos da fadiga parametros
limitadores do processo.

Espera-se com esse trabalho dar uma contribuicdo, mesmo que de pequena
monta, ao estudo da danificagdo de corpos bidimensionais e propagacdo de fissuras.
Esse tema ¢ de grande importancia, no entanto ¢ tratado de forma simplificada por meio
dos profissionais da area técnica. Espera-se também com esse trabalho auxiliar os

trabalhos a serem desenvolvidos no futuro.
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Anexo A. - Integrais Singulares

De forma a tornar as relagdes mais compactas segue inicialmente a definicao de
algumas constantes que serdo empregadas nas expressdes das integrais constantes nas

matrizes H e G.

_ (1-2-v) A1)
' 4ere(1-v) '
L
(A2)

C, =
16-7-pu-(1-0)
Nas expressdes a serem apresentadas os termos ¢, e @, representam 0s cossenos

diretores da normal ao elemento de contorno integrado.

Elemento de Contorno Continuo

As expressoes apresentadas referem-se ao no singular localizado na posigdo

nodal inicial do elemento integrado.

L
1 7

Figura A.1 Elemento de contorno com no6 singular sobre o no inicial
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Matriz H

Hllz =C,-(1-Ln(L))

H122 =-C
H;l :_Hllz (.3)
H221 = _H122

Hlll :Héz :H121 :H222 =0

G, =C, -{(3—4-1))-(%—Ln(L)j+¢)22 (A4)

Gy, =C, '[(3—4-0)-6—%@)}(&2

Gllz = G122 = Gél = G221 ==C,-¢ -9,

Caso o ponto singular situe-se sobre o né final do elemento de contorno

integrado as expressdes passam a ser.

—

. IR
r

f\’/‘ &=1

L
| A
Figura A.2 Elemento de contorno com n¢é singular sobre o né final
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Matriz H
Hllz = Cl
H}, =—C,-(1-Ln(L))

H;l = _Hllz (4.5)

G, =C, -{(3—4-0)-(%—Ln(L)j+¢)22 (A.6)

Gy, =C, '{(3—4-0)-( —Ln(L)jHDf

3
2

Gllz = G122 = Gél = G221 ==C,-¢ -9,

Elemento de Contorno Descontinuo

A seguir serdo apresentadas as expressdes para os elementos de contorno

descontinuos.

- X . Tni -
T

a b

il B

L

Figura A.3 Elemento de contorno descontinuo
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Matriz H

Hll2 =g~(L—b-Ln[éD
L a

H;l = _Hllz (A7)

2-C a’ b’ a’ 3-p°) I
G, :#-{—(3—4-0)-{@1-b+7J-Ln(a)+?-Ln(b)—(T+a-b+ 1 j+?-(p22

a b’ a’ 3-p°) I
~(a~b+7]~Ln(a)+?-Ln(b)—[7+a-b+ 2 +?~¢12

2-C b’ a’ b’ 3.4 I
G121 =72-{—(3—4~U)~Ka~b+?J'Ln(b)+7-Ln(a)—[?+a~b+ 4 +?(022

2-C b’ a’ b’ 3.a°) I
G;, = L22-{—(3—4-0)-{(61-b+7J-Ln(b)+?-Ln(a)—(7+a-b+ 1 +?-(/)12

Anexo A- Integrais Singulares




135

Anexo B. - Integrais Analiticas Hiper-Singulares

Para tornar as relagdes mais compactas a seguir serdo definidas algumas

constantes.
1 I S (B.1)
8-7-p-(1-v)
C,=(3-4-v) (B.2)
C, I (B.3)
4-7-(1-v)
C,=(1-2-v) (B.4)
C;=(1-4-v) (B.5)
7]
C =—— B.6
¢ 2.7-(1-0) (6
¢ = (1-%} (B.7)
é =% (B.8)

Nas expressOes a serem apresentadas os termos ¢ e ¢, ndo sdo as funcdes de

forma, mas sim as partes constantes das mesmas que foram usadas para simplificar a

representacao dos resultados.
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Ponto Fonte nao alinhado com o elemento

_» %
L o™ \
- -F_-F -'_--F- Illll
S 2 \
(Xs¥.) o \a
% w.
B \
|III~._\::\ -_l'\' J I'II
ellll_. \r ; _;.. I'.I
I'n-o-"'" i o, )
l'l.l Q// e-\ rr 70 -«
b -
I"-. AN
\

Figura B.1 Ponto fonte ndo alinhado com o elemento. WUTZOW (2003).
Matriz S

s :%-{[(z-q +4-0)-(sen(6,)-cos(8,)+6,)~(2-sen(6)-cos(6,) +

+3:sen(8,)-cos(6,)+3:6,)+(2:C, - C;)-6, |4 _%[_(z.q+4.u).cos(ez)2+

C6

+2-cos(6,) —(2-C, —CS)-Ln(COS(Qz))}}__'{[(2-C4+4-U)~(sen(91)~cos(91)+6’l)+

a
—(2-sen(l91)-cos(91)3+3-Sen(é’l)-cos(91)+3-91)+(2-C4—CS)-HIJ-¢1+

a

a

_Z.[_(z.c4+4.u).COS(Q)2+2_COS(6}1)4_(2_C4_C5)-Ln(cos(l9l))}} (B.9)

S, :—6-{[—(64 +2:0)-005(6, )" +2-005(6,)" |- ¢ —-[(C, +2-v)-(=sen(6, )-cos(6,) +

+t92)—(—2-sen(l92)-005(6?2)3 +sen(02)-cos(€2)+¢92)}}+

—%-{[—(Q +2-v)-cos(8)’ +2-cos((91)4]¢1 —%[(Q +2-0)-(—sen(6,)-cos(8,)+
+¢91)—(—2-sen(6’1)-cos(¢91)3 +sen(l91)-cos(6?1)+t91ﬂ} (B.10)
S;l = S1]2 ®.11
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C6
a

Sy == {[(C +2- z)) 0, - ( -2 Sen(é’z)-cos(ﬁzf+Sen(6’2)-cos(¢92)+92ﬂ-¢l+

% v-(sen(6,) +cos( +2~Ln(cos(ﬁz)))—2-sen(¢92)4—C4-Ln(cos(6’2))}}+

|OQ

v
{[ C +2- u 2 sen(6,)- cos(6’1)3+sen(91)-cos(91)+491)]¢1+

Nl 8

[ u-(sen(@l) +cos(8,)’ +2-Ln(cos(01)))—2-sen(6’) —C,-Ln(cos(6, ))}}(B 12)

Sy = Cc; {[(2 C,-Cs)-0, —(—2-Sen(02)-cos(l92)3+Sen(6’2)-cos(¢92)+92)]¢1+

I
| 2
l;|

asen(6,)' ~(2-C, - cs).Ln(cos(ez))}}+
-{[(2-(?4 -C,)-6, —(—2-Sen(t91)-cos(¢9l)3 +sen(¢91)-cos((91)+l91)]¢1 +

I

|
Nl |
l;|

2sen(8) ~(2-C, - C,)- Ln(cos(8 ))}} B.13)

2
I

{[ (Cov2-0)-c05(8,) ~2-5en(6,)' |-~ 2(C.v2-0) (~sen(6)-cos(0,) +

a

+¢92)—(—2-Sen(6’ )3 -cos(6,)—3-sen(6,)-cos(b, )+3-92)J}+

_&.{[_(cﬁz.u).cos(e) ~2:605(6))" = 2[(C, +2:0)-(=sen(8))-<os(6)) +

a

+6’1)—(—2-sen(0I )3 'COS(@I)—3'S671((91)-COS(0|)+3-(91)}} (B.14)

5= {[(2:Cot4-0)-(sen(0.)-cos(0,)+0.)- (2:sen(0.)-co5(0.) +

+3-sen(6,)-cos(6,)+3-6,)+(2:C,~C,)-6, |- ¢ +£-[—(2-C4+4-u)-cos(02)2+
+2-008(6,)' =(2:C, ~ C)- Ln(cos (6, ))}}-76 [(2-C,+4-0)-(sen(8)-cos(8)+6,) +
~(2-sen(6,)-c05(§)" +3-5en(6,)-c05(6,)+3:6,)+(2:C, - C;)-6, |- 4, +

a

+z.[_(2.c4 +4-u)-cos(91) +2~cos(91) -(2-C, —CS)-Ln(cos(Hl))}} (B.15)
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G
a

Sl = {[ (Cy+2:0)-cos(8,) +2-sen(6,)' |-4,+ [(c +2-0)-(~sen(8,)-cos(8,) +

+(92)—(—2-sen(6’2)-cos(02) +sen(02)-cos(92)+02)}}+
_&.{[_(q £2.0)-005(8) +2-005(8)' |-+ 2[(C, +2:0)-(-sen(4)-cos(0) +

+91)—(—2-sen(91)~c0s(61)3 +sen(6’l)~cos(6'l)+6’l)}} (B.16)

S3 =5} (B.17)

S5, :%'{[(Q +2-0)-6, —(—2-Sen(02)-cos(¢92)3 +sen(92)-cos(62)+492):|~¢2 +

+% [ v-(sen(6,) +cos( +2'L”(COS(Hz)))—z'Se”(sz—C4-Ln(cos(ez)ﬂ}+
ae {[ C,+2-v) 2 sen(6,)- cos(gl)3+sen(¢91)-cos((91)+491)]¢2+

a

+L-[—u-(sen(¢91) +cos(6,)’ +2'Ln(cos(6’l)))—2'sen(9) —C, - Ln(cos (6 ))J} (B.18)

S: = G {[(2 C,-Cs)-0, —(—2 Sen(ez)'COS(92)3+S€n((92)'COS(02)+92):|'¢2+

+% [ —2sen(6,) —(2-C,—C; Ln(cos(@z))]}+
% { 2-C,-C) 2 Sen(ﬁ)-cos(ﬁlf+sen(¢9l)-c0s((91)+01)]¢2+
+%[ 2sen(l91) —(2-C4—C5)-Ln(cos(l9l))}} (B.19)

szz%.{[—(c4+2.u)-cos(0) —2-sen (6 ) J b + [(C +2-0)- ( sen(6,)-cos(6, )+

+t92)—(—2-sen(9 ) -cos(6,)—3-sen (0, )-cos(@z)+3-l92ﬂ}+
G

——-{[—(C4+2-U)-COS(9) —2-cos(6,) } b, + [( +2-0)-(—sen(6,)-cos(6,)+

a

+6, ) —(—2 -sen(6’1 )3 -cos(6’1 ) -3. sen(l91 ) . cos(é?1 ) +3-6, )J} (B.20)
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Matriz D

D), =—C3.{[(C4+1).92+sen(6’ -cos(6,) |- ¢1—— [ C4-Ln(cos(Hz))—cos(Qz)z}}+
+C3-{[(C4+1) 6, +sen(6,)-cos(6,)]- ¢1—— [ C4-Ln(cos(6?1))—cos(01)2}} (B.21)
D), =—C3-{[C4~Ln(cos(6? ))—cos (@ L)’ J ¢1—_ [— -(tan(6,)-0 )—sen(@z)-cos(92)+6’2J}+
+C, -{[q -Ln(cos(&l))—cos(é’l)z}ﬁﬁ1 —%-[—Q -(tan(@l)—ﬁl)—sen(ﬂl)-cos(91)+¢9J} (B.22)
D}, =-C, -{[—Q 'LI’l(COS(@z))—COS(HZ)Z]'¢1 —%-[Q -(tan(t92)—02)—sen(@z)-cos(92)+6?2J}+
+C, -{[—Q -Ln(cos(é’l))—cos(ﬂ1 )ZJ-¢1 —%-[Q -(tan(@l)—ﬁl)—sen(@l)-cos(ﬁl)JrHl]} (B.23)

Diz=—c3.{[(c4+1).02-sen(0 -cos(6,) |- ¢]—— [ -C,-2)- Ln(cos(gz))_sen(gz)z}}+
+C3-{[(C4+1) 6, —sen(6,)-cos( ]¢1——[ —C,-2)- Ln(cos(gl))_sen(e])z}} (B24)
D, =—c3.{[(_c4+1).92—sen(9 -cos(6,) |- ¢1—— [ C,-2)- Ln(cos(gz))_Sen(gz)z}}Jr
+C3-{[(—C4+1) 6, —sen(6,)-cos( ] ¢1—— [ C,-2)- Ln(cos(@))—sen(@])ﬂ} (B.25)

2'sen(6?2)5 N
cos(6,)

Dl, =-C, -{[(—Q —2).Ln(cos(¢92))—sen(92 )2J¢1 _%.[Q .(tan(Hz)—ﬁz)-l—

+2-sen(0,)' +c0s(6,) +3-05(6,)- sen(6,)=3-0, || + C,{[(~C, ~2)- Ln(cos(6,)) +

_sen(el)z]ﬂ_%.{Q.(tan(Hl)—@,)+2;iesn(E:1))5 +2-sen(8,) +cos(8)+
+3-cos(6,)-sen(6,)-30, || (B.26)

D? :—C3-{[(C4+1)-92+S€”(‘9 -cos(6,) |- ¢$2+— [ C4.Ln(cos(ﬁz))—cos(ﬁz)z}}+

+C3.{[(C4+l) 6, +sen(6,)-cos( ] ¢2+— [ C4.Ln(cos(<9l))—cos(6?l)2}} (B.27)
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D122:—C3-{[C4-Ln(cos(9 )) cos (6. ) } o, + [ -(tan(92)—02)—sen(92)-cos(92)+492]}+
+C3-{[C4-Ln(cos(9 )) cos (6 )]¢2+— [— (tan(@) 9)—sen(6’1)-cos(91)+6’1]} (B.28)

D :_C3.{[_C4.Ln(cos(0 )) cos( ) } &+ [ (tan(@z)—lgz)—sen(é'z)-005(92)4—92]}-1—
+C3.{[_c4.Ln(cos(9)) cos(6)) ] ¢2+— [ (tan(6,)- 9)—sen(6’l)-cos(91)+91]} (B.29)

D222:_Cs.{[(q_,_l).gz_sen(e cos J ¢2+— [ -C, —2)-Ln(cos(@z))—sen(gz)z}}+

+C3.{[(C4+1) 6,—sen(6,)-cos(6,) ]-4, + [ -C,—-2)- Ln(cos(@l))—sen(é’l)z}} (B.30)
zgf:_cf{ﬂ_c;+g.@_ma49 os(e)] 4+ (c, z)zﬂ(am(@))-ﬂm(@){ﬁ+
+C3-{[(—C4+1)-¢91—sen(6’1)-c0s 6, ]'¢2+z-[(C4—2)-Ln(cos(@l))—sen(@)z}} (B.31)

2-Sen(c9 )5

D322 =—C3-{[(—C4—2)-Ln(cos(6 )) Sen( ) J ¢2+_ { (tan(@) 62)+ COS(HZZ) *

{[ +2-sen(6,) +cos(ﬁz)+3-cos(02)-Sen(ﬁz)—3~6’2]}+C3 -{[(—C4 —2)-Ln(cos(6,))+

—sen(6,) } ¢2+— [ (tan(&l)—é’l)Jr2'(;:)6811((0‘191))5 +2-sen(6,) +cos(6)+

—
1

il +3-cos(6),)-sen(6,)-36, || (B32)

Ponto Fonte alinhado com o elemento posicionado atras do mesmo
E=+1

=1 Iﬁ =
S 1 I f

Iy l

[ [
Figura B.2 Ponto fonte alinhado com o elemento posicionado atras do mesmo. WUTZOW (2003).
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Matriz S
S C«{ (2-c4—cs)( %H-yﬁl %[(2 C,—C,)-Ln( )]}
06{(2-04—05)-( 1 ]Q—%~[(2-C4—C5)-Ln(rl)]} (B.33)

2—%-[(2~C4—C5)~Ln(rl)]} (B34)

] 1—%-[(C4+2-u)-Ln(rl)]} (B.35)
S;, =Cq- {(C4+2-U)~[ %H% %[(C 2 )Ln(rz)]}
C ~{(c4+2~u)~[—lﬂ-¢2+% [(C,+2-0)-L (7’1)]} (B.35)
Sy, =8 (B.36)
S: =S (B.37)
S, =8),=8,=8,=8,=5,,=0 (B.38)
Matriz D
D CC{(—)¢L()L()+(%)¢L()L()} (B.39)
D}, =C;-C {(—j ¢ Ln(rz)—(%j—@-L ( )} (B.40)
D, =(-C,-C 20){ (”Zj 8, -Ln(r,)+Ln(r,) (Zj 4,-Ln(r) Ln(rl)} (B.A41)
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D} =(-C;-C, —2-C3)-{(%j+¢2 -Ln(rz)—(%j—% ~Ln(r1)} (B42)
D), =-D|, (B.43)
D2 =-D} (B.44)
D), =D,, =D} =D} =D}, =D; =0 (B.45)

Ponto Fonte alinhado com o elemento posicionado a frente do mesmo

—+1

&= AT &=
1 1 f S
| r] r2 |

| I
Figura B.3 Ponto fonte alinhado com o elemento posicionado a frente do mesmo. WUTZOW (2003).

Matriz S

531:C6.{[(2.C4_c5) [:ﬂ ¢51__ [(2-C,=C) - Ln(r, ]}+

2

)
~C, - {(2C C)CIH ——[2c -C, Lnrl]} (B.46)

S2=C,- {[(2 C,—Cy)- (rzﬂ ¢, + [( -C,~C;)- Ln(rz)]}+

~Cy - {[(2 C,-C,)- (:l]:-@+%-[(2-C4—C5)-Ln(rl)]} (B.47)
S;:cﬁ-{(cﬁz-u)-& ]Q—%-[(C4+2-U)-Ln(rz)]}+
—Cé-{[(Q+2-U)-[%lﬂ-¢l—%-[(C4+2-U)-Ln(rl):|} (B.48)

S =C,- {(c +2- u)[ ﬂ @, + [(C4+2-U)-Ln(r2)]}+

Anexo B - Integrais Hiper-Singulares




143

h

—C6-{|:(C4+2-U)-(lj:|-¢2 +%-[(C4+2-u)-Ln(rl)]}
Sy =5}
S5 =5}
SL=8),=8, =5 =8,=82=0

Matriz D

D, =C,C, -{(%J—gﬁz‘Ln(r2)+Ln(r2)+(%j—¢2 -Ln(rl)—Ln(rl)}

D% =C,-C, .H’%j% -Ln(r2)+(%j—¢2 -Ln(rl)}

DL, =(-C, -q-z-q){(%j—@ -Ln(r2)+Ln(r2)—(%j—¢2 -Ln(rl)—Ln(rl)}

D} =(-C, -c4—2-c3)-{(’%j+¢2 -Ln(rz)+(%]—¢2 -Ln(r])}

1 _ 1
D21 - _Dlz

2 2
D21 - _DIZ

D]l] = Déz = Dall = D121 = D222 = D321 =0

Ponto Fonte pertence ao elemento a ser integrado

_‘ n
. Ii X - T },. .
A L b

il B

L

Figura B.4 Ponto fonte pertence ao elemento a ser integrado.

Matriz S

S;=C; -{Ln(a)—Ln(b)—é—l}

a
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(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)

(B.59)

(B.60)
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S; =G, -{—Ln(a)+Ln(b)—%—l} (B.61)
Matriz D

D =C,-{b-[ Ln(a)~Ln(b)+1]+a} (B.62)
D; =C,{a-[Ln(a)-Ln(b)-1]-a} (B.63)
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Anexo C.- Sub-Elementacao

Quando o ponto de colocagdo considerado ndo pertencer ao elemento de
contorno a ser integrado procedimentos numéricos devem ser empregados para a
realizacdo do processo de integracdo. Normalmente emprega-se o procedimento de
integracao de Gauss-Legendre o qual consiste em aproximar o valor de uma dada
integral, situada em um intervalo normalizado e —1 a 1, pela integral de um polindomio
interpolador nesse trecho. A integral do polindmio ¢ efetuada tomando-se o somatorio
do valor da fungdo polinomial em determinadas abscissas multiplicado-os por fatores de
ponderacgao.

No entanto quando o ponto de colocacdo encontra-se ndo muito distante do
elemento de contorno a ser integrado o procedimento numérico de integracdo ndo
conduz a bons resultados. Isso se deve ao fato do nucleo dos termos integrais
apresentarem elevados gradientes tornando a integral quase singular mesmo com um
nimero elevado de pontos de integragao.

De forma a contornar esse problema pode ser utilizada a técnica de sub-
elementagdo o qual consiste basicamente em dividir o elemento de contorno a ser
integrado em elementos menores (sub-elementos). Os sub-elementos podem ser de igual
comprimento ou entdo tomar a forma progressiva, sendo essa ultima a mais indicada.

Para a formulacao dos sub-elementos admite-se como valida a seguinte relacao:

NSub
[r@)e,dr, =3 [1T)9,dr, (€1
r; i=1 r,

Onde o posicionamento das variaveis pode ser visualizado na Fig. (C.1).

Transformando o intervalo de integragdo em coordenadas adimensionais 7
pode-se reescrever a Eq. (C.1) como:
I'=a, > n=-1

C2
I'=b, - n=1 €2
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NSub

[ 10,301, = ;%if(n)%dﬂ

(C3)

Deve-se atentar para o fato de que as fungdes de forma ¢, estéo referenciadas ao

sistema adimensional &. No procedimento de sub-elementacdo o sistema adimensional

adotado ¢ na variavel 77 e assim uma correlagdo entre os dois sistemas deve existir para

o calculo da integral.

L2 L2

Figura C.1 Integragdo com sub-elemento

Para a aplicagdo do procedimento de sub-elementagdo deve-se inicialmente

pesquisar quais os elementos de contorno que realmente necessitam dessa ferramenta

para a melhoria da precisdo das integrais envolvidas. Para identifica-los, e determinar

quais as dimensdes dos sub-elementos, deve-se inicialmente calcular a distdncia do

ponto de colocacdo ao elemento a ser integrado bem como os co-senos diretores da reta

representativa dessa distdncia conforme apresenta a Fig. (C.2).

F=Jn—x,) + (- 2,)°

xa _xi

cos(f) =

sen(f) = Ya ;yi

Da Fig. (C.2) pode-se constatar que:
y=pF—-a — cos(y)=cos(f—a)=cos(a)-cos(f)+sen(x)-sen(f)
E assim o angulo y pode ser escrito como:

y=r—y
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A

(X3 :¥,)

S (X .Y;)

Figura C.2 Teste para verificar a necessidade de sub-elemento

O teste a ser efetuado refere-se ao anguloy . Se esse angulo for inferior a

60° entdo o comprimento do sub-elemento sera dado pela intersecdo da mediatriz da

distancia » com o elemento a ser integrado conforme apresenta a Fig. (C.3).

Distancia

mediatriz

Figura C.3 Comprimento do sub-elemento

Dessa forma o comprimento do sub-elemento sera dado pela seguinte relacao:

ok

—— (C.9)
distancia

r
cos(y) = 2. cos(t//)‘

Conforme apresenta a Eq. (C.8) pode-se concluir que:

— distancia = ‘

cos(y) =—cos(y) (C.10)

Caso o anguloy seja maior que 60° o comprimento do sub-elemento serd igual a

distancia r.

Anexo C- Sub-Elementacdo




148

Esse procedimento deve ser repetido até que o somatorio do comprimento dos
sub-elementos seja maior ou igual ao elemento integrado. Caso esse somatdrio resulte
em comprimento superior ao do elemento integrado o ultimo sub-elemento deve sofrer
um processo de corre¢do de comprimento de forma que o somatdrio sempre coincida

com o comprimento total do elemento integrado.

S

Figura C.4 Corregdo no comprimento do sub-elemento
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Anexo D. - O Concreto Estrutural

O concreto ¢ um dos materiais de maior utilizacdo no campo da engenharia civil,
tanto pelo custo associado quanto pelo facil acesso. Além disso, o concreto ndo requer
mao de obra especializada (ao contrario do ago) o que permite sua utilizagdo inclusive
em regides de menores recursos econdmico € humano.

Apesar de sua larga utilizacdo o concreto apresenta um comportamento
substancialmente complexo em conseqiiéncia de sua ndo homogeneidade. Dessa forma
fatores como ruptura fragil, diferentes respostas a tensdes de tracdo e compressio e
relagdo tensao-deformacao ndo-linear encontram explicacdo em sua intrincada estrutura

interna.

O Concreto

O concreto ¢ o material mais empregado em edificacdes € um dos materiais mais
utilizados no mundo. O consumo de concreto s6 ¢ menor que o da 4gua no planeta
sendo aproximadamente de seis bilhdes de toneladas/ano.

Esse elevado consumo pode ser atribuido a algumas propriedades do concreto

que o tornam mais adequado em diversas aplicagdes:

» Resisténcia a dgua: Os elementos de concreto apresentam um bom
comportamento quando submetidos a agdo da &gua. Essa propriedade o faz
adequado como material constituinte de barragens, tanques ¢ condutos de agua
como pode ser observado no Brasil e em grande parte do mundo. Se corretamente
executado a durabilidade dessas estruturas pode ser consideravel como se observa

em condutos de dgua na Italia e em reservatorios na Grécia.
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» Facilidade de adequagdo de formas: O concreto fresco apresenta uma consisténcia
plastica que o permite fluir por formas complexas. Pode-se constatar essa
propriedade em inimeras estatuas e monumentos dispersos pelo mundo.

» Economicamente acessivel: Dos materiais estruturais o concreto é o que apresenta
menor custo além de ser o mais facilmente disponivel no canteiro. Segundo
estudos realizados por MEHTA e MONTEIRO (1994) estima-se que o preco por
quilograma de concreto pode chegar a R$ 0,06 em algumas regides. Além disso,
grande quantidade de residuos industriais podem ser reciclados no concreto

tornando-o ainda adequado do ponto de vista de conservacao de recursos naturais.

Apesar de todas essas vantagens em relacdo ao emprego do concreto o
conhecimento de suas propriedades fisicas e de seu comportamento sob varias
combinagdes de tensdes ainda merecem atengdo especial dos pesquisadores.

O concreto pode ser definido como um material composto consistindo de uma
matriz de aglomerante sobre a qual estdo dispersas particulas de agregados. Sua
estrutura altamente ndo homogénea faz com que o concreto apresente caracteristicas
marcantes como ruptura fragil, relacdo tensdo-deformagao nao linear, diferentes reagdes
e comportamentos a tensdes de tragdo e compressao e efeitos dependentes do tempo.
Esse comportamento caracteristico do concreto ¢ largamente influenciado pela zona de
transi¢do presente em sua microestrutura interna.

A zona de transicao localiza-se ao redor dos agregados gratidos formando uma
regido interfacial entre o agregado gratdo e a pasta de cimento. Essa zona ¢ geralmente
menos resistente que os demais constituintes do concreto exercendo, portanto,
influéncia sensivel no comportamento mecanico do concreto.

A formacdo da zona de transicdo deve-se a exsudacgdo interna, ou seja, pela
formagdo de uma pelicula de 4gua ao redor dos agregados gratidos, decorrente dos
processos de adensamento. Isso faz com que a relagdo dgua/cimento seja mais elevada
nas proximidades dos agregados graudos. O fato dessa regido apresentar fator
agua/cimento mais elevado a torna suscetivel a formacdo de produtos de hidratagdo
relativamente grandes, destacando-se a Etringita e a Portlandita, fazendo com que essa
regido seja mais porosa do que a matriz aglomerante. Além da porosidade a orientagdo
em planos de clivagem da Portlandita torna a zona de transicdo consideravelmente

menos resistente.
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Comportamento do Concreto a Compressao Uniaxial

A resisténcia do concreto ¢ fortemente influenciada pelo processo de fissuragao
tanto na zona de transi¢do quanto na matriz aglomerante. Um diagrama tensdo-
deformagdo uniaxial tipico de um ensaio de compressdo apresentado na Fig. (D.1)

ilustra essa dependéncia.

ln"‘-lq

Deformacgdo Lateral Deformagdo Axial

0.002 0.000 -0.002 £

Figura D.1 Diagrama tensdo x deformagao tipico compressao uniaxial do concreto CHEN & HAN (1988)

Para cargas até 30% da resisténcia a compressdo uniaxial, F., observa-se um
comportamento praticamente elastico-linear, pois cargas nessa faixa ndo afetam
significantemente as microfissuras presentes na zona de transigao.

Com tensdes no intervalo entre 30% a 50% F. comeca a ocorrer a extensao das
fissuras presentes na zona de transi¢do devido a concentragdo de tensdes na extremidade
das fissuras. Diz-se que esse trecho apresenta propagacao estavel de fissuras, pois
mantido o carregamento constante ndo ocorre propagacao das fissuras.

No intervalo de carregamento entre 50% a 75% F. inicia-se a extensdo das
microfissuras presentes na matriz aglomerante e aliada a rapida propagacdo das fissuras
da zona de transi¢do tende a tornar o sistema instavel.

A propagagao das fissuras no concreto torna-se instdvel para carregamentos
superiores a 75% F.. Nesse intervalo ocorre a conexdo entre as fissuras da zona de

transi¢do e da matriz aglomerante e rapidamente observa-se a ruina da pega.
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Comportamento do Concreto a Tracao Uniaxial

O comportamento do concreto a tragdo uniaxial apresenta algumas semelhancas
em relagdo ao observado na compressdo uniaxial o que pode ser constatado em um
diagrama tensao-deformacao tipico de um ensaio de trag@o, apresentado na Fig. (D.2).

Para niveis de tensdo inferiores a 60% resisténcia a tracdo uniaxial, F, a
propagacdo das fissuras pode ser desprezada, sendo esse limite considerado como
elastico.

Para tensdes no intervalo de 60% a 75% Finicia-se a extensao das fissuras tanto
na zona de transi¢cao quanto na matriz de argamassa.

Acima de 75% F; observa-se o inicio do ramo descendente da curva causado
pela conexdo das fissuras da zona de transi¢do e da matriz aglomerante. Esse intervalo
de carregamento ¢ muito curto devido a rapida propagacdo das fissuras no elemento

tracionado.

o (MPa)
§

|

50 100
A (prm)
Figura D.2 Diagrama tensdo x deformagio tipico a tragao uniaxial do concreto CHEN & HAN (1988)

Observa-se através dos diagramas das Fig. (D.1) e Fig. (D.2) que o intervalo
estavel de propagacdo das fissuras ¢ menor na tragdo. Esse fendmeno ocorre pois a
energia necessaria para extensao das fissuras a tragdo ¢ consideravelmente menor que a
compressdo. Esse fato explica o comportamento fragil observado na ruptura a tracao e
também a ductilidade constatada na ruptura a compressao. Além disso, a menor energia
necessaria para extensao das fissuras na tragdo ¢ o principal motivo para a resisténcia do

concreto a tragdo ser significantemente menor comparada a resisténcia a compressao.
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Comportamento do Concreto Sujeito a Carregamentos Ciclicos

Em relagdo a carregamentos ciclicos pode-se verificar que elementos de
concreto submetidos a esse tipo de carregamento ndo apresentam danos significativos se
as tensoes nao superarem 50% F.. Para carregamentos ciclicos com tensdes no intervalo
de 50% a 75% de F. constata-se uma degradagdo progressiva da rigidez (mddulo de
elasticidade e resisténcia) que pode ser atribuida ao continuo processo de fissuracdo
tanto na zona de transi¢do quanto na matriz aglomerante. Um diagrama tensdo-
deformagdo do concreto em ensaios ciclicos pode ser observado na Fig. (D.3).

Conforme apresenta a Fig. (D.3) verifica-se que aumentando o nimero de ciclos
as curvas de descarregamento apresentam nao linearidades e uma curva caracteristica de
histerese ¢ formada no recarregamento.

Para niveis de tensao superiores a 75% F. o comportamento é semelhante, porém a

nao linearidade das curvas carga e descarga tornam-se mais acentuadas.
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Figura D.3 Diagrama tensdo x deformacao tipico carregamento ciclico MEHTA & MONTEIRO (1994)

Comportamento do Concreto sob Estados de Tensoes Multiaxiais

O comportamento do concreto sujeito a estados de tensdo biaxiais e multiaxiais
difere substancialmente dos observados nos estados uniaxiais. Nos estados de tensdo
biaxiais e multiaxiais, quando estdo envolvidas tensoes de compressao, surgem tensdes
que provocam confinamento no material o que acaba por aumentar a capacidade
resistente além da ductilidade da peca estrutural. A Fig. (D.4) apresenta uma envoltéria

tipica de pegas de concreto expostas a carregamentos biaxiais.
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Conforme apresentado por CARRAZEDO (2002) para tensdoes de compressao
iguais em duas direcdes o ganho em resisténcia do material pode alcangar 16%. O
aumento maximo de resisténcia pode chegar a 27% quando a relag@o entre as tensdes o
e o, ¢ proxima de 0,50.

Gr'len
1 12 <0 08 -06 -84 -0 |0

2
.‘-_-151?4 o
.::i.r.-fE- __;' a'u.-"l'_
7 o -02
-04
ﬂ ! ["".-...E ' ‘RF
I ¥rupter 119731 | J_ &
[ V-otasen 1577/
-18
N oy
= I

173/t
Figura D.4 Diagrama da envoltoria de ruptura em estados biaxiais de tensio CARRAZEDO (2002)

Quando uma peca de concreto esta submetida a um estado de compressao-tragao
a resisténcia a compressdo apresenta queda praticamente linear a medida que se
aumentam as tensoes de tragao.

Para o estado biaxial de tracdo constata-se que a resisténcia do concreto a tragdo

mantém-se praticamente igual a apresentada em um ensaio uniaxial.

No tocante a estados multiaxiais de tensdes ainda ndo had um conjunto de ensaios
padrdes que comprovem o comportamento do concreto quando sujeito a esse tipo de
solicitacdo. Mesmo entre os pesquisadores do concreto ainda ndo existe um consenso
sobre qual a forma de ruptura do concreto quando sujeito a estados multiaxiais de
tensdo.

Muitos pesquisadores da area de modelagem numérica de estruturas de concreto
armado tém representado o comportamento do concreto considerando critérios elasto-
plasticos. Os resultados observados através dessa consideracdo sdo satisfatorios como
apresentado em LEONEL et.al.(2003) apesar do elevado custo computacional.

Uma outra abordagem fortemente empregada no estudo sobre consideragdes
mais realistas do comportamento das estruturas de concreto armado trata do emprego da

mecanica do dano e do fraturamento. A mecanica da fratura fornece uma poderosa

ferramenta para analise de fissuragdo que ¢ um critério de crescimento das fissuras
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baseado em energia. Esse critério pode ser aliado as varidveis de Dano avaliando mais

precisamente a degradacao da rigidez do elemento de concreto.
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Anexo E. — Funcao Delta de Dirac

A fungdo Delta de Dirac ¢ de grande valia na representacdo de acdes pontuais
como cargas concentradas em problemas da teoria da elasticidade ou mesmo de
impulsos na Teoria Cinematica da Fisica. As propriedades da funcao Delta de Dirac sao
estudadas no campo da Teoria das Fungdes Generalizadas sendo sua obtengdo possivel
por meio da diferenciagdo da funcdo degrau unitario ou Heaviside.

A Fig. (E.1) apresenta a representa¢ao da fun¢do Delta de Dirac.

ﬂf

Figura E.1Representacao da funcdo Delta de Dirac.

A fungdo Delta de Dirac pode ser definida como:
p {0, se X+ O}
AN = (E.1)
o, sex=0
Existem algumas propriedades interessantes da funcdo Delta de Dirac.

Inicialmente admita-se conhecida uma funcdo f(x) conhecida e bem definida no ponto

x=0. Pode ser mostrado por meio do teorema da média para integrais que:

0

[ £ )& ()= £ (0) (E2)

Essa propriedade ¢ algumas vezes denominada de propriedade de filtragem da

funcao Delta e ocorre pelo fato da variacdo da funcdo f(x) em torno do ponto x=0 ser

desprezivel.
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De forma mais geral pode-se definir que:

[£()-& (x-a)dx = () ©3)

Os conceitos da fun¢do Delta de Dirac podem também ser expandidos para

dominios planos. Nessa situa¢dao pode-se definir:

N (p.0)= {0’ e pro } (E4)
o, sep=Q
De forma analoga tem-se
[1(©)-N (p.0)d= f(p) (ES)

Deve-se ressaltar que este tipo de formulagdo ndo ¢ correta com os conceitos
comuns de uma funcdo matematica, isto €, as acdes concentradas como forcas ou
impulsos ndo sdo fungdes, mas, apesar disto, sdo tratadas formalmente como sendo
funcdes, permitindo o estabelecimento de varias propriedades, sendo que, pelo uso

destas, obtém-se resultados corretos.
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Anexo F.- Condicionamento da Matriz e Estimativas de Erros

O conceito de problemas matematicos bem postos foi formalizado pelo
matematico francés Jacques Hadamard no final do Séc. XX. De acordo com
HADAMARD (1902) um problema bem posto ¢ aquele que apresenta solugdo Unica
possuindo ainda a caracteristica de que pequenas perturbagdes nos dados de entrada
provocam pequenas perturbacdes nos resultados, sendo esta ultima caracteristica
denominada estabilidade do problema com relagdo aos dados.

A estabilidade (instabilidade) nos da informagdes sobre a sensibilidade do
método de calculo numérico aos erros de arredondamentos acumulados nos célculos
bem como de pequenas varia¢des das grandezas envolvidas no problema. Um sistema ¢
considerado estavel quando pequenas perturbacdes nos dados de entrada conduzem a
solucdes proximas. Quando isso nao ocorre, considera-se 0 método de calculo numérico
instavel.

No entanto a anélise de problemas bem postos nem sempre conduz a solugdes
corretas. Podem ocorrer casos em que o problema matematico é bem posto mas utiliza-
se um procedimento numérico instdvel para a obtengcdo de sua solugdo. O mal
condicionamento da solugdo pode ser atribuido a quase singularidade do sistema
matricial resultante. Uma forma adequada de se mensurar o qudo mal condicionado ¢ o
sistema de equagdes considerado € por meio do numero de condicdo. Esse fator informa
0 quanto a matriz esta inconsistente, ou seja, mostra o grau de singularidade existente na
matriz.

BARROSO et. al (1987) apresenta a definicdo do numero de condi¢do o qual

pode ser obtido por meio da seguinte relagio:
N°Condicdo = ||A||-HA_l H (F.1)
sendo:

||A|| norma da matriz considerada, A.
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1 . . .
HA H norma da inversa da matriz considerada, A.

BARROSO et. al (1987) apresenta também as formas mais usuais de se
expressar a norma para matrizes. Dentre elas destacam-se:

Norma de soma maxima de coluna

4] =max Y |a,| (2)
i=1

i<j<n =
em que:

‘a”‘ valor absoluto dos termos da matriz considerada, A.

)

n numero de colunas

Norma da maxima soma de linha

m

4] = max_a,| (F.3)

=

em que:

m numero de linhas

Norma de Frobenius

(F.4)

Norma Espectral

Jaf= 24 9
AL sed#dA” '

max

onde:

A maior autovalor da matriz A

max

A, maior valor singular da matriz A. A, =+/4,. iA A" )

Para problemas onde o sistema matricial envolvido apresenta matrizes densas,
como ¢ a do Método dos Elementos de Contorno, a norma adequada ¢ a espectral. Isso
se deve pois, para esses tipos de matrizes, os autovalores sdo medidas mais

significativas do que os termos constituintes da matriz.

Anexo F — Condicionamento da Matriz e Estimativas de Erros




160

Ao sed=A"
N°Condi¢io={ ™ (F.6)
—max ge4x A"

min

Por meio da Eq. (F.6) verifica-se que quanto maior for o nimero de condigdo
mais mal condicionado serd o sistema final de equagdes. Pelo contrario quanto mais
proximo de 1 for o numero de condig¢do da matriz mais estavel sera a solugao.

Apesar de um sistema mal condicionado fornecer resultados que pode nao ser
confidveis existem formas de se manipular o sistema matricial de forma a torna-lo
menos instavel. Uma das técnicas utilizadas para tal fim ¢ a do pré-condicionamento.
Esse procedimento ¢ relativamente simples sendo constituido basicamente pela pré e
p6s multiplicacdo do sistema matricial por uma matriz de pré-condicionamento.

Considere inicialmente o sistema matricial apresentado na Eq. (F.7).

[4]-{x} ={B] (F.7)
sendo:

[A] matriz de valores conhecidos.
{x} vetor de incognitas.

{ B} vetor de valores independentes.

O procedimento de pré-condicionamento ocorre pela multiplicacdo do primeiro e

segundo membro da Eq. (F.7) por uma matriz pre-condicionadora. Assim:
M[A].{x} - M{B} 3
onde:

[A} matriz pré-condicionadora

A matriz pré-condicionadora pode ser determinada de acordo com o tipo de
analise considerada. No presente trabalho a matriz pré-condicionadora adotada ¢ a
apresentada pela Eq. (F.9), sendo formada pelo inverso dos elementos da diagonal da

matriz A.

P}: %A]y s (F.9)

0 sei#j
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Anexo G.- A Mecanica do Dano

Diversos materiais de utilizagdo continua em engenharia sdo expostos a
condicoes mecanicas € ou ambientais desfavoraveis durante sua vida util. Tais
condi¢des geram mudangas na microestrutura interna desses materiais levando, na
grande maioria dos casos, a redugdes na resisténcia e durabilidade.

De forma a permitir a criagdo de modelos para a representacdo de materiais
expostos a niveis de degradagdo surgiu a mecanica do dano continuo. Conforme
apresenta LEMAITRE & CHABOCHE (1990) o desenvolvimento da mecanica do dano
iniciou-se em 1958 quando KACHANOV (1958) publicou o primeiro trabalho dedicado
as variaveis de dano continuas.

O objetivo da mecénica do dano ¢ descrever a influéncia do dano na rigidez e
resisténcia do material. Para isso KACHANOV (1958) descreveu o processo de
degradagdo da rigidez do material por meio de um escalar denominado variavel de dano.
No entanto, com o desenvolvimento das pesquisas, percebeu-se que esse processo €
melhor descrito por meio de um tensor de dano que ¢ aplicado ao tensor representativo

das propriedades constitutivas do material.

Diferencas entre Mecanica do Fraturamento e Mecanica do Dano

Apesar de representarem com consideravel precisdo materiais que apresentam
processos de fissuracdo (danificagdo) as teorias da mecanica da fratura e mecanica do
dano apresentam uma diferenca marcante que deve ser ressaltada.

A mecanica da fratura lida com defeitos discretos e de tamanho significativo
dentro da regido de andlise do fendmeno. Essa teoria considera ainda que o material, a
partir de uma determinada distancia em relagdo a extremidade da fissura, mantém suas
caracteristicas elasticas iniciais. J4 a mecanica do dano trata as microfissuras

distribuidas continuamente e de forma aleatoria na regido de analise do fendmeno, com
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as propriedades mecanicas do material se alterando em funcao do grau de deterioragao
presente. A fissura discreta pode ser entendida como resultado de uma localizacdo de
micro-defeitos.

KRAJCINOVIC (2000) ressaltam o fato de que em diversos corpos reais tanto
as fissuras discretas quanto as microfissuras podem estar atuando conjuntamente.
Procurando representar cada fenomeno isoladamente obtém-se valores de carga ultima
diferentes ao observado no corpo real. BOTTA (1998) comenta que um modelo mais
realista deve englobar tanto aspectos pertencentes a mecanica do fraturamento quanto a
mecanica do dano. A Fig. (G.1) apresenta uma representacdo esquematica de cada
teoria.

< < <

R N S S N A O A O A O O

< < <

Mecénica da Fratura Mecénica do Dano Mecénica da Fratura e

Mecénica do Dano

Figura G.1 Representagdo esquematica das teorias de fraturamento e dano

Modelos para Dano

Os modelos empregando a teoria do dano podem ser formulados para representar
diversos fendmenos associados a danificacdo da microestrutura interna dos materiais.
Dentre os modelos propostos KACHANOV (1986) destaca aqueles associados a
fluéncia, materiais elasto-plasticos e fadiga.

No tocante ao emprego da teoria do dano aplicado a modelos numéricos destaca-
se o modelo de dano isotropico. Por meio desse modelo o dano no material ¢

considerado através de uma varidvel denominada variavel de dano isotrdpico.
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Figura G.2 Representagdo variaveis de dano KACHANOV (1986)

Empregando-se esse modelo o dano ¢ considerado igual em todas as direcdes e

pode ser definido pela razdo entre as areas plenas e danificadas ilustradas na Fig. (G.2).

D="2" (G.1)

em que:
S, éarea danificada.

S area sa.

D variavel de Dano.

Pode-se inferir que 0< D <1. Quanto mais préximo de zero encontra-se D
menor o dano presente no material. Ja para o caso de D tender a um verifica-se uma
situagdo de proximidade de ruina do material.

Admitindo que exista uma for¢a F atuando segundo a normal n apresentada na
Fig. (G.2) pode-se definir uma tensao efetiva dada por:

& = g (G.2)
S
sendo:

o = tensdo efetiva.

F = forga.

S = area util.
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Por meio da Eq. (G.2) pode-se inserir diretamente a varidvel de dano no célculo
da tensao efetiva conforme apresenta a Eq. (G.3):

o
o=
(1-D)

(G.3)

onde:

o = Estado de tensdo sem danificagdo

Empregando a hipotese de deformacdo equivalente pode-se aplicar a Eq. (G.3) a

Lei de Hooke como ilustra a Eq. (G.4).

o)

= ° G.4
“TU-D)-E G

SIEE

em que:
E =Moddulo de Elasticidade Longitudinal.

Para a criagdo de modelos numéricos ¢ usual aplicar a varidvel de Dano no
tensor representativo das propriedades do material como mostra o denominador da Eq.

(G.4). Assim pode-se definir um tensor com as propriedades efetivas do material.

E=(-D)-E (G.5)

E dessa forma a lei associando tensdes a deformacdes poder ser reescrita da

seguinte forma:

c=F¢ (G.6)

Existem diversos modelos para representacdo de dano em materiais os quais
diferenciam-se pela diferente abordagem na evolugdo do dano com a aplicacdo do
carregamento. No trabalho de BOTTA (1998) os modelos de Mazars e Cervera sdo
aplicados com sucesso.

O emprego dessa teoria, por meio de modelos numéricos, tem permitido a
realizagdo de um elo conectando os estudos sobre a deterioracdo microscopica do

material sob tensdo e modelos usuais empregados em projetos de engenharia.
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