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Resumo

Como uma geometria imersa, a geometria das branas é necessariamente mais rica que a
geometria riemanniana satisfazendo a equacao de Einstein. De fato, em lugar de contarmos
apenas com a métrica, uma geometria imersa inclui também os elementos da geometria ex-
trinseca, como a curvatura extrinseca, ou respectivamente a segunda forma fundamental, e a

terceira fundamental, que aparece sempre quando a subvariedade nao é uma superficie.

As equacgoes de movimentos de uma brana contém estes novos elementos geométricos e
conseqiientemente necessitam de uma interpretagao fisica. Enquanto que a segunda forma
fundamental tem sido incorporada & fisica em diversas ocasioes, inclusive na cosmolgia de
branas em cinco dimensoes, a terceira forma fundamental nao aparece quando a subvariedade
é apenas uma hiper-superficie (ou seja, com apenas uma dimensao extra). Como a maioria dos
modelos estruturada até o presente se concentra em cinco dimensoes, o significado fisico desta

forma fundamental nao é geralmente discutido nesses modelos.

O objetivo principal desta tese é mostrar que a terceira forma fundamental tem as car-
acteristicas de um campo de calibre com respeito a transformacoes do grupo de rotacoes do
espaco complementar. A possibilidade de que as simetrias entre as dimensoes extras em um
espago de imersao possam ser geradoras das simetrias internas foi proposta por Ne’eman em
um seminario de 1965, o que nao fazia muito sentido ja que a relatividade geral é uma teoria
riemanniana. Entretanto com o advento da teoria das cordas e da teoria M como uma teoria de
variedades imersas, as branas surgiram como sendo objetos dindmicos e imersos. Nesse caso, no
contexto de branas-mundo, a terceira forma fundamental aparece como um campo de calibre

fornecendo embasamento teérico para a conjectura de Ne’eman.



Abstract

Like an immersed geometry, the brane geometry is necessarily richer than Riemannian
geometry, satisfying the Einstein’s equation. In fact, instead of using only the metric, an
immersed geometry also includes the elements of an extrinsic geometry, with an extrinsic cur-
vature, or respectively second fundamental form, and the third fundamental form. The later

always appearing when the subvariety is not just a surface.

The kinematics equations of a brane contain these new geometric elements that brings
the necessity of a new physical interpretation. While the second fundamental form has been
incorporated to physics in many occasions, including the cosmology of branes in five dimensions,
the third fundamental form doesn’t appear when there is only one extra dimension. Most
models nowadays focus in five dimensions, the physical meaning of this fundamental form is

not discussed in these models.

The objective of this thesis is to show that the third fundamental form of the brane-world
has the characteristics of a gauge field with respect to the transformations of the rotational
group of the complementary space. The possibility that the symmetries between the extra
dimensions in an immersed space can generate internal symmetries was originally proposed by
Ne’eman in a seminar of 1965. At that time the idea didn’t make much sense, since general
relativity is a Riemannian geometry. However with the uprising of string and M theories as
theories of immersed varieties, branes became an immersed dynamical object. In this case, the
third fundamental form appears as a gauge field in brane theory, an agreement with Ne’eman’s

conjecture.
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Introducao

A imersao como fonte de simetria interna foi o principal objetivo do seminério promovido
por Avner Friedman em 1965 [1-6], mas ele nao foi conclusivo por dois motivos: Primeiro pelo
quase desconhecido teorema de Nash que caracteriza a imersao de um espaco-tempo por meio
perturbativo. Segundo porque nao se chamou a atencao, talvez por desconhecimento, de que a
teoria de Yang-Mills é completa em 4-dimensoes, no sentido que os potenciais A, e o tensor de

curvatura F),, sao consistentes apenas em 4-dimensoes, dispensando dimensoes extras.

A descricao dos potenciais e da forca eletromagnética, por exemplo, sdo todas definidas em
4 dimensoes e, de fato, foi dessa propriedade que surgiu a teoria 4-dimensional de Einstein,
Minkowsky, Lorentz e outros. Isso nao impede que se possa imaginar um campo de Yang-
Mills em 5,6, ...m dimensoes. Pode até ser um exercicio matematico interessante, apesar de
nao ter motivagao fisica para isso. Evidentemente esse quadro pode mudar com a eminenete
descoberta do Higgs em 2007/2008. De fato, nos anos 80, houve alguma discussao sobre a
origem dos campos de Higgs [7,8] e é possivel mostrar que este campo pode ser gerado por um

campo de Yang-Mills de dimensao superior a 4.

Como se sabe, o tensor de Maxwell F,, vem de uma conexao A, a qual resulta da repre-
sentacao adjunta de um grupo de calibre local. A existéncia de simetria de calibre ou interna
motivou o surgimento do esquema de grande unificacao. Por que o mundo seria dividido em
uma parte interna e outra externa? Poderia ser esta simetria parte de um tnico grupo? Qual

grupo? O chamado modelo-padrao de unificacao é fundamentado no grupo

Py xU(1) x SU(2) x SU(3)

Uma possivel explicagao para a origem das simetrias, como foi ressaltado por Ne’eman [6],
¢ a imersao do espago-tempo, a qual cria novos graus de liberdade. Entretanto a teoria de
Einstein nao requer ou nao prevé imersoes do espago-tempo. A conjectura de Ne’eman no
seminario de 1965 carecia de sentido, em face aos fundamentos da relatividade geral, que é
uma teoria riemanniana. Entretanto ela faz sentido no contexto de branas-mundo, que se

fundamenta na teoria de variaveis imersas. Encontramos que, de fato, se o espago de imersao
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for maior ou igual a 6, entdao as dimensoes extras geram uma simetria interna local para um
potencial de Yang-Mills confinado e de origem geométrica. Dirac foi o inico que escreveu um

texto de relatividade geral afirmando que o espago-tempo seria uma variedade imersa [9].

Os teoremas conhecidos de imersao de variedade afirmam que para qualquer variedade
riemanniana existe uma espaco de imersao. Em 1998 surgiu a idéia de brana-mundo, em parte
motivada pela teoria de cordas (ou teoria M) e em parte pela teoria de Kaluza-Klein. O principio
bésico dessa teoria é que o espago-tempo 4-dimensional é imerso num espago maior, o qual seria

uma solucao das equacgoes de Einstein.

Com isto em mente, o propoésito deste trabalho é re-examinar a proposta do seminario de
Friedman de 1965, notadamente a conjectura de Ne’eman no contexto de teoria de branas-
mundo. No Capitulo 1 veremos um pouco da historia da influéncia dos métodos geométricos na
fisica. No Capitulo 2 mostraremos como os campos de potencial agem como uma conexao. No
Capitulo 3 deduziremos as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso geral. No Capitulo 4
usaremos essas equacgoes para deduzirmos as equagoes de movimento das branas e, finalmente,
no Capitulo 5 faremos uma aplicacao ao exemplo do espago-tempo de Schwarzschild visto como

brana-mundo, associando a conexao com um grupo de calibre.
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1 Fisica e Geometria

A geometria riemanniana tem exercido uma forte influéncia na fisica desde o inicio do século
XX. Tanto é assim que os estudantes de fisica aprofundam seus conhecimentos de geometria
através da geometria riemanniana. No entanto, ela nao é a tnica opcao disponivel para a fisica

COIMO VEeremos a seguir.

1.1 A geometria de Euclides

A referéncia mais antiga de um sistema de medida organizado vem dos antigos babilénios,
que desenvolveram métodos de pesquisar terras através do calculo de areas de figuras geométri-
cas simples e arcos de circulos. Dai o surgimento da palavra geometria, cujo significado é
"medida da terra". Tales de Mileto foi quem deu os primeiros passos para a sistematizacao da
geometria, foi ele quem manteve o nome egipcio de "medida da terra'"para sua matematica,
mas sendo grego, usou a palavra geometria. Ele foi o primeiro a demonstrar os teoremas de

geometria do tipo que, séculos mais tarde, Euclides juntaria nos seus livros Elementos [10,11].

Euclides é mais conhecido pelo seu livro Elementos que é dividido em treze capitulos, dos

quais os seis primeiros sao sobre geometria plana elementar.

O objetivo de Euclides era que o seu sistema fosse livre de suposigoes baseadas na intuigao
ou conjecturas. Ele formulou 23 defini¢oes, 5 postulados geométricos e 5 no¢oes comuns. A
partir dessa base, ele demonstrou 465 teoremas, os quais eram todo o conhecimento geométrico

de sua época.

Aqui discutiremos o quinto postulado de Euclides, conhecido como o postulado das parale-
las, que s6 pode ser violado se nao existirem retas paralelas ou, se existir mais de uma reta
paralela & uma outra passando por algum ponto externo, algo que era inconcebivel naquela

época.

No final do século XVIII, Gauss, aos 12 anos, comegou a sua critica a respeito dos Elementos,
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de Euclides. Como outros matematicos, ele se focalizou no postulado das paralelas. Aos 15
anos, Gauss foi o primeiro matematico na histéria a aceitar a idéia de que poderia existir uma

geometria consistente onde o postulado das paralelas de Euclides nao seria valido.

No inicio do século XIX, entre 1813 e 1816, como professor na Universidade de Gottingen,
Gauss fez o rompimento e desenvolveu o que hoje é denominado geometria hiperbélica. No
dia 6 de novembro de 1824, Gauss escreveu para Taurinus, um advogado amigo que estudava
matematica: "A suposicao de que a soma dos trés angulos é menor que do que 180° leva a
uma geometria especial, bem diferente da nossa, que é absolutamente consistente, e que eu
desenvolvi de modo bem satisfatorio para mim mesmo..." [12]. Gauss nunca publicou sua nova
descoberta, e insistiu com Taurinus e outros para que nao tornassem publicas suas idéias. O

motivo desse receio era a presenca marcante dos filosofos seculares.

Na Critica da Razao Pura, Kant chama o espaco euclideano de "uma necessidade inevitavel
do pensamento". Kant, percebendo que os gedmetras daquele tempo usavam o senso comum
e figuras geométricas nas suas demonstragoes, adotou a intuigao geométrica como base para
o desenvolvimento da geometria, que na sua opiniao deveria prevalecer sobre a formalidade
matematica [13,14]. Gauss era de uma linha oposta acreditando que o rigor matemaético era

necessario para a geometria.

Apos ler o livro de Kant, Gauss rejeitou a obra, apesar de nao ter publicado suas descober-
tas. Outros matematicos da época, como Lobachevsky e Bolyai, persistiram no desenvolvimento

de geometrias nao-euclidianas e publicaram suas obras.

Em 1823, Nicolai Lobachevsky explorou as conseqiiéncias para a quebra do quinto postulado
de Euclides dizendo que "nenhuma prova rigorosa de ser verdadeiro fora jamais descoberto" [11].
Em 1826 Lobachevsky apresentou diversos teoremas sobre o assunto e trés anos mais tarde,
publicou seu trabalho, Sobre os Principios da Geometria, numa desconhecida revista russa,
chamada O mensageiro de Kazan, da Universidade de Kazan onde era professor. O ano de 1826
marcava o nascimento oficial da geometria nao-euclidiana. Nos trés anos seguintes, Lobachevsky
tinha ficado absolutamente convencido de que o quinto postulado de Euclides nao podia ser
provado com base nos outros quatro e, em um artigo de 1829, tornou-se o primeiro matemaéatico
a publicar uma geometria nao-euclidiana baseada na quebra do quinto postulado, intitulada

por ele de "geometria imaginéria".

Outro matematico que persistiu na geometria nao-euclideana foi Janos Bolyai, filho de
um amigo matemético de Gauss, Wolfgang Bolyai. Em 1823, ele escreveu a seu pai dizendo

que tinha "criado um mundo novo e diferente, a partir do nada". Ele se referia a criacao de
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um espaco nao-euclideano. Seu trabalho sobre geometria hiperbolica, que chamou de Ciéncia

Absoluta do Espaco, foi publicado em 1832 num apéndice de um dos livros de seu pai, Tentamen.

Apo6s a morte de Gauss, especialistas encontraram em suas anotagoes correspondéncias
e pesquisas sobre o espago nao-euclideano, bem como trabalhos de Bolyai e Lobachevsky.
Gauss soube das contribui¢oes de Lobachevsky & geometria nao-euclideana através do seu se-
gundo livro. A reagao de Gauss ao Ciéncia Absoluta de FEspag¢o de Bolyai foi & mesma que
teve a Lobachevsky, aprovagao, mas nao apoio impresso. Em 1867, os trabalhos de Bolyai e
Lobachevsky foram incluidos na segunda edi¢ao do influente livro de Richard Baltzer, Elemen-
tos da Matemaética [10]. Logo, eles se tornaram referéncia-padrao entre os que trabalhavam
com novas geometrias. A descoberta e o desenvolvimento da geometria nao-euclideana foi um

golpe na filosofia kantiana.

O espacgo descoberto por Gauss, Bolyai e Lobachevsky chamado de espago hiperbdlico, é o
espago onde o postulado das paralelas é substituido pela suposi¢ao de que, para qualquer reta,
nao existe apenas uma, mas muitas retas paralelas passando por qualquer ponto externo dado.
Isso implica que a soma dos angulos internos de um triangulo dado ¢ menor que 180° e que nao

existem triangulos semelhantes.

Nem Gauss, nem Bolyai, nem Lobachevsky conseguiram visualizar o espaco hiperboélico de
uma forma simples. Isso foi feito por Beltrami, e de uma forma mais simples ainda por Henri

Poincaré.

Enquanto a evolugao do espago hiperboélico nao era completada, por volta de 1853 Riemann
estava almejando uma posigao de conferencista em Gottingen. Apoés ter defendido sua tese de
doutorado em 1851, o tinico obstaculo era dar uma conferéncia como teste onde os professores
escolhiam um tema entre os trés entregues pelo palestrante. Gauss escolheu para Riemann o
terceiro topico, o tema Sobre as Hipdteses que formam os Fundamentos da Geometria. O motivo
de Gauss ter escolhido o terceiro topico foi que nos dez anos a partir de 1816, Gauss fez um
levantamento geodésico de certas areas da Alemanha. Gauss observou que bastavam medidas
tangenciais para descrever a topografia do condado e assim, produziu um mapa bidimensional
a partir de dados tridimensionais. O conceito inovador de Gauss de que a geometria de uma
superficie curva pode ser estudada sem a referéncia a um espago euclidiano de dimensao superior
foi extremamente importante na teoria da relatividade de Einstein. Como resultado a palestra

descrevia outro tipo de espago nao-euclidiano, o espagco eliptico.

Da mesma forma que o espaco hiperbodlico, o espaco eliptico também se baseia na quebra

do quinto postulado de Euclides: as retas paralelas nao existem, e como Poincaré, Riemann
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deu sua interpretacao para os termos ponto, reta e plano. Como plano, ele escolheu a superficie
da esfera. Seus pontos, como os de Poincaré, continuavam sendo as posicoes descritas por

Descartes. As retas de Riemann eram os circulos méximos, as geodésicas sobre a esfera.

O problema do espago de Riemann era que além de ser inconsistente com o 5° postulado
de Euclides, ele também era inconsistente com dois outros postulados de Euclides. Ele rein-
terpretou o 2° postulado que dizia que qualquer linha pode ser prolongada indefinidamente
em qualquer direcao, declarando que este apenas garantia que as retas nao tivessem limites.
Entretanto Riemann nao foi tao feliz em solucionar os problemas do espaco eliptico com o 1°
postulado de Euclides. Apesar disso sua obra e a necessidade de quebrar outros postulados

além do postulado das paralelas causou um impacto na matemética do final do século XIX.

1.2 A necessidade de uma teoria unificada

Para descrever sua teoria gravitacional Einstein precisava de uma nova geometria que de-
screvesse a gravitagao como uma distor¢ao do espaco. Foi um amigo de Einstein, Marcel
Grosmann que descobriu a obra de Riemann e de outros sobre geometria diferencial. As obras
de Gauss e Riemann permitiram que Einstein as aplicasse a qualquer campo gravitacional. Foi

quando ele teve o embasamento matematico para o principio da equivaléncia.

A idéia dada por Einstein de que o espaco era curvo nao era nova, ela foi proposta pela
primeira vez em 1854, pelo proprio Riemann: "A questao da validade da geometria... esta
relacionada com a questao da base interna das relagoes métricas do espaco... nos devemos
procurar a base de suas rela¢oes métricas fora dele, nas forcas de ligagdo que agem nele..." [9].
Mais tarde, em 1870, ela foi novamente proposta por William Kingdon Clifford, que apresentou
o artigo Sobre a Teoria Espacial da Matéria para a Sociedade Filosofica de Cambridge. Ele
escreveu: "Na verdade, eu mantenho que: (1) as pequenas porgdes do espago sao de uma
natureza analoga aos pequenos montes numa superficie que ¢, na média, plana; (2) a propriedade
de ser curvo ou distorcido ¢é transmitida continuamente de uma porgao de espago para outra
como uma onda; (3) esta variagdo da curvatura do espago é realmente o que acontece naquele
fendmeno que chamamos de movimento da matéria..." [15]. Mas coube a Einstein a realizagao

deste pensamento.

Em 1915, Einstein apresentou o artigo As Fquagoes do Campo Gravitacional & Academia
de Ciéncias da Prussia [16]. Cinco dias antes, em 20 de novembro, Hilbert apresentou uma

deducao das mesmas equagoes a Academia Real de Ciéncias em Goéttingen. Sua producgao era
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independente da de Einstein e apesar de ser superior em alguns aspectos, ele reconheceu a teoria
como sendo criacao de Einstein, a quem ele admirava muito: "Einstein é quem fez o trabalho,

e nao os matematicos" [16].

Logo apos Einstein ter completado seu artigo em 1915, a resposta a critica de Kant sobre o
carater nao intuitivo das geometrias nao-euclideanas, que parece ter sido atribuida ao proprio
Riemann, se torna realizdvel. Riemann argumentou que se a intuicao é a base da verdade
geométrica, atribuindo formas e comparacoes, entao isto é de fato algo que tem a ver com a

fisica, ja que ela depende de medidas e instrumentos.

Einstein comegou a pensar nas possiveis consequéncias de sua nova teoria para o estudo do
universo como um todo. Ja que as equacgoes da relatividade geral descrevem a curvatura do
espaco-tempo causada pela presenca de matéria, se a distribuicao de toda a massa do universo
fosse conhecida, as equagoes poderiam, em principio, ser resolvidas para determinar a geometria

do universo. Einstein estava atras de uma teoria unificada.

Tal idéia, que pode-se dizer, constitui o objetivo maior da fisica, é bem mais antiga. Pos-
sivelmente ela teve sua origem no pensamento de Pierre Maupertuis, quando sugeriu que toda
a natureza pode ser explicada por um principio matematico. Entretanto, quando pensamos que
esse principio seja realizavel através de uma geometria a resposta dada pela relatividade geral
parece ser parcial pois apenas uma componente fisica (gravitagdo) é geometrizada na teoria de

Einstein.

A conjectura de Ne’eman era uma tentativa de incluir na relatividade geral outras com-
ponentes da fisica, a saber as simetrias de calibre. Entretanto, paradoxalmente ela partia da
nocao de um espago-tempo imerso, o que representa um retorno ao ponto de vista de Kant. Esse
paradoxo conceitual deixa de existir com o conceito de branas-mundo, onde o espago-tempo
fisico passa a ser uma variedade imersa. Mas antes de entrar nesse assunto, no proximo capitulo

faremos uma breve revisao sobre os campos de potencial de calibre e sobre as conexoes.



16

2 A teoria de Yang-M:alls

Como foi discutido, na teoria de Einstein a geometria é identificada com o campo gravita-
cional apenas. O proximo passo foi dado pela teoria de Yang-Mils que teve sua origem com duas
idéias independentes. A primeira delas foi uma tentativa de construir uma teoria geométrica
para o eletromagnetismo, proposta por Hermann Weyl. A segunda foi o desenvolvimento de
teoremas que descrevem observaveis de uma teoria fisica, desenvolvidos por Emmy Noether em

1918.

2.1 A Teoria de Weyl e de Yang-Mills

Com o desenvolvimento da teoria da relatividade geral, Hermann Weyl [17] em 1919 con-
siderou a possibilidade de que o campo eletromagnético fosse também geometrizado. General-
izando os conceitos de que todas as medidas fisicas sao relativas, Weyl propds que a magnitude
e a norma de um vetor também deveriam ser relativas, dependendo apenas de sua localizacao
no espaco-tempo. Uma conexao seria necessaria para relacionar os comprimentos do vetor em
suas diferentes posicoes, baseando-se na propriedade local. Essa nocao ficou conhecida como

invariancia de calibre.

Weyl foi um passo além da teoria da relatividade geral quando questionou se os efeitos do
campo gravitacional podiam ser descritos através de uma conexao, e se isso for possivel, se ao
eletromagnetismo também podem ser associadas conexoes similares. Ele alterou a condicao

Guvip = 0 para g,.., = %Apgw,, onde A, ¢ o potencial eletromagnético.

Entretanto, na teoria de Weyl a gravitagao e o eletromagnetismo se manifestam classica-
mente, enquanto as interagoes de calibre sao consistentes apenas do ponto de vista quantico.
Em consequéncia, as condi¢oes de calibracao perdem a invariancia, e podem ter diferentes ex-
pressoes em cada ponto. Isto é, dois observadores em pontos distintos do novo espago-tempo
poderiam atribuir diferentes condigoes de calibragao e consequentemente obter solucoes difer-

entes das equacoes de Maxwell. Isto fez com que Weyl abandonasse sua teoria de calibre.
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A solucao desse conflito veio com o desenvolvimento da mecéanica quantica. Em 1927, Weyl,
Fock e London [18-20] perceberam que outro significado poderia ser dado a teoria original de
Weyl. As mudancas de escala de um vetor foram substituidas pela idéia de uma mudanca de

fase da funcao de onda.

Usando a mudanca de fase como variavel local, a teoria quantica para o eletromagnetismo
nao apresenta conflitos com a observacao, ji que na mecanica quantica apenas as normas sao
observaveis. Com tal interpretagao, em 1929 Weyl retomou a sua teoria generalizando o conceito
de transformagao de calibre local, com parametros dependentes das coordenadas e que fosse
compativel com os observaveis em uma teoria quantica [18]. Entretanto, naquela época néo
haviam dados experimentais suficientes na mecéanica quantica que pudessem dar maior suporte
a nova proposta de Weyl. Em 1945, com a descoberta de novas particulas com propriedades
internas, as transformacoes de calibre passaram a ser vista nao como uma transformagao de
coordendas, mas como uma transformacao interna local, que transformaria os potenciais da

teoria.

Aqui entra a outra contribuigao para a teoria de Yang-Mills. Em 1919, Emmy Noether de-
senvolveu teoremas que mostram como calcular as quantidades conservadas de uma teoria fisica
partindo de sua lagrangeana e do conhecimento de qualquer de suas simetrias de coordendas
ou de calibre. Como toda teoria fisica deve especificar uma cole¢ao de observaveis, invariantes
sob estas simetrias, os teoremas de Noether tornam-se uma ferramenta importante para a de-
terminacao dos observaveis da teoria. Assim, pode-se perguntar quais seriam os observaveis da

teoria de Weyl deduzidos pelos teoremas de Noether [21].

Por volta de 1951, o grupo de calibre local U(1) consolidou-se como o grupo que caracteriza
a eletrodinamica quéntica. A interagao entre as particulas é feita por intermédio de fotons cuja
fungao de onda possui uma variacdo de fase local [22]. E em 1952 a for¢a nuclear fraca foi
definida pelo grupo SU(2) como um grupo de simetria interna, semelhante & transformagoes de
calibre [23].

Em 1954, Chen Ning Yang e Robert Mills [24| propuseram que a interagao nuclear fraca
poderia ser descrita por uma teoria de campo da mesma forma que o eletromagnetismo. Eles
postularam que o grupo de calibre local era o SU(2). Essa idéia revolucionéaria mudava o
conceito de identidade de uma particula, pois agora, a escolha da direcao do spin das particulas
era arbitrario em cada ponto e assim, uma conexao era necessaria para comparar esses pontos.
Um novo potencial foi postulado por Yang-Mills em analogia com o potencial eletromagnético.

Esta idéia levou a unificagao da forga fraca com o eletromagnetismo na teoria eletrofraca [25].
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Em meados da década de 70 foi inventada uma teoria quantica de campos para a forca forte
com o grupo SU(3). Assim, as trés interagoes fundamentais: eletromagnetismo, forca fraca e

forga forte incorporam um tnico formato que é o mesmo desenvolvido por Yang-Mills.

Com a consolidacao da teoria de Yang-Mills estamos diante de uma situagao nova: existe
uma geometria afim, baseada em uma conexao, para as 3 interacoes de calibre. Mas esta geome-
tria nao é idéntica aquela da 4® forca, que é a gravitacao. Esta diferenca deve-se a natureza
da simetria que caracteriza as conexdes. No caso da gravitacao, a simetria é definida pelas
transformacoes de coordenadas do espago-tempo, portanto tem uma definicao fundamentada
na propria evolugao conceitual da geometria do espago-tempo. Por outro lado, no caso das in-
teragoes de calibre o espago onde a simetria de calibre atua é o espaco interno, onde atua a forca
nuclear. Entretanto, esta simetria nao tem origem geométrica como ¢é o caso do espago-tempo.

Este espaco interno nao ¢é acessivel diretamente pela observacao.

A identificag@ao do espaco interno é uma necessidade da unificacao das interagoes via geome-
tria, ou via grupo (GUT). Por exemplo o chamado modelo-padrao de unficacdo seria algo como
Py xU(1)x SU(2) x SU(3) que, por ser um produto cartesiano em espagos diferentes, um deles
¢é o espaco-tempo, o outro é o espaco interno. Mas se juntarmos estes espacos onde os diversos

grupos internos atuam teremos algo como 4 + 7 = 11 dimensoes no minimo [26].

2.2 Teorema de Noether

A visao moderna da teoria quantica é que as particulas da matéria (férmions) das trés
forcas fundamentais, com excegao da gravitagao, nao interagem entre si, mas possuem cargas
que trocam particulas virtuais (bosons), e estes sao os intermediadores das interagdes. No
modelo-padrao, sao trés os tipos de bosons de calibre: fotons, bosons W e Z, e gluons. Cada
um corresponde a uma das trés interacoes do modelo-padrao: fétons sao bdsons de calibre
da interacao eletromagnética, bosons W e 7Z da interagao fraca e gluons da interagao forte.
Este acoplamento de matéria (férmions carregados) pela forga através de particulas mediadoras
(bosons de calibre) é o resultado das simetrias fundamentais da natureza. Matematicamente,

este acoplamento é visto através do teorema de Noether.

Considere um campo genérico 1(z), podendo o mesmo ser escalar, vetorial, tensorial ou
espinorial. O campo tem sua equacao obtida de um principio variacional com uma lagrangeana

L, a qual depende de 9(z) e suas derivadas primeiras,

L= Ly, ¥ ).
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Considerando a variagao da lagrangeana resultante de uma transformagao de calibre local,

6L = L(¢'(2)) — L(¥(x)),

variacao da acao sera

0A = A(¢va) - A(d)a Q)

onde €2 é uma regiao qualquer fechada do espago-tempo descrito pelas coordenadas x* onde 1)

esta definido. A acao é integrada num elemento de volume dv do espago-tempo. Assim, temos

A, Q) = /QéLdv

§A = /Q (AW, Q) — A(, Q)]dv.

Sabendo que

oL oL
0L = —06¢ + ——01y,
90 P 202 (9%

usando a equacao de Euler-Lagrange e considerando que d se anula no contorno 6€2 de €2,

oL _ 0 (oL
oy 0xr \ Oy )’

e admitindo ainda que a transformagao considerada é uma simetria do sistema, obtemos uma

variacao total nula

0 (0L oL

Usando a relacao

0
0\ = @fw

e o fato que a varia¢do do campo pode ser escrita como [27]
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0 = Fy(x,1)00%,

onde F,(x,1) é uma fungado que é conhecida mas que depende da natureza de cada campo, isso

resulta em

o (0L oL 0
I i iy e oL 9 _
5 /Q<W (6%) 5+ 5 5ard )dv 0,

ou

o (( oL o (( oL A
5A:/QW<<8%> 5¢> dv = /w((a@m) Fa(x,¢)50>dv—0.

Observe que 66 nao pode ser retirado da derivada pois o mesmo depende de x. Entretanto,

calculando a derivada da expressao acima, ou seja

9 (0L OL . 90°
I a F —
/QLW((%A )59 5 ]dv 0,

e subtraindo e adicionando o termo

oL _ ..
Z 90 ——F,A%,60",

onde A$, sao as componentes de uma matriz Ay, obtemos

0 [ oL oL _ 90°  OL oL
— | =—/—F @ F F, A% 60" — —F, A% 50° . 2.1
/Q[axx (am a)ae + g Fager T gy FaAS00 = SRR du =0, (21)

Impondo a condigao

00°

ppey — A$,660° =0, (2.2)

a expressao (2.1) da integral acima fica

oL oL v\ ou
/Z(w (am "o, FbA*“) oWdv =0,

onde §6* foi excluido da derivada. A integral pode portanto ser re-escrita como



21

Z/Q [(amg + A%) ((%LAF;)N 0°dv = 0. (2.3)

a

Introduzindo

e denotando a quantidade de Noether

—F, (2.4)

aeq. (2.2) fica

/ (D%, N))§60%dv = 0.
Q

Assumindo que todo o integrando é diferenciavel e que a regiao () é fechada e arbitraria,

isto resulta que a integral é nula

(D§,NM56° = 0.

Portanto se d6° sao parametros localmente independentes, entao

D§,N» = 0.

Podemos escrever esta expressao na representagao adjunta da algebra de Lie do grupo G.
A representacéo matricial de um grupo G é um homomorfismo R : G — G onde G ¢ um grupo

de transformagcoes lineares de um espaco vetorial V', chamado de espaco de representacao.

Em particular, podemos usar o proprio espago da algebra de Lie de G, de base {X,}. A
representagao de um elemento X, da base é dado por um operador R(X,) que atua na propria

algebra de Lie da seguinte maneira

R(X) X, = [Xa, Xp] = C%, X (2.5)

entao esta é a chamada representacao adjunta da algebra de Lie de G. Multiplicando a condicao

de Noether (2.2) por X, obtemos
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AL X, = 0% X,. (2.6)

Definindo os coeficientes Aj, por

CpAL = AT
e substituindo-os em (2.5), temos

—CrASH X, = 0° X,

o

Utilizando (2.4) obtemos

—[Xy, X JAGH" = 0% X,,.

Rearranjando os termos,

[AS X, X)0" = 6% X,

obtemos

R(A)X0" = 0% X, (2.7)

onde R(A,) é a representacao de A4, = A7, X, na representagao adjunta. Trata-se de uma matriz

n X n na base de {X,} da algebra de Lie tal que

RANXy = [Au Xs) = [A%X,, X))
= AU[X,, Xy = AYCE, X,

n~"ab’ c

ou seja, os coeficientes introduzidos por Noether Af sdo as componentes da matriz A, na
representacao adjunta da algebra de Lie do grupo de simetria .

Adicionando a (2.8) o operador 10, onde I é o operador identidade correspondente a matriz
identidade R([I), temos
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R(A, +10,)X, = A%X.+ 50,X.
— (A% + 50, X..

contudo o lado direito é o termo que aparece em (2.3), ou seja, é a repesenta¢ao do operador

D, = A, +10,.

A expressao caracteriza uma derivada covariante com relacao a conexao A,, definida na
representagao adjunta da algebra de Lie do grupo G. Assim, diz-se que A, ¢ um campo vetorial
no espago-tempo, com valores na &algebra de Lie do grupo de calibre. Do ponto de vista

geométrico A, define uma conexao afim na variedade.

Para entender a curvatura associada a conexao A, lembramos que o diferencial de uma

funcao em uma variedade M é uma forma diferencial ou 1-forma e é dada por

df = gfdx“;

rH
e como vimos no teorema de Noether, a variacdo de um campo é dado por 6¢) = F,(x,1)60%.

Se 6* depende das coordenadas z, entao o diferencial de 6 é 0 = ajdz”. Assim, ¢ fica

5 = Fu(a, )aldat,

que é também uma forma diferenciavel. Portanto a variacao d¢ de um campo v é naturalmente

definida no espago de formas diferenciaveis sobre M, ou seja no fibrado dual (M x G*,m, M ).

Denotando por X® a base de G*, dual de X, (isto é tal que X%(X,) = 0¢),entdo o campo

dual v se escreve como

¢ = ¢aXa7
que ¢é equivalente a ¢ = *X,.

A derivada exterior covariante D A1) é a generalizacao da derivada exterior dy) = diy, N X,
que leva em conta a dependéncia local da base da algebra de Lie, e é definida por uma aplicacao

D:G* — G* AG* com as seguintes propriedades

L-D A (atp + b)) = aD N p + bD A/,



24

2DA(fY)=df N+ fD A

Portanto temos

DAY =D A (1 X% = dibg A X+ 10D A X"

A curvatura da conexao A é uma 2-forma diferencial definida pela derivada exterior covari-

ante de A

F=DAA.

Das propriedades acima segue que

1
F=DANA= 3 > (D,A, — D,A,)dxt A da?, (2.9)

onde o fator 1/2 foi incluido para eliminar a dupla contagem dos indices que ocorrem devido

ao fato que a soma percorre todos os valores possiveis dos mesmos. Denota-se

F. =D,A, - DA, =0,A, —0,A,+[A,, A

Nessa linguagem a teoria de Maxwell pode ser escrita como uma teoria de conexao do grupo
de calibre U(1), onde a conexao é o proprio potencial eletromagnético. Neste caso [4,,A,] =0

pelo fato que o grupo de calibre U(1) ser abeliano e

Fo = 0,4, — 0,A,.

O tensor de Maxwell F' é entao interpretado geometricamente como sendo a curvatura da

conexao do grupo U(1).

De fato, podemos entender o tensor [, como sendo uma curvatura associada a conexao A,
o que se assemelha a teoria de Einstein. A sugestao para essa formulacao aparece no teorema de
Noether para simetrias de calibres locais. Isto ¢ feito de tal forma que A, modifica o operador

da derivada e caracteriza uma conexao afim e, portanto, uma geometria.

Uma geometria que contenha em seus fundamentos todas as interacoes deve conter in-

formacoes que permitam acessar os observaveis quanticos. Estes observaveis sao dados pelo
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teorema de Noether. Entretanto, para um grupo de calibre mais geral, o potencial A, ¢ uma
matriz e o teorema de Noether nao explica a natureza fisica ou mesmo geométrica para esta
matriz, que entra apenas como uma correcao para a derivada. Mas, existe uma explicacao
geométrica para o mesmo? De onde vem este grupo usado no teorema de Noether? Para
responder a essas perguntas precisamos detalhar a conjectura de Ne’eman como sera feito no

proximo capitulo.
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3 Imersoes de Variedades

Uma possivel explicagao para a origem da simetria interna é a imersao do espago-tempo;
idéia que foi ressaltada por Ne’eman no seminério de 1965 [1-6]. Entretanto, a conjectura de
Ne’eman carecia de sentido pois foi feita no contexto da relatividade geral, que nao requer ou
nao prevé imersao. Porém ela faz sentido no contexto de branas-mundo, que se fundamenta na

teoria de imersoes.

3.1 Teoria de Imersoes

Antes de 1850, uma superficie de duas dimensoes era sempre vista como imersa em espagos
euclidianos planos, isto é, a geometria das superficies era simplesmente imersa num espaco de
dimensao maior. O conceito abstrato de uma variedade Riemanniana, definida intrinsicamente,

foi formulada por Riemann em sua tese de 1850, como foi discutido no capitulo 1.

Com a abstracao do conceito de variedade, surgiu a duvida se uma variedade Riemanniana
tem a mesma forma que aquela de uma geometria imersa em um espago euclidiano, tal como
uma superficie. Hoje sabe-se que toda variedade Riemanniana definida intrinsicamente pode
ser imersa isometricamente, localmente ou globalmente, em um espaco Euclidiano de dimensoes
apropriadas. Schlaefli conjecturou que uma variedade riemanniana chata (que nao possui cur-
vatura) com métrica analitica e definida positiva pode ser imersa localmente e isometricamente
como uma subvariedade em um espago Euclidiano E™ onde m = n(n + 1)/2. Isto ¢, uma var-
iedade riemanniana 4-dimensional esté imersa em um espago euclidiano de m = 4(4+1)/2 = 10

dimensoes [28].

Em 1926, Janet [29] usou um método de prova baseado num desenvolvimento de séries de
poténcia positivas convergentes, ou seja, analitico. Janet notou que sua prova estava incompleta,
pois ela apenas resolve o problema local para variedades riemannianas imersas bi-dimensionais
com métrica analitica. Cartan [30], em 1927, estendeu o resultado para uma variedade n-

dimensional, mas a métrica ainda era analitica. A dimensionalidade necessaria para a imersao
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foi a mesma encontrada por Schlaefli (m = n(n + 1)/2).

Em 1931, Burstin [31] completou a prova de Janet-Cartan e estendeu o resultado para o
caso em que o espago imerso é uma variedade riemanniana V,, com métrica analitica e definida
positiva. As equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, que sao equagoes diferenciais que definem as
derivadas das fungoes da imersao, foram usadas por Burstin como condicao de integrabilidade

desta imersao.

Em 1954, Nash [32] mostrou que uma variedade C' (derivadas parciais de primeira ordem
de g, existem e sao continuas) pode ser imersa em espaco euclidianos de 2n dimensoes e em
1956, tratou o caso de C* para 3 < k < co. Ele demonstrara como fazer a imersao local de
uma variedade diferenciavel mantendo sua regularidade, nao necessitando mais de uma métrica

analitica. Greene estendeu o teorema de Nash para métricas nao-positivas [33].

A dimensao m do espago-ambiente para uma imersao isométrica e local de uma variedade
V,, depende das fungoes de imersao. Se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan-Burstin com
fungoes analiticas, o espago-total terd o nimero de dimensdes m < n(n + 1)/2. Entretanto,
fungoes analiticas sao muito restritas quando comparadas a fungoes diferenciaveis para descrever
processos de altas energias. Portanto se utilizarmos o teorema de Nash-Greene com funcoes

diferenciaveis , entdo o ntmero de dimensoes do espago-ambiente cresce para m < n(n + 3)/2.

No ano de 1965, em um seminério sobre o problema de imersoes, Ne’eman e outros conjec-
turaram que as dimensoes extras podiam ser uma fonte de simetrias de particulas elementares.
O primeiro artigo do seminério é de Friedman [1], e ele discute sobre os diversos casos de imer-
soes globais e locais, fazendo um breve resumo sobre o que Nash havia discutido quase dez anos
antes e também o que havia sido descoberto até entao [34]. O artigo de Rosen [2] mostra vérios

casos de imersoes de espacos relativisticos Riemannianos.

Penrose [3] chama a atengao para o problema de imersoes globais, dizendo que nem sem-
pre uma variedade Riemanniana podera ser imersa num espaco Fuclideano como Nash havia
afirmado em 1956. Ele faz o exemplo para as métricas de ondas planas, mas recentemente
mostrou-se que de fato isto nao era uma dificuldade desde que se considere a dindmica das

imersoes [35].

Fronsdal [4] discute os limites entre espagos chatos e espagos curvos para uma dada teoria
fisica. Joseph [5] trata da imersao do espago-tempo num espago pseudo-Euclideano. Para ele,
espacos pseudo-Euclideanos de dimensao maior podem ser considerados uma arena em que a

relatividade geral e a mecanica quantica possam ser trabalhadas simultaneamente.
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Yuval Ne'man estuda [6] a cinemética de interagoes fortes. O quadro geral naquela época
era que as simetrias concordavam com as interagoes fracas, mas nao podiam ser estendidas
para as interagoes fortes. Ne’eman sugere que o uso de um espaco local imerso resulta nas
simetrias internas, ou seja, as simetrias internas teriam uma origem geométrica. Ele conclui
que o uso de imersoes do espaco-tempo pode oferecer um programa de unificacao das forcas

onde as conexoes passam a ser vistas como propriedades do espago-tempo.

A conjectura de Ne’eman era uma tentativa de incluir na relatividade geral outras compo-

nentes da fisica, a saber as simetrias de calibre. Com isto em mente vamos detalhar o estudo

de imersoes [36,37].

3.2 Equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci

Considere uma superficie onde cada um dos seus pontos pode ser definida por uma para-

metrizacao de Monge X : R? — R3,

u4 z

X R®

R2.|-

______ v X (v, f(u,v))
............................... y
X
Xy
Figura 1: parametrizacao de Monge
X(u,v) = (u,v, f(u,v)) )

onde u=xev=ye f(uv) éuma fungao diferenciavel. Essa parametrizagao ¢ caracterizada

pela equacgao

g(x,y, z) = cte, (3.2)

e g(r,y,z) : R*> — R? é uma funcao diferenciavel e regular. A regularidade permite usar o

teorema das funcoes implicitas para extrair uma funcao diferenciavel

z=f(z,y), (3-3)
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e com ela construir a parametrizacao de Monge acima. O vetor normal unitario da superficie

pode ser obtido com

Vg
n— T— 1> 34
Vgl (34)
de onde conclui-se que
_ _ 9y 9y 99 .
dg =< Vg,dl >= axda: + ayoly + azdz =0, (3.5)

sendo dl = (dx,dy,dz) tangente a superficie. Variando a diregdo do vetor tangente, pode-se
obter uma nocao da forma local da superficie observando como a normal varia, ou equivalente-
mente como a superficie se afasta do plano tangente local. As dire¢es de variagdo maxima e
minima k; e ky de n sao usadas para calcular a variagao de n em qualquer direcao através da

formula de Euler

k(u) = kycos(8) + kysen(0). (3.6)

O teorema egregium de Gauss diz que K = kjky (curvatura gaussiana) é uma propriedade
invariante e intrinseca da superficie, ou seja, nao depende da normal. Mas a curvatura gaussiana
nao é suficiente para descrever a forma local da superficie. De fato, pela féormula de Euler acima,
sao necessarios 2 nimeros, enquanto que o valor de K nos fornece somente um niimero. Para
completar, agrega-se ao calculo a curvatura média H = %(kl + ky) e entdo pode-se obter o
outro valor necessario para descrever a forma local. Ou seja, pode-se determinar a forma local
da superficie conhecendo-se K e H em lugar de k; e k. Entretanto, contrariamente ao K, a

curvatura média H ndo ¢ intrinseca. Para sua defini¢ao necessita-se do vetor normal n [36].

Por outro lado na geometria de Riemann tudo deriva do produto escalar local

Guv =< €, Cy >, (37)

onde {e,} é uma base do espaco tangente da superficie. O formato local da superficie

abstrata de Riemann é definido pelo tensor de curvatura definido por

RU VW =<x7u vv W =7y Vo W = Wi

ou, em uma base {e,} do espaco tangente,
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Riey,en)e, =R, es (3.8)

prpto-

Aplicando a uma superficie do R? obtém-se apenas uma componente independente Ri919 =
K. Portanto a curvatura de Riemann nao é suficiente para determinar a forma local de uma
superficie de Riemann. Para recuperar a forma local torna-se necessério fazer uma imersao da

superficie riemanniana em R? para obter H, ou melhor, as curvaturas principais k; e k.

A conjectura de Schlaefli representa uma extensao desse raciocinio para uma variedade

riemanniana V,, de dimensao n com forma quadréatical

8w
Vn X kMVa
(fungdes analiticas) Apab
-
Kou
R(u,v)

Figura 2: conjectura de Schlaefli

¢ = gudadz” (3.9)

imersa num espaco V,,. A imersao X é uma aplicacao X : V, — V,,, local e isométrica,
com componentes X4 = fA(x!, ... 2") que associa a cada ponto de V, um ponto de V,, de

coordenada X4, tal que

gudatdr” = GapdX*dX®.

Consequentemente,

9as = GaBXAX], (3.10)

onde os X% sdo componentes de vetores tangentes a V. Além disso devemos ter m — n vetores
normais a V,,. Se 77’4 denotam as componentes desses vetores, entao elas satisfazem a equacao

de ortogonalidade

!Todas os indices gregos vao de 1 a n. Os indices em latim mintsculas vio de n+1 a m e os indices em latim
maitsculas vao de 1 a m.
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GapXiny = 0. (3.11)

Finalmente escolhendo os vetores 1 como sendo mutuamente ortogonais e de norma =1, temos

também a condicao

gAanan = Gab = 6aéaba (312>

onde ¢, = *1 sao os sinais relacionados a duas possiveis assinaturas das dimensoes extras.
As equagoes(3.10), (3.11) e (3.12) sdo as equagoOes bésicas de imersao, cuja solugdo nos da as
coordenadas X4 de imersao. Para saber se podemos determinar as componentes X da imersao

X a partir dessas equagoes, devemos determinar as condigoes de integrabilidade das mesmas.

Aqui apenas seguiremos as dedugdes classicas de Eisenhart [37]. Diferenciando (3.10) co-

variantemente com respeito & g, temos

0GB
0xX¢

Subtraindo desta equacao a soma das equagoes obtidas trocando « por 7y, e 3 por 7, obtemos

XAXEXS + Gan(X2, X5 + XE XY = 0. (31)

(usando g,,., = 0 e o fato que G4p € fungao de z* via X 4 e finalmente notando que cada X4

¢ um escalar em V,, apesar de ser um vetor em V)

0
Men XAXBXE 1 Ganl(X X5+ XX

0Gac
o0XB

ORI + Gan (ALY + AL+

_ 0Gan
0XxX¢

Usando a definicao ['ypc = %(QAC,B + Gpe.a — Gas,c), chegamos a

XaXFXT = Gap(Xo, X5 + X5,X5) = 0.

Gap XX 2, + Danc X AXEXE =0

A equacao acima pode ser escrita da seguinte forma

GapX 3 (Xos + TppX o X5) =0, (3.14)
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onde QABF[A)E = I'ypc. Para qualquer solucao da imersao X : V,, — V,,, a segunda forma
fundamental de componentes k.5 ¢ definida por

A D yvE
kaaﬁna_X g‘f‘r ‘X’,akvﬂ'
Portanto a expressao (3.14) pode ser re-escrita como

kaas Ganniny = GapXasmy, + LoppX X 5n)
—_———

=Yab

€ak aaB = gABXagnb + FBDEXDXgnb (315)

A funcao I'gpg é invariante sobre as transformagoes de coordenadas x, de V,, mas nao de
Vi X4 5 S0 as componentes de um tensor simétrico covariante de segunda ordem com relagao
ax e XY sdo componentes de um vetor. Assim, para cada valor do indice A as quantidades

kaap sao componentes de um tensor simétrico em V,.

Agora diferenciando (4.11) covariantemente com respeito a g,,,, obtemos

0GB
oxX¢

X, U X+ gAB(XAﬁUb + Xanbﬁ)

Usando (3.11) e (3.15), temos

GaBX g = €okvap — Do o X5, - (3.16)

A 32 forma fundamental de componentes A5 ¢ definida por

Aavs = Gasnimys + ToesX5nyny. (3.17)

Entao para cada valor dos indices a e b, as quantidades Aq,3 sao componentes de um vetor.

Para concluir, diferenciando (3.12) covariantemente com respeito a g,,,, obtemos

0G4
82(5 S0y XN 4+ Gapnitamy + Gasni iy = 0;

e usando novamente (3.11) a expressao acima resulta em
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GaBni ol + Ganip, = 0.

Juntando este resultado com (3.17), obtemos

Aaps = —Apap (3.18)

Agas = 0. (3.19)

Portanto, a geometria imersa ¢ determinada pela solucao das equagoes (3.10), (3.11) e (3.12)
que definem a métrica g, da variedade imersa, e também a quantidades extrinsecas kg, (2%
forma fundamental) e Ag, (3* forma fundamental). Resta saber se existe tal solugao. Para
mostrar essa existéncia devemos calcular as condigbes de integrabilidade de (3.10), (3.11) e
(3.12). Assim, para um dado valor de indice B as derivadas nf" 5 dos vetores podem ser escritas

na base {X7 7'}, isto &

Mg = CosX 2 + Bigny | (3.20)

onde os coeficientes C’s podem ser determinados pela substitui¢do desta expressdo em (3.16),

ou seja usando (3.11) obtemos

GapXAXECls = ekvap — TppX R X507

e usando (3.10), chega-se a

Cos9ary = kvas — TBpe XX 50y . (3.21)

Os coeficientes B’s sdo determinados do seguinte modo. Substituindo a expressao (3.20)

em (3.17), temos

Aapg = gABX,???f Chs + Gapniny By + FDEBX?UE e

e usando (3.11) e (3.12) chegamos a

By = Auwp — TopsXgmyn, (3.22)



34

Multiplicando (3.21) por g*° e somando para «, temos

Cys = evkvasg® — DpppX 5 X500 9.

Se \§ sao componentes de quaisquer vetores mutuamente ortogonais unitarios em V,,, entao

SN = g

Por sua vez, se n;{‘ sao as componentes desses vetores com respeito a X,

ny = A XL

conseqiientemente,

ClaXh = ehiapg®® XS — TpppX i Xinlg* X L.

Substituindo a expressao acima e (3.22) de volta em (3.20), encontramos

77bg = Ebkbaﬁg X - FFDEX XﬁﬁfgaUXB + Bgﬁﬁf?

e por fim chegamos a

Mo = Ekasg® X5 — Tragasg™ X Gn, + Aapily - (3.23)

Para obter um dado X4, vale a identidade de Ricci

Xy = XL = X R, (3.24)

a8y ayB T

onde os simbolos de Riemann Rs.3, sao formados com respeito a métrica g, de V,,. Derivando

covariantemente a defini¢ao de kqqg € fazendo uso de (3.23) e da definigdo de Rsngy,

XA gé(Réaﬁv - gab(karfﬂkbav - kkaaaﬂ)) nfgab(kaaﬂw - kaav;ﬁ - gab<Aabvkbaﬂ - Aab5kbav))
—RpppXl Xy XS =0,

onde R, sdo os tensores de Riemann de Vj,. Se a equagao for multiplicada por G aX 5 e
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somada para o indice a e novamente para G4pnZ, obtemos as equagoes

Ragro = 9° (aarkbos — Kaackesy) + Rapep X G X 5XS XD, (3.25)

kao{,gw — kaa'y;,@ = ng(Acd'ykca,B - Acdﬁkca'y) + RABCD)C::;‘??C?X,%)C:],?. (326)

Como 775&5 = nfﬁa, trocando « por 3 e usando (3.26), a equagao (3.23) pode ser re-escrita

Cco1mo

(Avapry — Avario)ll = —9“(AcvpAday — AdayAcrs)ly — 9 (keyshagy — kegykays)ny
~REppX5XTm + 97 X IRarppXaX ;X n; .

Multiplicando por nf e somando para B, temos

Aba’y;& - Aba&;'y = ng(AcszAd(m/ - Ada'yAcb(S) +ng<kcv5kd(57 - kc&'ykd'yé) +RABCD77;477IJB‘X‘,$X,5D : (327)

As equagoes (3.25), (3.26) e (3.27) sdo chamadas de equagao de Gauss, Codazzi e Ricci
respectivamente. O significado destas equagoes é o seguinte: considerando ¢,., kuva € Auap
como variaveis bésicas satisfazendo essas equagoes, podemos substituir e resolver na equagao
de imersao para obter X4 e 2. Entretanto, sdo equagoes diferenciais fortemente nao-lineares
e de dificil solugao. Como ja mencionamos na se¢ao anterior, é possivel resolver estas equagoes
com a imposicao de que X4 sdo funcdes analiticas. Entretanto a prova mais geral sem assumir

a analiticidade ¢ feita pelo teorema de Nash.

3.3 Variedades Imersas

A garantia de que qualquer variedade riemanniana V,, é imersivel em V,, sem usar de
analiticidade foi obtida por Nash com o conceito de perturbagao ortogonal de uma geometria
imersa. Pode-se fazer uma imersao local e isométrica com a aplicacdao X : V,, — V,, em que
V,, ¢ uma superficie inicial, particular, imersa em V,,. A idéia de Nash consiste em deformar V,,

ao longo das N = m — n dimensoes extras de modo a obter qualquer outra variedade imersa.
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Euv

Vhn X kuva
(fungdes diferenciaveis Apab
-
Z,,
R(u,v)

Figura 3: teorema de Nash

A variedade ndo-perturbada V,, é descrita em V,, pelas coordenadas de imersdo X*, en-
quanto a variedade perturbada V,, é descrita em V,, pelas coordenadas de imersio Z4. A

perturbagao ao longo de uma direcao 7 arbitraria pode ser escrita como

ZA= X4 4 (£, =24+ (X,

ou

Z4= X4yl (3.28)

onde y sao as coordenadas medida nas dimensoes extras. Por outro lado, podemos perturbar

0s vetores normais como

Mo =T+ (Lofl)a =175 + (7,77 =175
Sob a suposicdo que Z4 deve definir uma nova geometria riemanniana V,, imersa em V,,, as

equacoes de imersdo para Z4 devem satisfazer equacoes semelhantes as (3.10), (3.11) e (3.12)

de tal forma que

Z0Z5Gan = G, (3.29)
ZA8Gas = b, (3.30)
NENEGas = gab = €adab- (3.31)

Escrevendo as componentes de um vetor contravariante em V,,, como foi feito em (3.20),
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A v pA b A,
T]a“u - O'/a,,u‘x‘,z/ + ﬂ#anb )
e como na eq. (3.20), encontramos ag, € —kpag” € ﬁga é chgd’. Note que esta é uma expressao

consistente, ja que reproduz as equacoes para ffupa e flwc para V,, ndo-deformado. De fato, para

k,pa POde-se fazer uma contracao com a métrica G4p e a coordenada nao-deformada X B

Xt .Gap = —kupad” X3 XG5 + B, X507 Gup,

pelas eqs.(3.10) e (3.11). A expressio para k,q, fica

k;w,a = U?7a uQAB (332)
que é a 2? forma fundamental nao-deformada ou curvatura extrinseca.

Para A,,. procederemos de modo anéalogo. Contraindo com a métrica G4p e a componente

normal n

A _ v PpA b A
na“u - Oéa#.X:V + 5;1,0,77(7

77577;4,#9,43 =, XonPGas + Auacy™ni i Gan

. Pela equagao (3.11),

1 B, A
Auad =Ny na7ugABa

chega-se a expressao para a 32 forma fundamental nao-deformada, mostrando que a variedade

nao perturbada é um caso particular da variedade perturbada.

Agora vamos encontrar expressoes para a métrica e a 22 e 32 forma fundamental deformadas.

Das equagoes (3.28), (3.29) e (3.30) segue que

g‘“’g‘m/ = g”yz’ﬁngAB.

Como em termos dimensionais m = n + N, entao podemos escrever isso como

gw/guu = gABgAB - gabgab;
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assim concluimos que

92520 =G — gy (3.33)

Usando as equagoes (3.28) e (3.29), escreve-se a equagao (3.30) como

g = ZymP Gap = (X +y"nl,) 1P Gan

= X000 Gas +y 0,00 Gan

0
Gub = Y 0 Gan = Y  Aysa. (3.34)
Como n = 0, entdo segue que
Auba = 03, GaB = Ty Gap = Apba (3.35)

mostrando que a 3% forma fundamental nao se propaga na deformacao.

A partir das equacoes de imersoes da variedade deformada obtemos a métrica g, de V,, em

termos de quantidades pertubadas. Para tanto, toma-se as equagoes (3.28) e (3.30),

g = 202G = (1) (B2 +0E,) G
= BG4 G+ 0" R G

+yyni e, Gan

Usando (3.31) e apés uma mudanca de indices, a expressao acima fica

I = Guv — an]%;wa + yaybniynlfygAB'

De acordo com o que fora abordado anteriormente, desenvolve-se o termo nﬁunfyg ap da

seguinte forma

niunfygAB - (*’él,tl,zzcgd)rr]g)4 - ]%Mpagl/p)af> (AubdgdeneB - 'I;;Vabgag/?’g) gAB
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- nggdeA,uacAubdn?neBgAB - QCbgaoAuacl%uab)agn?gAB
_gdegl/pAubdl;upa‘)afnngB + gypgaal;upaffucrb)angB

e usando as eqs.(3.29), (3.30) e (3.31),

e me,Gas = 9% ApcaAvas + 57 kpoakpb. (3.36)

Dessa forma a expressao para a métrica pertubada é

v = Guv — an]%uva + Z/ayb(gapl_fwal_@/pb + QCdAucaAde>7 (3.37)
onde g, expressa a métrica de V,, nao-deformada.

A curvatura extrinseca também pode ser estudada sob o contexto de deformacao do espaco

imerso. Portanto a curvatura extrinseca perturbada sera

A B
k;u/a — _na"uz’l/ gAB7

e usando (3.28) temos

kwa = = (X0 +y"n),)Gas
= —nﬁu?engB - ybnéﬂnfygAB

b, A A
= kul/a_y

B
nawnawnb,ugAB

De acordo com o resultado obtido em (3.36) chegamos a

kul/a = Euua - yb(ngAucaAl/db + gapl;uaa]%upb)' (338)

No caso de uma imersao diferenciavel, o teorema de Nash diz que a imersao da variedade de-
formada V,, no espaco-ambiente V,,, é garantida se a deformacao for continua e regular no espaco-
ambiente. De acordo, as componentes do tensor de Riemman do espago-ambiente R agcp

definidas em termos das bases de imersao da geometria pertubada {Zﬁ,n“‘} reproduzem as

a

equagoes de Gauss-Codazzi-Ricei demonstradas na se¢ao anterior [38]:
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Raﬁ'yo = gab(kaa'ykbaﬁ - kaaakbﬁv) + RABCDngLZ,ngZg (339>

kaa(Sw - kaa7;5 = QCd(Acdﬂyk:cacs - Acd(skca'y) + RABCDZAUI;BZSZ,? (340)

Ye%

Aba’y;c? - Abadw - ng(AcbéAda'y - Ada’yAcch) +96d(kc76kd§'y - kcéwkd'yé) +RABCD772?7]I)BZ§Z,?‘ (341>

Assim, conclui-se que usando os resultados do teorema de Nash, a geometria perturbada
deve satisfazer as mesmas equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para que ela esteja diferenciavel-

mente imersa no mesmo espago V.

Nas década de 70 e 80, Regge, Teitelboim [39] e Holdom [40,41] além de outros consideraram
a noc¢ao de um universo imerso em uma variedade de dimensao maior, inspirados pela teoria de
cordas no qual os objetos fundamentais sao imersos. Em 1977, em um trabalho pioneiro, Regge
e Teitelboim consideraram uma teoria de membranas substituindo a geometria de Riemann por

uma geometria imersa.

No proximo capitulo, mostraremos que o teorema de Nash-Greene é compativel com os
postulados da teoria de branas, a saber: o espaco de imersao ¢ solugao das equagoes de Einstein,
os campos de calibre sao confinados a brana-mundo 4-dimensional, e a geometria da brana-

mundo se propaga perturbativamente no espago de imersao.
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4 As Branas-Mundo

Com o conceito de branas-mundo, onde o espago-tempo fisico passa a ser uma variedade
imersa, o espago-ambiente ou bulk possui um nimero arbitrario de dimensoes. A assinatura e
a topologia do bulk também sao arbitrarios, mostrando que a geometria riemanniana nao é a
tnica opg¢ao disponivel para a fisica. De certo modo, o conceito de branas-mundo representa

uma visao da fisica do ponto de vista de Kant, conforme mencionado na introducao.

4.1 Teoria de Branas-Mundo

A teoria de cordas surgiu no final da década de 60 com modelo de ressonancia dual para
explicar o confinamento de quarks. A evolucao deste modelo, principalmente com a interpre-
tagao dada por Nambu, considerava a corda aberta como objeto fundamental e nao os quarks
que estariam nas suas extremidades. A dinamica da corda gera uma superficie bi-dimensional,

imersa em um espaco tipo Minkowski D-dimensional, chamado de folha-mundo.

Ao final da década de 80 existiam cinco diferentes teorias de supercordas. Elas eram Tipo
I (aberta), tipo IIA, tipo IIB, E8 x E8 heterotica e SO(32) heterdtica (as 4 ultimas sao cordas

fechadas), cada uma definida em um espago de 10 dimensoes.

Até a segunda revolugao da teoria de cordas em 1995, percebeu-se que o tipo ITA e o tipo
II1B estao conectados pela dualidade-T, o que significa que a descricao de um circulo de raio
R pela primeira teoria é a mesma que a descrigdo de um circulo de raio 1/R pela segunda.
Portanto qualquer espaco descrito no ITA poderia ser visto de forma diferente no IIB, o que
significa que as duas teorias sao aspectos de uma mesma teoria. A mesma dualidade pode ser
vista entre as teorias SO(32) heterdtica e E8 x E8 heterotica. A descrigdo de um circulo de
raio R pela SO(32) heterdtica é a mesma descri¢ao de um circulo de raio 1/R pela E8 x E8
heterotica [42].

Por outro lado, a teoria de cordas tipo I é relacionada a SO(32) pela dualidade-S, o que



42

significa que a descricao de uma interacao fraca da primeira pode também ser vista como
uma descri¢ao da interagao forte da segunda. Apesar de a dualidade-S ser bem mais sutil que
a dualidade-T, percebia-se que havia uma relacao entre as duas teorias, e elas deveriam ser

diferentes limites de uma mesma teoria.

A descoberta das transformacoes duais que relacionam a teoria de supercordas e a teoria
da supergravidade 11-dimensional levaram a conjectura que todas essas teorias eram limites

diferentes de uma teoria s6 de onze dimensoes que foi chamada de teoria-M.

Na teoria M, os objetos bésicos sdo as p-branas (ou p-membranas) que sao subvariedades

de dimensao p imersas no espaco de onze dimensoes. As cordas, por exemplo, sdo uma 1-brana.

Usando o resultado da teoria-M, em 1998 Arkani-Hamed, G. Dvali e S. Dimopoulos (ADD)
[43] propuseram uma teoria multidimensional inspirada em uma possivel solugdo para o prob-

lema de hierarquia das interagoes fundamentais, com base na observacao de que:

1- as interagoes fundamentais pertencentes ao modelo-padrao (teoria de calibre de Yang-
Mills) sao consistentes em apenas 4 dimensoes, isto é, essa teoria nao depende de dimensoes

extras.

2- em termos de energia a gravitacao pode ser forte em escala menor que a escala de Planck,

desde de que se propague nas dimensoes extras.

brana-mundo

Figura 4: branas-mundo

Da teoria M a proposta da ADD tomou emprestado a idéia de p-branas imersa no espaco-
ambiente, ou bulk. Mas diferentemente da teoria-M, a geometria do bulk é definida pela equagao
de Einstein. Assim, uma 3-brana movimenta-se no bulk gerando uma brana-mundo, general-
izando uma folha-mundo, a qual estd também imersa no mesmo bulk. Assim, a brana-mundo

faz o papel do espago-tempo. Trata-se de um objeto dindmico que resulta do movimento da
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3-brana, determinado pela teoria de Einstein com o ntimero de dimensoes maior que 4.
Podemos resumir os postulados da teoria de branas-mundo em:
1- acao de Einstein-Hilbert para o espaco-ambiente ou bulk.
2- confinamento dos campo de calibre na brana-mundo (inclusive a matéria).
3- a gravitacao descrita por g, se propaga no espago-ambiente.

Para finalizar, a energia de propagacao da gravitagao nas dimensoes extras é a mesma da

teoria de calibre, que esta dentro da escala TeV.

bulk

— campos nao-gravitacionais
— campos gravitacionais (g,y)

Figura 5: postulado de branas

Ainda que a proposta da ADD contenha os fundamentos da teoria de branas-mundo, a
maior divulgacao da teoria veio de 2 modelos de 5 dimensoes conhecidos como modelo Randall-
Sundrum e modelo Dvali-Gabedalze-Porrati. Estes modelos diferem profundamente entre si e
da proposta original do ADD, inclusive com adog¢ao de postulados adicionais. Por exemplo, no
modelo Randall-Sundrum o universo fisico ¢ uma 3-brana fixa imersa na solugao de Anti de
Sitter de 5 dimensoes AdSs, onde se aplica a condi¢ao de Israel-Lanczos como uma condic¢ao de
contorno [44]. No modelo da Dvali-Gabadadze-Porrati [45] a brana-mundo ¢ fixa e o espago-

ambiente é plano.

Apesar de todas as tentativas para se construir um espago-tempo cuja geometria seja de-
terminada pelas intera¢oes fundamentais um detalhe nem sempre é considerado. As escalas
de interagoes fundamentais conhecidas podem ser separadas em dois blocos: a escala das en-
ergias fracas fortes e eletromagnéticas que é ~ 103GeV, ou 1TeV e a escala gravitacional de
~ 108GeV, ou 10°TeV. Como se percebe, existe um vazio entre a gravitacional e as demais.

A falta de explicacao deste fato é o chamado problema da hierarquia.
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A idéia da ADD parte do pressuposto de que nao ha uma comprovacao experimental de
que a gravidade seja um fator relevante apenas a 10TeV, como proposto pelas teorias de
campos e de supercordas. Ou seja, o problema da hierarquia pode nao existir de fato, sendo

consequéncia de uma conjectura e a teoria ADD é a realizacao dessa proposta.

4.2 As equacgoes de movimento das branas

Deduziremos aqui as equagoes de movimento da brana-mundo, mostrando que sao mais
ricas que as equagoes de Einstein em 4 dimensoes. Para comecar, toma-se as componentes do
tensor de Riemman do espago ambiente R spcp definidas em termos das bases de imersao da
geometria pertubada {Zﬁ,nf} onde tais componentes sao as equacoes de Gauss, Codazzi e

Ricci respectivamente [37]. Denotando as expressoes abaixo,

K? = gk k (4.1)
Ha = gw/kw/aa (42>
H? = ¢""H,H, (4.3)

que representam a curvatura de Gauss e a curvatura média respectivamente, toma-se entao a

equagao de Gauss (3.39), contraindo-a com a métrica g’

ngRuupU = Rp,u
= QCd (gpok,upckuad — k'ul/cgpgkpad) + ngRABCDZ:szZng
= gcd <gpakupckygd — kul/cHd) + RABCDZ:,{;ZE (ngZ,gZ,l(?) ] (44)

gCD ab,,C

Substituindo a equacao do capitulo anterior g"“Zng,’ = — ¢?nSnP na equagao (4.4),

temos

R,u,u = ng (gpgk,upckuad - k,uudHc) + RABCDZ’ﬁZf (gCD - g“ﬁfﬁ{?)

= 9 (9" kupckvod — kuvatle) + G“PRapcp 2,2
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—gabRABCDZﬁZf%C 771? ;

que resulta em

R/u/ = ng (gpakupckuad - kul/dHc) + RABZ:ZZE - gabRABCanZSZBnl)D'

g

Contraindo uma segunda vez com uma métrica g,

QWRW = gMVnggpakupckuad - guykuudQCdHc + gMVRABZ,ﬁZE

— 9" Rapcon; (QWZSZ,ﬁ) m

e utilizando as curvaturas dadas pelas equagoes (4.1), (4.2) e (4.3), encontramos

R = ¢k kyoa — 9" HHy + Rap (647 — g™ninf’) — g Rapconing (65¢ — g*nPnS)

= (K* = H*) + RapG” — g Rasniny — 9"°G" Rapconiny

+9" "R apepninninp

Portanto, obtém-se uma expressao para R em termos da geometria da brana

R= (K- H?)+R 29" Rapnind + g"'g" RasconingnSny - (4.5)

Agora, impondo o 1° postulado que afirma que a geometria do espaco-ambiente ¢ uma
solucao das equacoes de Einstein da teoria das branas, decorre do principio de Finstein-Hilbert

que

Abuir = /Rv -G d"V; (4.6)

substituindo a expressao de R acima e igualando & uma agao da fonte, obtemos

/R\/—_g PV = / (R~ (K* — H*) V=G d°V + (4.7)
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/ (20" Rapning’ — 99" RaseonininSnl) V=G d°V
— . [LV=Gd"V,

onde «, é um parametro associado com a energia de escala do espago-ambiente e L* é a la-
grangiana da fonte confinada na brana que podem incluir as interagoes de calibre e a matéria

comum. Tomando a variagdo da agdo Einstein-Hilbert no lado esquerdo de (4.5),

oA
0GB
chega-se as equacoes de Einstein para o espago-ambiente,

0,

1
RAB — iRQAB = O./*TZB, (48)

onde T% 5 € o tensor energia-momento da fonte. Pode-se obter as equagoes de movimento da
brana-mundo de modo mais simples, escrevendo as componentes do tensor energia-momento

nas bases de imersao da geometria pertubada {Zﬁ, n2}, que sdo

*  _ ox A =B
le - TABZ,MZW

To=TigZ Am’?

% W

T, = TZBnAUE .

a a

Como pelo 3% postulado a gravitagio esta confinada a brana [38,46-49|, somente a compo-

nente 7, é nao-nula, e para recuperar a constante gravitacional 4-dimensional escrevemos

. T, = 8rGT,,(v,y), (4.9)
Ty, =0, (4.10)

Portanto de (4.9) obtemos as componentes tangentes & brana-mundo
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1
(Ras — 3RGa) ZAZE = 0. T3, 2420 = a.T),

47

obtém-se a primeira equacao de movimento das branas que ¢ equivalente a equagao para g, .

Multiplicando (4.5) por —1/2 e contraindo-a com a métrica g,,,, temos

1 1 2 2 1 ab A B
_iRg;w = _5 (K - H )g;w - ing/ —4g RAB% My Guv +

1 a. C
59w LR apopninfnSn?:

e entao somando-a com a eq.(4.5), resulta em

1
R,uu - ing/ = 96d<gpgk,upckua'd - k,uudHc) + RABZ;?LZE +
1 1
—9""Rapcon, 2525 — S 2= H?)gu — 3 R +
A B, C D

a 1 ad _bc
+g bRABn:?T/ng,LW - Qg,ul/g dgb RABC’DTICL Mo e Mg -

Definindo os elementos
cd ( po 1 2 2
Q,uzz =g (g k,upckuo'd - k',uudHc) - 5 (K - H ) Guv

W,uy = gabRABCanZgZﬁan

W = ¢“'¢"RapconintnSny

reescreve-se a equagao (4.12) como

1 1 1 a
R,LLI/ o §Rgm/ = Q;w - Wﬂy + §ngj + RABZ:?AZE - §Rgﬂl’ +y9 bRAannfg“V'

Substituindo g,, = Z4Z5Gap e usando (4.5) obtemos ainda

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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1 1
R/,LI/ - §Rg,u1/ = Q;w + (RAB - ERQAB)Z’ﬁZf

. 1
+9" RABT G = Wi = 5W G-

Portanto (4.8) é equivalente a

1 u 1 y
Ry — iRgW — Quw—yg bRAanUéBguu + (W — §W9w/) = a1, (4.16)
que é chamada de equacdo Gravi-tensor (gravitacional-tensorial).

Uma segunda equagao relacionada a métrica g** pode ser encontrada contraindo-se a

equagao de Codazzi (3.40) com g"*,

gupRABC’DzﬁnaBzgzg = gypk/uxa;p - gypkupa;u - gyngdApcak;wd + ngQCdAucakpud (417)

e novamente utilizando g‘”’ZiZQ =GP — g®nEnP  temos

RABCDZfL (QCD — g“nSny ) ny = RABZfﬂ?f - QCdRABCDZﬁUf neny.

Assim substituindo a expressao acima em (4.17), encontra-se

RapZone = " RapeoZaninini + 9" Fuvap +
~9" Kpaw = 979 Apeakwa + 979 Aveakipua (4.18)

onde identifica-se

9 RapepZunynEny = Wya.

Para dar continuidade ao calculo é preciso notar que a contracao da equagao de Einstein

para o espago-ambiente com {Zfb, nB} juntamente com o confinamento leva & equagao

1 "
(RAB - QRQAB) ZAP = 0T, 24P =0,
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ou seja

RABZHUCL — 7RgABZH77a - Rg,uzz-

Desse modo, substituindo a expressao acima na eq. (4.17) e usando (4.15) e (4.2), resulta em

Rgua = Wua +k,° Ha;,u - gl/pApcaka + gypAucakfm

woap

= k. 0p = Hop — Apca 1 + Apeak?,© + Wi
Substituindo as equagoes (4.5), chega-se a

[R - (K2 - HQ) - W)} Gua — Wua + ngRCDnccnc?gua =k,’ ., — Ha;u + Apcakpuc + A,uccha

Boaip

DO | —

que é a equagao Gravi-vetor(gravitacional-vetorial)
P p c c 1 2 2
by asp = Husp + Apeak?,* + A = (R (K* = H)] gua
1 . %
+ (WM — 2Wgua) —g dRCDnCCnC?g,m = a1}, = 0. (4.19)

A terceira e ultima equacao de movimento das branas é obtida de R a partir das defini¢oes
(4.5) e (4.15), isto &,

R—(K*—= H*)+W =R - 29"*Rapninf (4.20)

usando (4.8) e contraindo-a com g*n“nf e das propriedades de imersao e confinamento obtemos

a 1 al al
g Rapminy = SR (Gang™ i) + g™ gy
1
= R ab .
9 9 YGab

1
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Substituindo o resultado anterior na eq.(4.20), obtém-se a equacao Gravi-escalar(gravitacional-

escalar)

R— (K- H)+R(m—-5+W=0 (4.21)
que completa o conjunto das equagoes covariantes de movimento para a brana-mundo.

Em resumo, temos

R/W - %Rgm/ - Q;u/ - gabRAanang,m/ + (W,uu - %ng/) = SWGTHZ,,
ku pa;p - Ha;u + Apcakpuc - AucaHC - % [R - (K2 - HQ)} glm—i_
+ (Wua - %Wgua) - ngRCDnccncll)gua = 07
R—(K2—H?) +R(m—5)+W=0.

(4.22)

De fato estas representam equagoes muito mais complexas que as equacoes de Einstein, as quais
compoem apenas uma parte da equacao gravi-tensor. A razao disso é que além da métrica,
na teoria de branas-mundo surgem duas varidveis dinamicas adicionais que sao k., € Aja.
Note que se eliminarmos a imersao e os objetos extrinsecos recuperamos a teoria de Einsteina
em 4 dimensoes. De modo geral k,,, ¢ A, complementam a descricao da forma local da
brana segundo a visao kantiana descrita no capitulo 2, ou seja, k., € A q completam as
informagoes necessérias para saber como e em que dire¢ao a brana-mundo esta se afastando do
plano tangente, da mesma forma que K e H de uma superficie bi-dimensional completam a

informacao sobre a forma local da superficie.

No caso de hipersuperficies onde N = 1 (apenas uma dimensao extra), denota-se k,,1 = k.
e Ay = Aynn = 0 por (3.18). Assim, as equagoes de Gauss (3.39), e Codazzi (3.40) do capitulo

anterior sao reduzidas para

Raﬁ'ya - (ka’ykaﬁ - kagkﬁﬁ/) + RABCDZf!ZangZa?’

kaﬁ;v — k‘a%g + RABCDZ:;”BZ,,C@’ZQ =0,

e a equacao de Ricci torna-se uma identidade. Desta forma é possivel uma interpretacao fisica de
k., usando um exemplo de brana em 5 dimensoes. Isto tem sido feito nos modelos de Randall-
Sundrum pelo uso da condicao de Israel, que prevalece apenas em situacoes muito especiais,

onde o espago fisico é identificado como uma D-brana fixa ou seja, uma regiao de contorno. As
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condigoes impostas para tal configuracao impedem o desenvolvimento perturbativo da brana-

mundo.

Por outro lado, se N > 1, além de k,,,, obtém-se também A,,;, que nao aparece nos modelos

de 5 dimensoes pois neste caso teria apenas 4,55 que por (3.19) é identicamente nulo.

Segue-se aqui o fato de que A4, nao se propaga. Assim, A, se qualifica como um campo

de calibre relativo ao grupo de rotagao das dimensoes extras, o SO(m — n) [41].

4.3 Origem da Simetria e dos Campos de Calibre na Teoria
de Branas-Mundo

Conforme vimos, as branas-mundo com numero de dimensoes extras N maior que 1 ap-
resenta duas novidades: primeiro ¢ a existéncia de um grupo de simetrias SO(m — n) para
os vetores normais unitéarios 74, tais que GapnAnf = nw onde 1, ¢ a métrica de Minkowski
do espago orto-complementar & brana-mundo. A outra novidade ¢ o surgimento da 32 forma
fundamental com componentes A,.. A primeira observacao de que esta forma fundamental
transforma-se como um campo de calibre confinado a brana sob a a¢do do grupo SO(m — n)

foi feita por Holdom [41]. Repetimos aqui a dedugao.

Considere uma transformacgao infinitesimal apenas das coordenadas nas dimensoes extras

descrita por

Y=yt + £

onde da teoria dos grupos de Lie de parametros 6 localmente definidos obtemos

£ = g (a")y".
A solucao geral dessa equagao é dada pela equagao de Killing
£a;b + é}b;a = 0.

A transformacao da componente transversal da métrica fica

o oyt
Ot Qy'a

Jua(y') 9u(y).
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Como estamos mantendo as coordenadas z* das branas fixas, segue que

, 861/ 8£b
gim = 6# — O (52 - aya> guvb
ey

Por (3.34), a transformacao de A, é dado por,

09 a
Auab = ﬁyb

/
Ky = S = (5= ) [ (02— €2 ]

Sabendo que &% = 6 (2*) e utilizando (3.34) obtemos

A;j,ab = Apab — 05 A — egAuba + Qg,bguba

que é a expressao geral de transformacao de um potencial de calibre nao-abeliano, onde o grupo

de calibre é o grupo de isometrias das dimensoes extras [50].

Além disso, conforme mostrado na expressao (3.35), esta componente nao se propaga no
espago-ambiente. Ou seja, independente da perturbagao da brana-mundo, A,,,;, permanece con-
finado, exatamente como postulado por ADD e, portanto, consistente com a solugao proposta

para o problema da hirarquia.

bulk

Figura 6: conjectura de Ne’eman

Portanto obtemos um resultado interessante: confirmamos a conjectura de Ne’eman de que

as simetrias internas do tipo SO(m —n) podem ser oriundas da imersao, também identificamos
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a conexao correspondente & esta simetria como uma das formas fundamentais da imersao. Ela
existe como consequéncia da imersao quando tratada de forma correta, pela equagao de Gauss,
Codazzi e Ricci. Entretanto, a sua existéncia apenas ocorre para branas-mundo de ntimero de

dimensoes extras maior que 1 (N > 1).

Como ja foi dito, pelo teorema de Nash-Greene o niimero de dimensoes necessarias para uma
imersao local, isométrica e de fungoes diferencidveis em um espaco-ambiente plano para uma
variedade imersa V,,, ¢ m = n(n+3)/2 e paran = 4 onde m =4+ N, N = 10, ou seja, pode-se
obter um grupo de calibre até o SO(10) que é o modelo mais geral atualmente considerado nas
teorias GUT. Isto o torna compativel com a teoria de branas-mundo com espago-ambiente de

m = 14 dimensoes.

Para muitos, especialmente aqueles que se fundamentam na supergravidade ou na teoria-M,
o nimero méaximo de dimensoes do espaco-total deveria ser m = 11. Entretanto, observamos

que aqui e no esquema geral de branas-mundo nao hé nenhum apelo a supersimetria.

Evidentemente m = 14 é uma situagao extrema. Solugoes particulares sao mais simples,
como por exemplo a imersao de Schwarzschild, que pode ser resolvida com apenas 6 dimensoes.
A sua imers@o nao é possivel em 5 dimensoes [51|. Entretanto, convém salientar que a solugao
de Schwarzschild é esfericamente simétrica e estatica, o que pode produzir uma conexao de

calibre muito simples. Mesmo assim ela fornece um exercicio de aplicacao do método.

Estamos falando de imersoes locais, isto é definidas nas vizinhancas de um ponto. Para a
inclusao de propriedades topologicas, tais como a completicidade geodésica, nao podemos usar
apenas os conceitos de imersao local. Por exemplo, o espaco de imersao local da variedade
de Schwarzschild é Mg(4,2) e o espago de imersao de sua extensao geodesicamente completa
¢ Mg(5,1) (Kruskal) [52,53]. Entretanto, como Schwarzschild é um subconjunto de Kruskal,
percebe-se que mesmo localmente é possivel obter a imersao de Schwarzschild como Mg(5,1).
Neste caso, temos o espago-ambiente (bulk) com 6 dimensoes e 2 dimensoes extras espaciais, o

que consequentemente leva A, ao grupo de calibre de SO(2).

A seguir mostraremos os detalhes do campo A,q para a imersao de Schwarzschild em

Me(5,1).
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5 FEzxemplos de Simetrias Internas em
Branas-Mundo

Dada a métrica g,,, da geometria imersa pode-se resolver as equagoes de Gauss, Codazzi
e Ricci para se obter a curvatura extrinseca k,,, e a conexao A,q; mas isto ¢ um problema
de dificil solugao pois como ja foi dito essas equacoes sao fortemente nao-lineares. Assim,
apelando para um dispositivo mais simples que foi amplamente usado por Rosen [2], podemos
determinar as varidveis de imersao X', suas derivadas e depois as normais . Com isto, obtém-

se Auap = 77;14#775(? aB- Neste capitulo, calcularemos a conexao para o caso de Schwarzchild
[52,53] em Mg(5,1).

Pelo que foi visto até agora, sabe-se que uma variedade riemanniana de dimensao n pode
ser imersa localmente num espago-ambiente de m dimensoes (m = n(n+ 3)/2). Para o caso da
teoria da relatividade de Einstein, o espaco imerso riemanniano é o caso n = 4, o que da pelo

teorema de Nash-Green m = 14, ou seja, a geometria 4-dimensional com elemento de linha

ds* = g, dz"dz” (5.1)

pode ser imersa num espaco V,, de m coordenadas X“ onde os possiveis valores para m sao
m=4,...,14.

Uma brana-mundo representa um espaco-tempo imerso localmente no espaco-ambiente,
o bulk, que é solucao das equacoes de Einstein. Agora, impondo o 1° postulado da teoria de
branas visto no capitulo anterior, que afirma que a geometria do espago-ambiente é uma solucao
das equacoes de Einstein, procura-se os valores de m que fornecem resultados expressivos. O
caso m = 4 é trivial, permitindo a imersao apenas do espago-tempo de Minkowski. O caso
m = 5 é impossivel, pois um espago-tempo vazio nao pode ser imerso num espago-ambiente

5-dimensional, como foi mostrado por Kasner entre outros [51].

O caso m = 6 sera resolvido aqui, para o caso de Schwarzschild.
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5.1 O caso de Schwarzschild

Considere um espago-tempo continuo Vj (imerso num espago-ambiente Vg) de forma quadratica

ds® = —pdt* + 7 dr? + r2d6? + r* sin® 0d¢?, (5.2)

onde

g="" (5.3)

r

com r > 2m, m sendo a massa, 7, fe¢p as coordenadas polares e t o tempo. O espaco Vj sera

imerso em Vg definindo-se as coordenadas de imersdo baseadas na extensao de Kruskal |52, 53]

[2

Xl = o 1cosht,
r
/2

X% = o 1sinht,
r

X% = f(r), (5.4)

para Schwarzschild,

X' = rsinfsin ¢,

X5 = rsiné cos ¢,

X% = rcos#,

onde f(r) é tal que

(dj;ff)f =(gm 1)~ ((mﬂfl) - 1) ' )

Calculando as diferenciais dX4 e escrevendo
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ds® = —(dX")? + (dX?)? + (dX®)? + (dX*)? + (dX®)? + (dX°)? (5.6)

obtemos a mesma forma quadratica (5.2)

ds* = 7' dr® + r?df? + r? sin® 0d¢® — Bdt®

Como foi visto no capitulo 3, as coordenadas X* devem definir uma nova geometria rie-
manniana de dimensao V,,, desde que elas satisfagam as equagao de imersao (3.10), (3.11) e

(3.12), ou seja

XAXBGap = g (5.7)

Como G4p é uma matriz diagonal, podemos escrever (5.7) separadamente para p,v = r(=
XY, u,v=0(=X?), pv=¢(= X3) e p,v =t(= X*?). Parar,

_ 1
X1XTGap =37 = g— [ = 9
para 0,
X5X5Gap =17 = go;
para o,
X3X5Gap = r’sin®6 = gs3;
e para t,

2m
X1X5Gap=p= . 1 = gaa

Agora, como foi visto no capitulo 3, deve-se escolher um sistema particular de vetores

mutuamente ortogonais e, normais a V, de componentes nf onde,

gAB‘X,ﬁnlj)B =0
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GABTINE = Gab-

Entao essas componentes satisfazem a equacao de ortogonalidade na imersao. Um método para
construir esses vetores 1’ ist determi d ficies do Vj distint
ns, consiste em determinar duas superficies do Vj distintas e que se

interseccionam. Por exemplo, uma primeira superficie S; é dada pela func¢ao

fXh % a8 xt x° x% = cte.,
onde usando (5.4), escolhemos
f=4 22 = (XX + (X°)° + (X)) = dm?. (5.8)
Esta superficie esta no plano X® = 0 e contém os pontos de V, que independem do valor de r.
Uma segunda superficie S5 é dada pela fungao
g(X, % A% Xt X0, X% = cte.,

onde usando (5.4), escolhemos

g =X = F(r) = X* = F(,/ (X" + (X7) + (X°)2). (5.9)

Esta superficie estd na interseccio dos planos X! = 0, X2 = 0. O vetor normal V;* a superficie
Sl é7

8mm/27m — lcosht
8mm/27m — 1sinht

of 0
A AB

= —_— = . .1
V:r, g 0)('3 8m? sin §sin ¢ <5 0>

T

8m? sin 6 cos ¢
r

8m?2 cos 6
L r J

O mesmo raciocinio ¢ utilizado para o vetor normal Vi a superficie Sy,
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0
0
1
dg
A _ (AB _ .
Ve =9 5xE = —\/2’;”— — (@5 — Vsinbsing |’ (5.11)

- %_1_(%—1)Sin(‘)cos¢

_\/27;”—1—((2571_21)&—1)0089

mas estes vetores nao sao ortogonais entre si, pois

< Vs, Vs >= VAAVEGap # 0.

Assim, definimos dois outros vetores com combinagoes daqueles pelo sistema

W5 =V
P (5.12)
We = V5 +als
onde a deve ser tal que
< W5, We >= WAWEGp = 0. (5.13)
assim, obtemos
—1
@=——"":
< Vs,V >

Portanto, os vetores unitarios mutuamente ortogonais 7754 e 7764 sao dados por,



mra/ 2Tm71 cosht
2m3r3—m2rd4m4
2

mra/ 2Tm71 sinh ¢
2m3r3 —m2rd4m4
2

o WE 0
5 - 9
W

m? sin fsin ¢
\/2m3r3—m2'r4+m4
™ 2
T
m? sin 6 cos ¢
\/2m3r3—m2r4+m4
T 2
T

m?2 cos 6

\/2m3r3 —m2rd4md
r 2
L r -

0
0
(2m—r)r3
1i_2 2,2 _ 3
| WA rt—m +4dm=r<—4mr
6
’]’] = — =
¢ HW64H 7(2mfr)r3\/74’”2’”7?;(6_’;;3;2)’”4“”2 sin §sin ¢

rt—m24+4m2r2 —4mr3

—am2.2 3 _ordim2 . .
—(2m—7‘)r3\/ Am TTP:L(ELZ;+T2)T M= sin O sin ¢

rd—m244m?2r2 —4mr3

7(277’7,71”)7’3 —4m?2r 2+6mr3 2r4+7rz cos 6
r3(—2m+r)

L rd—m24+4Am2r2 —4mr3

Por construcao, esses vetores satisfazem a condicao de ortogonalidade das branas

ana gAB - 0

No nosso exemplo temos

1775 gAB =0,

2775 gAB =0,
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(5.14)

(5.15)

(5.16)
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‘)(7134775BQAB - 07

X4nPGap = 0.

Os mesmos valores sdo encontrados substituindo ¥ por nf, como é esperado. As compo-

nentes da 32 forma fundamental sao dadas por

Auab = néﬂangABy (517)

onde obtemos as componentes

—(2m — T)r4\/4m2r2z26723ﬁ;;%r4_m2 (3m — 2r)m?

A156 =

(4m2r2 + 74 — drdm — m2)(2r¥m — rt 4 m2), /e rm?)

Agsg =0
Aszse =0
Agse = 0.

Como o espago imerso Vj tem assinatura (— + +4) e o espaco-ambiente Vg tem assinatura
(—+++++), é facil ver que a assinatura do espago interno serd (++) que é dado pelo grupo de
calibre SO(2) com conexao igual a componente A;56. Neste sistema de coordenadas, a terceira

forma fundamental A4, é perpendicular as superficies r = cte.

Note que o potencial (ou melhor a conexao) geométrico A,5¢ possui apenas uma componente
nao nula na dire¢ao da coordenada r, nao permitindo a construcao de um campo eletromagnético
efetivo, o que é de se esperar pois a solucao e Schwarzschild nao possui carga elétrica, além de

ser estatica.
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Conclusao

Na teoria da relatividade geral, o espaco-tempo é visto como uma geometria intrinseca,
como defendia Riemann. Entretanto, resultados recentes da teoria de branas-mundo mostram
que uma geometria extrinseca proporciona um melhor entendimento da estrutura fisica do

espago-tempo.

Em contraste com a relatividade geral, a teoria de branas-mundo descreve o espago-tempo
localmente e isometricamente imerso numa variedade (4 + N)-dimensional. Na formulacao
covariante da brana-mundo, a 2% e a 3 forma fundamental surgem das condi¢oes de integra-

bilidade da imersao, que sao as equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci.

As duas formas fundamentais juntamente com a métrica determinam completamente a
geometria da variedade imersa, incluindo os seus aspectos intrinsecos e extrinsecos. Assim, elas
complementam a relatividade geral, no sentido que os espagos-tempo da relatividade geral sao
apenas uma parte de uma teoria mais geral, que é a teoria de branas-mundo. Além da métrica
que representa a gravitacao classica, obtemos ainda a 22 e a 3% forma fundamental, que podem

ser interpretadas como campos fisicos complementares.

No nosso entendimento essa interpretagao fornecida pela teoria de branas-mundo responde
a questao de Ne’eman sobre a origem das simetrias internas, ou seja, é possivel no contexto
da teoria de branas, explicar a origem das simetrias internas através da simetria da dimensoes

extras que aparecem na imersao.

Para isto, temos que considerar um campo de calibre na fonte 7}, das equacoes de movi-
mento das branas, cuja simetria de calibre seja uma representacao de um subgrupo do grupo
SO(m — n), atuando no espago ortogonal & brana-mundo. Entao obteremos uma realizagao da

, . . . : . ,
proposta de Ne’eman, onde a simetria interna do campo de calibre teria uma explicacao através

do espago de imersao.

Na verdade fomos um pouco mais adiante com a tentativa de escrever também o potencial,
ou melhor a conexao de Yang-Mills, a partir da imersao. Para ilustrar o procedimento, tomamos
um exemplo simples de 6 dimensoes onde a brana é o espago-tempo de Schwarzchild. Obtivemos

que a conexao A,s¢ possui apenas 1 componente radial para o grupo SO(2) ~ U(1). Entretanto,



a solugao encontrada nao gera um campo eletromagnético, pois nao ha cargas elétricas.

62



63

Referéncias

[1] A. Friedman, Isometric Embedding of Riemannian Manifolds into Euclidean Spaces, Rev.
Mod. Phys., 37, 1, p.201 (1965).

[2] J. Rosen, Embedding of Various Relativistic Riemannian Spaces in Pseudo-Euclidean
Spaces, Rev. Mod. Phys., 37, 1, p.204 (1965).

[3] R. Penrose, A Remarkable Property of Plane Waves in General Relativity, Rev. Mod.
Phys., 37, 1, p.215 (1965).

[4] C. Fronsdal, Elementary Particles in a Curved Space, Rev. Mod. Phys., 37, 1, p.221 (1965).
[5] D. W. Joseph, Generalized Covariance, Rev. Mod. Phys., 37, 1, p.225 (1965).

[6] Y. Ne’eman, Embedded Space-Time and Particle Symmetries, Rev. Mod. Phys., 37, 1,
p.227 (1965).

[7] D. D. Fairle, Rev. Mod. Phys. 82B, p.97 (1979).

[8] S. Manton, Rev. Nuclear Phys. B158, p.141 (1979).

[9] P. Dirac, General Theory of Relativity, Princeton University Press, (1996).
[10] J. Gullberg, Mathematics: from the Birth of Numbers, W.W. Norton e Company (1997).
[11] C. B. Boyer, Historia da Matematica, Edgard Bliicher (2003).
[12] W. Dunnington, Carl Friedrich Gauss: Titan of Science, Hafner Publishing Co. (1955).
[13] Russel, Introduction to Mathematical Philosophy, Dover Publications, p.144-145 (1993).
[14] I. Kant, Os Pensadores: Kant, Nova Cultural (2000).
[15] M. Monastyrsky, Riemann, Topology and Physics, Birkhauser (1999).

[16] J. Mehra, Einstein, Hilbert, and the Theory of Gravitation, D. Reidel Publishing Co.
(1974).

[17] H. Weyl, Ann. Physik 59, p.101 (1919).
18] H. Weyl, Zeit. Physik 56, p.330 (1929).
[19] V. Fock, Zeit. Physik 39, p.226 (1927).

[20] F. London, Zeit. Physik 42, p.375 (1927).



64
[21] E. Noether, Invariant Variation Problems, M. A. Travel, Transport Theory and Statistical
Physics; Reprint 1(3), p.183-207 (1971).
[22] F. Belinfante, J. Lomont, Phys. Rev. 84, p.541-546 (1951).
[23] J. M. Blatt, V. W. Weisskopf, Theoretical Nuclear Physics, J. Wiley, (1952).
24] C. N. Yang, R. L. Mills, Phys. Rev. 96, p.191 (1954).
[25] A. Salam, Weinberg,.
26] E. Witten, Nucl. Phys, B146, p.412 (1989).
[27] J. L. Lopes, Lectures on Symmetries, Gordon e Breach, (1969).

[28] L. Schlaefli, Nota alla memoria del. Sig. Beltrami, Sugli spazzi di curvatura constante,
Ann. di mat., 2%serie, 5, pag. 170-193 (1871-1873).

[29] M. Janet. Ann. Soc. Polon. Math 5, p.38 (1926).

[30] E. Cartan, Ann. Soc. Polon. Math 6, p.1 (1928).

[31] C. Burstin, Rec. Math. Moscou (Math Sbornik) 38, p.74 (1931).

[32] J. Nash, Ann. Maths. 63, 1, (1956). J. Nash, Ann. Maths. 60, 3, (1954).
[33] R. Greene, Mem. Amer. Math. Soc., p.97 (1970).

[34] J. Nash, Isometric Embedding of Riemannian Manifolds into Euclidean Spaces, Rev. Mod.
Phys., 37, 1, p.201 (1965).

[35] M. Bustamante, F. Debbasch, M. Brachet, gr-qc/0509090.

[36] B. O’neill, Elementos de Geometria Diferencial, Editorial Limusa-Wiley, S.A., (1972).
[37] L.P. Eisenhart, Riemannian Geometry, Princeton U.P. Reprint (1996).

[38] M. D. Maia, astro-ph/0404370.

[39] T. Regge, C. Teitelboim, Marcel Grossman Meeting on General Relativity, p.77 (1975).
[40] B. Holdom, Gauge Fermions form Tensor Fields, Stanford preprint ITP-738 (1983).

[41] B. Holdom, The Cosmological Constant and the Embedded Universe, Stanford preprint
ITP-744 (1983).

[42] I. Antoniadis, Phys. Lett. B 246, p.377 (1970). P. Horava, E. Witten, Nucl. Phys. B 475,
p.94 (1996).

[43] N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos, G. Dvali, Phys. Lett. B429, p.263 (1998).

[44] L. Randall, R. Sundrum, Phys. Rev. Lett. 83, p.3370 (1999). L. Randall, R. Sundrum,
Phys. Rev. Lett. 83, p.4690 (1999).

[45] G. Dvali, G. Gabadadze, M. Porrati, Phys. Lett. B485, p.208-214 (2000).



65

[46] M. D. Maia, E. M. Monte, hep-th/0003196;ibid hep-th/0103060;ibid hepth/0110088.
[47] M. D. Maia, et.al, astro-ph/0403072.

[48] M. D. Maia, et.al. Int.J.Mod.Phys.(A17)(4355)(2002).

[49] M. D. Maia, E. M. Monte, hep-th/0003196;ibid hep-th/0103060;ibid hepth/ 0110088.
[50] J. L. Lopes, Gauge Field Theories: An introduction, Oxford: Pergamon Press, (1983).
[51] E. Kasner, Am. J. Math 43, (1921), p.126. E. Kasner, Am. J. Math 43, (1921), p.130.

[52] M. D. Kruskal, Maximal Extension of Schwarzchild Metric, Rev. Mod. Phys., vol.119,
number 5 (1960), p.1743.

[53] C. Fronsdal, Completion and Embedding of the Schwarzchild Solution, Rev. Mod. Phys.,
vol.116, number 3 (1959), p.778.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

