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Vocé nao sabe o quanto eu caminhei/
Pra chegar até aqui/ Percorri milhoes
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Resumo

Por muito tempo acreditou-se que o modelo cosmolbgico padrao, obtido com base na
Teoria da Relatividade Geral, era aproximadamente compativel com dados observacio-
nais. Os problemas originados por essa teoria estariam concentrados em estagios iniciais
do universo e poderiam ser resolvidos por um modelo inflacionario apropriado. Recentes
evidéncias observacionais, contudo, levam a crer que na era atual o universo encontra-se
expandindo aceleradamente. Da forma como se encontra formulado, o modelo padrao so
seria capaz de elucidar qual seria uma possivel fonte desta aceleragao, dita energia/matéria
escura, se grande parte densidade do universo estivesse na forma de matéria nao visivel.
Uma alternativa a busca de fontes exoticas responsaveis pela aceleracao seria a formulacao
de teorias alternativas a Relatividade Geral e a descrigao de modelos cosmologicos nestas

teorias.

As Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitagao se apresentam como uma generalizagao
natural da Teoria da Relatividade Geral e tém atraido cada vez mais atengao em varias
areas de pesquisa em gravitacao e cosmologia. Neste trabalho, a possibilidade de obter-

se expansao acelerada para o universo é investigada, apresentando-se alguns modelos

cosmologicos no contexto de Teorias Escalares-Tensoriais de Gravitagao.



Abstract

For many years it was a general belief that standard cosmology was nearly compatible
with all observational data. The problems that might arise in this model were confined
to the early stages of the evolution of the universe and were expected to be solved by a
proper inflationary approach. Recent observational evidence, however, lead to an accele-
rated expantion of the universe. By the way it is formulated, the standard cosmological
model conjectures that a possible font of this acceleration would be some exotic kind of
matter, namely dark matter/energy. Another point of view would be formulating alter-

native theories to General Relativity, and their respective cosmological description.

The scalar-tensor theories of gravity is a natural generalization of Einstein’s theory and
have become a focal point of interest in many areas in gravitational physics and cosmology.
The present work investigates the possibility of obtaining an accelerating expantion for
the universe, presenting some cosmological models in the context of scalar-tensor theories

of gravity.
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Notacao

Ao longo deste trabalho sera adotada a seguinte terminologia:

Indices gregos variam de 0 a 3.

Indices latinos variam de 1 a 3.

A métrica de Mikowiski é dada por 7, = diag(+1,—1,—1,—1).

e A notagao = significa que a equagao é valida somente em um sistema de coordenadas
particular.
e O elemento de linha é escrito na forma ds* = g, dz"dz”.

A derivada temporal de uma funcéo f(t) sera denotada por f(t).

e A conexao métrica é definida por

(0% 1 (07
=59 M (089xny + 03928 — Orgsy) -

A derivada covariante sera denotada por

VIS = QT8 + TSI o — DA T —

onde 8M58%.
e O tensor de Riemann é definido por

O escalar de Ricci ou escalar de curvatura ¢ definido como R = ¢*”R,,,, onde R, ¢

chamado tensor de Ricci, dado pela contragao R, = R;\MV = ¢ Ropro-

111
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e O tensor de Einstein é definido como

1
G/W = RW’ - igw,R.

e O determinante da métrica é denotado por g = det(g,,).

e O operador d’Alembertiano covariante ¢ dado por O = g, V#V”. Em particular,

para um campo escalar é definido como o divergente covariante de 0*¢, ou seja,

0¢ = ——=0, [V—g 9"¢]

J-



Capitulo 1

Introducao

As evidéncias crescentes para a aceleragao do universo levaram a formulagao de intiime-
ros cenarios de energia escura (por exemplo [1]). Eles reduzem-se, em geral, a introdugao
de novos graus de liberdade no cenério cosmologico, seja por campos de matéria com
pressao negativa ou mudancas no setor gravitacional. Um dos modelos mais simples que
dao conta desta aceleracao baseia-se na introducao de um campo escalar cujo valor médio
varia durante a histéria do universo. Genericamente, esse campo escalar pode acoplar-se
ao campo gravitacional induzindo uma quinta forca que é de longo alcance se o campo
escalar é leve, o que é usualmente o caso se ele é a fonte para a aceleragao do universo.

Do ponto de vista tedrico, as Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitacao, nas quais a
interagao gravitacional é mediada por um ou varios campos escalares de longo alcance,
além do tensor métrico presente na teoria de Einstein, representam a alternativa mais
natural a Teoria da Relatividade Geral, preservando o principio de equivaléncia e a cons-
tancia de todas as constantes nao gravitacionais. Existem muitas motivagoes tedricas
para considerar tal parceiro escalar para o graviton, particularmente em teorias de mais
dimensoes, como teorias de cordas e supercordas. De fato, muitas tentativas de unificagao
da gravitagao com as outras teorias prevéem a existéncia de campos escalares sem massa
com acoplamentos de ordem gravitacional. Devido a presenca do campo escalar em si, as
teorias escalares tensoriais prevéem fendémenos nao presentes na Relatividade Geral. As
Teorias Escalares-Tensoriais estao bem definidas no sistema solar e é possivel tentar exten-

der este limite para escalas astrofisicas e cosmologicas. Uma motivagao independente para



considerar parceiros escalares para o tensor de gravidade usual de Einstein é fornecida por
modelos inflacionérios [2, 3] que encontram no contexto das Teorias Escalares-Tensoriais
da gravitagao um caminho natural para a existéncia de inflagao.

A Cosmologia padrao do modelo do Big-Bang em Relatividade Geral é uma descricao
bem sucedida do universo observéavel, embora solu¢oes cosmoléogicas tenham sido estuda-
das também em teorias alternativas de gravitagao. No entanto, a necessidade de resolver
os problemas associados ao modelo padrao motivou a pesquisa além do modelo do Big-
Bang, introduzindo a idéia de inflagao. Vérios cenérios inflacionarios baseados tanto em
Relatividade Geral quanto em teorias alternativas da gravitacao foram propostos.

Contudo, talvez um dos maiores desafios da Cosmologia teérica seja entender o sur-
gimento e a natureza da atual aceleracao do universo observada e fornecer uma resposta
para a questao da matéria escura, tida como a possivel fonte desta aceleragao. Em escala
cosmologica, as Teorias Escalares-Tensoriais foram propostas como modelos para a ener-
gia escura que podem substituir a constante cosmolégica, assim como uma tentativa para
explicar outras caracteristicas da distribuig¢ao de galaxias no universo.

As Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitagao ja haviam se mostrado eficientes como
alternativa a Relatividade Geral em Cosmologia [4, 9] na tentativa de modelar um uni-
verso que expanda aceleradamente (de acordo com os recentes dados observacionais). Tal
modelo pode ser usado como ponto de partida para modelar a matéria escura [10], tida
como uma possivel fonte desta aceleragao.

Apesar de quase meio século de idade, as ST continuam a atrair interesse nao somente
de no campo tedrico como também experimental, quando hoje a Fisica se depara com
questoes como a aceleracao do universo e a dependéncia temporal da constante de es-
trutura fina, ambas vistas como algo além da Relatividade Geral padrao. A relevancia
de utilizar-se as Teorias Escalares-Tensoriais dentre tantas outras reside no fato de que
no inicio do universo, ou na presenca de campos gravitacionais fortes, tanto os aspectos
escalares quanto os tensoriais da gravitagao devem ser levados em consideracao. Na era
atual, esses efeitos s@ao muito pequenos, de modo que é possivel notar um efeito atrator
da Relatividade Geral com relagao as Cosmologias Escalares-Tensoriais [11].

O presente trabalho encontra-se assim organizado: no Capitulo 2 é feito um breve



resumo da Teoria da Relatividade Geral no contexto de Cosmologia, e dos ingredientes
bésicos para um modelo cosmologico relativistico, seguidos de exemplos. No Capitulo
3 serd introduzido um panorama geral das Teorias Escalares-Tensoriais de Gravitagao,
partindo de seu exemplar mais simples que é a Teoria de Brans-Dicke. No Capitulo 4
sao apresentados alguns modelos cosmolégicos FRW no contexto de Teorias Escalares-
Tensoriais usando métodos aproximativos para solucionar as equagoes de campo. No
Capitulo 5 sao discutidas as conclusoes e algumas perspectivas. Finalmente, o Apéndice
A sao apresentados os procedimentos do programa de computagao algébrica Maple IX para
o célculo de alguns elementos matematicos da Relatividade Geral utilizados ao longo de

certos calculos.



Capitulo 2

A Cosmologia Relativistica

2.1 Introducao

A Astronomia é uma das mais antigas ciéncias, uma vez que as questoes sobre a origem
do universo e sobre a movimentagao dos astros é quase tao antiga quanto a propria razao
do homem. Juntamente com a Cosmologia, ¢ um campo da ciéncia que aplica a Fisica
na tentativa de compreender a estrutura e a evolugao do universo. Da mesma forma, a
importancia de seu estudo reside parcialmente no fato de que nosso entendimento das leis
da Fisica e em particular de sua aparente universalidade no espaco e no tempo ter um
numero de evidéncias que dependem crucialmente de dados astronémicos.

Por Cosmologia entende-se o estudo da estrutura dindmica em larga escala do universo,
sua formagao e sua evolugao. Sua versao mais antiga se encontra nos mitos cosmogonicos,
versoes mitologicas sobre a origem dos elementos e dos seres vivos. As idéias de como
o universo e seus elementos se comportam foram sendo modificadas ao longo do tempo,
mas a Cosmologia s6 passou a ser considerada como ciéncia apos a formulagao da Teoria

da Relatividade Geral por Albert Einstein, em 1917.

2.2 O Principio Cosmolégico

O ponto de partida do consiste em um principio de simplicidade chamado principio

cosmologico, o qual enuncia:



Excetuando-se irreqularidades locais, em uma determinada época o uni-

verso apresenta os mesmas aspectos em todos os pontos.

o que equivale a dizer que nao existem pontos ou diregoes privilegiadas a serem conside-
rados, ou seja, o espago pode ser visto como homogéneo e isotréopico. Como em geral o
universo é tratado em larga escala, os dados observacionais mostram que tal suposicao

pode ser considerada verdadeira [12].

2.3 A Equacao de Campo de Einstein

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitagao: o conceito
classico de forca gravitacional, dado pelas leis de gravitacao de Newton como resultado
da interacao entre massas, ¢ substituido pela geometria espaco-temporal. Em outras pa-
lavras, a gravitacao passa a ser interpretada como uma manifestagao da propria curvatura
do espago-tempo, causada pela presenca de massa, ou energia. A equagao dinamica que
descreve a forma como matéria e energia modificam a geometria do espago-tempo cor-
responde & equacao de campo gravitacional de Einstein, que pode ser deduzida como
resultado do principio variacional.

Suponha, inicialmente, o funcional acao dado por

Su = /CmgG, (2.1)

onde o lagrangiano L, chamado lagrangiano de Finstein, depende exclusivamente da
meétrica g, isto é, diz respeito somente a efeitos do campo gravitacional. Uma vez que
a acao deve ser independente da escolha de coordenadas, o lagrangiano L deve ser um

escalar, de modo que a escolha mais simples é dada por [13]

1
Lo=3V=gR, (2.2)

onde R = ¢""R,,, ¢ o escalar de Ricci. As equacoes de movimento surgem variando-se a



acao com relagdo & métrica g"”. De (2.2), segue que

0S¢ =

% / d‘z6 (V=g R)
L[ (R (5V0) 4V 0R + g) R)

% (58)1 + (68)a + (6S)3) .

Lembrando que, para uma matriz qualquer M vale [14]

e, consequentemente

Além disso, tem-se que

(M-

Tr (M

Tr(InM) = In(det M) ,

0Tr(InM) = dln(det M)
1

TrM = Y My
15M)ij - ZMZ?(SMM

M) = > (MTOM), =)0 MM,
i k

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Deste modo, usando (2.5) e (2.6) com M = g e g~' = det g = det M, segue que

Dai, tem-se que

g,uuégwj = 95<gil)7

1
5(9_1) = ;guuégw’-

5=g = &

[ —

()]
(=97 5(=g7")
~g7) 597
(_9)3/25.9#”6‘9#”

1 v
= —§x/—gg“ S -

—~~ N =

N — DN

(2.7)



Além disso, sendo a forma do tensor de Riemann

Ry, = O\I%, — ,I%, + 19,1, —T9,T%, (2.9)

vt o

e fazendo a variagao tem-se
5RZ>\V = O\l — 81,51“5)\ + (5FZV)FZ>\ + FZU(SFgA — (0T7 )T, = T7,0T0,. (2.10)
Com um pouco de algebra, a equagao (2.10) pode ser reescrita na forma
ORS,, = Vi (oT0,) =V, (0T%,) (2.11)

que é chamada de equagao de Palatini. Deste modo, a variacao do tensor de Ricci R,

dado pela contragao Rf, ,, tem a forma

6R., =V, (6I7,) =V, (oI ) . (2.12)
Assim, para encontrar a contribuigao da integral (4S), em (2.3) segue que

(3S), = / dhey =g g™ [V, (6T%,) — V., (6T%,)]
_ /Q a2 (¢, (3T4,) - "V, (3T%,)]
_ /Q V, (g"6T%, — ¢"*6T",) dQ
- /a ) (¢ oT%, — g"*sT",) dS,, (2.13)

onde foi usado que V,¢""=0. Além disso, o Teorema de Stokes foi aplicado e a equagao
(2.13) representa uma integral de superficie. No entanto, como é usual no principio
variacional, as variagoes 0g" e as variagoes de suas primeiras derivadas, combinadas em
oT'#,,, devem ser nulas no contorno 9§2, de modo que

(0S5),=0. (2.14)

Finalmente, usando as contribuigoes (2.8) e (2.14) em (2.3) tem-se que

1 1
6Sq = 3 /d4x\/—g [RW — 5394 Sg" =0. (2.15)



Como a equagao acima deve valer para qualquer variagao dg*” arbitréria, entao

0Sq
ogrv

1 1
= 5\/__9 |:R;w - §Rg;w:| =0

G =0 (2.16)

que é a equacao de campo de Einstein no vdcuo.
Torna-se razoavel, agora, supor que existem outros campos presentes além do campo
gravitacional, de modo que a acao completa da relatividade geral a ser considerada sera

[15]

S = SG+/€SM
= /d4z(£G—|—/£,CM), (2.17)

onde L, chamado lagrangiano de matéria, compreende toda a matéria e os campos além
do tensor métrico e L é dado pela equagao (2.2). A constante de proporcionalidade  é
chamada constante de acoplamento. Aplicando o principio variacional na ac¢ao (2.17) com

relacao a métrica g"” tem-se

dS Ye IS
(Sgl“/ 59#1’ (Sg/r“/
1 ISm
= 5V G + K&g/“’ = 0. (2.18)
Definindo o tensor de energia-momento como [16]
2 0SSy
T, = ——— oM 2.19
K /_g 5g,u1/ ( )
segue que
G = KT (2.20)

E importante notar que a definicao (2.19), apesar de nao ser a tnica forma de escrever o
tensor de energia-momento, demonstra ser uma maneira bastante satisfatoria de fazé-lo
ja que T}, ¢ automaticamente conservado devido a identidade de Bianchi.

Assim, o lado esquerdo da equagao (2.20) fornece informagoes a respeito da curvatura
do espago-tempo determinada pela métrica, enquanto o lado direito representa a distribui-
¢ao de matéria contida no espago-tempo. Fazer esta relacao ¢ um dos principios bésicos

da relatividade geral.



A constante k é determinada utilizando o principio de correspondéncia, uma vez que
a equagao (2.20) deve ser reduzida a gravitacao de Newton no limite nao-relativistico, e

¢ um resultado conhecido da relatividade geral dado por [17]

(G

ct

K= — (2.21)

em unidades nao-relativisticas. A equagao de Einstein, portanto, tem a forma (¢ = 1):
G = 87GT,,. (2.22)

A equagao (2.17) pode ser modificada de véarias maneiras diferentes, fornecendo como
resultado alteracoes na equagao de campo. Uma alteragao importante é adicionar um

termo constante a agao convencional de modo a ter

S— / /=g [(R— 20) + Lad] (2.23)

onde A é chamada constante cosmoldgica. Neste caso, surge na solugao um termo propor-

cional a métrica g,, e a equacao de campo tem a forma

Gy — Mg = 87GT,,. (2.24)

2.4 O Postulado de Weyl

Em 1923, H. Weyl questionou como seria possivel relacionar as propriedades obser-
vadas localmente com efeitos que gostariamos de estudar a distancia. Ele argumentou,
por fim, que na tentativa de entender o distante era necessario se basear, na medida do
possivel, nas teorias que podem ser verificadas em nossa vizinhanca. Baseado nesta su-
posicao, ele introduziu um "substrato", ou fluido, permeando o espaco de modo que as
galédxias movem-se nele como particulas em um fluido. Desta forma, o universo pode ser
considerado, com boa aproximacao, como um fluido perfeito.

Um fluido ideal é caracterizado por uma densidade de matéria p(z*), por uma pressao
p(z*), ambas medidas por um observador em um referencial em repouso com relagao
ao fluido, isto é, um referencial co-moével, e pela 4-velocidade deste fluido. Além disto,

p e p estao relacionadas por uma equagao de estado que governa o tipo de fluido em
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consideracao. No limite em que a pressao tende a zero, o fluido perfeito reduz-se a poeira,
o que corresponderia aos dias de hoje (era de matéria). A definigdo do tensor de energia-

momento para o fluido perfeito adotado ao longo deste trabalho é dada por

™ = (p+ p)u'u” — pg", (2.25)

onde ut = ‘{f—: é a 4-velocidade do fluido. A homogeneidade e a isotropia do espaco
postuladas pelo Principio Cosmologico exigem que a densidade média p e a pressao p

sejam funcoes exclusivas do tempo.

2.5 A Expansao e a Lei de Hubble

Assim como o som da sirene de uma ambulancia parece ser mais agudo & medida que
ela se aproxima e mais grave conforme ela se afasta, a luz emitida por uma fonte luminosa
que se desloca com relagdo ao observador sofre um desvio espectral (diferenga entre o
comprimento de onda medido no laboratorio e o observado), devido ao efeito Doppler
otico.

Nos anos 20, medindo a velocidade radial de galaxias com o recém instalado telescopio
do Monte Wilson, Edwin Hubble observou que a maioria dos desvios espectrais é para o
vermelho, indicando que as galaxias estao se afastando umas das outras e da Via Lactea.
Observacionalmente, ele concluiu [18] que a velocidade radial v com que uma galaxia se
afasta da Via Lactea (chamada velocidade de recessao) ¢ diretamente proporcional a sua
distancia d, expressando esta relagdo com a expressao matematica que leva seu nome, a
Lei de Hubble (1929):

v = Hyd (2.26)

A constante Hy chamada constante de Hubble, que corresponde ao parametro de Hub-
ble H(t) medido hoje, possui unidade de [T]™! e sua estimativa ¢ um valor aproximado
para a idade do universo (cerca de 10'° anos). Esta constituiu a primeira evidéncia de
que o universo nao era estatico, e sim estava expandindo. Tal expansao, pelo principio
cosmologico, deve se dar homogénea e isotropicamente, de modo que ¢é possivel escrever
a relacao

r(t) = S(t)r(to), (2.27)
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onde r(t) é a distancia entre um determinado par de galaxias, r(to) é constante para este
par e S(t) ¢ um fator de expansao universal chamado fator de escala.

A velocidade de recessao de uma galaxia é dada pela derivada temporal da expressao

(2.27)

v(t) =7(t) = r(to)S(t)=H (t)r(t) (2.28)
usando (2.26). Assim, o parametro de Hubble H(t) pode ser escrito como

H(t) = % (2.29)

2.6 O Elemento de Linha

Introduzindo as coordenadas z*, de modo que 2° = t corresponde ao tempo medido
por um observador no referencial co-movel e 2" sao as coordenadas espaciais, o Principio

Cosmologico permite que o elemento de linha seja escrito como
ds® = dt* + g;;da'dr! = dt* — do?, (2.30)

uma vez que a isotropia permite a sincronizagao de relogios (de modo a ter go; = 0, ou
seja, nao existe diregao privilegiada para a qual gy; aponte) e a homogeneidade garante
que esta sincronizagao pode ser feita equivalentemente em todo o espago. O elemento gy
é tomado igual a 1 para, no caso de eventos vizinhos medidos por observadores co-méveis
(dx* = 0), o tempo t corresponder ao tempo proprio , de modo que o intervalo invariante
seja dado por dt*=ds* = g, dxtdz” = geodt*. Em (2.30), do? representa a distancia
espacial propria entre eventos simultaneos.

Além disto, como todos os pontos do espago devem ser geometricamente equivalentes,
a homogeneidade e a isotropia requerem, em particular, que o espago tenha curvatura
constante em torno de cada ponto. Matematicamente, um espago de curvatura constante

é caracterizado pela equacao
R;wop = K(g,uagl/p - g,upf]l/d) ’ (2'31)
onde K é uma constante chamada curvatura. Considerando o espago tridimensional

Rijkl = K(gikgjl - gilgjk) (2-32)
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e contraindo (2.32) com a métrica g

gikRijkl = le
= Kgik(gikgjl — Jagijk)
= K391 — 0/ g;r)
= K39 — g5)
= 2Ky, (2.33)
ou seja, para um 3-espaco de curvatura constante, o tensor de Ricci Rj € proporcional
a métrica deste espaco. Seja agora o elemento de linha em 3 dimensoes escrito da forma

do? = g;;dz'dz?. Como o espago ¢ isotropico, ele deve ser esfericamente simétrico! em

torno de cada um dos pontos. Neste caso, o elemento de linha deve ter a forma
do® = dr? + 1r2(d6* + sendp?). (2.34)

Usando as componentes do tensor de Ricci? para a métrica dada em (2.34) e comparando

com (2.33), tem-se

)\/
Ry = Xr) _ 2K N (2.35)
r
1
Ry = 1+ §T€_>\(T)>\/(T) — e M) = 2K7?, (2.36)
Rs3 = Ryysenf = 2Kr?sen(0), (2.37)

de modo que a solucao do sistema formado pelas equagoes (2.35) e (2.36) é
et =1-Kr? (2.38)

Assim, o elemento de linha para a superficie de curvatura constante pode ser reescrito

como
dr?

do? = —
7 1 — Kr?

+ r2(d6* + sen®0dp?). (2.39)

A homogeneidade e a isotropia exigem que a parte espacial do tensor métrico evolua

somente por meio de uma fungao universal do tempo, como visto na equagao (2.27), de

! Apéndice A, com um Resumo da secio 14.4 do d’Inverno
2Apéndice B1, com os calculos do Maple.
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modo que é possivel reescrever (2.30) usando (2.39)

dr?

ds® = dt* — [S(t)]? <m

+72(d6* + sen20d<p2)> : (2.40)

A constante K pode assumir, em principio, qualquer valor positivo, negativo ou nulo.
Torna-se interessante definir k£ de modo que K = |K |k, e assim k vale +1 ou —1, depen-

dendo de K ser positivo ou negativo. Fazendo a mudanca em (2.40) segue que

2 2
ds* = dt* — LS;;?H (1|li|3l€22 + | K |r*(do* + sen29dg02)> : (2.41)

No caso de K = 0, a equagao (2.40) toma a forma
ds* = dt* — [S(t)]* (dr® + r*(d6” + sen®0dp?)) . (2.42)
Procedendo uma mudanga de escala em r, redefinindo r=|K |%r, e chamando

a(t) = S)/|IK|>  se K #0,
a(t) = S(t) se K =0,

é possivel reescrever a equagao acima na forma
2 2 2 dr? 2/ 192 207 2
ds® = dt* — [a(t)] m +r (d@ + sen ngO ) R (243)
— kr

onde k pode assumir os valores +1, —1 ou 0 e (2.43) é chamado elemento de linha de

Robertson- Walker.

2.7 A Equacgao de Friedmann

Um modelo cosmologico corresponde a solugoes das equagoes de campo de Einstein
para um fluido perfeito e que reproduzem as principais caracteristicas do universo. A

cosmologia relativistica tem, portanto, sua base nos trés ingredientes seguintes:

e O principio cosmolégico, que leva ao elemento de linha de Robertson-Walker

2
ds® = dt* — [a(t)]? (1 ir]{ﬂ + r%(df* + sen29dg02)> : (2.44)
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e O postulado de Weyl, que introduz o fluido perfeito, cujo tensor de energia-

momento é dado por

T = (p+ p)g"*uqsu” — pg"”. (2.45)

e A Teoria da Relatividade Geral como ferramenta matemética, com equagao de

Einstein com constante cosmologica (G = 1)

Gy — Mgy = 87T, (2.46)

No referencial co-mével que seré adotado, a 4-velocidade do fluido é dada por
u*=(1,0,0,0). (2.47)

Uma vez que pelo principio cosmologico a métrica é diagonal por construgao e ggp = 1,

as componentes do tensor de energia-momento sao dadas por

Too = (p+ p)uouo — pgoo

= (p+ p)goit'uo — PYoo

= (p+ p)goou’uo — Pgoo

= p, (2.48)
Toi = (p+ p)uoui — pgoi

= (p+p)gortug

= 0, (2.49)
Tij = (p+pluiu; — pyi;

= (p+p)guu"u; — pgij

— g (2.50)



A fim de calcular as componentes do tensor de Einstein G,

ponentes do Tensor de Ricci® para a métrica dada por (2.44)

Roy = —3%
a
R, — _ad + 2k + 247
—1+ kr2
R22 = (CLCL + 2k + 2@2) 7’2
R33 = —S€n2(9R22

e o escalar de Ricci
k a?

R=—6~—6— —6—.
a a

a?

Substituindo agora as equagoes (2.48)-(2.55) em (2.46)

Goo — Agoo = 81Ty,

1
Ry — égooR - A900 =

a 1 a k a*

32 6l =) — A =
Sa 2(6(1 6a2 6a2>

a’> +k
a?

3

A = 8mp
e também

Gij —ANgiy; = 8n1

1
Rij = 595 — Agi; = —8mpgi;,

onde s6 sobrevivem os termos com ¢ = j, de modo que

1
Ri; — 591‘1‘3 — Agiy = —8mpygs;

para 1 =1,2,3.

3Apendice B2, com os calculos do Maple.
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sS40 necessarias as com-

(2.51)

(2.52)
(2.53)
(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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Assim:
Gu—Agn = 8Ty
1
Ry — 59113 —Agn = —8mpgn
adi + 2k + 2a® a’ a k a? Aa? 8mpa?
+ 6% —6— —6—) + =
1 — kr? 2(1 — kr?) a a* a? 1—Fkr2 1—kr?

ai + 2k + 2a* — 3(ad + 2k + 2a*) + Aa®> = Smpa®

—2aid — k —a* + Aa®> = Smpa®

2ad + l; +a? A = s (2.58)
a
Além disto, usando (2.45), a lei de conservagao
vV, T" =0 (2.59)
fornece a equagao
o)+ (a) =0 (2.60)

que também pode ser obtida combinando-se apropriadamente (2.56) e (2.58).
Na época atual, a pressao p ¢ desprezivel se comparada a densidade de matéria p,
de acordo com dados observacionais. Assim, é possivel tomar p = 0 de modo que o

"substrato" é formado de poeira. Assim a equagao (2.58) toma a forma
2ai + a* + k — Aa® = 0, (2.61)

e usando

para integrar (2.61), segue que

a(a® + k) — %Aa?’ =C, (2.62)

onde C' é uma constante de integragao. De (2.56)

1
at + k- gAa2 = 8mpa’

8
C= gﬂpa?’. (2.63)
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A equagao (2.62)

C 1
2= = 4+ —Ad®—k 2.64
"= —+2ha , (2.64)

¢ chamada de equagdo de Friedmann para o fator de escala a(t) na auséncia de pressao.
A escolha das constantes de curvatura k e cosmologica A define um modelo cosmologico

de FRW (Friedmann-Robertson-Walker).

2.8 Exemplos de Modelos FRW na Epoca Atual

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de modelos cosmolégicos como solu-
¢oes da equagao de Friedmann (2.64). Outras solugoes analiticas podem ser encontradas

em [19].

2.8.1 Modelo Estatico de Einstein

Além de homogéneo e isotropico, o modelo proposto por Einstein era estéatico (isto é,
desprovido de dindmica em larga escala e, portanto, @ = 0) e fechado (ou seja, limitado
nas diregoes espaciais e portanto finito, com k = 1). Assim que tentou aplicar a sua
equagao de campo na forma original (2.22), Einstein verificou que s6 seria possivel uma
solugao estatica se a equagao fosse modificada, introduzindo um termo extra, chamado
constante cosmologica A.

Colocado do lado esquerdo da equagao de campo, o termo com constante cosmologica
sugere que o espaco seria curvo mesmo na auséncia de matéria (7, = 0). A tendéncia
atual é a de mové-lo para o lado direito de (2.24), de maneira que ele aparece ndo mais
como uma mudanga nas equagoes de campo, e sim como uma contribuicao no tensor
energia-momento. Desta forma, o tensor de energia-momento possuiria, além de uma
contribuicao devida a matéria em si, uma contribuicao proporcional ao tensor métrico
Agu.

No entanto, o universo de Einstein se encontra em um ponto de equilibrio instével, de
modo que a constante cosmolégica deveria estar submetida a um ajuste fino para que o

modelo funcionasse.
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2.8.2 Modelo de Einstein-de Sitter ou Modelo Padrao

Neste modelo, tanto a curvatura k como a constante cosmologica A sao despreziveis em
comparagao com a densidade de matéria p. A escolha do pardmetro k£ como sendo igual
a zero fornecera como resultado da equagado de Friedmann (2.64) modelos cosmologicos
relativisticos para a época atual (p = 0) com curvatura nula, ou seja, modelos planos. O

fator de escala obedece, neste caso, & equacao

C
ol = —
a
. 01/2
“@ = e
da Cc1/?
at a2
a?da = CY2dt. (2.65)

Supondo a(t = 0) = 0 e integrando (2.65) tem-se

2 3 1/2
z = Y%
3a,

calt) = (%c) s (2.66)

Da conservagao de energia (2.60) segue que

d, 3
%(PG ) =0
3 . _ cte
p(t)a(t) = cte p(t) - a(t)S’
mas de (2.63) vem
8 3 _3C
e assim
1
p(t) = o (2.68)
Definindo
—ad
q(t) = 7 (2.69)

como o pardmetro de desaceleragao, para o caso do modelo de Einstein-de Sitter, tem-se

9 N\/3 12/3-2 (9,\1/3 ,—4/3
q(t):—(40) o5 G0) 1 (2.70)

Loyt




Capitulo 3

Teorias Escalares-Tensoriais da

Gravitacao

A motivacao para a busca de teorias alternativas a Teoria da Relatividade Geral (RG)
inclui nao somente a tentativa de unificacao, "geometrizando" os outros campos como foi
feito com o campo gravitacional por Einstein, mas também consiste em levantar questoes
a respeito da propria teoria e delimitar sua fronteira, comparando dados experimentais
com as previsoes de Einstein [20] ou das outras formulagoes [21]. Dentre as tentativas
de unificagdo, as teorias de Kaluza-Klein [22] e de supercordas se destacam por preve-
rem a existéncia de campos escalares acoplados & matéria que surgem naturalmente da
compactificagao de dimensoes extras, se tornando assim precedentes as chamadas Teorias
Escalares-Tensoriais da Gravitagao (ST).

As ST foram inicialmente propostas por Pascual Jordan [23], que, inspirado pela pro-
posta de Dirac [24] de que a constante gravitacional deveria ser dependente do tempo,
levantou a possibilidade de que a nova componente da métrica na quinta dimensao nas
teorias de Kaluza-Klein, isto é, o campo escalar, pudesse estar relacionada a "constante"
gravitacional variavel. No entanto, no trabalho de Jordan o lagrangiano de matéria apa-
recia dependendo diretamente do campo escalar, ou seja, as equagoes de movimento para
uma massa qualquer na presenca de uma certa distribuicao de matéria nao forneceriam
as mesmas geodésicas da RG, violando o principio de equivaléncia fraco, conforme foi

argumentado por Fierz [25].

19
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O exemplo mais proeminente da ST consiste no modelo proposto por C. Brans e R.
H. Dicke [26], no qual, visando preservar o principio de equivaléncia, assumiram que o
campo escalar surgisse desacoplado do lagrangiano de matéria. Na teoria de Brans-Dicke,
o campo escalar, suposto como sendo sem massa, acopla-se com a curvatura por um fator
constante. Teorias seguintes [28| introduziram o acoplamento dinamico (isto ¢, dependente
do campo escalar) entre a matéria e o campo escalar e/ou um termo de auto-interagao
e, posteriormente, generalizaram a formulacao para o caso de multiplos campos escalares

29].

3.1 A Teoria de Brans-Dicke

O modelo desenvolvido por Brans-Dicke possuia como objetivo apresentar uma teoria
de gravitacao relativistica alternativa compativel com o principio de Mach de reagao iner-
cial, que enuncia que as propriedades inerciais locais sao determinadas pela distribuicao
total de massa do universo. Assim, a constante gravitacional deveria ser uma funcgao desta

distribuigao de massa e esta relagao pode ser escrita na forma [30]

1 m
— ~ — 3.1
8tG  r’ (3.1)

onde m e r representam a massa e o raio do universo até o limite visivel, respectivamente,
e (G corresponde a constante de Newton.

Na formulagao Newtoniana da gravitacao a interagao gravitacional devida a uma dis-
tribuicdo de matéria de densidade p = p(z,y, z) é descrita por um potencial gravitacional

escalar ¢ de modo a satisfazer a equacao de Poisson
V3¢ = 4rGp = gp, (3.2)

onde k = 87(G. Desta forma, é possivel comparar 1/k, ou 1/G, com o campo escalar ®
médio associado a densidade de massa do universo [31].
O procedimento seguido por Brans e Dicke partia do funcional acao definido na RG

por (2.17), ou seja

5/d4x |:%\/—_§E—|—I€,CM:| =0, (3.3)
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onde R é o escalar de curvatura associado a métrica fisica g,, e L) é o lagrangiano de
matéria que contém os campos materiais W;, acoplados exclusivamente & métrica g,

preservando o principio de equivaléncia. Dividindo (3.3) por k segue que
5 / d*z {i@ﬁ + cM} =0 (3.4)
e fazendo a substituigao de 1/G — ® tem-se
(5/d4x [ﬁcb\/—_géjucM] = 0. (3.5)

Além disto, é necessario adicionar um termo a acao que forneca informagoes a respeito

do campo escalar @,
w

Ly = =3"0,20,0., (3.6)

que é o termo cinético do lagrangiano usual para um campo escalar, lembrando que neste
caso nao esta sendo considerada dindmica associada a este campo (V(®) = 0), e o escalar
no denominador foi introduzido de modo a manter a constante w, que é o tnico parametro
da teoria de Brans-Dicke, adimensional. Assim, é possivel escrever o lagrangiano de Brans-
Dicke como
Lap=\/—7 (cpé - %5"”@@&,@) +167Las. (3.7)
O principio de acoplamento minimo da RG enuncia que o funcional a¢ao descrevendo
o acoplamento entre os campos de matéria e as outras interagoes deve ser uma defor-
macao minima do funcional acao da Relatividade Especial, substituindo-se a métrica de
Minkowski 7,,, por g, e as derivadas parciais 0, pelas respectivas derivadas covariantes
V.. Ou seja, a passagem de uma teoria para outra nao deve ser feita adicionando-se
termos explicitamente dependentes do tensor de curvatura. Se o acoplamento entre o
campo escalar e a métrica fosse realizado somente pelo termo cinético (3.6), o acopla-
mento seria dito minimo. No entanto, o primeiro termo a direita de (3.7) ndo pode ser
obtido obedecendo-se a esta regra, uma vez que no espago-tempo de Minkowski R =0 e
este termo desapareceria. Desta forma, note que o acoplamento entre o campo escalar e
a gravidade é feito nao-minimamente.

Assim, tem-se

B 1 4 — 5 W, ~
Spp = Ton d*z\/—7q (@R — 68 ®8M<I>> + S (Yar, Guw) (3.8)
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e as equagoes de campo sao obtidas aplicando-se o principio variacional com relacao aos

campos g"” e ao campo escalar ®. Logo, variando-se (3.7) com relagao a ® segue que
8£BD = =~ w =
9 vV—g R+ @@L(I)a“@\/ —g (3.9)

e diferenciando com relagao a 0,P tem-se

(9£BD B _f 8 ~uv —~
70,0) ~ 000 Y PV
- —w—vq)_gzaoqx (3.10)

Dai, segue que
8£BD 1 =
= 2w, | =\/—G D
o (5ocw) = 2[5V
Y [—é (0,9) VG D+ 5 (79) 0,V G+ 5V T aoaocp}
w = w = =
= 25 (0,0) (0°0) V= — 22 [(aff@) Oor/—G+ /7 aaaacp}

2w

_ [2% (0,P) (97®) — Em} V=7 (3.11)

onde
Ad = \/%gau V=g 00|

- L (0.v/=7) 0@ + 9,00, (3.12)

V=3

Substituindo (3.9) e (3.11) na equacao de Euler-Lagrange

dLpp dLpp
0y (a@,@) — g =0 (3.13)

seque que

Wy O ~
68 q)ao—q) — 2&1? — R =0. (314)

As equagbes para o campo g, sdo obtidas (analogamente a Secao 2.3), variando-se
(3.7) com relagdo a g" e suas primeiras derivadas, conforme descrito detalhadamente em
[32], tendo, como resultado

~ 8T ~ 1. 1 ~
Gl”’ - EWT/,LV + % (all@al/@ - §gﬂl/gpa-6l7®a(f¢) + 6 (aﬂay@ - gl”’m®> . (315)
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Note que o primeiro termo a direita de (3.15) é o termo de fonte usual da RG, ou seja,

o tensor de energia-momento derivado do lagrangiano de matéria e dado pela expressao

(2.19). O segundo termo desta soma é o tensor de energia-momento do campo escalar,
obtido pela variacao de (3.6) dada por

VT = 22

_ é%[%¢?ﬁwm@@ﬂ

_ v 997 = <9V 9
- ¢%¢&@[~wv 9+9 ayyl

dgh

w o SO -~ 1""’&0”"" -~
= 686,(1)80(13 {%51,\/— — 39 g,ﬂ,\/—gl
. w | O
oo T, = > 0,920,® — 399 0,90,P| . (3.16)
Ambos surgem na equagao de campo acoplados ao acoplamento gravitacional 1/®.

O terceiro termo, por sua vez, é resultado direto do fato de o acoplamento entre o
campo escalar e a curvatura ter sido feito nao-minimamente. No entanto, ao contrair
(3.15) obtém-se

~ 8T~ w 3
—-R=—T-—0,00"d — -0 3.17
(I) @2 I q) ) ( )
onde T = Ei‘“’ﬁw ¢ o traco do tensor de energia-momento. Ao combina-la com (3.14)

resulta em uma nova equacao de onda para ® dada por

8t ~

O — T 3.18
R (3.18)

ou seja, o campo escalar possui como fonte o trago do tensor de energia-momento, apesar
de nao estar acoplado & parte material do lagrangiano. A origem de (3.18) esta justa-
mente no fato de (3.15) possuir termos resultantes do acoplamento ndo-minimo em (3.7).
Portanto, um campo material que originalmente acopla-se somente ao campo tensorial
g, aparece, finalmente, acoplado ao campo escalar na equacao de movimento, por meio
da equagao representada por (3.18).

Os resultados fisicos associados as equagoes de campo da ST podem ser obtidos
fazendo-se a aproximagao para campos fracos, analogamente ao que é feito com rela-

¢ao a RG. Neste limite, supoe-se, primeiramente, que o tensor métrico do espago-tempo



24

desvia ligeiramente da métrica de Minkowski, isto é

G = My + Iy, (3.19)
onde h,,, ¢ um termo de perturbagao. Além disto, o campo escalar é reescrito como

¢ =Py +o(x), (3.20)

onde o(z) ¢ um termo de primeira ordem tal que o(z) < ®y. Nesta aproximagao, para
uma mesma distribuicao de matéria, a equagao de movimento da Teoria de Brans-Dicke
para uma massa pontual é uma geodésica, do mesmo modo que na Relatividade Geral,
como mostrado em [33]. Tal resultado pode ser generalizado 34| para as Teorias Escalares-
Tensorias que serao vistas a seguir.

E importante ressaltar ainda que, como o tensor de energia-momento para a matéria

mantém-se inalterado, continua sendo verdadeira a lei de conservacao
v, T = 0. (3.21)

Note que se o trago T for nulo e se o campo escalar ® for constante a equacao de
campo (3.15) reduz-se aquela encontrada para a Relatividade Geral em (2.22) se for feita
a identificagdo de G = 1/®, e (3.18) se transforma em uma identidade.

Em resumo, a Teoria de Brans-Dicke é, de uma certa maneira, a extensao mais simples
da Relatividade Geral, introduzindo um campo escalar ® como mediador da interacao
gravitacional juntamente com a métrica do espago-tempo, o que fica evidenciado por
(3.18), de tal modo que campo escalar nao exerca influéncia direta sobre a matéria, uma
vez que sO aparece acoplado a ela nas equacoes de campo. Vale ressaltar que qualquer
solucao exata da equagao de Einstein da RG é uma solucao particular das equagoes de

campo da ST onde o trago é nulo e o campo escalar é constante.

3.2 A Transformacao Conforme

De modo mais geral, a acao das ST pode ser escrita como

1 ~ )
§=1o [ dav/=3 [‘PR - Ageg,.00,0] 4 Sl . (322
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onde w(®P) é chamado pardmetro de acoplamento e é fungao do campo escalar . A Teoria
de Brans-Dicke remete ao caso particular em que w é uma constante. Para a acao dada

por (3.22), as equagbes de campo sao dadas por

~ Sr~ o 1 1 _
G = gT,W + % [8,@8”@ - §gwgaﬂaaq>agcb} ++5 V.00 - §,00]  (3.23)
1 ~  dw(P)
Ap=-—— (saT — DD 24
2w(®) + 3 (87T o n®? ) (8:24)

Uma vez que a teoria desenvolvida na Se¢ao 3.1 partia do lagrangiano original da
RG, ela esté representada no referencial fisico, chamado de referencial de Jordan. No
entanto, a presenca dos termos com derivadas de segunda ordem do campo escalar em
(3.23), oriundas da varia¢ao com respeito & métrica da parte gravitacional do lagrangiano
(3.22), nao permite que todos os termos associados a ® no lado direito de (3.23) sejam
identificados como o tensor de energia-momento do campo escalar [35]. Ou seja, parte
da dinamica do tensor métrico, descrita pelo tensor de Einstein, se encontra acoplada
a dinAmica do campo escalar do lado direito de (3.23). Torna-se interessante, portanto,
reescrever a agao (3.22) em termos de novas variaveis g,, e ¢ de modo a desacoplar os
graus de liberdade escalar e tensorial. O referencial no qual se faz a transformacao da

métrica fisica g,, em outra métrica g,,, dada pela regra

G = A2(¢)guv (3.25)

¢ dito conforme, ou referencial de Einstein, onde A?(¢) ¢ uma fungao arbitraria. Como o

quadrado da norma de um vetor contravariante X* é definida como
X? =g, X'X" (3.26)

e o angulo entre dois vetores é dado por

G XHY"
(1900 XPX ) /2(|gapY @Y P|)’

cos(X,Y) = (3.27)

pode se ver facilmente que a razao entre as magnitudes e o angulo entre vetores perma-

nece inalterada sob a transformacao (3.25), isto é, estas quantidades sao conformalmente

a

wp € DOI sua vez, o

invariantes. Grandezas como a conexao '), o tensor de Riemann R

escalar de Ricci R nao sao invariantes sob transformacoes conformes.
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Nesse novo referencial, a acao da ST pode ser reescrita como

1
- 167Gy

/ By "G R - 20 0,60,6] + Sur [Tar, A2(D)g] . (3.28)

onde R ¢ o escalar de curvatura associado a nova métrica g, e
(3.29)

é uma constante de gravitacdo média. E importante ressaltar que, conforme explicitado
pelos colchetes no ultimo termo de (3.28), a agdo de matéria é um funcional dos campos
materiais W), e da métrica fisica g,,.

Note que em (3.28) ndo surge mais o acoplamento ndo minimo entre o campo escalar
¢ e a curvatura R. Além disto, o termo cinético ndo apresenta a func¢ao arbitraria w(¢),
como em (3.22). Por este motivo, variando a agao (3.28) com rela¢do a métrica conforme

v

g’ e ao campo escalar ¢, a dindmica do campo escalar e do tensor métrico surgem

desacopladas nas equagoes de campo, dadas por

G = 871G T, + 2 <3“¢31,gz5 — %guyg’\”&\gzﬁﬁgd)) (3.30)
O¢ = —4rGool(9)T, (3.31)
onde foi definido
d
a(¢) = d—¢(lﬂA(¢)), (3.32)

e O representa o operador d’Alembertiano de g, .

Assim, no referencial de Einstein a dinamica do campo gravitacional é determinada
pela acao L definida em (2.2), que resulta no tensor de Einstein G, do lado esquerdo
de (3.30) contendo todos os termos que envolvem a dinamica do tensor métrico. Além
disto, a parte dependente do campo escalar no novo funcional surge na forma do termo
cinético associado a um campo usual ¢. Isto permite que a equagao (3.30) seja reescrita
como

G =87GoT,, + T, (3.33)

na qual o lado esquerdo descreve a dinamica associada a métrica e o lado direito contém

as fontes dadas pelo tensor de energia-momento no referencial de Einstein definido na
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forma padrao,
2 0SSy

T, = —\/—__QW, (3.34)
e pelo tensor de energia-momento relativo ao campo escalar ¢.

Além disso, fica claro por (3.31) que a grandeza a(¢) representa uma medida (depen-
dente do campo escalar) da forca de acoplamento entre o campo escalar e a matérial. As-
sim como ao tomar w(®) constante recaia-se no caso particular da Teoria Escalar-Tensorial
que ¢ a Teoria de Brans-Dicke, a escolha da fun¢do A(¢) especifica univocamente uma

Teoria Escalar-Tensorial. Além disto, impondo o vinculo

1

o?(¢) = 9o(@) 13 (3.35)

as novas grandezas ¢,,, ¢ e A(¢) do referencial conforme sao definidas univocamente em
termos das grandezas correspondentes g, ® e w(®) no referencial de Jordan.

Observe ainda que o lagrangiano de matéria no referencial de Jordan e no referencial
de Einstein sao iguais, sendo que este iltimo esté expresso em termos das quantidades no

referencial nao fisico,

1 —~ 1
Sy = §/d4x\/—g T,,09" = §/d4x\/—gTuyég“”. (3.36)

No entanto, ao aplicar a regra da cadeia

(SﬁM . 89’)0 5£M . A_26£M

— = = = , 3.37
g dghv dgre ogrv ( )
segue que
Ty = A2() T (3.38)
Consequentemente, tem-se
T = g"™T,, = AY )T (3.39)
e também
T = A'()T", (3.40)
o que implica em
VT = a($)T0,6, (3.41)

10O valor o? surge em todas as grandezas onde ocorre interacdo entre dois corpos materiais mediada

pelo campo escalar (do mesmo modo que e? surge para as interacoes eletromagnéticas).
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ou seja, o tensor de energia-momento 7}, do referencial conforme nao representa o tensor
de energia-momento dos campos materiais (fisico) uma vez que nao é conservado. Por
outro lado, utilizando a identidade de Bianchi fica claro de (3.30) que a soma de T}, e
do tensor de energia associado ao campo ¢ é conservada, indicando que existe troca de
energia entre a matéria e o campo escalar.

O termo "referencial fisico" deve-se ao fato de a matéria acoplar-se de forma direta so-
mente & métrica, o que é natural uma vez que, devido ao acoplamento direto, as particulas
possuem massa constante e se movem em geodésicas da métrica fisica, isto é, o tensor de
energia-momento fisico é conservado. De modo geral, apesar de parecer apenas um deta-
lhe puramente técnico, a escolha do referencial a ser usado pode alterar significativamente
as previsoes fisicas de uma teoria [35], o que por sua vez leva a certa confusao a respeito
se o referencial de Jordan ou o referencial de Einstein deve ser considerado fisico [36, 37],
em teorias classicas e quanticas da gravitagao. Por outro lado, é importante ressaltar que
ambas representam somente descri¢oes diferentes da natureza.

No que segue, nao sera preciso especificar os campos de matéria W,,: serd suficiente
usar as equagoes de campo (3.30)-(3.31) aliadas a lei de conservagao (3.21). Além disto,
por simplicidade na notagao, sera retirado o indice 0 da constante de Newton G, de modo
que, daqui por diante, serd considerado Gy=G. No entando, é importante lembrar que
nao se deve confundir a constante graviatcional variavel do inicio deste capitulo com este

valor médio.



Capitulo 4

A Cosmologia Escalar- Tensorial

4.1 Introducao

O interesse em estudar cosmologia em teorias alternativas de gravitagao cresce por
varios motivos. Uma destas motivagoes vem do fato de os campos escalares aparecerem
envolvidos em modelos cosmologicos que visam reproduzir de modo mais consistente os
dados observacionais. Em particular, a teoria de inflagao é baseada na presenca de um
campo escalar ¢ (chamado inflaton) em um potencial V(p), que comporta-se como um
fluido com densidade de energia positiva 87Gp, = ¢* + 2V (), porém com pressao nega-
tiva 87Gp, = ¢* — 2V (y). Este cenario causa um perfodo de expansdo exponencial do
universo, o que pode explicar porque regioes aparentemente desconectadas casualmente na
épora atual deveriam estar conectadas no principio do universo, de modo que a isotropia
observada da radiacao cosmica de fundo possa ser entendida. Além disto, a inflacao prevé
que o universo ¢ aproximadamente plano espacialmente, uma vez que qualquer curvatura
inicial foi exponencialmente reduzida pela expansao.

Por outro lado, uma das grandes surpresas em cosmologia moderna veio com o com-
portamento inesperado observado em supernovas distantes em 1998, indicando uma recém
descoberta aceleracao na expansao do universo, que leva ao desafio: o universo dominado
por uma densidade critica de matéria, como o modelo de Einstein-de Sitter descrito na
Secao 2.8.2, nao é compativel com tais dados observacionais. Esta descoberta levou a

busca de candidatos para a fonte desta aceleracao, chamada genericamente de energia

29
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e matéria escura, entre eles os modelos de quintesséncia [38] e defeitos topologicos [39].
Uma alternativa natural para se adicionar esta nova forma de energia ao cenario fisico
do universo seria considerar modificacoes na Teoria de Relatividade Geral, motivada pelo
fato de a precisao das observagoes em RG estar concentrada na faixa entre as escalas
milimétrica e do Sistema Solar, a qual estd distante do atual raio do universo, que é a

escala relevante para a questao desta energia escura.

4.2 Modelos Cosmoloégicos Escalares-Tensoriais

A agdo que sera usada neste trabalho corresponde a agao mais geral das Teorias
Escalares-Tensoriais com constante cosmologica A, a qual é dada para o referencial de

FEinstein por
1
- 167G

Além disto, serdo consideradas cosmologias de FRW (Friedmann - Robertson - Wal-

/ dev/=g[R — 20" 0,60,6 — 20 (8)] + Sur [Var, A% (0) g ] . (4.1)

ker), que descrevem o universo como homogéneo e isotropico com métrica dada pelo

elemento de linha de Robertson-Walker

ds* = dt* — [a(t)]? (% + r2(d6* + Sen2(6’)dg02)> . (4.2)

Vale ratificar que, uma vez que o universo se apresenta homogéneo e isotropico em larga
escala, uma cosmologia FRW é uma boa aproximacgao para descrever o universo em que
estamos inseridos.

De modo a poder comparar com as observagoes, ¢ necessario expressar todas as quanti-
dades fisicamente mensuraveis (como tempo proprio, fator de escala, densidade e pressao)
em termos das quantidades no referencial de Einstein, as quais serao utilizadas. Devido
a relacao conforme dada em (3.25) entre a métrica fisica e a métrica conforme, o tempo

proprio medido por relogios ideais nao é dr = v/ —ds? e sim
dT = A(p)V —ds?. (4.3)

Em particular, para observadores comoveis d7 = A(¢)dt. Uma vez que a métrica fisica

também define distancias, o fator de escala fisico é dado por

a(t) = A(¢)a(t), (4.4)
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onde a(t) é o fator de escala no referencial conforme. A condi¢do de homogeneidade
implica que o campo escalar ¢ seja fungao exclusiva do tempo no referencial de Einstein,
¢ = o(t).

Assim como nos modelos FRW da Relatividade geral, a matéria comporta-se como um

fluido perfeito, cujo tensor de energia-momento é dado por

™ = (p+p)uu” — pg"”, (4.5)
onde
dx*
b= 4.6
u' = (4.6)

¢ a 4-velocidade do meio no referencial de Einstein. Uma vez que d7 = A(¢)dr, entdo

dxt

W= A — = o (4.7)

é a 4-velocidade fisica do meio. Finalmente, como T}, = A*(¢)T},,, a densidade e a pressao

no referencial conforme sao expressas em termos das grandezas fisicas por

p=ANp)p, p=AY)p. (4.8)

Para a métrica dada por (4.2) e tensor de energia-momento dado por (4.5), as equagoes

de campo associadas ao funcional agao (4.1) sdo:

4% = 471G (p+3p) + 20° — A(9), (4.9)
2
3m;@ = 81Gp+¢* +A(9), (4.10)
LG 1dA
§+350 = —ama(9)G(r—3) - 370 (4.11)

A identidade de Bianchi tem a forma
d (pa®) + pd (a®) = (p — 3p) a*d (InA (¢)) (4.12)

onde

(4.13)
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Na época atual (era de matéria), é possivel tomar a presdo p = 0, de modo que as

equagoes (4.9 - 4.13) tomam a forma

—3% = 4nGp+2¢* — A(9), (4.14)
3(a2a—tk> = 87Gp+ > +A(9), (4.15)
- G dA
$+359 = —ma(8)Gp- %%, (4.16)
d(pa®) = pa’d(InA(¢)). (4.17)

Neste trabalho, vamos buscar solugoes do conjunto de equagoes acima para alguns
casos particulares, visando encontrar um modelo cosmologico que forneca parametro de

desaceleragao ¢(t), definido em (2.69), negativo, isto ¢, expansao acelerada.

4.3 Caso I

Em principio, suponha que o fator de escala a(t) evolua como uma poténcia do tempo
[40, 41], de modo que
a(t) = at°, (4.18)

onde a; é uma constante positivo-definida. Além disto, estamos interessados em valores

de B > 1, o que resultaria na expansao acelerada, ja que

q(t) = b (4.19)

Suponha ainda que o campo escalar também obedega a uma lei de poténcia, ou seja

o(t) = it (4.20)

onde ¢; também é uma constante positivo definida.



4.3.1 Casol: k=0,A=0

Para este caso, as equagoes de campo tém a forma

-3 = AnGp + 242,
a2 :
35 = 8tGp + ¢,
. a -
¢+35¢ = —AnGpa(o).

Multiplicando (4.22) por 2 e fazendo (4.22) - (4.21) segue

.. .2
a a
—3——6—
a a
e, assim,

B(B—-1t2+28%% = 4nGp
BB3—1)t? = 4nGp

_BBs-1) L,
e b
Multiplicando (4.23) por ¢
B9 +3°8 = —anGpa()9
B d do
= —47TGPd—¢ (InA(¢)) =

= —47er% (InA(9)) .

De (4.17) segue que

2 (pa®) = pa S (InA (6)) = pa’a (6) &

e substituindo em (4.26) tem-se

. a . A7 d
PP + 3a¢2 = —?%(p&),
mas
d, 4 d [B(36—1) 4 36-2
= = |2 gy
a) = G| T @
1\A3
_ 5(3i G1>a’1 (38 — 2)t30-3
7

B3B8 -2)(36 - 2)

3,-3
t°.
e “

i . a
= —121Gp — — + 2— = 4nGp,
a a

33

(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Usando que
d=int" s d=101""" o =(y = Dort"?
e (4.29) em (4.28) vem que
Yy = Dot 2yt + 3072 = —B(38 - 1)(36 — 2)
= VeI (y - 1+30)¢77° = —BBA-1)(38 -2t (4.30)
[gualando os expoentes de ¢ tem-se
2y—-3=-3 = v=0 (4.31)

e assim, comparando os coeficientes, segue que

B3 —-1)(38—-2)=0. (4.32)
As solugbes = 0 e f = 1/3 sao descartadas pois resultariam em solug¢oes de vacuo
(p=0). Assim
B=2/3 (4.33)
e entao
a(t) oct?/3, (4.34)
o(t) = o1 = cte. (4.35)

Apesar de interessante, uma vez que é a mesma cosmologia encontrada para a Rela-
tividade Geral na Secao 2.8.2, este resultado nao atende aos requisitos, pois nao fornece

parametro de desaceleracao ¢ negativo

(t)=— 75 =+5. (4.36)

4.3.2 Caso2: k=-1,A=0

Ainda mantendo A = 0, vamos agora tratar do modelo onde o espago é hiperbolico,

ou seja, k = —1. Neste caso, as equagoes de campo
3% = 4nGp+ 242, (4.37)
a
(6% — 1) 2
3 e = 8nGp+ ¢°, (4.38)

¢5+3g¢> = —47Gpa(e). (4.39)
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Analogamente, multiplicando (4.38) por 2 e tomando (4.37)-(4.38) segue que

.. -2 _ 1
T s— = —127Gp
a a

a a’ 2
Usando a lei de poténcia para a(t), segue de (4.40)

- o 2
BB — 1)t +25% Q—Et ¥ =
1

B3B8 — 1)t 2 — %t_% 4Gp

1
BBB-1) L o
Lp=——"t " ——t . 4.41
P 4G 2rGa? (441)
Multiplicando (4.39) por gb temos uma equacao idéntica & usada no caso anterior

(equagao (4.28)), uma vez que a equagao de onda nao depende da constante de curvatura,

47G d

¢¢ + 3g¢2 = —FE (pa3) s (4.42)

mas

Sty = (BB )]

dt e - 2nGa?
 BBB-1) 3d a5 o d g
= e 9u ) g a)
o B33 —1)(36 —2) 3,0 af B8-1
_ e R (4.43)

O lado esquerdo de (4.42) ¢ idéntico ao do caso anterior e no lado direito usaremos

(4.43). Assim tem-se

P~ 1+ 30) = —6(30 — (30— 217 + 1 (4.44)
1

Note que os dois lados de (4.44) possuem poténcias em principio completamente di-
ferentes de t. Assim, qualquer comparacao seria inconclusiva. Deste modo, torna-se

necessaria uma manipulacao diferente. Usando a = a;t® e ¢ = ¢1t7 em (4.42) tem-se

47G d

el 3
3 P

YOIy — 1+ 38)17 7% = —

d
Z(—4mGpa®) = y*¢lai(y — 1+ 3p)E7 0

d(—4wGpa®) = v ¢2ad(y — 1 + 3B) 30734, (4.45)



Integrando os dois lados de (4.45)

—4nGpa® = F*¢lai(y—1+ 35)/t27+3ﬁ3dt
£29+36-2

— 2 42 -1 3 3

B Yoy — 1+ 3p) £27-2
ArG(2vy — 2+ 30)

_ YT—1+38 2 12,22

= TGy tr2—sp) !

1 (7_14‘35)(]‘52
AnG 2y —2+36

= p =

Multiplicando (4.37) por 2 e subtraindo de (4.38) vem que

.2 _ 1 . .
CL G B 2
a a
= ¢2:_(d2;1) —22
a a
Dai segue que
. 1

¢ = —F7+ a—%t‘” —28(8 — 1)t

1
- _ _ -2 -28
= —BB3-2)t%+ a%t .

Substituindo (4.48) em (4.46) tem-se

BA-2)(y-1+30) 1 ., 1 (y=1+430) 4
(2v —2+30) AnG A7rGat (2y —2+30)

que pode ser comparada com (4.41) levando as duas equagoes

BBB—2)(y — 1+ 3P)
(27 —2+30) ’

B35 — 1) =

1y =1+3p)
22y —-2+33"

Usando (4.51) em (4.50) segue que

BB —1)=28(33—-2) = 38> - B=68>—48 = B3=0o0ufB=1.

36

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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Se =0, tem-se

v—1 1
2 = == AB DO! 4.
9 —2 2 = SURDO (4.53)
Se =1, vem que
9 _ v+ 2
2v+1
.y =0. (4.54)
Logo, para este caso temos
a(t) o t, (4.55)
o(t) = ¢ = cte (4.56)

que é conhecido como o Modelo Cosmologico de Milne, também encontrado na Relati-
vidade Geral, o que era de se esperar uma vez que ¢ = cte. Apesar de historicamente
relevante, esse resultado também nao é o esperado, pois o modelo nao apresenta acelera-

¢ao, ou seja, tal fator de escala nos da, para o parametro de desaceleragao, ¢(t) = 0.

4.4 Caso II

A era de radiagao é caracterizada pela predominancia da radiacao sobre a matéria
como fonte da gravitacao e a equacao de estado para esta época pode ser escrita como

p=p/3. Se A(¢) é independente de ¢, é possivel reescrever (4.11) como

& +326 = —4mGa (9) (p 33) —0. (4.57)
Assim
Y
[0) a
d . d
Elngzﬁ = —3Elna

L oox ad (4.58)
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6 seria

Suponto que a energia cinética <;52 ¢ grande nesta época, como ela varia com a~
desprezivel ao fim da era de radiagao, de modo que é possivel desconsidera-la na época
presente (p = 0), ou seja, aproximar gﬁQNO. Assim, como uma primeira aproximagao, os
termos ¢? serdao desprezados para os casos a Seguir.

Além disto, para os casos a seguir seréd escolhido A(¢) tal que [42]

2
A(p) =1+ /\?. (4.59)
Embora pareca arbitrario, como estamos buscando modelos cosmoldgicos para a época
atual, é de se imaginar que qualquer funcao de acoplamento que tenha pelo menos um
minimo esteja préoxima deste minimo nos dias de hoje e possa ser aproximada a uma

fungao quadratica do campo escalar. Baseado na escolha (4.59), ¢ = cte corresponde a

um minimo no qual a teoria se mostra indistinguivel da Relatividade Geral.

4.4.1 Casol: k=-1,A=0

Neste caso, como estamos trabalhando para a época atual, uma boa aproximacao
para o comportamento de um universo aberto (k = —1) para a era recentes é um universo
dominado pela curvatura [43], isto ¢, o termo de curvatura ¢ dominante sobre a densidade

de matéria e as equagdes podem ser escritas como

-85 = 4nGp, (4.60)
a* 3
b+329 = —4rGa(9)p. (4.62)
Resolvendo (4.61) obtém-se
a(t) =t. (4.63)

Da identidade de Bianchi

d(a’p) = pa’d(InA(¢)), (4.64)
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segue que

) = d(InA(¢))
d(In((pa’)) = d(InA(¢))
— pa’ = A(¢) M, (4.65)

onde My é uma constante de integragao. Usando a definigdo para A(¢) dada em (4.59)

combinada com (4.63) vem que

P A@)Mo _ (1+2¢%/2)M,. (4.66)

a3 3

Por outro lado, usando (4.59) em (4.13) segue que
_Ae)_ »e

a(g) A(0) =17 N (4.67)
Substituindo (4.67), (4.63) e (4.66) na equagao de onda (4.62) tem-se
. 3. é
¢+ ;fﬁ = —47TGM0)\t—37 (4.68)

cuja solugao ¢ dada por [44]

o(t) = % [ClJQ (4 WG?/[O)\> + Yo ( WGi\/[O)\>] ; (4.69)

onde Jy(x) e Ya(x) sdo as fungoes de Bessel de ordem 2 de primeira e segunda espécie,

respectivamente, e ¢; e ¢ sao constantes de integragao.

Apesar de ainda nao fornecer o parametro de desaceleracao negativo como o esperado
(uma vez que o fator de escala encontrado para este caso foi o mesmo da segao 4.3.2), esta
aproximacao apresenta um resultado interessante por fornecer uma funcao dependente
do tempo para o campo escalar. Observe, ainda, que no limite em que t — 00, 0 que

corresponderia as épocas cosmologicas mais recentes, tem-se

M, 21 M, M,
J2(4 TG o)x)_) Wto)\ 6}/2(4 TG 0A)_}_L

t t 47T2M0>\’
e portanto

C2

O T IRGHMN (70

que é uma constante, como encontrado em 4.3.2.
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442 Caso2: k=0ou —1,A(p)=A#0

Neste caso, a fungao A(¢) sera tomada como uma constante nado-nula A. Para a época

atual, A é dominante sobre a curvatura e a densidade de matéria, de modo que é possivel

escrever
—3% = 4nGp — A, (4.71)
. 2
a
3 <5> = A, (4.72)
¢3+3g¢s = —4nGa(¢)p. (4.73)
(4.74)

Solucionando (4.72) obtém-se
Ina = t/A/3+ M, = a(t) = Le'V/3, (4.75)

onde L = eM ¢ uma constante de integracao.

Analogamente ao caso anterior, tem-se

: (4.76)

e, usando (4.75) segue que

(1+ Aﬁ/z) My /375, (4.77)

Substituindo o fator de escala (4.75) e a densidade p (4.77) na equag@o de onda (4.73)

tem-se
47TGM0)\ e_tm

b+ V3Ap = — 5

(4.78)

cuja solucao! é dada por

G Mo G Mo
o(t) = 016_%tmj1 (4 72))11—3/26_?\/37\) +02€_%t\/37\y1 (4 7T3L3/i 6_%tm) , (4.79)

que pode ser reescrita como

[ 47 G Mg\ 4G M
P(y) = C1y1/2J1 ( m—\/?)O—Ay> + ch1/2Y1 (Lg—\/;—Ay) , (4.80)

IEsta solucao foi calculada diretamente no Maple IX.
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onde
e—tV3A

Y="/3A

e Ji(z) e Yi(z) sdo as fungoes de Bessel de ordem 1 de primeira e segunda espécie,

(4.81)

respectivamente, e ¢; e ¢y sao constantes de integracao. Assim como no caso anterior, a

medida que t — oo, y — 0, e neste limite
p—co(1/m) (V3N L3/ MgA) Y2, (4.82)

que também é um valor constante, remetendo ao comportamento previsto pela RG.

Note que neste caso, o parametro de desaceleracao
q(t) = —— = -1, (4.83)

que corresponderia a um modelo com expansao acelerada, conforme buscavamos.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foram apresentados alguns modelos cosmologicos FRW para a era de
matéria (p = 0) no contexto das Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitagdo. Em princi-
pio, considerou-se que o fator de escala do universo varie com o tempo obedecendo a uma
lei de poténcia a(t) o t°, que representa uma aproximacao razoavel uma vez que alguns
modelos inflacionarios na teoria de Brans-Dicke fornecem este comportamento para a ex-
pansao. Nesta aproximagao, foram estudados os modelos cosmologicos para os universos
plano (k = 0) e aberto (k = —1), ambos com constante cosmologica A nula. Para estes
dois casos, os resultados obtidos foram os mesmos de modelos cosmolégicos relativisticos
sob as mesmas condigoes (Einstein-de Sitter e Milne, respectivamente), indicando um com-
portamento atrativo da Relatividade Geral com relagao as Teorias Escalares-Tensoriais
para estagios recentes da evolugao do universo.

Em um segundo caso, a lei de poténcia para o fator de escala foi desconsiderada,
deixando-o livre para assumir qualquer comportamento como funcao do tempo. Neste
caso, foi usado o método aproximativo proposto por [42] a fim de simplificar as equagoes
de campo a serem resolvidas. No caso de universo aberto e constante cosmoldgica nula
o resultado encontrado sob esta perspectiva tende assintoticamente ao comportamento
encontrado quando era imposta a lei de poténcia. Em um segundo momento, foi estudado
o caso de universo aberto ou plano e A assumindo um valor constante nao nulo. A nao
especificacao de k se deve ao fato de ter sido feita a aproximacao de que, para a era atual,

a constante cosmologica domina sobre a curvatura, de modo que o termo que contém
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k na equacao de campo pode ser desconsiderado. Para esta situagao, encontramos uma
funcao exponencial para o fator de escala e um comportamento igualmente assintético
com relagao a RG para o campo escalar.

Dentre todas as situagoes propostas, s6 foi possivel encontrar um modelo cosmolé-
gico condizente com os dados observacionais (isto é, fornecendo acelera¢ao para a atual
expansao do universo) para o ultimo deles. No entanto, casos com constante cosmolo-
gica varidvel nao foram estudados por apresentarem equagoes de campo complicadas para
serem resolvidas analiticamente, mesmo diante das aproximacoes feitas. Como perspec-
tiva para este trabalho, espera-se poder aplicar o método numérico proposto em [47|, na
tentativa de encontrar modelos cosmologicos adequados para condi¢oes impostas mais

complexas.



Apéndice A

Principais elementos matematicos da

RG

A.1 Para solugao esfericamente simétrica

Este procedimento foi realizado em Maple IX para calcular as componentes dos prin-
cipais elementos matematicos da RG utilizando a métrica esfericamente simétrica dada
por (2.34), utilizada na Secao 2.6.

Inicialmente, é preciso abrir o pacote tensor, que contém as rotinas que trabalham
com os tensores, suas operagoes e seu uso em Relatividade Geral.

[> restart;
[> with(tensor):

Em seguida, deve-se definir as coordenadas que serao utilizadas, neste caso coordena-
das esféricas
[> coords:=|[r,theta,phi]:

e os elementos da métrica g
[> g:=array(symmetric,sparse,1..3,1..3):
[> g[1,1] := exp(lambda(r)): g[2,2] := r"2: g[3,3] := r"2*(sin(theta))"2:

[> metric := create(]|-1,-1], eval(g));
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Como resultado, o Maple monta a matriz abaixo

metric := TABLE([index _char = [—1,—1], compts = 0 r? 0 1)
0 0 7r%sin*(f)

Em seguida, o comando abaixo calcula, respectivamente, as coordenadas usadas, as
componentes covariantes nao nulas da métrica, as componentes contravariantes da mé-
trica, o determinante da métrica covariante, os simbolos de Christoffel de primeiro e
segundo tipo, as componentes do tensor de Riemman, o tensor de Ricci, o escalar de
Ricci, as componentes do tensor de Einstein e as componentes do tensor de Weyl.

[> tensorsGR/(coords, metric, contra metric, det met, C1, C2, Rm, Rc, R,
G, C);

Finalmente, com o comando
[> display allGR(coords, metric, contra_metric, det met, C1, C2, Rm, Rec,
R, G, C);
obtém-se os resultados calculados acima, o que fornece como resposta a sequéncia de

informacgoes abaixo

The coordinates variables are :

xl=r
z2 =10
3= ¢

The Covariant Metric

non-zero components s

cov_gll =™

cov_g22 = r?

cov_g33 = r?(sin ())?



Determinant of the covariant metric tensor :

detg = —e Myt (=1 + cos (0)2)

The Contravariant Metric

non-zero components N

contra__gll = (e’\(”) -

contra_ g22 = r2

contra ¢33 = —
-9 r2sin (0)2

The Christoffel Symbols of the First Kind

non-zero CO’I’TLpOTL@TltS N

HLH=%<%AW>&W
[12,2] = r
[13,3] = rsin (0)”
[22,1] = —r
[23,3] = r?sin () cos (0)
33,1] = —rsin (0)

[33,2] = —r?sin () cos ()

The Christoffel Symbols of the Second Kind

non-zero Components N

Ly =1 T

r
eAr)

{1,22} = —
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_ rsin (9)2
{133} = ——5—
{2,12} =r7!

{2,33} = —sin (0) cos (6)

{3,13} =r~"
_ cos ()
3230 =500

The Riemann Tensor

non-zero components :
1 /d
1 /d 2
R1313 = —= | —A(r) ) 7 (=1 + cos (6)")

2 \dr

r2 (X cos (0)” — ) + 1 — cos (0)?)
e)\(r)

character : [-1, -1, -1, -1]

R2323 = —

The Ricci tensor

non-zero components N

Ri1 = — A0
.

()20
- 2eA(r)

IN)) 7+ (LA (r)) reos (0)° + 2 cos (0)* — 2eX) +2 — 2 cos (0)°

2eA(r)
character : [-1, -1]

The Ricci Scalar

pe A+
- r2eA(r)
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The Einstein Tensor

non-zero components N

) _
Gll="—— 1
.
(FA)r
G2z =
 (EX() (=14 cos(0)?)
G33 = — R

character : [-1, -1]

The Weyl Tensor
NON-zero components :
None

character : [-1, -1, -1, -1]
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A.2 Para métrica de Robertson- Walker

Um procedimento semelhante ao anterior foi realizado para o elemento de linha de

Robertson-Walker dado por (2.43), utilizado na Sec@o 2.7 a fim de encontrar a Equagao

de Friedmann. Assim

[
[
[
[
[

> restart;

> with(tensor):

> coords:=[t, r, theta, phi]:

> g:=array (symmetric, sparse, 1..4, 1..4):

> g[1,1] := 1: g[2,2] := -a(t)"2/(1-k*r"2): g[3,3] :=

-a(t)"2*r"2*(sin(theta)) " 2:

[> metric:=create(|-1,-1],eval(g));

-a(t)"2*r"2: g[4,4]: =



metric := TABLE([index char = [—1,—1], compts =

1
0
0
0

0

—a(t)?
1—kr?

0
0
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—a(t)*r? sin(theta)?

[> tensorsGR(coords,metric,contra metric,det met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);

[> display allGR(coords,metric,contra metric,det met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);

Dai, tem-se

The coordinates variables are :

rl =t
2=
x3=120
x4 = ¢

The Covariant Metric

non-zero CO’I’I’LpOTL@’I’LtS N

cov_gll =1
a(t)?

1 — kr?

cov_g33 = —a(t)’r?

cov_g22 = —

cov_gid = —a(t)*r?sin (0)°

Determinant of the covariant metric tensor :

a ()’ (=1 + cos (0)?)

detg = —
ey —1 + kr?




The Contravariant Metric

non-zero components N

contra_gll =1

—1 + kr?
contra__g22 = #
a(t)
contra_ ¢33 = ————
Y a(t)’r?
1
contra_ g44 =

a(t)’r? (=14 cos (9)2)

The Christoffel Symbols of the First Kind
non-zero components :

a(t) (Fa (1)

12. 2| =
[12,2] —1 + kr?

a(t) (5a(t))
220) = == e
92,9] = — a(t)2 kr 2
(=14 kr?)
23,3] = —a (1)°r

[24,4] = —a (t)* r + a (t)* r cos (0)

33,1] = a (t)r? (%a (t))
33,2] = a (t)°r

34, 4] = —a (t)* r*sin (A) cos (6)

[44,1] = a (t) 12 (%a (t)) —a(t)r? (%a (t)) cos (9)’

[44,2] = a (t)°r — a (t)* 7 cos (0)°
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[44, 3] = a (t)* r*sin () cos (0)

The Christoffel Symbols of the Second Kind

non-zero components N

a(t) (ga(t))

1.22} = —
{1,22 —1+ kr?

{1,33} = a(t)r? (%a (t))

{LM}:a@wﬂ<%a@>—a@wﬂ(%a@O(mq@f

(2,12} = daa(g)
kr
e

{2,33} = (=1 +kr?)r

{2,44} = sin (¢ ( L+ kr?)r
()
{3,13} = 0
(3,23} =r*

{3,44} = —sin (6) cos (6)

(4,14} = j;a(g)
{4,24} =171

~ cos (0)

{4,384} = sin (0)

The Riemann Tensor

non-zero components N

a(t) (Lo (1))

—1 + kr?

Ri1212 = —

wa:amr(ﬁ @)



R1414 =a(t)r? (j—;a (t)) —r2cos () a(t) (j—;a (t))
a(t)r? ((%a(t)f + k;)

R2323 = e
a(t)r? (—k: +cos (0)2k — (La (1))’ + cos (0) (La (t))2>
feded = - “1 k2

R3434 = (—k + cos (0)° k — (%a (@)2 + cos (6)? (%a (t))2> a ()t

character : [-1, -1, -1,-1]

The Ricci tensor
non-zero components :
2
(e )
a(t)

a(t) (La(®) +2k+2 ($a(0)
—1 + kr?

R33 = — <a () (j—;a (t)) +2k+2 (%a (t))2> r?

Ry} = —a (t)r? (j—;a (t)) +7r2cos ()% a(t) (j—;a (t)) — 2kr? + 2 cos (A) kr?

R11 =3

2

9 (%a (t))2r2 + 272 cos (0)? (%a (t)>2

character : [-1, -1]

The Ricct Scalar

The Einstein Tensor

o2



G22 =

G33 =2a

non-zero components N

g1 — —g lE0®) *k a(t))z+k
a(t)

2a(t) ($a®) + b+ (Fa(1)’
—1+ kr?

(t)r* (5—;a (t)> 4 kr? ot <%a (t)>2r2
) .

&=

dt?

Ty —— {—2@ () (d—a (t)) +2 cos (0)%a(t) <ﬁa(t)) — &+ cos (0)* k

-

%a (t)) 2 + cos (A)? <%a (t)> 2]

character: [-1, -1]

The Weyl Tensor
non-zero components :
None

character : [-1, -1, -1, -1/
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