
 

Vanusa Alves de Sousa 
 

 

 

 

 

 

RESOLUÇÃO DO PROBLEMA DE FLUXO DE 

POTÊNCIA ÓTIMO REATIVO VIA MÉTODO DA 

FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA 
 

 

 

 

 

 

Tese apresentada à Escola de Engenharia de 

São Carlos, da Universidade de São Paulo, 

como parte dos requisitos para obtenção do 

título de Doutor em Engenharia Elétrica. 
                            

 

 

                       

Orientador: Prof. Dr. Geraldo Roberto Martins da Costa                                 
 

 

São Carlos 

2006 
 



 
 
 
 
 

Livros Grátis 
 

http://www.livrosgratis.com.br 
 

Milhares de livros grátis para download. 
 



 ii

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ao esposo Eduardo Ribeiro de Azevêdo. 

 

 



 iii

AGRADECIMENTOS 
 

 

Ao Professor Dr. Geraldo Roberto Martins da Costa pela excelente orientação, 

compreensão, amizade e paciência durante a elaboração desse trabalho. 

 

A Professora Dra. Edméa Cássia Baptista pela excelente co-orientação, 

compreensão, amizade e colaboração durante a execução desse trabalho. 

 

Ao pessoal do LOSEP: Alessandra, Cristiane Lion, Cristiane Mariano, 

Edmarcio, Fernando e Marcus pelas trocas de idéias, pelo apoio e principalmente pela 

amizade.  

   

A todos os colegas, professores e funcionários do Departamento de Engenharia 

Elétrica da EESC/USP pela colaboração.  

 

A todos os que conviveram comigo durante esse período, torcendo, apoiando, e 

me compreendendo.   

 

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico – CNPq, 

pela bolsa de estudos e pela taxa de bancada e à Fundação de Amparo À Pesquisa do 

Estado de São Paulo - FAPESP pelos equipamentos concedidos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 iv

RESUMO 
 

 

SOUSA, V. A. (2006). Resolução do Problema de Fluxo de Potência Ótimo Reativo 

Via Método da Função Lagrangiana Barreira Modificada. Tese (Doutorado) – Escola 

de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2006.    

 

 

Este trabalho propõe uma abordagem que utiliza uma associação dos métodos de 

barreira modificada e de pontos interiores primal-dual para a resolução do problema de 

fluxo de potência ótimo (FPO) reativo. Para isso, foi realizado um levantamento 

bibliográfico que explicitou os conceitos de otimização aplicados ao sistema estático de 

energia elétrica e os métodos dual-Lagrangiano, Newton-Lagrangiano, primal-dual 

barreira logarítmica e de barreira modificada. Na abordagem proposta, as restrições 

canalizadas são desmembradas em duas desigualdades. Estas são transformadas em 

igualdades a partir do acréscimo de variáveis de folga ou de excesso, as quais são 

relaxadas e tratadas pela função barreira modificada. Associa-se a esse problema uma 

função Lagrangiana. O sistema de equações resultantes das condições de 

estacionaridade da função Lagrangiana foi resolvido pelo método de Newton. Na 

implementação computacional foram usadas técnicas de esparsidade. Os sistemas 

elétricos de potência utilizados para verificar a eficiência da abordagem proposta na 

solução do problema de FPO reativo em três tipos de testes foram o de 3 barras, os do 

IEEE 14, 30, 118, 162 e 300 barras, o equivalente CESP 440 kV com 53 barras e o 

equivalente brasileiro sul-sudeste com 787 barras.        

 

 

 

Palavras-chave: sistemas elétricos de potência, planejamento da operação, otimização, 

programação não-linear, método de pontos interiores primal-dual, método de Newton.  

 

 

 

 



 v

ABSTRACT 
 

 

SOUSA, V. A. (2006). Resolution of Reactive Optimal Power Flow Problem Via 

Method of Lagrangian Modified Barrier Function. Ph.D. Thesis – Escola de Engenharia 

de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2006.    

 

 

This work proposes an approach that uses an association of the methods of 

modified barrier and primal-dual interior points for the resolution of the reactive optimal 

power flow (OPF) problem. On this purpose, a bibliographical review was 

accomplished, which enlightened the optimization concepts applied to the static system 

of electrical energy and the methods dual-Lagrangian, Newton-Lagrangian, primal-dual 

logarithmic barrier and modified barrier. In this approach, the bounded constraints are 

transformed in equalities by adding the non-negative slack variables. Those slack 

variables are relaxed and handled by the modified barrier function. A Lagrangian 

function is associated to this problem. The equation sets generated by the first-order 

necessary conditions of the Lagrangian function, were solved by Newton's method. In 

the computational implementation, sparsity techniques were used. The electric systems 

used to verify the efficiency of the approach proposed in the solution of the reative OPF 

problem in three types of tests were of the 3, IEEE 14, 30, 118, 162 and 300 buses, 

equivalent CESP 440 kV with 53 buses and the equivalent Brazilian south-southeast 

with 787 buses.      

 

 

 

Keywords: power systems, operation planning, optimization, nonlinear programming, 

primal-dual interior points method, Newton’s Method.    
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CAPÍTULO 1 
 

 

INTRODUÇÃO 
 

 

O setor elétrico brasileiro vem passando por importantes reformas na sua 

estrutura, e a principal delas é a mudança do modelo de monopólio para o modelo 

competitivo, impondo assim novas filosofias de operação e planejamento dos sistemas 

elétricos, envolvendo a geração, a transmissão e a distribuição de energia elétrica. Esta 

mudança tem por objetivo beneficiar os consumidores com um aumento na qualidade da 

energia entregue e na confiabilidade do sistema. Neste contexto, o estudo de potência 

reativa tem recebido muita atenção das concessionárias de energia elétrica, devido à 

capacidade limitada do sistema de transmissão para acomodar cargas adicionais e para 

manter um perfil de tensão e de fluxo de potência adequados aos diferentes cenários de 

operação. Entretanto, em algumas situações, o ponto de operação do sistema pode não 

atender a essas condições. Nesses casos, os operadores do sistema devem ajustar as 

variáveis de controle até que seja obtido um novo ponto de operação que satisfaça às 

condições da rede.  Estas variáveis de controle podem ser ajustadas de forma ótima tal 

que maximize ou minimize um critério de desempenho do sistema de potência 

satisfazendo, as restrições de igualdade e de desigualdade. Esse problema de otimização 

é conhecido como fluxo de potência ótimo (FPO). Um caso particular deste problema é 

o FPO reativo, no qual os controles ativos são fixados e as variáveis de controle 

relacionadas com a potência reativa como a magnitude da tensão dos geradores e dos 

compensadores síncronos e estáticos de potência reativa e os taps dos transformadores 

são otimizadas em relação à função objetivo.  

 

O FPO é uma ferramenta computacional que tem por finalidade otimizar um 

determinado desempenho do sistema, satisfazendo às restrições que são regidas por 

particularidades operacionais e físicas da rede elétrica. Desde a sua formulação inicial 

proposta por Carpentier em 1962, observou-se um crescente interesse na sua resolução, 

pelo fato de ser uma ferramenta útil para análises e estudos nas atividades de operação e 

planejamento do sistema elétrico de potência. Os principais trabalhos na área de FPO 
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podem ser classificados, entre outros, em cinco tipos: abordagem via programação 

linear, método de Newton, programação quadrática seqüencial, métodos paramétricos e 

método de pontos interiores.  

 

Os trabalhos que se baseiam nos métodos de pontos interiores (PI) podem ser 

classificados em dois grandes grupos. O primeiro grupo é composto pelos que adotam 

os métodos de PI desenvolvidos para otimização linear ou quadrática, utilizando para 

tanto aproximações lineares ou quadráticas sucessivas do FPO. O segundo grupo é 

composto por aqueles que aplicam os métodos de PI diretamente ao problema de FPO 

não-linear. 

 

Em geral, no problema de FPO, os modelos matemáticos utilizados possuem 

características como não-linearidade, não-convexidade, milhares de restrições e 

variáveis discretas, o que gera um problema de difícil solução. Apesar de todo o 

progresso realizado na área, até o presente momento não há nenhuma abordagem 

realmente robusta, confiável e rápida para a solução do problema de FPO, a qual 

satisfaça as necessidades dos centros de operação das concessionárias de energia 

elétrica.    

 

Assim, tendo em vista a relevância do problema de FPO e a necessidade de se 

buscar métodos mais eficientes para a sua resolução, propõe-se, neste trabalho, uma 

solução para o problema de FPO por meio do desenvolvimento de uma nova abordagem 

da função barreira modificada, denominada método da função Lagrangiana barreira 

modificada (FLBM). Nessa abordagem, os métodos de pontos interiores primal-dual e 

de barreira modificada são associados, com a finalidade de aproveitar as melhores 

características de cada um. 

 

A teoria de métodos da função barreira modificada (FBM), utilizada neste 

trabalho, foi desenvolvida por Polyak, em 1992, para resolver problemas de otimização 

restrita. Tais métodos combinam as melhores propriedades da função barreira clássica 

(FBC) e da função Lagrangiana clássica. A qualidade mais importante da FBM é a 

representação explicita de seu multiplicador de Lagrange, pois esse auxilia no processo 

de convergência do método. 
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Comparadas com as FBC, as FBM e suas derivadas são definidas na solução e 

durante o processo de convergência essas funções não crescem para o infinito, sua 

matriz Hessiana da função Lagrangiana não se torna mal condicionada e o parâmetro de 

barreira não tende para zero. Além disso, o algoritmo da FBM possui uma propriedade 

de convergência finita ao invés de uma assintótica como no método da FBC. Isto 

significa que a solução ótima encontrada no método da FBM pode, de fato, estar na 

fronteira da região factível, o que não acontece com a FBC, onde a solução somente 

pode estar próxima a fronteira, mas nunca alcançá-la. Conseqüentemente, as restrições 

tratadas pela FBM podem ser nulas, diferente da FBC. Uma característica interessante 

dos métodos baseados na FBM é de não precisarem de uma solução inicial factível ao 

problema original, ao contrário dos métodos baseados na FBC que possuem essa 

desvantagem.  

 

No método da FLBM, proposto neste trabalho, as restrições canalizadas são 

desmembradas em duas desigualdades. Variáveis de folga ou de excesso são 

acrescentadas, transformando essas desigualdades em igualdades. Essas variáveis de 

folga ou de excesso são relaxadas e tratadas pela função barreira modificada. Associa-se 

a esse problema uma função Lagrangiana. As condições necessárias de primeira ordem 

são aplicadas à função Lagrangiana, gerando um sistema de equações não-lineares, o 

qual é linearizado pelo método de Newton. Esse processo de linearização gera um outro 

sistema de equações no qual a matriz dos coeficientes é esparsa e simétrica de posição e 

de valor. Essa característica é explorada ao utilizar-se uma técnica de esparsidade. 

 

Neste trabalho o modelo de FPO considerado é o reativo, a função a ser 

minimizada é a perda de potência ativa na transmissão, e o conjunto de restrições é 

formado por equações de balanço ou fluxo de potência e limites de tensão, de tap de 

transformador e de geração de potência reativa.  

 

Testes com vários sistemas elétricos foram realizados para verificar a eficiência 

da abordagem proposta. Os testes foram divididos em três partes principais, a primeira 

utiliza os métodos da FLBM e primal-dual barreira logarítmica (PDBL); a segunda é um 

teste comparativo usando uma variação da abordagem da FLBM sem e com o método 

preditor-corretor; e a terceira é um estudo do condicionamento numérico da matriz 

Hessiana da função Lagrangiana por meio de seus autovalores.  
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Este trabalho está organizado em 7 capítulos, incluindo este capítulo de 

introdução, além de um apêndice e um anexo, que serão resumidamente descritos a 

seguir. 

 

 Primeiramente, no capítulo 2, apresenta-se um histórico da função barreira e do 

problema de FPO.  

 

No capítulo 3, introduzem-se os métodos dual-Lagrangiano, Newton-

Lagrangiano, PDBL e de barreira modificada os quais fornecem suporte teórico para o 

desenvolvimento da nova abordagem.  

 

Formula-se a função Lagrangiana barreira modificada e estabelecem-se as regras 

para atualização das variáveis e o algoritmo do novo método no capítulo 4. 

 

O capítulo 5 apresenta a formulação do problema de FPO, aplica-se o método da 

FLBM ao problema de FPO e discute-se a implementação computacional do método.  

 

No capítulo 6, apresentam-se os resultados numéricos do método proposto para 

resolução do problema de FPO com os sistemas elétricos de 3 barras, o equivalente 

CESP 440 kV, com 53 barras e o equivalente brasileiro sul-sudeste com 787 barras. 

Também são mostrados um teste comparativo com uma variação da abordagem da 

FLBM sem e com o método preditor-corretor utilizando os sistemas IEEE 30 e 118 

barras, e um estudo do condicionamento numérico da matriz Hessiana da função 

Lagrangiana através de seus autovalores usando os sistemas IEEE 14, 162 e 300 barras.  

 

O capítulo 7 apresenta as principais conclusões obtidas neste trabalho, bem 

como as perspectivas de continuidade deste.  

 

No Apêndice A apresenta-se o método preditor-corretor (P-C) e a formulação do 

método barreira modificada parcialmente relaxado (BMPR) e do método BMPR-PC. 

Finalmente, o Anexo A mostra os diagramas unifilares dos sistemas elétricos IEEE 14, 

30 e 118 barras e o equivalente CESP 440 kV, com 53 barras.     

 

 



CAPÍTULO 2 
 

 

HISTÓRICO 
 

 

Neste capítulo apresenta-se um levantamento bibliográfico da função barreira e 

do problema de FPO. O histórico sobre o problema de FPO foi dividido em duas partes. 

Na primeira parte apresenta-se a definição do problema e os métodos utilizados na 

resolução deste, partindo da formulação inicial até o presente momento. Na segunda 

parte, um histórico do método de pontos interiores (MPI) aplicado ao problema de FPO 

é apresentado. Fornece-se, desse modo, uma visão do desenvolvimento teórico e um 

posicionamento histórico para apresentação da abordagem proposta neste trabalho, a 

qual é uma variante do método de barreira e será utilizada para a resolução do problema 

de FPO. 

 

2.1- HISTÓRICO DA FUNÇÃO BARREIRA  

 

 O método da função barreira, ou método de barreira, é utilizado para a resolução 

de problemas com restrições de desigualdade, cujo interior é não vazio. Pode ser visto 

como um caso particular do método de penalidade, mas diferencia-se deste por exigir 

uma barreira interna, ou seja, por trabalhar no interior da região viável, utilizando uma 

função auxiliar que cresce indefinidamente próxima à fronteira e uma seqüência 

decrescente de parâmetros de barreira.  

 

A função barreira logarítmica foi estudada por Frisch (1955) para problemas de 

programação convexa. Outra função barreira, denominada função barreira inversa foi 

proposta por Carrol (1961), sob o nome de Created Response Surface Technique. O 

método de barreira foi realmente popularizado por Fiacco e McCormick (1968), os 

quais realizaram um estudo teórico mais detalhado do método e propuseram uma 

abordagem utilizando a função barreira e a função penalidade em uma mesma função 

auxiliar. Uma versão revisada desse trabalho pode ser encontrada em Fiacco e 

McCormick (1990). 
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Murray (1971) apresentou um estudo sobre expressões analíticas para calcular os 

autovetores e os autovalores da matriz Hessiana das funções barreira e penalidade em 

um mínimo intermediário; justificou que o objetivo desse desenvolvimento é a análise 

do comportamento das funções na “vizinhança” do ponto ótimo. Também citou que, na 

resolução de métodos da função barreira, as técnicas de Newton e quasi-Newton são as 

mais utilizadas, e que necessitam de uma estimativa da inversa da Hessiana, a qual pode 

ser determinada analiticamente por esse estudo. 

 

Os autores que trabalharam com o método da função barreira verificaram que ele 

apresenta alguns problemas, tais como: o mal condicionamento da matriz Hessiana da 

função Lagrangiana quando o parâmetro de barreira tende a zero; a dificuldade na 

escolha do parâmetro de barreira e na escolha de uma solução inicial; a não-existência 

da derivada na solução e o aumento ilimitado da função barreira na vizinhança da 

fronteira. Em virtude desses problemas, na década de 70, o entusiasmo no uso da função 

barreira diminuiu sensivelmente.  

 

O interesse pelo método da função barreira reapareceu somente após a 

apresentação feita por Karmarkar, em 1984, de seu método projetivo para programação 

linear, cujo maior mérito, como cita Gonzaga (1989), foi o de ter mostrado que o 

problema de programação linear é, de fato, um caso particular da programação não-

linear e é tratável por técnicas da mesma área. Seu método dependia da utilização de 

uma transformação não-linear conhecida como transformação projetiva, e seu objetivo 

era “caminhar” pelo interior da região factível. O sucesso de tal método deu-se por dois 

motivos: a sua complexidade polinomial (em comparação com a complexidade 

exponencial do método simplex) e, ao seu sucesso computacional para problemas de 

grande porte. Esse método também ficou conhecido como método de pontos interiores. 

 

 Após Karmarkar ter proposto o método de pontos interiores para programação 

linear foram apresentados na literatura especializada vários trabalhos com variações do 

seu algoritmo original, como pode ser visto em Gonzaga (1989), Boukari e Fiacco 

(1995), Forsgren et al. (2002), entre outros. Uma das variantes do método projetivo de 

Karmarkar é o método afim-escala, que utiliza uma transformação afim em detrimento à 

transformação projetiva. O método afim-escala possui duas variantes: o afim-escala 

primal, para solucionar problemas lineares na forma padrão, e o afim-escala dual, para 
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solucionar problemas lineares na forma de desigualdades. Como outras variantes podem 

ser citados os métodos primais de trajetória central, os primais-duais ou path-following, 

estes últimos assim como o método afim-escala e suas variantes podem ser encontrados 

em Matumoto (1996). 

 

Gill et al. (1986) utilizaram o método de Karmarkar para desenvolver o método 

da barreira de Newton projetada para solução de problemas lineares de otimização; 

apresentaram uma descrição completa do novo método, e também mostraram que para 

determinados tipos de problemas de programação linear e para uma dada escolha do 

parâmetro de barreira e do tamanho do passo, o algoritmo deles é equivalente ao de 

Karmarkar. 

 

Diversos autores foram responsáveis pelo desenvolvimento dos métodos de 

pontos interiores, na década de 80 e início da década 90, entre eles pode-se citar 

Karmarkar (1984), Mehrotra (1992) e outros autores que podem ser encontrados nos 

trabalhos de Gonzaga (1989) e de Boukari e Fiacco (1995). Em virtude do interesse 

despertado por Karmarkar e seus seguidores na década de 80, a função barreira 

logarítmica passou novamente a ser usada como uma ferramenta alternativa de trabalho, 

e novos tipos de função barreira foram apresentadas.  

 

Polyak (1992) desenvolveu uma teoria de métodos de barreira modificada para 

resolver problemas de otimização restrita. Tais métodos combinam as melhores 

propriedades da função Lagrangiana clássica e da função barreira clássica, evitando os 

problemas que ambas enfrentam. Por exemplo, em contraste com a função barreira 

clássica, as funções barreira modificadas são definidas na solução; estas são suaves na 

vizinhança do ótimo e não vão para infinito quando o ótimo se aproxima. Em contraste 

com a Lagrangiana clássica, é convexa na vizinhança da solução para problemas de 

programação não convexos, se as condições de segunda ordem são satisfeitas. As 

funções duais, nas quais são baseadas as funções barreira modificadas, são tão suaves 

quanto as funções do problema primal. O problema dual é sempre convexo, 

independentemente de o problema primal ser ou não convexo, e tem importantes 

propriedades locais próximas à solução. Segundo Polyak, a finalidade que o método de 

barreira modificada tem para os métodos de pontos interiores é a mesma que o método 

da função Lagrangiana aumentada tem para os métodos de penalidade, isto é, ajudá-lo 
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para “driblar” suas dificuldades. Por esse motivo, o autor considera a função barreira 

modificada como uma Lagrangiana aumentada interior. Apresenta diferentes versões do 

método para o problema de programação convexa e não convexa. Tais versões 

consistem no trabalho com um parâmetro de barreira fixo, na alteração desse parâmetro 

de barreira em um determinado nível e na alteração contínua, fornecendo convergência 

linear e super linear. 

 

Wright (1994), em seu trabalho, cita Murray (1971), o qual apresentou que as 

matrizes Hessianas da função barreira logarítmica ficam mal condicionadas nos pontos 

sobre a trajetória de convergência quando o processo se aproxima da solução. Wright 

dedicou seu trabalho à exploração do comportamento da matriz Hessiana associada ao 

problema de barreira. Mostrou o fato de a Hessiana da função barreira ser mal 

condicionada na região próxima à solução, a não ser no caso de o número de restrições 

ativas ser nulo ou igual ao número de variáveis. Também discutiu uma fatorização de 

Cholesky para a matriz com posto deficiente. 

 

 Encontra-se em Boukari e Fiacco (1995), um levantamento cronológico, para o 

período de 1969 a 1993, de trabalhos que têm por objetivo evitar problemas com o 

método da função barreira. Uma parte de seu trabalho é dedicada também ao 

aparecimento e desenvolvimento dos métodos de pontos interiores.  

 

 Wright (1995) estudou a aplicação do método de Newton ao método da função 

barreira, ressaltando o fato de esta ser problemática em razão do mal condicionamento 

da matriz Hessiana da função Lagrangiana; classificou como passo puro de Newton, o 

passo igual a 1. Definiu métodos de passo curto, nos quais são exigidas poucas 

minimizações (ou apenas uma) do parâmetro de barreira, e métodos de passo longo, nos 

quais são exigidas várias minimizações do parâmetro de barreira. O principal resultado 

desse estudo de Wright foi a demonstração de que um passo puro de Newton, em um 

método de passo longo, pode não ter sucesso. 

 

 Em 1996, Breitfeld e Shanno baseados no trabalho de Polyak (1992), 

apresentaram o método de barreira-penalidade para problemas de programação não-

linear. Tiveram como objetivo o desenvolvimento, a partir dos métodos da função 

barreira logarítmica modificada, de um novo método, no qual os termos logarítmicos 
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são extrapolados por aproximações quadráticas. Também foi apresentada, por eles, uma 

implementação detalhada desse método, incluindo a formulação da nova função, o valor 

inicial das variáveis e o critério de convergência. Para a otimização irrestrita, os autores 

apresentaram um método de Newton modificado, em que é usada uma Hessiana 

modificada para uma busca linear, e os critérios de convergência do método. Breitfeld e 

Shanno, nesse estudo, destacam que os resultados computacionais são promissores. 

 

Melman (1996) propôs um procedimento de busca linear em métodos de função 

barreira para problemas de programação quadrática, com restrições quadráticas e 

convexas. Apresentou a aplicação desse procedimento de busca linear aos seguintes 

métodos de pontos interiores: método de trajetória central, método da função barreira de 

Carrol (1961) e método da função barreira modificada, vista em Polyak (1992). 

 

Foi apresentado por Conn et al. (1997) uma classe de métodos denominados 

métodos de barreira Lagrangianos. Esses métodos usam a mesma função barreira 

modificada estudada em Polyak (1992). Conn et al. utilizaram uma função barreira 

Lagrangiana baseados nos seguintes motivos: funções barreira determinam restrições 

ativas na solução de um modo mais eficiente que os métodos do conjunto ativo, sendo 

isto válido, também, para a função barreira Lagrangiana; os métodos de pontos 

interiores para programação não-linear são menos sensíveis à degeneração que os 

métodos de restrições ativas. Experimentos numéricos indicaram que esses métodos são 

superiores ao da barreira clássica, evitam o mal condicionamento que ocorre neste, 

impedindo dificuldades numéricas. Os métodos de barreira Lagrangianos são usados na 

resolução de problemas de grande porte, com a vantagem de evitar variáveis de folga. 

Os autores forneceram um algoritmo, o qual converge para um ponto em que as 

condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) são satisfeitas. Finalmente, destacaram que 

seus métodos de barreira Lagrangianos resolveram noventa por cento dos problemas-

teste.  

 

Wright e Jarre (1999) apresentaram o método de barreira logarítmica-Newton 

para a resolução de problemas não-lineares com restrições de desigualdade. Os autores 

mostraram que, para a função objetivo linear, um passo efetivo pode ser tomado na 

direção de Newton, depois de cada redução do parâmetro de barreira, obtendo um bom 

comportamento do método próximo à solução. Isso contrasta com o caso da função 
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objetivo não-linear, em que o método de Newton pode falhar quando o parâmetro de 

barreira vai para zero. Forneceram o algoritmo em que o método da função barreira 

logarítmica utiliza o método de Newton clássico, empregando a regra de Armijo de 

busca linear. Por fim aplicaram esse algoritmo a um exemplo numérico para verificar 

seu comportamento. 

 

 Quintana et al. (2000) contribuíram com uma revisão e uma classificação de 

publicações sobre a teoria de métodos de pontos interiores, a implementação e as 

aplicações desses métodos a problemas de otimização em sistemas de energia elétrica. 

Os autores apresentaram uma lista com vários programas de pontos interiores e alguns 

endereços na Internet para pesquisa sobre o assunto. 

 

Shanno e Vanderbei (2000) apresentaram uma extensão do algoritmo de ponto 

interior para a programação não-linear não-convexa proposto pelos mesmos em 

Vanderbei e Shanno (1999). Esse algoritmo faz uma perturbação na matriz Hessiana da 

função Lagrangiana caso esta não seja definida positiva. Os autores apresentaram os 

métodos primal versus dual e de alta ordem que tentam usar cada fatorização da matriz 

Hessiana da função Lagrangiana mais de uma vez para melhorar a eficiência 

computacional. Os resultados mostraram que diferentemente da programação quadrática 

convexa e da linear as correções de alta ordem para a trajetória central não são úteis 

para programação não-linear não-convexa. Mas que uma variante do algoritmo preditor-

corretor de Mehrotra (1992) definitivamente pode melhorar o desempenho do método. 

Os autores desenvolveram uma estratégia dual para determinar se usar o método 

preditor-corretor várias vezes é, ou não, mais vantajoso que o procedimento padrão.  

 

Forsgren et al. (2002) apresentaram uma revisão de um material clássico seleto, 

condensado e uma pesquisa recente sobre métodos interiores para otimização restrita 

não-linear. Começando pelo surgimento dos métodos interiores com o trabalho de 

Karmarkar, mostrando todo o seu desenvolvimento e progresso. Os autores revisam os 

conceitos de otimização, métodos de barreira e suas variações e o método de barreira 

clássica Newton. Destacam a bem sucedida trajetória dos métodos interiores com a 

função barreira logarítmica na otimização restrita.            
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Bakhtiari e Tits (2003) propuseram e analisaram um método de ponto interior 

primal-dual do tipo “factível” para programação não-linear, com a propriedade 

adicional, monotonicamente descendente, a qual diminui a função objetivo a cada 

iteração. Uma característica distintiva do método é o uso de valores diferentes no vetor 

do parâmetro de barreira para cada restrição, com o propósito de melhorar a direção de 

busca construída para evitar pontos estacionários que não satisfazem as condições de 

KKT. Segundo os autores, os recursos do esquema proposto incluem simplicidade 

relativa do algoritmo e da análise de convergência, propriedades de convergência locais 

e globais e o bom desempenho em testes preliminares. Além disso, o algoritmo não 

exige um ponto inicial interior, este ponto pode iniciar no limite do conjunto factível.  

 

Byrd et al. (2003) propuseram um método de ponto interior factível usando 

variáveis auxiliares (folga ou excesso) que se origina de uma modificação de métodos 

infactíveis para otimização não-linear. Descreveram uma base para transformação de 

métodos infactíveis, usando variável auxiliar, em métodos factíveis. Nessa base, 

algoritmos interiores factíveis e infactíveis podem ser considerados como variantes do 

mesmo método básico. A factibilidade é controlada por um reajuste ou não das variáveis 

auxiliares após a execução de um passo teste, e pela forma como essas variáveis são 

reajustadas. Usando essa flexibilidade pode-se escolher forçar a factibilidade em relação 

a algumas, todas, ou nenhuma das restrições de desigualdade dependendo do que é 

necessário ou esperado. Segundo os autores, a estratégia do reajuste da variável auxiliar 

pode experimentar dificuldades nos problemas com restrições de igualdade e 

desigualdade. 

 

Gonzaga e Cardia (2004) listaram várias propriedades úteis dos algoritmos de 

pontos centrais para problemas de programação linear e apresentaram um estudo da 

função barreira logarítmica, do centro analítico e da trajetória central. Mostraram que a 

variação da função barreira primal ao longo da trajetória central depende da 

proximidade para o centro analítico. Estudaram o algoritmo de path-following de passo 

curto e determinaram qual o maior tamanho que pode ser atribuído aos passos curtos. 

Mostraram que a variação da função barreira em cada iteração do algoritmo de passo 

curto tem um limite inferior que não depende do problema. Estabeleceram uma relação 

entre passos de Newton primal-dual e primal nos métodos de path-following, e 

propuseram um algoritmo primal preditor-corretor. 
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Griva (2004) apresentou um algoritmo para resolver problemas de programação 

não linear. O algoritmo está baseado na combinação de métodos de ponto interior e 

exterior. Este último também é conhecido como o método primal-dual não linear 

rescaling. O autor mostrou que em certos casos quando o método de ponto interior 

(MPI) não alcança a solução com um alto nível de precisão, o uso do método de ponto 

exterior (MPE) pode “revolver” esta situação. O resultado é demonstrado resolvendo 

problemas do COPS (Conjunto de Problemas de Otimização Restrita) e um conjunto de 

problemas CUTE (Ambiente de Teste Irrestrito e Restrito) usando o aplicativo para 

programação não linear solver LOQO o qual foi modificado para incluir a sub-rotina do 

método de ponto exterior.  

 

Akrotirianakis e Rustem (2005) apresentaram um algoritmo de pontos interiores 

primal-dual para resolver problemas de programação não-linear e restritos. As restrições 

de desigualdade são acrescidas na função objetivo por meio da função barreira 

logarítmica e as restrições de igualdade são tratadas usando uma função penalidade 

quadrática adaptativa. O parâmetro de penalidade é determinado usando uma estratégia 

que assegura uma propriedade descendente para uma função mérito. A convergência 

global do algoritmo é alcançada por meio da redução monotônica de uma função mérito. 

Segundo os autores, os resultados computacionais mostraram que o algoritmo pode 

resolver problemas de grande porte e complicados de forma eficiente e robusta. 

 

2.2-  HISTÓRICO DO PROBLEMA DE FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO 

     

O problema de FPO teve sua origem no início da década de 60, quando 

Carpentier (1962) elaborou o problema de FPO com base no problema de Despacho 

Econômico (DE), acrescentando ao modelo do DE as equações do fluxo de potência. A 

partir de então, o problema de DE passou a ser um caso particular do FPO. O DE tem 

sido utilizado em concessionárias de eletricidade, para determinar o quanto cada 

unidade geradora deve produzir de potência para atender à demanda total do sistema ao 

menor custo.  

 

Carpentier resolveu o problema de FPO transformando-o em um problema 

irrestrito por meio da função Lagrangiana clássica. O mínimo desse problema é 

alcançado aplicando-se as condições de otimalidade, o que resulta em um sistema não-
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linear. Esse sistema é resolvido pelo método de Gauss-Seidel, obtendo-se, assim, a 

solução do problema. 

 

Após a formulação matemática do FPO por Carpentier, inúmeros trabalhos com 

novas técnicas de otimização e/ou com mudanças na modelagem do problema aplicados 

ao FPO foram publicados na literatura especializada. Essas técnicas de otimização 

diferem entre si basicamente pela trajetória do processo de otimização e as variações na 

modelagem do problema, incluem o uso de outros tipos de funções objetivo e de outras 

restrições. A seguir será apresentado um histórico com as propostas de resolução do 

problema de FPO nas últimas décadas. 

 

As primeiras propostas para resolver o problema de FPO, utilizavam técnicas de 

gradiente, conhecidos como métodos de primeira ordem. Um dos primeiros trabalhos 

nesta linha foi o de Dommel e Tinney (1968), no qual propuseram uma abordagem que 

utilizava o método do gradiente reduzido para resolver o problema de FPO. Esse 

trabalho tornou-se um clássico na área. O método proposto baseia-se na procura de uma 

solução ótima através de um algoritmo de passo descendente. É um método no qual 

após mudanças nas variáveis de controle, as equações do fluxo de potência são 

resolvidas pelo método de Newton. Neste, as restrições funcionais de desigualdade são 

tratadas por parâmetros de penalidade e multiplicadores de Lagrange são usados para 

associar as equações do fluxo de potência à função objetivo. Utiliza-se a técnica de 

projeção do gradiente para as variáveis de controle que atingem um de seus limites. Para 

atualização das variáveis de controle utiliza-se um passo, determinado por uma busca 

unidimensional. O método tem uma eficiência de primeira ordem para a minimização da 

função objetivo. Apesar do seu rigor matemático, essa abordagem apresenta 

convergência lenta, “ziguezagueando” próxima à solução ótima. Existem, ainda, 

limitações na determinação do tamanho do passo das variáveis de controle e 

sensibilidade quanto ao tamanho do passo do gradiente – elementos capazes de 

comprometer o processo de convergência. 

 

Em 1969, Sasson apresentou uma abordagem para solução do problema de FPO, 

na qual utiliza dois métodos: o método de Powell, usado na resolução de problemas de 

otimização com restrição, e o método Fletcher-Powell, que é uma técnica de 

minimização irrestrita. O problema de FPO é escrito de acordo com o método de 
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Powell, o qual torna-o um problema irrestrito. Esse método acrescenta novas variáveis 

ao problema, as quais são reduzidas durante o processo iterativo. Aplica-se, então o 

método Fletcher-Powell, que calcula o gradiente da função gerada pelo método de 

Powell. As restrições de igualdade são consideradas durante todo o processo iterativo, 

enquanto que, somente as restrições de desigualdade violadas fazem parte do processo. 

Essa técnica verifica a convergência em cada estágio do processo de otimização. 

Embora o método funcione muito bem para sistemas pequenos, apresentou problemas 

de convergência com sistemas de grande porte e técnicas de decomposição devem ser 

usadas. Além disso, é limitado por ser incapaz de lidar com mais que duas restrições por 

nó.      

 

 Sasson et al. (1973) aplicaram o método de penalidade ao problema de FPO. 

Esta técnica tem o objetivo de tornar o problema restrito em irrestrito, penalizando todas 

as restrições de igualdade e desigualdade que são violadas. É uma técnica quadrática 

onde as variáveis são todas atualizadas simultaneamente, usando a matriz Hessiana da 

função objetivo penalizada. A cada iteração do método os valores das penalidades são 

aumentados, e a matriz Hessiana da função penalidade é calculada. O processo é 

repetido até que todas as restrições sejam satisfeitas. Técnicas de esparsidade são 

aplicadas à matriz Hessiana da função penalidade. À medida que, os fatores de 

penalidade crescem, a matriz Hessiana da função penalidade pode se tornar mal 

condicionada, comprometendo a convergência do processo de otimização. Este foi o 

primeiro trabalho a utilizar a matriz Hessiana da função Lagrangiana na resolução do 

FPO. 

         

Com o objetivo de corrigir as deficiências do método proposto por Dommel e 

Tinney (1968), Rashed e Kelly (1974) introduziram uma abordagem de segunda-ordem 

para atualização das variáveis de controle do problema. Nesse trabalho, o método do 

gradiente utilizado para resolver o subsistema formado pelas derivadas da função 

Lagrangiana em relação as variáveis de controle foi substituído pela matriz Hessiana da 

função Lagrangiana. As restrições de igualdade representadas pelas equações do fluxo 

de potência, são incorporadas à função Lagrangiana por meio dos multiplicadores de 

Lagrange enquanto que, as restrições de desigualdade são incorporadas por meio de 

parâmetros de penalidade. A eficiência da abordagem proposta foi examinada 

resolvendo um sistema de 5 barras. 
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 Sun et al. (1984) apresentaram uma abordagem para solução do problema de 

FPO tendo como base a formulação de Newton e o desacoplamento do problema 

original em dois subproblemas (P-θ e Q-V) combinado com as condições de 

otimalidade de KKT. A cada iteração a função Lagrangiana é aproximada por uma 

quadrática. As restrições de desigualdades são incorporadas à função Lagrangiana 

através dos multiplicadores de Lagrange e de termos de penalidade quadráticos. Essas 

restrições são divididas em dois conjuntos: conjuntos das restrições penalizadas e o 

conjunto das restrições consideradas ativas na solução, sendo incorporadas as restrições 

ativas na função objetivo através dos multiplicadores de Lagrange. O método do 

conjunto ativo foi utilizado para identificar as restrições ativas na solução. O ponto 

ótimo do problema ocorre quando as condições de otimalidade de KKT são satisfeitas e 

as equações do fluxo de carga convencional estão dentro de uma determinada 

tolerância. O método apresenta convergência de segunda ordem e tem como desafio no 

desenvolvimento do algoritmo a identificação do conjunto de restrições de desigualdade 

ativas na solução.                  

 

Santos et al. (1988) aplicaram o método da função Lagrangiana aumentada para 

resolver problemas de FPO. Este método está baseado nas técnicas de programação não-

linear e combina aproximações duais e penalidades. A cada iteração a função 

Lagrangiana aumentada é minimizada em relação as variáveis primais utilizando o 

método de Newton. Os multiplicadores de Lagrange são aplicados as restrições de 

igualdade e desigualdade, sendo atualizados visando a maximização da função dual 

Lagrangiana aumentada associada ao problema original. Como este método controla o 

aumento do parâmetro de penalidade, o problema de mal condicionamento da matriz 

Hessiana da função Lagrangiana é evitado. Logo, esse método pode ser considerado um 

aperfeiçoamento do método proposto por Sun et al. (1984). Tem como vantagem o fato 

de não precisar identificar as restrições de desigualdade que são ativas na solução. 

 

Em 1992, Monticelli e Liu propuseram uma nova abordagem do método de 

Newton para resolver problemas de FPO. Os autores combinaram os métodos dos 

multiplicadores de Lagrange e da função penalidade. A principal diferença deste método 

e do proposto por Sun et al. (1984), está na utilização de um movimento adaptativo da 

penalidade, o qual assegura que a matriz Hessiana da função Lagrangiana seja definida 
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positiva durante o processo de solução do problema, sem que isso afete a convergência 

do método. 

 

Momoh et al. (1999a,b) apresentaram uma ampla revisão sobre técnicas para 

resolução do problema de FPO. Dividiram as técnicas em seis categorias: programação 

não-linear, em que citam as técnicas de minimização seqüencial irrestritas, o método de 

Lagrange e o método da Lagrangiana aumentada; programação quadrática, referindo-se 

aos métodos quase-Newton e de sensibilidade; solução das condições de otimalidade 

baseadas em Newton, em que são obtidas as condições de KKT; programação linear, 

onde comentam sobre a utilização do método simplex e do método simplex revisado; 

versão híbrida de programação inteira, em que apresentaram uma mistura de técnicas de 

programação linear e inteira; e, finalmente, os métodos de pontos interiores, no qual 

encontra-se a aplicação das técnicas que surgiram após a introdução do método de 

Karmarkar. 

 

Costa et al. (2000) apresentaram uma comparação entre três abordagens de 

otimização para resolver o problema de FPO: conjunto ativo e penalidade, primal-dual e 

primal-dual barreira logarítmica. As três abordagens são baseadas no método de 

Newton. O desempenho dos métodos foi comparado considerando: as perdas ativa na 

transmissão, a geração de potência reativa, o número total de iterações para 

convergência e o tempo de processamento. Os resultados obtidos mostram que cada 

método tem vantagens e desvantagens e os autores recomendam uma mistura deles, 

explorando as qualidades de cada um.  

 

Costa (2002) apresentou uma nova abordagem para o problema de despacho 

ótimo de reativos, baseado em uma função Lagrangiana aumentada do problema 

original. As condições de necessárias primeira ordem de KKT são resolvidas pelo 

método de Newton modificado. Neste método, a informação de segunda ordem do 

sistema original de equações é aproximada e a informação de primeira ordem é mantida 

intacta. O método de Newton modificado utiliza uma aproximação da matriz Hessiana 

considerando somente os termos da diagonal principal. Segundo o autor o método 

proposto requer menos memória computacional que outros algoritmos atualmente 

disponíveis. A eficiência da abordagem proposta foi examinada resolvendo os sistemas 

IEEE 30 barras e o equivalente brasileiro sul-sudeste. 
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Adibi et al. (2003) aplicaram o método da Lagrangiana aumentada-barreira 

modificada para a seleção ótima da posição do tap de transformadores e no conjunto de 

pontos da tensão dos geradores com seus limites de operação sobre e sub-excitado, uma 

variação do problema de FPO. A abordagem da Lagrangiana aumentada-barreira 

modificada é uma combinação do método da Lagrangiana aumentada para restrições de 

igualdade de Hestenes (1969) e Powell (1969) e do método da função barreira 

modificada de Polyak (1992). Nessa abordagem, as restrições de desigualdade são 

tratadas com um termo de barreira modificada e as de igualdade com um termo de 

Lagrangiana aumentada. Segundo os autores a principal dificuldade do método está 

relacionada com as primeiras atualizações dos multiplicadores de Lagrange. Os autores 

afirmam que a necessidade de encontrar uma estimativa para o mínimo irrestrito a cada 

passo sem um critério de parada bem fundamentado pode tornar a fase inicial do 

processo computacional lenta e difícil. A viabilidade do método é demonstrada usando 

um sistema teste de 160 barras em operação numa indústria.       

 

Sousa et al. (2003) apresentaram uma nova abordagem para solução do 

problema de despacho ótimo de reativos, a qual melhora o desempenho do método de 

Newton. O método divide as restrições de desigualdade em dois grupos: restrições 

tratadas por penalidade e as tratadas pelo método primal-dual barreira logarítmica. As 

restrições de desigualdade como as magnitudes das tensões e os tap dos transformadores 

que violam seus limites são penalizadas e associadas à função objetivo por meio de 

termos de penalidade. Enquanto que as do segundo grupo, as injeções de potência 

reativa são tratadas pelo método primal-dual barreira logarítmica. A função Lagrangiana 

é construída e multiplicadores de Lagrange são associados às restrições de igualdade do 

problema. As condições necessárias de primeira ordem são aplicadas à função 

Lagrangiana, gerando um sistema de equações não-lineares, o qual é resolvido pelo 

método de Newton e pela atualização dos termos de penalidade e de barreira. Testes 

foram realizados nos sistemas CESP 53 e IEEE 118 barras, nos quais se verificou a 

eficiência do método.  

 

Baptista et al. (2006) apresentaram uma nova abordagem para minimização das 

perdas em sistemas elétricos de potência. Esta abordagem considera a aplicação do 

método primal-dual barreira logarítmica para magnitude de tensão e os taps variáveis 

dos transformadores e as demais restrições são tratadas através do método da 
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Lagrangiana aumentada. A função Lagrangiana agrega a função objetivo e todas as 

restrições do problema. As condições necessárias de primeira-ordem são obtidas pelo 

método de Newton e pela atualização das variáveis duais, do fator de penalidade e do 

parâmetro de barreira. Os resultados dos testes numéricos com os sistemas 162 barras e 

o brasileiro sul-sudeste mostram o bom desempenho do algoritmo. 

 

2.2.1- HISTÓRICO DO MPI  APLICADO AO PROBLEMA DE FPO 

 

Embora os métodos de pontos interiores (MPI) tenham sido introduzidos por 

Karmarkar (1984), sua aplicação para problemas de otimização em sistemas de potência 

começou posteriormente. Em 1991, Clements et al. desenvolveram uma das primeiras 

pesquisas de pontos interiores aplicados para sistemas de potência. Os autores 

propuseram uma técnica de pontos interiores para programação não-linear para resolver 

o problema de estimação de estado em sistemas de potência. Neste mesmo ano, 

Ponnambalam et al. apresentaram um novo desenvolvimento para o algoritmo Dual-

Afim (uma variação do MPI de Karmarkar) implementado para resolver o problema de 

Hydro-scheduling. Em 1992, Vargas et al. sugeriram um método de pontos interiores 

para resolver o problema de despacho econômico. Nos anos seguintes foram 

apresentados vários trabalhos utilizando MPI na solução numérica do problema de FPO.  

 

A primeira contribuição significativa foi a de Granville (1994), ao propor o uso 

do método primal-dual barreira logarítmica para solução do problema de despacho 

ótimo de reativos, um caso particular do FPO, em que os controles de ativos estão fixos. 

O método associa multiplicadores de Lagrange para as restrições de igualdade, 

desmembra as desigualdades em duas inequações e acrescenta variáveis de folga 

positivas, para que estas restrições se tornem igualdades. Estas variáveis de folga devem 

ser estritamente positivas, pois são introduzidas na função objetivo através da função 

barreira logarítmica. Associado a essa função tem-se o parâmetro de barreira, o qual 

tende a zero durante o processo de otimização. Uma expressão para o cálculo do 

tamanho do passo é apresentada. Este passo é utilizado na atualização das variáveis 

primais e duais. O objetivo destes passos é manter as variáveis de folga estritamente 

positivas e satisfazer as condições de KKT para os multiplicadores de Lagrange. O 

algoritmo apresenta sua maior dificuldade na escolha do valor inicial do parâmetro de 
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barreira, pois é um dado empírico do problema. Resultados numéricos para sistemas de 

1832 e de 3467 barras mostraram a eficiência do método.     

 

 Destaca-se também neste mesmo ano o trabalho de Wu et al. (1994), que 

sugeriram uma extensão do método primal-dual de pontos interiores. Seu algoritmo é 

denominado de método preditor-corretor, e sua diferença em relação ao método primal-

dual puro é a introdução de termos não-lineares de segunda ordem nas condições de 

otimalidade. Essa modificação torna sua convergência mais rápida que a do método 

primal-dual puro, pois este só trabalha com termos lineares de primeira ordem. 

 

            Torres e Quintana (1998) resolveram o problema de FPO pelo método de pontos 

interiores usando coordenadas retangulares de tensão. Algumas variantes do FPO 

quando formuladas na forma retangular têm função objetivo e restrições quadráticas. 

Dessa forma, as vantagens das funções quadráticas foram exploradas, como, por 

exemplo: matriz Hessiana constante e expansão em série de Taylor até segunda ordem 

sem erro de truncamento. Essas características quadráticas facilitam incorporar 

informações de alta ordem em um procedimento preditor-corretor que geralmente 

melhora o desempenho do MPI. Esse procedimento foi implementado no algoritmo. As 

versões do FPO retangular e polar convergem com o mesmo número de iterações e 

apresentaram um bom desempenho computacional. 

 

Neste mesmo ano destaca-se o trabalho de Yan e Quintana (1999), que 

resolveram o problema de despacho de potência ativa e reativa utilizando um algoritmo 

primal-dual barreira logarítmica preditor-corretor. Os autores propõem uma heurística 

para o ajuste dinâmico linear do tamanho do passo e da tolerância que melhora 

significativamente a velocidade de solução do FPO e reduz o esforço computacional a 

cada iteração. Resultados numéricos para os sistemas de 118 e de 1062 barras foram 

apresentados e discutidos. 

 

Almeida e Salgado (2000) desenvolveram uma metodologia para calcular uma 

seqüência de solução do FPO sobre condições de variação de carga. O objetivo é obter 

um conjunto de pontos ótimos de operação na vizinhança da fronteira da região definida 

pelas equações do fluxo de potência e um conjunto de limites de operação. Para isto, 

apresenta-se um algoritmo baseado no método da continuação e no método de pontos 
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interiores primal-dual. Tal algoritmo consiste em dois passos principais: o passo 

preditor, que usa uma aproximação linear das condições de KKT para estimar um novo 

ponto de operação para um aumento na carga do sistema; e um passo corretor, que 

calcula o correspondente ótimo para o novo nível de carga via um método não-linear de 

pontos interiores primal-dual. Uma análise de sensibilidade é feita para calcular a 

compensação total de reativo que permite um aumento pré-especificado na carga do 

sistema. São apresentados resultados para sistemas testes reais. 

 

 Neste mesmo ano, Nejdawi et al. (2000) propuseram uma combinação de 

algoritmos envolvendo programação quadrática seqüencial e pontos interiores na 

solução do problema de FPO. O algoritmo é estruturado com um ciclo de linearização 

externo e um ciclo de otimização interno. O ciclo interno resolve um problema de 

programação quadrática reduzido e relaxado, usando um método de pontos interiores 

com a função barreira logarítmica. Como a relaxação das restrições mantém o problema 

com uma dimensão pequena, o algoritmo é considerado, pelos autores, muito eficiente. 

As iterações do ciclo externo podem ser comparadas ao fluxo de potência ótimo de 

Newton, e as do ciclo interno, como eficientes iterações de pontos interiores. Os 

resultados obtidos indicam que o número de iterações externas e internas não varia 

muito com as dimensões do problema.                      

  

Rezania e Shahidehpour (2001) utilizaram uma versão linearizada de um 

eficiente MPI primal-dual preditor-corretor para otimização de potência reativa. 

Introduziram um modelo linear em que as variáveis de controle e os incrementos das 

magnitudes das tensões estão unidos por uma matriz Jacobiana modificada, e as perdas 

na transmissão são representadas como função dos incrementos das magnitudes das 

tensões. O método não requer nenhuma inversão matricial ou derivada de segunda 

ordem para resolver o problema. Deste modo, o método proporcionou uma economia no 

tempo e na memória computacional. Resultados numéricos para sistemas de 6 e 118 

barras mostraram que essa técnica pode ser atrativa.  

 

Em 2001, Torres e Quintana propuseram uma extensão para programação não-

linear da técnica de múltiplas correções centralizadas (MCC) que foi desenvolvida por 

Gondzio (1996), para programação linear, com o objetivo de resolver o problema de 

fluxo de potência ótimo. Gondzio observou que as grandes discrepâncias entre os 
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produtos de complementaridade reduzem em muito o desempenho dos métodos de 

pontos interiores por resultarem em um tamanho de passo pequeno, e conseqüentemente 

em uma convergência lenta. A técnica de MCC usa a mesma direção preditora que é 

obtida no método preditor-corretor e busca por um ou mais termos corretores 

objetivando três metas: melhorar a centralização da próxima iteração, aumentar o 

tamanho dos passos e reduzir o número de fatoração da matriz dos coeficientes do 

sistema (Lagrangiana). Esta fatoração é a tarefa que exige o maior esforço 

computacional. Os autores demonstraram que a técnica é rápida e robusta testando o 

algoritmo com diferentes sistemas variando de 118 barras até 2098 barras. 

 

No trabalho de Jabr et al. (2002), o problema de despacho de fluxo de potência 

ótimo foi resolvido por um algoritmo primal-dual de pontos interiores modificado com 

o objetivo de melhorar a convergência do mesmo. As modificações são: o uso de um 

filtro no cálculo do tamanho do passo e a introdução de uma perturbação na diagonal da 

matriz Hessiana, com o objetivo de direcionar a convergência a um ponto de mínimo. 

Esse método requer um tempo de processamento menor quando comparado aos 

métodos primais-duais tradicionais, pois resolve uma matriz definida positiva cuja 

dimensão é igual ao número de variáveis primais do problema. O artigo também aborda 

um modelo de inclusão de transformadores defasadores em problemas de FPO. Esse 

modelo torna o uso deste tipo de transformador mais simples. Testes numéricos 

comprovam que o uso do método proposto é promissor.          

 

Em 2004, Torres apresentou e comparou o desempenho computacional de 

métodos de complementariedade não-linear suave, não-suaves, e com suavização de 

Jacobiano, para solução do problema de FPO não-linear. Utilizando funções de 

complementariedade não-linear, reformulou o problema de FPO como um sistema de 

equações não-lineares o qual pode ser resolvido por métodos já bastante conhecidos. O 

método de suavização do Jacobiano calcula as direções de busca resolvendo um sistema 

linear que é formado pelo lado direito de uma reformulação não-suave e a matriz de 

coeficientes de uma reformulação suave. Para melhorar a convergência, calculou os 

tamanhos do passo através de uma busca em linha tipo-Armijo. Testou a eficiência 

computacional do algoritmo proposto com sistemas testes de até 2098 barras. 
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Ramos et al. (2005) apresentaram uma revisão da aplicação do método de pontos 

interiores primal-dual para o problema de minimização das perdas. Após a formulação 

do problema não-linear original e discussão de sua possível solução por uma seqüência 

de sub-problemas de programação linear, a técnica de barreira logarítmica foi aplicada 

ao modelo resultante e as equações relevantes foram desenvolvidas. Alguns aspectos da 

implementação, como a escolha do ponto inicial, solução do sistema de equações, etc. 

foram subseqüentemente discutidas, e a experiência positiva dos autores com uma rede 

de transmissão real, Espanhola de 775 barras, foi apresentada.        

 

Alguns trabalhos propostos na literatura especializada utilizam a solução do 

problema de FPO para analisar outros problemas presentes nos sistemas de potência 

como, por exemplo, o aumento do carregamento e o colapso de tensão os quais estão 

relacionados, pois o colapso de tensão ocorre, tipicamente, em sistemas de potência 

extremamente carregados, com escassez de potência reativa e/ou após contingências. A 

seguinte definição tem sido associada ao colapso de tensão: “Um sistema de potência 

operando em uma dada condição de carga e sujeito a uma dada perturbação sofre um 

colapso de tensão se as tensões, após a perturbação, estiverem abaixo de limites 

aceitáveis. Um colapso de tensão pode ser total ou parcial”. Nesta linha citam-se dois 

trabalhos. 

 

Araújo et al. (2002) aplicaram uma metodologia que combina uma técnica de 

otimização baseada em pontos interiores e a abordagem do vetor tangente para resolver 

os problemas de colapso de tensão e redução da perda do sistema. Primeiro, uma técnica 

de otimização baseada em pontos interiores foi usada para melhorar as condições de 

operação do sistema. Para esse propósito, somente os controles de tensão já disponíveis 

no sistema foram considerados. Secundariamente, uma técnica baseada no vetor 

tangente foi usada para análise de colapso de tensão e estudo de sensibilidade em 

relação às perdas. A técnica de otimização foi empregada a fim de quantificar as ações 

qualitativas indicadas pelo vetor tangente. Nesse caso, uma compensação shunt local foi 

considerada. A abordagem do vetor tangente é usada para identificar as barras críticas 

do sistema sob o ponto de vista do colapso de tensão. Testes foram realizados usando o 

sistema interconectado Brasileiro Sudeste, onde todos os limites de potência reativa são 

considerados. Segundo os autores, a discussão dos resultados obtidos qualifica a técnica 
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proposta como uma ferramenta para os agentes que estão interessados em encontrar 

novas oportunidades para investimentos. 

 

Finalmente, Zambroni et al. (2004) apresentaram uma abordagem usando 

modelos de otimização para o problema do aumento do carregamento de sistemas de 

potência. O trabalho enfoca o impacto das ações de controle local no carregamento do 

sistema. O estudo é realizado em dois passos. Primeiro, usando a técnica do vetor 

tangente, onde duas áreas importantes do sistema de potência são identificadas: a área 

crítica sob o ponto de vista do colapso de tensão, e as áreas mais sensíveis à redução das 

perdas de potência ativa. Segundo, uma vez que essas duas áreas são identificadas, uma 

técnica de otimização busca o total de compensação de potência reativa ótima que deve 

estar disponível em cada barra. Segundo os autores os resultados obtidos usando os dois 

sistemas testes do IEEE 14 e 118 barras são consistentes com a robustez esperada para 

essa ferramenta computacional.         

  

No próximo capítulo serão apresentados os métodos de otimização que fornecem 

a sustentação teórica para abordagem proposta.  

 

 



CAPÍTULO 3  
 

 

MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO  
 

 

Neste capítulo apresentam-se métodos de otimização restrita, os quais fornecem 

suporte teórico para a apresentação da abordagem proposta. Serão vistos: o método 

dual-Lagrangiano, o método de Newton-Lagrangiano, o método primal-dual barreira 

logarítmica e o método de barreira modificada, os quais permitem a resolução de um 

grande número de problemas de programação não-linear. 

 

3.1- INTRODUÇÃO 

 

Os métodos de otimização têm como meta encontrar a melhor entre todas as 

possíveis soluções de um problema, para um desempenho desejado (função objetivo). 

Os matemáticos têm trabalhado no desenvolvimento de métodos de otimização desde 

Descartes e Fermat no século XVII, mesmo antes do desenvolvimento das bases do 

cálculo por Newton. As aplicações da otimização estendem-se a problemas de previsão 

e planejamento, programação de produção e estoque, automação, otimização de 

processos, entre outros. No entanto, antes de 40, relativamente muito pouco tinha sido 

desenvolvido sobre métodos para otimização numérica de funções de muitas variáveis.  

 

Na década de 40, após o surgimento do computador, vários métodos de 

otimização foram desenvolvidos.  Por exemplo, em programação linear (PL), que tem 

como meta a otimização de funções lineares sujeitas a restrições lineares, destaca-se o 

método Simplex desenvolvido na década de 40, por Dantzig, com o objetivo de alocar 

recursos durante a Segunda Grande Guerra Mundial. Desde então, o desenvolvimento 

de algoritmos e programas altamente eficientes e robustos, o surgimento de 

computadores cada vez mais velozes, a percepção dos profissionais e pesquisadores em 

relação às vantagens e ao bom desempenho da modelagem matemática e análise de 

problemas por meio da PL, fazem da mesma uma ferramenta de extrema importância.  
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Entretanto, muitos problemas reais não podem ser representados ou aproximados 

adequadamente por um problema linear devido à natureza não-linear da função objetivo 

e/ou de qualquer das restrições. Tais problemas são tratados pela programação não-

linear (PNL).  

 

Uma das principais metas no desenvolvimento da PNL é a criação de algoritmos 

computacionais eficientes. Como exemplos de problemas onde a PNL pode ser 

aplicada, podem-se citar: alocação de recursos escassos, operação e planejamento 

industrial, trajetória ótima de foguetes, desenhos estruturais, desenhos mecânicos e 

demais problemas relacionados aos setores industriais, de negócios, militar e 

governamental. A PNL não possui um método geral de resolução de seus problemas. 

Suas técnicas para resolver um problema podem ser classificadas, basicamente, pelo 

tipo de problema abordado.  

 

Na maior parte dos problemas de otimização de sistemas reais, a solução deve 

satisfazer restrições do modelo descrito pelo sistema, bem como maximizar ou 

minimizar uma função objetivo. Problemas desse tipo são denominados problemas de 

otimização restritos. As restrições podem ser classificadas como restrições de igualdade 

ou restrições de desigualdade. Em alguns casos, porém, as restrições não estão 

presentes, e o problema consistindo somente de uma função objetivo é denominado 

como um problema de otimização irrestrito.        

                  

3.2- APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 
   
Um problema de PNL restrito é da forma:  

 

p,...,2,1j0)x(h
nm,...,2,1i0)x(gasujeito

)x(fMinimizar

j

i

=≥
<==                                             (3.1)                    

 

sendo: x , g(x)  , h(x) , e as funções são de classe CnR∈ mR∈ PR∈ 2. 

 

Os métodos apresentados a seguir têm por objetivo resolver problemas de PNL 

do tipo de (3.1). 
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3.3- MÉTODO DUAL-LAGRANGIANO  

 

O método dual-Lagrangiano foi desenvolvido para resolver problemas convexos. 

Sua estratégia é a de associar ao problema uma função auxiliar, que incorpora uma 

combinação das restrições à função objetivo. A função auxiliar é denominada função 

Lagrangiana e é apresentada da seguinte forma: 

 

L(x, ) = f(x) + g(x) + h(x),                                                      (3.2) πλ, Tλ Tπ

 

sendo  o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições de igualdade, 

e  o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições de desigualdade 

ativas. 

λ

π

 

 Se o problema (3.1) for convexo, existem multiplicadores  e  que, aplicados 

ao problema irrestrito, 

*λ *π

 

Minimizar L( , , ),                                                       (3.3) x *λ *π

        x

 

fazem com que a solução de (3.3) coincida com a solução de (3.1). A solução ótima é 

encontrada quando as condições de KKT forem satisfeitas. O problema (3.3) é 

denominado problema Lagrangiano. 

 

3.3.1- ALGORITMO  

 

1) Dado o problema (3.1), construa a função Lagrangiana (3.2); 

2) Faça k=0 e dê uma estimativa inicial para x0 ,  e ; nR∈ 0λ 0π

3) Resolva o seguinte problema Lagrangiano utilizando um método de otimização 

irrestrito para  e , fixos kλ kπ

   Minimizar f(x) + ( )kλ T g(x) + ( )kπ T h(x) 

           x      

4) Admita xk+1 como uma solução e vá para o passo 5; 
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5) Se xk+1 satisfaz KKT, pare. Caso contrário, atualize os multiplicadores 

utilizando uma heurística, determinando , , e volte 

para o passo 3.  

kk1k λ∆+λ=λ + kk1k π∆+π=π +

 

 Observa-se que, para gerar os multiplicadores, pode-se utilizar vários 

algoritmos. Uma escolha é o algoritmo do método do gradiente, que gera uma seqüência 

de multiplicadores atualizando-os em cada passo pela expressão: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

π
λ

+

+

1k

1k

= ,                                                                              (3.4) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

π
λ

q
)x(g

k

k

 

sendo qj = , e 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=π
<π

0se)},x(h,0max{
0se,)x(h

k
jj

k
jj α  estimado para garantir a busca da variável 

dual, este pode ser obtido por uma busca unidimensional. 

 

3.3.2- DIFICULDADES COMPUTACIONAIS 

 

Para problemas não convexos em torno da solução, pode ocorrer a existência do 

gap de dualidade e, portanto, o método dual-Lagrangiano não obtém a solução ótima do 

problema. Uma outra desvantagem do método é o aumento do número de variáveis do 

problema. 

 

3.4- MÉTODO DE NEWTON-LAGRANGIANO 

 

Dado um problema de otimização somente com restrições de igualdade, o 

método de Newton-Lagrangiano pode ser aplicado para resolver diretamente as 

condições necessárias de primeira-ordem da função Lagrangiana. 

 

Assim, considere-se o problema (3.1) somente com restrições de igualdade, da 

seguinte forma: 

 

nm,...,2,1i0)x(gasujeito
)x(fMinimizar

i <==
                                                                     (3.5) 
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sendo x . nR∈

 

Associado ao problema (3.5), tem-se a função Lagrangiana 

 

L(x, ) = f(x) + ,                                                                (3.6) λ ∑
=
λ

m

1i
ii )x(g

 

sendo  o multiplicador de Lagrange associado à restrição giλ i(x), i=1,...,m. 

 

O processo consiste em determinar valores para x e  que satisfaçam as 

condições necessárias de primeira-ordem sobre a função Lagrangiana (3.6). Assim: 

λ

 

0
x
L
=

∂
∂  

0L
=

λ∂
∂                                                                                                              (3.7)    

 

O sistema de equações não-lineares (3.7) é resolvido pelo Método de Newton. 

Esse método utiliza a expansão em série de Taylor até primeira-ordem em torno de xk e 

λk, gerando um sistema linearizado, com expressões da seguinte forma:  

 

0),x(Lx),x(L),x(L kkk2
x

kkk2
xx

kk
x =λ∆λ∇+∆λ∇+λ∇ λ      

                                                                   (3.8) 

0),x(Lx),x(L),x(L kkk2kkk2
x

kk =λ∆λ∇+∆λ∇+λ∇ λλλλ , 

 

ou , 

 

0)x(gx),x(L),x(L kTk
x

kkk2
xx

kk
x =λ∆∇+∆λ∇+λ∇  

                                  (3.9) 

0x)x(g)x(g kk
x

k =∆∇+ , 

 

sendo  ).)x(g,...),x(g()x(g mx1x
Tk

x ∇∇=∇
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O novo ponto é obtido por: 

 

kk1k

kk1k xxx
λ∆+λ=λ
∆+=

+

+

,                                                                            (3.10) 

 

sendo λ∆∆ ex  denominados vetores de direções de busca. 

 

O sistema (3.9) pode ser representado na forma matricial: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∇
∇λ∇

0)x(g
)x(g),x(L

k
x

Tk
x

kk2
xx   = − ,                                      (3.11) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ∆
∆

k

kx
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ∇
)x(g

),x(L
k

kk
x

 

ou, de forma simplificada: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0J
JH T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ∆

∆x
 = − ,                                                                (3.12) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇
∇

λL
Lx

 

sendo a matriz dos coeficientes do sistema denominada matriz Hessiana da função 

Lagrangiana. Esta encontra-se dividida em quatro submatrizes: a matriz Hessiana, H, a 

matriz Jacobiana, J = , e uma matriz nula. ),x(L kk2
x λ∇λ

 

O mínimo da função será atingido quando os novos valores de x e λ  

satisfizerem as condições de KKT para o problema original. 

 

3.4.1- ALGORITMO 

 

1) Dado o problema (3.5), construa a função Lagrangiana (3.6); 

2) Faça k=0 e dê uma estimativa inicial para xk ∈  Rn
 e ; kλ

3) Resolva o sistema (3.7) e atualize as variáveis usando (3.10); 

4) xk+1  e  satisfazem as condições de KKT, pare. 1k+λ

Caso contrário, volte para o passo 3. 
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3.4.2- DIFICULDADES COMPUTACIONAIS 

 

O método de Newton exige que o ponto inicial esteja na vizinhança de x* e , o 

que, muitas vezes, pode inviabilizar o método, pois não existe garantia de convergência. 

*λ

 

3.5- MÉTODO PRIMAL-DUAL BARREIRA LOGARÍTMICA   

 

Os métodos de barreira transformam o problema restrito em um problema 

irrestrito e introduzem as restrições na função objetivo através de um parâmetro de 

barreira que impede a aproximação de um ponto factível à fronteira da região factível. 

Trabalhando no interior dessa região, tais parâmetros geram barreiras que impedem as 

variáveis de violarem seus limites. Logo, parte-se de um ponto factível e geram-se 

novos pontos factíveis. Uma das vantagens desse método é a obtenção de, pelo menos, 

uma solução factível, caso ocorra uma parada prematura do mesmo, pois esse método 

trabalha somente com problemas de desigualdade cujo interior é não-vazio. Assim, 

assume-se o problema (3.1) somente com restrições de desigualdade, da seguinte forma: 

 

p,...,2,1j0)x(hasujeito
)x(fMinimizar

j =≥
                                                                           (3.13) 

 

sendo x . nR∈

 

Com o objetivo de garantir a permanência no interior da região factível, pode-se 

gerar o seguinte problema de barreira: 

 

Minimizar {  f(x) +µB(x): h(x) > 0},                           (3.14) 

       x 

 

sendo 0≥µ  denominado parâmetro de barreira, e B(x) uma função barreira não-

negativa e contínua no interior da região factível {x;h(x)>0}, essa tende ao infinito à 

medida que a solução se aproxima da fronteira, a partir do interior. Define-se, então: 
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B(x) = ,                                                                 (3.15) [ ]∑
=
φ

p

1j
j )x(h

 

sendo φ  uma função de uma variável y, contínua sobre {y; y > 0 }, e que satisfaça a 

 

∞=φ>≥φ
+→

)y(lime0yse0)y(
0y

.                                                                         (3.16) 

 

A função f(x) + B(x) é denominada função auxiliar; a função barreira pode 

assumir várias formas, como: 

µ

 

B(x) = ∑
=

p

1j j )x(h
1 ;                                                                 (3.17) 

B(x) = .                                                                            (3.18) [ ]∑
=

−
p

1j
j )x(hln

 

A função (3.17) é denominada barreira clássica ou inversa e foi estudada por 

Carrol (1961); a (3.18) é denominada função barreira logarítmica e foi estudada por 

Frisch (1955). 

 

Quando 0→µ  e B(x) ∞→ , tem-se que )x(Bµ  se aproxima da função barreira 

ideal, descrita anteriormente em (3.15) e (3.16), e a solução do problema de barreira 

converge para a solução do problema (3.13). 

 

Observa-se que (3.14) é um problema restrito e pode ser tão complexo quanto 

(3.13), pois é exigida uma solução inicial interior à região factível.  O método trabalha 

com pontos interiores a essa região. Ao ponderar os pontos que se aproximam da 

fronteira o método impede que estes saiam da região factível e a restrição pode ser 

ignorada. Tem-se, realmente, um problema irrestrito, para o qual poderá ser utilizada 

uma técnica de otimização irrestrita. 

 

A seguir apresenta-se o método primal-dual barreira-logarítmica (PDBL). A 

fundamentação teórica para métodos de pontos interiores consiste na construção de três 

blocos cruciais: o método de Newton para resolver equações não-lineares e 
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conseqüentemente para a otimização irrestrita, o método dos multiplicadores de 

Lagrange para tratar as restrições de igualdade e o método de barreira de Fiacco e 

McCormick (1968) para tratar as restrições de desigualdade. Entre as variantes de 

métodos de pontos interiores, o método PDBL é o mais utilizado devido a sua eficiência 

computacional e robustez.   

 

A resolução do problema (3.1) pelo método PDBL exige que as restrições de 

desigualdades sejam transformadas em igualdades por meio da introdução de variáveis 

de folga ou excesso positivas. Portanto, o problema (3.1) modificado pode ser 

apresentado como: 

 

  0 s            

                 p,,1j,0s)x(h
m,,1i,0)x(g  asujeito

)x(fMinimizar 

j

jj

i

≥

==−
==

K

K
                                                       (3.19) 

 

sendo  o vetor das variáveis de excesso. pRs∈

 

Adiciona-se uma função barreira logarítmica à função objetivo como forma de 

garantir a não negatividade dessa variável de excesso: 

 

p,,1j,0s)x(h
m,,1i,0)x(g  asujeito

)sln()x(fMinimizar 

jj

i

p

1j
j

K

K

==−
==

µ− ∑
=

                                                                          (3.20) 

 

sendo R∈µ  o parâmetro de barreira. 

 

A variável de excesso, sj, j=1,..., p, é estritamente positiva e o parâmetro de 

barreira µ é um número positivo que tende a zero. Quando isso acontece, a solução do 

problema apresentado em (3.20), x(µ), aproxima-se de x* que é a solução do problema 

(3.1). A função Lagrangiana associada ao problema (3.20) é: 
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∑∑∑
===

−π−λ−µ−
p

1j
jjj

m

1i
ii

p

1j
j ]s  (x)[h)x(g)ln(s )x(f =L                                                          (3.21)                       

 

sendo:  

λi, i=1,..., m e πj, j=1,..., p os vetores dos multiplicadores de Lagrange, denominados de 

variáveis duais.  

 

As condições necessárias de primeira-ordem são aplicadas em (3.21), gerando: 

 

0Ld =∇                                                                                                                      (3.22) 

sendo: .  T),,s,x(d πλ=

 

A equação (3.22) representa um sistema de equações não-lineares, o qual é 

resolvido pelo método de Newton, que gera um sistema do tipo . Nesse 

sistema W é a matriz Hessiana da função Lagrangiana; 

LdW d−∇=∆

Ld∇  é o vetor gradiente; e o 

vetor das direções de busca  é utilizado para atualizar as 

variáveis 

T),,s,x(d π∆λ∆∆∆=∆

λ,s,x  e π  como segue: 

 

π∆α+π=π

λ∆α+λ=λ

∆α+=

∆α+=

+

+

+

+

   

  

s   ss

x  xx

d
k1k

d
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p
k1k

p
k1k

                                                                                                      (3.23)            

 

sendo escolhido o tamanho de passo ]1,0(d,p ∈α  para preservar a positividade do vetor 

s e o sinal do vetor . Isto se traduz por:  π
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sendo o escalar  um valor determinado empiricamente, dado por  ou 

que pode ser calculado a partir da fórmula 

)1,0(∈τ 9995,0=τ

( )z911− , de acordo com Wright (1995), 

sendo z o número total de restrições de desigualdade do problema. 

 

Neste trabalho, na implementação computacional do método PDBL o parâmetro 

de barreira foi atualizado com base no gap de dualidade, como proposto por Granville 

(1994).  

 

3.5.1- ALGORITMO  

 

1) Dado o problema (3.1), construa a função Lagrangiana (3.21); 

2) Faça k=0 e dê uma estimativa inicial para  e  que 

satisfaça as condições propostas; 

kµ Tkkkkk ),,s,x(d πλ=

3) Obtenha o sistema LdW d−∇=∆  e resolva-o; 

4) Calcule os passos primais e duais e atualize dk utilizando (3.23); 

5) Se a norma do gradiente for menor que uma precisão ε vá para o passo 6. Caso 

contrário, volte para o passo 3; 

6) Se as condições de KKT são satisfeitas então pare. Caso contrário, vá para o 

passo 7; 

7) Atualize µ e faça k=k+1 e retorne ao passo 3. 

 

Um ponto inicial estritamente factível não é obrigatório, mas as condições 

 devem ser satisfeitas em todos os pontos. O processo de otimização 

termina quando as condições de KKT são satisfeitas. 

0e0s >π>

 

3.5.2- DIFICULDADES COMPUTACIONAIS 

 

Uma das dificuldades encontradas no método de barreira é a seleção de um 

ponto inicial factível. Em muitos problemas, isso pode ser trabalhoso. Também, em 

virtude da estrutura da função barreira, o método PDBL pode apresentar mal 

condicionamento da matriz Hessiana da função Lagrangiana quando o parâmetro de 

barreira tende a zero. O valor atribuído para o parâmetro de barreira pode comprometer 

o processo de otimização. 
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3.6- MÉTODO DE BARREIRA MODIFICADA 
 

Polyak, em 1992, desenvolveu uma teoria de métodos da função barreira 

modificada (FBM). Estes métodos combinam a função Lagrangiana clássica e a função 

barreira clássica (FBC), buscando explorar as melhores propriedades de cada uma 

dessas funções. A FBM pode ser considerada como uma função Lagrangiana aumentada 

interior e é utilizada na resolução de problemas com restrições de desigualdade. O 

método de barreira modificada transforma o problema restrito em um irrestrito 

equivalente, e resolve uma seqüência de problemas irrestritos até atingir o ótimo. Para 

um melhor entendimento do método e de suas propriedades, descreve-se um método de 

barreira modificada genérico para o problema (3.13), segundo Nash et al. (1994). A 

cada iteração principal do método de barreira modificada o seguinte problema irrestrito: 

 

Minimizar M(x, u, µ)  

         x 

 é resolvido, sendo ∑
=

− +µψµ−=µ
p

1j

1
j ),1)x(h(u)x(f),u,x(M  

e a solução xk é usada para atualizar uj, j=1,..., p, via   ).1)x(h('uu k
j

1
j

k
j +µψ= −

 

Os parâmetros uj, j=1,..., p são estimativas dos multiplicadores de Lagrange na 

solução x*. A função ψ  é uma função monotônica, estritamente côncava e de classe C2 

definida no intervalo (0, +∞). Uma possível escolha é ln(.),(.) =ψ  uma outra é a função 

inversa ln(.)./1(.) =ψ  

 

 Se, por exemplo, ln(.)(.) =ψ , a região factível do problema (3.13) é equivalente 

ao conjunto { }p,,1j,0)1)x(h(:x j
1 K=≥+µµψ − .   

 

Desta forma, a função barreira modificada é a Lagrangiana clássica para o 

problema (3.13) com as restrições expressas de forma equivalente. O uso do termo de 

barreira  corresponde à relaxação das restrições de modo que tenham a 

forma h

)1)x(h( j
1 +µψ −

j(x) ≥ -µ. 
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Esta relaxação representa uma expansão da região factível. Conseqüentemente, a 

“região factível” implícita para o subproblema de barreira modificada varia com o 

parâmetro de barreira µ.   

         

 Diferente da função barreira logarítmica clássica, a função barreira modificada e 

suas derivadas existem na solução x* para qualquer parâmetro de barreira, µ, positivo. 

Em particular, se u* é o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondente a x*, e se 

ln(.),(.) =ψ  então a função barreira modificada tem as seguintes propriedades para 

qualquer µ > 0:   

   

P1.   )x(f),u,x(M *** =µ

P2.   0)x(hu)x(f),u,x(M
p

1j

*
j

****
x =∇−∇=µ∇ ∑

=

P3.    T*2**1
p

1j

*
j

2*
j

*2**2
x )x(h)u(diag)x(h)x(hu)x(f),u,x(M ∇∇µ+∇−∇=µ∇ −

=
∑

 

Quando o problema é de programação convexa, segue de P2 que 

 P4. { }),u,x(Mminargx ** µ=   para qualquer µ > 0. 

 

Isso significa que, se os multiplicadores de Lagrange ótimos são conhecidos, 

pode-se resolver o problema restrito (3.13) usando um único problema de otimização 

irrestrito independente do valor do parâmetro de barreira. Polyak (1992) mostrou que, se 

os multiplicadores de Lagrange iniciais são positivos e os parâmetros de barreira são 

menores que um valor limite ,µ o método converge.    

 

Nesse mesmo trabalho, Polyak apresenta três tipos de funções barreira 

modificadas: uma para a função barreira de Carrol, outra para a função barreira de 

Frisch e a função barreira Shifted. As funções introduzidas por Frisch, vistas em (3.18), 

e Carrol, encontradas em (3.17), são as funções barreira mais conhecidas. No entanto, 

essas funções têm sérias desvantagens porque elas, bem como suas derivadas, não 

existem em x*, e essas funções vão para infinito quando  Considerando isto, 

Polyak definiu as funções barreira de Frisch e Carrol modificadas. Estas funções 

associadas ao problema (3.13) serão mostradas a seguir.  

.xx *→
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• Função barreira de Frisch modificada, F(x,u,µ): 

 

                           ( ) µ
=

− ω∈+µµ− ∑ intxse,1)x(hlnu)x(f
p

1j
j

1
j

=µ),u,x(F                                                                                                                 (3.24)                    
                          ∞,                                               ,intxse µω∉  

 

 

• Função barreira de Carrol modificada, C(x,u,µ): 

 

                                  ( )[ ] µ
=

−− ω∈−+µµ+ ∑ intxse,11)x(hu)x(f
p

1j

1
j

1
j   

 =µ),u,x(C                                                                                                                                      (3.25)                   
                 ∞,                                                              ,intxse µω∉                                                  

 

 

sendo: int a parte interior do conjunto e ωµ o conjunto relaxado dado por: 

( ){ }p,,1j,01)x(hln:x j
1 K=≥+µµ=ω −

µ  ={ }p,,1j,0]1)1)x(h[(:x 1
j

1 K=≤−+µµ −− . 

 

Com a adição de um fator de deslocamento (de valor 1) dentro do termo 

logarítmico das FBM (3.24) e (3.25), a convergência finita nos métodos do tipo barreira 

foi alcançada e tais funções tornam explícito o uso do multiplicador de Lagrange, uj. O 

esquema de atualização desses multiplicadores é de complexidade computacional muito 

baixa. O algoritmo da FBM possui uma propriedade de convergência finita ao invés de 

assintótica como no método da FBC. Isto significa que a solução ótima encontrada no 

método da FBM pode estar na fronteira da região factível do problema original, o que 

não acontece com a FBC, para qual a solução somente pode estar próxima à fronteira, 

mas nunca alcançá-la. Outra propriedade do método da FBM é que o parâmetro de 

barreira µ não precisa estar muito próximo de zero para alcançar a solução, desde que os 

multiplicadores de Lagrange corretos uj sejam obtidos. Assim, o condicionamento da 

matriz Hessiana é fortemente melhorado.                 
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Neste trabalho utiliza-se a função barreira Frisch modificada (3.24), isto é, a 

logarítmica. Os passos do método de barreira modificada utilizando essa função 

aplicada ao problema (3.24), conforme Polyak (1992), são: 

 

Minimiza-se (3.24) com relação a x e satisfaz-se a condição:                         

 

∑
=

− =∇
+µ

−∇
p

1j
j

j
1

j 0)x(h
1)x(h

u
)x(f                                                                             (3.26) 

 

Aplica-se o método de Newton para solucionar a equação não-linear (3.26). 

Dessa forma, tem-se a seguinte equação: 

 

( ) 0)x(h
1)x(h

u
)x(h1)x(h

1)x(h
u

)x(f j

p

1j

p

1j
2

j
1

j
jj

2
x

j
1

j2
x =∇

+µ
∇

µ
+∇

+µ
−∇ ∑ ∑

= =
−−    (3.27) 

 

 Reescrevendo a equação (3.27) de forma simplificada, tem-se o seguinte 

sistema: 

 

),u,x(Fx),u,x(F x
2
xx µ−∇=∆µ∇                                                                                 (3.28) 

 

em que ∆x é o vetor de correção. 

 

Atualiza-se o vetor x por: 

 

xxx k1k ∆ρ+=+                                                                                                          (3.29) 

 

sendo ρ > 0 o tamanho do passo que é encontrado através da regra de Goldstein-Armijo 

conforme Nocedal e Wright (1999).  

 

A equação (3.26) sugere a seguinte regra para atualização do vetor das 

estimativas dos multiplicadores de Lagrange:  
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( ) 1)x(h

u
u

)1k(
j

1)1k(

k
j1k

j
+µ

=
+−+

+ ,  j=1,...,p.                                                                      (3.30) 

 

3.6.1- ALGORITMO  

 

1) Dado o problema (3.13), construa a função barreira modificada (3.24); 

2) Faça k=0,  =(1,..,1) e dê uma estimativa inicial para x0u 0  e  > 0; 0µ

3) Construa o sistema (3.28) e resolva-o;  

4) Se xk satisfaz as condições de Goldstein-Armijo, atualize xk utilizando (3.29) e 

vá para o passo 5. Caso contrário, retorne ao passo 3; 

5) Se a norma do vetor gradiente for menor que uma precisão ε vá para o passo 6. 

Caso contrário volte, para o passo 3; 

6) Se xk+1 satisfaz KKT, pare. Caso contrário, vá para o passo 7; 

7) Atualize µ utilizando uma heurística e o vetor das estimativas dos 

multiplicadores de Lagrange, u, usando (3.30). Faça k=k+1 e retorne ao passo 3. 

 

Observa-se que um ponto inicial factível não é necessário, mas a condição inicial 

 deve ser satisfeita e na solução . µ−>)x(h 0
j 0ue0)x(h j ≥≥

 

3.6.2- DIFICULDADES COMPUTACIONAIS 
 

Uma das dificuldades encontradas no método de barreira modificada é o cálculo 

do tamanho do passo para atualização das variáveis, pois, caso isso seja feito sem um 

critério de parada bem fundamentado, o processo computacional pode consumir tempo e 

até divergir. A escolha do parâmetro de barreira inicial e a sua forma de atualização 

também podem interferir no processo de otimização. 

 

No próximo capítulo apresenta-se o método da função Lagrangiana barreira 

modificada.   

 



CAPÍTULO 4  
 

 

MÉTODO DA FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA 
MODIFICADA 
 

 

Neste capítulo propõe-se uma nova abordagem da função barreira modificada. 

Nessa abordagem, as restrições de desigualdade são tratadas pela associação dos 

métodos de pontos interiores primal-dual e de barreira modificada, com objetivo de 

aproveitar as melhores características de cada método.  

 

4.1- INTRODUÇÃO 

 

Em virtude da estrutura da função barreira, µ tendendo a zero, e quando muitas 

restrições estão muito próximas aos seus limites, o método de pontos interiores primal-

dual barreira logarítmica pode ter sérios problemas de mal condicionamento e erros de 

arredondamento, quando o ótimo se aproxima. Porém, a expressão para calcular o 

tamanho do passo é muito eficiente. Enquanto que, no método de barreira modificada, a 

maior dificuldade encontrada é o cálculo do tamanho do passo para atualização das 

variáveis, pois caso isso seja feito sem um critério de parada bem fundamentado o 

processo computacional pode consumir tempo e até divergir. Finalmente, o método de 

Newton apresenta um excelente desempenho para problemas somente com restrições de 

igualdade. Contudo, para restrições de desigualdade, exige-se que se conheça o conjunto 

ativo na solução, o que pode dificultar o processo de convergência.  

 

Assim, com o objetivo de aproveitar as melhores características dos métodos 

citados anteriormente, é proposta uma abordagem formada pela combinação desses 

métodos, a qual é denominada método da função Lagrangiana barreira modificada. Essa 

abordagem trata as restrições de desigualdade pelo método de barreira modificada. 

Assim, as restrições de desigualdade são transformadas em igualdades por meio da 

introdução de variáveis de folga ou excesso positivas, as quais são relaxadas usando o 

parâmetro de barreira e tratadas pela função barreira modificada. Associa-se a esse 
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problema uma função Lagrangiana. As condições necessárias de primeira ordem são 

aplicadas, resultando num sistema não-linear aqui resolvido pelo método de Newton. 

Esta solução fornece as direções de busca que são utilizadas juntamente com os passos 

para atualização das variáveis duais − os multiplicadores de Lagrange associados às 

igualdades − e das variáveis primais − o vetor x e as variáveis de folga ou excesso. Os 

multiplicadores de Lagrange associados à função barreira modificada são atualizados 

pela regra de Polyak (1992), e o parâmetro de barreira é atualizado pela regra de 

Melman e Polyak (1996). 

 

Nas próximas seções, apresenta-se a função Lagrangiana barreira modificada, 

seu método, seu algoritmo e um exemplo ilustrativo. 

 

4.2- FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA 

 

Apresenta-se a função Lagrangiana barreira modificada, baseada nos conceitos 

dos métodos de otimização citados.  

 

Considere o problema de programação não-linear:  

 

n,...,2,1cxxx

p,...,2,1j0)x(h
nm,...,2,1i0)x(gasujeito

)x(fMinimizar

ccc

j

i

=≤≤

=≥
<==

                                                                   (4.1)                   

 

sendo . n
n1

T R)x,...,x(x ∈=

 

Dado o problema (4.1), acrescentam-se variáveis de folga ou excesso positivas 

para transformar as restrições de desigualdade em restrições de igualdade da seguinte 

maneira: 
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                                                                            (4.2)  

 

sendo (s2)T=(s2 1 , ... ,s2 n ), com s2 0k ≥ , e (s3)T=(s3 1 , ... ,s3 n ), com s3 0k ≥ , k = 1, ... ,n. 

As variáveis s1j, j=1,...,p, bem como as componentes do vetor s3 são variáveis de 

excesso, e as componentes do vetor s2 são variáveis de folga. Denominam-se s1, s2 e s3 

de vetores auxiliares.   

 

Na seqüência, aplica-se uma relaxação, nas condições de não-negatividade do 

problema (4.2), usando o parâmetro de barreira e tem-se: 
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==−
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K

K

K

                                                                            (4.3) 

 

em que µ  > 0 é o parâmetro de barreira. 

 

O método proposto por Polyak é utilizado para transformar o problema (4.3) no 

seguinte problema modificado:  
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Associa-se ao problema (4.4) a seguinte função Lagrangiana: 

                                                                            

∑∑∑∑

∑∑∑

====

=

−

=

−

=

−

−−π−−+π−−π−λ−

++µ++µ++µµ−=

n

1k
kk3kk3

n

1k
kk2kk2

p

1j
j1jj1

m

1i
ii

n

1k
k3

1
k3

n

1k
k2

1
k2

p

1j
j1

1
j1

)xsx()xsx()s)x(h()x(g

))1sln(u)1sln(u)1sln(u()x(fL
   ,       (4.5)                    

 

sendo u1j, j=1,2,...,p, u2k e u3k, k = 1, ... ,n, k3k2j1i e,, πππλ  os multiplicadores de 

Lagrange. A função (4.5) é denominada função Lagrangiana barreira modificada.                              

 

4.3- MÉTODO DA FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA 

 

Apresenta-se o método da função Lagrangiana barreira modificada (FLBM), 

para a resolução do problema (4.1), utilizando a função (4.5). A solução do problema 

(4.1) é encontrada por meio da resolução de uma seqüência de problemas irrestritos. As 

condições necessárias de primeira-ordem são aplicadas sobre a função Lagrangiana 

barreira modificada (4.5), gerando um sistema de equações não-lineares, como segue: 

 

( 0,,,,s,s,s,xL 321321 ) =πππλ∇ ,                                                                                 (4.6) 

 

sendo: 
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com:  

 

))x(g),...,x(g()x(J mx1x
T ∇∇= , e 

))x(h),...,x(h),x(h()x(J px2x1x
T

1 ∇∇∇= , as quais são denominadas matrizes 

Jacobianas. 

 

O sistema de equações não-lineares (4.7) é solucionado utilizando o método de 

Newton. A aplicação do método de Newton gera as direções de busca (∆x, ∆s1, ∆s2, ∆s3, 

∆λ, ∆π1, ∆π2, ∆π3), as quais serão usadas para a atualização das variáveis do sistema, e 

resulta num sistema matricial, que, pode ser representado de forma simplificada como: 

 

LdW −∇=∆                                                                                                                 (4.8) 

 

em que: 
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é a matriz Hessiana da função Lagrangiana, sendo  
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e as submatrizes S1, S2 e S3 são dadas por: 
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Os vetores das variáveis x, s, λ e π são atualizados da seguinte forma:  
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k
d

k1k λ∆α+λ=λ +  

k
1d

k
1

1k
1 π∆α+π=π +  

k
2d

k
2

1k
2 π∆α+π=π +  

k
3d

k
3

1k
3 π∆α+π=π +  

 

em que dp e αα  são os passos utilizados na atualização das variáveis primais e duais, 

respectivamente.  

 

Neste trabalho, adotou-se para o cálculo do passo máximo uma adaptação da 

estratégia utilizada por Granville (1994), Quintana et al. (1995), entre outros. O passo 

primal é determinado pelo menor valor entre os componentes das variáveis auxiliares 

positivas e o valor 1. O objetivo do passo primal é garantir que as variáveis primais 

obedeçam seus limites na solução e é dado por:  
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O passo dual é calculado de forma que cada componente dos vetores duais 

 permaneçam com seus respectivos sinais, isto é:  321 e,, πππλ
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 O parâmetro de barreira é atualizado segundo Melman e Polyak (1996), como 

segue: 
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em que r é o número de restrições de desigualdade do problema e  
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O vetor dos multiplicadores de Lagrange, u, é atualizado pela regra de Polyak 

(1992), da seguinte forma:  

                                                                                                                                  

1k1k

1kk
1k

s
uu ++

+
+
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4.4- ALGORITMO  

 

O método da função Lagrangiana barreira modificada pode ser apresentado pelo 

seguinte algoritmo: 

 

1. Dado o problema (4.1), construa a função Lagrangiana (4.5); 

2. Faça k=0 e dê uma estimativa inicial para , , e ; ),,s,x(d kkkkk πλ= 0uk > 0k >µ
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3. Determine o gradiente e a matriz Hessiana da função Lagrangiana, e resolva o 

sistema (4.8); 

4. Calcule os passos primais e duais. Atualize as variáveis do problema. Faça 

k=k+1;  

5. Atualize µ e os multiplicadores de Lagrange, u, utilizando (4.12) e (4.13) 

respectivamente. 

6. Se o critério de parada está satisfeito então pare. Caso contrário, vá para o passo 

3; 

 

O ponto inicial pode ser infactível ao problema original, mas deve satisfazer a 

condição µ−>s . Na solução as condições  e 0s ≥ 0e0,0 321 >π<π>π  devem ser 

satisfeitas. 

 

O critério de parada é um teste para verificar a convergência do algoritmo, como 

apresentado por Torres e Quintana (1998), da seguinte forma: 
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Se os critérios  estão satisfeitos, então a factibilidade 

primal e dual escalar estão garantidas, o que significa que na iteração k tem-se uma 

solução que satisfaz as condições de KKT com precisão ξ

3
k
32

k
21

k
1 e, ξ≤νξ≤νξ≤ν

1. Quando problemas 

numéricos impedem a verificação destas, o algoritmo pára assim que a factibilidade das 

restrições de igualdade é alcançada e as mudanças no valor da função objetivo e das 
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variáveis são desprezíveis. Valores típicos para as tolerâncias são ξ1=10-3, ξ2=10-2 e 

ξ3=10-1.  

Observa-se que o algoritmo apresentado é eficiente e a trajetória de otimização 

passa pelo interior da região factível relaxada. Em razão da estrutura esparsa da matriz 

W, do método de Newton, utilizam-se técnicas eficientes de esparsidade.  

 

4.5- EXEMPLO ILUSTRATIVO  

 

Para exemplificar, aplica-se o método da função Lagrangiana barreira 

modificada ao seguinte problema de otimização, proposto por Baptista (2001).  
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Nesse exemplo, o algoritmo do método da FLBM foi implementado em Fortran. 

A função Lagrangiana barreira modificada associada ao problema (4.14) é:  
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As condições necessárias de primeira-ordem são aplicadas à função Lagrangiana 

barreira modificada (4.15), gerando um sistema de equações não-lineares, como segue: 

 

( 0,,,,s,s,s,x,xL 32132121 =πππλ∇ ,                                                                                   

 

sendo: 
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O método de Newton é aplicado ao sistema de equações não-lineares (4.16) para 

determinar as direções de busca das variáveis 1x∆ , 2x∆ , 1s∆ , , , 2s∆ 3s∆ λ∆ , 1π∆ , 

 e  resultando em: 2π∆ 3π∆

 

LdW −∇=∆ ,                                                                                                                

 

sendo: 

 

),,,,s,s,s,x,x(d 32132121
T π∆π∆π∆λ∆∆∆∆∆∆=∆  e 

W a matriz Hessiana da função Lagrangiana, dada por: 
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com: 
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Os vetores das variáveis x, s, λ e π são atualizados usando (4.9). O parâmetro de 

barreira µ e o vetor dos multiplicadores de Lagrange, u, são atualizados utilizando 

(4.12) e (4.13), respectivamente.    

                                                               

A Tabela 1 apresenta o processo de convergência do método da função 

Lagrangiana barreira modificada aplicado ao problema (4.14) para um ponto inicial 

factível. Na Tabela 1, It. é o número da iteração e F. Ob. é o valor da função objetivo. 

Os valores iniciais das variáveis auxiliares são dados por s1 =-x1
2+x2; s2=-x2+2; s3 = x2-

1,50 e dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições de igualdade e 

desigualdade por λ=0; π1=-u1/((s1/µ)+1); π2=-u2/((s2/µ)+1); π3=u3/((s3/µ)+1), 

respectivamente. As equações utilizadas para calcular os valores iniciais de s1, s2, s3, π1, 

π2 e π3 são obtidas a partir do sistema (4.6). Neste exemplo as tolerâncias foram de 

ξ1=10-4, ξ2 = 10-2 e ξ3 = 10-1.  

 

A Tabela 2 mostra os valores dos multiplicadores de Lagrange durante o 

processo de otimização. Observa-se da Tabela 1 que o problema convergiu em 3 

iterações com a restrição de desigualdade (x1
2-x2-s1≤0) ativa na solução.  

 

Tabela 1 – Convergência do método da FLBM aplicado ao problema (4.14). 

It. F. Ob. x1 x2 s1 s2 s3 µ αp αd

0 7,950 1,100 1,900 0,690 0,100 0,400 0,950 - - 
1 4,435 1,316  1,684 -9,31e-10 0,316 0,184 0,491 0,806 1,000
2 4,610 1,303 1,697 -2,65e-4 0,303 0,197 0,289 1,000 1,000
3 4,612 1,303 1,697 1,406e-4 0,303 0,197 0,190 1,000 1,000

 

Tabela 2 – Valores dos multiplicadores de Lagrange. 

It. λ π1 π2 π3 u1 u2 u3

0 0 -2,230 -0,005 0,007 3,850 0,006 0,010 
1 4,303 -3,281 -0,004 0,008 3,850 0,004 0,007 
2 4,512 -3,851 -0,002 0,005 3,854 0,002 0,004 
3 4,509 -3,857 -0,001 0,003 3,851 0,001 0,002 



Capítulo 4 – Método da Função Lagrangiana Barreira Modificada                                                           51                

Para uma melhor visualização do processo de convergência do método para o 

problema (4.14), apresenta-se a Figura 1. Verifica-se na Figura 1 que, a partir de um 

ponto inicial factível, o método procura um ponto na região factível relaxada, a seguir 

retorna a região factível e caminha pelo interior até atingir a solução ótima do problema, 

mantendo satisfeitas a restrição de igualdade e a restrição canalizada da variável x2 

durante todo o processo de otimização.           

 

x2

 

Figura 1 - Convergência para o ponto inicial na região factível. 

 

A Tabela 3 apresenta o processo de convergência do método da função FLBM 

aplicado ao problema (4.14), para um ponto inicial infactível para o problema original, 

isto é, na região factível relaxada. Neste exemplo as tolerâncias foram de ξ1=10-4, ξ2 = 

10-2 e ξ3 = 10-1. 

 

Tabela 3 – Convergência do método FLBM aplicado ao problema (4.14). 

It. F. Ob. x1 x2 s1 s2 s3 µ αp αd

0 11,586 1,600 2,500 -0,060 -0,500 1,000 1,600 - - 
1 4,422 1,324  1,676 -7,20e-4 0,324 0,176 0,768 1,000 0,521
2 4,611 1,303 1,697 4,24e-4 0,303 0,197 0,415 1,000 1,000
3 4,611 1,303 1,697 -7,50e-12 0,303 0,197 0,190 0,151 1,000

x1



Capítulo 4 – Método da Função Lagrangiana Barreira Modificada                                                           52                

A Tabela 4 mostra os valores dos multiplicadores de Lagrange durante o 

processo de otimização. 

 

Tabela 4 – Valores dos multiplicadores de Lagrange. 

It. λ π1 π2 π3 u1 u2 u3

0 0 -4,000 -0,007 0,006 3,850 0,005 0,010 
1 2,341 -3,794 -0,000 0,009 3,854 0,003 0,008 
2 4,509 -3,854 -0,003 0,006 3,850 0,002 0,006 
3 4,506 -3,850 -0,001 0,004 3,850 0,001 0,003 

 

Observa-se que o problema convergiu em 3 iterações com a restrição de 

desigualdade (x1
2-x2-s1≤0) ativa na solução. A Figura 2 apresenta o processo de 

convergência do método para os dados da Tabela 3. Nota-se um comportamento 

semelhante ao da Figura 1 com exceção do ponto inicial.   

 

x2

 
x1

Figura 2 - Convergência para o ponto inicial na região factível relaxada. 

 

No próximo capítulo, será apresentada a aplicação do método da função 

Lagrangiana barreira modificada ao problema de fluxo de potência ótimo. 



 

CAPÍTULO 5 
 

 

PROBLEMA DE FLUXO DE POTÊNCIA ÓTIMO 
 

 

Neste capítulo apresenta-se o modelo do problema de FPO. Aplica-se o método 

da função Lagrangiana barreira modificada ao problema de FPO reativo e discute-se a 

sua implementação computacional. 

 

5.1- INTRODUÇÃO 

 

O FPO é um problema não-linear e estático que busca encontrar um ponto de 

operação otimizado para o sistema elétrico, que satisfaça todas as restrições físicas e 

operacionais e ainda minimize uma função objetivo. Essa função pode ser de perdas 

ativa no sistema de transmissão, de custo na geração de energia, de alocação de reativos, 

entre outras. As restrições são formadas pelas equações de balanço, pelos limites 

operativos dos equipamentos que compõem a rede elétrica e outras restrições inerentes à 

operação de um sistema elétrico. O problema de FPO não é simples, pois a solução 

encontrada deve respeitar todas essas restrições, limites e satisfazer a função objetivo.   

 

O FPO tem aplicação em vários problemas de planejamento da expansão e 

operação e de operação em tempo-real, tais como: 

 

• Minimização de perdas; 

• Alocação de fontes de potência reativa (planejamento da expansão do suporte de 

reativos); 

• Despacho econômico e seguro (operação em tempo-real, simulação do despacho 

em estudos de planejamento da operação e expansão); 

• Redespacho preventivo e corretivo (operação em tempo-real); 

• Tarifação de serviços de transmissão; 

• Determinação de preços nodais de energia; 

• Planejamento da expansão de sistemas de transmissão; 
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• Avaliação da confiabilidade composta de sistemas geração e transmissão. 

 

O FPO é um termo genérico que corresponde a uma ampla classe de problemas, 

dentre os quais se destaca o problema de FPO reativo, que é o modelo do problema de 

FPO utilizado neste trabalho, apresentado na próxima seção.  

 

5.2- FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE FPO 

 

 O FPO pode ser representado matematicamente através de um problema geral de 

otimização com restrições de igualdade e desigualdade como:  

 

n,...,2,1cxxx

p,...,2,1j0)x(h
nm,...,2,1i0)x(gasujeito

)x(fMinimizar

ccc

j

i

=≤≤

=≥
<==

                                                       (5.1) 

                                                                                

sendo: 

x = (V,θ,t) ∈ nR :  vetor das variáveis de controle e de estado; 

f(x): função objetivo que representa o desempenho do sistema (função escalar); 
mR0)x(g ∈= : vetor das equações do fluxo de potência onde nm < ; 
pR0)x(h ∈≥ : vetor das inequações funcionais da rede elétrica; 

:xex  vetor dos limites inferiores e superiores das variáveis x, respectivamente. 

  

 O vetor das variáveis de controle e de estado, x, representa a magnitude de 

tensão (V), o ângulo da tensão (θ) e o tap dos transformadores (t). A função objetivo, 

f(x) pode ser as perdas de potência ativa na transmissão, o custo na geração, entre 

outras. As restrições de igualdade g(x) são as equações do fluxo de potência obtidas 

impondo-se as Leis de Kichhoff a rede elétrica. As restrições de desigualdade h(x) 

representam as restrições funcionais como: a potência reativa nas barras de controle de 

reativos, potência ativa na barra slack, os fluxos ativos e reativos nas linhas de 

transmissão, entre outras. 

 

As variáveis do problema de FPO podem ser caracterizadas como: 
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• Variáveis dependentes: 

 - tensão nas barras de carga do sistema; 

- ângulo em todas as barras do sistema menos a de referência angular; 

- potência reativa nas barras com controle de reativo e referência;  

- potência ativa na barra de referência.  

 

• Variáveis de controle: 

 - tensão nas barras de controle de reativos do sistema; 

 - tap dos transformadores; 

- potência ativa gerada nas barras de geração. 

 

Ao reescrever (5.1) utilizando as equações do fluxo de potência, a função 

objetivo e as demais restrições, conforme Monticelli (1983), tem-se o seguinte problema 

de FPO reativo: 

 

Minimizar  ∑
∈

θ
NL)m,k(

km ),V,t(f  

sujeito a                   i =1, ... , NBCCR 0),V,t(Pi =θ∆

                                 j =1, ... ,NBC 0),V,t(Q j =θ∆

       lll
Q),V,t(QQ ≤θ≤                      l = 1,..., NBCR                         (5.2) 

                   ooo ttt ≤≤               o = 1, ..., NT 

                   ppp VVV ≤≤                          p = 1, ..., NB 

 

em que: 

• V e θ são os vetores da magnitude e fase da tensão respectivamente; 

• t é o tap do transformador;  

•  é a função de perdas de potência ativa na transmissão na linha km, 

dada por: 

),V,t(fkm θ

 

)cosVV2VV(g),V,t(f kmmk
2
m

NL)m,k(

2
kkmkm θ−+=θ ∑

∈

           (5.3) 
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• as equações de balanço do sistema elétrico são dadas por: 

 

a) Potência ativa para as barras de carga e de controle de reativo: 

 

)senbcosg(V)Vt(g)Vt(),V,t(P

;),V,t(PPP),V,t(P

kmkmkmkmmkkm
2

kkm

m
km

C
k

G
kk

θ+θ−=θ

θ−−=θ∆ ∑
Ω∈   (5.4) 

 

b) Potência reativa para as barras de carga: 
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• Limite na geração de potência reativa para as barras de controle de reativo: 

 

             (5.6) 
)sengcosb(V)Vt(

)bb()Vt(),V,t(Q
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•  são a condutância, a susceptância e a susceptância shunt da 

linha, respectivamente; 

sh
kmkmkm beb,g

•  são as potências ativas, geradas e consumidas, respectivamente; 
C
k

G
k PeP

•  são as potências reativas, geradas e consumidas, respectivamente; 
C
k

G
k QeQ

• 
k

Q  e kQ  são os limites mínimos e máximos de geração de potência reativa; 

• kV  e kV  são os limites mínimos e máximos das magnitudes das tensões; 

• it  e it  são os limites mínimos e máximos dos taps variáveis dos 

transformadores; 

•  é o conjunto de todas as barras vizinhas à barra k, incluindo ela mesma; Ω

• NL é o número total de linhas de transmissão; 

• NB é o número de barras do sistema elétrico; 

• NBC é o número de barras de carga; 

• NBCR é o número de barras de controle de reativo; 



Capítulo 5 – Problema de Fluxo de Potência Ótimo                                                                   57

• NBCCR é o número de barras de carga e de controle de reativos; 

• NT é o número de transformadores com tap variável. 

 

 A variável de controle tap de transformador foi considerada de forma contínua, 

como as demais variáveis. O modelo utilizado para essa variável está representado na 

Figura 3.   

 

ykm

vmvk

1:t

vk t 
 

 

 

 

Figura 3 - Modelo utilizado para a variável tap do transformador. 

 

O problema de FPO apresentado é FPO reativo. O aspecto reativo em um 

sistema de energia está relacionado principalmente ao controle da tensão nas barras. No 

FPO reativo, as variáveis associadas com a potência ativa estão todas fixas e as 

variáveis de controle estão associadas com a potência reativa. A função objetivo em 

(5.2) são as perdas ativa nas linhas de transmissão, essa função é não separável e não 

permite simplificações. Esse fato dificulta a solução do problema de FPO, segundo 

Monticelli e Liu (1992).    

 

 Existem muitas técnicas de otimização para solução do problema (5.1). A 

técnica de solução utilizando pontos interiores é considerada como uma alternativa 

eficiente para solução de problemas de otimização de sistemas de potência, devido a sua 

eficiência. Entre as variantes do método de pontos interiores, o método primal-dual 

barreira logarítmica tem sido amplamente aplicado para solução de (5.1). Como 

variantes do método de barreira modificada aplicadas ao problema de FPO pode-se citar 

Adibi et al. (2003) e Sousa et al. (2004). Nas próximas seções, apresenta-se o método da 

função Lagrangiana barreira modificada aplicado ao problema de FPO reativo. Este 

método é uma combinação dos métodos de pontos interiores primal-dual e de barreira 

modificada.           
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5.3- A FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA ASSOCIADA AO 

PROBLEMA DE FPO REATIVO 

 

Apresenta-se, nesta seção, a função Lagrangiana barreira modificada aplicada ao 

problema de FPO reativo. Dado o problema (5.2), transformam-se todas as 

desigualdades em igualdade, utilizando variáveis auxiliares. As variáveis auxiliares 

referentes às restrições das magnitudes de tensão, tap dos transformadores e de geração 

de potência reativa são relaxadas. Desta forma, obtém-se a função Lagrangiana barreira 

modificada associada: 
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em que:    

• µ - parâmetro de barreira; 

• s kV  - variável auxiliar inferior associada a Vk; 

• s kV  - variável auxiliar superior associada a Vk; 

• s lt  - variável auxiliar inferior associada a tl; 

• s lt  - variável auxiliar superior associada a tl; 

• s
m

Q  - variável auxiliar inferior associada à equação da variável Qm 

• s mQ  - variável auxiliar superior associada à equação da variável Qm 

•  - multiplicador de Lagrange associado à equação iPλ iP∆ ; 

•  - multiplicador de Lagrange associado à equação jQλ jQ∆ ; 

• π kV  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de Vk; 

• π kV - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de Vk; 
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• π lt  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de tl; 

• π lt  - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de tl; 

• π mQ  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de Qm; 

• π
m

Q  - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de Qm; 

• u kV  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de s kV ; 

• u kV - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de s kV ; 

• u lt  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de s lt ; 

• u lt  - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de s lt ; 

• u mQ  - multiplicador de Lagrange associado à equação superior de s mQ ; 

• u
m

Q  - multiplicador de Lagrange associado à equação inferior de s
m

Q ; 

 

5.4- MÉTODO DA FUNÇÃO LAGRANGIANA BARREIRA MODIFICADA 

APLICADO AO PROBLEMA DE FPO REATIVO 

 

Apresenta-se o método da função Lagrangiana barreira modificada, para a 

resolução do problema de FPO reativo, utilizando a função (5.7).  

 

Aplicando as condições necessárias de primeira-ordem à função Lagrangiana 

barreira modificada (5.7), em relação às variáveis t, V, θ, λP, λQ, s kV , s lt , s mQ , s kV , 

s lt , s
m

Q , π kV , π lt , π mQ , π kV , π lt  e π
m

Q , obtém-se o seguinte sistema de equações 

não-lineares: 
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em que:  
T
pλ =(λPi ), i=1,...,NB-1; 

T
Qλ =(λQi ), i=1,...,NBC; 

JP=(∇∆Pi ), i=1,...,NB-1; 

JQ=(∇∆Qi ), i=1,...,NBC. 

 

A aplicação do método de Newton ao sistema (5.8) resulta no sistema matricial, 

o qual, em sua forma simplificada, é representado por: 

 

LdW −∇=∆                                                                                                                (5.9) 

 

em que: 
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TL∇ ∈ 3NT5NBCR3NB8R −++ . 

 

Definidos o vetor gradiente, L∇ , e a matriz Hessiana da função Lagrangiana, W, 

o sistema (5.6) é resolvido, e determina-se o vetor das direções de busca, d∆ . As 

variáveis são atualizadas utilizando o vetor d∆  juntamente com os passos primais e 

duais; e o parâmetro de barreira pela regra de correção.  

 

5.4.1- MATRIZ HESSIANA DA FUNÇÃO LAGRANGIANA 

 

 A matriz Hessiana da função Lagrangiana (W) do sistema (5.9) é esparsa, ou 

seja, possui poucos elementos não nulos, e esta característica é explorada no processo 

de solução do sistema. 
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 A dimensão da matriz W é muito maior do que a dimensão da matriz utilizada 

nos métodos de penalidade e de Newton juntos. Nesses métodos, o sistema a ser 

resolvido é formado pelas matrizes Hessiana ( ),x(H λ ) e Jacobiana (J(x)). Esses 

também não possuem as matrizes identidades e as sub-matrizes referentes às variáveis 

de folga ou excesso presentes na matriz W, do sistema dado em (5.9), isto é:  
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                                                         (5.10)     

 

 A matriz Hessiana da função Lagrangiana barreira modificada em (5.9), tem 

ordem dada por: 

 

Ordem = 8*NB + 3*NBCR + 5*NT – 3                                                            (5.11)  

 

 A presença na matriz W de matrizes identidades e de sub-matrizes referentes às 

variáveis de folga ou excesso, as quais possuem elementos somente na diagonal 

principal, é um atrativo na implementação do algoritmo.      

  

5.4.2- VALORES INICIAIS DAS VARIÁVEIS 

 

 Os valores iniciais das variáveis magnitudes das tensões e taps dos 

transformadores e das restrições de geração de reativos devem estar dentro de seus 

limites relaxados. As equações de balanço do fluxo de potência do problema (5.2) não 

precisam ser satisfeitas no início do processo iterativo. As variáveis de folga ou excesso 

(si =1, 2, 3, 4, 5, 6) podem ser calculadas inicialmente em função das demais variáveis 

utilizando as equações (5.8j), (5.8l), (5.8m), (5.8n), (5.8o) e (5.8p), respectivamente. O 

valor inicial do parâmetro de barreira, µ, é determinado pelo usuário. Os vetores dos 

multiplicadores de Lagrange, u, associados com a função barreira modificada são 

iniciados com valor 1 ou outro valor maior que zero. Após calcular os valores iniciais 

dos vetores referentes às variáveis de folga ou excesso, e obtido o parâmetro de barreira 

e as estimativas dos multiplicadores de Lagrange, u, os vetores dos multiplicadores de 

Lagrange (πi, i =1, 2, 3, 4, 5, 6) podem ser calculados inicialmente utilizando as 

equações (5.8d), (5.8e), (5.8f), (5.8g), (5.8h) e (5.8i), respectivamente. Os vetores dos 
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multiplicadores de Lagrange para as restrições de igualdades, λ, são sempre iniciados 

com o valor nulo. Esses multiplicadores são irrestritos quanto ao sinal, podendo ser 

negativos ou positivos.                   

 

5.5- IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

 

 A implementação computacional do método da função Lagrangiana barreira 

modificada, apresentada neste trabalho, foi realizada em linguagem de programação 

FORTRAN. O programa foi desenvolvido em um microcomputador Pentium IV – 2 

GHz, com 256 Mbytes de memória RAM, do Laboratório de Otimização em Sistemas 

Elétricos de Potência (LOSEP), do Departamento de Engenharia Elétrica da Escola de 

Engenharia de São Carlos (EESC – USP). Na implementação utilizou-se dupla precisão 

aritmética. 

 

 Para uma melhor visualização e entendimento da estrutura do programa de FPO 

reativo, segue o fluxograma mostrado na Figura 4. 
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VARIÁVEIS

LEITURA

PARÂMETROS

TOPOLOGIA

INICIAR

GRADIENTE

Figura 4 - Fluxograma do programa de FPO reativo. 

 

 A seguir tem-se uma breve descrição das sub-rotinas implementadas, que 

formam o programa de FPO reativo: 

 

Variáveis - faz a declaração das variáveis utilizadas no programa (variáveis globais). 

 

Leitura - rotinas responsáveis pela leitura dos dados de barras, das linhas de 

transmissão e dos limites de tensão. Estas informações estão contidas em bancos de 

dados que fornecem os dados iniciais da rede elétrica. 

LAGRANGIANA

MA28

ATUALIZAÇÃO 

CRITÉRIO 
DE PARADA 

NÃO 
SATISFEITO 

SATISFEITO 

SAÍDA 
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Parâmetros - faz a leitura dos parâmetros de barreira µ. O valor inicial dos parâmetros 

deve ser fornecido pelo usuário para cada sistema a ser resolvido.    
 

Topologia - fornece a topologia da rede, ou seja, descreve as ligações existentes entre as 

barras do sistema. É de fundamental importância para a criação do vetor gradiente e da 

matriz Lagrangiana. 
 

Iniciar - rotinas responsáveis pelo cálculo dos valores iniciais das variáveis de folga e 

dos multiplicadores de Lagrange. 
 

Gradiente - constrói o vetor gradiente da função Lagrangiana. 
 

Lagrangiana - rotinas responsáveis pela construção da matriz Hessiana da função 

Lagrangiana, esta é construída em um formato vetorial. 
 

MA28ad - rotina responsável pela fatoração LU. Na chamada desta rotina, fornece-se 

como informação a matriz Hessiana da função Lagrangiana no formato vetorial. 
 

MA28cd - rotina responsável pela solução do sistema de equações resultante da 

aplicação do método de Newton. Na chamada desta rotina, são fornecidos como 

informação a matriz Hessiana da função Lagrangiana e o vetor gradiente.  
 

Atualização - rotinas responsáveis pela atualização das variáveis primais e duais do 

problema de FPO reativo e do parâmetro de barreira.  
 

Saída - gera o arquivo de saída que contém os resultados obtidos pelo programa, ou 

seja, os valores das magnitudes de tensão, ângulos, taps, reativos, etc. 
 

 O critério de parada do programa de FPO reativo é satisfazer as equações do 

fluxo de potência dentro de uma tolerância e as condições de KKT, minimizando a 

função objetivo. 

 

 Observa-se, no sistema (5.9), que a matriz Hessiana da função Lagrangiana (W) 

tem uma estrutura esparsa. Verifica-se que, em sistemas reais, o “grau de esparsidade” 

dessa matriz, cresce com o aumento das dimensões da rede elétrica. Em virtude da sua 
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esparsidade, o armazenamento de W foi realizado de forma compacta, isto é, somente os 

elementos diferentes de zero foram armazenados - com o auxílio do módulo Topologia. 

Aplica-se a técnica de esparsidade fornecida pela rotina MA28.f, desenvolvida pelo 

Grupo de Algoritmos Numéricos do Laboratório de Harwell, do United Kingdom 

Atomic Energy Authority. Essa rotina determina a solução de sistemas lineares esparsos, 

utilizando uma variante da eliminação de Gauss para esses sistemas, conforme Duff e 

Reid (1979). Os principais parâmetros utilizados na sub-rotina MA28 são: 
 

nw - ordem da matriz Hessiana da função Lagrangiana (W); 

nz - número de elementos diferentes de zero da matriz W; 

a - vetor contendo os elementos diferentes de zero da matriz W; 

irn - vetor contendo a posição da linha dos elementos diferentes de zero da matriz W; 

lirn - dimensão do vetor irn, lirn ≥ nz 

icn - vetor contendo a posição da coluna dos elementos diferentes zero da matriz W; 

licn - dimensão do vetor a e do icn, licn ≥ 2nz; 

grad - vetor contendo os elementos do vetor gradiente; após a solução do sistema linear 

o vetor grad retorna da rotina MA28.f com os elementos do vetor direção de busca ∆d 

do sistema (5.6): .   LdW −∇=∆

 

 A rotina MA28.f faz a fatoração LU de uma matriz simétrica de posição. Essa 

rotina realiza todo o processo numérico para a solução do sistema com duas matrizes: 

uma triangular superior e outra inferior. A matriz Hessiana da função Lagrangiana 

gerada no processo de solução do problema de FPO reativo é simétrica de valor e de 

posição, e não existe, portanto, a necessidade de trabalhar com essa matriz completa. Se 

fosse usada apenas uma matriz triangular superior ou inferior, economizar-se-ia em 

memória e tempo de processamento, uma vez que o número de elementos é bem menor. 

Logo, a rotina MA28.f não é a ideal para o problema, porém era a melhor rotina que 

estava à disposição durante a execução deste trabalho.   

 

               No próximo capítulo apresentar-se-ão os resultados dos testes obtidos através 

da aplicação do método da função Lagrangiana barreira modificada ao problema de 

FPO, discutindo seu desempenho.          



CAPÍTULO 6 
 

 

RESULTADOS DOS TESTES  
 

 

Neste capítulo são apresentados os resultados dos testes obtidos da aplicação do 

método da FLBM ao problema de FPO reativo, com o objetivo de validar o método. Os 

testes foram divididos em três partes: a primeira com os métodos da FLBM e PDBL; a 

segunda é um teste comparativo usando uma variação da abordagem da FLBM sem e 

com o método preditor-corretor; e a terceira é um estudo do condicionamento numérico 

da matriz Hessiana da função Lagrangiana. Os sistemas elétricos de potência estudados 

para verificar a eficiência da abordagem proposta foram o de 3 barras, proposto por 

Dommel e Tinney (1968); do IEEE 14, 30, 118, 162 e 300 barras obtidos no sítio 

(http://www.ee.washington.edu/research/pstca acessado em: 04/08/04); o equivalente 

CESP 440 kV, com 53 barras e o equivalente brasileiro sul-sudeste com 787 barras 

obtidos no sítio (http://www.sel.eesc.sc.usp.br/lose/ acessado em: 01/09/05). Em todos 

os testes, a função objetivo a ser minimizada foi de perdas de potência ativa na 

transmissão, tendo como restrições de igualdade as equações do fluxo de potência e 

como variáveis canalizadas os taps, as magnitudes de tensão e a restrição canalizada de 

geração de reativos nas barras de controle de reativo. Em todos os sistemas elétricos 

utilizados a potência de base foi de 100 MVA. 

 

6.1- TESTES COM O MÉTODO DA FLBM  

 

 O método da FLBM foi aplicado aos sistemas de 3 barras, o equivalente CESP 

53 barras e o brasileiro equivalente sul-sudeste com 787 barras. O método PDBL foi 

aplicado a esses sistemas e utilizado como referência para o ponto de operação 

encontrado. Os dois métodos foram implementados em Fortran com estruturas 

semelhantes para possibilitar a comparação do processo de convergência e do tempo de 

processamento.      
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6.1.1- SISTEMA DE 3 BARRAS   

 

 Este exemplo foi proposto por Dommel e Tinney (1968) e tem como finalidade 

exemplificar a aplicação do método da FLBM. Para o método PDBL será apresentado 

somente um resumo do processo de otimização. O sistema de 3 barras, da Figura 5, tem 

as seguintes características: 

 

• 1 barra de referência (Slack - SL) – barra 1; 

• 1 barra de controle de reativo (CR) – barra 2; 

• 1 barra de carga (CG) – barra 3; 

• 2 linhas de transmissão.   

 

 

Figura 5 - Sistema elétrico de 3 barras. 

  

No modelo do problema de FPO reativo associado ao sistema da Figura 5, tem-

se para a barra de controle de reativo, uma equação de balanço da rede (∆P2). Para a 

barra de carga têm-se duas equações de balanço da rede (∆P3 e ∆Q3). Para a barra de 

controle de reativo, tem-se a restrição canalizada de geração de potência reativa 

(Q2(V,θ)). Todas as magnitudes de tensão são canalizadas, possuindo limites mínimos e 

máximos. Essa modelagem é dada por:           
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A resolução do problema (6.1) pelo método da função Lagrangiana barreira 

modificada exige que as restrições de desigualdade sejam transformadas em igualdade 

através da adição de variáveis de folga ou excesso positivas, as quais serão relaxadas 

usando o parâmetro de barreira. Desta forma (6.1) passa a ser reescrito da seguinte 

maneira: 
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 Ao problema (6.2) associa-se a função Lagrangiana barreira modificada. Para 

cada restrição do problema tem-se um multiplicador de Lagrange correspondente. A 

função Lagrangiana é dada por: 
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 As condições necessárias de primeira-ordem são aplicadas em (6.3), gerando um 

sistema de equações não-lineares, o qual será resolvido pelo método de Newton 

obtendo-se as direções de busca para a atualização das variáveis do sistema. O 

parâmetro de barreira foi atualizado utilizando (4.12).  

 

 A seguir, apresenta-se passo a passo o processo de convergência do método 

destacando-se o valor de todas as variáveis do problema, dos multiplicadores de 

Lagrange e dos valores das potências ativa e reativa nas barras. A magnitude da tensão 

na barra 3 é fixa e igual a 1.0 p.u. como proposto por Dommel e Tinney (1968).   

 

Estado Inicial do Sistema 
 

O estado inicial do sistema e os limites utilizados para o nível de tensão e 

geração de reativos são mostrados nas Tabelas 5 e 6, respectivamente. Os valores 

iniciais dos multiplicadores de Lagrange e das variáveis de folga ou excesso são 

apresentados nas Tabelas 7, 8 e 9, respectivamente.  

 
Tabela 5 – Estado inicial do sistema de 3 barras. 

Barra k Tipo Vk (p.u.) Angk (°) Pk
g 

(MW) Pk
c 

(MW) Qk
g (MVAr) Qk

c (MVAr)

1 SL 1,00 0,00 - - - - 
2 CR 1,00 -2,00 170 0 - - 
3 CG 1,00 -5,00 0 200 0 100 

  

 
Tabela 6 – Limites para as tensões e reativos. 

Barra k kV (p.u.) kV (p.u.) k
Q (MVAr) kQ (MVAr) 

1 0,95 1,10 -9999 9999 
2 0,95 1,20 -9999 9999 
3 1,00 1,00 - - 

  

 

Tabela 7 – Valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange. 

Barra λp λq π1 π2 π3 π4

1 - - - - -0,04 0,07 
2 0,0 - -0,0001 0,0001 -0,02 0,07 
3 0,0 0,0 - - -1,00 1,00 
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Tabela 8 – Valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange.  

Barra u1 u 2 u 3 u 4

1 - - 1,00 1,00 
2 1,00 1,00 1,00 1,00 
3 - - 1,00 1,00 

 

Tabela 9 – Valores iniciais das variáveis de folga ou excesso. 

Barra s1 s 2 s 3 s 4

1 - - 0,1 0,05 
2 100,19 99,79 0,2 0,05 
3 - - 0,00 0,00 

 

 

Iteração 1 
 

A Tabela 10 mostra as variáveis do sistema de 3 barras e as Tabelas 11, 12 e 13 

os valores dos multiplicadores de Lagrange e das variáveis de folga ou excesso 

respectivamente na iteração 1. 

 

Tabela 10 – Variáveis do sistema de 3 barras na iteração 1. 

Barra  Tipo V (p.u.) Ang (°) ∆P (p.u.) ∆Q (p.u.) Q2 (V, θ) (p.u.) 
1 SL 1,06 0,00 - - - 
2 CR 1,12 6,00 0,143 0,046 - 
3 CG 1,00 -0,40 -0,024 - 0,95 

 

Tabela 11 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 1. 

Barra λp λq π1 π2 π3 π4

1 - - - - -0,049 0,035 
2 -0,010 - -0,0001 0,0001 -0,025 0,000 
3 0,037 0,024 - - -1,005 0,995 

 

Tabela 12 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 1. 

Barra u1 u 2 u 3 u 4

1 - - 1,00 1,00 
2 1,00 1,00 1,00 1,00 
3 - - 1,00 1,00 
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Tabela 13 – Variáveis de folga ou excesso na iteração 1. 

Barra s1 s 2 s 3 s 4

1 - - 0,037 0,115 
2 99,18 100,80 0,077 0,173 
3 - - 0,000 0,000 

   

Perdas de potência ativa do sistema: 13,48 MW. 

 

Iteração 2 
 

A Tabela 14 apresenta as variáveis do sistema de 3 barras e as Tabelas 15, 16 e 

17 os valores dos multiplicadores de Lagrange e das variáveis de folga ou excesso 

respectivamente na iteração 2. 

 
Tabela 14 – Variáveis do sistema de 3 barras na iteração 2. 

Barra  Tipo V (p.u.) Ang (°) ∆P (p.u.) ∆Q (p.u.) Q2 (V, θ) (p.u.) 
1 SL 1,07 0,00 - - - 
2 CR 1,13 4,20 -0,000 0,002 - 
3 CG 1,00 -1,40 0,001 - 1,04 

 

Tabela 15 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 2. 

Barra λp λq π1 π2 π3 π4

1 - - - - -0,112 0,033 
2 -0,023 - -0,0001 0,0001 -0, 052 0,022 
3 0,087 0,056 - - -1,076 0,927 

 

Tabela 16 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 2. 

Barra u1 u 2 u 3 u 4

1 - - 1,00 1,00 
2 1,00 1,00 1,00 1,00 
3 - - 1,00 1,00 

 

Tabela 17 – Variáveis de folga ou excesso na iteração 2. 

Barra s1 s 2 s 3 s 4

1 - - 0,032 0,118 
2 98,55 101,03 0,073 0,177 
3 - - 0,000 0,000 
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Perdas de potência ativa do sistema: 12,90 MW. 

 

Iteração 3 
 

A Tabela 18 apresenta as variáveis do sistema de 3 barras e as Tabelas 19, 20 e 

21 os valores dos multiplicadores de Lagrange e das variáveis de folga ou excesso 

respectivamente na iteração 3. 

 

Tabela 18 – Variáveis do sistema de 3 barras na iteração 3. 

Barra  Tipo V (p.u.) Ang (°) ∆P (p.u.) ∆Q (p.u.) Q2 (V, θ) (p.u.) 
1 SL 1,07 0,00 - - - 
2 CR 1,13 4,20 0,000 0,000 - 
3 CG 1,00 -1,50 0,000 - 1,04 

 

Tabela 19 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 3. 

Barra λp λq π1 π2 π3 π4

1 - - - - -0,113 0,033 
2 -0,021 - -0,0001 0,0001 -0,052 0,022 
3 0,088 0,054 - - -1,083 0,929 

 

Tabela 20 – Multiplicadores de Lagrange na iteração 3. 

Barra u1 u 2 u 3 u 4

1 - - 0,07 0,02 
2 0,00 0,00 0,03 0,01 
3 - - 1,14 0,89 

 

Tabela 21 – Variáveis de folga ou excesso na iteração 3. 

Barra s1 s 2 s 3 s 4

1 - - 0,032 0,118 
2 98,55 101,03 0,073 0,177 
3 - - 0,000 0,000 

 

Perdas de potência ativa do sistema: 12,92 MW. 

 

 O sistema convergiu em 3 iterações. O ponto de operação obtido atingiu a 

mesma solução do método proposto por Dommel e Tinney (1968), com uma precisão de 
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10-6 p.u. para as equações do fluxo de potência. Na solução do problema, as restrições 

de igualdade e desigualdade e as condições de KKT estão satisfeitas.  

 

 A seguir apresenta-se os parâmetros de barreira iniciais, os passos primais e 

duais e repete-se alguns dados obtidos da aplicação do método da FLBM ao sistema de 

3 barras, para facilitar a comparação com o método PDBL.  

 

A) Método FLBM 

 

Os valores iniciais atribuídos para o parâmetro de barreira µ e o multiplicador de 

Lagrange u foram µV=0,004, µQ=0,01, uV=1 e uQ=1. Os índices V e Q indicam 

restrições de tensão e de geração de potência reativa, respectivamente. Verificou-se que 

diferentes estimativas de valores para µ e para u melhoram o processo de convergência. 

Em todos os sistemas testados, os valores escolhidos para µ e para u foram os que 

forneceram os melhores resultados.  

 

Na Tabela 22 encontra-se um resumo do processo de otimização, sendo que os 

símbolos ∆P e ∆Q representam o erro máximo para as equações de balanço da potência 

ativa e reativa, respectivamente. O sistema convergiu na iteração 3 com uma precisão de 

10-6 p.u. 

 

Tabela 22 – Convergência do sistema de 3 barras para o método da FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 4,14 117,11 159,11 - - 
1 13,48 14,32 4,62 1,00 0,44 
2 12,89 0,14 0,19 1,00 1,00 
3 12,92 0,00 0,00 1,00 1,00 

 

Na Figura 6 tem-se a convergência das tensões. Estas permaneceram dentro dos 

limites predefinidos durante todo o processo iterativo.  
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Figura 6 – Magnitude das tensões nas 3 barras do sistema para o método da FLBM. 

 

B) Método PDBL 

 

O método PDBL foi aplicado ao problema de FPO (6.1) com as mesmas 

condições iniciais e os mesmos limites para as magnitudes de tensão e geração de 

reativos utilizados para o método da FLBM.    

 

O parâmetro inicial de barreira foi de µ=0,001. Em todos os sistemas testados, o 

valor escolhido para µ foi o que forneceu os melhores resultados.     

 

Na Tabela 23 encontra-se um resumo do processo de otimização. O sistema 

convergiu na iteração 3 com uma precisão de 10-4 p.u. Em todas as tabelas de 

convergência do método PDBL quando o passo primal e dual for igual a 0,9995 é 

arredondado para o valor 1,00. 

 

Tabela 23 – Convergência do sistema de 3 barras para o método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 4,14 117,11 159,11 - - 
1 5,36 58,80 85,23 0,47 0,34 
2 12,90 2,56 1,71 1,00 1,00 
3 12,92 0,00 0,00 1,00 1,00 
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 Nota-se das Tabelas 22 e 23 que a convergência do sistema de 3 barras para os 

métodos da FLBM e PDBL ocorreu com o mesmo número de iterações e praticamente 

com os mesmos valores de passos.    

 

Na Figura 7 tem-se a convergência das tensões. As tensões V1 e V2 permanecem 

dentro dos limites predefinidos durante todo o processo iterativo e a tensão V3 oscilou 

uma vez devido a dificuldade do método para fixá-la em 1,0 p.u.  

 

 
Figura 7 – Magnitude das tensões nas 3 barras do sistema para o método PDBL. 

 

6.1.2- SISTEMA EQUIVALENTE CESP 440 KV COM 53 BARRAS 

 

O sistema elétrico brasileiro equivalente CESP 440 kV de geração e transmissão 

com 53 barras é apresentado no Anexo A e possui as seguintes características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 8 barras de controle de reativo; 

• 44 barras de carga; 

• 65 linhas de transmissão; 

• 19 transformadores com o tap variável. 
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O teste foi executado com as mesmas condições iniciais de 

(http://www.sel.eesc.sc.usp.br/lose/ acessado em: 01/09/05) e os limites mínimos e 

máximos das magnitudes de tensão para todas as barras do sistema foram de 0,90 p.u. e 

1,1 p.u., respectivamente para os métodos da FLBM e PDBL.  

 

A) Método FLBM 

 

Os parâmetros iniciais para o sistema CESP 53 barras foram µV=0,001, 

µQ=0,0001, µt=0,2, uV=1, uQ=1 e ut=7000. O índice t indica restrições de taps. O 

processo convergiu em 4 iterações com um total de geração de potência reativa de 

2088,39  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 203,38 MW. O processo de 

otimização está resumido na Tabela 24. Em todos os sistemas utilizados nos testes o 

tempo de processamento apresentado não considera o tempo de leitura e impressão dos 

dados. Para o sistema CESP 53 barras o tempo de processamento foi de 0,12 segundos.  

 

Tabela 24 – Processo de otimização do sistema CESP 53 barras para o método da 

FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 228,90 618,22 846,50 - - 
1 214,51 20,07 54,66 0,95 0,48 
2 208,29 4,93 8,25 1,00 0,19 
3 203,67 6,92 0,41 1,00 0,31 
4 203,38 0,06 0,00 1,00 0,06 
 

Na Figura 8 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Nota-se da 

Figura que duas magnitudes de tensão estão próximas aos seus limites superiores e as 

demais apresentam-se dentro dos limites predefinidos no ponto de convergência. 
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Figura 8 – Magnitude das tensões nas 53 barras do sistema para o método da FLBM. 

 

Na Figura 9 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. Observa-

se da Figura que todos os taps estão dentro dos limites predefinidos no ponto de 

convergência. 

 

 
Figura 9 - Taps variáveis do sistema CESP 53 barras para o método da FLBM. 
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B) Método PDBL 

 

O parâmetro de barreira inicial para o sistema CESP 53 barras foi de µ=0,01. O 

sistema convergiu em 5 iterações com um total de geração de potência reativa de 

2100,62  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 203,37 MW. O processo de 

otimização está resumido na Tabela 25. O tempo de processamento foi de 0,15 

segundos.  

 

Tabela 25 – Processo de otimização do sistema CESP 53 barras para o método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 228,90 618,22 846,50 - - 
1 217,90 14,47 43,32 1,00 0,58 
2 212,25 1,13 1,96 1,00 1,00 
3 206,25 1,87 1,71 1,00 1,00 
4 203,19 1,20 0,29 1,00 1,00 
5 203,37 0,01 0,01 1,00 1,00 
 

 Destaca-se das Tabelas 24 e 25 que para o sistema CESP 53 barras o método da 

FLBM em relação PDBL convergiu com uma iteração a menos, com o mesmo tempo de 

processamento por iteração.  Na Figura 10 tem-se a magnitude das tensões na última 

iteração. Observa-se da Figura que duas magnitudes de tensão estão próximas aos seus 

limites superiores e as demais estão dentro dos limites predefinidos, no ponto de 

convergência. 

 
Figura 10 – Magnitude das tensões nas 53 barras do sistema para o método da PDBL. 
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Na Figura 11 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. 

Observa-se da Figura que todos os taps estão dentro dos limites predefinidos no ponto 

de convergência.  

 
Figura 11 - Taps variáveis do sistema CESP 53 barras para o método PDBL. 

 

No estado final do sistema CESP 53 barras tanto usando o método da FLBM 

quanto o PDBL, todas as tensões, taps e potências reativas estão dentro de seus limites e 

o método da FLBM apresenta um restrição de geração de reativo ativa.  

 

6.1.3- SISTEMA EQUIVALENTE BRASILEIRO SUL-SUDESTE 

 

O sistema equivalente brasileiro sul-sudeste com 787 barras tem as seguintes 

características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 110 barras de controle de reativo; 

• 676 barras de carga; 

• 1065 linhas de transmissão; 

• 86 transformadores com o tap variável. 
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Para os métodos da FLBM e PDBL o teste foi executado com as mesmas 

condições iniciais de (http://www.sel.eesc.sc.usp.br/lose/ acessado em: 01/09/05) e com 

os limites mínimos e máximos das magnitudes de tensão para todas as barras do sistema 

de 0,90 p.u. e 1,1 p.u., respectivamente.  

 

A) Método FLBM 

 

Os parâmetros iniciais para o sistema equivalente brasileiro sul-sudeste foram 

µV=0,001, µQ=0,0001, µt=0,11, uV=10, uQ=4,1 e ut=2500. O processo convergiu em 9 

iterações com um total de geração de potência reativa de 2124,98  MVAr e um total de 

perdas de potência ativa de 1631,24 MW. O processo de otimização está resumido na 

Tabela 26. O tempo de processamento foi de 7,05 segundos.  

 

Tabela 26 – Processo de otimização do sistema equivalente brasileiro sul-sudeste para o 

método da FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 1815,47 3599,77 1733,97 - - 
1 1758,54 2441,35 1158,69 0,32 0,21 
2 1711,35 1311,92 613,81 0,43 0,45 
3 1698,68 626,25 291,21 0,52 0,24 
4 1695,34 376,89 176,99 0,39 0,55 
5 1700,40 106,04 50,07 0,72 0,51 
6 1673,55 31,34 15,82 0,68 0,51 
7 1657,80 10,15 5,24 0,67 0,61 
8 1636,03 0,99 0,26 0,93 0,80 
9 1631,24 0,58 0,07 0,77 0,59 

 

B) Método PDBL 

 

O parâmetro de barreira inicial para o sistema equivalente brasileiro sul-sudeste 

foi de µ=0,001. O processo convergiu em 16 iterações com um total de geração de 

potência reativa de 2468,70  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 1631,04 

MW. O processo de otimização está resumido na Tabela 27. O tempo de processamento 

foi de 13,11 segundos. 
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Tabela 27 – Processo de otimização do sistema equivalente brasileiro sul-sudeste para o 

método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 1815,47 3599,77 1733,97 - - 
1 1794,82 3511,11 1690,16 0,02 0,06 
2 1745,76 3046,77 1448,75 0,13 0,00 
3 1708,30 2272,80 1072,18 0,25 0,15 
4 1681,04 1260,54 589,45 0,44 0,01 
5 1685,49 1146,00 535,77 0,09 0,02 
6 1693,77 1065,61 498,00 0,07 0,00 
7 1676,55 1061,70 496,23 0,02 0,00 
8 1667,63 1042,58 487,32 0,07 0,00 
9 1633,88 288,06 147,30 0,70 0,03 
10 1631,54 157,64 81,44 0,45 0,08 
11 1630,65 50,75 27,26 0,66 0,00 
12 1632,10 33,65 18,10 0,33 0,00 
13 1629,75 17,73 9,57 0,47 0,01 
14 1639,69 6,58 3,58 0,63 0,00 
15 1631,13 0,04 0,16 1,00 0,00 
16 1631,04 0,03 0,13 1,00 0,00 

 

 Analisando o processo de convergência do sistema equivalente brasileiro sul-

sudeste para os dois métodos, conclui-se que o método da FLBM teve um melhor 

desempenho que o PDBL quanto ao número de iterações e tempo de processamento.  

 

 Na solução do sistema o método PDBL apresenta 45 magnitudes de tensão e 10 

restrições de geração de potência reativa próximas aos seus limites, enquanto que o 

método da FLBM possui 24 magnitudes de tensão e 5 restrições de geração de potência 

reativa ativas. Esse resultado mostra que o ponto de operação encontrado, pelo método 

da FLBM, permite uma melhor margem de operação para o sistema.     

 

A solução final do sistema equivalente brasileiro sul-sudeste tanto usando o 

método FLBM quanto o PDBL obedeceu a todas as restrições do sistema, satisfazendo 

as restrições de igualdade com uma precisão de 10-2 p.u. 
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6.2- TESTE COMPARATIVO COM O MÉTODO PREDITOR-CORRETOR 

 

 Neste item será feita a comparação entre o método barreira modificada 

parcialmente relaxada (BMPR) e o método BMPR com o procedimento preditor-

corretor (BMPR-PC), os quais são apresentados no Apêndice A. O método BMPR é 

uma variação da abordagem proposta, FLBM, em que as variáveis auxiliares são 

relaxadas no ponto inicial e durante o processo iterativo são estritamente positivas. No 

teste comparativo são utilizados os sistemas IEEE 30 e 118 barras. Os limites mínimos e 

máximos das magnitudes de tensão em todas as barras foram de 0,95 p.u. e 1,1 p.u., 

respectivamente para os dois sistemas.           

 

6.2.1- SISTEMA IEEE 30 BARRAS 
 

O sistema IEEE 30 barras é mostrado no Anexo A e tem as seguintes 

características: 
 

• 1 barra de geração (slack); 

• 5 barras de controle de reativo; 

• 24 barras de carga; 

• 41 linhas de transmissão; 

• 4 transformadores com o tap variável. 

 

Para os métodos BMPR e BMPR-PC o teste foi executado com as mesmas 

condições iniciais de (www.ee.washington.edu/research/pstca acessado em: 04/08/04). 

Os parâmetros iniciais para o sistema IEEE 30 barras utilizando o método BMPR sem e 

com Preditor-Corretor foram µV=0,1, µQ=0,1, µt=1,20, uV=5, uQ=5 e ut=400. 

 

A) Método BMPR 

 

O processo de otimização convergiu em 6 iterações com um total de geração de 

potência reativa de 150,54 MVAr e um total de perdas de potência ativa de 16,68 MW. 

O tempo de processamento foi de 0,09 segundos. O processo de otimização está 

resumido na Tabela 28. Em todas as tabelas de convergência dos métodos BMPR e 
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BMPR-PC quando o passo primal e dual for igual a 0,9995 é arredondado para o valor 

1,00. 

 
Tabela 28 – Processo de otimização do sistema IEEE 30 barras para o método BMPR. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 1,44 93,60 41,91 - - 
1 11,05 19,91 3,62 0,76 1,00 
2 11,24 19,17 3,49 0,04 1,00 
3 16,74 0,47 0,30 1,00 1,00 
4 16,81 0,00 0,11 1,00 1,00 
5 16,72 0,00 0,02 1,00 1,00 
6 16,68 0,00 0,00 1,00 0,50 

 

Na Figura 12 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Observa-se da 

Figura que uma magnitude de tensão está ativa no seu limite superior e as demais estão 

dentro dos limites predefinidos no ponto de solução do sistema.  

 

 
Figura 12 – Magnitude das tensões nas 30 barras do sistema para o método BMPR. 

 

Na Figura 13 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. Nota-se 

da Figura que todos os valores dos taps estão em torno de 1 p.u.  
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Figura 13 - Taps variáveis do sistema IEEE 30 barras para o método BMPR. 

 

B) Método BMPR-PC 

 

O método convergiu em 4 iterações com um total de geração de potência reativa 

de 151,16  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 16,69 MW. O tempo de 

processamento foi de 0,07 segundos. O processo de otimização está resumido na Tabela 

29.  

 

Tabela 29 – Processo de otimização do sistema IEEE 30 barras para o método BMPR-

PC. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 1,44 93,60 41,91 - - 
1 10,27 22,92 4,90 0,73 1,00 
2 16,61 0,47 0,40 1,00 1,00 
3 16,79 0,00 0,03 1,00 1,00 
4 16,69 0,00 0,02 1,00 0,56 

 

Na Figura 14 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Nota-se da 

Figura que uma magnitude de tensão está ativa no seu limite superior e as demais estão 

dentro dos limites predefinidos no ponto de solução do sistema.  
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Figura 14 – Magnitude das tensões nas 30 barras do sistema para o método BMPR-PC. 

 

Na Figura 15 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. 

Observa-se da Figura que todos os taps estão dentro dos limites predefinidos na solução 

do sistema. 

 
Figura 15 - Taps variáveis do sistema IEEE 30 barras para o método BMPR-PC. 

 

Na Figura 16 mostra-se a curva de convergência da função objetivo para o 

sistema IEEE 30 barras sem e com o método Preditor-corretor.   
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Figura 16 - Convergência da função objetivo do sistema IEEE 30 barras sem e com o 

método P-C. 

 

Ressalta-se das Tabelas 28 e 29 e da Figura 16 que o método BMPR-PC 

convergiu com duas iterações a menos que o método BMPR para o sistema IEEE 30 

barras.    

 

Todas as restrições do sistema IEEE 30 barras foram satisfeitas na solução 

obtida pelos programas de FPO reativo tanto usando o método BMPR e quanto o 

BMPR-PC e os dois métodos apresentam uma magnitude de tensão ativa em seu limite 

superior.    

 

6.2.2- SISTEMA IEEE 118 BARRAS 

 

O sistema IEEE 118 barras é apresentado no Anexo A e possui as seguintes 

características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 51 barras de controle de reativo; 

• 66 barras de carga; 

• 186 linhas de transmissão; 

• 9 transformadores com o tap variável. 
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Para os métodos BMPR e BMPR-PC o teste foi executado com as mesmas 

condições iniciais de (www.ee.washington.edu/research/pstca acessado em: 04/08/04). 

Os parâmetros iniciais para o sistema IEEE 118 barras utilizando o método BMPR sem 

e com Preditor-Corretor foram µV=0,00001, µQ=0,00001, µt=0,01, uV=60, uQ=60 e 

ut=1000. 

 

A) Método BMPR 

 

O método convergiu em 8 iterações com um total de geração de potência reativa 

de 279,18 MVAr e um total de perdas de potência ativa de 111,02 MW. O tempo de 

processamento foi de 0,45 segundos. O processo de otimização está resumido na Tabela 

30.  

 

Tabela 30 – Processo de otimização do sistema IEEE 118 barras para o método BMPR. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 0 607,00 119,81 - - 
1 41,00 269,18 40,35 0,54 0,26 
2 124,83 9,68 9,18 1,00 0,38 
3 121,42 0,76 4,65 1,00 0,62 
4 120,55 0,16 0,53 1,00 0,76 
5 115,94 1,19 16,27 1,00 0,83 
6 112,56 0,90 0,81 0,48 0,93 
7 111,11 0,46 0,29 0,64 0,05 
8 111,02 0,02 0,00 1,00 1,00 
 

 

Na Figura 17 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Observa-se da 

Figura que uma magnitude de tensão está ativa no seu limite superior e as demais estão 

dentro dos limites predefinidos no ponto de solução do sistema.  

 

Na Figura 18 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. Nota-se 

da Figura que todos os valores dos taps estão em torno de 1 p.u.  
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Figura 17 – Magnitude das tensões nas 118 barras do sistema para o método BMPR. 

 

 
Figura 18 - Taps variáveis do sistema IEEE 118 barras para o método BMPR. 

 

B) Método BMPR-PC 

 

O método convergiu em 6 iterações com um total de geração de potência reativa 

de 277,30  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 111,02 MW. O tempo de 
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processamento foi de 0,42 segundos. O processo de otimização está resumido na Tabela 

31. 

 
Tabela 31 – Processo de otimização do sistema IEEE 118 barras para o método BMPR-

PC. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Passo primal  Passo dual
0 0 607,00 119,81 - - 
1 11,91 429,53 75,28 0,29 0,70 
2 126,43 25,31 24,15 1,00 0,83 
3 116,75 1,99 0,46 1,00 0,69 
4 112,61 1,82 0,11 0,88 0,73 
5 111,07 0,40 0,31 0,89 0,93 
6 111,02 0,07 0,04 1,00 1,00 
 

Na Figura 19 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Observa-se 

desta Figura que quatro magnitudes de tensão estão ativas nos seus limites superiores e 

as demais estão dentro dos limites predefinidos no ponto de solução do sistema.  

 

 
Figura 19 – Magnitude das tensões nas 118 barras do sistema para o método BMPR-PC. 
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Na Figura 20 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. Nota-se 

da Figura que todos os valores dos taps estão em torno de 0,98 p.u.  

 

 
Figura 20 - Taps variáveis do sistema IEEE 118 barras para o método BMPR-PC. 

 

Na Figura 21 mostra-se a curva da convergência da função objetivo para o 

sistema IEEE 118 barras sem e com o método Preditor-corretor.   

 

 
Figura 21 – Convergência da função objetivo do sistema IEEE 118 barras sem e com o 

método P-C. 
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 Observa-se das Tabelas 30 e 31 e da Figura 21 que o procedimento Preditor-

Corretor acelerou a convergência do método BMPR para o sistema IEEE 118 barras.    

 

Na solução do sistema os métodos da BMPR e da BMPR-PC apresentam todas 

as tensões, taps e potências reativas dentro de seus limites. 

 

6.3- ESTUDO DO CONDICIONAMENTO NUMÉRICO DA MATRIZ HESSIANA 

DA FUNÇÃO LAGRANGIANA 

 

Neste item será apresentado um estudo comparativo do condicionamento 

numérico da matriz Hessiana da função Lagrangiana dos métodos FLBM e PDBL 

aplicados ao problema de FPO reativo, através dos autovalores dessas matrizes. Os 

módulos dos autovalores coincidem com os valores singulares dessas matrizes, pois as 

mesmas são simétricas. Os valores singulares e os autovalores permitem avaliar o 

condicionamento numérico de uma matriz, conforme Wright (1998) e Sperandio et al. 

(2003), respectivamente. Os autovalores das matrizes Hessiana da função Lagrangiana 

foram calculados utilizando uma sub-rotina, adequada as características dessa matriz, 

disponível na biblioteca do Fortran. Nesse estudo são utilizados os sistemas IEEE 14, 

162 e 300 barras. Os limites mínimos e máximos das magnitudes de tensão nas barras 

foram de 0,95 p.u. e 1,1 p.u., respectivamente para os três sistemas. 

 

6.3.1- SISTEMA IEEE 14 BARRAS    

 

O sistema IEEE 14 barras é apresentado no Anexo A e possui as seguintes 

características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 4 barras de controle de reativo; 

• 9 barras de carga; 

• 17 linhas de transmissão; 

• 3 transformadores com o tap variável. 
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Para os métodos FLBM e PDBL o teste foi executado com as mesmas condições 

iniciais de (www.ee.washington.edu/research/pstca acessado em: 04/08/04).      

 

A) Método FLBM 

 

Os parâmetros iniciais para o sistema IEEE 14 barras foram µV=0,001, 

µQ=0,0001, µt=0,10, uV=1, uQ=e ut=60. O processo convergiu em 3 iterações com um 

total de geração de potência reativa de 76,53 MVAr e um total de perdas de potência 

ativa de 12,56  MW. O processo de otimização está resumido na Tabela 32, na qual a 

coluna Autovalores representa a diferença entre os módulos do maior e do menor 

autovalor da matriz Hessiana da função Lagrangiana. O tempo de processamento foi de 

0,02 segundos. 

 

Tabela 32 – Convergência do sistema IEEE 14 barras para o método da FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores
0 13,45 23,52 5,64 - 
1 12,66 0,97 0,58 55,88 
2 12,82 0,03 0,04 58,88 
3 12,56 0,03 0,05 59,69 

 

Na Figura 22 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Todas as 

tensões estão dentro dos limites predefinidos na solução. 

 
Figura 22 – Magnitude das tensões nas 14 barras do sistema para o método FLBM. 
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Na Figura 23 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. 

Observa-se da Figura que todos os valores dos taps são aproximadamente 1,00 p.u. 

 
Figura 23 - Taps variáveis do sistema IEEE 14 barras para o método FLBM. 

 

B) Método PDBL 

 

O parâmetro de barreira inicial para o sistema IEEE 14 barras foi de µ=0,001. O 

processo convergiu em 3 iterações com um total de geração de potência reativa de 12,56  

MVAr e um total de perdas de potência ativa de 79,01 MW. O processo de otimização 

está resumido na Tabela 33. O tempo de processamento foi de 0,02 segundos.  

 

Tabela 33 – Processo de otimização do sistema IEEE 14 barras para o método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores 
0 13,45 23,52 5,64 - 
1 12,31 4,99 2,41 250,19 
2 12,44 2,45 1,29 248,08 
3 12,56 0,04 0,06 247,00 

 

Com base nos autovalores apresentados nas Tabelas 32 e 33 pode-se prever que 

a matriz Hessiana da função Lagrangiana do método da FLBM é numericamente melhor 

condicionada que a matriz correspondente do método PDBL, pois apresenta as menores 

diferenças entre os autovalores. 
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Na Figura 24 tem-se a magnitude das tensões na última iteração. Observa-se da 

Figura que o sistema apresenta uma magnitude de tensão próxima ao seu limite superior 

e as demais estão dentro dos limites predefinidos no ponto de solução do sistema.  
 

 
Figura 24 – Magnitude das tensões nas 14 barras do sistema para o método PDBL. 

 

Na Figura 25 tem-se para a última iteração os taps variáveis do sistema. Nota-se 

que o sistema apresenta uma variável tap próxima ao seu limite inferior e as demais 

estão dentro dos limites estabelecidos.   

 

 
Figura 25 - Taps variáveis do sistema IEEE 14 barras para o método PDBL. 
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Os pontos de operação encontrados para o sistema IEEE 14 barras pelos 

métodos da FLBM e o PDBL obedeceram a todas as restrições do problema.  

 

6.3.2- SISTEMA IEEE 162 BARRAS 

 
O sistema IEEE 162 barras tem as seguintes características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 11 barras de controle de reativo; 

• 150 barras de carga; 

• 280 linhas de transmissão; 

• 43 transformadores com o tap variável. 

 

Esse teste foi executado com as condições iniciais propostas em 

(www.sor.princeton.edu/~rvdb/ampl/nlmodels/power/IEEE162a.bus acessado em: 

04/08/04), para os métodos FLBM e PDBL.  

 

A) Método FLBM 

 

Os parâmetros iniciais para o sistema IEEE 162 barras foram µV=0,01, µQ=0,01, 

µt=0,10, uV=1, uQ=1 e ut=1200. O processo convergiu em 4 iterações com um total de 

geração de potência reativa de 644,25 MVAr e um total de perdas de potência ativa de 

152,07 MW. O processo de otimização está resumido na Tabela 34 e o tempo de 

processamento foi de 0,53 segundos. 

 

 
Tabela 34 – Processo de otimização do sistema IEEE 162 barras para o método da 

FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores 
0 166,89 526,01 124,98 - 
1 152,35 36,46 11,25 33424,48 
2 151,75 0,61 1,99 11033,80 
3 152,17 0,11 0,24 5996,59 
4 152,07 0,01 0,01 6050,33 

 



Capítulo 6 – Resultados dos Testes                                                                                                           99                          

B) Método PDBL 

 

O parâmetro de barreira inicial para o sistema IEEE 162 barras foi de µ=0,01. O 

processo convergiu em 4 iterações com um total de geração de potência reativa de 

608,79  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 152,07 MW. O processo de 

otimização está resumido na Tabela 35. O tempo de processamento foi de 0,53 

segundos.  

 

Tabela 35 – Processo de otimização do sistema IEEE 162 barras para o método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores 
0 166,89 526,01 124,98 - 
1 153,01 32,27 10,38 225000,26 
2 152,15 2,66 2,87 64971,97 
3 152,28 0,76 0,86 25562,65 
4 152,07 0,02 0,01 16886,78 

 

Com base nos autovalores apresentados nas Tabelas 34 e 35 a matriz Hessiana 

da função Lagrangiana do método da FLBM apresenta um melhor condicionamento 

numérico que a matriz correspondente do método PDBL, pois possui as menores 

diferenças entre os autovalores. 

 

No estado final do sistema IEEE 162 barras tanto usando o método FLBM 

quanto o PDBL, todas as tensões, taps e potências reativas estão dentro de seus limites e 

o método PDBL apresenta uma magnitude de tensão bem próxima ao seu limite inferior.  

 

6.3.3- SISTEMA IEEE 300 BARRAS 

 

O sistema IEEE 300 barras tem as seguintes características: 

 

• 1 barra de geração (slack); 

• 68 barras de controle de reativo; 

• 231 barras de carga; 

• 409 linhas de transmissão; 

• 50 transformadores com o tap variável. 



Capítulo 6 – Resultados dos Testes                                                                                                           100                       

O teste foi executado com as mesmas condições iniciais de 

(www.ee.washington.edu/research/pstca acessado em: 04/08/04) tanto para o método da 

FLBM quanto para o PDBL.  

 

A) Método FLBM 

 

Os parâmetros iniciais para o sistema IEEE 300 barras foram µV=0,003, 

µQ=0,001, µt=0,10, uV=10, uQ=20 e ut=100000. O processo convergiu em 7 iterações 

com um total de geração de potência reativa de 7771,35  MVAr e um total de perdas de 

potência ativa de 400,87 MW. O processo de otimização está resumido na Tabela 36. O 

tempo de processamento foi de 2,61 segundos. 

 
 

Tabela 36 – Processo de otimização do sistema IEEE 300 barras para o método da 

FLBM. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores 
0 425,57 1059,57 199,42 - 
1 419,31 814,34 153,58 667327,75 
2 418,99 707,92 133,64 548926,94 
3 411,52 640,22 121,14 500477,28 
4 403,22 447,80 84,89 467890,72 
5 400,01 28,87 14,03 388521,47 
6 401,23 0,37 0,42 263041,91 
7 400,87 0,05 0,02 256058,92 

 

 

B) Método PDBL 

 

O parâmetro de barreira inicial para o sistema IEEE 300 barras foi de µ=0,08. O 

processo convergiu em 10 iterações com um total de geração de potência reativa de 

7779,89  MVAr e um total de perdas de potência ativa de 401,12 MW. O processo de 

otimização está resumido na Tabela 37. O tempo de processamento foi de 4,38 

segundos. 
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Tabela 37 – Processo de otimização do sistema IEEE 300 barras para o método PDBL. 

Iterações Perdas (MW) ∆P (MW) ∆Q (MVAr) Autovalores 
0 425,57 1059,57 199,42 - 
1 419,64 947,28 178,39 9952664,00 
2 409,31 381,00 73,77 799922816,00 
3 402,89 265,07 51,40 258658224,00 
4 402,53 226,00 43,84 585477184,00 
5 401,63 200,21 38,84 2612356864,00
6 402,17 154,53 29,99 6892160512,00
7 403,44 73,40 14,29 3815776768,00
8 401,37 3,24 1,855 1375318656,00
9 401,30 0,36 0,05 286453920,00 
10 401,12 0,04 0,08 59518748,00 

 

Nota-se das Tabelas 36 e 37 que a matriz Hessiana da função Lagrangiana do 

método da FLBM é numericamente melhor condicionada que a matriz correspondente 

do método PDBL, pois apresenta as menores diferenças entre os autovalores.   

 

Destaca-se dos processos de convergência do sistema IEEE 300 barras que o 

método da FLBM em relação PDBL convergiu com três iterações a menos, com um 

menor tempo de processamento por iteração e apresenta quatro restrições ativas na 

solução: uma de geração de potência reativa e três de magnitude de tensão. O método 

PDBL apresenta nove magnitudes de tensão e quatorze restrições de geração de 

potência reativa próximas aos seus limites.   

 

Os pontos de operação encontrados para o sistema IEEE 300 barras tanto usando 

o método FLBM quanto o PDBL, obedeceram a todas as restrições do problema. 

 

Ressalta-se dos resultados dos testes com os sistemas IEEE 14, 162 e 300 barras, 

que no método da FLBM os autovalores na primeira iteração são maiores, vão 

diminuindo e próximo a convergência tendem a um mesmo valor. Enquanto que no 

método PDBL os autovalores não apresentam esse comportamento, tendem a oscilar 

mostrando uma maior instabilidade numérica, conforme Wright (1998).   

 

Nos exemplos apresentados, o método FLBM convergiu de modo efetivo e 

obteve o ponto de operação dos sistemas testados com um número de iterações e com 
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um tempo de processamento aceitáveis. Para o sistema equivalente brasileiro sul-

sudeste com 787 barras e o IEEE 300 barras, o método FLBM teve um desempenho 

superior ao do método PDBL quanto ao número de iterações, ao tempo de 

processamento e a margem de operação desses sistemas. Além disso, mostrou um 

melhor condicionamento numérico no processo de convergência do que o método 

PDBL nos três sistemas testados. Assim, pode afirmar que o método da FLBM é 

eficiente e robusto para a solução do problema de FPO reativo.    

 

No próximo capítulo apresentam-se as conclusões do trabalho e as perspectivas 

de continuidade deste.  

       

 

 



CAPÍTULO 7 

 

 

CONCLUSÕES  
 

 

Neste trabalho foi proposta uma abordagem para a resolução do problema de 

FPO reativo baseada na associação do método de pontos interiores primal-dual e do 

método de barreira modificada. Essa abordagem foi denominada de método da função 

Lagrangiana barreira modificada.  

 

Inicialmente, apresentou-se um histórico da função barreira e do problema de 

FPO, e os métodos de otimização dual-Lagrangiano, Newton-Lagrangiano, PDBL e de 

barreira modificada, os quais forneceram um suporte teórico para o desenvolvimento da 

abordagem proposta. Formulou-se a função Lagrangiana barreira modificada, na qual as 

restrições canalizadas são tratadas pelo método de barreira modificada. O algoritmo foi 

baseado na solução de uma seqüência de problemas de minimização irrestrita, 

parametrizados pelos parâmetros de barreira e pelos multiplicadores de Lagrange 

associados com a função barreira modificada. Esse algoritmo envolve iterações com os 

métodos de Newton e de barreira modificada. A iteração com o método de Newton 

corresponde a um processo para minimização de um problema irrestrito em que os 

parâmetros de barreira e os multiplicadores de Lagrange associados a função barreira 

modificada  estão fixos. A cada iteração com o método de barreira modificada, os 

parâmetros de barreira e os multiplicadores de Lagrange associados a função barreira 

modificada são atualizados. As variáveis primais e duais são atualizadas pelo vetor das 

direções de busca, originados da iteração com o método de Newton, e pelos passos 

primais e duais respectivamente.  

 

O método da FLBM desenvolvido neste trabalho foi aplicado ao problema de 

FPO reativo tendo como função objetivo a perda de potência ativa na transmissão, e 

como restrições às equações de balanço ou fluxo de potência, os limites de tensão, de 

tap de transformador e de geração de potência reativa.  
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A matriz Hessiana da função Lagrangiana W, gerada no processo de solução do 

problema de FPO, tem uma estrutura esparsa característica, que foi explorada na 

implementação computacional. Verificou-se que, em sistemas elétricos reais, o “grau de 

esparsidade” da matriz W cresce com o aumento das dimensões das redes elétricas. Em 

virtude de sua esparsidade, o armazenamento da matriz Hessiana da função Lagrangiana 

foi feito de forma compacta, isto é, somente os elementos diferentes de zero foram 

armazenados. Aplicou-se a técnica de esparsidade fornecida pela rotina MA28. Essa 

rotina utiliza uma variação da eliminação de Gauss para sistemas esparsos e, apesar de 

não ser a rotina ideal para o problema de FPO, demonstrou um bom desempenho nos 

testes realizados, obtendo ganho de memória e redução no tempo de processamento. 

 

Testes utilizando os sistemas: de 3 barras, os do IEEE 14, 30, 118, 162 e 300 

barras, o equivalente CESP 440 kV com 53 barras e o equivalente brasileiro sul-sudeste 

com 787 foram realizados para verificar a eficiência da abordagem proposta. Para os 

sistemas IEEE 30 e 118 um teste comparativo usando uma variação da abordagem da 

FLBM sem e com o método preditor-corretor foi realizado. Verificou-se que o método 

BMPR-PC convergiu com um número menor de iterações que o método BMPR. Para os 

sistemas IEEE 14, 162 e 300 barras apresentou-se um estudo do condicionamento 

numérico da matriz Hessiana da função Lagrangiana dos métodos FLBM e do PDBL 

aplicados ao problema de FPO, através dos autovalores dessas matrizes. Neste, os 

resultados dos testes com esses sistemas indicaram que a matriz Hessiana da função 

Lagrangiana do método da FLBM é numericamente melhor condicionada que a 

correspondente matriz do método PDBL.    

 

O método da FLBM foi aplicado a um problema de PNL restrito com a 

finalidade de apresentar suas características principais como a de não precisar de uma 

solução inicial factível para o problema original e a de poder atingir o limite das 

restrições de desigualdades.  

 

As contribuições deste trabalho podem ser resumidas em dois aspectos: na área 

de Matemática, contribuiu-se com o desenvolvimento de uma nova abordagem da 

função barreira modificada e seu método para a resolução de problemas de PNL 

restritos; na área de Engenharia Elétrica, acrescentou-se uma abordagem do tipo primal-

dual ao conjunto dos métodos aplicados na resolução do problema de FPO, o qual é de 
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grande interesse para os estudos realizados no planejamento e na programação de 

operação de sistemas de energia elétrica.  

 

Como perspectivas para continuidade deste trabalho sugerem-se alguns estudos:  

 

• Regras especiais para a inicialização e outras para a correção do parâmetro de 

barreira; 

• Proposta de novas regras de ajuste nos passos primais e duais utilizados; 

• Regras especiais para a inicialização e a atualização dos multiplicadores de 

Lagrange associados à função barreira modificada;  

• Realização de testes mais elaborados com sistemas elétricos maiores;  

• Modelagem do problema com a inclusão de outras funções objetivos e outras 

restrições. 

 

Pode-se sugerir também como trabalhos futuros aplicação do programa de FPO 

usando o método da FLBM a outros problemas da área de sistemas elétricos de potência 

como, por exemplo, colapso de tensão, máximo carregamento, entre outros.          
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APÊNDICE A – Método Barreira Modificada Parcialmente 

Relaxado Preditor-Corretor     
 

 

Neste apêndice apresenta-se o método preditor-corretor e a formulação do 

método barreira modificada parcialmente relaxado (BMPR) e do método barreira 

modificada parcialmente relaxado preditor-corretor  (BMPR P-C).  

 

A.1- MÉTODO PREDITOR-CORRETOR 

 

O método de Newton é amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas 

de equações não-lineares. Sua aplicação é iterativa e requer a cada iteração a avaliação 

da matriz Jacobiana em um ponto e a resolução de um sistema linear. Existem muitas 

variações do método de Newton, as quais são caracterizadas pelo número de avaliações 

em um ponto da matriz Jacobiana. 

 

Uma de suas variações consiste em resolver um sistema: c(x)=0, onde 

c: , da seguinte forma: nn RR →

 

( ) )x(c)x(cxx̂ k1Tkkk −
∇−=                                      (A.1) 

( ) )x̂(c)x(cx̂x k1Tkk1k −+ ∇−= ,                                                

 

sendo xk uma solução aproximada de c(x) = 0. Desta maneira esta iteração executa dois 

passos: um passo de Newton regular e obtêm , e em seguida um passo de Newton 

aproximado em  para obter , usando a mesma matriz Jacobiana calculada no 

passo regular. 

kx̂
kx̂ 1kx +

  

O método de Newton dois passos, como visto em (A.1), para resolver o sistema 

resultante da aplicação das condições de otimalidade a um problema de programação 

linear, ficou conhecido como método preditor-corretor. Este método foi introduzido por 
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Mehrotra (1992) como uma extensão ao trabalho de Monteiro e Adler (1989a), o qual 

foi baseado em uma função barreira logarítmica, com o objetivo de acelerar sua 

convergência. Mehrotra (1992) também apresentou uma implementação do método 

considerada eficiente na prática, a qual é explorada na seção A.3. 

 

A.2- MÉTODO BARREIRA MODIFICADA PARCIALMENTE RELAXADO 

 

O método BMPR é uma variação da abordagem proposta, FLBM, em que as 

variáveis auxiliares são relaxadas no ponto inicial e durante o processo iterativo devem 

permanecer estritamente positivas.  
 

Considere o seguinte problema de PNL restrito ou de FPO:  

 

xxx

p,...,2,1j0)x(h
nm,...,2,1i0)x(gasujeito

)x(fMinimizar

j

i

≤≤

=≥
<==

                                                    (A.2)                    

 

sendo: x , g(x)  , h(x) , e as funções são de classe CnR∈ mR∈ PR∈ 2. 

 

No problema (A.2) acrescentam-se variáveis auxiliares (s1j ≥ 0, s2 ≥ 0 e s3 ≥ 0) às 

restrições de desigualdades, depois aplica-se uma relaxação nessas variáveis usando o 

parâmetro de barreira (µ) e a FBM. Associa-se ao problema (A.2) modificado a seguinte 

função Lagrangiana: 
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  (A.3) 

 

sendo u1j, j=1,2,...,p, u2k e u3k, k = 1, ... ,n, k3k2j1i e,, πππλ  os multiplicadores de 

Lagrange. 
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Com o objetivo de obter a solução do problema (A.2) aplica-se as condições de 

otimalidade à função Lagrangiana (A.3) e obtém-se o sistema não-linear: 

 

( ) 0,,,,s,s,s,xL 321321 =πππλ∇      (A.4) 

          

sendo, 
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))x(g),...,x(g()x(J mx1x
T ∇∇= ,  são 

denominadas matrizes Jacobianas e I é a matriz identidade. 

))x(h),...,x(h),x(h()x(J px2x1x
T

1 ∇∇∇=

  

A solução do sistema não-linear (A.4) é obtida através do método de Newton. A 

aplicação do método de Newton resulta no sistema matricial, que, em sua forma 

simplificada, é representada por: 

 

LdW −∇=∆     (A.6) 

 

sendo, 

 

W =  (A.7), 
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é a matriz Hessiana da função Lagrangiana com o parâmetro de barreira isolado em 

(A.5) em função das demais variáveis e substituído na matriz W, com 
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( 321321
T ,,,,s,s,s,xd π∆π∆π∆λ∆∆∆∆∆=∆ ) , e L∇  é o vetor gradiente dado em (A.5). 

 

A atualização das variáveis x, s1, s2 e s3 e dos vetores multiplicadores de 

Lagrange, , λ 1π ,  e  é realizada da seguinte forma: 2π 3π
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onde  e pα dα são os passos utilizados na atualização das variáveis primais e duais, 

respectivamente.  

 

Uma sugestão para o cálculo do passo máximo é a estratégia utilizada por 

Granville (1994) e Torres e Quintana (1998), dada por: 
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onde  é um valor determinado empiricamente ou, segundo Wright (1995), 

pode ser derivado através da fórmula 

9995,0=σ

z9
11− , onde z é o número de restrições de 

desigualdade do problema. A finalidade do fator σ é evitar que as variáveis auxiliares 

aproximem-se demasiadamente da região de factibilidade. 

 

Durante o processo iterativo o parâmetro de barreira, µ, deve decrescer. Por se 

tratar de um dado empírico do método proposto à atualização de µ é realizada de forma 

bem simples, por meio da equação (A.11): 

 

βµ=µ + k1k , 1>β                                                                      (A.11) 

  

em que β é denominado fator de correção e é um valor determinado pelo usuário. 

 

O vetor das estimativas dos multiplicadores de Lagrange, u, é atualizado pela 

regra de Polyak (1992), da seguinte forma:  

                                                                                                                                  

1k1k

1kk
1k

s
uu ++

+
+

µ+
µ

=                                                                      (A.12) 

 

A.2.1- ALGORITMO 

 

 O método da função Lagrangiana barreira modificada pode ser apresentada pelo 

seguinte algoritmo: 

 

1) Dado o problema (A.2), construa a função Lagrangiana (A.3); 
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2) Faça k=0 e dê uma estimativa inicial para , , , 

 e  que satisfaça as condições propostas; 

),,s,x(d kkkkk πλ= 0uk
1 > 0uk

2 >

0u k
3 >

kµ

3) Determine o gradiente e a matriz Hessiana da função Lagrangiana, e resolva o 

sistema (A.6); 

4) Calcule os passos primais e duais. Atualize as variáveis do problema. Faça 

k=k+1;  

5) Se todos os elementos do vetor gradiente forem menor que uma precisão ε vá 

para o passo 6. Caso contrário volte para o passo 3; 

6) Se as variáveis do problema satisfazem as condições de KKT então pare. Caso 

contrário vá para o passo 7; 

7) Atualize µ e as estimativas dos multiplicadores de Lagrange, u, utilizando 

(A.11) e (A.12) respectivamente, e retorne ao passo 3. 

 

Um ponto inicial estritamente factível não é obrigatório, mas as condições 

 ,0,0s 1 >π> 0e0 32 >π<π  devem ser satisfeitas durante o processo iterativo. 

 

A.3- MÉTODO BARREIRA MODIFICADA PARCIALMENTE RELAXADO 

PREDITOR-CORRETOR  

 

 O método preditor-corretor apresentado por Mehrotra (1992) computa direções 

de buscas mais eficientes resolvendo dois sistemas de equações lineares em cada 

iteração como apresentado em (A.1). As duas soluções dos sistemas lineares, as quais 

são determinadas através de um passo preditor e um corretor, envolvem a mesma matriz 

dos coeficientes, porém o vetor que fica do lado direito do sistema é diferente. Logo 

somente uma fatorização da matriz e um pequeno cálculo adicional são necessários no 

passo corretor. Na determinação do método preditor-corretor fatores não-lineares são 

introduzidos no vetor do lado direito do sistema de Newton, os quais a princípio não são 

conhecidos. Para determiná-los aproximadamente, Mehrotra (1992) sugere o cálculo de 

direções afins primais-duais, tornando o parâmetro de barreira igual a zero no passo 

preditor. 

 

 Wu et al. (1994) aplicaram o método de Mehrotra em um problema de FPO e 

para isso determinaram uma matriz Hessiana da função Lagrangiana W, que não 
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dependia do parâmetro de barreira, pois, caso contrário a matriz não seria a mesma nos 

passos preditor e corretor. Seguindo a mesma estratégia adotada por WU et al. (1994) e 

utilizando o método apresentado na seção 3, define-se a matriz Wpc sendo a mesma 

matriz W, encontrada em (A.7), a qual não depende do parâmetro de barreira µ, dada 

por: 

 

Wpc = ,    (A.13) 
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e as submatrizes são as mesmas determinadas em (A.7).  

 

 Para aplicar o método proposto por Mehrotra (1992), no passo corretor, o vetor 

do lado direito do sistema (A.6), isto é, o vetor gradiente L∇ , é modificado. Termos 

não-lineares são acrescentados resultando no novo vetor pcL∇ , dado por:  
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    (A.14) 

  

Logo existem dois sistemas a serem resolvidos. No passo preditor faz-se µ=0 e 

resolve-se o sistema 

 

LdW
~

pc ∇−=∆    (A.15) 
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onde  são os valores aproximados utilizados para o cálculo dos termos não-lineares 

que aparecem em (A.14). No passo corretor calcula-se um valor para µ e os termos não-

lineares, depois resolve-se o sistema 

~
d∆

 

pcpc LdW ∇−=∆ ,    (A.16) 

 

utilizando os valores determinados por (A.15).  

 

A.3.1- ALGORITMO 

 

 O método barreira modificada parcialmente relaxado preditor-corretor pode ser 

apresentado pelo seguinte algoritmo: 

 

1) Dado o problema (A.2), construa a função Lagrangiana (A.3); 

2) Faça k= 0; Escolha uma solução inicial para as variáveis e parâmetros do 

problema: , , ,  e . ),,s,x(d kkkkk πλ= 0uk
1 > 0uk

2 > 0uk
3 > 0k >µ

3) Faça µ=0, determine o sistema (A.15) e resolva-o; 

4) Calcule µ, usando (A.11), determine o sistema (A.16) e resolva-o; 

5) Atualize as variáveis do problema utilizando (A.8); 

6) Se o critério de parada para o método de Newton preditor-corretor está satisfeito, 

vá ao passo 7; senão, volte ao passo 3;    

7) Se as variáveis do problema satisfazem as condições de KKT, pare; senão, vá ao 

passo 8;   

8) Atualize os multiplicadores de Lagrange através de (A.12), faça k = k+1 e volte 

ao passo 3. 

 

 



 

 

ANEXO A – Diagramas Unifilares dos Sistemas Elétricos 
 

 

Neste anexo são apresentados os diagramas unifilares de alguns dos sistemas 

elétricos utilizados nos resultados numéricos.  

 

 

• Sistema IEEE 14 barras 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Anexo A                                                                                                        124

 
 
 

• Sistema IEEE 30 barras 
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• Sistema elétrico equivalente CESP 53 barras 
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• Sistema IEEE 118 barras 
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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