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Resumo

Um invariante de nao-planaridade é uma medida de quao distante um grafo estd em admi-
tir um desenho planar. O invariante mais estudado é o crossing number e, por isso, é
vasta a quantidade de trabalhos encontrados na literatura sobre este tema. Por esta razao,
este trabalho investiga algumas abordagens para reducao do niimero de cruzamentos de
arestas no desenho linear de grafos, onde os vértices sao dispostos ao longo de uma linha
reta horizontal no plano. Um algoritmo baseado na meta-heuristica Times Assincronos é
apresentado com resultados interessantes e razoavel tempo de execucao.

Palavras-chave: planarizacao de grafos, nimero de cruzamentos de arestas, st-numeracao,
times assincronos, vértices falsos, desenho linear de grafos.



Abstract

A nonplanarity invariant is a measure of how nonplanar is a given graph. The most
investigated invariant is the crossing number which can be observed by the amount of
works in the literature on this subject. Therefore, this work investigates approaches to
reduce the edges crossing number in linear graph drawing. An algorithm based in the
meta-heuristic Asynchronous Teams is presented with interesting results and a reasonable
time of execution.

Keywords: graph planarization, crossing number, st-numbering, asynchronous teams,
dummy vertices, layout linear.
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1 Introducao

Grafos freqiientemente tém sido utilizados para representar a informacao e, em diversos
casos, eles sao a melhor e, as vezes, a tnica forma de transmitir informacao de maneira
compreensivel. Podemos citar, por exemplo, os mapas utilizados para indicar percursos
e distancias entre cidades e os automatos finitos. No primeiro caso, as cidades sao repre-
sentadas pelos vértices e as estradas representadas pelas arestas do grafo, onde as arestas
possuem informacao geografica. No segundo caso, estados sao representados por vértices
e transicoes sao representadas por arestas, onde as arestas possuem informacao sobre a

transicao.

Desenho de Grafos é uma area de pesquisa em Teoria dos Grafos que estuda técnicas
para visualizacao de informacao formulada sob a forma de grafos. Existem diversos
critérios estéticos que procuram traduzir as caracteristicas que tornam um desenho “agra-
davel” e “legivel” para o usuario. Normalmente, os grafos sao considerados legiveis quando
atendem a critérios tais como: simetria, poucos cruzamentos de arestas, distribui¢ao uni-
forme de vértices e comprimento uniforme de arestas. Embora a avaliacao do que é
“legivel” e o que é “agradavel” em um desenho seja subjetivo a cada usudrio, é possivel
definir alguns critérios e padrdes 1teis a maior parte das aplicagoes, dentre esses (critérios
e padroes) a planaridade de grafos ocupa lugar de destaque. Este fato atraiu uma gene-
rosa quantidade de trabalhos dedicados a grafos planares e, em alguns casos, envolvendo
métodos de planarizacao de grafos. Entre as aplicagoes de planarizacao de grafos desta-
camos o projeto de circuitos impressos e projeto de circuitos VLSI (Very Large Scale of

Integration).
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Como exemplo pratico, mostramos na Figura 1.1 o circuito impresso de um floppy com

cerca de 13 cruzamentos, os quais foram substituidos por um “jumper” (veja Figura 1.2).

No destaque da Figura 1.1, vemos a substituicao de um cruzamento pelo jumper P1.

Figura 1.1: Placa de circuito impresso de um floppy

No layout de placas de circuito impresso bem como no projeto de circuitos VLSI, para
o caso de fios nao isolados, a sobreposicao de fios entre componentes elétricos causaria
curto-circuito. Uma solucao possivel é substituir o cruzamento por um dispositivo como
mostrado na Figura 1.2. Desta forma, ao reduzirmos o nimero de cruzamentos nestes

circuitos, diminuimos o nimero desses dispositivos numa placa.
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Figura 1.2: Jumper

Neste trabalho, investigamos abordagens para reducao do nimero de cruzamentos
de arestas em desenho linear de grafos. Para a otimizacao do problema utilizamos a

meta-heuristica Times Assincronos.

No préximo Capitulo apresentamos os conceitos basicos utilizados no decorrer do
trabalho. No Capitulo 3 apresentamos um Time Assincrono para otimizacao do problema
do nimero de cruzamentos em desenho linear. No Capitulo 4 discutimos alguns resultados
obtidos pela execucao do Time e, finalmente, no ultimo Capitulo concluimos este trabalho

de dissertacao apresentando algumas idéias de trabalhos futuros.
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2 FPundamentacao Teodrica

Neste capitulo, apresentamos conceitos bésicos utilizados no decorrer do trabalho. O

leitor habituado as defini¢oes basicas de grafos pode saltar para a segao 2.2.

2.1 Grafos

Um grafo G é uma tripla ordenada G=(V,E), onde V é um conjunto finito e nao vazio
de pontos denominados vértices, Ef é um conjunto finito de arestas e ¥ : B — V x V
¢ uma funcao de incidéncia que associa a cada aresta e de G um par de vértices u e v,
notagao 1 (e) = {u,v} ou ¥(e) = {v,u}, onde a ordem nao é importante. Os vértices u e
v sao chamados de extremos de e. Neste caso, dizemos que o vértice u é vizinho de v e

vice-versa, a aresta e ¢ incidente em u e em v e que o par de vértices u e v sao adjacentes.

Um grafo contém arestas paralelas ou multiplas se possui arestas diferentes comparti-
lhando os mesmos extremos. Se a funcao de incidéncia admite arestas com vértices u e v
iguais (u=v), entao, o grafo contém lagos. Um grafo é simples se nao contém lagos nem

arestas multiplas.

Neste trabalho utilizamos apenas grafos simples, o que denotaremos simplesmente por
grafos. Como a funcao de incidéncia esta bem definida pelos extremos de cada aresta,
omitiremos a fun¢ao de incidéncia da definicao de grafos. Portanto, um grafo é uma dupla

G=(V,E) tal que uma aresta e = {u, v} onde anteriormente ¥ (e) = {u,v}.

Definimos como grau de um vértice, denotado por d(u), o tamanho do conjunto dos

vértices adjacentes ao vértice u. Um grafo G é dito regular se todos os seus vértices tem
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0 mesmo grau.

Um grafo G=(V,E) é dito ser cibico quando para todo vértice u em G, d(u) = 3. A

Figura 2.1 ilustra um grafo ctbico.

Figura 2.1: Exemplo de grafo ciibico

Seja G = (V, E) um grafo com |V| = 2™ vértices, numerados 1,2,...,2". Seja [, a
representacao binaria com n digitos da numeracao de cada vértice v € V. O grafo G é
chamado de n-cubo, denotado por @, se o conjunto de arestas consiste dos pares {u, v}

tal que [, difere de [, em exatamente um digito. A Figura 2.2 apresenta os grafos ()1, @,

Q3 e Q4.

Figura 2.2: Grafos ()1, ()2, Q3 ¢ Q4

A wizinhan¢a de um vértice u, denotada por N(u), consiste no conjunto de vértices

adjacentes a u, conforme ilustra a Figura 2.3 (neste trabalho nao incluimos u em sua

vizinhanga).

Figura 2.3: Vizinhanca de um grafo
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Um grafo é dito completo, denotado por K, se todos os seus vértices sao dois a dois

adjacentes. A Figura 2.4 ilustra um grafo completo com 4 vértices (K}).

Figura 2.4: Grafo completo Ky

Um grafo G=(V,E) é dito bipartido se existe uma biparti¢ao de V' em dois subcon-
juntos Vj e V5, de maneira que toda aresta e em E tem exatamente um extremo em V; e
um extremo em V5. O grafo G serd chamado de bipartido completo, denotado por K, ,,,
se |Vl =n+m, |Vi| =m, |Va] =n e N(v) = V5 para todo vértice v € Vi. A Figura 2.5

mostra os grafos Ko e K3 3.

o———o

<

(a) Kap (b) K33

Figura 2.5: Grafos completos bipartidos K; 2 ¢ K333

Chamamos de passeio P em um grafo G uma seqiiéncia de vértices e ares-
tas P = (u = uy, {ug,us}b,ug ... up_1, {up_1,ur},ur, = v). Um caminho é um passeio
que nao repete vértices. Dizemos que dois caminhos C; e C5 entre u e v sao disjuntos
se (C1NCy)\{u,v} = 2. Seja u e v vértices distintos, seja também C; e Cy caminhos

disjuntos entre u e v, entao, chamamos de ciclo a uniao C; U Cs.

Corolario 1. Todo ciclo em um grafo sem arestas multiplas tem, pelo menos, 3 vértices.

Demonstracao: Segue trivialmente das defini¢oes de arestas multiplas e de ciclo. O

Se um caminho contém todos os vértices do grafo dizemos que este caminho é hamil-

toniano. Um ciclo é hamiltoniano se contém todos os vértices de G.
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O produto cartesiano C,, x C,, de dois ciclos C, e C,, é o grafo contendo nm vértices
{wi;} e 2nm arestas {v;j, V(it1) mod nj} € {Vij: Vi,(j+1) mod m}, para0 <i<ne0 < j < m.
Considerando que cada vértice do C,, x C,, é representado por um ponto no plano com
coordenadas (7, j), chamamos as duas familias de arestas acima de horizontal e vertical,
respectivamente. Um ciclo do grafo C), x C,,, é chamado meridiano se usa apenas arestas
verticais e paralelo se usa apenas arestas horizontais. Assim, o grafo C,, x C,, possui n
meridianos isomorfos ao C,, e m paralelos isomorfos ao C,. A Figura 2.6 apresenta o

grafo C3 x C}.

Figura 2.6: Grafo C3 x (3

Um grafo G é dito conexo se existe um caminho entre quaisquer vértices de G, caso
contrario, dizemos que G é desconero. Um vértice v € G é chamado de ponto de articu-
lagao ou vértice de corte se G é conexo e G\v é desconexo. Dizemos que G é biconero
se GG nao possui pontos de articulagao. A Figura 2.7 ilustra a estrutura de um grafo nao

biconexo. Sao pontos de articulagao os vértices a e b.

Figura 2.7: Estrutura de um grafo nao biconexo

Um grafo G'=(V’,E’) é chamado de subgrafo de G=(V,E) se V'CV e se E'CE (Fi-
gura 2.8). Dizemos que G’ é subgrafo proprio se V' # V ou E' # E, notagao G' & G.

Dizemos que G' & G é um subgrafo induzido de G se para todo par de vértices u e v em
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G, {u,v} € E’ se e somente se {u,v} € E.

Figura 2.8: Subgrafo

Dizemos que G’ é uma componente biconexa (ou bloco) de G, se G' é um subgrafo

induzido de G e G’ é biconexo.

Seja P uma propriedade qualquer de um grafo G. Dizemos que H C G é maximal
(resp., minimal) relativo a propriedade P se nao existe um subgrafo H C G que possui
a propriedade P onde H & H' (resp., H' & H). A definigdo ndo implica necessariamente
que H seja o maior (resp., menor) subgrafo de G' com a propriedade P. Quando isso ocorre,
o subgrafo H é dito ser mdzimo (resp., minimo) relativo a propriedade P. Na Figura 2.9,
considerando a definicao de subgrafo completo como a propriedade P a ser verificada,
o subgrafo induzido pelo conjunto de vértices {u,v} é completo maximal, porém nao é

completo méximo, j& o subgrafo induzido por {z,y, z} é completo méximo.

\Y X 4

Figura 2.9: Subgrafo maximal e minimal

Dois grafos G e H sao chamados de isomorfos se existe uma bijecao ¢ : G — H tal
que u e v sdo adjacentes em G se e somente se os vértices p(u) e p(v) sdo adjacentes em

H.

A subdivisdo de uma aresta e = {u,v} é a operacado em que se remove e e se insere
um novo vértice w e duas arestas {u,w} e {w,v}. Um grafo G contém uma subdivisao

de um grafo H se existe uma subdivisao do grafo H isomorfa a um subgrafo de G.

Dizemos que um grafo conexo GG é uma drvore se G nao contém ciclos. Uma proposicao

facil de demonstrar é que em uma arvore 1" existe um nico caminho entre quaisquer dois
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a b d
e C
(a) Grafo G (b) Arvore de expanséo T

Figura 2.10: Arvore de expansao de um grafo. Arestas de ciclo tracejadas

vértices v e w € T. Uma arvore é dita enraizada (T',r) se escolhemos aleatoriamente
algum vértice r € T ao qual chamamos de raiz. Dada uma arvore enraizada (T',r) e um
par de vértices v e w quaisquer, dizemos que v € ancestral de w e w é um descendente de
v se v pertence ao caminho de r para w. Se v é ancestral de w e {v,w} é uma aresta de T,
entao dizemos que v é pai de w e que w é filho de v. Uma &rvore enraizada (7,7) é uma
drvore de expansao de um grafo G' se T' é um subgrafo de G e existe um vértice r em T’
tal que para toda aresta e = {u,v}, ou e € T' ou u é ancestral de v ou v é ancestral de u
em (T,r). Neste caso as arestas de G \ T' sdo chamadas de arestas de retorno, denotadas
por u — v, e as demais arestas de arestas da drvore, denotadas por u — v. Denotamos
por u — v um caminho C' de u para v (possivelmente vazio) quando todas as arestas de

C' sao arestas de (7', r).

Arestas de arvore | Arestas de ciclo Caminhos

a—b c—e f—a aSe bSd ¢S f

b—c e— f d—b a>d bSe

c—d e—a a>e bS5 f
a> f

Tabela 2.1: Caminhos e arestas da arvore da Figura 2.10

Um desenho simples de um grafo G é um desenho de G no plano tal que vértices sao
desenhados em lugares distintos, nenhuma aresta cruza a si mesma, arestas adjacentes
nao se cruzam, duas arestas caso se cruzem se cruzam no maximo uma tnica vez e no seu
interior, nunca nos extremos, arestas nao interceptam vértices, exceto quando incidentes

nestes vértices e um cruzamento somente pode ser compartilhado por duas arestas. Dora-



23

vante neste trabalho quando mencionarmos desenho de um grafo subentendemos desenho

simples.
Um grafo é dito planar se admite um desenho simples sem cruzamentos de arestas.

Teorema 2 (Kuratowski [47]). Um grafo G é planar se e somente se ndo contém uma

subdivisao do Ks3 ou do K.

Dizemos que um desenho (simples) é dtimo se apresenta o menor niimero possivel de

cruzamentos.

Chamamos de nimero de cruzamentos (crossing number) de G, denotado por cr(G),
o numero minimo de cruzamentos de arestas de um desenho 6timo de G. Este niimero
é particularmente interessante, pois o valor é o mesmo independente do modo como G é

desenhado.

2.2 Invariantes de Nao-Planaridade

Chamamos o nimero de cruzamentos de arestas um invariante de nao-planaridade, isto
é, qualquer que seja o desenho Dg de um grafo GG, o niimero de cruzamentos de arestas
de D¢ é maior ou igual a cr(G), o que explica o nome “invariante”. Denotamos ainda o
nimero de cruzamentos de D¢ por cd(Dg). Desta forma, cd(Dg) > cr(G), com igualdade

se Dg é 6timo.

Uma outra maneira de definir um invariante de nao-planaridade é associd-lo a uma
operagao de planarizagao. Uma operacao de planariza¢cao é uma operagao em um grafo
nao planar G que resulta em um novo grafo G’ com o ntimero de cruzamentos do desenho

6timo menor (cr(G') < cr(Q)).

Um exemplo de operacao de planarizagao é a inser¢ao de vértices falsos. Seja G um
grafo nao planar, seja Dg um desenho 6timo de G, sejam e; = {u,v} e e = {z,y} duas
arestas que se cruzam em Dg. Uma operagao de inser¢ao de vértices falsos é a criacao de

um novo grafo G' com a remocao de e; e e3 de G e a inser¢ao de um novo vértice k e das
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arestas {u, k}, {k,v}, {z,k} e {k,y}, onde D¢ pode ser formado colocando o vértice k
nas coordenadas do cruzamento de e; e e5 em D¢, colocando-se também as novas arestas
no local correspondente as linhas entre o cruzamento de e; e ey e 0os extremos de e; e e,
como mostra a Figura 2.11. Neste caso, o grafo resultante G’ possui um desenho D¢ com
um cruzamento a menos que Dg e o vértice k é chamado de vértice falso. Obviamente,
o nimero minimo de vértices falsos a ser acrescentados que resultem em um grafo planar
¢ igual ao nimero de cruzamentos do desenho 6timo do grafo. Portanto, o nimero de

cruzamentos de arestas é o invariante associado a operacao de insercao de vértices falsos.

(a) Cruzamento entre e; e e em D¢ (b) Vértice k e seus adjacentes em D¢

Figura 2.11: Exemplo da operacao de insergao de vértice falso

O numero de cruzamentos de arestas é, historicamente, o invariante de nao-planari-

dade mais antigo, entretanto, nao é o nico.

Similarmente, podemos planarizar um grafo G através da remocao de algumas arestas
(veja Figura 2.12). Este invariante é conhecido como nimero de remogao de arestas
(skewness), denotado por sk(G), e indica o nimero minimo de arestas que devem ser
removidas de G resultando em um grafo planar. Assim, dado um grafo G = (V, E), seja
G’ = (V, E’) um subgrafo planar de G tal que nao existe um outro subgrafo G” = (V, E")
de G com |E”| > |E’|. Neste caso, G’ é chamado de subgrafo planar maximo de G e o
nimero de arestas removidas |E| — |E'| = sk(G) é chamado de nimero de remogao de

arestas de G.

O invariante de nao-planaridade nimero de quebra de vértices (splitting number),
denotado por sp(G), representa o nimero minimo de operagoes de divisao de vértices que

devem ser realizadas em um grafo G resultando num grafo G’ planar. Dado um grafo
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a) cd(Dg,) = 14 ) cr(Ke) = cd(DY, ) = 3 e sk(Ks) = 3 ) cd(D¥,)

Figura 2.12: Exemplo da operacao de remogao de arestas para o Kg

G = (V,E), uma operacao de quebra de um vértice v € V particiona N(v) em dois
conjuntos nao vazios S; e Sy e adiciona a G'\ v dois vértices novos nao adjacentes vy e vg,

tal que S = N(v1) e Sy = N(va) (veja Figura 2.13).

RO

a) cd(Dg, ,) = cr(Ks 3) —cdD}(” =1lesp(Ks3)= cdD’I’<3,5 =

Figura 2.13: Exemplo da operagao de quebra de vértices para o K33

Outro invariante de nao-planaridade é o numero de remoc¢ao de vértices (vertex dele-
tion number), denotado por vd(G), que indica o nimero minimo de vértices que precisam
ser removidos para planarizar um grafo G (veja um exemplo na Figura 2.14). Neste caso, a
remocao de um vértice implica também na remocao das arestas nele incidentes resultando
num subgrafo induzido, ou seja, dado um grafo G = (V, E), seja G' = (V', E') um sub-
grafo planar induzido de G tal que nao exista um subgrafo planar induzido G” = (V" E")
de G com |[V”| > |V'|, entao G’ é chamado de subgrafo planar induzido méximo de G,
e a diferenca |[V| — |V’'| = vd(G) é chamado de nimero de remocao de arestas de G.
Novamente, este nimero é um invariante pois qualquer remogao de vértices que torna um

grafo G planar tem, no minimo, vd(G) vértices removidos.

O problema de decisao associado a cada um dos invariantes relacionados é NP-Com-
pleto [29, 33, 34, 77|, permanecendo NP-Completo mesmo para grafos cubicos [27,

29, 30, 40]. Recentemente, foi demonstrado que os invariantes nimero de quebra de
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(a) cd(Dg,) =5 (b) er(Ks) = cd(D’Ks) =levdKs5)=1 (¢ D’I'(5 = D’K5 \ v, cd(D’I’(5) =0

Figura 2.14: Exemplo da operagao de remogao de vértices para o Kj

vértices, nimero de remocao de vértices e numero de remocgao de arestas sao também

SNP-Dificeis [12, 13, 30], mesmo para grafos cibicos [13, 30].

Neste trabalho nos concentramos no niimero de cruzamentos de arestas / inserc¢ao de

vértices falsos.

Os valores exatos conhecidos dos invariantes de nao-planaridade sao restritos a poucas
classes de grafos que, em geral, sao grafos simétricos ou com caracteristicas regulares, tais
como os grafos K,,, K, @n € C, X C,,. Mesmo restritos a estas classes de grafos, existem
poucos resultados exatos para o ntmero de cruzamentos de arestas. Frequentemente,
somente limites inferiores e superiores sao conhecidos. Na Tabela 2.2 apresentamos os
valores conhecidos de nimero de cruzamentos para as classes de grafos K,,, I, n, @n €

C, x C,.

Uma descrigao da histéria do resultado do ntimero de cruzamentos para os grafos K,
pode ser encontrada em [37, 38]. Um limite inferior foi também proposto por Leighton [48]:

cr(Ky) > pan(n —1)(n — 2)(n — 3), para n > 5.

Quanto aos grafos K, ,,, Zarankiewicz [78] afirmou que cr (K, ) = [ 2] | %] | 2] 2+].
Porém, um erro foi encontrado nesta demonstracao e, assim, a conjectura de Zarankiewicz
tornou-se apenas um limite superior (veja em [36] um histérico deste problema). Mais
tarde, Kleitman [45] provou a conjectura de Zarankiewicz para min(n,m) < 6 e Woo-
dall [74] para n < 8, m < 10. Além disso, limites inferiores para os grafos K, ,, tém sido

estudados [14, 45, 54].

Em relagao aos grafos @, foi estabelecida uma conjectura por Eggleton e Guy [23]:



Numero de cruzamentos
Classe Valores
Koy < L5155 122 ("2, paran < 10
> oon(n —1)(n —2)(n — 3), paran >5
Kym < 2] %52 2] |2, para min(n,m) <6e7<m <10,7<n<8
mel||m B m impar,m > 7
9™ Lﬂ,paran-?{ m par,m > 8
Qn < 3%4" — L%J 272 paran > 3
Cn x Cpy <(n—2)m,para3 <n<m

27

Tabela 2.2: Ntumero de cruzamentos do K, K, m, Qn € C, X Cy,

cr(Qn) < 4n3 —2n? L#J Posteriormente, Guy [37] encontrou um intervalo nesta

conjectura. Entretanto, Erdos e Guy [24] conjecturaram igualdade.

Mais tarde, Madej [51] propos um limite superior para o nimero de cruzamentos do

grafo n-cubo: ¢r(Q,) < 4"% — 2" 3% — 27743 + (—2)". Além disso, Madej mostrou

48"
que ¢r(Qs) < 56 confirmando, assim, a conjectura de Eggleton e Guy. Entao, Sykora e
Vrto [67] provaram que o limite de Madej é assintoticamente 6timo. Dean e Richter [17]
mostraram que o nimero de cruzamentos do (4 € 8, confirmando a conjectura de Eggleton

e Guy [23] para n = 4. Este resultado ¢é nao trivial e, até o momento, é o tinico resultado

exato para nimero de cruzamentos de grafos ),,.

A conjectura de Eggleton e Guy [23] também foi confirmada por Faria e Figueiredo [28]
paran = 6,7 e 8. Os desenhos dos grafos Qg, Q7 e Qg foram apresentados em [27]. Além
disso, Faria e Figueiredo [28] estabeleceram um novo limite superior para grafos @,, onde
n>Tcr(Qn) < 124" — 2”2_1++342”_2. Recentemente, um resultado de Faria et al. [31]

propoe cr(Q,) < %4" — L%JQ”_Q, para n > 3, coincidindo com a conjectura de Erdos
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e Guy [24].

Em numero de cruzamentos de grafos C,, x C,,, foi proposto por Harary et al. [39]
a conjectura que cr(C, x Cp,) = (n — 2)m, para todo n,m onde 3 < n < m. Esta
conjectura tém sido provada para casos particulares [2, 3, 4, 5, 17, 46, 57, 58, 59, 75, 76]. O
resultado de Salazar [61] confirma a conjectura, baseando-se no comportamento assintético
dos ntumeros minimos de cruzamentos de grandes classes de desenhos para C),, x C,.
Recentemente, Glebsky e Salazar [35] provaram que a conjectura ¢é vélida para valores de
n suficientemente grandes quando comparados a m (aproximadamente n > m?). Além

disso, limites inferiores para os grafos C,, x C'm foram propostos em [43, 62, 65].

Mais informacoes sobre os invariantes de nao-planaridade, recomendamos ao leitor o

trabalho de Liebers [50] e de Shahrokhi et al. [63].

Na préxima se¢ao, apresentamos os conceitos e trabalhos relacionados a um dos pro-
blemas de representacao de grafos em livros. No Capitulo 3, um algoritmo é proposto

para otimizacao do problema em questao.

2.3 Desenho Linear de Grafos

Uma vez que o problema de decisao associado ao numero de cruzamentos de arestas é
NP-Completo, ha na literatura uma vasta discussao sobre a otimizag¢ao do numero de
cruzamentos de arestas por meio de uma representacao em livros que, segundo Shahrokhi
et al. [63], tem resultado em métodos efetivos computacionalmente simples, fornecendo

desenhos de grafos préximos do 6timo.

Nos chamados problemas de desenho linear de grafos, os vértices de um grafo sao
dispostos em uma linha horizontal no plano, chamada “espiral”. Esta linha divide o
plano em duas metades chamadas “pdginas”, correspondendo as duas paginas de um
livro aberto. O numero de cruzamentos de um grafo em um livro é definido como o

nimero minimo de cruzamentos de arestas quando os vértices sao dispostos na espiral
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de um livro de k-paginas e as arestas sao desenhadas nas paginas, onde cada aresta esta
contida em alguma pagina. Dentre os problemas de desenho linear de grafos, o problema
do nimero de pdginas ( “pagenumber problem”, em inglés), busca o nimero minimo de
paginas necessarias para representar um grafo em desenho linear sem cruzamentos de
arestas. Este problema é equivalente ao problema da espessura do livro ( “book thickness”,

em inglés). Sabe-se que grafos ndo-planares necessitam de, no minimo, trés paginas [9].

Um problema de desenho linear de grafos é chamado fizo (resp., ndo-fizo) se a ordem
dos vértices na espiral é especifica (resp., livre). Dentre as aplica¢oes destacamos: desenho
de grafos, sistemas de visualizagao gréfica (onde o niimero de cruzamentos de arestas é um
critério estético utilizado para medir a qualidade do desenho de um grafo) [18], projeto

de placas de circuitos impressos e projeto de circuitos VLSI [9].

Cimikowski e Shope [10, 11] estudaram uma versao restrita do problema na qual pro-
curavam otimizar o desenho linear de grafo em 2-pdginas com um ntimero minimo de
cruzamentos de arestas. A ordem dos vértices na espiral é fixa e cada aresta é desenhada
em uma das paginas como um semicirculo. O problema é conhecido como Problema do
Nidmero de Cruzamentos Linear Fizo (FLCNP - “Fized Linear Crossing Number Pro-

blem”, em inglés) cujo problema de decisao associado é NP-Dificil [52]!.

Dado um grafo G com n vértices e m arestas, o nimero de configuracoes possiveis
(ou roteamentos?) das arestas do grafo G em desenho linear fixo ¢ 2™. Uma variante do
FLCNP, na qual a ordem dos vértices é livre, é conhecida como Problema do Numero de
Cruzamentos Linear Nao-Fizo (ULCNP - “Unfized Linear Crossing Number Problem”, em
inglés) ou simplesmente Problema do Numero de Cruzamentos Linear, cujo problema de
decisao associado ¢ NP-Completo [9]>. Neste caso, existem (n—1)!/2 ordens diferentes de

vértices e 2™ roteamentos possiveis das arestas, resultando em 2™~1(n — 1)! configuragoes

'Masuda et al. [52] utilizaram o problema Divisdo de Conjunto ( “Set Splitting”, em inglés) para provar
a NP-Dificuldade do Problema do Ntumero de Cruzamentos Linear Fixo.

20 posicionamento dos vértices ( “placement”, em inglés) refere-se & posigao dos vértices de um grafo
em um desenho, enquanto o roteamento ( “routing”, em inglés) refere-se ao caminho percorrido pelos arcos
que representam as arestas de um grafo em um desenho.

3Chung et al. [9] utilizaram o problema Ciclo Hamiltoniano ( “Hamiltonian Circuit”, em inglés) para
provar a NP-Completude do Problema do Nimero de Cruzamentos Linear.
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possiveis, aumentando ainda mais a complexidade do problema.

A ordem dos vértices é fundamental na obtencao do desenho linear 6timo de um
grafo [64]. Na Figura 2.15 apresentamos um desenho do K3 com cd(Dg,,) = 6 (observe
que cr(Kg3) = 6). Outro desenho do K3 é proposto na Figura 2.16. Este desenho D’Ks’g,
devido a ordem dos vértices, possui cd(D’Km) = 7, embora apresente o melhor roteamento

das arestas em duas paginas.

Figura 2.15: Desenho linear do Kg3 com cd(Dk,,) = 6

Figura 2.16: Desenho linear do K3 com cd(Di,,) =7

Cimikowski e Shope [11] estudaram a otimizac¢ao do Problema do Nuimero de Cruza-
mentos Linear Fixo utilizando uma rede neural. Posteriormente, Cimikowski [10] apre-
senta uma comparacao entre oito heuristicas diferentes, entre as quais, a rede neural
se destaca alcangando quase sempre a solucao 6tima. Uma descrigao desta heuristica é

apresentada no Capitulo 3.

O Problema do Nimero de Cruzamentos Linear ¢ estudado por Nicholson [55] que

propoe uma heuristica de complexidade O(n?). O autor propoe, basicamente, um método
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guloso de duas fases. Na primeira fase, os vértices sao colocados na espiral. O primeiro
vértice posicionado é o vértice de grau maximo. Os demais vértices selecionados serao
aqueles com maior quantidade de adjacéncias com os vértices ja posicionados na espiral.
Cada vértice é colocado na espiral numa posi¢ao onde o aumento no numero de cruza-
mentos é menor e suas arestas sao colocadas nas paginas de acordo com o roteamento que
oferecer menor quantidade de cruzamentos. Na segunda fase, os vértices sao movidos para
diferentes posicoes na espiral, modificando o roteamento das arestas apropriadamente. O
vértice escolhido é aquele que possui o maior numero de cruzamentos associados as suas
arestas. Este, por sua vez, é movido para a posicao que oferece a maior redug¢ao no nimero

de cruzamentos. Este processo continua até que nenhuma melhoria seja alcangada.

Representacao de Arestas

Em um desenho linear de grafo, as arestas podem ser representadas por semicirculos ou
por séries de semicirculos. No desenho apresentado na Figura 2.17 (a), todas as arestas
sao representadas por semicirculos, exceto as arestas {1,5} e {2,4}. Assim, o desenho
apresenta cd(Dg) = 4. Para esta ordem de vértices, se as arestas {1,5} e {2,4} sd@o
representadas por semicirculos na pagina superior ou inferior temos, respectivamente,
cd(Dg) = 5 (Figura 2.17 (b)) e cd(Dg) = 8 (Figura 2.17 (c)). No trabalho de Nichol-
son [55] assume-se que as boas solugoes podem ser alcangadas apenas com semicirculos e,
devido a simplicidade, o autor nao faz uso de séries de semicirculos na representacao de

arestas. Cimikowski e Shope [10, 11] também néo utilizam esta representagcao.

(b) cd(D) =5

Figura 2.17: Desenho linear de grafo com semicirculos e séries de semicirculos
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Considerando que o desenho linear étimo de um grafo pode ser obtido pela otimizacao
tanto da ordem dos vértices como do roteamento das arestas nas paginas, utilizaremos,
na otimizacao do roteamento das arestas, séries de semicirculos através da insercao de
vértices falsos na espiral. Limitaremos o conjunto de vértices falsos a um tnico vértice

falso no intervalo central da espiral entre cada par de vértices verdadeiros consecutivos.

Assim, o desenho linear alcangado do Kg 3 pode ser 6timo sem a alteracao da ordem

dos vértices, conforme apresentado na Figura 2.18 (cr(Kg3) = 6).

(a) cd(Dr ) =T (b) ed(Di, ) =7 (¢) cd(D, ) =6

Figura 2.18: Desenho linear do K 3.
x Cruzamentos; B Vértices falsos; e Vértices Verdadeiros
Nao temos conhecimento de outros trabalhos que utilizem vértices falsos em desenho
linear para possibilitar a representacao de séries de semicirculos. Assim, esta representacao

sera verificada empiricamente em nosso trabalho.

Representacao da Solucao

Para representacao da solugao, Nicholson [55] e Cimikowski e Shope [11, 10] utilizaram
duas matrizes de adjacéncias A e B de dimensoes N x N para um grafo G com N vértices.
Para cada aresta {i,j}, Ali, j] = 1 (resp., Bli,j] = 1) se a aresta estd na pagina superior
(resp., inferior), caso contrério, A[i, j| = 0 (resp., Bi,j] = 0). A Figura 2.19 (b) apresenta

as matrizes de adjacéncias correspondentes ao grafo Kgs (Figura 2.19 (a)).

P <q1 <p2<q (2.3.1)
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A (pagina superior) B (pagina inferior)

1234567289 1234567289
1{0|1 1 1(1 1/0 1|11
2|10 1 1 2 0
3 0 1 31 0 1
4 0 41 0|1 1
5 111 0|1 1 5 1|0 1
6|1 1/0]1 6 0
7 1 1101 7 11 0 1
8|1 1 1|0 8 0
9|1 0 9 1 1 0

(a) Desenho linear (b) Matrizes de adjacéncias

Figura 2.19: Representacao de solucao em duas matrizes de adjacéncias para desenho
linear do K3

G <p1<q2<p2 (2.3.2)

No desenho linear de grafos, um cruzamento entre as arestas e; = (p1,p2) € €3 = (q1, G2)
ocorre somente quando e; e e; estdo na mesma pagina (mesma matriz) e se satisfizerem

a equagao 2.3.1 ou 2.3.2 (veja Figura 2.20).

pL gl p2 @2

Figura 2.20: Condigao para cruzamento de arestas em desenho linear

Dado um desenho Dg de um grafo G representado nesta estrutura matricial, o niimero

de cruzamentos de arestas em D¢ pode ser obtido através da equacao 2.3.3.

n—3 n—1 7j—1 n j—1 n
ap) =52 5 {400 5 3 A mi) 3 3 sk} @as
=1 j—it2 k=it1l=j+1 k=it 1l=j+1
Q1| Q2 | Q3
Qs | Q5 | Qg
Q7 | Qg | Qg

Figura 2.21: Quadrante definido na matriz de adjacéncias de uma solugao

Para cada aresta {u,v}, a equagao 2.3.3 define 9 quadrantes (veja Figura 2.21) na
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matriz de adjacéncias, formado pelas linhas e colunas referentes aos vértices u e v. Con-
siderando que a matriz contém somente as adjacéncias da pagina superior ou inferior, os
cruzamentos associados a aresta {u,v} podem ser encontrados nos quadrantes ()3 e Qg

(ou Q4 e Qs, uma vez que a matriz é simétrica).

Como exemplo, veja nas Figuras 2.22 e 2.23 o célculo de cruzamentos para o K5 em
um desenho linear. O grafo K5 (Figura 2.22 (a)) possui cr(K5) = 1 (Figura 2.22 (b)) e
um desenho linear do mesmo é apresentado na Figura 2.22 (c¢). A matriz de adjacéncias
equivalente ao desenho linear é apresentada na Figura 2.23 (a), onde a matriz A contém
as adjacéncias da péagina superior e a matriz B as adjacéncias da pagina inferior. Na
Figura 2.23 (b), destacamos os quadrantes e cruzamentos referentes a aresta {1,3} na

matriz A e a aresta {1,4} na matriz B.

(a) (b) ()

Figura 2.22: Grafo completo Kj

Al1 2345 Bl1 2345 AlL23% 45 Bl|1234%5
1/0]1]1 1]0 1]1 4t -4 4
2(1]0[1] |1 2| o] |1 2(1[0[1] (2 2/ 10| |
3/1(1|o0(1]1 3 0 14—+t 3 0
4 1]o]1 4(1]1] o 4 }lo]1 i ar m—
50 |1]1]1]0 51 0 s5(1(2)1[1]0 51 [0

(a) (b)

Figura 2.23: Calculo de cruzamentos na matriz de adjacéncias para o Kjx

Teorema de Nicholson

Em seu trabalho [55], Nicholson mostra que qualquer grafo G pode ser representado

através de desenho linear com niumero minimo de cruzamentos. Para demonstrar este

resultado precisamos antes fazer algumas definigoes.
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O baricentro de um desenho simples de um grafo G é o baricentro* das coordenadas

dos vértices de Dg.

Seja Dg um desenho simples de um grafo G no plano 7 com nimero minimo de
cruzamentos (supondo que este desenho exista). Seja b o baricentro do grafo G. Para
todo vértice v € V convertemos suas coordenadas cartesianas em coordenadas polares p, e
0,, onde b é a origem. Agora, numeramos cada vértice v com um valor [, € {1,2,3,...,n},

onde I, <[, (v ewu € V) se uma das seguintes condigoes é verdadeira:

(2.3.4)

(

(17) 0y < 0;
(i) 0y = Oy, pu < py € T w tal que 0, = 0, < O,;
(

i) 0y = 0y, pu > py e B w tal que 0, =0, < 0,

Um contorno fechado C' no desenho simples D¢ é definido pelos segmentos de retas
entre as coordenadas dos vértices uw e v € V onde [, = (I, + 1) mod n. A Figura 2.24

ilustra a defini¢do do contorno C' para o grafo G da Figura 2.24 (a).

(a) Grafo G (b) Contorno C (c) Grafo G + contorno C

Figura 2.24: Definicao do contorno C' em um grafo G

Uma vez definido o contorno inicial C', encontramos os pontos em que arestas do
desenho D¢ interceptam C. Seja k., o nimero de vezes que a aresta e intercepta algum
segmento de C, exceto é claro quando a aresta e sobrepoe algum segmento do contorno.

Seja pi,...,p, as coordenadas dos pontos onde e intercepta C' no percurso do vértice u

4
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para o vértice v. Para toda aresta e = {u,v} onde k. > 0 subdividimos a aresta e, k.

vezes. Seja Ty, ...,Tk, os vértices da subdivisao de e na ordem do percurso do vértice u

€

para o vértice v, atribuimos a x; as coordenadas do ponto p;.

Construimos, deste modo, um novo desenho simples provisério DE para a subdivisao

G’ de G.

dg----- 3
v \
5 \
61‘.7 '1, ~92

(a) Grafo G (b) Contorno C’ (c) Grafo G’ + contorno C’

Figura 2.25: Defini¢ao do contorno C’ em um grafo G

Aplicamos novamente as regras de definicao do contorno para o grafo G’, obtendo
praticamente o mesmo contorno, exceto pelo fato de que o novo contorno C nao intercepta
nenhuma aresta, exceto as arestas que se sobrepoem ao contorno. A nova funcgao I esté
definida em V’, onde

n' — ]V’| = |V|+Zk6,
eckl

seguindo as mesmas regras definidas em 2.3.4, isto é, V'’ contém todos os vértices de V/
mais os vértices resultantes das subdivisoes das arestas de G (aquelas que interceptaram
o contorno C'). A Figura 2.25 (a) mostra o grafo G’ onde as arestas de G' que intercep-
taram C' foram subdivididas. A Figura 2.25 (b) mostra o contorno C' para o grafo G’

representado pelo desenho Df e (c) o desenho de grafo G’ + (.

Teorema 3 (Nicholson [55]). Todo desenho simples D¢ de um grafo G pode ser conver-

tido em um desenho linear simples Dy, com o mesmo numero de cruzamentos de arestas.

Demonstrag¢ao: Seja o grafo G’ obtido do grafo G através da definicao do contorno,
conforme definido anteriormente. Obtemos um desenho linear simples Dy, a partir de

G’, posicionando os vértices do contorno C” na ordem 0, ...,n — 1 conforme os valores [,
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Figura 2.26: Desenho linear do desenho de grafo da Figura 2.24 (a)

Figura 2.27: Desenho da Figura 2.26 sem os vértices falsos

Vv € V' em uma linha horizontal L em Dy,. (veja Figuras 2.26 a 2.30).

Note que as arestas de G’ (veja Figura 2.25 (c¢)) est@o inteiramente dentro ou inteira-
mente fora do contorno C’. Colocamos em Dy, a aresta e = {u,v} € G’ como o semicirculo

com centro no baricentro das coordenadas de u de v desenhando e na pagina superior se
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a aresta estd inteiramente no interior do contorno (ou se e se sobrepoe a um segmento de

("), caso contrario desenhamos o semicirculo na pagina inferior.

Duas arestas quaisquer e; = {u;, vi} (L, < ly,) e ej = {u;,v;} (L, <l,,) se cruzam

em Dy, se e somente se u; < u; < v; < v; ou uj < u; < v; < ;. l

Figura 2.30: Desenho linear do K33 com 1 cruzamento

Assim, para um desenho D¢ de um grafo G qualquer, mostramos que é possivel obter
um desenho linear Dy, do grafo G onde o cd(Dy;) = cd(Dg). A seguir, apresentamos
uma técnica de ordenagao de vértices muito utilizada em teste de planaridade de grafos

chamada st-numeragao. Como o desenho linear 6timo de um grafo GG esté relacionado
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a ordem dos vértices na espiral, utilizamos esta ordem no processo de otimizacao do

problema.

Em [11], Cimikowski e Shope utilizaram uma heuristica gulosa para obter uma or-
dem linear dos vértices de um grafo GG sobre a qual aplicaram a heuristica proposta.
Em [10], Cimikowski fixou os vértices na espiral segundo a ordem de um ciclo hamilto-
niano. Porém, o problema de determinar se um grafo G contém um ciclo hamiltoniano
¢ NP-Completo [32]. Para grafos completos, qualquer ordem dos vértices é um ciclo
hamiltoniano®, porém em testes com grafos randomicos com n vértices, devido a dificul-
dade computacional do problema, o autor posicionou os vértices na espiral na seqiiéncia

1,2,...,n.

Por esta razao, preferimos utilizar a st-numeracao para obter a ordem dos vértices de
um grafo G, visto que esta pode ser encontrada em tempo O(n + m). A st-numeragao
tem sido muito utilizada em planarizacao de grafos, é encontrada rapidamente e fornece
inimeras ordens dos vértices de um grafo. Além disso, todo ciclo hamiltoniano é uma
st-numeragao (o inverso nem sempre é verdade). Assim, decidimos pela utilizacdo da

st-numeracao em um processo empirico de determinar a ordem dos vértices na espiral.

2.4 st-Numeracao

A determinacao da st-numeracao de um grafo G é um passo fundamental de pré-proces-
samento em muitas aplicagdes tais como teste de planaridade, planarizacao de grafos [6, 8,
19] e desenho de grafos. O primeiro algoritmo reportado na literatura para encontrar uma
st-numeragao para grafos foi proposto por Lempel, Even e Cederbaum [49] como parte de

um algoritmo eficiente de teste de planaridade. Neste trabalho, os autores provam que:

Defini¢ao 1 (st-Numeragao). Seja G um grafo biconexo com n vértices e uma aresta
qualquer {s,t}. Os vértices de G podem ser numerados de 1 a n, onde o vértice s recebe

o nimero 1, o vértice t recebe o niimero n e qualquer vértice v com numeragao ¢ (exceto s

=4 ~ . ’ B . . .
°0 autor nao deixa claro o método utilizado para encontrar o ciclo hamiltoniano para outras classes
de grafos.
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e t) é adjacente a, pelo menos, um vértice u com numerac¢ao menor que ¢ e a, pelo menos,

um vértice w com numeragao maior que .

A st-numeracao de um grafo nao é tunica. Considere, por exemplo, o grafo G da
Figura 2.31 e a aresta {u;,u,} como a aresta {s,t}. Neste caso, qualquer permutagao
de 2,3,4...,n — 1 atribuida aos vértices us, us, ..., u,_1 resulta em uma st-numeracao,
isto é, um total de (n — 2)! st-numeragoes possiveis. Dada uma st-numeragao, a ordem
inversa também é uma st-numeragao de G. Logo, temos 2(n —2)! st-numeragoes distintas.
Deixamos como exercicio mostrar que este grafo possui 6(n — 2)! st-numeragoes distintas

(sugestao: toda aresta do grafo pode ser tomada como aresta {s,t}).

U
Uh-1

U

Figura 2.31: Desenho de um grafo G com 6(n — 2)! st-numeragoes possiveis

O algoritmo de Lempel, Even e Cederbaum [49] tem tempo de execugao O(nm) onde
n e m sao, respectivamente, o nimero de vértices e o numero de arestas do grafo. Esta
complexidade foi otimizada por Even e Tarjan [25, 26] modificando o conhecido algoritmo
de busca em profundidade (DFS - Depth First Search), obtendo um algoritmo de com-
plexidade linear O(n 4+ m) para o mesmo fim. A seguir, apresentamos alguns algoritmos

baseados em busca em profundidade para encontrar a st-numeracao de um grafo.

st-Numeracgao por Even e Tarjan

Como jé afirmamos, o primeiro algoritmo linear para encontrar a st-numeracao foi desen-
volvido por Even e Tarjan [25, 26]. Este algoritmo é dividido em trés fases: busca em

profundidade, decomposi¢ao em caminhos e st-numeracao dos vértices.

Fase 1: Busca em profundidade
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Dado um grafo biconexo G e uma aresta qualquer {s,t}, a primeira parte do algoritmo
(pseudo-cédigo apresentado na Figura 2.33) utiliza busca em profundidade para construir
uma arvore de expansao (7,t) de G, onde a primeira aresta de busca da arvore é {t, s}.

E possivel mostrar que nao existe outra aresta em T saindo de ¢, exceto a aresta {t, s}.

Lema 4. Seja (T,t) uma drvore de expansio do grafo biconero G = (V, E) obtida pelo
algoritmo DFS (busca em profundidade) a partir de t € V' onde a primeira aresta a ser
considerada pelo algoritmo € a aresta {t,s}. Entao, toda aresta {t,x} onde x # s é uma

aresta de retorno.

Porém, antes de demonstrar este Lema, precisamos estabelecer a propriedade funda-

mental de arvore de expansao obtida pela busca em profundidade.

Lema 5 (Propriedade fundamental da arvore de expansao obtida pelo DFS).
Seja G = (V, E) um grafo conezxo, (T,r) uma drvore de expansao de G obtida pela busca
em profundidade a partir de v onde T = (V, F). Entdo, toda aresta e € E ou é uma

aresta de T' (e € F) ou € uma aresta de retorno.

Demonstra¢ao: Seja G um grafo conexo, (T,r) uma arvore encontrada pelo algoritmo
DFS (apresentado na Figura 2.32) a partir do vértice r. Seja também e = {u,v} uma
aresta de G. Sem perda de generalidade, suponhamos que o vértice u é visitado pelo
algoritmo DFS antes do vértice v. No momento em que o vértice u foi marcado (linha
3 do algoritmo), o algoritmo DFS é executado para todos os vizinhos de u ainda nao
visitados (linha 6), incluindo v. Se {u,v} ¢ T entao v serd visitado através de alguma
aresta {z,v}, antes de considerar a aresta {u, v}, portanto, a aresta {z,v} pertence a T,
onde = é descendente de u. Logo, v é descendente de u e a aresta {u,v} é uma aresta
de retorno. Caso contrario, v serd visitado através da aresta {u,v} e a aresta {u,v} ird

pertencer a T'. 0

Uma vez estabelecida a propriedade fundamental da arvore de expansao obtida pela

busca em profundidade, retornamos a demonstracao do Lema 4.
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Require: grafo conexo GG e um vértice v qualquer
Ensure: depende da aplicagao
Initialize: pre(v) :=0Vv € V e cont := 1;
1: procedure DFS(G, v);

2: begin

3: pre(v):=cont;

4: cont:=cont+1;

5: execute pré-processamento; // depende da aplicagao

6: for each w € adj(v) do

7: if pre(w) =0 then // vértice ainda nao visitado

8: l)FS(G7 w);

9: execute pds-processamento em {v,w}; // depende da aplicagao
10: end;

Figura 2.32: Algoritmo de busca em profundidade

Lema 4. Seja (T,t) uma drvore de expansdo do grafo biconezo G = (V, E) obtida pelo
algoritmo DFS (busca em profundidade) a partir de t € V' onde a primeira aresta a ser
considerada pelo algoritmo € a aresta {t,s}. Entao, toda aresta {t,z} onde x # s € uma

aresta de retorno.

Demonstragao: Seja G um grafo biconexo, (7,t) uma &arvore de expansao obtida pelo
algoritmo DFS e {t,s} a primeira aresta de G a ser considerada pelo algoritmo DFS
({t,s} € T). Suponhamos, por absurdo, que exista uma aresta {t,x} em T, onde
x # s. Logo pelo Lema 5 nao existe um caminho de s para x, exceto o caminho
(s,{s,t},t,{t,z}, x) passando pelo vértice t. Portanto, o vértice t é um ponto de ar-

ticulacao em G, o que é absurdo, uma vez que G é biconexo. U

Note que no algoritmo da Figura 2.32, linhas 5 e 9, nao esta definido o significado
de pré-processamento e pos-processamento. Assim, a primeira fase do algoritmo de st-
numeracao de Even e Tarjan [25, 26] utiliza estes dois espagos (veja Figura 2.33) para

definir os seguintes valores para cada vértice v € V:

e pre(v): é a ordem em que os vértices sao visitados (pré-ordem);

e pai(v): é o valor pre(z), onde x é o vértice pai de v em T}
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e low(v): é calculado pela seguinte férmula: Seja L, o conjunto formado pelos vértices
descendentes de v na drvore de expansao 7' (incluindo v) e P, o conjunto formado
pelos vértices ascendentes de v na arvore T (incluindo v). Pelo Lema 5 toda aresta
incidente em um vértice contido em L, que nao pertence a T, é uma aresta de
retorno e, portanto, tem seu outro extremo em P,, entdao low(v) = min{pre(w)}
onde x € Ly, {z,w} ¢ T e w € P,, isto é, low(v) é o menor dos valores pre(w) com
w em P, onde w possui, pelo menos, um vizinho em L,. Tarjan [71] mostra que, se

G é biconexo e low(v) = v, entdo v é o vértice raiz da arvore de expansao 7.

Require: grafo biconexo G e vértice qualquer v
Ensure: célculo de valores low, pai e pre
Initialize: pre(v) :=0Vv € V e cont := 1;
1: procedure DFS(v);

2: begin

3: pre(v):=cont;

4: cont:=cont+1;

5: low(v) := pre(v);

6: for each w € adj(v) do

7: if pre(w) =0 then // vértice ainda nao visitado
8: T:=T+v— w;

9: pai(w) := v;

10: DFS(w);

11: low(v) := min{low(v), low(w)};
12: else if w # pai(v) then

13: low(v) := min{low(v), pre(w)};

Figura 2.33: Primeira fase do algoritmo de st-numeracao de Even e Tarjan [25, 26]

A Figura 2.34 apresenta o grafo Kg3 e a arvore de expansao encontrada pelo procedi-
mento DF'S para {s,t} = {6,3}. Em (a), a numeracdo em negrito corresponde ao vértice
pai. Em (b), a numeragao em negrito corresponde a propriedade pre(v) pela qual a &rvore
de expansao foi determinada. Arestas pontilhadas representam as arestas de retorno e as

demais representam arestas da arvore de expansao.

Fase 2: Decomposicao em caminhos
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v46 v57 v7 v99

(a) Grafo com pai(v) em negrito (b) Arvore com pre(v) em negrito

Figura 2.34: Grafo Kg3 e drvore de expansao para {s,t}={6,3}. Para cada vértice v do
grafo, low(v) = 6.

Na segunda fase, a fungao PATHFIN DER retorna um caminho de arestas nao visitadas

a partir do vértice v (ja visitado) até um vértice distinto w (também j4 visitado). A funcao,

apresentada na Figura 2.35, é utilizada na tltima parte do método.

O Corrigendum publicado por Even e Tarjan[26] posteriormente, altera a funcdo

PATHFINDER nas linhas 11 e 12. O c6digo original nestas linhas constava como:
procure (new(w — x) or new(w — x)) and
(x = low(w) or low(x) = low(w));

Fase 3: st-numeracgao dos vértices

Enfim, na tltima fase do algoritmo (veja pseudo-cédigo na Figura 2.36), uma pilha S é
utilizada para armazenar todos os vértices visitados. A principio, a pilha contém apenas
os vértices s e t, com s no topo da pilha. Entdo, o vértice v (no topo da pilha) é removido
e a fungao PATHFINDER ¢é chamada. Se a funcao PATHFINDFER retornar um
caminho, os vértices que compoem este caminho sao adicionados a pilha S de forma que
o vértice v esteja novamente no topo da pilha. Desta forma, todos os caminhos existentes
a partir de v sao encontrados e seus vértices adicionados a pilha S. Quando a fungao
PATHFINDER nao retornar mais nenhum caminho a partir do vértice v, um nimero
é associado ao vértice v que nao retornard mais a pilha. Esta numeracao associada ao

vértice v, quando todos os caminhos a partir de v ja foram percorridos, é a st-numeracao.
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Require: vértice v e valores low(v), pre(v) e pai(v) para v € G
Ensure: caminho ainda nao percorrido com inicio em v

1: function PATHFINDER(v);

2: begin
3: seja um vértice w € adj(v);
4: if new(v — w) and w = w then / /aresta de retorno tal que w € s — v
5: marque v — w como old,
6: path := {v, w};
7: else if new(v — w) then // aresta de &rvore nao visitada
8: marque v — w como old;
9: path = {v,w};
10: while new(w) do
11: procure (new(w — x) and x = low(w)) or
12: procure (new(w — x) and low(z) = low(w));
13: marque w e w — x como old;
14: path := path U (w, z);
15: w =
16: else if new(v — w) and v = w then // aresta de retorno tal que v € s — w
17: marque v < w como old;
18: path := {v,w};
19: while new(w) do
20: procure (new(r — w));
21: marque w e r — w como old,
22: path := path U (w, x);
23: w =T
24: else path := &; // todas adjacéncias de v estdo marcadas
25: return path;
26: end;

Figura 2.35: Segunda fase do algoritmo de st-numeragao de Even e Tarjan [25, 26]

Nenhum vértice é permanentemente removido da pilha até que todas as suas arestas
incidentes tenham sido visitadas. Assim, um vértice u é removido da pilha depois de
s e antes de t (se s # u # t). Além disso, como todos os vértices sao eventualmente
colocados na pilha, todos recebem um ntimero e, uma vez que s é o primeiro vértice
permanentemente removido da pilha e ¢t é o ultimo, s recebe o ntimero 1 e t recebe o
nimero n. As Figuras 2.37 a 2.42 ilustram a acao do algoritmo aplicado ao Kg3 da

Figura 2.34.

Posteriormente, Ebert [22] também propos um algoritmo para encontrar a st-nume-

ragao de um grafo. Baseado neste algoritmo, Tarjan [72] propos uma simplificacao a qual
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Require: grafo biconexo G e vértices s e t
Ensure: grafo st-numerado
Initialize: marque s, t e {s,t} como old e demais vértices e arestas como new;

1: procedure STNUMBER(G;,s,t);

2: begin

3: P:=empilha(t);

4: P:=empilha(s);

5: 1:=0;

6: while P # @ do

7: v:=desempilha(P);

8: path:=PATHFINDER (v)={{v1,va}, {va, v3}, ..., {vk—1, v } };
9: if path # @ then

10: for j=k-1 downto 1 do
11: P:=empilha(path(v;));
12: else

13: 1 =141

14: stnumber(v) := i;

15: end;

Figura 2.36: Terceira fase do algoritmo de st-numeracao de Even e Tarjan [25, 26]

EIRNEIINEY

(b)6—-9—-8—-2—->1—3

Figura 2.37: Execugao do algoritmo de Even e Tarjan [25, 26]. Arestas percorridas sao
tracejadas e vértices visitados sao preenchidos

apresentamos a seguir.
st-Numeracgao por Tarjan
O método proposto por Tarjan [72] para encontrar a st-numeragao também executa em

tempo O(n +m), porém nao necessita da fase de decomposicao de caminhos utilizada no

algoritmo de Even e Tarjan [25, 26]. Assim, o algoritmo é dividido em apenas duas fases.
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A primeira fase constréi a arvore de expansao T' de um grafo G (através da busca em

profundidade) calculando

os valores pre(v), low(v) e pai(v) para cada v € G.

Na segunda fase do algoritmo, uma lista L com os vértices de GG é construida de
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Figura 2.41: Execugao do algoritmo de Even e Tarjan [25, 26]

Figura 2.42: Grafo st-numerado do Kg 3 (st-numeracao em negrito)

Vértice
Adicionado Lista
6-,3

1 6-,1,3+
2 6-,2,1+,3+
8 6-,8,24,1+,3+
4 6-,4,84+,2+,1+,3+
5 6-,4,5,84,24,14+,3+
7 6-,4,5,7,84,2+,1+,3+
9 6-,4,5,7,9,84,2+,14+,3+

Tabela 2.3: Lista L para o grafo da Figura 2.34 onde {s,t} = {6, 3}
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modo que a ordem dos vértices em L consiste exatamente numa st-numeracao de G. Esta

fase consiste em percorrer a arvore de expansao em pré-ordem e, portanto, as arestas de

retorno nao sao percorridas pelo algoritmo. Durante o percurso, cada vértice u ancestral

do vértice v corrente tem um sinal negativo se u precede v em L e um sinal positivo se u

sucede v em L. Inicialmente L = (s,t) e s tem sinal negativo. Assim, para cada vértice

v no percurso em pré-ordem: caso sinal(low(v)) = 4+, o vértice v serd inserido na lista L
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apos o vértice pai(v). Além disto, modificamos sinal(pai(v)) = —. Por outro lado, caso
sinal(low(v)) = —, o vértice v ¢ inserido na lista L antes do vértice pai(v), modificando
sinal(pai(v)) = +. A Tabela 2.3 apresenta a lista L para o grafo Kg3 (Figura 2.34) onde

{s,t} ={6,3}. A st-numeracao obtida ¢ a mesma da Figura 2.42.

O pseudo-cédigo do algoritmo de Tarjan [72] é apresentado na Figura 2.43, onde o
procedimento recursivo DF'S executa a busca em profundidade descrita na primeira fase,
calculando os valores pre(v), low(v) e pai(v) e construindo uma lista preorder dos vértices
(ordenada em ordem crescente de acordo com o valor pre(v)). A funcao STNUMBER

retorna uma st-numeragao para o conjunto de vértices V' e a aresta {s,t}.

Recentemente, Brandes [7] propds um novo algoritmo cuja vantagem principal sobre o
algoritmo de Tarjan [72] é o fato de que o grafo nao precisa necessariamente ser biconexo.
O algoritmo retorna uma st-numeragao para a componente biconexa que contém a aresta
{s,t} dada. Entretanto, este algoritmo nao apresenta nenhum ganho na complexidade do
algoritmo de Tarjan, este ultimo muito mais conhecido e, por esta razao, o algoritmo de

Tarjan [72] foi utilizado neste trabalho.

Mais sobre algoritmos e aplicagoes de st-numeracao, recomendamos ao leitor o traba-

lho de Papamanthou [56].

Na proxima secao, apresentamos a meta-heuristica Times Assincronos utilizada na

otimizacao do Problema do Nimero de Cruzamentos Linear.

2.5 Times Assincronos

O conceito de Times Assincronos ou A-Teams ( “Asynchronous Teams”, em inglés) foi
desenvolvido por Talukdar e De Souza [16, 70], sendo aplicado a diversos problemas de

Otimizagao Combinatoria de diferentes tipos de restrigoes e objetivos [20, 60].

Um Time Assincrono é uma colecao de agentes autonomos, conectados através de

memorias compartilhadas a fim de formar um fluxo de dados ciclico (veja Figura 2.44).
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Require: conjunto de vértices V' e aresta {s,t}
Ensure: grafo st-numerado
Initialize: pre(v) :=0Yv € V, cont :==1e L := &
1: procedure STNUMBER(V ,s,t)

2: begin

3: pre(s) := count;

4: DFS(t);

5: L :=s;

6: L:= LUt

7 plus = true; minus := false;

8: sinal(s) := minus;

9: for each v € preorder do

10: if sinal(low(v)) = minus then

11: adicione v antes de pai(v) em L;
12: sinal(pai(v)) := plus;

13: else if sinal(low(v)) = plus then

14: adicione v depois de pai(v) em L;
15: sinal(pai(v)) = minus;

16: count := 0;

17: for each v € L do

18: count := count + 1;

19: stnumber(v) := count;
20: end;

Require: vértice v e V

Ensure: valores low(v), pre(v) e pai(v)
Initialize: preorder := @;

21: procedure DFS(v)

22: begin

23: count := count + 1;

24: pre(v) := count;

25: low(v) = v;

26: for each w € adj(v) do

27 if pre(w) =0 then

28: DFS(w);

29: pai(w) = v;

30: preorder := preorder U w;

31: if pre(low(w)) < pre(low(v)) then
32: low(v) := low(w);

33: else if pre(w) # 0 and pre(w) < pre(low(v)) then
34: low(v) = w;

35: end;

Figura 2.43: Pseudo-cédigo do algoritmo de st-numeragao de Tarjan [72]
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Os agentes sao autonomos, ou seja, nao ha um agente supervisor que os controla.
Cada agente trabalha independentemente dos demais e a comunicagao entre eles é feita
assincronamente através das memorias. Basicamente, o ciclo de trabalho de um agente
consiste em ler solugoes da memoria de entrada, modificar estas solugoes e escrever os
resultados na memoria de saida, formando assim um fluxo ciclico de dados e permitindo

a auto-realimentacao do sistema.

A B

f Memoria 1 j

Memoria 2 Memoria 3

Figura 2.44: Representagao gréafica de um Time Assincrono

A Figura 2.44 apresenta o conceito geral de um Time Assincrono composto por trés
memorias (retangulos) e oito agentes (arcos): A, B, C, D, E, F, G, I. O agente I é um
agente iniciador, D é o agente destruidor e A, B, C, FE, F' e (G sao agentes construtores

de solugoes.

As memorias de um Time Assincrono geralmente armazenam solucoes parciais ou
completas de um problema de otimizagao. Quando as memorias estao cheias, um agente
destruidor (agente D na Figura 2.44) libera espago removendo solugdes “pouco promisso-

ras” conforme uma politica de destruicao pré-determinada.

Nao hé restricoes na complexidade dos agentes que sao adicionados a um Time
Assincrono. Os agentes podem ser simples ou complexos, algoritmos exatos ou heuristicas,

etc. Um agente é composto basicamente de:

e uma memoria de entrada;

e um escalonador que determina quando o agente trabalha;
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e um seletor que escolhe uma ou mais solu¢oes da memoria de entrada conforme uma

politica de selecao pré-determinada;

e um operador que modifica as solugoes selecionadas e escreve o resultado na memoria

de saida;

Um agente ¢é destruidor se ele apaga solugoes da sua memoria de entrada. Um agente

construtor produz novas solugoes pela modificagao de solugoes existentes na memoria.

A eficdcia de um agente destrutivo esta em seu sistema de controle. Seu operador tem
somente que executar a tarefa trivial de apagar objetos. O propoésito de um agente des-
truidor é eliminar os erros ou erros potenciais dos construtores pela remocao das solugoes.
Uma analise mais profunda sobre os agentes destruidores pode ser encontrada no trabalho

de Talukdar et al. [69].

Segundo Talukdar [68], quando agentes sdo conectados em redes ciclicas, tanto a
construcao como a destruicao sao processos duais, ou seja, bons agentes destruidores

compensam agentes construtores fracos e vice-versa.

Além disso, uma politica de selecao é definida para determinar a selecao de solucoes
da memoria pelos agentes de construgao. A experiéncia com Times Assincronos [68] su-
gere que a selecao de Boltzmann (uma adaptacao simétrica da estratégia de aceitacgao
da soluc¢do usada no Simulated Annealing) é suficiente para servir como estratégia de
selecao padrao quando nenhuma outra pareca melhor. A sele¢ao randomica usando uma
distribuicao de Boltzmann pode ser utilizada para selecionar solucoes de alta qualidade
para os agentes construtores e para selecionar solugoes de baixa qualidade para os agentes

destruidores.

O poder de um Time Assincrono encontra-se em seu projeto modular. A abordagem de
Times Assincronos é bastante parecida aos Algoritmos Genéticos em alguns aspectos. Um
Algoritmo Genético (GA) trabalha com uma populacao de solugoes, onde perturbagoes

(chamadas “mutacoes”) e combinagbes (chamados “cruzamentos” ou “crossovers”) de
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membros existentes sao usados para gerar novos membros da populacao. O tamanho da
populacao e sua qualidade é controlada pela remogao das piores solugoes a cada iteracao

(ou “geracao”).

Assim, tanto Times Assincronos quanto Algoritmos Genéticos podem manipular mais
de uma solucao ao mesmo tempo, criam um fluxo ciclico de dados e combinam tipos dife-
rentes de operadores para producao de bons resultados. A despeito destas semelhancas,
um Time Assincrono nao tem o ciclo fixo de execucao do Algoritmo Genético, que en-
volve os passos: de avaliagao, de selecao e de reproducao. Em um Time Assincrono, as
atividades sao feitas de maneira independente e assincrona pelos agentes. Além disso,
a abordagem de Times Assincronos define um modelo organizacional para combinar os
agentes, que é muito mais geral que os Algoritmos Genéticos, onde um agente pode ser
um Algoritmo Genético ou até outro Time Assincrono. Esta caracteristica permite-nos

especificar um sistema bastante modular e flexivel.

Outra diferenca importante reside na forma estrutural do tempo de vida das solugoes.
Em um Time Assincrono uma solu¢ao “promissora” pode ter um tempo de vida “quase
eterno” enquanto que em um Algoritmo Genético, uma solu¢ao tem um ciclo de vida igual
a uma unica geragao. Neste sentido, Algoritmos Genéticos sao sincronos. O conceito de

geracao é praticamente inexistente em Times Assincronos.

Entre as principais caracteristicas de Times Assincronos, destacam-se sua iterativi-
dade, modularidade e possivelmente alto grau de paralelismo. A autonomia e a comu-
nicacao assincrona possibilitam que as execucoes dos agentes sejam feitas em paralelo
ou cooperativamente, sendo também adequadas ao processamento distribuido, como de-
monstrado por De Souza [16]. Experiéncias com paralelismo mostraram um avango na
qualidade das solugoes quase proporcional ao nimero de CPUs utilizadas. Em outras
palavras, Times Assincronos representam comumente um speed up préximo do linear em

funcao do niimero de processadores.

Uma outra caracteristica dos Times Assincronos é que eles sao eficientes em escala.
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Segundo Talukdar e De Souza [70] uma organizagao é eficiente em escala se ela é aberta
(cresce facilmente) e se é efetiva no sentido de que seus membros cooperam conseguindo

resultados melhores a medida em que novos agentes sao acrescentados.

De um modo geral, os Times Assincronos sao adequados para a resolucao de uma
classe de Problemas Multi-Algoritmicos (De Souza [15]). Essa classe envolve problemas
para os quais: (1) ndo se conhece algoritmos de solugao exata com complexidade de tempo
polinomial; (2) existem algoritmos heuristicos, aproximativos ou de relaxagao capazes de
ajustar solugdes; e (3) os algoritmos existentes podem ser utilizados como agentes que,
por sua vez, podem ser combinados a funcionar de modo iterativo a fim de melhorar

continuamente as solugoes obtidas.

Em problemas de funcao multi-objetivo, Algoritmos Genéticos e Simulated Annealing
otimizam uma funcgao simples, expressa como uma soma ponderada de todos os objetivos
e/ou restrigoes. Assim, os usudrios devem decidir a importancia relativa dos varios obje-
tivos. Em um Time Assincrono, os objetivos e restri¢goes individuais de um problema sao
capturados nos agentes que interagem entre si de maneira autonoma e assincrona através
de memorias compartilhadas contendo solucoes candidatas. O problema é particionado
por restricoes e objetivos e, assim, os agentes sao desenvolvidos para melhorar solugoes
com respeito a uma restrigao e/ou objetivo especifico (ou a um pequeno nimero deles).
Desta forma, os agentes sao chamados agentes especializados pois sao especialistas em

suas préprias restrigoes e objetivos, ignorando as demais restrigdes e/ou objetivos.

Uma discussao mais profunda das caracteristicas dos Times Assincronos pode ser

encontrada no trabalho de Talukdar [68].

No préoximo Capitulo, apresentamos um Time Assincrono para otimizacao do proble-
ma do niimero de cruzamentos em desenho linear. Dividimos o problema em dois objetivos
principais: otimizagao da ordem dos vértices na espiral e a otimizacao do roteamento das
arestas nas paginas, obtendo a cooperacao entre agentes especialistas em cada um destes

objetivos.
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3 Time Assincrono Proposto

Neste capitulo, descrevemos um Time Assincrono utilizado na otimizacao do Problema

do Numero de Cruzamentos Linear (ULCNP).

3.1 Representacao da Solucao

A representacao da solugao utilizada por Nicholson [55], Cimikowski e Shope [10, 11] con-
siste do uso de duas matrizes de adjacéncias A e B as quais correspondem as adjacéncias
contidas nas paginas superior e inferior, respectivamente. Como A e B sao simétricas,
neste trabalho utilizamos uma tnica matriz de adjacéncias, diminuindo assim a estru-
tura de dados necessaria para representacao de uma solugao. Convencionamos que as
adjacéncias acima e abaixo da diagonal principal da matriz correspondem as arestas da
pagina superior e da pagina inferior, respectivamente. A Figura 3.1 apresenta um exemplo

desta representacao.

123456789
110]1 1 1)1
2 0 1 1

31 0 1

411 0

5 1101 1
6 01

7 11 01
8 0
9 1 1 0

(b) Matriz de adjacéncias

Figura 3.1: Representacao de solugao em uma matriz de adjacéncias para desenho linear
do K673

Desta forma, dada uma matriz de adjacéncias A, o pseudo-cédigo apresentado na
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Figura 3.2 encontra o nimero de cruzamentos de um grafo GG nesta representagao.

Require: matriz de adjacéncias A e comprimento da matriz N
Ensure: nimero de cruzamentos de arestas na matriz A

1: function CROSSGRAPH(A, N);

2: begin

3: sum:=0;

4: fori:=1to N —3do

5: for j:=i+2to N—-1do

6: for k:=i+1toj—1do

7 for{:=j+1to N do

8: sum := sum + (Ali, j| * Alk,1]);
9: for i := N downto 4 do

10: for j := i — 2 downto 2 do

11: for k:=7—1 downto 5+ 1 do

12: for [ := 7 — 1 downto 1 do

13: sum = sum + (A[i, j] * A[k,1]);
14: return sum;

15: end;

Figura 3.2: Pseudo-cédigo para célculo do ntimero de cruzamentos de arestas

3.2 Agentes Utilizados

O Time Assincrono desenvolvido para o ULCNP possui oito agentes e uma tinica memoria,
conforme apresentado na Figura 3.3.

NN uP DP

ST + NN : COS
M
ol emoria —l o
ST+SM™ u u ~ TUR
IDV VE

Figura 3.3: Time Assincrono para o ULCNP

Dois agentes construtores sao utilizados para preencher inicialmente a memoria: Start
Memory (SM) e Neural Network (NN). A entrada fornecida para estes agentes é uma st-
numeragao do grafo de entrada gerada pelo agente ST-Numbering (ST). Como a escolha

da aresta {s,t} é aleatéria, a memoria do Time Assincrono ¢ iniciada com diversas st-



o7

numeragoes (possivelmente diferentes) do grafo de entrada e os agentes SM e NN sao

responsaveis apenas pelo roteamento das arestas nas paginas.

Considere que neste problema o custo de cada solucao é o nimero de cruzamentos de
arestas que buscamos minimizar. Os dois agentes destruidores (COST e TOU R) liberam
espaco na memoria do Time Assincrono, utilizando como critério de remocao o custo das

solugoes.

Considerando que os dois aspectos principais do ULCNP sao: a otimizacao da ordem
dos vértices na espiral e a otimizacao do roteamento das arestas nas paginas, cada agente
construtor é especializado somente em um destes objetivos. Os agentes desenvolvidos sao

apresentados a seguir:

1. St-Numbering (ST): Gera uma st-numeracao do grafo de entrada utilizando o

método de Tarjan [72]. A escolha da aresta {s,t} é aleatéria;

2. Start Memory (SM): agente construtor utilizado para iniciar a memdria. Este
agente faz uso da st-numeracao gerada pelo agente ST para ordenar os vértices na

espiral. O agente coloca arestas numa dada pagina de maneira aleatéria;

3. Neural Network (NN): agente construtor utilizado para iniciar a memoria e no
melhoramento de solu¢oes da memoria. Este agente define o roteamento das arestas

através da Rede Neural desenvolvida por Cimikowski e Shope [11];

4. Insert a Dummy Vertex (IDV): agente construtor. Insere um vértice falso
em uma dada aresta com a finalidade de diminuir o nimero de cruzamentos pela

utilizacao de uma série de semicirculos;

5. Vertex Exchange (VE): agente construtor. Este agente efetua uma mutacao em
uma solucao obtida da memoria invertendo a posicao de dois vértices na espiral e

modificando apropriadamente suas arestas nas paginas;

6. Upper Page (UP): agente construtor. Este agente é uma modificagdo do método

descrito por Shahrokhi et al. [66] e utilizado por Cimikowski em [10]. O agente
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UP é um método guloso que, para cada aresta na pagina superior, altera a aresta
para a pagina inferior. Se o nimero de cruzamentos associado a aresta diminuir, a

alteragao é mantida, caso contrario, a aresta é devolvida a pagina superior;

7. Down Page (DP): agente construtor. De idéia similar a do agente U P, para cada
aresta na pagina inferior, este agente altera a aresta para a pagina superior. Se o
nimero de cruzamentos associado a aresta diminuir, a alteracao é mantida, caso
contrério, a aresta é devolvida a péagina inferior. Ambos agentes UP e DP utilizam
o pseudo-codigo apresentado na Figura 3.4 para o calculo de nimero de cruzamentos

associado a uma aresta;

8. COST: agente destruidor. Este agente remove uma solu¢ao da memoria com pro-
babilidade proporcional ao seu custo. Desta forma, solucoes com maior nimero de
cruzamentos tem maior probabilidade de serem eliminadas que solugoes com menor

nimero de cruzamentos;

9. Tournament (TOUR): agente destruidor. Este agente seleciona duas solugoes
S1 e Sy da memdria utilizando a mesma selegao do agente COST (probabilidade
proporcional ao custo). Ent@o, compara o custo das solugoes S; e Sy e remove a

solucao de maior custo;

A politica de selecao utilizada por todos os agentes construtores é a selecao aleatéria.
O Time Assincrono inicia pelo preenchimento da memoria através dos agentes ST+SM
e ST+NN. Os agentes SM e NN podem executar conjuntamente ou separadamente na
tarefa de iniciar a memoria. Se ambos forem utilizados conjuntamente, a escolha por um

deles ¢é aleatoria.

Entao, apés o preenchimento da memdria, agentes construtores geram novas solugoes
com base em solugoes obtidas da memoria. A cada solugao inserida na memoria, um agente
destruidor entao deve liberar espaco na memdria. Os agentes COST e TOUR também
podem ser utilizados conjuntamente ou separadamente. Se utilizados conjuntamente, a

escolha por um deles é aleatoéria.
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Require: matriz de adjacéncias A e aresta {i,j}
Ensure: ntumero de cruzamentos associado a aresta {1, j}
1: function CROSSEDGE(A,,j);
2: begin
3: sum:=0;
4: if i < j then // aresta na pagina superior
5: for k:=71+1toj—1do
6: for/:=1toi—1do
7: sum := sum + All, k]);
8: for/:=7+1to N do
9: sum = sum + Alk,[]);
10: else if i > j then // aresta na péagina inferior
11: for k:=j+1toi—1do
12: for[:=1toj—1do
13: sum := sum + Alk,1]);
14: for/:=741to N do
15: sum = sum + All, k]);
16: return sum;
17: end;

Figura 3.4: Pseudo-cédigo para célculo do nimero de cruzamentos de uma aresta

O Time executa até que o critério de parada seja alcancado.

parametros sao configurados:

1. Temperatura inicial (T;) !;

2. Temperatura final (7%);

3. Fator de redugao da temperatura (7,.);

4. Numero de iteragoes a cada temperatura (Ny);

5. Tamanho da memoéria (N);

Para isto, alguns

A partir de T; o Time Assincrono executa NV iteracoes a cada temperatura. A cada

iteracao um agente é escolhido aleatoriamente. Apds N;; iteracoes, a temperatura é de-

crementada em T, até alcancar T7.

LA varidvel temperatura foi inserida originalmente para implementar um agente destruidor baseado
na distribuicdo de Boltzmann. Entretanto, nenhuma contribuicao significativa foi observada, uma vez

que o agente TOU R demonstrou ser experimentalmente muito mais expressivo.
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A quantidade de solugbes na memoria é definida por N. Através deste parametro
podemos avaliar a influéncia que o tamanho da memoria tem na qualidade das solugoes.
Supoe-se que uma memoria relativamente pequena nao oferece uma diversidade suficiente,

portanto, com maior possibilidade de “cair” em minimos locais.

O pseudo-cédigo do Time Assincrono é apresentado na Figura 3.5.

Require: grafo biconexo G

Ensure: desenho linear de G
1. ATEAM(G);

2: begin

3: for i:=1to N do

4: inicia memdria através dos agentes ST + SM e/ou ST + NN,
5: it =1,

6: while (T' > Ty) do

T begin

8: escolhe aleatoriamente um agente construtor;

9: escolhe aleatoriamente uma solucao na memoria;

10: aplica politica de destruicao através dos agentes COST e/ou TOUR;
11: =it + 1;

12: if (it > N;;) then

13: begin

14: it = 1;

15: T:.=Tx1T,,

16: end;

17: end;

18: end;

Figura 3.5: Pseudo-cédigo do Time Assincrono proposto

Com o objetivo de delinear padroes na obtencao de boas solucoes, para cada solugao o
algoritmo armazena um histérico. Este histérico contém informagoes tais como: nome do
agente, custo da solugao apos a aplicacao do agente e tempo de execucao do agente sobre
a solucao. Pela andlise destes histéricos, acreditamos ser possivel definir “receitas” de
como gerar boas solugoes bem como “receitas” que geram solugoes ruins e que devam ser
evitadas. Assim, se uma solugao 6tima foi gerada por uma determinada ordem de execucao
de determinados agentes, poderiamos criar novos agentes que utilizam diretamente estas
“receitas”. Esta idéia é utilizada por Do Nascimento et al. [21] na aplicagdo de um

Time Assincrono para desenho de grafos. Uma discussao sobre esta abordagem esta além
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do assunto proposto neste trabalho de dissertacao e, embora interessante, foi deixado

intencionalmente para estudos futuros?.

3.3 Rede Neural

As Redes Neurais Artificiais ( “Artificial Neural Networks”, em inglés) sdo sistemas com-
putacionais inspirados no funcionamento do cérebro humano. Existem diversos problemas
que os seres humanos resolvem de maneira inata, utilizando o cérebro para: processamento
de imagens, reconhecimento de fala, recuperacao de informacoes de maneira associativa,
aprendizado de novos fatos e idéias, selecao de informagoes, entre outras atividades. En-
tre as areas de aplicagdo de Redes Neurais Artificiais encontram-se computagao paralela,

otimizacao, controle e reconhecimento de padroes.

Uma Rede Neural Artificial (RNA) consiste em um conjunto de elementos de processa-
mento chamados neuronios. Estes elementos sao interconectados entre si e sao nomeados
com inteiros 1,2,..., N. As conexdbes entre os neuronios possuem pesos chamados de pe-
sos sindpticos. Cada neuronio ¢ tem M pesos sinapticos, onde cada peso esta associado
a um dos neuronios de entrada. Além disso, cada neurénio ¢ tem uma entrada ©; que

representa o limiar do neuronio. A Figura 3.6 apresenta um exemplo de uma Rede Neural.

¢

¢

Figura 3.6: Exemplo de uma Rede Neural

As Redes Neurais Artificiais tém origem no trabalho de McCulloch e Pitts [53] que

propuseram um modelo matematico simplificado para o neurénio humano. Neste modelo

2A implementacdo do algoritmo proposto j& armazena os histéricos das solucdes, porém o processo de
andlise destes historicos foi deixado intencionamente para estudos futuros.
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cada neuronio tem um estado bindrio, ou seja, sua saida pode ser 0 ou 1. As entradas
tém peso sinaptico e a saida do neuronio é calculada pela soma ponderada das entradas
com os respectivos pesos como fatores de ponderacao. Se o resultado for maior ou igual

a um certo limiar, a saida do neuronio é 1, caso contrario, a saida é 0.

O neurodnio artificial de McCulloch e Pitts pode ser modelado como um discriminador
linear de entradas bindrias conforme apresentado na Figura 3.7, onde wi, ws, ..., w, sao
0s pesos sindpticos associados as entradas xi, z2, . .., x, e podem assumir valores positivos
(atuando como forga excitatéria) ou negativos (atuando como forga inibidora). O limiar
é representado por ©, a é o valor da soma ponderada das entradas com os respectivos

pesos e f(a) é a fungao degrau unitario (veja a equacao 3.3.1) que define o valor da saida

Y.

lsea>0
Y = (3.3.1)
Osea<0

Hopfield [41] mostrou que alguns esquemas de relaxacao implementados em Redes
Neurais tem uma funcao de custo e que os estados para os quais a Rede converge sao os
minimos locais desta funcao. Isto significa que a Rede estd otimizando uma fungao bem

definida. Porém, nao ha garantias de que a Rede encontrara o melhor minimo local.

W T fia)

Xp Wp ) /!

Figura 3.7: Modelo do neurdnio de McCulloch-Pitts [53]

Além disso, Hopfield [41] introduziu um modelo de Rede Neural no qual os neurénios
sao simetricamente conectados, ou seja, para dois neuronios i e j, o peso sinaptico w;; ¢

igual a w;;. Cada atualizagdo nos pesos sindapticos reduz (ou, no pior caso, ndo aumenta)
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o valor da funcao de custo que o autor chamou de “energia” em analogia a sistemas fisicos.
Repetidas iteragoes sao utilizadas para encontrar a energia minima do sistema. A energia
total do sistema é dada por:

E=—- Z Wi i + Z ®i$j (332)

1<j 7

onde w;; é o peso sindptico entre os neuronios i e j, ; é o estado do neurdnio i (0 ou

1) e ©; é o limiar do neurdnio .

Uma regra de atualizacao altera o estado de cada neuronio para o estado que resulta
na energia total mais baixa. Como as conexoes sao simétricas, a diferenca entre a energia
total do sistema com o estado 0 de um neuronio k£ e sua energia com o estado 1 de um

neuronio k, pode ser determinada pelo neuronio £ como:

Enquanto Hopfield apresentava este modelo de Rede Neural, Kirkpatrick et al. [44]

introduziam um método interessante para resolucao de problemas de otimizacao.

Uma técnica padrao para resolver problemas de otimizacao é modificar os valores
das varidveis na dire¢ao em que a funcao de custo (energia) é reduzida. Esta foi a idéia
utilizada por Hopfield em seu modelo de Rede Neural. Pérem, frequentemente, esta
técnica obtém os minimos locais nao necessariamente 6timos. Esta é uma conseqiiéncia
inevitavel ao se permitir somente movimentos “para baixo” ( “downhill”; em inglés). Se
alguns “saltos” para estados de energia mais altos ocorrem ocasionalmente, é possivel
escapar destes minimos locais. Entretanto, falta definir como o sistema se comportara

com relagao a estes movimentos “para cima” ( “uphill”, em inglés).

Kirkpatrick et al. [44] utilizaram uma analogia fisica para guiar o uso de movimentos
“para cima”. No processo fisico de resfriamento de metais, para encontrar um estado de
menor energia de um metal, a melhor estratégia é aqueceé-lo e entao reduzir vagarosamente

sua temperatura.
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Em analogia a este processo, Kirkpatrick et al. [44] propuseram um método de otimi-
zagao iterativo chamado Simulated Annealing (SA) (conhecido também como Mdquinas
de Boltzmann [1]). Neste método, as solugoes estao sujeitas a perturbagdes aleatdrias. As
perturbagoes que resultam em solugoes melhores sao sempre aceitas e as perturbagoes que
resultam em solugoes piores sao aceitas conforme um critério baseado na temperatura. Se
uma perturbacao é aceita, a solucao corrente é substituida pela nova solucao. A proporcao

de aceitagao de solugoes ruins diminui conforme a temperatura diminui.

Durante o processo, o sistema obedece a distribuicao de Boltzmann:

P(E) ~ e*r

que define uma distribuicao de probabilidades para estados de energia E em funcao

da temperatura T e da constante de Boltzmann k.

Assim, dada uma solucao corrente com custo F e uma nova solucdo com custo E’

onde E' > FE, a nova solucdo é aceita se um numero aleatério no intervalo [0, 1] é menor

que P(E").

Algumas vezes, as Maquinas de Boltzmann sao referidas como uma generalizacao da
Rede Neural de Hopfield [41]. Ha uma simples modificacdo na regra de atualizacdo da
Rede de Hopfield que a torna uma Maquina de Boltzmann. Esta modificacao contorna o
problema de convergéncia da Rede Neural de Hopfield para um minimo local que nao é
necessariamente 6timo. A alteracao ¢é feita no comportamento dos neuronios que assumem

o estado 1 pela probabilidade dada por:

1
l4+e T

onde T' é a temperatura corrente e AE) é o valor da atualizacao de um neuronio k.
Entao, se um nimero aleatério no intervalo [0, 1] é menor que P(Ey), o estado do neurdnio

é 1, caso contrario, é 0.

Desta forma, uma Rede Neural de Hopfield pode escapar de minimos locais através
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de uma regra de atualizacao nao-deterministica.

O Agente NN

Hopfield e Tank [42] estdo entre os pioneiros a propor uma Rede Neural para proble-
mas de otimizacao. Atualmente, hd uma variedade de Redes Neurais para otimizagao

combinatéria baseadas no modelo de Hopfield.

A Rede Neural desenvolvida por Cimikowski e Shope [11] para o FLCNP baseia-se
na Rede Neural de Hopfield. A complexidade para implementacao paralela é de O(1),
entretanto, numa implementagao seqiiencial é de O(n3). A ordem dos vértices na espiral

foi determinada por uma heuristica gulosa.

Para um grafo G com m arestas, a heuristica de Cimikowski e Shope utiliza 2m
neuronios, pois cada aresta é associada a um neurénio “up” e a um neuronio “down” que
representam as paginas superior e inferior, respectivamente. Desta forma, os neurdnios
Vup; € Vidown;; r€presentam a aresta {4, j} nas péginas superior e inferior, respectivamente.
O estado de Vyp,; € Vioun,; € binario e esta associado a presenga ou nao da aresta na pagina
relacionada ao neuronio. Assim, para uma aresta {4, j}, os neuronios V.. € Viown,, podem

assumir as seguintes configuragoes:

® Vip,, = 1 € Vioun,, = 0: aresta {7, j} na pagina superior;

® Vip,; =0 € Vigun,; = 1: aresta {7, j} na pagina inferior;

® Vip,; =1 € Viouwn,; = 1: duplicidade de arestas pois a aresta {i,7} estd na pagina
superior e na pagina inferior;

® Vip,; =0 e Vioun;; = 0: adjacéncia inexistente entre os vértices ¢ e j.

A presenca de uma aresta {, j} no grafo G encoraja os neuronios Vi, € Viown,, que
atuam como forca excitatéria. Neuronios de arestas com cruzamentos sao desencorajados

atuando assim como forca inibidora.
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Require: grafo G(V, E), ordem dos vértices, n = |V| e parametros A, B, C, T e At
Ensure: desenho linear de GG
1: procedure NEURAL;

2: begin

3: t.=0;

4: atribua valores aleatérios no intervalo [—w, 0] (w um ndimero real) a Uup;;(t)
e Udown;(t)ondei=1,....nej=1,...,n

5 repeat

6 defina os estados de Vup;;(t) e Vdown;;(t) (equacoes 3.3.8 e 3.3.9);

7: calcule as alteracoes de Uup;;(t) e Udown;;(t) (equagoes 3.3.5 e 3.3.6);

8 calcule Uup;;(t + 1) e Udown,;;(t + 1) (equagao 3.3.7);

9: ti=t + 1;

10: until ¢ = T ou estado estavel;

11: end;

Figura 3.8: Pseudo-cédigo da Rede Neural de Cimikowski e Shope [11]

A Figura 3.8 apresenta o pseudo-codigo da Rede Neural de Cimikowski e Shope [11].
A variavel t indica a iteragao corrente e T' é o parametro de configuragao para o nimero
maximo de iteracoes (no agente NN, utilizamos T' = 60). Os pesos Uup;; e Udown,;

correspondem aos neuronios Vup;; e Vdown,;, respectivamente.

Require: valores z e y tal que Vi, = = € Vioun,; =¥
1: function HILL(x, y);
2: begin
3: if © =y =0 then
: return 1
else
return O;

4
5:
6:
7

: end;

Figura 3.9: Pseudo-cédigo da fungao hill(z,y) utilizada na Rede Neural

A principio, o desenho nao contém nenhuma aresta. Durante a execugao do algoritmo,
as arestas sao adicionadas e movidas entre as paginas superior e inferior conforme os
valores das equacoes 3.3.8 e 3.3.9 a cada iteragao. O algoritmo executa até a iteracao

méaxima ou até o estado estavel da Rede. A Rede é dita estavel se todas as arestas de GG
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estao presentes no desenho e nao existem arestas multiplas entre quaisquer par de vértices.

Uup;;(t) = —A(Vup;j + Vdown;; — 1) — BZ Zf(l,i, m) f(i,m, J)Vupy,—
l m

<m

=BY > fGL)fjm)Vupm+BY Y f(Lim)f(i,m, j)Vdownm+ (335)
1 m U

l<m l<m

+BY N f(6,1,4) (L j,m)Vdowny, + Cohill(Vupy, Vdown;;)
1 m

<m

Udown,;(t) = —A(Vup;; + Vdown;; — 1) — B Z Z fi,m) f(i,m, j)Vupy,—
l m

l<m

B El: ; £G,1,5)f(1, . m)Vdowny, + B ZI: ; i m)f (i m)Vupit (3.5.6)

l<m I<m

+BY Y f(i, 1, 3) (L g m)Vup, + Chill(Vupg;, Vdown;))
Ll
As equacoes 3.3.8 e 3.3.9 determinam a pagina de cada aresta, de acordo com os
valores calculados nas equacoes 3.3.5 e 3.3.6. Observe que, na primeira iteracao, os pesos
sao calculados aleatoriamente no intervalo [—w,0] (utilizamos w = 1). A seguir, as
equacoes 3.3.5 e 3.3.6 calculam as alteracoes nos pesos de cada neurdnio. Entao, a regra
de atualizagao (veja a equagao 3.3.7) calcula o peso de cada neur6nio para a proxima

iteragao utilizando a energia total do sistema (AUup;;(t) e AUdown,;(t)).

(3.3.7)

Udown;;(t + 1) = Udown,;;(t) + AUdown,;(t) At
As constantes A, B e (', utilizadas nas equagoes 3.3.5 e 3.3.6, atuam na convergéncia
da Rede Neural e na qualidade da solugao final. Segundo Cimikowski e Shope [11], valores
baixos para as constantes A e B retardam a convergéncia da Rede Neural e valores muito
altos prejudicam a qualidade da solugao final. A constante C' encoraja os neuronios de

arestas (presentes no grafo original) ausentes na solugdo. Assim, como estes parametros

sao definidos por tentativa e erro, adotamos os mesmos valores utilizados por Cimikowski
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e Shope [11]: A=1,B=2,C=2e At =1075.

1 se Uup;;(t) >0
Vup;(t) = { i) (3.3.8)
0 se Uup;j(t) <0

1 se Udown;;(t) >0
ownj(t) = 3.
Vidown,;(t) (3.3.9)
0 se Udown,;(t) <0

Na fungao HILL (pseudo-cédigo na Figura 3.9), os valores x e y indicam a presenga
da aresta {7,j} nas paginas superior e inferior, assim Vi, = 2 € Vioun,, = y. A fungao
HILL age como forca excitatéria quando uma aresta existente no grafo de entrada esta
ausente na solucao. Além disso, a funcao permite escapar de minimos locais e convergir

para uma solucao estavel.

Recentemente, Wang e Okazaki [73] desenvolveram uma Rede Neural (também ba-
seada no modelo de Hopfield) para o FLCNP. Neste trabalho, os autores afirmam que a
Rede converge mais rapidamente para a solucao 6tima que a Rede Neural de Cimikowski
e Shope [11]. A Rede Neural de Wang e Okazaki [73] foi aplicada a grafos completos (K7

a Ki3) alcancando o resultado étimo em todos os casos.

3.4 Aspectos dos agentes VE e IDV

No Time Assincrono proposto, a st-numeracao ¢é utilizada para gerar diversas ordens de
vértices na espiral, trabalhando assim na otimizacao deste aspecto do problema. Porém,
o agente V E nao respeita as propriedades da st-numeragao para inverter a posicao de
dois vértices vy e vy na espiral. A razao é ilustrada na Figura 3.10 que apresenta o grafo
completo K33 sem uma aresta. O grafo apresenta um cruzamento de arestas que pode ser
resolvido se as posigoes dos vértices 2 e 3 forem invertidas (b). No entanto, a inversao das
posicoes dos vértices 2 e 3 infringe as propriedades da st-numeracao pois, ao atribuir a
nova numeragao aos vértices (em negrito) o vértice 2 deixa de ser adjacente a um vértice

de numeracao menor.
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Uma st-numeracao possivel para o grafo em questao, na qual a ordem dos vértices
permite um desenho linear étimo é apresentado na Figura 3.10 (¢). Porém ao inverter
as posicoes de vértices na espiral sem considerar as propriedades da st-numeracao, pos-
sivelmente podemos encontrar uma ordem de vértices que permita um desenho linear

otimo.

() (b) (c)

Figura 3.10: st-Numeracao para desenho linear do K33 sem uma aresta

No mesmo objetivo, no agente I DV as arestas podem ser representadas simplesmente
como semicirculos ou ainda como série de semicirculos. Assim, o objetivo do agente
IDV ¢é definir uma aresta que esteja associada a um grande nimero de cruzamentos e

representa-la como uma série de semicirculos.

Na operacao de planarizacao por insercao de vértices falsos, um vértice falso é inserido
no cruzamento entre duas arestas. Desta forma, para um grafo G com n vértices, o grafo

G’ resultante possui n + cr(G) vértices, sendo cr(G) vértices falsos.

Entretanto, a insercao de vértices falsos em um desenho linear pelo agente IDV
nao altera a estrutura original do grafo pois os vértices falsos sao entao removidos do
grafo resultante, uma vez que utilizamos vértices falsos nesta estrutura apenas para,

possivelmente, diminuir o nimero de cruzamentos da instancia.

Para uma aresta e com k cruzamentos, procuramos minimizar k através da divisao da
aresta e em e e eg, de modo que e; é desenhada na pagina superior e e; na pagina inferior
ou vice-versa. Assim, a aresta e é representada por uma série de semicirculos formada

por e; e ez, conforme ilustra a Figura 3.11 onde e = {1,5}.
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Figura 3.11: Vértices falsos na representacao de séries de semicirculos

O agente I DV nao insere vértices falsos nos extremos da espiral e a insercao de um
vértice falso em uma aresta e = {i,j} é feita somente se a distancia entre os vértices i
e 7 é maior que 2. Além disso, é necessario pelo menos um vértice verdadeiro qualquer
entre o vértice falso inserido e seu vértice verdadeiro adjacente. Na Figura 3.11 a aresta
{4,5} tem comprimento 1 e a aresta {4,6} tem comprimento 2. Nestes casos, a inser¢ao
de um vértice falso nao diminuiria o nimero de cruzamentos da aresta e, por esta razao,

é evitada.

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos pelo Time Assincrono proposto neste

capitulo.
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4 Resultados

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados obtidos da execucao do Time Assincrono
proposto. Este Time Assincrono dedica-se a otimizagao do Problema do Nimero de Cru-
zamentos Linear procurando minimizar o nimero de cruzamentos de arestas em desenho

linear de grafos. A implementagao foi feita em Borland Delphi 7.0 e os testes foram

realizados em um PC AMD Athlon XP 1.46 GHz com 256 Mb de RAM.

Na Tabela 4.1 descrevemos as configuragoes experimentadas. O agente NN (baseado

na Rede Neural de Cimikowski e Shope [11]) é utilizado somente na configuragao Rs.

Conf. ST SM NN IDV VE UP DP COST TOUR N N

R, X X X X X X X X 20 20
R, X X X X 20 20
R X X X X X X X X 40 20
R, X X X X X X X X 50 20
Rs X X X X X X X X 70 20
Ry X X X X X X X X 10 10
R, X X X X X X X X 80 10
R X X X X X X X X 20 10
R, X X X X X X 50 20
T, =05, 1;=01e¢T, =09

Tabela 4.1: Configuracoes Utilizadas

O algoritmo foi aplicado aos grafos K,,, K, ,, Qn € C, X Cy,,. As Tabelas 4.2, 4.3, 4.4
e 4.5 apresentam os resultados obtidos para estas classes de grafos, respectivamente.
Nestas tabelas destacamos (em negrito) os resultados que nao alcangaram o valor étimo
para facilitar a comparacao entre as configuracoes utilizadas. Os resultados do algoritmo
de Nicholson [55] (abreviado para NI) e da Rede Neural implementada por Cimikowski e

Shope [11] (abreviado para CS) também sao apresentados quando disponiveis.
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Para os grafos completos, todas as configuragoes alcancaram o resultado 6timo (veja
a Tabela 4.2), exceto a configuracao R; (veja o grafico da Figura 4.1) para os grafos K,
K3 e K14. Porém, a configuracao Ry tem tempo de execugao muito maior que as demais

configuragoes (veja a Figura 4.2).

Grafo ()tlmO R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 Rs Rg CS NI

K 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
K 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Ky 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
Ky 18 8 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18
Ky 36 36 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36

K 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60
K 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
Ko 150 150 150 150 150 150 150 152 150 150 150 150
K3 225 225 225 225 225 225 225 231 225 225 225 225
Ky 315 315 315 315 315 315 315 327 315 315 * 315

* Conjectura

** Resultado nao disponibilizado pelos autores

Tabela 4.2: Resultados para grafos K,

Resultados Kn

350 -

300

B Otimo
BR1
HE2
HAR3
BR4
RS
BREE
BRT
ORg
HREY
HCS
8 NI

250

200

140

NUmero de Cruzamentos

*FFEEFEN

100

i d

50 4

ARSI

12 13
Namero de Vértices

-
=

Figura 4.1: Nimero de cruzamentos para grafos K,

Na Tabela 4.3 apresentamos os resultados para alguns grafos completos bipartidos.

Observamos que novamente a configuracao R; tem um desempenho inferior em relagao as
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Tempo de Execucdo Kn

Tempo em Segundos

2|

10

11

Numero de Vertices

12

13

14

-+ R1
= R2
-+ R3
- R4
-+ Rb
- R6
—R7
—R8
—R9

Figura 4.2: Tempo de execucao para grafos K,

demais configuragoes (veja grafico da Figura 4.3) até para os grafos Kgg e K1 11, onde o

resultado 6timo é alcangado em todas as outras configuragoes. As configuragoes Ry e Rg

alcancam os melhores resultados para todos os grafos submetidos. O tempo de execucao

de cada configuragao é apresentado na Figura 4.4.

Grafo Otimo R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9
Ks.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ky 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
K55 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
Ko 36 36 36 38 36 38 36 38 36 36
K77 81 81 81 81 81 81 81 81 81 81
Kss 144 144 144 146 144 148 144 156 146 144
Kog 256* 256 256 256 256 256 256 260 256 256
Koo 400 400 402 400 400 402 400 420 400 402
Kun o 625* 625 625 625 625 625 625 633 625 625
Kiz12 900 902 908 904 902 924 902 928 902 902
Kisia  1296% 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296
Kyaa 1764* 1766 1778 1766 1770 1796 1766 1858 1768 1768

* Conjectura

Tabela 4.3: Resultados para grafos K, ,,

Na Tabela 4.4 apresentamos os resultados para alguns n-cubos. Observe que apesar
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Resultados Kn,m

2000

1800

1600 & Otimo
HRE1
BHEZ
BR3
BE4
BRS
BEG
mRET
ORs
BRA

1400

1200

1000

800

600

Numero de Cruzamentos

28

20 22
Numero de Vértices

Figura 4.3: Numero de cruzamentos para grafos K, ,,

Tempo de Execug¢do Kn,m

600

500 2 R
—-= R2

400 —+R3
/ —— R4

300 -+ R5
/ - R6

200 ——R7
// —R8

100 —R9

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Niamero de Vertices

Tempo em Segundos

Figura 4.4: Tempo de execugao para grafos K, ,,

do resultado 6timo nao ser alcancado pelas configuragoes experimentadas, exceto para
o grafo ()4, os melhores resultados foram obtidos pela configuracao Ry. O tempo de

execucao de cada configuracao é apresentado na Figura 4.6.
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Grafo Otimo RI1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 CS
Q. 8 8 8 8 8 8 10 8 8 8 8
Qs 56 92 103 94 90 102 90 113 110 86 62

Qs 352 672 715%;659° 692 690 599 590 753 610 558 376

I.n22+1J2n72

* Limite Superior cr(Qn) = 3%4” —
@ Resultado para N =3, N;y =1eT; = 0.3

b Resultado para N =3, N;; =1 e T; = 0.3, apenas agente SM para iniciar a meméria

Tabela 4.4: Resultados para grafos @,

Resultados Kn,m

2000

1800

1600 & Otimo
HRE1
BHEZ
BR3
BE4
RS
BRG
BRE7
ORs
BRI

1400

1200

1000

800

Namero de Cruzamentos

GO0

400

20 28

NOmero de Vértices

Figura 4.5: Ntumero de cruzamentos para grafos ),

Os resultados de grafos C), x (), submetidos ao algoritmo sao apresentados na Ta-
bela 4.5. As configuragoes R, e Ry obtiveram os melhores resultados. A configuracao
Ry teve um desempenho inferior em relagao as demais pois nao alcangou o valor étimo
em quatro casos (as demais configuragoes nao alcangaram o valor 6timo para trés casos).
Além disso, o tempo de execucao da configuracao R, é muito maior que o tempo das

outras configuragoes (veja Figura 4.8).

Para todos os grafos submetidos ao algoritmo, o tempo de execugao da configuracao Rs
¢ sempre muito maior que as demais e nem sempre alcanca o melhor resultado. Observa-
mos que a configuracao R; tem um desempenho visivelmente inferior em relacao as demais

configuragoes, em especial para grafos completos e completos bipartidos. Uma possivel
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Tempo de Execugdo @Qn
200
180 =
160 - R1
2 140 ki
5120 P
“ 100 ~R5
2 80 - RB6
g 50 b —R7
= —R8
40 = —R9
_—___/
O _M
16 32 64
Nimero de Vértices

Figura 4.6: Tempo de execugao para grafos @),

Grafo Otimo R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 CS
C5 x Cy 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Cy x Cy 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

Cs x Cs 15 19 20 18 19 19 18 20 20 18 20
Cs X Cg 24 24 32 24 24 24 24 24 24 24 24
Cr x Cy 35 48 54 55 50 51 52 52 54 52 48
Cs x Cg 48 48 48 48 48 48 48 48 48 48 48
Cy x Cy 63 88 108 112 107 91 112 102 100 102 225

@ Conjectura

Tabela 4.5: Resultados para grafos C,, x C,,

explicacao é que como o tamanho da memoria para a configuragao R; é a maior dentre
todas as configuragoes (N = 80), o tamanho da memoria tem relagdo com a qualidade

das solugoes. Esperamos investigar mais a fundo este fato.

A configuracao Ry teve resultados muito interessantes. Esta configuracao tem apenas
o agente SM para iniciar a meméria e os dois agentes UP e DP para melhorar as solugoes na
memoria. No entanto, alcangou os melhores resultados em todos os grafos experimentados.

Nos resultados com grafos @),,, a configuracao Ry obteve os melhores resultados.
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Figura 4.7: Numero de cruzamentos para grafos C,, x C,,

Tempo de Execugao Cn X Cm
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Figura 4.8: Tempo de execugao para grafos C,, x C,,

7
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5 Conclusao

Apresentamos um Time Assincrono para otimizacao do Problema do Numero de Cruza-
mentos Linear procurando minimizar o nimero de cruzamentos de arestas em desenho
linear de grafos. O Problema requer a otimizagao da ordem dos vértices na espiral e a
otimizacao do roteamento das arestas nas paginas. Na literatura, com excecao do traba-
lho de Nicholson [55], ndo temos conhecimento de outros trabalhos para otimizacao deste

problema.

Utilizamos a st-numeracao para determinar a posicao dos vértices na espiral. Esta
ordem pode ser encontrada em tempo O(n + m) qualquer que seja o grafo. Isto é uma
vantagem sobre a abordagem de Cimikowski, que em seu trabalho [10], utiliza ciclos
hamiltonianos. Note que esta ordem especifica é submetida a algoritmos que determinam
o roteamento das arestas nas paginas. Porém, sabe-se que nem todo ciclo hamiltoniano
¢ uma ordem Otima dos vértices na espiral [9]. Além disso, o problema de determinar se
um grafo G' contém um ciclo hamiltoniano é NP-Completo [32]. Embora seja trivial para

o grafo completo e completo bipartido.

Utilizamos também séries de semicirculos para representacao das arestas no desenho

linear de grafos. Esta implementacao utiliza o conceito de vértices falsos.

Além disso, nosso algoritmo nao somente determina o niimero de cruzamentos de um

grafo, como também fornece um desenho do grafo com o nimero de cruzamentos obtido.

Baseado na meta-heuristica Times Assincronos, o algoritmo permite a sinergia de

diferentes agentes que podem otimizar caracteristicas particulares do problema. A escala-
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bilidade dos Times Assincronos permite uma facil inser¢ao/remogao de agentes, proporci-
onando maior flexibilidade ao método, de forma que novas alteragoes podem ser facilmente

realizadas de acordo com caracteristicas ou necessidades particulares.

Finalmente, outra contribuicao importante deste trabalho consiste na apresentagao

do Teorema 3 de Nicholson [55].

Alguns aspectos do Time Assincrono proposto podem ainda ser investigados, como
a execucao de outras configuracoes através da adi¢ao/remogao de agentes e/ou da confi-
guracao de diversos valores nos parametros de entrada, bem como o tamanho da memoria.
Desejamos também investigar a utilizacao dos histéricos das solugoes que permite a ob-
tengao de “receitas” de como gerar as solugbes 6timas (e também como evitar as solugoes

ruins) na possivel diminuigao do tempo de execugao do algoritmo.

Além disso, devido ao alto grau de paralelismo dos Times Assincronos, a imple-
mentagao paralela do algoritmo provavelmente resultard em melhores solugdes dentro

de um tempo mais aceitavel.



ANEXO A - Definicoes

A

Adjacente

Agente destruidor

Agente de construcao
Ancestral

Aresta

Arestas paralelas ou multiplas
Arestas paralelas ou miultiplas
Arvore

Aresta de arvore

Arvore de expansio

Aresta de retorno

Arvore enraizada

B

Baricentro de um desenho simples
C

Caminho

Caminhos disjuntos

Caminho hamiltoniano

Ciclo

Ciclo hamiltoniano

Componente biconexa ou bloco

80

17
52
52
22
17
17
17
21
22
22
22

22

35

19
19
19
19
19

21



Contorno fechado

D

Descendente

Desenho linear de grafos fixo
Desenho linear de grafos nao-fixo
Desenho 6timo

Desenho simples

E

Espessura do livro
Espiral

Extremo

G

Grafo

Grafo biconexo

Grafo bipartido

Grafo C,, x C,,

Grafo completo

Grafo completo bipartido
Grafo conexo

Grafo cubico

Grafo desconexo

Grafo isomorfo

Grafo planar

Grafo regular

Grafo simples

Grau de um vértice

I

Incidente
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35

22
29
29
23

22

29
28

17

17
20
19
20
19
19
20
18
20
21
23
17
17

17

17



Insercao de vértices falsos

Invariante de nao-planaridade

L

Laco

Lowpoint

N

n-cubo

Neuronio

Numero de cruzamentos

Ntumero de quebra de vértices

Nimero de remocao de arestas

Nimero de remocao de vértices

M

Maéquina de Boltzmann

O

Operacao de planarizacao

P

Péagina

Passeio

Peso sinaptico

Ponto de articulacao

Pré-ordem

Problema de desenho linear de grafos
Problema de desenho linear de grafos fixo
Problema de desenho linear de grafos nao-fixo
Problema do ntimero de cruzamentos linear fixo
Problema do ntimero de cruzamentos linear nao-fixo

Problema do nimero de paginas

82

23

23

17
43

18
61
23
24
24

25

64

23

28
19
61
20
42
28
29
29
29
29

29



R

Raiz

Rede Neural Artificial
S

Simulated Annealing
st-Numeragao
Subdivisao de aresta
Subgrafo

Subgrafo induzido
Subgrafo proprio
Subgrafo maximal
Subgrafo maximo
Subgrafo minimal
Subgrafo minimo

T

Time Assincrono

A%

Vértice

Vértice de corte
Vértice falso

Vértice filho

Vértice pai
Vizinhanca

Vizinho
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22

61

64
39
21
20
20
20
21
21
21

21

49

17
20
24
22
22
18

17
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