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Resumo

A topologia do universo nao é unicamente determinada pelas equacoes de Einstein e,
desta forma, ela pode ser entendida como uma condicao externa. Muitas conseqiiéncias
surgem devido ao fato de termos uma topologia nao trivial, e uma delas é o Efeito Casimir.
As formas espaciais de Clifford-Klein podem ser modeladas em espagos de recobrimento
universais de curvatura constante, sendo eles o R, 0 S* e o H?. A acao dos subgrupos dis-
cretos do grupo de isometria I' faz as identificacoes dos pontos no espacgo de recobrimento.
Portanto, o problema de classificacao das formas-espaciais de Clifford-Klein reduz-se a um
problema de teoria de grupos. No caso particular euclidiano, o nimero de variedades nao
equivalentes de dimensao n é finito. Por exemplo, ha somente dez variedades que po-
dem ser modeladas no R3. Devido a razoes cosmolégicas, nés nos restringiremos somente
as seis variedades orientaveis. Por outro lado, a funcao de Green, como qualquer outra
funcao em variedades nao triviais, deve conter as mesmas periodicidades da variedade
em si. Para calcular essas funcoes de Green, nés primeiro calculamos a funcao de Green
no espaco de Minkowski que é o recobrimento universal. O propagador de Feynman, no
espaco compacto, é obtido como uma soma infinita sobre o grupo discreto I' que define
a variedade. Essa soma infinita é o que leva em conta todas as diferentes trajetorias da
funcao de Feynman. O valor esperado do tensor energia-momento renormalizado para
um campo escalar sem massa é obtido utilizando-se o método de separacao de pontos.
Os valores esperados do campo sao calculados em pontos distintos e, no final, é feito o
limite de coincidéncia desses pontos. A contribuicao do caminho direto é drespezada, ja
que esse correponde a renormalizacao da constante cosmoldgica. Nessa dissertacao, nos
obteremos o valor esperado da energia de Casimir para um campo escalar sem massa nas
seis variedades planas, compactas, tridimensionais e orientaveis.
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Abstract

The topology of the universe is not uniquely determined by Einstein‘s equations and
it can be understood as an external condition. There are many consequences that arise
due to a non trivial topology, among them the Casimir Effect. Clifford-Klein space-
forms can be modeled in constant curvature universal covering spaces which are either
R3, S? and H®. The action of discrete subgroups of the isometry group I', performs the
identification of the points in the covering space. Thus, the problem of classification of
space-forms reduces to a problem in group theory. In the particular euclidean case, the
number of inequivalent manifolds of dimension n is finite. For example, there are only
ten manifolds that can be modeled in R®. Due to cosmological reasons, we shall restrict
to the six orientable ones. On the other hand, the Green function, as any other function
on non trivial manifolds, must have the same periodicities of the manifold itself. To
compute these Green‘s functions, we first evaluate the Green‘s function in the Minkowski
space which is the universal covering space. The Feynman propagator in the compact
space is obtained as an infinite sum over the discrete group I' that defines the manifold.
This infinite sum is what takes into account all the different trajectories of the Feynman
function. The renormalized expectation value of the energy-momentum tensor for the
massless scalar field is obtained from the separation point method. The field expectation
values are calculated in separated points and at the end the coincidence limit is taken. The
contribution of the direct path is disregarded since it corresponds to the renormalization
of the cosmological constant. In this work, we will obtain the expectation value of the
Casimir energy for a massless scalar field in the six orientable compact flat manifolds.
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Introducao

As equagoes de Einstein (1) ,

1
R;w - §g/wR = T;wa (1)

nos fornecem informagoes sobre a geometria do universo pois ela é uma equagao diferencial
parcial da métrica e de suas derivadas primeira e segunda. Todas essas quantidades sao
locais, ja que a métrica, g,, (), ¢ uma funcao de um ponto = do espago-tempo e onde R,

¢ o tensor de Ricci, R ¢ o escalar de curvatura e 7T}, ¢ o tensor energia-momento.

Com isso, temos que as equacoes de Einstein nao determinam totalmente a topologia
do universo, pois essa corresponde as propriedades globais do mesmo. Portanto, temos
que escolher uma topologia para se resolver um determinado problema. Essa escolha

funciona como uma condigao externa.

Felizmente, devido ao fato de nds observarmos um espago homogéneo e isotrépico,
restringimos as posssibilidades somente as variedades de curvatura constante. Essas sao
classificadas da seguinte maneira: se a curvatura for positiva, o espaco é esférico, se for
igual a zero, o espaco € plano, e se for negativa, o espaco é hiperbdlico. Nesta dissertacao,
trabalhamos com as seis formas-espaciais orientaveis de Clifford-Klein cujo espago de
recobrimento ¢ o espaco plano, euclidiano. Essas sao variedades planas, compactas, tri-
dimensionais e orientdaveis. Cada uma delas possui um subgrupo de isometrias que fazem

a identificacao dos pontos no espacgo de recobrimento.

O fato do espaco ter uma topologia nao trivial, neste caso ser compacto, traz con-
sequiéncias fisicas como, por exemplo, o efeito Casimir. Se o espago fosse plano e aberto,
o valor esperado do tensor energia-momento, de qualquer campo fisico no vacuo, seria
igual a zero. Porém, isso nao é verdade para o espaco plano compacto. Neste trabalho,
calculamos o valor esperado da energia de um campo escalar sem massa para as seis var-
iedades citadas. A razao de usarmos campos escalares é devido a simplicidade encontrada
nos célculos. Mas, como DeWitt mostrou [1], se estivermos tratando de um problema
onde a contribuicao do spin é irrelevante, temos que os resultados do calculo do tensor

energia-momento, por exemplo, de um campo escalar e do campo eletromagnético sao
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“equivalentes”.

O valor esperado da energia de Casimir de um campo escalar sem massa é obtido
com a utilizacao do método de separacao de pontos, no qual o valor esperado do campo é
calculado em pontos distintos e, no final, o limite de coincidéncia desses pontos é tomado.
E preciso conhecer a funcao de Hadamard no espaco de Minkowski para realizar o calculo.
Os propagadores, especificos desse trabalho, devem conter as mesmas periodicidades que
as nossas variedades. Com isso, temos que eles serao escritos como o somatorio infinito de

todas as possiveis trajetorias, isto €, sobre o grupo de isometria que define a variedade.

Como o célculo aqui feito é numérico, precisamos truncar essa série. De acordo com
a equacao para o valor esperado do tensor energia-momento, podemos nos certificar que

o valor converge de forma rapida.



1 FElementos de Teoria Quantica
de Campos

Neste capitulo, veremos os métodos e conceitos de Teoria Quantica de Campos uti-
lizados neste trabalho. Comegaremos com uma breve descrigao do Efeito Casimir. Em
seguida, faremos o calculo do tensor energia-momento de um campo escalar. Como esse
valor geralmente diverge, mostraremos uma maneira de regulariza-lo. Essa é o Método de
Separacao de Pontos no qual precisamos conhecer o propagador para um campo escalar

Sem 1massa.

Por fim, é feito um exemplo utilizando-se os resultados obtidos ao longo do capitulo.
Nesse exemplo, calculamos o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo de um

campo escalar sem massa em uma topologia plana tridimensional nao trivial.

1.1 Efeito Casimir

O Efeito Casimir, em sua forma mais simples, manifesta-se como a forca atrativa
que ha entre duas placas paralelas, condutoras e neutras devido a flutuacao do campo
eletromagnético no vacuo. Esse efeito é puramente quantico, ja que na eletrodinamica
classica nao ha forca entre placas neutras. Ele foi decoberto teoricamente por Hendrick
Casimir, fisico holandés, em 1948 [2]. Essa forga foi medida pela primeira vez por Sparnaay
em 1958 [3]. Mas a acuracia do resultado estava longe de ser satisfatéria, aproximadamente
100% de erro. Em 1996, Steven Lamoreaux obteve um resultado com uma incerteza
experimental de 5% no Laboratério Nacional de Los Alamos [4], o que provocou um

renovado interesse no estudo das forcas de Casimir.

O vécuo é o unico estado envolvido no efeito Casimir. O conceito de vacuo na teoria
quantica de campo difere do mesmo na teoria cldssica, no qual temos que os campos
elétrico e magnético sao nulos. Na outra, ele é definido como o estado cujo autovalor do

operador aniquilagao é zero (nao hé particulas reais) e, portanto, corresponde ao estado
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do campo quantizado de mais baixa enegia, estado fundamental.

A energia do vacuo é equivalente a de infinitos osciladores harmonicos. No espago
vazio, podemos ter qualquer modo de vibragao assim como uma corda com as extremidades
livres. Porém, se fixamos as extremidades da corda, como num violao, ou se, por exemplo,
colocamos duas placas no espaco vazio, os modos permitidos estarao restritos a essas
condigoes de contorno. Como a energia do campo depende do ntimero de modos, temos
que a energia do campo entre as placas sera menor que no espago vazio. A forga observada
no efeito Casimir advém dessa diferenca de energia. Como a energia entre as placas e
a do espago vazio sao infinitas, Casimir regularizou ambas antes de subtrai-las e, assim,

obteve um resultado finito.

A forca de Casimir, no caso de duas placas paralelas, é dada pela seguinte equacao

7 S
onde S ¢é a area das placas e a é a distancia entre as mesmas. E interessante notar que
essa forga é universal no sentido em que ela nao depende de uma carga fisica, de um tipo
de campo e nem do tipo de metal. Uma caracteristica tnica na forca de Casimir é a sua
forte dependéncia na forma, podendo ser atrativa ou repulsiva dependendo do tamanho,

da geometria e da topologia do contorno [5].

Vejamos agora como € a divergéncia da energia do ponto-zero no caso de um campo
escalar sem massa em um problema em que se conhece o espectro e de que maneira é feita

a regularizacao.

O campo escalar, ¢, satisfaz a equacao de Klein-Gordon,

(O+m?)¢ = 0. (1.2)

Considerando m = 0, temos que um possivel conjunto de solucao para o R x S!, ji

normalizado [6], é dado por

wp = (2Lw) "2kt (1.3)

onde L ¢ a periodicidade de 8! e w = |k| = ZZ. E a solugdo quantizada ¢

O(t,T) =Y [apug(t, T) + afui(t, F)], (1.4)

k
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onde a é o operador de destruicao e a é o operador de criacdo. A energia total do sistema,

é

(b|H|b) = Zwk (nk + ) (1.5)

onde |[b) é um estado arbitrario do campo e ng é o numero de particulas no modo k.

Portanto, o valor esperado do campo no vécuo é

(0[H|0) = Zwk (1.6)

e, com isso, temos a energia de Casimir

AT
o= f;n. (1.7)

Essa soma diverge. No entanto, como conhecemos o espectro da energia, podemos renor-

malizar e dar um significado a essa divergéncia através da funcao zeta de Riemann.

A funcao zeta de Riemann, que é bem conhecida na literatura, em sua forma mais

comum, é dada por
[ee]

()= (1.8)

n=1
o qual é valida para Rs > 1. Por continuacao analitica, esse resultado é extendido para

valores negativos de s, possuindo um resultado finito e bem conhecido. Por exemplo, na

expressao (1.7), temos ((—1). Com isso, dado que ((2) = %2 e tendo a seguinte relagao
de recorréncia,
—1
C(1+ 8)D(1+s) = —(21) ¢ (—s) (2867%) , (1.9)
temos que
1
-1)=——. 1.10
(1) = (1.10)
Portanto, a energia de Casimir, para o espaco, R X S possui um valor finito
s
Ec=——. 1.11
o= (111)

Esse procedimento ilustra a técnica de regularizacao através da funcao zeta de Riemann
[7] [8].

O efeito Casimir, essencialmente, é um caso particular de teoria quantica de campos

com um campo externo classico. A condicao de contorno representa a parte classica. Se
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essa varia no tempo, entao existe a criacao de particulas e, se for estatica, particulas nao

sao criadas [9].

1.2 Tensor Energia-Momento de um Campo Escalar

Em seguida, o tensor energia-momento do campo escalar sera obtido. Comecamos

fazendo a variacao da acao de um campo escalar em um campo de fundo curvo,

1

Slol=—3 /gé(cb;ucb;“ +ERY? + mP¢)d (1.12)

onde ¢(x) é o campo escalar, g é menos o determinante da métrica, g,,, R é o escalar
de curvatura, m é a massa do campo escalar e £ é uma constante no qual é % para um
campo escalar conforme e 0 para um campo escalar no acoplamento minimo. Variando ¢

infinitesimalmente,
¢ — ¢ =¢+09, (1.13)

obtemos a seguinte equacao

Sl¢'l = —% / 92 (¢ + 00),u(¢ + )" + ER( + 66)* + m*(¢ + 6¢)?]d . (1.14)

Desprezando os termos com (3¢)? e subtraindo (1.14) de S[¢], temos

Sto+56] = Sl) =~ [ 9}16,66" + 60,67 + 2 Ro + 2mdl6od's. (113
Integrando por partes, chegamos a seguinte equagao
161 - 516 =~ [ gH(-2)6k + AR+ m)ol5od's (116
Utilizando o principio de minima agao e derivando funcionalmente (1.16) em relagao ao
campo ¢,
0= % = —/gé[—qbf; + (ER + m*)¢]0*(z — 2/ ) pd x, (1.17)

obtemos a equagao de Klein-Gordon
0= g2[¢h, — (ER+m”)9]. (1.18)

A densidade do tensor energia-momento classico é definido como

o _ 208

= Tiom (1.19)
ng
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Para fazer esse calculo, precisamos saber como é a variagao dos termos de S em relacao

a g,,. Para isso, usaremos as seguintes relagoes:

3. R = _Raﬂégaﬁ + gaﬁgwj(_(sgaﬁ;uv + 59&#;51/)5

Com isso, podemos encontrar o tensor energia-momento métrico classico. Temos que

- D5 / 92 (6,06 + ERG* + m*¢?)d'x
_ (1.20)
= < N /gé (gaa¢;a¢;a + SRQSQ + m2¢2)d4x.

Primeiro aplicamos a relagao 2 (lembrando que hd um 6*(z — 2')) e, desta forma,

obtemos o primeiro termo
50" (6007 + ERG + ). (1.21)
O segundo termo ¢ obtido aplicando-se a relagao 1,
97" 9" 00050 (1.22)
Os outros termos surgem da terceira relacao. Temos a parte referente a —RM6g,,,
ERM ¢, (1.23)
e a referente a g*? 9" (—=0Gapyw + 0gausy), no qual podemos reescrever como

gaﬂguy(_vuvuggaﬁ + vuvﬁégau) = _vugaﬁg“yvuggaﬁ + vugaﬂgwjvﬁégau

(1.24)
= vl/[_vu(gaﬁgwjégaﬂ) + vﬂ(gaﬁgwégau)]u

ja que V,g. = 0, sao obtidos a seguir.

Escrevendo —V ,,(9*%g" 6gas) = 7%, V(9°°g"gau) = j7 e retornando a expressao

de 65 (somente o termo o qual nés estamos nos referindo, chamemos de §.5; ), temos

69 = —/gvy(j” + V) p*d x. (1.25)

Utilizando o fato de que a integral de uma divergéncia é zero, podemos reescrever (1.25)



1.3 Método de Separacao de Pontos 8

5 = [ (VN + [ (V.8
—— [V g+ [ (TSt (1.26)
~ [evvieisgds — [€vev.eiodts

Usando as relagdes 6g% = g*¥0gas € 09" = §"°8gas e derivando funcionalmente S; em

relacao a métrica, obtemos, finalmente, o ultimo termo do tensor energia-momento,
TP = (g™ (V'V,0%) — (VoV7e?)

(1.27)
= 26[g" (676, + 661) — (667 + 66°7)].

Com isso, temos que o tensor energia-momento métrico classico de um campo escalar

em um espaco curvo é
v v 1 Hea 3 %4 yvazg
™ = {9“ (—— + 25) G0 + (1 = 26)¢H " — 260"

2 (1.28)

1 1
+ 269" p07, + € (RW - 59%’) o §gﬂym2¢2}.

1.3 Método de Separacao de Pontos

Quase sempre o calculo do valor esperado do vacuo diverge. Como vimos na secao 1.1,
a divergéncia foi regularizada através da funcao zeta de Riemann somando-se diretamente
o espectro. Esse método é muito restrito porque nem sempre se conhece o espectro da
energia. A regularizagdo pode ser realizada de varias maneiras, essa escolha é feita de

forma conveniente com o problema que estd sendo tratado.

Nesta secao, utilizaremos o método de separacao de pontos para regularizar o valor
esperado do tensor energia-momento de um campo escalar. Veremos que nesse método o

que precisamos conhecer ¢ o propagadador.

O valor esperado (0|7#¥]0) diverge pois o produto dos operadores do campo e suas
derivadas sao tomadas no mesmo ponto. Com isso, usamos o método de separacao de
pontos que consiste em trocar um dos ¢(z) por ¢(z’), onde 2’ é um ponto préximo de
x, e;no final, o limite, em que 2’ — x, precisa ser obtido. Temos que o tensor energia-

momento quantizado é obtido substituindo-se o campo cldssico, em (1.28), pelo operador
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do campo escalar. Entao, usando as expressoes

(0,67} = I Z[{6" 6"} + (0", 6"}, (1.29)
(6,6} = lim S[(6"" 6} + (6™, 6], (1.30)
{00} = Iim {6, ¢}, (1.31)

{00,677} = lim {5, 6}, (1.32)
(07,0} = Iim S[{67,0} + {07, 0'}] (1.3

onde ¢ = p(z') e g = %, em (1.28), quantizando-a e reescrevendo os operadores em

termos de anticomutadores, obtemos

1

T {50 ~26) {67 (). 6" (2)) + 1 (25 - %) 96,0 (2), 6° ()}

~ €0 ). 000) + € 0, 0} + 56 (R = S0 R) (600).0(0)

1
- Jo i {o(e). o}
(1.34)
Através da equagao de movimento (1.18), escrevemos {¢7,, ¢} como
3
(65,0 = 1{00.6) + S(ER+ m*) (6,6}, (1.35)

e substituindo em TH",

T = {lu 26 (6" (x), 6" (@) + (26 - é) " {Da(x), 67 (2)}

2
— (6" (2), 6()} + L1000 6l0)) + Je (R + ) (8(2), 9la)} (1360

56 (R = 50 R) {0(a), 60)} ~ 10 m(o(o), o(o)} .

Calculando o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo, (T""), obtemos
uma expressao que pode ser reescrita em termos da funcao de Hadamard, a qual é definida

CcOo1mo

GW(z,a') = (0[{é(x), 6(«')}|0), (1.37)
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e onde ¢ utilizada a seguinte notacgao:

GWH (z,2) = (0]{¢", ¢'}0), (1.38)
G (z,2") = (0[{¢™, ¢ }|0), (1.39)
G (z,2') = (0[{p, """ }|0). (1.40)

Calculando o valor esperado de (1.36), fazendo as devidas substituigoes, obtemos

)= {5 (5-¢) €+ 60w 4 (6= 1) g

' —x
Eg"”

8
1 1 1

Z W v 1) _ = pr,200(1)
+2§(R 59 R)G 19 m-G }

(GL7 +aO7y) 259“”(53 +m*)GY  (1.41)

Hea

_ %5(@(1);;/1/ + G(l);uV) +

Verificamos que para efetuar esse calculo precisamos conhecer a funcao de Hadamard, que

serd obtida em seguida.

1.4 Calculo das Funcoes de Feynman e Hadamard

Como estamos estudando o caso de um campo escalar sem massa no espaco plano,

m =0e R =0, o operador diferencial
(O—-m?—¢R) (1.42)
reduz-se a [1. Com isso, precisamos calcular a solucao de
OG(z,2') = —ié™. (1.43)

Escrevendo G(z, ') em termos de sua transformada de Fourier, lembrando que [ refere-se

a coordenada x e que

o — o) = (21 : / i et a=e) (1.44)
s
temos que
d4k 2 Y - —ik.(z—x')
2n) [—k*G(k) + i e = 0. (1.45)
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Multiplicando (1.45) por

1 G
/d4a ek (1.46)

(2m)"
onde a = x — 2/, obtemos
d*k 2 A ¢4 /
(2ﬁ)4 [—k“G(k) +1]6°(k — k') =0, (1.47)
e, conseqiientemente, .
~ i
G(k) =k (1.48)

Com isso, calculamos a sua transformada de Fourier

, Ak iy e

o qual podemos escrever como

4 o9
Gz —12') = 'k ds s =ik (o) (1.50)
(2m)* Jo

Completando o quadrado, chamando k' = k — M

00 471.

Gz —2a') = dse™ L ek (1.51)
1
0 (2m)

Utilizando a integral de Fresnel [10],

e, com isso, dk’ = dk, temos

dko ikOQ k12 1
— €
/ 2T 21 / Ta’

obtemos
_@=a? z)
G(x —2') ds S~ 1.52
=1 (152
Para que (1.52) seja integravel quando s — 0, precisamos substituir (z — 2)? por (x —
2')? — ie. Fazendo, também, a seguinte substituicao w = 4—15 e, com isso, ds = —m%dw,

chegamos a forma final da funcdo de Feynman para um campo escalar sem massa,

—1 [ R
Glr—a)=—— / dw e~ ile=a)*—icw
0

472
o 1
27) (z —a')* —ie

(1.53)

Esse propagador refere-se ao espaco - tempo R x R3.

O propagador de Feynman relaciona-se com a fungao de Hadamard da seguinte forma
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1] [12]
GY(z,2") = 2ImG(z, ). (1.54)

Com isso, temos
2 1
GY(z —12) = — — (1.55)
(2m)" (x — 2’)" — ie

1.5 Campo Escalar sem Massa no R X 8! X R?

A técnica para a obtencao do propagador e do cédlculo do valor esperado do tensor
energia - momento em espacos compactos é exemplificada a seguir para um campo escalar
sem massa no espaco - tempo R x St x R? [13]. Consideramos o espago - tempo plano e
escolhemos as coordenadas Cartesianas x#(u = 0,1,2,3). Também escolhemos a dire¢ao

2% como a dimensao compacta, S!, sendo a o perfodo da mesma.

Na secao anterior, ja calculamos a funcao de Green deste problema para o espaco
de Minkowski, R x R? (chamemos de Gy). A periodicidade em S* pode ser imposta da

seguinte maneira

Gz, ) = Z Go(x, ' + naes), (1.56)

n=—oo

3

onde ez é o vetor unitdrio paralelo ao eixo x°, contanto que o somatorio convirja.

O (T*) diverge quando z’ é igual a = e n = 0, o que corresponde ao caminho direto.

Porém, trabalharemos com a funcao de Green renormalizada
Gren(z,2') =%/ Z "Go(z, 2’ + naes), (1.57)

/ ~ , . . . , .
onde ) nao contém o termo n = 0, ou seja, o caminho direto ¢ excluido.

Para efetuarmos o cédlculo, utilizaremos (1.41) onde, neste caso, £ = 0 (acoplamento

minimo), m = 0 e R = 0. Portanto, temos

1 / / ]_ /
(1) = J;an{Z(G(l)’” LG = g GO } (1.58)
onde g% =1le
-1 0 0 0
o 0 1.0 0
0 010
0 0 0 1
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Substituindo esses dados e a equagao (1.55) em (1.58), calculando as derivadas e

tomando 2’ = x, obtemos o seguinte resultado

-1 0 0 0
I 1 0 1.0 0
(T") =35>, — , (1.59)
T~ (na) 0 0 1 0
0 0 0 -3
e sabendo que ((4) = g—é, temos o resultado final
-1 0 0 O
2 0O 1 0 0
(THy = — (1.60)
9a* [0 0 1 0
0 0 0 -3
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2 Elementos de Topologia

A forma global de qualquer espaco é caracterizado por uma geometria e uma topologia.
Neste capitulo, faremos uma revisao bibliografica sobre topologia. A primeira se¢ao é uma
introducao no qual falamos sobre o principal problema de um topdlogo e alguns conceitos
que estao envolvidos na solugao do mesmo. Seguimos com os conceitos necessarios para

classificar as caracteristicas topoldgicas de uma variedade.

Na segunda se¢ao, apresentaremos teoremas e lemas que nos permitem determinar
as variedades compactas, em um espaco plano, utilizadas neste trabalho e faremos uma

descricao das mesmas.

2.1 Aspectos Gerais

A topologia descreve caracteristicas globais do espaco que ficam inalterados por trans-
formacoes continuas. O principal problema é determinar se dois espacos topoldgicos sao
homeomérficos ou nao e, quando possivel, classifici-los em classes nao-homeomérficas [14].
Para que dois espagos sejam homeomorficos, deve haver um mapeamento continuo de um
para o outro e um inverso também continuo. Mas para que eles sejam nao-homeomorficos,

devemos mostrar que essa funcao continua nao existe.

Comparar as propriedades topoldgicas de dois espagos é uma maneira de se resolver
essa questao, pois se uma propriedade diferir de um espago para o outro, temos que eles
nao podem ser homeomorficos. Mas esse procedimento era muito restrito, até que, ao
longo do século X X, foi desenvolvida a topologia algébrica, a qual consiste em reduzir
problemas topolégicos, sobre espacos e mapeamentos continuos, para questoes puramente
algébricas [15]. H4 uma colegao dessas propriedades que sao invariantes topoldgicos os
quais sao usados para reconhecer as classes de equivaléncia desses espagos [16]. Entre
elas estao: grupo fundamental, ou primeiro grupo de homotopia, espaco de recobrimento

universal, grupo de holonomia e dominio fundamental.
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2.1.1 Grupo Fundamental

Seja uma variedade M, um laco em = € M é qualquer caminho que comece em x e
termine em x. Dois lagos v e 7' sao homotépicos se v pode ser continuamente deformado
em 7. O conceito de homotopia foi primeiramente formulada por Poincaré por volta de
1900. A variedade M é simplesmente-conexa se, para qualquer x, dois lagos quaisquer em
x forem homotdépicos, isto é, se todo lago é homotdpico a um ponto. Se isso nao ocorrer, a
variedade é multiplamente-conexa. O estudo desses lagos homotdpicos é uma maneira de
se detectar buracos e asas (como de uma xicara). Além disso, as classes de equivaléncia
dos lagos homotodpicos podem ter a estrutura de um grupo, essencialmente porque os lagos
podem ser adicionados unindo-se as extremidades dos mesmos. Por exemplo, no espaco
euclidiano, unir um laco com m voltas, em torno de um buraco, a um lago com n voltas
resulta em um lago com m + n voltas. O grupo dos lagos é chamado de primeiro grupo de
homotopia em x ou, em uma terminologia originalmente introduzida por Poincaré, grupo

fundamental m (M, z). [17]

Teorema 1. Se M for conexo por arcos, os grupos m (M, z) e w1 (M, y) sao isomdrficos

para quaisquer dois pontos x,y € M. [15]

Com isso, temos que o grupo fundamental é independente do ponto: ele é um invari-

ante topoldgico da variedade. Vejamos trés exemplos de classes de homotopia [17]:

1. Plano Euclidiano: Qualquer laco pode ser reduzido a um ponto. O grupo funda-

mental é a identidade.

2. Plano com um buraco: O lago v, que nao contorna o buraco, nao é homotépico a
v', que envolve o buraco. Toda classe de homotopia h,, estd associada a um inteiro:
v € hy, se ele envolver o buraco n vezes na diregao horaria (n > 0), n < 0 na diregao
anti-horaria e n = 0 se nao envolver o buraco. Portanto, o grupo fundamental é o

grupo ciclico infinito, o grupo dos inteiros Z.

3. Toro St xS: Os lacos podem girar m vezes em torno do buraco central e n vezes em
torno do corpo do toro. Com isso, temos que o grupo fundamental consiste de pares
(m,n) de inteiros com a seguinte relagao de adicao (m,n) + (p,q) = (m+p,n+q),

isto é, ele é isomérfico a Z x 7Z.

Foi mostrado que se uma superficie é multiplamente-conexa, entao seu grupo funda-

mental é nao trivial, isto é, ha pelo menos um lago que nao pode ser reduzido a um ponto.
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Porém, para dimensoes maiores, o problema é mais complexo pois, sendo o laco uni-
dimensional, ele nao é suficiente para verificar as propriedades topolégicas das variedades.
Com isso, foi feita uma generalizacao para dimensoes mais altas do grupo fundamental

que sao os grupos de homotopia de ordem n arbitraria.

2.1.2 Espaco de Recobrimento Universal

Comecemos com a defini¢ao de espago de recobrimento para falarmos do espago de

recobrimento universal.

Definicao: Seja X um espaco topolégico. Um espaco de recobrimento de X € um par
que consiste de um espaco X e um mapeamento continuo p : X — X tal que a sequinte
condi¢ao esteja assequrada: Cada ponto x € X tem uma vizinhanca U aberta e conezxa
por arcos tal que cada componente arco de p~ (U) é mapeada topologicamente em U por p
(em particular, é considerado que p~*(U) ndo € vazio). Qualquer vizinhanca aberta U que
satisfaz essa condi¢do € chamada de vizinhanca elementar. O mapeamento p € geralmente

chamado de proje¢do. [15]

Seja (X ,p) um espaco de recobrimento de X tal que X 6 simplesmente conexo. Se
(X', p) for qualquer outro espaco de recobrimento de X, entdo existe um homomorfismo
¢ de (X,p) em (X', 7)), e (X,¢) é um espaco de recobrimento de X'; isto é, X pode
servir como um espaco de recobrimento de qualquer espaco de recobrimento de X. Por
essa razao, um espaco de recobrimento simplesmente conexo, como (X' ,p), é chamado de

espago de recobrimento universal.[15]

Exemplo: Considere o espaco 7' = S! x S!, toro plano, o produto do mapeamento
pxp:RxR—S'xS!

é um recobrimento do toro pelo plano R%. [18]

Um ponto x e um caminho 7, de x a ' no toro, podem ser associados a um ponto 7 e
um caminho I" de Z a #’ no R%. Como o toro ¢ multiplamente conexo, hd muitos caminhos
distintos, 71, ¥2,... que levam x a 2’ tais que seus associados levam a pontos distintos, Z’,
Z”.... no R2. Isto é, temos infinitas imagens de um ponto do toro no R2, portanto, um
habitante de um espaco finito multiplamente conexo, toro, pode ter a ilusao de viver em

um espaco infinito simplesmente conexo, R2.
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Figura 1: Dois caminhos associados a seus respectivos pontos no espaco de recobrimento,
R2.

2.1.3 Grupo de Isometrias

Como visto na segao 2.1.2, em uma variedade (M, g) multiplamente-conexa, onde g
¢ a métrica, quaisquer dois pontos, x e x’, podem ser unidos por mais de uma geodésica,
sendo cada um desses caminhos pertencentes a uma classe de homotopia . A partir disso,
temos que a métrica do espago de recobrimento universal (M, g) é obtida definindo-se a

distancia entre T = (x,7) e &’ = (2/,y) em M como sendo igual a distancia entre z e 2’

em M [17].

Porém, sabemos que um ponto x em M possui varias imagens, ¥, 7/, 7”,... em
M e, portanto, de acordo com a definicao da métrica g, temos que os deslocamentos
T — T, T — I"... sdo isometrias. Essas isometrias do espaco de recobrimento formam
um subgrupo discreto do grupo de isometrias, I' [17] [16]. A ac@o desse grupo precisa ser
livre, ou seja, nenhum ponto do espaco é invariante pelos elementos desse grupo. Com
isso, temos a variedade quociente M = M /T, que é obtida identificando-se os pontos de
M através da acao dos elementos de I'. Essa acdo também é responsavel pela formacio
do mosaico de M, construida com células idénticas do dominio fundamental [19][20].
O dominio ou regiao fundamental, também conhecido como poliedro fundamental, é
um poligono ou poliedro a partir do qual uma variedade pode ser construida [16] através

da identificacao das faces desse poliedro.

Os elementos do grupo de isometria e as combinagoes desses sao chamados, respecti-

vamente, de “letras”e “palavras”.
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Exemplo: Como vimos, o toro plano é dado por T'= S x S!, e como j4 estamos
falando de variedade com métrica, temos que o espaco de recobrimento ¢ E?, espaco
euclidiano bi-dimensional. Portanto, a variedade quociente é M = E?/T", onde I' consiste
nas translacgoes discretas associadas com a identificacao dos lados opostos do retangulo, o

qual é o poligono fundamental.

2.1.4 Variedades Orientaveis

Variedades n dimensionais conexas, para n > 1, sao classificadas como orientaveis ou

nao-orientaveis. Vejamos, com um exemplo, o que isso significa.

A fita de M6bius é uma variedade bi-dimensional construida a partir de um retangulo
o qual é “torcido”antes de ter duas laterais unidas. Definimos um vetor 7 normal a
superficie em um ponto x e movemos esse vetor continuamente ao longo da fita até que
ele retorne ao ponto x ja apontando na direcao —n. Isso indica que a fita de Mobius é

uma variedade nao orientével.

Uma maneira simples, para verificarmos se a variedade é orientavel ou nao, é calcular
o determinante da matriz de rotacao dos geradores do grupo I'; se ele for positivo a

variedade é orientavel e se for negativo é nao-orientavel.

Como em uma variedade nao-orientavel espacialmente nés nao podemos definir lado
esquerdo e lado direito, se vivéssemos em um espaco nao-orientavel uma pesssoa que
viajasse da Terra para a Lua, por exemplo, quando retornasse estaria com o coragao
do lado direito do corpo. Ou seja, apenas as variedades orientaveis sao de interesse na

cosmologia [17] [21].

2.2 Variedades Orientaveis do Espaco Plano Com-
pacto Tri-Dimensional

Seja I" um grupo discreto de isometrias de um espago geométrico n-dimensional X [22]
tal que I' atua livremente [23] em X. Entéao, o espago X/I" é chamado de forma-espacial -
X, que é uma n-variedade. Quando X = S", E", ou H", esférico, euclidiano e hiperbdlico,
respectivamente, temos que a forma-espacial - X é chamada de forma-espacial de Clifford-
Klein [22]. Como neste trabalho estamos interessados somente no espago euclidiano, nos

restringeremos, daqui em diante, as propriedades do mesmo.

Teorema 2. [22] Toda forma-espacial euclidiana, n-dimensional e compacta € finitamente
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recoberta por um n-toro euclidiano.

Além desse teorema, temos também um importante resultado, dado pelos trés teore-
mas de Bieberbach [23], o qual nos diz que hd um ntmero finito de classes de isomorfismo
de grupos cristalograficos n-dimensionais. No caso n = 3, temos 10 variedades possiveis

mas somente 6 sao orientaveis.

Portanto, faremos a classificacao e descricao dessas variedades, aqui apresentadas por

um lema e um teorema os quais seguem a seguinte notacgao:

1. A é arede (formada pela regiao fundamental);

2. T representa o subgrupo das translagoes t; = t,,, cujos geradores sao {ai, as, as};
3. W =T'/T™* representa o subgrupo das rotagoes;

4. Os angulos do subgrupo de rotacao, neste caso, sao dados por %’r;

5. a é o eixo de rotagao.

Lema 3. [24] Y NSQ(3) € o grupo ciclico Z, de ordemm = 1,2,3,4 ou 6, ou W NSO(3) =

Zio X Lo onde N € retangular.

Teorema 4. [24] Hd somente 6 classes difeomdrficas afins de variedades riemannianas
planas tri-dimensionais compactas, conexas e orientdveis. Elas sao representadas pelas

variedades ]R?’/F onde I' € um dos 6 grupos G; dados abaizo.

Gi. V=1 el € gerado pelas translagoes {t1,ts,t3} com {a;} linearmente indepen-

dente.

Go. U =17y el € gerado por {a,ty,ty, t3} onde a® = t1, atya™ = t;' e atsa™ =
t31, ay € ortogonal a ay e az enquanto o = (A,t%l> com A(ay) = a1, Alaz) = —ag e

A(ag) = —as.

Gs. U =Zs el € gerado por {a,ty,ta, t3} onde o® = t1, atya™ = t3 e atsa™! =
ty't3'; ay € ortogonal a ay e as, |az]| = ||as|| e {as, az} € uma rede plana hezagonal, e

o= <A,t%1) com A(ay) = ay, Aay) = az e A(as) = —as — as.

Gy U =174 el € gerado por {a,t,ts,t3} onde o =t, atya™ =t3 e atsa™! =t;;

{a;} s@o mutuamente ortogonais com ||az|| = ||las|| enquanto o = <A,t%> com A(ay) =

ar, Alaz) = ag e A(as) = —as.
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Gs. WU =1Z el € gerado por {a,ti,ts,t3} onde o = 1, atya™ =13 e atza™ =

ty'ts; a1 € ortogonal a ay e as, ||as]| = |las| e {as, a3} € uma rede plana hexvagonal, e
a= (A,t%;) com A(ay) = a1, Alay) = as e A(az) = az — ax.
Go. ¥V =7y X Zy el € gerado por {a, 3,7;t1,t2,t3} onde yBa = tits e
o =t;, ata'=t', atza”l=t3";
Bup=t=t7', =ty BT =13
Yyt =t Aty =ty A =t
Os {a;} s@o mutuamente ortogonais
a= (A,t%l) com Alay) = a1, Alaz) =—as, Alaz) = —as;
8= (B,tw) com B(a)) = —a;, B(ay) =as, Bl(asz)= —as;
v = (C,t(a1+a22+a3)> com C(ay) =—a1, C(az) =—as, C(az) = as.
Todos esses grupos estao representados como um movimento rigido, o qual é definido

da seguinte maneira:

Definicao:[23] Um movimento rigido é um par ordenado (R,t) com R € O, e

t € R". A atuacao de um movimento rigido em R"™ é dado por
(R,t).x = Rx + 1, (2.1)
onde x € R". E a multiplicacao de dois deles tem a seguinte composicao

(RQ,tQ)(Rl,tl) = (RQRl, RQtl + tg). (22)

N6s podemos escrever um movimento rigido (R,t) como uma matriz (n+1) x (n+1),

Rt
("9 o

onde a composicao (2.2) é dada pela multiplicagdo de matrizes usual. E é dessa forma

que apresentaremos os 6 grupos dados no teorema 4.
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2.2.1 Regioes Fundamentais

Para obter a regiao fundamental de uma variedade, aplicamos os geradores do I' e
combinagoes deles na origem e verificamos quais sao os pontos mais proximos da mesma.
A partir disso, calculamos o ponto médio entre a origem e cada ponto mais préximo e as
equagoes do plano que passam por cada um desses pontos médios. As intersecoes desses

planos resultam nas arestas e vértices do poliedro fundamental.

1. Cubo

Os geradores do grupo de isometria sao dados por:

1 0 0 «a 1 00 0 1 000
01 00 01 0% 01 00
, , , (2.4)
0010 0010 001 ¢
0 0 01 0 0 01 00 01
¢ suas inversas
1 00 —a 1 00 O 1 00 O
010 O 01 0 —=b 010
? ) (25)
001 0 001 0 0 01 —c
000 1 0 00 1 0 00 1

O toro é formado por um paralelepipedo, poliedro fundamental, cujas faces opostas

sao identificadas.

Figura 2: Regiao fundamental do cubo, a = b = ¢ = 1, cujas faces sao identificadas com
suas respectivas faces opostas.

2. Cubo %’ﬂ'

Os geradores do grupo de isometria sao dados por:
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1 0 O % 1 00 0 1 000
0 0 -1 0 01 0 b 0100
, , , (2.6)
01 0 O 0010 00 1%
00 0 1 00 01 0001
¢ suas inversas
1 0 _T“ 1 00 O 1 00 O
0 1 0 01 0 —-b 01 0 O
? ) (27)
0O -1 0 O 001 0 0 01 —-b
0O 0 0 1 0 00 1 0 00 1

O toro é formado por um paralelepipedo que tem uma das faces do plano - yz
girada 90 graus antes de ser identificada com a sua face oposta. As outras faces sao

identificadas como no caso anterior.

Figura 3: Regiao fundamental do cubo cuja face frontal é girada 90 graus antes de ser
indentificada com sua face oposta e a =0b=1.

3. Cubo 7

Os geradores do grupo de isometria sao dados por:

1 0 0 2 1000 1000
0 -1 0 O 01 0%b 0100
’ ) ) (28)
0 0 -1 0 0010 001c¢
0 0 0 1 0001 0001

¢ suas inversas
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r 0o 0 = 1 00 0 100 0
0 -1 0 0 01 0 —b 010 0
, , (2.9)
0 0 -1 0 001 0 001 —c
0o 0 0 1 000 1 000 1

O toro é formado por um paralelepipedo que tem uma das faces do plano - yz
girada 180 graus antes de ser identificada com a sua face oposta. As outras faces

sao identificadas com as suas respectivas faces opostas.

Figura 4: Regiao fundamental do cubo cuja face frontal é girada 180 graus antes de ser
indentificada com sua face oposta e a=b=c=1.

4. Prisma Hexagonal %7?

Os geradores do grupo de isometria sao dados por:

10 o0 ¢ 1000 100 0
0 1 =50 0100 010 ¢ (2.10)
0% 1 o Joo1o]| Joo1 | '
00 0 1 0001 000 1

e suas inversas
1 0 0 = 100 0 100 0
0 L ¥ o9 010 —b 010 3 (211)
0= 1 o | foo1 o | |oo0o1 2 '
0 0 0 1 000 1 00 0

Neste caso, a base do toro é hexagonal. O toro hexagonal é topologicamente equiv-
alente ao toro (quadrado) mas o formato é diferente. A face hexagonal frontal do

plano - yz ¢é girada 60 graus antes de ser identificada com a face oposta.
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Figura 5: Regiao fundamental do prisma hexagonal cuja face hexagonal superior é girada
60 graus antes de ser indentificada com sua face oposta, altura = a = 1, b = 1 e

aresta = ?

5. Prisma Hexagonal %ﬂ'

Os geradores do grupo de isometria sao dados por:

1 0 0 % 1 00 0 1 00 O
-1 =3 —b
0 \% _21 0 | 01 0 b | 010 \/2517 | (2.12)
0% 5 0 0010 001 %=
0 0 0 1 00 01 0 00 1
e suas inversas
1 0 0 —% 1 00 O 1 00 0
_1 V3 _ b
0 53 21 0 | 010 b , 010 ?/gb (2.13)
0 -5 —3 0 001 0 0 01 —¥7
0 0 0 1 000 1 0 0O 1

Este também é um toro hexagonal cuja face frontal do plano - yz é girada 120 graus

e entao identificada com sua face oposta.

6. Hantzsche-Wendt

Os geradores do grupo de isometria, teorema 4 e [25], sao dados por :



2.2 Variedades Orientaveis do Espaco Plano Compacto Tri-Dimensional 25

Figura 6: Regiao fundamental do prisma hexagonal cuja face hexagonal superior é girada
120 graus antes de ser indentificada com sua face oposta, altura = a = 1, b = 1 e

aresta = ?

1 0 0 ¢ -10 0 0 -1 0 0 ¢
0 -1 0 0 0 1 0 ¢ 0 -10 % (2.14)
0 0 -1 0 | 0 0 -1 ¢ | 0 0 1 ¢ | '
00 0 1 0 0 0 1 0 0 01

e suas inversas
1 0 0 = ~1 0 0 -1 0 0 ¢
0 —1 0 0 1 =L -1 0 2% (2.15)
o0 -1 0 | 0 0 -1 ¢ | 0 1 3 '
00 0 1 00 0 1 0 0 1

O poliedro fundamental, obtido para esta variedade, é um paralelepipedo cujos lados

valem 1, V2 e V2 e as faces sao identificadas conforme mostra a figura.

Todas essas regioes fundamentais representam o interior do universo no qual obteremos

o valor da energia de Casimir para varios pontos do mesmo.
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Figura 7: Regiao fundamental da variedade de Hantzsche-Wendt cujas arestas valem
1,v/2,v/2. As faces que possuem a mesma cor estao identificadas.
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3 Valor Esperado do Tensor
Energia Momento

O objetivo desta dissertacao é calcular o valor esperado do tensor energia-momento
de um campo escalar sem massa nas seis variedades planas, compactas, tridimensionais e
orientaveis, as quais foram descritas no capitulo 2. E é neste capitulo onde relacionamos

os dois primeiros e apresentamos os resultados obtidos.

Na primeira se¢ao, apresentamos a forma do valor esperado do tensor energia-momento
utilizando as ferramentas tratadas no capitulo 1 e discutimos de que maneira a com-

pactacao do espago aparece nessa estrutura.

Na segunda secao, utilizamos os resultados do capitulo 2 para descrever os elementos
dessa compactacao. Podendo, assim, finalizar este capitulo com uma se¢ao onde apresen-

tamos os resultados obtidos para as seis variedades.

3.1 Tensor Energia - Momento em Espacos Compactos

No capitulo 1, partimos da acao de um campo escalar em um campo de fundo curvo,
equacao (1.12), para obtermos o valor esperado do tensor energia momento do mesmo.
Porém, nos deparamos com uma divergéncia, a qual surge devido ao produto do campo
no mesmo ponto x. Por isso, o valor esperado do tensor energia-momento foi regularizado

com o método de separacao de pontos e, dessa forma, obtemos

(TH = l,im {% (% _ 5) (G(l);u’v + G(l);w’) + <§ _ i) g;wG;(;)ff’

1 e _ v o 3

_ 5&(@(1),;1 Vo G(l),uV) + %(ng + GS)U) + Zggwj(fR + m2)G(1) (3.1)
1 1 1
Z p = v ™ _ Z 2

+ 25 <R 59 R) G 29 m G }

Nosso objetivo é calcular a equagao (3.1) no caso de um campo sem massa, em um
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espaco plano, R = 0, e com acoplamento minimo, £ = 0, o que nos leva a

/' —x

1 / / 1 /
(T") = lim {Z(G(w GO - g G } (3.2)

onde o propagador G (z,2') é a funcdo de Hadamard, a qual também foi calculada no

capitulo 1 para o espago-tempo R x R? e é dada pela equacgio (3.3),

GO (g — o) = —2 C— (3.3)

(2m)° (x —a')* —ie

Nos resta entao, interpretar e verificar como uma topologia nao trivial modifica o resultado

(3.3). Isto é, precisamos conhecer Gg\l/fS onde M3 sdo as seis variedades dadas no teorema
4.

Recordando que o propagador é a funcao de Green, isto é, a solucao da equacao
diferencial (1.43), vemos que a compactagao do espago serve como condi¢ao de contorno
dessa equacgao. Essa condicao impoe uma periodicidade na funcao de Hadamard. Essa
periodicidade advém do fato da variedade ser multiplamente-conexa, ou seja, temos varios
caminhos que ligam x a 2’ que nao podem ser deformados continuamente uns nos outros.
A compactacao do espaco é expressa através dos elementos de I' que fazem as identificacoes

dos pontos no espaco de recobrimento.

A técnica, que usamos para escrever a funcao de Hadamard nas seis variedades citadas,
consiste em somar o propagador do campo no espaco de Minkowski em todas as identi-
ficacoes de um ponto x de forma que, se fizermos uma aplicagdo de um elemento de
I', nesse somatorio, levamos um termo em outro ja existente, tornando esse somatorio

invariante sob esse tipo de transformacao. A partir disso, obtemos

G, o (0,0) = 37 GO, 7). (3.4)

€T
onde 7,2% = (2,7, 7") e 7, sdo as palavras sob o qual o somatério é feito. Lembremos
que esse resultado ¢é valido somente quando o somatério converge. Também é importante
ressaltar que todas as palavras do somatorio sao independentes, isto é, nao queremos que
duas palavras distintas levem a um mesmo ponto x no espaco de recobrimento. Assim
como na secao 1.5, renormalizamos o nosso resultado excluindo o caminho direto do

somatorio.

Como temos infinitos elementos em I' e queremos realizar um célculo numérico, pre-
cisamos truncar o somatorio. Para truncar essa série de forma adequada, notamos que o

valor esperado do tensor energia-momento ¢ inversamente proporcional a quarta poténcia



3.2 O Célculo Numérico 29
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Figura 8: A regiao fundamental que possui o ponto x é onde nds aplicamos as isometrias
que geram o0s outros pontos.

da distancia, pois de (1.58) e (1.55) temos

(T = hm Z (3.5)

! —>z .T - ’Ynx
(7% =0, (3.6)
.. —1 ) —1 4(£Ei _ ,ynxz'/)2
T = — 1 ! 3.7
< > 2 m,lin)w ZG:F {(I _ %ﬂ;/)4 + (JJ _ 7n$,)6 ( )
iy -1 . 4(x" — ') (2! — ypa?
Ty = — 1 ! 3.8
< > 7T2 x'{n’%ze:p (JJ _ ’YWT’)G ’ ( )

onde usamos a assinatura (—, +,+,+). Com isso, temos que a contribui¢ao dos termos,
conforme nos afastamos do ponto z, diminui rapidamente tornando-se desprezivel. Neste

trabalho, escolhemos fazer o somatério com palavras de até 16 letras.

3.2 O Calculo Numérico

Os valores esperados, descritos acima, sao calculados dentro das regioes fundamentais
descritas no capitulo 2. Para obter essas palavras, fizemos um programa em Perl o qual
consiste em aplicar os trés geradores e suas inversas, de cada uma das seis variedades,
um a um, em um ponto qualquer do E? formando palavras de até dezesseis letras. Se
voltarmos ao teorema 4, veremos que as inversas nao estao incluidas. Essa inclusao foi
feita para podermos nos “movimentar” em todas as dire¢bes em quantidades iguais. A
cada aplicagao de qualquer palavra armazenamos o resultado em um banco de dados. Esse
procedimento é finalizado quando todas as combinacoes possiveis de geradores formam
as palavras de dezesseis letras. Utilizar banco de dados é a maneira mais eficiente de se
trabalhar com uma grande quantidade de dados. Selecionamos e armazenamos somente

) . e 16
as palavras independentes, ja que seria invidvel guardar todas as ) ”, 6™ palavras.
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O ponto escolhido para essa aplicacao foi a origem da regiao fundamental, no qual é
equivalente a aplicagdo somente da transla¢do como podemos ver na equagao (2.1) e no
exemplo abaixo. E, com isso, quando escolhemos qualquer outro ponto, sé precisamos
aplicar a parte relacionada a rotagao dos geradores nesse ponto, assim como na equacao
(2.2), e somar com o resultado obtido para a origem, sendo a palavra aplicada na origem
igual a do outro ponto. Vejamos de forma clara com um exemplo, no qual A e B sao os

dois geradores de uma variedade qualquer.

Exemplo:  Aplicagao dos geradores na origem:
A0 = (Ag,ta).0 =ty4,

A%.0 = (Ap,ta).ta = Apty +ta,
A30 = (AR,tA).(ARtA + tA) = A2RtA + Aptg +ty, (3.9)
BA.O = (BR,tB).tA = Bgrta +1tp,

ABA.O = (AR,tA).(BRtA + tB) = ARBRtA + Aptg + ta. (310)
Aplicacao dos geradores em um ponto x qualquer:
Ax = (AR,tA).[E = ARZE + tA,

A’x = (AR,tA).(ARx +tA) = A%x + Apta+ta
A3 = (AR,tA).(A?%ZE + Aptas + tA) = A?,’%x + AQRtA + Agta+itg (3.11)
BA.x = (BR,tB).(ARJJ + tA) = BRARJJ + BRtA + tB

ABA.x = (AR,tA).(BRARJJ + BRtA + tB) = ARBRARJJ + ARBRtA + ARtB + tA. (312)

Queremos saber como o valor esperado do tensor energia-momento se comporta nesse
espaco. Portanto, precisamos calcula-lo em varios pontos da regiao fundamental. Para
isso, fizemos outro programa, em C, no qual realizamos o calculo final, onde criarmos uma
rede ctibica dentro dessa regiao. Nove “fatias”do poliedro fundamental sao selecionadas

na direcao x. A selecao no plano yz é feita de modo a calcularmos dez mil pontos nele.

Ja sabemos qual é a regiao fundamental das seis variedades. No caso das quatro
variedades cuja regiao é um paralelepipedo, fizemos a escolha de que todas as translacoes
fossem iguais a 1, com isso, obtemos um cubo. A mesma escolha foi feita para os dois
casos do prisma hexagonal, portanto temos uma base hexagonal cujos lados valem ? ea
altura é igual a 1. A partir disso, escolhemos o intervalo entre as coordenadas da direcao
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y dos pontos igual a 1072, sendo o mesmo para a direcao z, e, assim temos um plano com

dez mil pontos selecionados para calcularmos o valor esperado da energia de Casimir.

3.3 Resultados e Analise de Dados

Com os programas desenvolvidos, esse calculo pode ser feito facilmente para as seis
variedades discutidas no capitulo 2. Porém, temos que esse calculo pode ser extendido
para topologias mais complicadas ou até para campos diferentes, pois as idéias foram con-
struidas de forma independente. Por exemplo, se mudassemos o spin do campo, bastaria

alterar a forma do propagador no espaco de Minkowski.

Esses resultados podem ser usados em modelos cosmolégicos, pois uma analise das
condigoes de energia pode dar informacoes sobre as conseqiiéncias desses modelos na
evolucao do universo e na sua forma atual. O efeito Casimir é um efeito quantico que,

provavelmente, teve relevancia no universo primordial.

Neste trabalho, a forma do propagador e, conseqiientemente, o tensor energia-momento
tém uma forma particularmente simples e, portanto, podemos fazer uma andlise a priori
do resultados. Por exemplo, para o cubo 0, sabemos que a energia serd constante pois
todos os pontos distam da mesma forma de suas imagens. Entao, analisando as varias
distancias entre os pontos e suas imagens, podemos ter uma visao intuitiva do que esta
acontecendo em cada variedade. A seguir, apresentamos os resultados e essa andlise para

cada variedade.

1. Cubo

Neste caso, temos somente translacoes da regiao fundamental nas trés direcoes es-
paciais. Portanto, a distancia entre um ponto x qualquer da regiao inicial e o seu
respectivo ponto identificado é igual & distancia entre o ponto z’, também da regiao
inicial, e seu ponto identificado. Dessa forma, se gerdassemos um grafico obteriamos
uma constante, toda a regiao fundamental, por ele representado, tem a mesma en-

ergia.
Para simplificar o céalculo, fatoramos ;—21 de todos os resultados que sao dados em
unidades naturais, isto é, h = ¢ = 1.

2. Cubo %71’

Os graficos das nove “fatias”, citadas anteriormente, sao iguais. Portanto, temos

que a distribuigao de energia ao longo de todo o eixo x se mantém uniforme. J&
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no plano yz, percebemos que a energia no centro e nos vértices é menor. Isso se
deve ao fato de termos muitas imagens alinhadas com o ponto original, o que nao

acontece com os outros pontos devido a rotacao de noventa graus.

Mapa da energia em x=0.00
P gia em X029 5.000000.dat
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Figura 9: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0.
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3. Cubo 7

Como no caso anterior, os nove graficos gerados sao iguais, portanto, temos que
a distribuicao de energia ao longo do eixo x é uniforme. A maior diferenca que
notamos entre este caso e o anterior, é que nas extremidades das laterais temos
pontos de mais baixa enegia como no centro e nos vértices. Isso acontece porque a
rotacao é de cento e oitenta graus, portanto, o ponto médio das laterais tém muitas

imagens com a menor distancia possivel entre elas e o ponto original.

M i Al
. apa da energia em x=0.00 ; 150000.dat

154
15.35
15.3
15.25
15.2
15.15
151
15.05

Figura 10: Distribuicao de energia no plano yz em = = 0.

4. Prisma Hexagonal %7?

Os nove graficos gerados sao iguais, portanto temos que a distribui¢ao de energia ao
longo do eixo x é uniforme. A distancia entre os pontos do centro e suas respectivas
imagens é menor que a distancia entre os pontos da borda e suas imagens. Esse
aumento se da de forma uniforme. Mesmo os vértices e as regides mais préximas
deles mantém as distancias maiores pois, neste caso, somente apos seis rotacoes
os vértices retornam a sua posicao “inicial”, isto é, estarao alinhados com o seu

respectivo vértice da regiao fundamental onde estao sendo aplicadas as palavras.
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Mapa da energia em x=0.00
P gia em X029 5.000000.dat
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Figura 11: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0.

34
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5. Prisma Hexagonal %’ﬂ'

Os nove graficos gerados sao iguais, portanto temos que a distribuicao de energia

ao longo do eixo = é uniforme. A principal caracteristica que difere o resultado do
: 2 : 1 , . L.

prisma hexagonal 7 para o prisma hexagonal 37 ¢ a energia nos vértices. Neste

caso, os vértices retornam as suas posicoes “iniciais” apds trés rotacoes.

Mapa d i =0.00
e apa da energia em x=0.00 ; 100000.dat
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0000000000C0000000C000
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Figura 12: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0.

6. Hantzsche-Wendt

A regiao fundamental, obtida da forma descrita no capitulo 2, estava com os vértices
sobre os eixos y e z. De forma a simplificar o programa, especificamente para o
célculo dos pontos da rede, aplicamos uma transformacao da forma RAR™!, onde
R e A sao matrizes 4 x 4, para girarmos a regiao em noventa graus e obtermos um
cubo de lado 1 e ndo v/2. A justificativa para essa tltima alteracdo é diminuirmos
o erro numérico, pois se trabalharmos com um nimero flutuante, ao invés de um

inteiro, ja teremos associado a ele uma imprecisao.

A variedade de Hantzsche-Wendt é a unica que nao apresenta uma uniformidade
no eixo x, apesar de serem simétricos, isto é, o grafico no ponto x = 0,5 é igual ao
do x = —0,5. O resultado mais interessante, dessa variedade, é que a energia no
centro, ao contrario das outras quatro, é a maior energia possivel, independente do

ponto x.
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Mapa da energia em x=0.00
P g S8 0.000000.dat
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Figura 13: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0.

M ia em x20.12
. apa da energia em x20.125, 1 95000.dat

Figura 14: Distribuicao de energia no plano yz em z = 0, 125.
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Mapa d ' S
apa da energia em Xsé)lcfa_o_zsoOOO.dat’
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Figura 15: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0, 25.

. nergia em x=0.37
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Figura 16: Distribuicao de energia no plano yz em z = 0, 375.
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M nergia em x=
apa da energia em X202 ) £50000.dat
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Figura 17: Distribuicao de energia no plano yz em x = 0, 5.
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Conclusao

O fato das equagoes de Einstein nao determinarem totalmente a topologia do uni-
verso, faz com que nds tenhamos que escolhé-la ao resolvermos algum problema. Nesta
dissertacao, escolhemos trabalhar com espacos planos, compactos, tridimensionais e ori-
entaveis, ja que a compactagao nos gera um efeito quantico, o Efeito Casimir. Esse, por
sua vez, provavelmente so foi relevante no universo primordial, pois, devido a expansao

desse, os efeitos devido a compactacao tendem a diminuir.

Das cinco variedades, paras as quais obtivemos resultados nao triviais, somente a
variedade de Hantzsche-Wendt nao se mostrou uniforme ao longo do eixo x e é a tnica
que possui o centro com a maior energia. Essas diferencas podem ser atribuidas ao fato

da variedade de Hantzsche-Wendt ser a tnica a possuir rotagao em torno dos trés eixos.

A partir desses resultados, podemos fazer uma analise fisica dos tensores energia-
momento para que possamos estudar a viabilidade de modelos cosmolégicos em espacos
como os estudados neste trabalho. Existe, também, a possibilidade de procurar padroes

nas distribuigoes de estrelas compativeis com as simetrias de cada variedade.



1]

[9]

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

40

Referéncias

B. S. DeWitt. Quantum field theory in curved space-time. Phys. Rept., 19:295 — 357,
1975.

H. B. G. Casimir. On the attraction between two perfectly conducting plates. Kon.
Ned. Akad. Wetensch. Proc., 51:793-795, 1948.

M. J. Sparnaay. Measurements of attractive forces between flat plates. Physica,
24:751-764, 1958.

S. K. Lamoreaux. Demonstration of the casimir force in the 0.6 to 6 micrometers
range. Phys. Rev. Lett., 78:5-7, 1997.

M. Bordag, U. Mohideen, and V. M. Mostepanenko. New developments in the casimir
effect. Phys. Rept., 353:1-205, 2001.

N. D. Birrel and P. C. W. Davies. Quantum Fields in Curved Space. Cambridge
University Press, 1984.

J. S. Dowker and R. Critchley. Effective lagrangian and energy momentum tensor in
de sitter space. Phys. Rev., D13:3224, 1976.

S. W. Hawking. Zeta function regularization of path integrals in curved space-time.
Commun. Math. Phys., 55:133, 1977.

S. G. Mamayev A. A. Grib and V. M. Mostepanenko. Vacuum Quantum Effects in
Strong Fields. Friedmann Laboratory Publishing, St. Petersburg, 1994.

H. Kleinert. Particles and Quantum Fields. Berlin, 1996.
D. Muller. Casimir effect in compact universes. 2004.

B. S. DeWitt. Dynamical Theory of Groups and Fields. Documents on Modern
Physics. Gordon and Breach, New York, 1965.

C. J. Isham B. S. DeWitt, C. F. Hart. Topology and quantum field theory. Physica
A, 96:197-211, 1979.

H. Seifert and W. Threlfall. A Textbook of Topology. Academic Press, 1980.

W. S. Massey. A Basic Course in Algebraic Topology. Number 127 in Graduate Texts
in Mathematics. Springer, 1991.

J. Levin. Topology and the cosmic microwave background. Phys. Rept., 365:251-333,
2002.



Referéncias 41

[17] M. Lachieze-Rey and J. Luminet. Cosmic topology. Phys. Rept., 254:135-214, 1995.
[18] J. R. Munkres. Topology. Prentice Hall, 2000.
[19] M. J. Reboucas. A brief introduction to cosmic topology. 2005.

[20] M. J. Reboucas and G. I. Gomero. Cosmic topology: A brief overview. Braz. J.
Phys., 34:1358-1366, 2004.

[21] S. W. Hawking and G. F. R. Ellis. The large scale structure of space-time. Cambridge
University Press, 1989.

[22] J. G. Ratcliffe. Foundations of Hyperbolic Manifolds. Number 149 in Graduate Texts
in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1994.

[23] L. S. Charlap. Bieberbach Groups and Flat Manifolds. Springer-Verlag, New York,
1986.

[24] J. A. Wolf. Spaces of Constant Curvature. Publish or Perish, 1984.

[25] G. 1. Gomero and M. J. Reboucas. Detectability of cosmic topology in flat universes.
Phys. Lett., A311:319-330, 2003.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

