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"l think you should be more
explicit here in step two."

A FISICA

Em meio & desordem nasce a harmonia...
Em meto a esséncia, um mistério voraz,
Enigma que se manifesta em uma poesia,
Intento de algum caminho que se perfaz.

Nao por vangloria, apenas conhecimento...
Sensos maltiplos que podem ser exatos,
Tratando a natureza em uwm pensamento
Eternamente enamorado com os fatos.

Eis a causa de toda inspiradora reflexdo
Entre idéias ou em uma simples equacao,
Imantadas de equivocos, quando ardilosas.

Integra pelos designios de vidas laboriosas.
Nao hd politica, pois nela hd tudo o que fica.
Nela encontra-se a razao, pois ela é a fisica.
por Luciano Calheiros Lapas

A fronte precipitium, a tergo lupi.
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Resumo

Neste trabalho estudamos o transporte balistico descrito pela equagdao de Langevin
generalizada. A partir de seu comportamento assintético mostramos que a condicido de mizing
¢ violada, implicando na violacao da hipétese ergddica e do teorema de flutuagao-dissipacao.
Desses resultados demonstramos que o transporte balistico nao viola a segunda lei da ter-
modindmica, i.e., a entropia cresce, porém nao atinge um méximo. Também demonstramos
que o processo de gaussianizacao da funcao distribui¢do de probabilidade de fato depende das
condigoes iniciais e concluimos que o sistema balistico pode evoluir para um processo nao-
gaussiano, ampliando o conceito do teorema central do limite, de modo a impor uma relaxagao

em uma de suas condigOes, visto que o transporte balistico é fortemente correlacionado.



Abstract

In this work we study the ballistic transport described by the generalized Langevin
equation. Starting from the asymptotic behavior of the ballistic transport we show that the
mixing condition is violated, implying in the violation of the ergodic hypothesis and of the
fluctuation-dissipation theorem. From this result we demonstrate that the ballistic transport
does not violate the second law of thermodynamics, i.e., the entropy grows, however it does
not reach a maximum. We also demonstrate that Gaussianization process of the probability
distribution function indeed depends on its initial value, and we conclude that the ballistic
system can evolve to a non-Gaussian process, enlarging the concept of the central limit theorem,
so as to impose a relaxation in one of its conditions, forasmuch the ballistic transport is strongly

correlated.
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Capitulo 1

Introducao

A difuséo, a priori, ¢ um processo espontaneo de transporte de matéria, calor, momen-
tum etc. através de um determinado sistema. A exemplo disso, podemos citar o transporte de
protefnas através da membrana celular, sendo que em alguns casos nao héd a necessidade de um
canal especial de propagacao (transporte simples). No pulmao dos mamiferos, um processo de
difusdo ocorre nos alvéolos: devido a diferenca de pressao parcial na membrana capilar-alveolar,
o oxigénio difunde para dentro da corrente sangiiinea, enquanto que o gas carbonico difunde
para fora. Assim, os processos de difusao estao presentes em diversos mecanismos da natureza,
desde da flexibilidade do macarrao no cozimento ao movimento aleatério de portadores de carga
(p.ex., elétrons) na auséncia de campo elétrico em um condutor. De fato, a difusdo é um tipo
de fendmeno de transporte (outros tipos sdo: convecgao e radiagao), que pode ser modelado
quantitativamente pela equacao de difusao, sendo que suas solugoes possuem diferentes denom-
inacoes, dependendo apenas da situacao fisica. A exemplo disto, a difusdo bi-molecular é regida

pela primeira lei de Fick! [1], a difusdo térmica pela lei de Fourier (em ambos os casos con-

1 As leis de Fick sdo baseadas em equacdes de difusio usualmente utilizadas em modelamento de processos de
transporte de biopolimeros, dopagem em semicondutores etc.



siderando um estado estavel?) e a difusdo de elétrons em um campo elétrico é essencialmente
descrita pela lei de Ohm. Entao, um fluxo (de dtomos, energia, elétrons etc.) é igual a pro-
priedade fisica (difusividade, condutividade térmica, condutividade elétrica etc.) multiplicada
por um gradiente (gradiente de concentracao, gradiente térmico, gradiente elétrico etc.). Além
disso, geralmente a equagao de difusao é temporalmente dependente (i.e., aplicada a situagoes
de estados nao-estaveis).

Um caso bastante interessante, que trata da difusdo em meios viscosos, é a teoria do
movimento browniano; que desde os trabalhos de Einstein-Sutherland [2][3] vem se consoli-
dando em diversos campos de pesquisa (na matemética, economia, quimica, bioldgia e fisica,
principalmente). E importante lembrar que os trabalhos de Einstein-Sutherland tratam apenas
de um tipo de difusdo denominada normal. A partir da década de 50, com o estudo da difusao
de pequenas moléculas em polimeros [4], observou-se um estado anomalo. Dentro dessa difusao
anomala, novos regimes foram observados e melhor caracterizados nas tltimas décadas[5]-[7].
Dentre esses regimes hd o superdifusivo balistico (transporte balistico), que foi observado
primeiramente por Stanley et al [8], tal que o deslocamento quadrético médio — no equilibrio
termodindmico — evolui com o tempo ao quadrado, i.e., <:U2 (t — oo)> ~ t2. E nesse regime que
os propositos desta dissertacao se estabelecem.

Podemos encontrar na literatura diversos estudos relevantes no sentido de comple-
mentar os fundamentos da mecénica estatistica fora do equilibrio e, a partir desses estudos,
descrever as principais caracteristicas do transporte balistico. A exemplo tem-se os trabalhos
sobre a violacdo do teorema de flutuacao-dissipacao [9][10] em sistemas fisicos onde processos
de envelhecimento tornam invélida a invariancia temporal [11][12]; os efeitos da fungdo memoria

em sistemas estocdsticos [13]; a predicao do regime difusivo a partir da memoria [13]-[15]; a

2Estado estével aqui significa que a concentracdo de uma certa grandeza fisica é invariante no tempo.




andlise de expoentes dindmicos; a conjectura de espago-temporal [16]-[18] e a hierarquia entre
mizing, ergodicidade e o teorema de flutuacao-dissipagao para sistemas complexos [19]. De
fato, aqui estaremos fazendo uso constante desses trabalhos.

Um dos principais aspectos da superdifusao balistica é que ela se encontra na fronteira
entre os processos brownianos e os processos ativados [9][10][19], de modo que a verificagao da
validade e aplicabilidade de algumas leis, hipéteses, teoremas etc. sao imprescindivel ao de-
senvolvemento da teoria sobre o transporte balistico. Nesse sentido, vamos apresentar um
estudo puramente analitico dos fundamentos inerentes ao transporte balistico, permitindo uma
melhor compreensao dos mecanismos desse regime difusivo. Eventualmente vamos langar mao
de cédlculos numéricos com o intuito de verificar as predi¢Ges analiticas. Vamos mostrar que
o transporte balistico, além de violar a hipétese de mixing, a ergodicidade e o teorema de
flutuagao-dissipacao (que j& é corrente na literatura [19]). Desses resultados demonstraremos
que o transporte balistico nao viola a segunda lei da termodinamica, i.e., a entropia cresce,
porém nao atingindo um mé&ximo — o que pode ser associado & formacdo de padrao. Tam-
bém demonstraremos que o processo de gaussianizagao da fungao distribuicao de probabilidade
depende das condicGes iniciais, com isso o sistema balistico pode evoluir para um processo nao-
gaussiano, o que efetivamente amplia o conceito do teorema central do limite, de modo a impor
uma relaxacao em uma de suas condigoes (independéncia das varidveis), visto que o transporte
balistico é fortemente correlacionado.

Posto isto, organizaremos os capitulos ulteriores da seguinte forma:

Segundo Capitulo: apresentaremos algumas defini¢es pertinentes ao entendimento
de alguns conhecimentos subseqiientes: processos markovianos, equagoes estocédsticas de evolu-
¢ao, média sobre ensemble, média temporal, hip6tese ergédica, condicao de mizring e teorema

central do limite .




Terceiro Capitulo: faremos uma exposicao do processo histérico da teoria do movi-
mento browniano, levando em conta os trabalhos de Einstein-Sutherland. Além disso, apre-
sentaremos a equacao de Langevin normal e, a partir dela, demonstraremos uma das primeiras
versoes para o teorema de flutuacao-dissipacao.

Quarto Capitulo: faremos um estudo sobre os aspectos gerais do movimento brow-
niano. Apresentaremos uma discussao sobre a obtencao da constante de difusdo e dos regimes
difusivos, relacionando-os & funcdo memoria e & correlagao das velocidades, que é obtida a partir
de uma equacao de Langevin generalizada. Antes disso, através dessa equagao, demostraremos
o teorema de flutuacao-dissipagao generalizado. Finalmente discutiremos as classes dos sistemas
superdifusivos (dentre essas a balistica).

Quinto Capitulo: apresentaremos um estudo sobre o transporte balistico, analisando
as violagoes da hipétese de mixing, da hipétese ergédica e do teorema de flutuagao-dissipagao.
Além disso demonstraremos que a segunda lei da termodinamica é assegurada, estabelecendo
uma conexao com a densidade espectral do ruido e a entropia. Finalmente, demonstraremos sob
quais condicgoes as distribuicoes de velocidades para os transportes balisticos sao nao-gaussianas
e, conseqiientemente, a relacao desse efeito com o teorema central do limite.

Sexto Capitulo: apresentaremos as principais conclusoes trabalho.




Capitulo 2

Primeiros Conceitos

2.1 Introducao

Este capitulo tem o intuito de apresentar e esclarecer alguns conceitos que serao am-
plamente utilizados no decorrer deste trabalho. Primeiramente, estaremos estabelecendo os
conceitos de processos markovianos e equagcoes estocdsticas de evolugao, que serao uteis quando
analisarmos a teoria do movimento browniano (capitulo 3). Em seguida faremos uma breve
introdugao de média sobre ensemble, média temporal e correlacao de varidveis, estabelecendo
uma conecgao entre a hipétese ergédica e a condigao de mizing (necessérios ao desenvolvimento
de todos os capitulos). Finalmente, faremos uma demonstragao do teorema central do limite,
verificando as condigbes necessdrias a sua aplica¢ao (importantes para uma melhor compreensao

do capitulo 5).

2.2 Processos Markovianos e Equacoes Estocasticas

Seja A a varidvel a qual estamos interessados (p.ex., a posigdo ou a velocidade de

uma particula). Caso A seja uma quantidade deterministica, obedecendo uma lei dinémica,
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entdao podemos descrevé-la como sendo uma funcao do tempo t, i.e., f4 = fa(t) terd valores
temporalmente bem definidos. De outra forma, podemos considerar a varidvel A como sendo
aleatdria, conseqiientemente sua representacao nao serd feita através de uma funcao, ou seja, a
varigvel aleatéria A assumird em um dado instante um valor dentro de uma faixa de variacao’.
P.ex., suponha um experimento em que inicialmente (tg) uma dada particula esteja em A (tp) =
Ap e que assuma um certo valor A; em um instante ¢1. Se esse experimento for realizado diversas
vezes, com as mesmas condigoes iniciais, a varidvel A; assumird valores distintos, que estao
associados a uma certa probabilidadade. De fato, isto caracteriza um processo estocdstico,
que é um processo aleatério mensurdvel que evolui no tempo de maneira probabilistica; em
contraparte ao deterministico, que sempre produz os mesmos valores a partir de uma mesma
condicao inicial. Caso venhamos a assumir que a varidvel estocdstica A seja continua, entao
seu valor estara associado & uma densidade de probabilidade p (A;t). Conseqiientemente, a
probabilidade de encontrarmos o valor de A em um instante ¢ em um intervalo infinitesimal
(A, A+ dA) seré igual a p (A;t) dA. E importante esclarecer que o fato de conhecer p (A;t) néo
é suficiente, em geral, para caracterizar completamente o processo de evolucao.

Considere uma seqiiéncia ordenada de tempos: tg < ... <t,_1 <t, e seja

p(Apstn|An—15tn—1|...|Ao;to) (2.1)

a densidade de probabilidade conjunta, i.e., a densidade de probabilidade de encontrar simultane-
amente o valor de A, no instante t,,, A,,_1 no instante ¢,,_1 etc. Obviamente, essa densidade de
probabilidade conjunta nao pode ser deduzida a patir do mero conhecimento de p (4;t) porque
existe uma correla¢do entre o que acontece nos instante t1, ta etc.

Agora, vamos considerar um processo markoviano, que é um processo estocdstico

!Eventualmente estaremos representando a varigvel aleatéria com indices subscritos, i.e. A(t;) = A; com
Jj=0.
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cujas probabilidades de eventos futuros dependem apenas dos eventos recentes. De modo geral,
seja a n-ésima ordem da probabilidade de transicao wy, (Ap;tn|An—1;tn—1|...|A0;t0), definida

como a densidade de probabilidade condicional da varidvel estocdstica A (t;) assumir o valor A,

no instante t,, tal que A (t;) adquira os valores A,,_1, Ap_2,..., Ag nos respectivos instantes
th—1,tn_9,...,tp, com tg < ... < t,_1 < t,. Entao, um processo markoviano é definido tal que
Wn, (Ana tn|An71; tn71| cee |AO; tO) = Wn (An;tn’AanE tnfl) ,n>1 (22)

a probabilidade de transi¢do de um valor A,,_1 em t,_1 para um valor A, em ¢, dependa (além
de A,;t,) somente do valor de A (t,-1) e ndo da histéria prévia do sistema.

Com isso,
Pn (An; tn|An—1; tn—l) = Wn (Ana tn|An—1; tn—l) P (An—1§ tn—l) s

a densidade de probabilidade conjunta de encontrar A,,_1 em t,_1 e A, em t, € igual & densidade
de probabilidade de encontrar A,_; em t,_1 multiplicada pela probabilidade de uma transicao
de A,_1 em t,_1 para A, em t,.

Geralmente, a probabilidade de transicdo para um sistema markoviano obedece a

seguinte relagao:

Wp, (An—&—l; tn—&-l‘An—l; tn—l) = /dAnwn (An+1; tn—f—l’An; tn) Wn, (An; tn|An—1; tn—l) . (23)

Esta equacao integral fundamental é chamada de equacao de Chapman-Kolmogorov e pode ser
utilizada como uma definicao alternativa de um processo markoviano. Ela prediz que a proba-
bilidade de transi¢ao de A, 1 em t,_1 para A,+1 em t,41 pode ser obtida pelo produto da pro-
babilidade de transi¢ao de A,_1 (em ¢,_1) para algum valor A, (em um instante intermediério
t,) e a probabilidade de transigao deste valor para o valor final A,,11 (em t,41), somando sobre

todos os valores intermedidrios possiveis de A,. A equagdo de Chapman-Kolmogorov pode
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ser desenvolvida para trés ou mais passos, de modo a generalizar as cadeias de Markov® para
instantes futuros arbitrdrios n + m multiplicando as probabilidades de transi¢do e integrando
m vezes.

Note que uma condicao natural para o processo markoviano é
Wp, (An; tn—l‘An—l; tn—l) =0 (An - An—l) . (24)

Assumindo que a probabilidade de transicdo w, de um estado A,_1 para um outro
estado A,, (diferente de A,,_1) em um pequeno intervalo de tempo At, tal que At =t,, — t,,—1,

possa, ser escrito como
Wn, (An; tn—1+ At’An—l; tn—l) = cpd (An - An—l) + Atthfl (An‘An—1> s (25)

onde W; (A,|A,_1) é a probabilidade de transicio por unidade de tempo®. O primeiro termo
do lado direito de (2.5) representa a probabilidade de uma varidvel aleatéria permanecer em

A,_1 durante um intervalo At, onde ¢, é determidado pela condi¢do de normalizagao
n=1-— At/dAnI/th1 (An|An—1).

Fazendo A, 11 = A, thn41 =t + At, A, = A’ e t,, =t em (2.3), langando méo de (2.4) e (2.5),
no limite de At — 0, obtemos
Ot (AstAn 1itn 1) = —wn (At A 1:tn 1) / dAW, (A A) w, (2.6)

+ / AW, (AIA") wn (At Anrs ts)

2Uma cadeia de Markov é um processo markoviano que envolve transi¢oes em tempos discretos (eventualmente
continuos) entre valores discretos de uma varidvel estocdstica;
3 . ~ . ) -

Wy é uma fungdo temporalmente independente além de par centrada em A, — A,_1. Isso significa que as
probabilidades de uma transi¢ao de A,, para A,,—1 ou de A, _1 para A,, sdo iguais. No equilibrio, isso caracteriza
o balango detalhado, condigdo necessdria & descrigdo de um sistema com os pesos de Boltzmann, tal que o
equilibrio em um dado sistema seja tanto macroscépico quanto microscépico.




2.2. Processos Markovianos e Equagoes Estocdsticas 9

Multiplicando ambos os lados pela densidade de probabilidade p (A;,—1;tn—1), chega-
mos a

Ohp (A1) = / A [W; (AJA) p (A'5t) — Wi (A']A) p (A;1)] (2.7)

que é a equacdo mestra para processos markovianos.

Esses resultados sao gerais é podem ser particularizados para trés classes de processos
markovianos: a) tempo discreto e estado discreto (cadeia de Markov); b) tempo continuo e
estado discreto e ¢) tempo continuo e estado continuo. No entanto, aqui nao entraremos em
mais detalhes, sendo que uma discussao mais ampla pode ser encontrada na referéncia [20].

Um processo markoviano é dito estaciondrio (ou de estado estdvel) quando a probabi-
lidade de transi¢ao wy, (An;t + At|A,—_1;t) depende apenas do intervalo At de transigdo e nao

do instante t. Ou seja,
Wy, (Ap;t + At|Ap_1;t) = w (Ap|An—1; At) .

Efetivamente, a predi¢do de um processo ser estaciondrio, i.e., com uma distribuicao de proba-
bilidade estaciondria, depende apenas das propriedades do processo.

Agora, com w(...|...) = wy (...]...), vamos obter uma equagao de evolugao de w
para algumas condigoes. Assumindo que M (x) é uma fungao regular arbitréria de x (podemos

imaginar que x = A, por questao de simplicidade). Considere a seguinte expressao:

/da: M (z) 7810 (;J_y’ 7)

. 1
= Jtimy o [ o M @) el + A7)~ w (alys7)

—  lim 1/dx [/dzw(x\z;Ar)w(z!y;T)—w(wly;T) :

AT—0 AT

sendo que no tltimo passo utilizamos a equagao (2.3). Agora, vamos trocar a ordem de in-

tegragao e expandir M (x) na série de Taylor em torno de = = z; o termo de ordem zero se
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cancela com o tultimo termo do integrando e nos deixa com

/dx M (x) W (2.8)

— fim o {/dz Mgz(z)w(z\y;ﬂ/dx (x — z) w (z[z; AT)

-|-2/dz 822/[Z2(Z)w(z|y;7)/dy (m—z)zw(:v\z;AT)-I—...}.

Assumindo que

[dz (z — 2)w(z|z;AT) = (Az) = F (2) AT+ O [(A7)2] ,
[dy (z—2)*w (x| A7) = <(Az)2> =D (z)AT+ O |:(AT)2} , (2.9)
[dy (z—2)"w(z|z;AT) =0 [(AT)Q] ,n > 3.
Essas médias sao chamadas de momentos transitdrios, podendo ser generalizados com um re-
sultado final mais complicado. Assim, tomando o limite em (2.8) para A7 — 0, obtemos

explicitamente:

/dx M (z) Ow (@ly;7) (;‘Ty; 7)

. /dzw(ZIy;T) {Mgﬁm'z”;wmz)}’

que integrando por partes e agrupando os termos, nos leva a

w\x\y,T 2
[ o @) { P 4 2 @) el - G D @ alyi )] f =0

Como esta expressao deve ser nula, para qualquer fungdo M (z), entdo os termos dentro das
chaves devem ser nulos, de modo que

Op(xst) 0 [
ot Ox

F2) + %D (@) a% p(@it), (2.10)

aqui adotamos o mesmo procedimento utilizado na passagem de (2.6) para (2.7). Esta expressao
¢é conhecida como equacdo de Fokker-Planck no espago de x. Note que o primeiro termo do lado

direito descreve uma diminuicao na velocidade de evolugao da densidade de probabilidade, esse
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termo geralmente ¢ denomidado por friccao dindmica. Observe ainda que tanto (2.7) quanto
(2.10) sao equagoes de evolugao lineares para a densidade de probabilidade de uma varigvel
estocastica. Ademais, ambas descrevem um processo irreversivel de acesso ao equilibrio.

Introduzindo as seguintes quantidades em (2.9):

<(Az)2> = 2D (2) At (2.11)

@5 = [-F )+
obtemos a seguinte equacdo de evolugao:

‘%éf?t):;; [F(m)+D(m)£Jp(fﬂ;t),

que para F'(x) = 0 e D(z) = D (constante no equilibrio) nos conduz a famosa equagao de

difusdo (macroscépica):

Ip(a,t) 0p(w.1)
o =D (2.12)

Esta equagao diferencial parcial parabdlica descreve a evolugao de uma certa densidade
de probabilidade inicial para um perfil de equilibrio (em que a forma depende das condigoes
iniciais), correspondendo a um tipico comportamento de irreversibilidade; como pode ser visto

pela falta de invariancia desse processo sobre a inversao temporal (¢t — —t).

2.3 Hipétese Ergédica e Condigao de Mixing

Um sistema fisico fechado e isolado é aquele que deve ter uma descrigao microscépica
em termos de uma equacao de Hamilton (ou de Schrédinger, p.ex.), tal que nenhuma troca de
matéria com ambiente circundante ocorra; assim sendo o conjunto de varidveis é fixo. Além

disso, nenhuma forca externa temporalmente dependente deve atuar sobre o sistema, de modo
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que a energia seja uma constante do movimento e, entao, a trajetéria no espago de fase seja
limitada por uma simples "camada'"de energia. O sistema, entretanto, tem que ser suposta-
mente finito no sentido de que a medida sobre cada camada de energia exista. De acordo com
a mecénica estatistica no equilibrio, um sistema terd (para um dado valor de energia) uma
distribuicao de equilibrio (ensemble microcandnico) que pode ser obtida apenas das conside-
racoes do espago de fase. Assim, quando houver constantes adicionais do movimento a camada
de energia serd decomposta em subcamadas, cada qual correspondente aos valores fixados por
essas constantes, de modo que nao seja possivel transigoes entre uma subcamada e outra. Com
isso a hipétese ergédica prediz que, uma vez estando um sistema em certa subcamada, seu
movimento no espago de fase esta restrito a essa camada, e a toda ela; desde que todas as
constantes do movimento sejam levadas em conta quando se define as subcamadas.

De outra maneira, considerando a evolugdo de uma varidvel estocédstica dindmica

A = A(t) o ensemble médio (G (A)), de uma funcao G (A) qualquer, é definido como

(G (A)) = /Q G (A) exp Gié‘?) a0, (2.13)

onde F (A) é a energia inerente & varidvel estocdstica A e a integral é tomada sobre todos os

estados acessiveis do espago de fase €2, ou ainda
(G(A)) = /G(A)P(A) dA, (2.14)

onde P (A) ¢é a fungao distribuigao de probabilidade (FDP) de A em um instante ¢. Além disso,

a funcao correlacao é definida como
Cat—t)=(A@)A(t)). (2.15)

De modo geral, a funcao correlacdo temporal permite um método consiso para expressar o
quao duas propriedades (no caso, a mesma propriedade) de um sistema estdo relacionadas

mutuamente em um certo periodo de tempo.
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Podemos ainda definir a média temporal da fungao G [A ()] como

G[A(t)] = i/_e/;G [A(t+1t)]dt. (2.16)

para um tempo € > 7*, com 7* sendo intervalo de tempo muito pequeno. Neste caso, a hipétese
ergédica prediz que

G[A(t — 0)] = (G]A(t — 0)]) = (G [4]) (2.17)

eq’
ou seja, dado um tempo suficientemente grande, o sistema atingird todos os estados acessiveis
e, assim, a média temporal serd igual & média sobre o ensemble, correspondendo & uma média
no equilibrio termodinamico. Neste caso, basta analisar 7* como sendo o tempo de relaxacao.

A exemplo disso, podemos considerar que G [A (t)] = A2 (t). Entdo,

A2 (t — o00) = (A% (t — 00)) = (A?) (2.18)

eq’
se considerarmos A (t) como sendo A(t) = muv (t), onde v (t) é a velocidade de uma certa
particula de massa m em um instante ¢, podemos associar a velocidade quadratica média no

equilibrio termodinamico ao teorema da equiparticao de energia, assim
2 _
(A >eq = mkpT,

onde kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.

Ja a condigao de mizing de um sistema fisico pode ser definida como sendo

lim R (t) =0, (2.19)

t—o00
onde a quantidade normalizada R (t) é definida por

_Cal) _ (AWM A®)
=60~ @) (220

A condigao de mizing nos diz que, ap6és um tempo ¢ > 7%, nao devemos esperar que A (t) se

"lembre"de sua condigao inicial A (0).
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2.4 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite (TCL) possui importancia fundamental na fisica, visto
que ele prediz que uma certa funcao distribuigao de probabilidade (FDP) inicial qualquer evolui
para o equilibrio em um perfil gaussiano (distribuigdo normal). No entanto, é importante saber
em que condigoes o TCL ¢é assegurado. Nesse sentido, vamos demonstrar o TCL e enfatizar
essas condigoes, que serao de grande interesse no desenvolvimento deste trabalho.

Suponha que a = aj + -+ + a, seja uma varidvel estocdstica definida em um expe-
rimento e que este seja realizado n vezes de forma independente. Entao, podemos definir as

varidveis estocdsticas desse experimento tal que
aj(tl---tj---tN):a(tj),jzl,...,n. (2.21)

Segue disso que a FDP P (a;) de a; é igual & P (a) de a. Assim, se o experimento ¢é realizado n
vezes, as varidveis aleatérias a; definidas como em (2.21) sao independentes e possuem a mesma
FDP. A estas varidveis estocdsticas dd-se o nome de independentes e identicamente distribuidas.

Sendo as medidas independentes, entao podemos escrever a; como sendo
a; = a + C]’
onde as componentes do ruido (; sao varidveis aleatorias independentes com média zero (des-

prezando os erros sistemédticos) e variancia o2 finita. Isso nos leva & média amostral

A, = 2 SR ) (2.22)

sendo A,, uma varidvel estocdstica de média a e variadncia U?An = 02 /n. Se n for suficientemente
grande tal que 012% < na?, entdo o valor de A, (t) da média amostral A,, em uma tnica rea-

lizacao do experimento (consistindo em n medidas independentes) ¢ uma estimativa satisfatéria
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de um valor a. Com isso, podemos associar n a t, tal que n — oo (n muito grande) implique em

t — oo (t > 7*). Dai, podemor escrever A, (t) simplesmente como A = A (t). E importante

ressaltar que a média amostral nao é necessariamente igual & média sobre o ensemble.
Considere a fungao caracteristica ®4 (f) definida como sendo a transformada de

Fourier da distribuicao de probabilidade:

Bu(f) = <eiff4>:/oo dA? AP (A)

_ i <Z’QZ!N <Ak> , (2.23)

k=0
tal que
<Ak> = <n*k (a1 + -+ an)k>
> k
= / nFlay+--+an)" P(a1)...P(an)da; ... day,. (2.24)
—00
Sendo as varidveis estocdsticas aq,...,a, independentes e identicamente distribuidas, substi-

tuindo (2.24) em (2.23), temos que

oo . k
CI)(k) _ Z|:227Tf(a17;...+an):| %P(al)...P(an)dal...dan
o !
— / h emfa/np(a)dar
[ oo orfa  (2nf)2 a2 s
NIRRT
[ onf L @2n)? . "
- 1+Z;f<a)—(27rné) (@) + 0 (n7%)
. 2
- exp{nln 1+12:;f <a>—(22”né) <d2>+0(n3)]}. (2.25)

Agora, fanzendo a expansao para In (1 + x)

1 1
ln(1+x):w—§x2+§x3+---,
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entao

2n2 2
— exp [zf () — g—n (@) - (@)?) +0 (n_?’)]
A~ exp [if (@) — gzag] : (2.26)

de a:
©© ) 5 . (27r)2 o2 9
P(a) = / exp |27 (a — (a)) f — T“f df (2.27)
o o2
- (27:)20% exp |- 7 éwfi?)] (2.28)

2
RV [—““ ‘”)2”] (2.20)

obtida na referéncia [21]. Substituindo A (t) = a, 0% = 02/n e (A) = (a) em (2.29), finalmente
obtemos que

1 _ (A(t>—2<A>)2
PlA(t)) = ——¢ 207 (2.30)

A/ 2WU?4

Observe que, inicialmente assumimos que ¢ >> 7%, 0 que caracteriza um tempo necessé-
rio para que o sistema atinja o equilibrio. Além disso, as tinicas condicdo necessdrias para
que o TCL seja assegurado é que as varidveis estocdsticas sejam independentes e identicamente
distribuidas. Entao, este resultado nos diz que, um sistema com uma FDP qualquer inicialmente
evolui para o equilibrio adquirindo um perfil gaussiano em sua distribuicao, desde que as va-

ridveis estocdsticas sejam independentes e identicamente distribuidas.
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Entretanto, em muitas circunstancias, aplicadas a exemplos fisicos, verifica-se que o
TCL é assegurado mesmo que uma dessas condigoes nao seja satisfeita. No capitulo 5 veremos
que, para o transporte balistico, devido a ele ser um sistema fortemente correlacionado, sua
distribuicao de probabilidade nao evolui para uma distribuicdo gaussiana, caso a distribuicao

inicial nao seja gaussiana.
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Capitulo 3

Aspectos Iniciais do Movimento

Browniano

3.1 Introducao

O movimento browniano tem sido de fundamental importancia no desenvolvimento
dos fundamentos da termodindmica e nas interpretacdes da mecéanica estatistica. A teoria do
movimento browniano é baseada na teoria cinética-molecular, tal qual foi proposta por Eintein-
Sutherland [2][3] no inicio do século XX, fornecendo o vinculo fundamental entre uma dindmica
microscépica elementar e os fendmenos macroscépicos observaveis.

As primeiras teorias do movimento browniano inspiraram desenvolvimentos proemi-
nentes em vdrias dreas da fisica, e ainda influenciam diversos campos de pesquisa. Como um
exemplo, essa teoria teve impacto substancial na teoria da mecénica quéntica, mais precisa-
mente na formulagao da mecénica quantica como uma soma sobre caminhos [22][23], que teve
origem na natureza difusiva das trajetérias brownianas em tempo continuo. Além do mais, em

1953, a idéia da teoria de difusdo foi utilizada por Onsager e Machlup [24][25] no estudo de
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processos de Gauss-Markov com coeficientes lineares e serviu de inspiragdo para mateméticos
como Khintchine [26], Lévy [27], Mandelbrot [28] etc.

Neste capitulo desenvolveremos uma breve exposi¢ao sobre as principais caracteristicas
do movimento browniano, que — em suma — é um movimento aleatério ao qual as particulas
inseridas em um certo fluido estao sujeitas e que advém do movimento térmico do sistema; ja
que a forga aleatdria que move essas particulas é devido a colisao com as particulas do fluido
circundante. De outra forma, as colisoes sucessivas com as particulas do meio, mesmo que no
equilibrio termodindmico, mantém a agitacao térmica do sistema e produz certa resisténcia
ao movimento, quando este é exercido por uma forga externa. Além disso, a forga aleatéria
e a forca devido a resisténcia, por terem a mesma origem, estao relacionadas ao teorema de
flutuagao-dissipacao.

Apresentaremos (cronologicamente) de forma sucinta como Einstein [2] e Sutherland
[3] chegaram & constante de difusdo, que efetivamente caracteriza o movimento browniano.
Posteriormente, trataremos da primeira versao da equagao de Langevin, que associa os termos
flutuativo e dissipativo do movimento. Verificaremos ainda que o processo descrito pela equagao
de Langevin, levando em conta algumas consideragoes sobre a forca aleatéria de cardter estocds-
tico, se trata de um processo gaussiano-markoviano, o que equivale & anélise de ruidos brancos.
Finalmente, a partir dessa equacao de Langevin, demonstraremos uma primeira versao para o

teorema de flutuacao-dissipacao.

3.2 Movimento Browniano

O movimento browniano tem sido observado desde 1785, com os relatos sobre carvao

pulverizado em uma superficie de dlcool pelo fisico holandés Jan Ingenhauz. No entanto, seu
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detalhamento foi realizado primeiramente pelo botanico escocés Robert Brown, em junho de
1827. Brown investigou graos de pélen suspensos em dgua de uma espécie de planta denomi-
nada Clarkia Pulchella. Embora o sistema tivesse meios para atingir o equilibrio, ele observou
que esses graos (particulas) descreviam “movimentos rapidos e oscilatérios” independentes de
quaisquer reacgoes no fluido que os contém, assim como do movimento interno que, suposta-
mente, acompanharia a evaporacdo. No entanto, segundo Brown, esse movimento seria "de-
pendente das préprias particulas"[29], estabelecendo assim o conceito de "molécula primitiva"
da matéria viva. Contudo, a teoria de Brown [29][30] nao descrevia efetivamente o movimento
entao denominado browniano.

O primeiro a expressar uma no¢ao préxima a teoria do movimento browniano moderna
foi Christian Wiener, em 1863, concluindo que a origem do movimento nao poderia estar nem
nas forcas entre as particulas, nem nas diferencas de temperatura do fluido e nem na evapo-
racao. Em 1865, Cantoni e Oehl, durante um ano de observagao, verificaram que o movimento
das particulas em meio a fluido selado entre placas de vidro permanecia inalterado. Um pouco
depois, Caronelle atentou que os movimentos internos sao devidos ao calor do fluido circun-
dante, além das colisbes entre as moléculas do fluido e as particulas. No entanto, resultados
experimentais e argumentos que apoiavam a teoria cinética foram feitos por Louis Gouy, em
1889, que predizia que: o movimento era muito irregular, composto por translagoes e rotacgoes e
a trajetéria parecia nao ter tangente; duas particulas aparentam se mover independentemente,
sempre quando elas se aproximam uma da outra dentro de uma distdcia menor que a de seus
didmetros; o movimento é mais ativo quanto menores forem as particulas; a composi¢ao e a
densidade das particulas nao tém efeito; o movimento é mais ativo quanto menor for a viscosi-
dade do fluido; 0 movimento é mais ativo quanto maior for a temperatura e o movimento nunca

cessa [31]. Efetivamente, esses resultados nao estdo em conflito com a teoria cinética moderna.




3.2. Movimento Browniano 21

Em 1900, entretanto, Louis Bachelier desenvolveu precisamente toda a teoria do movimento
browniano, porém aplicada & teoria de especulagdes no mercado financeiro [32]. Aplicada a
particulas em meio viscoso (movimento browniano propriamente dito), a teoria surgiu de forma
mais clara e precisa com os trabalhos de Einstein-Sutherland [2][3], que passamos discutir neste
momento.

Willian Sutherland [3], em 1904, desenvolveu uma férmula para calcular a massa
molecular a partir dos dados de difusdo. Para tanto, obteve uma expressao tal que a velocidade
de difusao de uma substancia através de um liquido variasse inversamente com o raio a de sua
molécula e inversamente com a viscosidade do liquido. Aqui, no entanto, vamos nos ater somente
ao tratamento da difusdo dado por Sutherland. A principio, ele considerou uma molécula de
um soluto movendo-se com velocidade v paralela a um suposto eixo-z através de uma solugao
diluida de viscosidade 7. Seja F' a resisténcia dada ao movimento da particula nesse fluido, que

é expressa pela férmula de Stokes

1+ 2n/ (pa)

1530/ (ua)’ 3.1)

F = 67vna

onde p é o coeficiente de atrito dindmico. Entao, obtém-se o coeficiente de difusao para N
moléculas (no estado de equilibrio)

~ RT 1+3n/(pa)
6mnaN4 1+ 20/ (ua)’

(3.2)

onde N4 é o nimero de Avogadro. Este resultado foi por ele obtido fazendo a igualdade entre
(3.1) e a variagao da pressao osmética do soluto, dada por dp/dxz = RTdc(x) /dx; com c(x)
sendo a concentragao de soluto em =, R a constante dos gases e T a temperatura.

Albert Einstein, entretanto, desenvolveu uma fundamentacao tedrica e uma formu-
lacdo quantitativa precisa ao entao movimento browniano de acordo com a teoria cinético-

molecular de calor [2]. Seus argumentos podem ser divididos em dois. O primeiro é essencial-
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mente matematico. Desta forma, Einstein obtém a equagao de difusdo (a seguir) a partir de
uma deducao probabilistica, calculando a distribuicao das particulas em um instante ¢ + 7% a
partir de uma distribuicao no tempo ¢; onde 7* é um intervalo de tempo muito pequeno quando

comparado ao intervalo de tempo de observacao,

0 0?
875 = D@Pa (3.3)

com D sendo uma constante positiva, denominada constante de difusdo. Aqui p = p(z,t) é
a densidade de probabilidade para que uma particula browniana esteja em uma posicao = em
um instante £. Note que a equagado de difusdo obtida por Einstein corresponde exatamente a
equagao (2.12). Esta equacao é freqiientemente utilizada a fim de obter uma primeira suposi¢ao
dos coeficientes de transporte de sistemas mais complicados.

Supondo que as particulas estejam inicialmente na origem, tais que p(z,0) = § (z),

obtém-se

1 x|?
p(x,t) = Wexp <_Z|Ll|)t) , (3.4)

no espacgo unidimensional, onde |z| é a distancia euclidiana x da origem, (3.4) satisfaz (3.3).
A segunda parte dos argumentos é fisica, de modo a relacionar D a outras quantidades
fisicas. Supondo muitas particulas brownianas suspensas em um fluido, influenciadas por uma
forga externa K e em equilibrio dinamico (K pode ser, p.ex., gravitacional, mas o argumento
utilizado considera K sendo uma forga inteiramente virtual). Entao, Einstein demonstra que
K ¢é balanceada pelas forgas inerentes a pressao osmotica da suspensao (suposicao utilizada por

Sutherland). Assim,

o _ ksl 0o

2 (3.5)

onde ¢ é o nimero de particulas por unidade de volume, T é a temperatura absoluta e kg é

a constante de Boltzmann. Além disso, ¢ ¢ uma fung¢do de x tal que a variagdo da energia
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livre desaparece para um deslocamento virtual arbitrdrio §dz da substancia suspensa, ou seja,
0F =0FE —T4S = 0; que sdo as mesmas consideragoes aplicadas ao gds de moléculas em teoria
cinética. Observe que a forca devido & pressao osmotica utilizada tanto por Einstein quanto por
Sutherland sao as mesmas, quando tomadas para N particulas. Porém, Einstein a demonstra
com rigor, enquanto que Sutherland apenas faz uso da mesma, assim como a férmula de Stokes.

Note ainda que — ao moverem-se pelo fluido — as particulas sofrem resisténcias devido a
friccao, enquanto a for¢a K imprime a cada particula uma velocidade da forma K/ (m-), onde
é uma constante com dimensoes de freqiiéncia e m é a massa da particula. Ou ainda, oK/ (m7y)
particulas sdo transportadas por unidade de drea por unidade de tempo. Caso somente a
difusdo esteja atuando, Einstein mostra que ¢ pode ser considerada como uma densidade de
probabilidade, satisfazendo a equagao de difusao (3.3),

9o _ 0%

ot oz
tal que —D0p/dx particulas transponham uma unidade de drea por unidade de tempo devido
a difusao. Entao, Einstein supoe o caso limite com 7* — 0, obtendo

2
ok _ p0%
my Ox?

Substituindo (3.5) nesta equagao, chega-se a férmula de Einstein para difusao:

_ kpT
=

D (3.6)

Considerando a relagao de fricgao de Stokes, m~y = 67mna, temos que D = kgT'/ (67na).
Note que, fazendo p — oo em (3.2) obtém-se o mesmo resultado.
Com t > 7%, ou seja, quando o sistema encontrar-se em equilibrio térmico, a constante

de difusao pode ser calculada, ou medida, em termos do deslocamento quadritico médio,

lim <£L’2> = 2Dt, (3.7)

t—oo
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com <x2> sendo a média estatistica de 2 sobre o ensemble.

Os argumentos de Einstein nao criaram uma teoria dindmica do movimento browniano;
seus argumentos apenas determinaram a natureza do movimento e o valor da constante de
difusdo com base em algumas consideragoes, assim como a descoberta de Sutherland — de certa
forma. Porém, nao podemos dizer quem obteve primeiro a relacao de difusao, dado que o
trabalho de Einstein vem de uma série de trabalhos organizados desde 1902 para a obtencao
de seu doutorado em 1905. Contudo, o trabalho proposto por Einstein é mais preciso, além de
ser mais geral.

Smoluchowski [33], independentemente de Einstein, atentou para uma teoria dinAmica
e chegou a (3.6) com um fator de 32/27 do lado direito. Ornstein e Uhlenbeck [34]-[37] obtém a
relagao de difusao de Einstein com um fator de 64/27. J4 Paul Langevin [38], em 1908, obtém
a mesma relacao que Einstein.

As andlises desenvolvidas por Langevin sobre o formalismo do movimento browniano
foram mais gerais e corretas, quando comparadas as de Einstein. Em particular, Langevin
introduziu uma forga estocéstica (por ele nomeada como sendo uma “for¢a complementar”) des-
crevendo as particulas brownianas em um espago de velocidades, como no processo de Ornstein-
Uhlenbeck, e suas posigoes como sendo a integral temporal de suas velocidades; enquanto nos
trabalhos de Einstein havia referéncia apenas ao espago de configuragoes. Langevin foi ainda

um dos fundadores da teoria de equacGes diferenciais estocdsticas.

3.3 Equacao de Langevin e o Teorema de Flutuacao-Dissipacao

Nesta se¢ao faremos uma abordagem histérica da dindmica do movimento browni-

ano através da equagdo de Langevin normal, obtida pelo préprio Langevin. Deste modo,
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apresentaremos as condicoes utilizadas no desenvolvimento de sua teoria e demonstraremos
a primeira versao para o teorema de flutuagao-dissipagdo. Mais tarde (capitulo 4) trataremos
de condigOes mais gerais, as quais serao utilizadas no desenvolvimento dos principais resultados
desta dissertacao.

A equacdo de Langevin normal é convencionalmente escrita na forma

dv (t)
dt

= —m () + f (1), (3.8)
que corresponde a equacao de movimento para uma dada particula de massa m, sujeita a
uma forga viscosa proporcional & velocidade v (t) (primeiro termo do lado direito — ligado a
dissipacao) e a forca de cardter aleatério no tempo (segundo termo — ligado a flutuagao), que
tem origem no impacto com as particulas do fluido, no qual estd submersa. De fato, esta
equacao é de central importincia na teoria do movimento browniano.

Todavia, a forga estocdstica f () usualmente assume as seguintes condigoes e pro-
priedades:

(a) O ruido f (t) é gaussiano e estaciondrio, com (f (t)) = 0.

(b) Como f (t) e f(0) sdo independentes, hd uma correlagao temporal infinitamente

pequena tal que sua funcao de correlacao seja

(£ (£) f(0)) =B (1),
(¢) O movimento da particula browniana ¢ devido as flutuag¢oes do banho em equilibrio
térmico no qual estd se movendo e (v (0) f (¢)) = 0.
Destas propriedades o sistema browniano é caracterizado por ruido (inerente a flu-
tuagao) conhecido como ruido branco, pois, ndo havendo correlacdo das forgas aleatérias, a

transformada de Fourier, dada por

/ ¢ (f (1) £ (0)) dt = B
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é independente da freqiiéncia w.

Considerando que o ensemble do fluido esteja em equilibrio e que cada amostra con-
tenha uma cépia da particula browniana com velocidade inicial v (0). Para cada sistema simples
a velocidade em ¢t > 0, resolvendo (3.8), ¢ dada por

v(t)=v )+ - /0 O f (¢) dt. (3.9)

Multiplicando (3.9) por v (0), tomando a média sobre o ensemble e fazendo uso de (c), segue

que a fungao de correlacao da velocidade, como em (2.15), serd

Co (t) = (v (0)v (1)) = (v* (0)) exp (—1).

Note que C, (t — c0) = 0. Este resultado implica que, apés um tempo longo o suficiente
(t > 1/7v), o sistema ird perder a "lembranga"de suas condigoes iniciais. Tal propriedade estd
relacionada & condigdo de mizing (ver secao 3.4). Além disso, o teorema de Doob [39] garante
que um processo gaussiano ¢ markoviano se, e somente se, sua funcao de correlacao temporal é
uma fungao exponencial. De fato, propriedade (a) implica que v (f) seja um processo gaussiano
estaciondrio. Portanto, v (t) é um processo gaussiano-markoviano.

Agora, elevando (3.9) ao quadrado e tomando a média sobre o ensemble, levando em
conta (b), segue que

672’yt

t ot
02 = (2 e~ 2t e’y(t’ ') / " " 3yl
@A) = (P O))e >+ /0/0 R () £ (7)) dedt

= (v2(0))e " + foqﬂ (1—e ).

Até o momento desconhecemos o valor da constante 3, de modo que podemos identifi-

céd-lo quando atermos ao fato de que, para t > 1/v ~ 7%, toda informagao sobre a velocidade

inicial média tera desaperecido (basta aplicar a média sobre o ensemble em (3.9) e em seguida
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tomar o limite t — o) e a velocidade quadratica média no equilibrio térmico, devido ao teorema
de equiparticao da energia, serd

8 kT
<1)2 (t— OO)> - 2ym? - %’

A funcéo distribuigao de probabilidade, P (v,t), no espago de velocidades deve satis-

fazer a equagado de Fokker-Planck (2.10),

0 0 D, 0

que é a equagao de difusao com o termo de friccao dindmica no espaco de velocidades, onde D,
a constante de difusao nesse espaco. De modo geral, D, estd relacionado ao ruido de acordo
com a equacao

(e o]

Dy=m™? ; (f () f(0)) dt = m™2p.

Como a v (t) é um processo gaussiano, a solugao estaciondria da solugdo da equagao

de Fokker-Planck (3.10) deve ser uma funcao de distribui¢ao do tipo:

1
m 2 muv?
P(v) = . .
() <27rkBT> eXp< 2k3T>

Substituindo esta em (3.10) temos que

D, = 2kBT/7 _ %
m m
€
1 (0.)
= g |, (@£ O

Note que a constante de fricgao estd conseqiientemente relacionada & dependéncia tem-
poral da forga aleatéria no sistema em equilibrio. Assim, sendo ela responsavel pela dissipacao

de energia enquanto a forca flutuante f (¢) introduz energia no sistema. Deste modo

(f (t) £(0)) =2m~ykpTo (t) (3.11)
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consiste em um balanceamento (balanceamento detalhado) de modo a manter fixa a energia
cinética, p.ex., de um fluido em contato com o reservatoério térmico. Esta é uma primeira versao

para o Teorema de Flutuagao-Dissipagao.
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Capitulo 4

Aspectos Gerais do Movimento

Browniano

4.1 Introducao

Os trabalhos de Einstein [2] e Langevin [38] sobre o movimento browniano forneceram
os principais fundamentos as aproximagoes de processos estocdsticos. Seus estudos, entretanto,
sao baseados em uma estrutura de random walk e sao védlidos apenas para processos markovianos
desprovidos de meméria de longo alcance, como veremos mais adiante.

Contudo, muitos processos naturais nao possuem as propriedades markovianas e apre-
sentam uma difusao anomala. Deste modo, a posicdo quadrédtica média de um certo sistema
evolui com uma lei de poténcias com expoente fraciondrio, além do unitdrio (difusdo normal).

Para descrevermos e caracterizarmos os primeiros principios da dindmica estatistica
nao linear de um sistema microscépico é necessario estudarmos a metodologia nao-markoviana.
Com isso apresentaremos neste capitulo a equacao de Langevin generalizada (que denotaremos

por ELG), que amplia o campo de atuagdo para processos nao-gaussianos e nao-markovianos
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com ruidos correlacionados (i.e., ruidos coloridos).

A partir da ELG, levando em conta algumas consideragoes, demonstraremos o teorema
de flutuagao-dissipacao generalizado (que denotaremos por TFD).

Finalmente, faremos uma breve discussao sobre os regimes difusivos nao-lineares exis-
tentes na natureza, dentre eles o regime superdifusivo balistico, e os relacionaremos a correlacao

de velocidades e & fungao memédria.

4.2 Equacao de Langevin e o Teorema de Flutuacao-Dissipacao

Generalizados

As funcoes de correlacdo dependentes do tempo sdo imprescindiveis ao entendimento
de como um sistema responde as tentativas de uma aproximacao linear. Porém, como podemos
representar um sistema cujas respostas se déem de forma nao linear, ou seja, de forma que o
sistema evolua com o tempo elevado a um expoente fracionédrio qualquer?

Para descrever um sistema fisico mais complexo é necessario considerar os seguintes
aspectos:

(a) f(t) podendo ser nao-gaussiano.

(b) f (t) podendo ter uma correla¢ao temporal finita.

(c) A contante de fric¢cao podendo ser dependente da freqiiéncia.

Neste caso o Teorema de Flutuacao-Dissipacao (TFD) passaria a ser escrito como
(f (&) f (")) = mkpTT (t — t') assumindo uma forma mais geral, tal que os estudos de proces-
sos de interagOes nao instantaneas entre as particulas possam ser desenvolvidos. Poderiamos
estudar também os sistemas nao-markovianos, i.e., em que os eventos aleatdrios, com relagao

temporal discretizada, em um instante ¢ sejam influenciados por eventos precedentes em um
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tempo t' qualquer. Desta forma, o ruido em um dado instante ¢ estara correlacionado com o
ruido em outro momento ¢’ e as informacoes da evolugao do sistema ficarao armazenadas em
uma funcao memdria que influencia o movimento das particulas em um instante ¢ qualquer.

Para associar a funcao memoria & equacao de Langevin a mecéanica estatistica dispoe
de diversas formulagoes, no entanto, com reduzidos nimeros de solugoes exatas. O forma-
lismo de Mori [40] é um exemplo bem sucedido onde as proposigoes acima sdo empregadas,
entrentanto, esse formalismo é assaz complicado. Outra derivacao, porém mais acessivel, é a
de Lee [42][43], que faz uso de um método de relacoes de recorréncia, obtendo a Equagao de
Langevin Generalizada (ELG) no caso unidimensional.

Neste trabalho faremos uso da varidvel estocdstica A, que eventualmente estard asso-

ciado a mv (t). Assim, apresentamos a ELG como sendo

th(t):_/O T(t—t)A{)dt' +f(t), (4.1)

onde f (t) é a forga estocdstica que satisfaz as seguintes condigoes:
(f(£)=0 (i)

(A0) f(#) =0 (i)

e I' (t) é o coeficiente de fric¢do dependente do tempo. Note que a dissipagao agora é represen-
tada por um nicleo (kernel), ou seja, yA passa a ser escrito como fotI‘ (t—t)A{')dt. Esse
niicleo é conhecido como funcao memédria.

Multiplicando a ELG por A (0) e tomando a média sobre o ensemble em equilibrio,

chegamos a

—(A(0)A(t) = _/0 D(t—t)(A)A{))dt" + (A(0) f(t)), (4.2)
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onde o tltimo termo é igual a zero devido a (ii). Esta é uma equacao para a fungao de correlagao

de A, C4 (t) = (A(0) A(t)), e pode ser resolvida pela transformada de Laplace em relagao a t,

- C4(0) (A%(0)) (4.3)
+T z)’ '

CA(z):z—i-f(z):z (

onde Cy (2) e T (2) sdo, respectivamente, a transformada de Laplace de C (t) e T' (t). Podemos

mostrar que a funcao memdria é relacionada a funcgao correlagdo da forga aleatdria de acordo

com a equacao

r( = LO/E) (1.4

Kubo [41] chama essa relagao de segundo teorema de flutuagao-dissipa¢do. Para provar isso

basta ver que a ELG pode ser escrita como

ft)y=A@) + /Ot r(t—t)A(t)adt. (4.5)

Multiplicando este resultado por (4.5) e tirando a média, segue diretamente que a funcao

correlacao da forca aleatéria, Cy (t —t') = (f (t) f (') com ¢ =0, é

O (t) = <A (0) A (t)> + /Ot T (t+t) <A (0) A (t’)> dt'. (4.6)

Observe que as seguintes propriedade da fungoes que aparecem nesta equagao:

. . . 2
(AOVAM) = (LA W] 2 (LA W)]) = — 7 (A0) A1) (4.7)
(A0 A1) = (LA @) A M) = —% (A(0)A(t), (4.8)

onde L é o operador de Liouville.
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Substituindo (4.7) e (4.8) e, em seguida, tomando a transformada de Laplace da

equagao (4.6),

Cr(z) = — [zQGA (2) — 2 (A2 (0)>} “T(2) [zéA (2) — (A2 (0)>}

C'f (2) = {z +T (z)] [z i ?22)} <A2 (0)),
tal que
- Cy (2)
(2) = Ca(0)
= Cp(t—t")=Ca(0)T (t—1t). (4.9)

Observe que as médias sao realizadas sobre um ensemble em equilibrio. Desta forma,

Ca(0) = (A%),, = lim (A% (1)), (4.10)

t—o0

tal que podemos associar este resultado ao teorema de equiparticdo da energia. De maneira
mais usual, podemos considerar <A2 (t)> como sendo calculado em um tempo muito maior que

o perfodo médio para o equilibrio do sistema. Portanto,
Cy(t—t") =mkpTT (t —t'). (4.11)

Eis aqui o TFD escrito na forma mais usual e que vamos utilizar neste trabalho.

Na teoria de Langevin, a fungao memdria é proporcional a fungdo de correlagao tem-
poral da forga aleatdria. Se a funcao de correlagao da forga aleatdria tem um comportamento
tipo funcao delta, por consegiiinte, I' (£) também o tera (mais precisamente I' (£) = 20 (t)) e

daf obtém-se o resultado da teoria de Langevin normal, como vimos no capitulo anterior.
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4.3 Difusao e Regimes Difusivos

A relagao obtida por Sutherland e Einstein, equacao (3.6), prediz apenas um dado
tipo de difusao tal que a média da posicao quadritica evolui com o tempo, quando tomadas
no equilibrio térmodindmico. Neste caso estamos assumindo que o tempo t de evolucao no
equilibrio termodindmico seja t > 7%, onde 7* é o tempo de relaxacao — que é o tempo médio
para que o sistema atinja esse equilibrio. Essa relacao pode ser representado por limy_ <:c2> ~
t, que é a chamada difusao normal.

Entretanto outros regimes difusivos foram demonstrados, sendo que seus comporta-
mentos nao se manifestam de modo linear [5]-[7], como ocorre na difusdo normal. Essas difusoes
sao denominadas difustes andmalas e podemos classificd-las como: subdifusao e superdifusao.

Podemos ainda expressar esses regimes difusivos como

lim (2® (t)) ~ ¢, (4.12)

t—o0
onde « é o expoente de difusao, tal que

a <1 , Subdifusao.
a =1 , Difusao Normal.

a >1 , Superdifusao.

\

Por definicao « > 0, pois — em caso contririo — estarfamos tratando de processos de contragao
que gerariam um colapso em um ponto de singularidade, para t — oo.

Dai surgem dois aspectos importantes a serem avaliados: a relagao entre os regimes
difusivos e a correlacao da velocidade e a relacao entre os regimes difusivos e a funcdao memdria.

Essas se¢oes tomam por base os trabalhos de Costa [9] e Morgado [13].
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4.3.1 Regimes Difusivos e a Correlagao da Velocidade

Seja a fungao z (t) que relaciona a posigdo de uma dada particula em um intante ¢,

tal que sua posigao a partir da origem possa ser determinada por

x(t) = /tv (t) dt'.
0
Multiplicando x (t) por sua derivada temporal, & (), e seguidamente tomando a média sobre o
ensemble, temos que
(1) (1) = /O (o (1))t

A equacao acima é valida para qualquer tempo tal que, tirando o limite para t — oo,

lim -4 (2% (1)) = /oo Cyo(t—t)dt = /OO C, (t) dt. (4.13)
t—oo 2 dt 0 0
O terceiro termo é obtido fazendo uma mudanca de varidvel e C,, (t) equivale a funcao correlagao
da velocidade, conforme vimos na se¢ao 2.3. Agora, substituindo a derivada temporal de (4.12)
em (4.13), chegamos a
0 , Subdifusao (< 1).
/0°° Cy(t)dt = { cte , Difusdo Normal (o =1). (4.14)

oo, Superdifusao (o >1).

Assim, obtemos a relagdo de Kubo [41] para a constante de difusao,

D= /O C, () dt, (4.15)

onde D ¢ a constante de difusao generalizada que assume os valores de (4.14).

4.3.2 Regimes Difusivos e a Fungcao Meméria

Reescrevendo a equagao (4.2),

Ca(t) =~ /Otl“ (t—t)Ca () at,
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com (A(0) f(t)) =0e Cx(t) =d(A(0)A(t)) /dt. Entdo, tomando a transformada de Laplace

da equagao acima, vem que

Cr) = AL = CaO RE), (4.16)
ou entao, para A (t) = mu (1),
~ _ Gy (0)
Cy(z) = T (4.17)

Ressaltamos que nesta dissertacao estaremos fazendo amplo uso de R (z) = 1/ [z +T (z)} e sua
transformada inversa, R (t).

Agora, pela definicdo da transformada de Laplace,

Ca (0) = lim Ca (=) = /0 T o).

Ou, novamente com A (t) = muv (),

z—0

C, (0) = lim C, () = /0 h C, () dt.

Nesta ultima expressao, substituindo (4.15) e a relagao de correla¢ao no espago de Laplace para

a velocidade (4.17), chegamos a

(4.18)

Com isso, podemos relacionar T (0) com o tipo de difusao sofrido por um dado sistema.

Comparando (4.12) a (4.14), vé-se que

o0 , Subdifusao.
I'(0) = cte #0 | Difusdao Normal. (4.19)
0 , Superdifusao.

Portanto, conhecendo a fungao memdria podemos predizer em qual regime difusivo

um sistema se encontra. Este resultado, obtido por Morgado [13], demonstra a independéncia
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no processo de tipificacdo dos fendmenos difusivos com as correlagdes de longo alcance [44],
podendo existir sistemas altamente correlacionados possuindo difusao normal, desde que a

integral da funcao memdria em todo o tempo convirja para um valor nao nulo.

4.3.3 Classes dos Sistemas Superdifusivos

Nesta subsecao vamos classificar os sistemas superdifusivos (a > 1). Estabeleceremos
assim os limites para a difusao balistica.

Das expressoes (4.12), (4.13) e (4.15) obtemos
D~ 11 (4.20)

lembrando que o limite de ¢ — oo no caso de (4.12) deve ser entedido como um tempo ¢ muito
maior que o tempo de relaxagao 7%, necessdrio & obtencao do equilibrio termodinamico.

Utilizando a relagao entre D e a fun¢ao memoria (4.18), tal que

Cy (0) Gy (0)

D = lim = lim ——
t=o0 [YT (1) di!

z—

=
—

—~
N

N—

e fazendo uso de (4.20), chegamos a

a—1
~Y

t=oo VT (¢/) dt
Observe que os limites t — oo e z — 0 na transformada de Laplace estdao conectados e nao
devem ser vistos separadamente. Deste modo, invertendo a equagao acima e fazendo ¢t = 1/z,

obtemos

lim T (2) ~ 2%, (4.21)

z—0
onde

a=v+1. (4.22)
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Esta expressao permite uma classificagao direta da difusdo a partir da memoria [16]. Este
resultado ¢ de fundamental importancia e vem sendo usado na literatura em diversas situagoes
como, p.ex., motores moleculares [45], processos de crescimento [46], entre outros [47]-[49].
Como exemplo desse processo, considere que I' (t) = 24 (¢), entdo a sua transformada
de Laplace serd I' (z) = . Neste caso, a partir da expressao (4.21), temos que v = 0 (a = 1),
que obviamente é a difusao normal — como jd esperdvamos.
Agora, supondo que I' (t) = k, com k constante, e substituindo este resultado na ELG

(4.1) obteremos
t
- / kv (t') dt' = —ka (t),
0

tornando-se a equacao de um oscilador harmoénico que nao apresenta difusdo. De outra forma,
a partir do teorema do valor final da transformada de Laplace, temos que lim,_,g r (2) = k2~ L.
Dai vem que v = —1 e, conseqiientemente, o = 0. Ou seja, <x2 (t)> nao evolui como uma lei de
poténcia. A difusao pode ser do tipo Int.

Dando prosseguimento, podemos escrever R (t) a partir de sua transformada de Laplace,

que aparece em (4.16),

_Cu(t)

Rt = Ca(0)

Este resultado é muito significativo devido & condicao de mizing, determinando a conexao entre
as propriedades dindmicas com as condicOes iniciais do sistema devido & varidvel estocdstica A.

Entao, tomando o limite de R (¢) para t — oo, obtemos

- z
lim R(t) =limzR (z) = lim ————, 4.23
Jim R0 = lim =R (2) = Iy (4.23)

sendo que aqui lancamos méao do teorema do valor final da transformada de Laplace. Entretanto,
para o regime superdifusivo (onde v > 0), note que I' (0) = 0 (que pode ser obtido de (4.21)

tomando z — 0). Conseqiientemente, isso implica em uma indeterminagao na expressao (4.23).
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Nesse caso, aplicando a regra de L’Hospital, obtemos que

1
tlim R(t) = = . (4.24)
e 1 =T
+ (Bz (Z)>z:0
Podemos agora tomar a derivada em relacao a z de (4.21), obtendo
: 0 = v—1
lim —I'(2) = b2"" ", (4.25)

2z—0 0z

onde b é uma constante de proporcionalidade. Costa [9][10] classifica a superdifusao em:

(1) SUPERDIFUSAO LENTA, onde v — 1 < 0 = 0 < v < 1, tal que

lim o (z) = 00,
z—0 0z

implicando em um regime tal que R (t — oo) = 0, i.e., no equilibrio o sistema estard desvin-
culado de suas condigoes iniciais inerentes a A. Observe que a condi¢ao de mizing também é
assegurada nos regimes subdifusivo e de difusdo normal; basta utilizar T' (z — 0) de (4.19) em
(4.23).

(2) SUPERDIFUSAO RAPIDA OU BALISTICA, onde v = 1, tal que

. 0T (2)
]
ZEI%) 82

= b, (4.26)

Note ainda que, para o regime balistico, lim; .- R (t) # 0. Isso representa a violacao da
condi¢cao de mizing, que discutiremos a seguir. Doravante, é sobre este regime que daremos
maior apreco neste trabalho, dada a importancia que tem adquirido nos tltimos anos.

Para valores v ~ 1 o processo de relaxagao pode ser muito lento. Além disso, o valor

méximo assumido por v é 1 [50].
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Capitulo 5

Transporte Balistico da Matéria

5.1 Introducao

Sabemos que a difusao é um dos mecanismos mais fundamentais para o transporte
de energia, massa e informagao, ou seja, a difusao é um dos principais processos para que um
sistema alcance uniformidade e equilfbrio. E importante observar que, na maioria das vezes, 0s
sistemas nao encontram-se em um regime de equilibrio. P.ex., ¢ comum iniciarmos a descri¢ao
de um certo sistema admitindo uma densidade de estados do tipo p(z,t =0) = J(x), ou
seja, colocando todas as particulas que realizaram o movimento browniano na origem. Entao,
esperamos que, depois de um tempo infinito, a densidade torne-se constante. O mesmo pode
ser dito da velocidade, que pode iniciar o movimento com um conjunto de particulas cada qual
com velocidade v; (0), com 7 = 1,2,...,n, de modo que <v2 (O)> seja diferente de kgT'/m e
(v (0)) diferente de zero. De fato, é esperado que — devido ao balanceamento detalhado (TFD)
— depois de um longo tempo, (v?(t)) = kgT/m e (v (t)) = 0. Neste capitulo veremos que isto
nao ocorre para os condutores balisticos. Deste modo, a motivacdo para este trabalho se da

pela possibilidade de obter resultados analiticos para estes sistemas.
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Estando o transporte balistico na fronteira entre os processos estocdsticos descritos
pela ELG e outros processos assim como processos hidrodinamicos (a > 2) [19], a necessidade
de descrevé-lo se deve principalmente a evolucdo da nanociéncia que, cada vez mais, vem se
utilizando de dispositivos caracterizados por esse tipo de transporte. A exemplo disto vé-se
os estudos sobre: motores moleculares [45][51], que — neste caso — se assemelha ao mecanismo
de um dispositivo tipo escapo, observado em reldgios, e que é obtido sujeitando uma particula
cldssica a um potencial unidimensional composto de dois componentes espacialmente periédicos
e idénticos, sendo que um deles é externamente dirigido por uma forca aleatéria; neurociéncia
[52], onde o transporte balistico ¢ utilizado no processo de monitoramento da atividade den-
dritica e da estrutura da retina; fios quanticos [53] e nanotubos de carbono [54], de modo que a
estrutura residual e/ou a desordem quimica, presentes na composicao desses dispositivos, nao
afetam o movimento balistico das particulas (elétrons). Neste iltimo caso, foi demonstrado que
a propagacao de elétrons em nanotubos de carbono é caracterizada por um regime balistico,
largamente livre de dispersao, sobre distancias de milhares de dtomos [55]. Simultaneamente,
Liang et al. [56] criaram um dispositivo que conta com esse efeito em suas operagoes, de modo
a comprovar o transporte balistico através de nanotubos de carbono metélico.

Assim, o desenvolvimento do conhecimento das propriedades estatisticas sobre o trans-
porte de particulas em regime superdifusivo balistico tornou-se de fundamental importancia.
A exemplo disto vé-se ainda o estudo de ruidos eletronicos em sistemas de baixa dimensiona-
lidade e, em particular, condutores mesoscépicos, que na presenca de interagoes coulombianas
de longo alcance, inclui-se em um regime balistico através do fluxo de elétrons injetados com
uma distribuigdo de Poisson [57].

Neste capitulo atingimos o objetivo principal desta dissertacao, primeiramente, iremos

apresentar os principais resultados até entao obtidos [10][19], tais como a violagao de mizing,
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ergodicidade e TFD, que influenciam o prosseguimento deste trabalho. Feito isto, demons-
traremos que os sistemas balisticos preservam a segunda lei da termodindmica e, finalmente

sob quais condicoes as distribui¢oes de velocidades nao-gaussianizam.

5.2 Violagao de Mixing, Ergodicidade e Teorema de Flutuacao-
Dissipacao

Vimos na demostragao do TDF (secao 4.2) a necessidade de verificar qual é o valor
para lim;_, <A2 (t)> Naquela ocasiao, associamos essa grandeza ao teorema da equipartigao
da energia e, assim, demonstramos o referido teorema. Agora, faremos alusdo ao cédlculo da
evolugao temporal para a velocidade quadratica média desenvolvido por Costa [9][10] e, por
consegiiinte, faremos a conexao com a hipétese de mizing e ergodicidade.

A partir da transformada de Laplace da ELG, fazendo uso de R (z), que foi definido

anteriormente como

~ 1
R(z) = ————, (5.1)
z+1T(2)
e em seguida aplicando a transformada de Laplace inversa, obtém-se
t
At)=A0)R(t)+ / fFE)YR(E—1)dt. (5.2)
0

Desta forma, se obtivermos a solucao analitica para a transformada de Laplace inversa
de (5.1) imediatamente obtemos a solu¢ao analitica para ELG e, por consegiiinte, estarfamos
aptos a estudar a dindmica dos fendémenos nao-markovianos em qualquer instante ¢.

Elevando ao quadrado ambos os lados de (5.2) e, em seguida, calculando a média sobre

o ensemble, chegamos a

(0= (2 O) R0+ [ t / "y (") R (V) R (") dtar”, (5.3)
0 Jo
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lembrando que Cy (t' —t") consiste na correlacdo das forgas estocdsticas e que (A (0) f (¢)) €
igual a zero (condicao (ii) da segao 4.2). Assim, substitituindo o resultado (4.4), com (4.5), em
(5.3),
2 2 2 2 “r
/ " / " ! g4
(A42(8)) = (A2 (0)) R (1) + (A >eq/0 /0 T(f ) R(E)R () dlde".  (5.4)
Em virtude deste resultado ser geral e fundamental para as demais segoes, iremos resolver a

integral dupla que aparece em (5.4). Colocando em evidéncia os termos a serem integrados em

dt/l7
t ot t t
/ / L —t")R ()R (") dt'dt" = / R(t) [ / It —t")R(t") dt”] dt',
0 JO 0 0

podemos reescrever este resultado como sendo

/OtR(t’)

Agora, invertendo a ordem de integragao do ultimo termo, i.e.,

[[re-merwlac [l el o

/O tR (t) [ /t tF (' —t") R (") dt”] dt' = /O tR (t") [ /O t”F (' —t")R (V) dt’] dt".

Sendo a memoria uma fungao par, é facil ver que os dois termos de (5.5) sao idénticos. Entao,

/O t /0 tP(t’—t")R(t’)R(t”) dt'dt” =2 /0 t R(#)

/ ' Lt —¢")R(t") dt”] dt’. (5.6
0

Da propriedade de derivagao da transformada de Laplace, podemos reescrever (5.1)

como sendo

visto que, do resultado da transformada inversa de Laplace de (4.3), obtém-se facilmente que

R (0) = 1. Entao, segue do teorema da convolucao que
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Assim, substituindo esta equacao em (5.6), e esse resultado em (5.4),

t 2 (4!
(42 1) = (42 ) B (1)~ 242, [ 39 B

Finalmente, lembrado que R (0) = 1,
(A% () = (A%(0)) R* (1) + (A?),, [ — R*(1)] . (5.8)

Este resultado é deveras significativo, pois a partir dele podemos melhor avaliar a evolugao
temporal da velocidade quadratica média.
Como jé discutimos no segundo capitulo, para que o sistema atinja o equilibrio ter-

modinamico, tomamos o limite para ¢ — oo da equacao (5.8)

lim (A% (1)) = (A%),, + [Jm R(0)] [(42(0)) — (4%), ] (5.9)

t—o0

Para que (4.10) seja satisfeita devemos ter que a condigdo de mixing também seja, i.e.,

lim R (t) = 0.

t—o0

No caso balistico, a partir de (4.26),
lim R(t) =k #0, (5.10)
t—o0

com k sendo uma constante finita, hd a violacdo da condicao de mixing.

Portanto, supondo inicialmente o sistema fora do equilibrio, i.e., <A2 (O)> #* <A2>eq,
a partir de (5.9) e (5.10), vé-se que a média de A? (t), no limite termodinamico (t — —o0), &
diferente da da média sobre o ensemble no equilibrio. Conseqiientemente, a hipétese ergédica
(2.18) é violada, ou seja, para uma dada energia, uma distribui¢ao de equilibrio nio serd
alcancada apenas pelas consideragoes do espaco de fase, visto que nem todos os estados estao

acessiveis, havendo assim uma restricdo ao movimento nesse espaco.
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5.3 Consisténcia da Segunda Lei da Termodindmica

Agora vamos verificar que o transporte balistico nao viola a segunda lei da termo-
dindmica e analisar algumas implicagoes desse resultado, como o estudo da entropia, que —
neste caso — nao atinge um méximo, fazendo com que os sistemas balisticos sejam capazes de
formar padroes devido as desordens geradas pelo ruido [58].

Vimos na se¢do anterior que, para a distribuicdo de valor inicial A (0), a evolucao
temporal da média de A2 (t) no estado de equilibrio pode ser escrita pela equacio (5.8), que

(A2(1) = (A7), + R2() [{A%(0)) - (4%),,] . (5.11)
Tomando a média sobre o ensemble em (5.2), obtemos
(A@)) = (A0)) R(2). (5.12)

Com isso, a variancia de A (1),
o (1) = (4% (1)) — (A1),
substituindo as expressoes (5.11) e (5.12), fica
oh (1) = (A2), + B2 (1) [03 (0) — <A2>eq} . (5.13)

Agora, vamos associar tanto a 0% (t) quanto a 04 (0) uma certa temperatura, similar ao teorema
de equipartigdo da energia. Assim, consideraremos que 0124 (0) ~ Tp para a temperatura inicial
da particula (p.ex., podemos considerar como um gds inerte, sem qualquer prejuizo), <A2>

para a temperatura do reservatério (em que o referido gés serd inserido) e 02 (t) ~ T ff para

a temperatura efetiva final da particula. Entao, a equacao (5.13) pode ser reescrita como

Teff:T0+[R2(t—>OO)—1] (To—T).
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Consequentemente, para que o sistema nao viole a segunda lei da termodinamica, a variagao
de entropia no processo deve ser positiva, i.e., o calor deve fluir do mais quente para o mais
frio. Isto significa que T.f; ¢ um valor intermedidrio entre Ty e T'. Com isso, a variagao de

temperatura, AT = T,¢r — Tp,
AT = [R*(t — 00) — 1] (Tp = T),

serd positivo (AT > 0) se T' > Tp, negativo (AT < 0) se Ty > T enula (AT = 0) quanto Tp = T'.

Para isso a condicao de persisténcia da sequnda lei da termodindmica para o transporte balistico
0< lim R*(t) <1, (5.14)
t—o0

deve ser safisfeita. Deste modo, AT = 0 no caso limite em que R? (¢t — oo) = 1, implicando na
nao interacao entre o gds e o banho, independentemente das temperaturas iniciais do gés e do
reservatério. Além disso, segue da condigdo de mizing (5.10) que R? (t — oo) # 0, o que diz
respeito ao limite inferior de (5.14). Do contrario, se R? (t — oo) > 1, o fluxo de calor ocorrers
de forma inversa, ou seja, o calor ird fluir do mais frio para o mais quente, violando desta forma
a segunda lei.

Observe que o expoente v (4.22) determina o tipo de difusao designada ao sistema
(neste caso o gds). Ademais, v é responsdvel por limitar o comportamento de I' (¢ — 00),
equagao (4.21). Note que, para a maioria dos sistemas difusivos, aqueles com expoente de
difusdo —1 < v < 1, a condigao de mizing é vélida, R (t — oo) = 0. Nestes casos, é notério que
o sistema atinja o equilibrio com uma temperatura efetiva igual & do reservatério. Diferente-
mente, os balisticos atingem uma temperatua efetiva distinta da temperatura do reservatdério.
E evidente que isso ocorre simplesmente pela violacio do mizing, que também estd associado

a v através de (4.25).
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Das equagoes (4.24) e (4.26), obtemos que
ﬁmfuwzh%zégy:a+brh

da qual infere-se que a condigdo (5.14) é satisfeita desde que b > 0. Entao, agora vamos
verificar se b > 0, caso isso realmente ocorra, por consegiiinte, verificaremos que a segunda lei
da termodindmica é vélida para o transporte balistico.

Para um sistema em contato com um reservatério térmico (candnico), a fun¢ao memoria

pode ser expressa como sendo

r'(t) = /Ooo p (w) cos (wt) dw, (5.15)

onde p(w) é a fungao densidade de estados para o ruido (ou densidade espectral), tal que o
banho térmico possa ser decomposto em um conjunto de osciladores harmonicos [16].

A partir dos trabalhos [16][10], vamos assumir que p (w), para os balisticos, seja dado

por
.
2
= w%) ,se w < wi
p(w) = 277 ,se wp <w < wg (5.16)
0 , s Wg < w

\

onde wy atua como uma freqiiéncia de Debye generalizada, g (w) seja irrelevante para tempos
t>w;! ey seja a friccio efetiva.
Agora, considerando (4.26) e derivando a transformada de Laplace de (5.15) em relagao

a z e no limite de z — 0, vem que

b:/ P 1> 0,
0

Portanto, desde que p (w) > 0 temos que a segunda lei é assegurada, além de b ser um nimero

finito. E importante notar que p (0) é nulo em w = 0. Para calculo de b ver [10].
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E muito ilustrativo calcular a variagdo de entropia no processo. Considere que a

capacidade calorifica do gés seja ¢, (T'). Entao, o calor (Q) cedido pelo reservatério serd

Q= ¢y (T)dT.
To

Desta forma, a variagao de entropia (AS) sera

et ey (T") 0y @

Ters 11
_ / = /
= /TO cv(T)<TI T>dT.

Observe que AS > 0 em todos os casos, i.e., T > Ty, To >T elTy="1T.
Finalmente, note que o sistema balistico € menos entrépico do que um "gds normal",
ou seja, um gds com R (t — oo) = 0, e que possui uma quantidade extra de entropia AS’ dada

por

AS’—/T o (T7) (1—1>dT’>0
N Y T T -

Ters

A segunda lei garante que o sistema fechado evolui de tal modo que sua entropia cresca cons-
tantemente e que alcance seu méximo valor no equilibrio. No entanto, o sistema balistico
nao atige o equilibrio, tal que o sistema evolui para um regime cuja entropia é menor que
a maxima. Evidentemente que isso nao é contrdrio a segunda lei, apenas estabelece que os

potenciais termodindmicos nao sao minimizados. Desta forma, a energia
W =TAS

deixa de ser dissipada pelo sistema, mantendo-se em um estado fora do equilibrio devido a
uma infusdo incessante de energia no processo. Assim, podemos predizer que os sistemas
balisticos sdo capazes de formar padroes espontaneamente, tal que a difusdo acoplada com

reagoes quimicas (supondo, p.ex., um gés balistico reagente) podem levar a padroes espaciais
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na composigao quimica do gés [59]. De modo geral, os padrdes de formacao sdo sistemas
fortemente correlacionados devido a influéncia da memdria, ou seja, extremamente sensiveis as
condicoes iniciais. Ademais, as simetrias de suas distribuicdes sofrem mudancas, em muitos
casos havendo a quebra da simetria e, em outros, havendo apenas a alteracao do perfil da
distribuicao. De fato, os processos balisticos sao intensamente influenciados pela memdria,
tanto que a violacao da condicao de mizing ocorre. Na préxima secao veremos, entretanto, que
essa violacao na condicao de mizing é responsdvel para que a simetria das distribuigoes sejam
preservadas na evolugao dos sistemas balfsticos, nao com o mesma distribuicao, na maioria dos

Casos.

5.4 Nao-Gaussianizacao

Nesta segdo vamos demonstrar que o teorema central do limite (TCL) nao pode ser
aplicado ao estudo dos transportes balisticos, no sentido de que a FDP P [A (t)] da varidvel es-
tocéstica A (t) pode evoluir para o limite termodinamico como uma distribuigao ndo-gaussiana,
dependendo da distribuicdo inicial e da média de A% (t) sobre o ensemble. Veremos ainda
que a simetria das FDP sao mantidas, mesmo para uma distribuicao inicial par deslocada da
origem, com a restricdo ao seu comportamento. Em outras palavras, caso tenhamos inicial-
mente uma funcio distribuicdo de Laplace!, conforme o sistema evolui, a distribuicdo adquiri
um comportamento diferente do inicial, porém simetrico.

Primeiramente, nossos resultados serao descritos a partir das seguintes médias:
(A1) =(A(0) R (1) (5.17)

(A2 (t)) = (A% (0)) R* (t) + (A%)_ [1— R*(1)] (5.18)

€q

!Distribuicao de Laplace: P[A(t)] = &e~ AW~ AMI/ onde onde o = 2.
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(A% (1)) = (A% (0)) R® (t) + 3(A(0)) (A%), [1 - R* (1) R(1), (5.19)

(A* (1)) = (A*(0)) R* (1)+3(A%)] [1— R*(1)]"+6 (42 (0)) (A?),_ [1 - R ()] R (1). (5.20)

Essas médias foram obtidas de duas formas, ambas obtidas analiticamente a partir da ELG:
uma utilizando a correlacao dos ruidos como uma funcao qualquer e tomando a média sobre
o ensemble (Vide Apéndice) e outra considerando o ruido como sendo descrito por um banho

térmico de osciladores de forma

f@)= /000 p (w) cos [wt + ¢ (w)] dw (5.21)

onde p (w) é a densidade espectral do ruido e ¢ (w) é um argumento aleatério, tal que 0 < ¢ (w) <
27, dando o cardter estocdstico a f (t) [16]. De fato, (5.21) estd diretamente relacionada com
(5.15). Neste ultimo caso langamos mao da média temporal (2.16).

O primeiro resultado importante é obtido quando o sistema tem um conjunto ini-
cial de valores com (A (0)) # 0. Isso implica que na violagdo de mizing haja uma corrente
J = Jok, considerando Jyp = (A(0)). Em outras palavras, o sistema decai até o valor J e
persiste indefinidamente nesta situacdo, mesmo na auséncia de campos externos, como uma
"superfluidez". Efetivamente, isto é possivel porque o sistema nao atinge a entropia m&axima
(se¢ao anterior).

No intuito de verificar essa efeito, desenvolvemos um célculo numérico para obter R (t)
a partir da expressao (5.7) e, conseqiientemente, para (A (t)), a partir de uma fun¢do memoria

do tipo:

2y [sin(wat)  sin(wi?)
o t t ’

I'(t)
onde wo ¢é a freqiiéncia de corte do sistema e wy < wo é um parametro. Note que, se w; = 0

entdo temos difusdo normal; ao passo que, se w1 # 0 temos superdifusdo balistica.
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A Fig. 5.1 indica claramente que J tende a um valor J ~ 2 para tempos suficiente-
mente grandes. Este resultado permite concluir que a particula balistica perpassa o meio tal
que a viscosidade deste deixa de influenciar seu movimento, em média. Evidentemente que a
viscosidade pode ser relacionada & desordem estrutural ou quimica de um certo material. Neste
caso, a particula seguiria seu movimento sem que essas desordens as afetassem. Um fen6meno

similar a este ocorre no transporte balistico em nanotubos de carbono [54]-[56].

3,2 T T T T T T T T T T T
3,0 4

2,8 1 4

2,4 S 4

J=<A(t)>

2,2 4 4

1,8 4

1,6 1 4

1.4 T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25

tempo

Figura 5.1: Soluc@o numérica para J = (A (t)) em funcdo de t. Onde (A(0)) =3,y =1, w; =1
e wo = 4. As unidades aqui utilizadas sao arbitririas.

Seja P [A(0)] uma distribuigdo par deslocada da origem, p.ex., uma distribui¢ao de
Laplace, ou mesmo uma 9 de Dirac, 6 (A (0) — Ap). A partir de suas médias iniciais, (A4 (0)),
(A%(0)), (A3(0)) e (A*(0)), e da solugdo numérica de R (t), obtivemos as médias em um
instante t qualquer. Comparamos estas médias com as de uma distribuicao gaussiana e com as

de distribuigbes iniciais iguais (respectivamente, FDP de Laplace e § de Dirac), evidentemente
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que com os seus parametros devidamente corrigidos a partir da variancia. Os valores das médias
finais convergiram exatamente para os valores das médias gaussianas; como se a partir de uma
distribuicao inicial simétrica, deslocada da origem e de comportamento qualquer evoluisse para
uma gaussiana, também deslocada da origem (centrada em (A (t)) # (A(0))). De fato, nao
podemos afirmar que o perfil final para o qual o sistema evolui seja gaussiano, visto que os
tnicos dados que podemos extrair sao as médias.

No entanto, podemos calcular a obligiiidade (skewness), que mede o grau de assimetria

de uma distribuicado, que é definida por

(A3 (1) = (A1) [303 (1) + (A (1))?]

3
0A

(5.22)

71 (1)

Substituindo (5.13), (5.17) e (5.19) diretamente em (5.22), obtemos

71 (t) = 0.

Portanto, as distribui¢oes mantém-se simétricas, apesar de evoluirem para um comportamento
distinto do inicial. O que nao ocorre para distribuicoes iniciais assimétricas, que permanecem
assimétricas.

Considerando uma distribuicao inicial Py = P [A (0)] tal que as médias impares sejam
nulas, i.e., <A2j+1 (0)> =0 com j =0,...,n. Vamos verificar se a FDP alcanca o limite ter-
modindmico com um comportamento nao-gaussianizagao e, se isso ocorrer, sob quais condigoes.

Para tanto, faremos uso do indicador nao-gaussiano unidimensional, definido por
-1, (5.23)

tal que, se P[A(t)] for gaussiana, entao 7 (¢) deve ser nulo. Do contrério, n(t) # 0, serd

nao-gaussiano. Esse indicador surgiu primeiramente com o trabalho de Rahman [60] sobre
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correlagoes no movimento de dtomos em argonio liquido. De fato, podemos relacionar 7 (t) com
a idéia de kurtosis [21].
Substituindo (5.18) e (5.20) em (5.23), vem que

(A*(0)) R (1) +3(42)% [ - R2()]> + 6 (A2 (0)) (42), [L - R2 ()] B2 (1)

n(t) =3 (A2(0))? RA(t) + 3 (A2)2, [1 — R2 ()2 + 6 (A2 (0)) (A2),, [1 — R2(t)| R2 (1) -

~+

(5.24)

Este resultado nos permite analisar intimeras situagdes de gaussianizagao (ou distribuicoes simi-

lares) em todos os regimes difusivos. A exemplo disso, para qualquer difusdo com v < 1 observe

que tanto para subdifusao quanto difusao normal ou superdifusao lenta a distribuicao de pro-

babilidade para A (t — o) serd gaussiana, o que é assegurado pelo TCL?, e conseqiientemente
n(t — oo) = 0. Basta fazer R (t — oo) =0 em (5.24).

A partir de (5.23) aplicada a distribuicao inicial, obtemos o indicador de nao-gaussiani-

7agao:

Neste caso, p.ex., para uma distribuigao inicialmente exponencial teremos 7 (0) = 2; para uma
distribuigao de Laplace, 7 (0) = 1, e para uma distribuicao de Poisson, 7 (0) = 1/ (3v) (com ~
sendo a constante de Euler-Mascheroni) [21].

Vamos agora expressar 7) (t) em termos das condigdes inicias e de <A2 (t)> A partir

de (5.18) podemos escrever R?(t) como sendo

(A2 (1) — (4%),,
B0 = oy — (.,

(5.25)

E importante observar que a varincia é descrita apenas em termos de A (¢) quadratico médio

(o2 (t) = (A% (1))).

20 que ird diferenciar um caso do outro sers a velocidade de convergéncia para a gaussiana.




5.4. Nao-Gaussianizagdo 54

Substituindo (5.25) em (5.24) e escrevendo (A*(0)) em termos de (A?(0)) e 1 (0),

chegamos a

n(t) = (5.26)

onde
1_ (A%(1))
A2

_ )
e(t) = Toay

@, 1

A partir da expressao (5.26) podemos desenvolver uma boa estimativa sobre a distribuicao de

um sistema ao alcangar o limite termodinamico, conhecendo apenas a FDP inicial e <A2 (t)>

Nos processos balfsticos, substituindo (5.25) em (5.14) com (A?(0)) > <A2>eq
(A7), < (4% (t = 00)) < (4%(0)).

A partir desta condigao, note que ¢ (t) > 0. Ocorrendo o caso limite, quando <A2 (t— oo)> =
(A?(0)), haverd uma similaridade entre as distribuigdes final e inicial do sistema, i.e., n (t — 00) =
7 (0). O que é esperado, ja que o sistema nao ird interagir com o meio. Note ainda que, mesmo

com (A%(0)) < (A?)

eq estes resultados serdo preservados. Além disso, se o sistema balistico
inicialmente possuir uma FDP gaussiana, 1 (0) = 0, imediatamente 7 (¢ — co) também serd
nulo, adquirindo um comportamento similar ao gaussiano. Como ji discutimos anteriormente,
nao podemos afirmar que a distribuicdo evoluird para um perfil exatamente gaussiano, visto
que outras distribuicoes possuem kutosis nula, apesar de serem raras.

Caso a FDP inicialmente seja ndo-gaussiana com <A2 (0)> %+ <A2>eq, o comportamento
em ¢ — oo serd nao-gaussiano e distinto do inicial, caso (A2 (t — o0)) # (A% (0)).

A Fig. 5.2 representa a solu¢ao numeérica da evolugao do indicador nao-gaussiano no
tempo, partindo de uma distribuigao de Laplace, tal que 1 (0) = 1. Observe que 7 (t) atinge

um minimo com valor igual ao da distribuigao de Poisson, porém nao evolui para um perfil

gaussiano, estabilizando em 7 (t — c0) ~ 0, 6.
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Figura 5.2: Solu¢ao numérica para 7 (t) em fungao de ¢, considerando inicialmente uma fungao
de distribuicao de Laplace com 7 (0) = 1.

Com isso, demonstramos que — para o transporte balistico — se a distribui¢ao inicial
for gaussiana a distribuicado de probabilidade no limite termodindmico serd uma distribuicao
similar a gaussiana. Alids, em qualquer instante . Do contririo, caso a distribuicao de pro-
babilidade inicial para A (0) seja nao-gaussiana, a distribui¢ao de probabilidade evoluira para
um perfil também nao-gaussiana, porém assumindo uma distribui¢ao distinta da inicial, caso
(A% (t — 00)) # (A?(0)). Sendo que, em todos os casos simétricos, a FDP evolui para um
comportamento simétrico, ou seja, v, (t — oo) = 0.

Desde que a distribuicdo no limite termodindmico seja nao-gaussiana, note que a
entropia

S = —k:B/lnP(A)dA
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nao atinge um méximo. De fato, este resultado concorda com o obtido na secao anterior.
Evidentemente que o TCL (visto no capitulo 2) nao pode ser aplicado aos condutores
balisticos, visto que estes sao extremamente sensiveis as condigoes inicias devido a persisténcia
da funcao memdria, fazendo deste um sistema fortemente correlacionado. Em outras palavras, a
varidvel estocdstica A, apesar de ser identicamente distribuida, ela ndo é uma varidvel indepente,

o que afeta uma das condi¢oes do TCL.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho partimos de um sistema estocdstico unidimensional desprovido de
forcas externas, levando em conta tanto processos markovianos quanto nao-markovianos. Com
isso estudamos a equagao de Langevin normal (3.8) e generalizada (4.1) desenvolvendo um
estudo sistemdtico a partir de ruidos brancos e coloridos, demonstrando — por consegiiinte — a
primeira versao do teorema de flutuagao-dissipagao (3.11) e a sua generalizacao (4.11).

Apresentamos uma breve discussdo sobre os regimes difusivos existentes e estabele-
cemos suas relagoes tanto com a funcgao correlagao de velocidades e da funcao memdria. Em
seguida apresentamos o regime balistico, que foi o principal mecanismo de transporte discutido
nesta dissertacao.

Entretanto, visando um melhor tratamento a respeito desse transporte, expomos
sucintamente as relagoes de mizing e ergodicidade no segundo capitulo. Além disso, desen-
volvemos uma demonstragao para o TCL, de modo a expor sob quais condi¢oes ele pode ser
aplicado.

Finalmente, demonstramos a partir dos resultados precedentes, que o transporte balis-

tico apresenta caracteristicas demasiadamente importantes. Vimos que a violacao da condicao
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de mizing leva a vérias situagoes observadas na natureza, mais precisamente em sistemas com-
plexos. Com a violagdo de mizing verificamos a violagao de ergodicidade, violagao do TFD
e a validade da segunda lei da termodindmica, embora a entropia nao atinja um mé&ximo,
associando este fato & uma possivel formacao de padrao espontdnea. De fato, os processos
balisticos sao intensamente influenciados pela memdéria, tanto que a violacao da condicao de
mizing ocorre. Essa violacao na condicao de mizing, por sua vez, é responsdvel pela existéncia
de uma corrente residual em condugoes com (A (0)) # 0. Além disso, a conservagao de simetria
e possivel gaussianizacao para sistemas balisticos com distribuigcoes simétricas deslocadas da
origem. No entanto, para distribuigdes pares (simétricas centradas na origem), o mizing gera
uma nao-gaussianizagao, caso a distribuicdo inicial seja nao-gaussiana com (A% (0)) # (A) eq
adquirindo um perfil distinto do inicial quando (A? (t — o)) # (A% (0)). Além disso, o TCL
nao pode ser aplicado aos sistemas balisticos, visto que a condi¢do de mixing faz com que estes

sistemas sejam fortemente correlacionados.




99

Apéndice

Considerando expressao (5.2),

Alt)=A0)R(t) + /Otf ()R (t—1t)dt', (A.1)

e elevando esta expressao ao quadrado, onde f (¢) é a forga aleatéria e o comutador [A (0), R (t)] =

0, chegamos a

A2 (t) / / — )R (t—t")dt'dt" +
+2A(0)R()/f(t)R( ) dt' (A2)

0

Multiplicando (A.2) por (A.1), vem que
A3(t) = A3(0)R3(t)+3A(0 / / fAENRE—t)R(—t")dt'dt" +
+3A2()R2()/f(t’)R( £) dt’ + (A.3)
/ / YRt —t)...R(t—t")dt...d¢".
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Elevando (A.2) ao quadrado, obtemos

At(t) = AY(0)R'(t) +
+/Ot.../tf(t’) JEYRE—Y) . R(E—t")adt ... .dt" +
+6A4% (0) R* (1) /0 t /0 t f(t (t—t)R(t—t")dt'at" + (A4)
+4A(0 t /Otf JAR(@E—t)...R(E—t")dt' .. .dt" +
+44% (0 t/otf(t’) (t—t)at
Entao, tomando a média sobre o ensemble em (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) e lembrando

que A (0) e f () sdo independentes entre si, com (f (¢)) = 0, temos que
(A @) = (A(0)) R(1), (A.5)

(42 (1)) = (A2 (0)) R (1) + /t /t<f () F (")) R(t—¢) R (t — ") de'de”,  (A6)
0 JO
(43 (1)) = (A% (0)) R® (£) + 3 (A (0)) R (1) /0 /U (F () F(#)) R (t— ') R (¢ — ") dt'd"

(A7)

(At(1) = (A 0) R (1) + (A.8)
/ / RE)DYR(E—1)...R(t—t")dt...dt" +
+6 (A% (0)) R (¢) / / h(t"))R(t—t)R(t—t")dtdt".

Note que a média pus = (f (') f(t") f (")) = 0 e pode ser verificada de modo

nao muito laborioso quando, p.ex., assumimos um ruido descrito por 5.21. A média pu, =

(h(')h (") R (") R (t")), que aparece em (A.8), pode ser resolvida utilizando a seguinte re-
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lacao [61]

pa = (R(E) R (")) (R (") B (%)) + (R (&) b (")) (R (¢") B (£7)) +
+(h ()R () (h (") R (£")). (A.10)

De fato, isso pode ser demonstrado a partir de (A.9) também.

Assim, podemos reescrever (A.8) como

(A1) = (A" (0)) R (t) +
o[ [l ne-rae.
X /0 /(; Cf (t/" _ tzv) R (t _ t'”) R (t _ tw) A" v +o 0+

+6 (A% (0)) R? (t) /t /t Cr(t' —t")R(t—t)R(t—t")dt'dt".
0 JO

onde as reticéncias correspondem a outros dois produtos de integrais tal qual o produto de
integrais imediatamante anterior, contudo com fndices sobrescritos trocados.

Entretanto, vimos na secao 4.2 que

t ot
/ / Cr(t' —t")R(t—t") R(t —t")dt'dt" = (A%), [1—R*(t)].
0 Jo
Finalmente, (A.8) pode ser reescrita como

(A (1)) = (A*(0)) R* () + 3 <A2>§q [1—R>(1)]” +6(4%(0)) (4%),, 1R ()] R* (1),
(A.11)

(A.7) como

(A% (1)) = (A% (0)) R® (t) + 3(A(0)) (A%), [1 - R* (1) R(1), (A.12)

(A.6) como

(A% (t)) = (A2(0)) B (1) + (A2), [1— R*(1)] (A.13)
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e (A.5) como

(A.14)
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