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Resumo

Neste trabalho estudamos o transporte balístico descrito pela equação de Langevin

generalizada. A partir de seu comportamento assintótico mostramos que a condição de mixing

é violada, implicando na violação da hipótese ergódica e do teorema de �utuação-dissipação.

Desses resultados demonstramos que o transporte balístico não viola a segunda lei da ter-

modinâmica, i.e., a entropia cresce, porém não atinge um máximo. Também demonstramos

que o processo de gaussianização da função distribuição de probabilidade de fato depende das

condições iniciais e concluímos que o sistema balístico pode evoluir para um processo não-

gaussiano, ampliando o conceito do teorema central do limite, de modo a impor uma relaxação

em uma de suas condições, visto que o transporte balístico é fortemente correlacionado.



Abstract

In this work we study the ballistic transport described by the generalized Langevin

equation. Starting from the asymptotic behavior of the ballistic transport we show that the

mixing condition is violated, implying in the violation of the ergodic hypothesis and of the

�uctuation-dissipation theorem. From this result we demonstrate that the ballistic transport

does not violate the second law of thermodynamics, i.e., the entropy grows, however it does

not reach a maximum. We also demonstrate that Gaussianization process of the probability

distribution function indeed depends on its initial value, and we conclude that the ballistic

system can evolve to a non-Gaussian process, enlarging the concept of the central limit theorem,

so as to impose a relaxation in one of its conditions, forasmuch the ballistic transport is strongly

correlated.
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Capítulo 1

Introdução

A difusão, a priori, é um processo espontâneo de transporte de matéria, calor, momen-

tum etc. através de um determinado sistema. A exemplo disso, podemos citar o transporte de

proteínas através da membrana celular, sendo que em alguns casos não há a necessidade de um

canal especial de propagação (transporte simples). No pulmão dos mamíferos, um processo de

difusão ocorre nos alvéolos: devido à diferença de pressão parcial na membrana capilar-alveolar,

o oxigênio difunde para dentro da corrente sangüínea, enquanto que o gás carbônico difunde

para fora. Assim, os processos de difusão estão presentes em diversos mecanismos da natureza,

desde da �exibilidade do macarrão no cozimento ao movimento aleatório de portadores de carga

(p.ex., elétrons) na ausência de campo elétrico em um condutor. De fato, a difusão é um tipo

de fenômeno de transporte (outros tipos são: convecção e radiação), que pode ser modelado

quantitativamente pela equação de difusão, sendo que suas soluções possuem diferentes denom-

inações, dependendo apenas da situação física. A exemplo disto, a difusão bi-molecular é regida

pela primeira lei de Fick1 [1], a difusão térmica pela lei de Fourier (em ambos os casos con-

1As leis de Fick são baseadas em equações de difusão usualmente utilizadas em modelamento de processos de
transporte de biopolímeros, dopagem em semicondutores etc.
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siderando um estado estável2) e a difusão de elétrons em um campo elétrico é essencialmente

descrita pela lei de Ohm. Então, um �uxo (de átomos, energia, elétrons etc.) é igual à pro-

priedade física (difusividade, condutividade térmica, condutividade elétrica etc.) multiplicada

por um gradiente (gradiente de concentração, gradiente térmico, gradiente elétrico etc.). Além

disso, geralmente a equação de difusão é temporalmente dependente (i.e., aplicada a situações

de estados não-estáveis).

Um caso bastante interessante, que trata da difusão em meios viscosos, é a teoria do

movimento browniano; que desde os trabalhos de Einstein-Sutherland [2][3] vem se consoli-

dando em diversos campos de pesquisa (na matemática, economia, química, biológia e física,

principalmente). É importante lembrar que os trabalhos de Einstein-Sutherland tratam apenas

de um tipo de difusão denominada normal. A partir da década de 50, com o estudo da difusão

de pequenas moléculas em polímeros [4], observou-se um estado anômalo. Dentro dessa difusão

anômala, novos regimes foram observados e melhor caracterizados nas últimas décadas[5]-[7].

Dentre esses regimes há o superdifusivo balístico (transporte balístico), que foi observado

primeiramente por Stanley et al [8], tal que o deslocamento quadrático médio �no equilíbrio

termodinâmico �evolui com o tempo ao quadrado, i.e.,


x2 (t!1)

�
� t2. É nesse regime que

os propósitos desta dissertação se estabelecem.

Podemos encontrar na literatura diversos estudos relevantes no sentido de comple-

mentar os fundamentos da mecânica estatística fora do equilíbrio e, a partir desses estudos,

descrever as principais características do transporte balístico. A exemplo tem-se os trabalhos

sobre a violação do teorema de �utuação-dissipação [9][10] em sistemas físicos onde processos

de envelhecimento tornam inválida a invariância temporal [11][12]; os efeitos da função memória

em sistemas estocásticos [13]; a predição do regime difusivo a partir da memória [13]-[15]; a

2Estado estável aqui signi�ca que a concentração de uma certa grandeza física é invariante no tempo.
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análise de expoentes dinâmicos; a conjectura de espaço-temporal [16]-[18] e a hierarquia entre

mixing, ergodicidade e o teorema de �utuação-dissipação para sistemas complexos [19]. De

fato, aqui estaremos fazendo uso constante desses trabalhos.

Um dos principais aspectos da superdifusão balística é que ela se encontra na fronteira

entre os processos brownianos e os processos ativados [9][10][19], de modo que a veri�cação da

validade e aplicabilidade de algumas leis, hipóteses, teoremas etc. são imprescindível ao de-

senvolvemento da teoria sobre o transporte balístico. Nesse sentido, vamos apresentar um

estudo puramente analítico dos fundamentos inerentes ao transporte balístico, permitindo uma

melhor compreensão dos mecanismos desse regime difusivo. Eventualmente vamos lançar mão

de cálculos numéricos com o intuito de veri�car as predições analíticas. Vamos mostrar que

o transporte balístico, além de violar a hipótese de mixing, a ergodicidade e o teorema de

�utuação-dissipação (que já é corrente na literatura [19]). Desses resultados demonstraremos

que o transporte balístico não viola a segunda lei da termodinâmica, i.e., a entropia cresce,

porém não atingindo um máximo � o que pode ser associado à formação de padrão. Tam-

bém demonstraremos que o processo de gaussianização da função distribuição de probabilidade

depende das condições iniciais, com isso o sistema balístico pode evoluir para um processo não-

gaussiano, o que efetivamente amplia o conceito do teorema central do limite, de modo a impor

uma relaxação em uma de suas condições (independência das variáveis), visto que o transporte

balístico é fortemente correlacionado.

Posto isto, organizaremos os capítulos ulteriores da seguinte forma:

Segundo Capítulo: apresentaremos algumas de�nições pertinentes ao entendimento

de alguns conhecimentos subseqüentes: processos markovianos, equações estocásticas de evolu-

ção, média sobre ensemble, média temporal, hipótese ergódica, condição de mixing e teorema

central do limite .
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Terceiro Capítulo: faremos uma exposição do processo histórico da teoria do movi-

mento browniano, levando em conta os trabalhos de Einstein-Sutherland. Além disso, apre-

sentaremos a equação de Langevin normal e, a partir dela, demonstraremos uma das primeiras

versões para o teorema de �utuação-dissipação.

Quarto Capítulo: faremos um estudo sobre os aspectos gerais do movimento brow-

niano. Apresentaremos uma discussão sobre a obtenção da constante de difusão e dos regimes

difusivos, relacionando-os à função memória e à correlação das velocidades, que é obtida a partir

de uma equação de Langevin generalizada. Antes disso, através dessa equação, demostraremos

o teorema de �utuação-dissipação generalizado. Finalmente discutiremos as classes dos sistemas

superdifusivos (dentre essas a balística).

Quinto Capítulo: apresentaremos um estudo sobre o transporte balístico, analisando

as violações da hipótese de mixing, da hipótese ergódica e do teorema de �utuação-dissipação.

Além disso demonstraremos que a segunda lei da termodinâmica é assegurada, estabelecendo

uma conexão com a densidade espectral do ruído e a entropia. Finalmente, demonstraremos sob

quais condições as distribuições de velocidades para os transportes balísticos são não-gaussianas

e, conseqüentemente, a relação desse efeito com o teorema central do limite.

Sexto Capítulo: apresentaremos as principais conclusões trabalho.
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Capítulo 2

Primeiros Conceitos

2.1 Introdução

Este capítulo tem o intuito de apresentar e esclarecer alguns conceitos que serão am-

plamente utilizados no decorrer deste trabalho. Primeiramente, estaremos estabelecendo os

conceitos de processos markovianos e equações estocásticas de evolução, que serão úteis quando

analisarmos a teoria do movimento browniano (capítulo 3). Em seguida faremos uma breve

introdução de média sobre ensemble, média temporal e correlação de variáveis, estabelecendo

uma conecção entre a hipótese ergódica e a condição de mixing (necessários ao desenvolvimento

de todos os capítulos). Finalmente, faremos uma demonstração do teorema central do limite,

veri�cando as condições necessárias à sua aplicação (importantes para uma melhor compreensão

do capítulo 5).

2.2 Processos Markovianos e Equações Estocásticas

Seja A a variável a qual estamos interessados (p.ex., a posição ou a velocidade de

uma partícula). Caso A seja uma quantidade determinística, obedecendo uma lei dinâmica,
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então podemos descrevê-la como sendo uma função do tempo t, i.e., fA = fA (t) terá valores

temporalmente bem de�nidos. De outra forma, podemos considerar a variável A como sendo

aleatória, conseqüentemente sua representação não será feita através de uma função, ou seja, a

variável aleatória A assumirá em um dado instante um valor dentro de uma faixa de variação1.

P.ex., suponha um experimento em que inicialmente (t0) uma dada partícula esteja em A (t0) =

A0 e que assuma um certo valor A1 em um instante t1. Se esse experimento for realizado diversas

vezes, com as mesmas condições iniciais, a variável A1 assumirá valores distintos, que estão

associados a uma certa probabilidadade. De fato, isto caracteriza um processo estocástico,

que é um processo aleatório mensurável que evolui no tempo de maneira probabilística; em

contraparte ao determinístico, que sempre produz os mesmos valores a partir de uma mesma

condição inicial. Caso venhamos a assumir que a variável estocástica A seja contínua, então

seu valor estará associado à uma densidade de probabilidade � (A; t). Conseqüentemente, a

probabilidade de encontrarmos o valor de A em um instante t em um intervalo in�nitesimal

(A;A+ dA) será igual a � (A; t) dA. É importante esclarecer que o fato de conhecer � (A; t) não

é su�ciente, em geral, para caracterizar completamente o processo de evolução.

Considere uma seqüência ordenada de tempos: t0 � : : : � tn�1 � tn e seja

� (An; tnjAn�1; tn�1j : : : jA0; t0) (2.1)

a densidade de probabilidade conjunta, i.e., a densidade de probabilidade de encontrar simultane-

amente o valor de An no instante tn, An�1 no instante tn�1 etc. Obviamente, essa densidade de

probabilidade conjunta não pode ser deduzida a patir do mero conhecimento de � (A; t) porque

existe uma correlação entre o que acontece nos instante t1, t2 etc.

Agora, vamos considerar um processo markoviano, que é um processo estocástico

1Eventualmente estaremos representando a variável aleatória com índices subscritos, i.e. A (tj) = Aj com
j � 0.
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cujas probabilidades de eventos futuros dependem apenas dos eventos recentes. De modo geral,

seja a n-ésima ordem da probabilidade de transição wn (An; tnjAn�1; tn�1j : : : jA0; t0), de�nida

como a densidade de probabilidade condicional da variável estocástica A (tj) assumir o valor An

no instante tn, tal que A (tj) adquira os valores An�1; An�2; : : : ; A0 nos respectivos instantes

tn�1; tn�2; : : : ; t0, com t0 < : : : < tn�1 < tn. Então, um processo markoviano é de�nido tal que

wn (An; tnjAn�1; tn�1j : : : jA0; t0) = wn (An;tnjAn�1; tn�1) , n � 1. (2.2)

a probabilidade de transição de um valor An�1 em tn�1 para um valor An em tn dependa (além

de An; tn) somente do valor de A (tn�1) e não da história prévia do sistema.

Com isso,

�n (An; tnjAn�1; tn�1) = wn (An; tnjAn�1; tn�1) � (An�1; tn�1) ,

a densidade de probabilidade conjunta de encontrar An�1 em tn�1 e An em tn é igual à densidade

de probabilidade de encontrar An�1 em tn�1 multiplicada pela probabilidade de uma transição

de An�1 em tn�1 para An em tn.

Geralmente, a probabilidade de transição para um sistema markoviano obedece a

seguinte relação:

wn (An+1; tn+1jAn�1; tn�1) =
Z
dAnwn (An+1; tn+1jAn; tn)wn (An; tnjAn�1; tn�1) . (2.3)

Esta equação integral fundamental é chamada de equação de Chapman-Kolmogorov e pode ser

utilizada como uma de�nição alternativa de um processo markoviano. Ela prediz que a proba-

bilidade de transição de An�1 em tn�1 para An+1 em tn+1 pode ser obtida pelo produto da pro-

babilidade de transição de An�1 (em tn�1) para algum valor An (em um instante intermediário

tn) e a probabilidade de transição deste valor para o valor �nal An+1 (em tn+1), somando sobre

todos os valores intermediários possíveis de An. A equação de Chapman-Kolmogorov pode
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ser desenvolvida para três ou mais passos, de modo a generalizar as cadeias de Markov2 para

instantes futuros arbitrários n +m multiplicando as probabilidades de transição e integrando

m vezes.

Note que uma condição natural para o processo markoviano é

wn (An; tn�1jAn�1; tn�1) = � (An �An�1) . (2.4)

Assumindo que a probabilidade de transição wn de um estado An�1 para um outro

estado An (diferente de An�1) em um pequeno intervalo de tempo �t, tal que �t = tn � tn�1,

possa ser escrito como

wn (An; tn�1 +�tjAn�1; tn�1) = cn� (An �An�1) + �tWtn�1 (AnjAn�1) , (2.5)

onde Wt (AnjAn�1) é a probabilidade de transição por unidade de tempo3. O primeiro termo

do lado direito de (2.5) representa a probabilidade de uma variável aleatória permanecer em

An�1 durante um intervalo �t, onde cn é determidado pela condição de normalização

cn = 1��t
Z
dAnWtn�1 (AnjAn�1) .

Fazendo An+1 = A, tn+1 = t +�t, An = A0 e tn = t em (2.3), lançando mão de (2.4) e (2.5),

no limite de �t! 0, obtemos

@twn (A; tjAn�1; tn�1) = �wn (A; tjAn�1; tn�1)
Z
dA0Wt

�
A0jA

�
wn (2.6)

+

Z
dA0Wt

�
AjA0

�
wn
�
A0; tjAn�1; tn�1

�
.

2Uma cadeia de Markov é um processo markoviano que envolve transições em tempos discretos (eventualmente
contínuos) entre valores discretos de uma variável estocástica;

3Wt é uma função temporalmente independente além de par centrada em An � An�1. Isso signi�ca que as
probabilidades de uma transição de An para An�1 ou de An�1 para An são iguais. No equilíbrio, isso caracteriza
o balanço detalhado, condição necessária à descrição de um sistema com os pesos de Boltzmann, tal que o
equilíbrio em um dado sistema seja tanto macroscópico quanto microscópico.
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Multiplicando ambos os lados pela densidade de probabilidade � (An�1; tn�1), chega-

mos a

@t� (A; t) =

Z
dA0

�
Wt

�
AjA0

�
�
�
A0; t

�
�Wt

�
A0jA

�
� (A; t)

�
, (2.7)

que é a equação mestra para processos markovianos.

Esses resultados são gerais é podem ser particularizados para três classes de processos

markovianos: a) tempo discreto e estado discreto (cadeia de Markov); b) tempo contínuo e

estado discreto e c) tempo contínuo e estado contínuo. No entanto, aqui não entraremos em

mais detalhes, sendo que uma discussão mais ampla pode ser encontrada na referência [20].

Um processo markoviano é dito estacionário (ou de estado estável) quando a probabi-

lidade de transição wn (An; t+�tjAn�1; t) depende apenas do intervalo �t de transição e não

do instante t. Ou seja,

wn (An; t+�tjAn�1; t) = w (AnjAn�1;�t) .

Efetivamente, a predição de um processo ser estacionário, i.e., com uma distribuição de proba-

bilidade estacionária, depende apenas das propriedades do processo.

Agora, com w (: : : j : : :) = wn (: : : j : : :), vamos obter uma equação de evolução de w

para algumas condições. Assumindo que M (x) é uma função regular arbitrária de x (podemos

imaginar que x = A, por questão de simplicidade). Considere a seguinte expressão:

Z
dx M (x)

@w (xjy; �)
@�

= lim
��!0

1

��

Z
dx M (x) [w (xjy; � +��)� w (xjy; �)]

= lim
��!0

1

��

Z
dx

�Z
dz w (xjz;��)w (zjy; �)� w (xjy; �)

�
,

sendo que no último passo utilizamos a equação (2.3). Agora, vamos trocar a ordem de in-

tegração e expandir M (x) na série de Taylor em torno de x = z; o termo de ordem zero se
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cancela com o último termo do integrando e nos deixa com

Z
dx M (x)

@w (xjy; �)
@�

(2.8)

= lim
��!0

1

��

�Z
dz
@M (z)

@z
w (zjy; �)

Z
dx (x� z)w (xjz;��)

+
1

2

Z
dz
@2M (z)

@z2
w (zjy; �)

Z
dy (x� z)2w (xjz;��) + : : :

�
.

Assumindo que

R
dx (x� z)w (xjz;��) � h�zi = F (z)�� +O

h
(��)2

i
,R

dy (x� z)2w (xjz;��) �
D
(�z)2

E
= D (z)�� +O

h
(��)2

i
,R

dy (x� z)nw (xjz;��) = O
h
(��)2

i
, n � 3.

(2.9)

Essas médias são chamadas de momentos transitórios, podendo ser generalizados com um re-

sultado �nal mais complicado. Assim, tomando o limite em (2.8) para �� ! 0, obtemos

explicitamente:

Z
dx M (x)

@w (xjy; �)
@�

=

Z
dz w (zjy; �)

�
@M (z)

@z
F (z) +

1

2

@2M (z)

@z2
D (z)

�
,

que integrando por partes e agrupando os termos, nos leva a

Z
dx M (x)

�
@w (xjy; �)

@�
+
@

@x
[F (x)w (xjy; �)]� 1

2

@2

@x2
[D (x)w (xjy; �)]

�
= 0.

Como esta expressão deve ser nula, para qualquer função M (x), então os termos dentro das

chaves devem ser nulos, de modo que

@� (x; t)

@t
=
@

@x

�
�F (x) + 1

2
D (x)

@

@x

�
� (x; t) , (2.10)

aqui adotamos o mesmo procedimento utilizado na passagem de (2.6) para (2.7). Esta expressão

é conhecida como equação de Fokker-Planck no espaço de x. Note que o primeiro termo do lado

direito descreve uma diminuição na velocidade de evolução da densidade de probabilidade, esse
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termo geralmente é denomidado por fricção dinâmica. Observe ainda que tanto (2.7) quanto

(2.10) são equações de evolução lineares para a densidade de probabilidade de uma variável

estocástica. Ademais, ambas descrevem um processo irreversível de acesso ao equilíbrio.

Introduzindo as seguintes quantidades em (2.9):

D
(�z)2

E
= 2D (z)�� (2.11)

e

h�zi =
�
�F (z) + dD (z)

dx

�
�� ,

obtemos a seguinte equação de evolução:

@� (x; t)

@t
=
@

@x

�
F (x) +D (x)

@

@x

�
� (x; t) ,

que para F (x) = 0 e D (x) = D (constante no equilíbrio) nos conduz à famosa equação de

difusão (macroscópica):

@� (x; t)

@t
= D

@2� (x; t)

@x2
. (2.12)

Esta equação diferencial parcial parabólica descreve a evolução de uma certa densidade

de probabilidade inicial para um per�l de equilíbrio (em que a forma depende das condições

iniciais), correspondendo a um típico comportamento de irreversibilidade; como pode ser visto

pela falta de invariância desse processo sobre a inversão temporal (t! �t).

2.3 Hipótese Ergódica e Condição de Mixing

Um sistema físico fechado e isolado é aquele que deve ter uma descrição microscópica

em termos de uma equação de Hamilton (ou de Schrödinger, p.ex.), tal que nenhuma troca de

matéria com ambiente circundante ocorra; assim sendo o conjunto de variáveis é �xo. Além

disso, nenhuma força externa temporalmente dependente deve atuar sobre o sistema, de modo
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que a energia seja uma constante do movimento e, então, a trajetória no espaço de fase seja

limitada por uma simples "camada"de energia. O sistema, entretanto, tem que ser suposta-

mente �nito no sentido de que a medida sobre cada camada de energia exista. De acordo com

a mecânica estatística no equilíbrio, um sistema terá (para um dado valor de energia) uma

distribuição de equilíbrio (ensemble microcanônico) que pode ser obtida apenas das conside-

rações do espaço de fase. Assim, quando houver constantes adicionais do movimento a camada

de energia será decomposta em subcamadas, cada qual correspondente aos valores �xados por

essas constantes, de modo que não seja possível transições entre uma subcamada e outra. Com

isso a hipótese ergódica prediz que, uma vez estando um sistema em certa subcamada, seu

movimento no espaço de fase esta restrito a essa camada, e a toda ela; desde que todas as

constantes do movimento sejam levadas em conta quando se de�ne as subcamadas.

De outra maneira, considerando a evolução de uma variável estocástica dinâmica

A = A (t) o ensemble médio hG (A)i, de uma função G (A) qualquer, é de�nido como

hG (A)i =
Z


G (A) exp

�
�E (A)
kBT

�
d
, (2.13)

onde E (A) é a energia inerente à variável estocástica A e a integral é tomada sobre todos os

estados acessíveis do espaço de fase 
, ou ainda

hG (A)i =
Z
G (A)P (A) dA, (2.14)

onde P (A) é a função distribuição de probabilidade (FDP) de A em um instante t. Além disso,

a função correlação é de�nida como

CA
�
t� t0

�
=


A (t)A

�
t0
��
. (2.15)

De modo geral, a função correlação temporal permite um método consiso para expressar o

quão duas propriedades (no caso, a mesma propriedade) de um sistema estão relacionadas

mutuamente em um certo período de tempo.
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Podemos ainda de�nir a média temporal da função G [A (t)] como

G [A (t)] =
1

�

Z �=2

��=2
G
�
A
�
t+ t0

��
dt0. (2.16)

para um tempo �� ��, com �� sendo intervalo de tempo muito pequeno. Neste caso, a hipótese

ergódica prediz que

G [A (t!1)] = hG [A (t!1)]i = hG [A]ieq , (2.17)

ou seja, dado um tempo su�cientemente grande, o sistema atingirá todos os estados acessíveis

e, assim, a média temporal será igual à média sobre o ensemble, correspondendo à uma média

no equilíbrio termodinâmico. Neste caso, basta analisar �� como sendo o tempo de relaxação.

A exemplo disso, podemos considerar que G [A (t)] = A2 (t). Então,

A2 (t!1) =


A2 (t!1)

�
=


A2
�
eq
, (2.18)

se considerarmos A (t) como sendo A (t) = mv (t), onde v (t) é a velocidade de uma certa

partícula de massa m em um instante t, podemos associar a velocidade quadrática média no

equilíbrio termodinâmico ao teorema da equipartição de energia, assim



A2
�
eq
= mkBT ,

onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.

Já a condição de mixing de um sistema físico pode ser de�nida como sendo

lim
t!1

R (t) = 0, (2.19)

onde a quantidade normalizada R (t) é de�nida por

R (t) =
CA (t)

CA (0)
=
hA (t)A (0)i
hA2 (0)i (2.20)

A condição de mixing nos diz que, após um tempo t � ��, não devemos esperar que A (t) se

"lembre"de sua condição inicial A (0).
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2.4 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite (TCL) possui importância fundamental na física, visto

que ele prediz que uma certa função distribuição de probabilidade (FDP) inicial qualquer evolui

para o equilíbrio em um per�l gaussiano (distribuição normal). No entanto, é importante saber

em que condições o TCL é assegurado. Nesse sentido, vamos demonstrar o TCL e enfatizar

essas condições, que serão de grande interesse no desenvolvimento deste trabalho.

Suponha que a = a1 + � � � + an seja uma variável estocástica de�nida em um expe-

rimento e que este seja realizado n vezes de forma independente. Então, podemos de�nir as

variáveis estocásticas desse experimento tal que

aj (t1 � � � tj � � � tN ) = a (tj) , j = 1; : : : ; n. (2.21)

Segue disso que a FDP P (aj) de aj é igual à P (a) de a. Assim, se o experimento é realizado n

vezes, as variáveis aleatórias aj de�nidas como em (2.21) são independentes e possuem a mesma

FDP. A estas variáveis estocásticas dá-se o nome de independentes e identicamente distribuídas.

Sendo as medidas independentes, então podemos escrever aj como sendo

aj = �a+ �j ,

onde as componentes do ruído �j são variáveis aleatórias independentes com média zero (des-

prezando os erros sistemáticos) e variância �2 �nita. Isso nos leva à média amostral

An =
a1 + � � �+ an

n
(2.22)

sendo An uma variável estocástica de média �a e variância �2An = �
2=n. Se n for su�cientemente

grande tal que �2An � na2, então o valor de An (t) da média amostral An em uma única rea-

lização do experimento (consistindo em n medidas independentes) é uma estimativa satisfatória
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de um valor �a. Com isso, podemos associar n a t, tal que n!1 (n muito grande) implique em

t ! 1 (t � ��). Daí, podemor escrever An (t) simplesmente como A = A (t). É importante

ressaltar que a média amostral não é necessariamente igual à média sobre o ensemble.

Considere a função característica �A (f) de�nida como sendo a transformada de

Fourier da distribuição de probabilidade:

�A (f) =
D
eifA

E
=

Z 1

�1
dAei2�fAP (A)

=

1X
k=0

(i2�f)k

k!

Z 1

�1
AkP (A) dA

=

1X
k=0

(i2�f)k

k!

D
Ak
E
, (2.23)

tal que

D
Ak
E

=
D
n�k (a1 + � � �+ an)k

E
=

Z 1

�1
n�k (a1 + � � �+ an)k P (a1) : : : P (an) da1 : : : dan. (2.24)

Sendo as variáveis estocásticas a1; : : : ; an independentes e identicamente distribuídas, substi-

tuindo (2.24) em (2.23), temos que

� (k) =

Z 1

�1

1X
k=0

�
i2�f (a1 + � � �+ an)

n

�k 1
k!
P (a1) : : : P (an) da1 : : : dan

=

�Z 1

�1
ei2�fa=nP (a) da

�n
=

"Z 1

�1

 
1 +

i2�f�a

n
� (2�f)

2 �a2

2n2
+ � � �

!
P (�a) d�a

#n

=

"
1 +

i2�f

n
h�ai � (2�f)

2

2n2


�a2
�
+O

�
n�3

�#n

= exp

(
n ln

"
1 +

i2�f

n
h�ai � (2�f)

2

2n2


�a2
�
+O

�
n�3

�#)
. (2.25)

Agora, fanzendo a expansão para ln (1 + x)

ln (1 + x) = x� 1
2
x2 +

1

3
x3 + � � � ,
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então

� (k) � exp

�
n

�
if

n
h�ai � f2

2n2


�a2
�
+
f2

2n2
h�ai2 +O

�
n�3

���
= exp

�
if h�ai � f2

2n

�

�a2
�
� h�ai2

�
+O

�
n�3

��
� exp

�
if h�ai � f2

2n
�2�a

�
. (2.26)

Tomando a transformada inversa de Fourier em (2.26), obtemos a distribuição de probabilidade

de a:

P (a) =

Z 1

�1
exp

"
i2� (�a� h�ai) f � (2�)

2 �2�a
2n

f2

#
df (2.27)

=

s
�

(2�)2�2�a
2n

exp

24� [2� (�a� h�ai)]2
4
(2�)2�2�a
2n

35 (2.28)

=

p
nq
2��2�a

exp

"
�(�a� h�ai)

2 n

2�2n

#
(2.29)

Sendo que na passagem de (2.27) para (2.28) lançamos mão da seguinte relação

Z 1

�1
eiaf�bf

2
df =

r
�

b
e�a

2=4b,

obtida na referência [21]. Substituindo A (t) = �a, �2A = �
2
�a=n e hAi = h�ai em (2.29), �nalmente

obtemos que

P [A (t)] =
1q
2��2A

e
� (A(t)�hAi)2

2�2
A (2.30)

Observe que, inicialmente assumimos que t� ��, o que caracteriza um tempo necessá-

rio para que o sistema atinja o equilíbrio. Além disso, as únicas condição necessárias para

que o TCL seja assegurado é que as variáveis estocásticas sejam independentes e identicamente

distribuídas. Então, este resultado nos diz que, um sistema com uma FDP qualquer inicialmente

evolui para o equilíbrio adquirindo um per�l gaussiano em sua distribuição, desde que as va-

riáveis estocásticas sejam independentes e identicamente distribuídas.
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Entretanto, em muitas circunstâncias, aplicadas a exemplos físicos, verifíca-se que o

TCL é assegurado mesmo que uma dessas condições não seja satisfeita. No capítulo 5 veremos

que, para o transporte balístico, devido a ele ser um sistema fortemente correlacionado, sua

distribuição de probabilidade não evolui para uma distribuição gaussiana, caso a distribuição

inicial não seja gaussiana.
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Capítulo 3

Aspectos Iniciais do Movimento

Browniano

3.1 Introdução

O movimento browniano tem sido de fundamental importância no desenvolvimento

dos fundamentos da termodinâmica e nas interpretações da mecânica estatística. A teoria do

movimento browniano é baseada na teoria cinética-molecular, tal qual foi proposta por Eintein-

Sutherland [2][3] no início do século XX, fornecendo o vínculo fundamental entre uma dinâmica

microscópica elementar e os fenômenos macroscópicos observáveis.

As primeiras teorias do movimento browniano inspiraram desenvolvimentos proemi-

nentes em várias áreas da física, e ainda in�uenciam diversos campos de pesquisa. Como um

exemplo, essa teoria teve impacto substancial na teoria da mecânica quântica, mais precisa-

mente na formulação da mecânica quântica como uma soma sobre caminhos [22][23], que teve

origem na natureza difusiva das trajetórias brownianas em tempo contínuo. Além do mais, em

1953, a idéia da teoria de difusão foi utilizada por Onsager e Machlup [24][25] no estudo de
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processos de Gauss-Markov com coe�cientes lineares e serviu de inspiração para matemáticos

como Khintchine [26], Lévy [27], Mandelbrot [28] etc.

Neste capítulo desenvolveremos uma breve exposição sobre as principais características

do movimento browniano, que �em suma �é um movimento aleatório ao qual as partículas

inseridas em um certo �uido estão sujeitas e que advém do movimento térmico do sistema; já

que a força aleatória que move essas partículas é devido à colisão com as partículas do �uido

circundante. De outra forma, as colisões sucessivas com as partículas do meio, mesmo que no

equilíbrio termodinâmico, mantêm a agitação térmica do sistema e produz certa resistência

ao movimento, quando este é exercido por uma força externa. Além disso, a força aleatória

e a força devido à resistência, por terem a mesma origem, estão relacionadas ao teorema de

�utuação-dissipação.

Apresentaremos (cronologicamente) de forma sucinta como Einstein [2] e Sutherland

[3] chegaram à constante de difusão, que efetivamente caracteriza o movimento browniano.

Posteriormente, trataremos da primeira versão da equação de Langevin, que associa os termos

�utuativo e dissipativo do movimento. Veri�caremos ainda que o processo descrito pela equação

de Langevin, levando em conta algumas considerações sobre a força aleatória de caráter estocás-

tico, se trata de um processo gaussiano-markoviano, o que equivale à análise de ruídos brancos.

Finalmente, a partir dessa equação de Langevin, demonstraremos uma primeira versão para o

teorema de �utuação-dissipação.

3.2 Movimento Browniano

O movimento browniano tem sido observado desde 1785, com os relatos sobre carvão

pulverizado em uma superfície de álcool pelo físico holandês Jan Ingenhauz. No entanto, seu
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detalhamento foi realizado primeiramente pelo botânico escocês Robert Brown, em junho de

1827. Brown investigou grãos de pólen suspensos em água de uma espécie de planta denomi-

nada Clarkia Pulchella. Embora o sistema tivesse meios para atingir o equilíbrio, ele observou

que esses grãos (partículas) descreviam �movimentos rápidos e oscilatórios� independentes de

quaisquer reações no �uido que os contêm, assim como do movimento interno que, suposta-

mente, acompanharia a evaporação. No entanto, segundo Brown, esse movimento seria "de-

pendente das próprias partículas"[29], estabelecendo assim o conceito de "molécula primitiva"

da matéria viva. Contudo, a teoria de Brown [29][30] não descrevia efetivamente o movimento

então denominado browniano.

O primeiro a expressar uma noção próxima à teoria do movimento browniano moderna

foi Christian Wiener, em 1863, concluindo que a origem do movimento não poderia estar nem

nas forças entre as partículas, nem nas diferenças de temperatura do �uido e nem na evapo-

ração. Em 1865, Cantoni e Oehl, durante um ano de observação, veri�caram que o movimento

das partículas em meio a �uido selado entre placas de vidro permanecia inalterado. Um pouco

depois, Caronelle atentou que os movimentos internos são devidos ao calor do �uido circun-

dante, além das colisões entre as moléculas do �uido e as partículas. No entanto, resultados

experimentais e argumentos que apoiavam a teoria cinética foram feitos por Louis Gouy, em

1889, que predizia que: o movimento era muito irregular, composto por translações e rotações e

a trajetória parecia não ter tangente; duas partículas aparentam se mover independentemente,

sempre quando elas se aproximam uma da outra dentro de uma distâcia menor que a de seus

diâmetros; o movimento é mais ativo quanto menores forem as partículas; a composição e a

densidade das partículas não têm efeito; o movimento é mais ativo quanto menor for a viscosi-

dade do �uido; o movimento é mais ativo quanto maior for a temperatura e o movimento nunca

cessa [31]. Efetivamente, esses resultados não estão em con�ito com a teoria cinética moderna.
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Em 1900, entretanto, Louis Bachelier desenvolveu precisamente toda a teoria do movimento

browniano, porém aplicada à teoria de especulações no mercado �nanceiro [32]. Aplicada à

partículas em meio viscoso (movimento browniano propriamente dito), a teoria surgiu de forma

mais clara e precisa com os trabalhos de Einstein-Sutherland [2][3], que passamos discutir neste

momento.

Willian Sutherland [3], em 1904, desenvolveu uma fórmula para calcular a massa

molecular a partir dos dados de difusão. Para tanto, obteve uma expressão tal que a velocidade

de difusão de uma substância através de um líquido variasse inversamente com o raio a de sua

molécula e inversamente com a viscosidade do líquido. Aqui, no entanto, vamos nos ater somente

ao tratamento da difusão dado por Sutherland. A princípio, ele considerou uma molécula de

um soluto movendo-se com velocidade v paralela a um suposto eixo-x através de uma solução

diluída de viscosidade �. Seja F a resistência dada ao movimento da partícula nesse �uido, que

é expressa pela fórmula de Stokes

F = 6�v�a
1 + 2�= (�a)

1 + 3�= (�a)
, (3.1)

onde � é o coe�ciente de atrito dinâmico. Então, obtém-se o coe�ciente de difusão para N

moléculas (no estado de equilíbrio)

D =
RT

6��aNA

1 + 3�= (�a)

1 + 2�= (�a)
, (3.2)

onde NA é o número de Avogadro. Este resultado foi por ele obtido fazendo a igualdade entre

(3.1) e a variação da pressão osmótica do soluto, dada por dp=dx = RTdc (x) =dx; com c (x)

sendo a concentração de soluto em x, R a constante dos gases e T a temperatura.

Albert Einstein, entretanto, desenvolveu uma fundamentação teórica e uma formu-

lação quantitativa precisa ao então movimento browniano de acordo com a teoria cinético-

molecular de calor [2]. Seus argumentos podem ser divididos em dois. O primeiro é essencial-
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mente matemático. Desta forma, Einstein obtém a equação de difusão (a seguir) a partir de

uma dedução probabilística, calculando a distribuição das partículas em um instante t + �� a

partir de uma distribuição no tempo t; onde �� é um intervalo de tempo muito pequeno quando

comparado ao intervalo de tempo de observação,

@�

@t
= D

@2

@x2
�, (3.3)

com D sendo uma constante positiva, denominada constante de difusão. Aqui � = � (x; t) é

a densidade de probabilidade para que uma partícula browniana esteja em uma posição x em

um instante t. Note que a equação de difusão obtida por Einstein corresponde exatamente à

equação (2.12). Esta equação é freqüentemente utilizada a �m de obter uma primeira suposição

dos coe�cientes de transporte de sistemas mais complicados.

Supondo que as partículas estejam inicialmente na origem, tais que � (x; 0) = � (x),

obtém-se

� (x; t) =
1

(4�Dt)1=2
exp

 
� jxj

2

4Dt

!
, (3.4)

no espaço unidimensional, onde jxj é a distância euclidiana x da origem, (3.4) satisfaz (3.3).

A segunda parte dos argumentos é física, de modo a relacionar D a outras quantidades

físicas. Supondo muitas partículas brownianas suspensas em um �uido, in�uenciadas por uma

força externa K e em equilíbrio dinâmico (K pode ser, p.ex., gravitacional, mas o argumento

utilizado considera K sendo uma força inteiramente virtual). Então, Einstein demonstra que

K é balanceada pelas forças inerentes à pressão osmótica da suspensão (suposição utilizada por

Sutherland). Assim,

K =
kBT

%

@%

@t
, (3.5)

onde % é o número de partículas por unidade de volume, T é a temperatura absoluta e kB é

a constante de Boltzmann. Além disso, % é uma função de x tal que a variação da energia
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livre desaparece para um deslocamento virtual arbitrário �x da substância suspensa, ou seja,

�F = �E�T�S = 0; que são as mesmas considerações aplicadas ao gás de moléculas em teoria

cinética. Observe que a força devido à pressão osmótica utilizada tanto por Einstein quanto por

Sutherland são as mesmas, quando tomadas para N partículas. Porém, Einstein a demonstra

com rigor, enquanto que Sutherland apenas faz uso da mesma, assim como a fórmula de Stokes.

Note ainda que �ao moverem-se pelo �uido �as partículas sofrem resistências devido à

fricção, enquanto a forçaK imprime a cada partícula uma velocidade da formaK= (m
), onde 


é uma constante com dimensões de freqüência e m é a massa da partícula. Ou ainda, %K= (m
)

partículas são transportadas por unidade de área por unidade de tempo. Caso somente a

difusão esteja atuando, Einstein mostra que % pode ser considerada como uma densidade de

probabilidade, satisfazendo a equação de difusão (3.3),

@%

@t
= D

@2%

@x2
,

tal que �D@%=@x partículas transponham uma unidade de área por unidade de tempo devido

à difusão. Então, Einstein supõe o caso limite com �� ! 0, obtendo

%K

m

= D

@2%

@x2
.

Substituindo (3.5) nesta equação, chega-se à fórmula de Einstein para difusão:

D =
kBT

m

. (3.6)

Considerando a relação de fricção de Stokes,m
 = 6��a, temos queD = kBT= (6��a).

Note que, fazendo �!1 em (3.2) obtêm-se o mesmo resultado.

Com t� ��, ou seja, quando o sistema encontrar-se em equilíbrio térmico, a constante

de difusão pode ser calculada, ou medida, em termos do deslocamento quadrático médio,

lim
t!1



x2
�
= 2Dt, (3.7)
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com


x2
�
sendo a média estatística de x2 sobre o ensemble.

Os argumentos de Einstein não criaram uma teoria dinâmica do movimento browniano;

seus argumentos apenas determinaram a natureza do movimento e o valor da constante de

difusão com base em algumas considerações, assim como a descoberta de Sutherland �de certa

forma. Porém, não podemos dizer quem obteve primeiro a relação de difusão, dado que o

trabalho de Einstein vem de uma série de trabalhos organizados desde 1902 para a obtenção

de seu doutorado em 1905. Contudo, o trabalho proposto por Einstein é mais preciso, além de

ser mais geral.

Smoluchowski [33], independentemente de Einstein, atentou para uma teoria dinâmica

e chegou a (3.6) com um fator de 32=27 do lado direito. Ornstein e Uhlenbeck [34]-[37] obtêm a

relação de difusão de Einstein com um fator de 64=27. Já Paul Langevin [38], em 1908, obtém

a mesma relação que Einstein.

As análises desenvolvidas por Langevin sobre o formalismo do movimento browniano

foram mais gerais e corretas, quando comparadas às de Einstein. Em particular, Langevin

introduziu uma força estocástica (por ele nomeada como sendo uma �força complementar�) des-

crevendo as partículas brownianas em um espaço de velocidades, como no processo de Ornstein-

Uhlenbeck, e suas posições como sendo a integral temporal de suas velocidades; enquanto nos

trabalhos de Einstein havia referência apenas ao espaço de con�gurações. Langevin foi ainda

um dos fundadores da teoria de equações diferenciais estocásticas.

3.3 Equação de Langevin e o Teorema de Flutuação-Dissipação

Nesta seção faremos uma abordagem histórica da dinâmica do movimento browni-

ano através da equação de Langevin normal, obtida pelo próprio Langevin. Deste modo,
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apresentaremos as condições utilizadas no desenvolvimento de sua teoria e demonstraremos

a primeira versão para o teorema de �utuação-dissipação. Mais tarde (capítulo 4) trataremos

de condições mais gerais, as quais serão utilizadas no desenvolvimento dos principais resultados

desta dissertação.

A equação de Langevin normal é convencionalmente escrita na forma

m
dv (t)

dt
= �m
v (t) + f (t) , (3.8)

que corresponde à equação de movimento para uma dada partícula de massa m, sujeita a

uma força viscosa proporcional à velocidade v (t) (primeiro termo do lado direito � ligado à

dissipação) e à força de caráter aleatório no tempo (segundo termo �ligado à �utuação), que

tem origem no impacto com as partículas do �uido, no qual está submersa. De fato, esta

equação é de central importância na teoria do movimento browniano.

Todavia, a força estocástica f (t) usualmente assume as seguintes condições e pro-

priedades:

(a) O ruído f (t) é gaussiano e estacionário, com hf (t)i = 0.

(b) Como f (t) e f (0) são independentes, há uma correlação temporal in�nitamente

pequena tal que sua função de correlação seja

hf (t) f (0)i = �� (t) ,

(c) O movimento da partícula browniana é devido às �utuações do banho em equilíbrio

térmico no qual está se movendo e hv (0) f (t)i = 0.

Destas propriedades o sistema browniano é caracterizado por ruído (inerente à �u-

tuação) conhecido como ruído branco, pois, não havendo correlação das forças aleatórias, a

transformada de Fourier, dada porZ
ei!t hf (t) f (0)i dt = �
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é independente da freqüência !.

Considerando que o ensemble do �uido esteja em equilíbrio e que cada amostra con-

tenha uma cópia da partícula browniana com velocidade inicial v (0). Para cada sistema simples

a velocidade em t > 0, resolvendo (3.8), é dada por

v (t) = v (0) e�
t +
e�
t

m

Z t

0
e
t

0
f
�
t0
�
dt0. (3.9)

Multiplicando (3.9) por v (0), tomando a média sobre o ensemble e fazendo uso de (c), segue

que a função de correlação da velocidade, como em (2.15), será

Cv (t) = hv (0) v (t)i =


v2 (0)

�
exp (�
t) .

Note que Cv (t!1) = 0. Este resultado implica que, após um tempo longo o su�ciente

(t � 1=
), o sistema irá perder a "lembrança"de suas condições iniciais. Tal propriedade está

relacionada à condição de mixing (ver seção 3.4). Além disso, o teorema de Doob [39] garante

que um processo gaussiano é markoviano se, e somente se, sua função de correlação temporal é

uma função exponencial. De fato, propriedade (a) implica que v (t) seja um processo gaussiano

estacionário. Portanto, v (t) é um processo gaussiano-markoviano.

Agora, elevando (3.9) ao quadrado e tomando a média sobre o ensemble, levando em

conta (b), segue que



v2 (t)

�
=



v2 (0)

�
e�2
t +

e�2
t

m2

Z t

0

Z t

0
e
(t

0+t00)


f
�
t0
�
f
�
t00
��
dt00dt0

=


v2 (0)

�
e�2
t +

�

2
m2

�
1� e�2
t

�
.

Até o momento desconhecemos o valor da constante �, de modo que podemos identi�-

cá-lo quando atermos ao fato de que, para t � 1=
 � ��; toda informação sobre a velocidade

inicial média terá desaperecido (basta aplicar a média sobre o ensemble em (3.9) e em seguida
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tomar o limite t!1) e a velocidade quadrática média no equilíbrio térmico, devido ao teorema

de equipartição da energia, será



v2 (t!1)

�
=

�

2
m2
=
kBT

m
.

A função distribuição de probabilidade, P (v; t), no espaço de velocidades deve satis-

fazer a equação de Fokker-Planck (2.10),

@

@t
P (v; t) =

@

@v

�

v +

Dv
2

@

@v

�
P (v; t) , (3.10)

que é a equação de difusão com o termo de fricção dinâmica no espaço de velocidades, onde Dv

a constante de difusão nesse espaço. De modo geral, Dv está relacionado ao ruído de acordo

com a equação

Dv = m
�2
Z 1

0
hf (t) f (0)i dt = m�2�.

Como a v (t) é um processo gaussiano, a solução estacionária da solução da equação

de Fokker-Planck (3.10) deve ser uma função de distribuição do tipo:

P (v) =

�
m

2�kBT

� 1
2

exp

�
� mv2

2kBT

�
.

Substituindo esta em (3.10) temos que

Dv =
2kBT

m

 =

�

m2

e


 =
1

2mkBT

Z 1

0
hf (t) f (0)i dt.

Note que a constante de fricção está conseqüentemente relacionada à dependência tem-

poral da força aleatória no sistema em equilíbrio. Assim, sendo ela responsável pela dissipação

de energia enquanto a força �utuante f (t) introduz energia no sistema. Deste modo

hf (t) f (0)i = 2m
kBT� (t) (3.11)
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consiste em um balanceamento (balanceamento detalhado) de modo a manter �xa a energia

cinética, p.ex., de um �uido em contato com o reservatório térmico. Esta é uma primeira versão

para o Teorema de Flutuação-Dissipação.
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Capítulo 4

Aspectos Gerais do Movimento

Browniano

4.1 Introdução

Os trabalhos de Einstein [2] e Langevin [38] sobre o movimento browniano forneceram

os principais fundamentos às aproximações de processos estocásticos. Seus estudos, entretanto,

são baseados em uma estrutura de random walk e são válidos apenas para processos markovianos

desprovidos de memória de longo alcance, como veremos mais adiante.

Contudo, muitos processos naturais não possuem as propriedades markovianas e apre-

sentam uma difusão anômala. Deste modo, a posição quadrática média de um certo sistema

evolui com uma lei de potências com expoente fracionário, além do unitário (difusão normal).

Para descrevermos e caracterizarmos os primeiros princípios da dinâmica estatística

não linear de um sistema microscópico é necessário estudarmos a metodologia não-markoviana.

Com isso apresentaremos neste capítulo a equação de Langevin generalizada (que denotaremos

por ELG), que amplia o campo de atuação para processos não-gaussianos e não-markovianos
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com ruídos correlacionados (i.e., ruídos coloridos).

A partir da ELG, levando em conta algumas considerações, demonstraremos o teorema

de �utuação-dissipação generalizado (que denotaremos por TFD).

Finalmente, faremos uma breve discussão sobre os regimes difusivos não-lineares exis-

tentes na natureza, dentre eles o regime superdifusivo balístico, e os relacionaremos à correlação

de velocidades e à função memória.

4.2 Equação de Langevin e o Teorema de Flutuação-Dissipação

Generalizados

As funções de correlação dependentes do tempo são imprescindíveis ao entendimento

de como um sistema responde às tentativas de uma aproximação linear. Porém, como podemos

representar um sistema cujas respostas se dêem de forma não linear, ou seja, de forma que o

sistema evolua com o tempo elevado a um expoente fracionário qualquer?

Para descrever um sistema físico mais complexo é necessário considerar os seguintes

aspectos:

(a) f (t) podendo ser não-gaussiano.

(b) f (t) podendo ter uma correlação temporal �nita.

(c) A contante de fricção podendo ser dependente da freqüência.

Neste caso o Teorema de Flutuação-Dissipação (TFD) passaria a ser escrito como

hf (t) f (t0)i = mkBT� (t� t0) assumindo uma forma mais geral, tal que os estudos de proces-

sos de interações não instantâneas entre as partículas possam ser desenvolvidos. Poderíamos

estudar também os sistemas não-markovianos, i.e., em que os eventos aleatórios, com relação

temporal discretizada, em um instante t sejam in�uenciados por eventos precedentes em um
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tempo t0 qualquer. Desta forma, o ruído em um dado instante t estará correlacionado com o

ruído em outro momento t0 e as informações da evolução do sistema �carão armazenadas em

uma função memória que in�uencia o movimento das partículas em um instante t qualquer.

Para associar a função memória à equação de Langevin a mecânica estatística dispõe

de diversas formulações, no entanto, com reduzidos números de soluções exatas. O forma-

lismo de Mori [40] é um exemplo bem sucedido onde as proposições acima são empregadas,

entrentanto, esse formalismo é assaz complicado. Outra derivação, porém mais acessível, é a

de Lee [42][43], que faz uso de um método de relações de recorrência, obtendo a Equação de

Langevin Generalizada (ELG) no caso unidimensional.

Neste trabalho faremos uso da variável estocástica A, que eventualmente estará asso-

ciado a mv (t). Assim, apresentamos a ELG como sendo

d

dt
A (t) = �

Z t

0
�
�
t� t0

�
A
�
t0
�
dt0 + f (t) , (4.1)

onde f (t) é a força estocástica que satisfaz as seguintes condições:

hf (t)i = 0 (i)

hA (0) f (t)i = 0 (ii)

e � (t) é o coe�ciente de fricção dependente do tempo. Note que a dissipação agora é represen-

tada por um núcleo (kernel), ou seja, 
A passa a ser escrito como
R t
0 � (t� t

0)A (t0) dt0. Esse

núcleo é conhecido como função memória.

Multiplicando a ELG por A (0) e tomando a média sobre o ensemble em equilíbrio,

chegamos a

d

dt
hA (0)A (t)i = �

Z t

0
�
�
t� t0

� 

A (0)A

�
t0
��
dt0 + hA (0) f (t)i , (4.2)
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onde o último termo é igual a zero devido a (ii). Esta é uma equação para a função de correlação

de A, CA (t) = hA (0)A (t)i, e pode ser resolvida pela transformada de Laplace em relação a t,

~CA (z) =
CA (0)

z + ~� (z)
=



A2 (0)

�
z + ~� (z)

, (4.3)

onde ~CA (z) e ~� (z) são, respectivamente, a transformada de Laplace de CA (t) e � (t). Podemos

mostrar que a função memória é relacionada à função correlação da força aleatória de acordo

com a equação

� (t) =
hf (0) f (t)i
hA2 (0)i . (4.4)

Kubo [41] chama essa relação de segundo teorema de �utuação-dissipação. Para provar isso

basta ver que a ELG pode ser escrita como

f (t) = _A (t) +

Z t

0
�
�
t� t0

�
A
�
t0
�
dt0. (4.5)

onde _A (t) � dA (t) =dt. Conseqüentemente,

f (0) = _A (0) .

Multiplicando este resultado por (4.5) e tirando a média, segue diretamente que a função

correlação da força aleatória, Cf (t� t0) = hf (t) f (t0)i com t0 = 0, é

Cf (t) =
D
_A (0) _A (t)

E
+

Z t

0
�
�
t+ t0

� D
_A (0)A

�
t0
�E
dt0. (4.6)

Observe que as seguintes propriedade da funções que aparecem nesta equação:

D
_A (0) _A (t)

E
=


[iLA (t)] eiLt [iLA (t)]

�
= � d

2

dt2
hA (0)A (t)i (4.7)

e D
_A (0)A (t)

E
=


[iLA (t)] eiLtA (t)

�
= � d

dt
hA (0)A (t)i , (4.8)

onde L é o operador de Liouville.
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Substituindo (4.7) e (4.8) e, em seguida, tomando a transformada de Laplace da

equação (4.6),

~Cf (z) = �
h
z2 ~CA (z)� z



A2 (0)

�i
� ~� (z)

h
z ~CA (z)�



A2 (0)

�i
= �

h
z + ~� (z)

i h
z ~CA (z)�



A2 (0)

�i
onde ~Cf (z) é a transformada de Laplace de Cf (t). Substituindo (4.3) nesta, vem que

~Cf (z) =
h
z + ~� (z)

i ~� (z)h
z + ~� (z)

i 
A2 (0)� ,
tal que

~� (z) =
~Cf (z)

CA (0)

) Cf
�
t� t0

�
= CA (0) �

�
t� t0

�
. (4.9)

Observe que as médias são realizadas sobre um ensemble em equilíbrio. Desta forma,

CA (0) =


A2
�
eq
= lim
t!1



A2 (t)

�
, (4.10)

tal que podemos associar este resultado ao teorema de equipartição da energia. De maneira

mais usual, podemos considerar


A2 (t)

�
como sendo calculado em um tempo muito maior que

o período médio para o equilíbrio do sistema. Portanto,

Cf
�
t� t0

�
= mkBT�

�
t� t0

�
. (4.11)

Eis aqui o TFD escrito na forma mais usual e que vamos utilizar neste trabalho.

Na teoria de Langevin, a função memória é proporcional à função de correlação tem-

poral da força aleatória. Se a função de correlação da força aleatória tem um comportamento

tipo função delta, por consegüinte, � (t) também o terá (mais precisamente � (t) = 2
� (t)) e

daí obtém-se o resultado da teoria de Langevin normal, como vimos no capítulo anterior.
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4.3 Difusão e Regimes Difusivos

A relação obtida por Sutherland e Einstein, equação (3.6), prediz apenas um dado

tipo de difusão tal que a média da posição quadrática evolui com o tempo, quando tomadas

no equilíbrio térmodinâmico. Neste caso estamos assumindo que o tempo t de evolução no

equilíbrio termodinâmico seja t� ��, onde �� é o tempo de relaxação �que é o tempo médio

para que o sistema atinja esse equilíbrio. Essa relação pode ser representado por limt!1


x2
�
�

t, que é a chamada difusão normal.

Entretanto outros regimes difusivos foram demonstrados, sendo que seus comporta-

mentos não se manifestam de modo linear [5]-[7], como ocorre na difusão normal. Essas difusões

são denominadas difusões anômalas e podemos classi�cá-las como: subdifusão e superdifusão.

Podemos ainda expressar esses regimes difusivos como

lim
t!1



x2 (t)

�
� t�, (4.12)

onde � é o expoente de difusão, tal que8>>>>>><>>>>>>:

� < 1 , Subdifusão.

� = 1 , Difusão Normal.

� > 1 , Superdifusão.

Por de�nição � > 0, pois �em caso contrário �estaríamos tratando de processos de contração

que gerariam um colapso em um ponto de singularidade, para t!1.

Daí surgem dois aspectos importantes a serem avaliados: a relação entre os regimes

difusivos e a correlação da velocidade e a relação entre os regimes difusivos e a função memória.

Essas seções tomam por base os trabalhos de Costa [9] e Morgado [13].
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4.3.1 Regimes Difusivos e a Correlação da Velocidade

Seja a função x (t) que relaciona a posição de uma dada partícula em um intante t,

tal que sua posição a partir da origem possa ser determinada por

x (t) =

Z t

0
v
�
t0
�
dt0.

Multiplicando x (t) por sua derivada temporal, _x (t), e seguidamente tomando a média sobre o

ensemble, temos que

h _x (t)x (t)i =
Z t

0



v (t) v

�
t0
��
dt0.

A equação acima é válida para qualquer tempo tal que, tirando o limite para t!1,

lim
t!1

1

2

d

dt



x2 (t)

�
=

Z 1

0
Cv
�
t� t0

�
dt0 =

Z 1

0
Cv (t) dt. (4.13)

O terceiro termo é obtido fazendo uma mudança de variável e Cv (t) equivale à função correlação

da velocidade, conforme vimos na seção 2.3. Agora, substituindo a derivada temporal de (4.12)

em (4.13), chegamos a

Z 1

0
Cv (t) dt =

8>>>>>><>>>>>>:

0 , Subdifusão (� < 1) .

cte , Difusão Normal (� = 1) .

1 , Superdifusão (� > 1) .

(4.14)

Assim, obtemos a relação de Kubo [41] para a constante de difusão,

D =

Z 1

0
Cv (t) dt, (4.15)

onde D é a constante de difusão generalizada que assume os valores de (4.14).

4.3.2 Regimes Difusivos e a Função Memória

Reescrevendo a equação (4.2),

_CA (t) = �
Z t

0
�
�
t� t0

�
CA
�
t0
�
dt0,
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com hA (0) f (t)i = 0 e _CA (t) = d hA (0)A (t)i =dt . Então, tomando a transformada de Laplace

da equação acima, vem que

~CA (z) =
CA (0)

z + ~� (z)
= CA (0) ~R (z) , (4.16)

ou então, para A (t) = mv (t),

~Cv (z) =
Cv (0)

z + ~� (z)
. (4.17)

Ressaltamos que nesta dissertação estaremos fazendo amplo uso de ~R (z) = 1=
h
z + ~� (z)

i
e sua

transformada inversa, R (t).

Agora, pela de�nição da transformada de Laplace,

~CA (0) = lim
z!0

~CA (z) =

Z 1

0
CA (t) dt.

Ou, novamente com A (t) = mv (t),

~Cv (0) = lim
z!0

~Cv (z) =

Z 1

0
Cv (t) dt.

Nesta última expressão, substituindo (4.15) e a relação de correlação no espaço de Laplace para

a velocidade (4.17), chegamos a

D = lim
z!0

Cv (0)

z + ~� (z)
=
Cv (0)
~� (0)

. (4.18)

Com isso, podemos relacionar ~� (0) com o tipo de difusão sofrido por um dado sistema.

Comparando (4.12) a (4.14), vê-se que

~� (0) =

8>>>>>><>>>>>>:

1 , Subdifusão.

cte 6= 0 , Difusão Normal.

0 , Superdifusão.

(4.19)

Portanto, conhecendo a função memória podemos predizer em qual regime difusivo

um sistema se encontra. Este resultado, obtido por Morgado [13], demonstra a independência
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no processo de tipi�cação dos fenômenos difusivos com as correlações de longo alcance [44],

podendo existir sistemas altamente correlacionados possuindo difusão normal, desde que a

integral da função memória em todo o tempo convirja para um valor não nulo.

4.3.3 Classes dos Sistemas Superdifusivos

Nesta subseção vamos classi�car os sistemas superdifusivos (� > 1). Estabeleceremos

assim os limites para a difusão balística.

Das expressões (4.12), (4.13) e (4.15) obtemos

D � t��1, (4.20)

lembrando que o limite de t!1 no caso de (4.12) deve ser entedido como um tempo t muito

maior que o tempo de relaxação ��, necessário à obtenção do equilíbrio termodinâmico.

Utilizando a relação entre D e a função memória (4.18), tal que

D = lim
z!0

Cv (0)
~� (z)

= lim
t!1

Cv (0)R t
0 � (t

0) dt0
,

e fazendo uso de (4.20), chegamos a

lim
t!1

1R t
0 � (t

0) dt0
� t��1.

Observe que os limites t ! 1 e z ! 0 na transformada de Laplace estão conectados e não

devem ser vistos separadamente. Deste modo, invertendo a equação acima e fazendo t = 1=z,

obtemos

lim
z!0

~� (z) � z� , (4.21)

onde

� = � + 1. (4.22)
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Esta expressão permite uma classi�cação direta da difusão a partir da memória [16]. Este

resultado é de fundamental importância e vem sendo usado na literatura em diversas situações

como, p.ex., motores moleculares [45], processos de crescimento [46], entre outros [47]-[49].

Como exemplo desse processo, considere que � (t) = 2
� (t), então a sua transformada

de Laplace será ~� (z) = 
. Neste caso, a partir da expressão (4.21), temos que � = 0 (� = 1),

que obviamente é a difusão normal �como já esperávamos.

Agora, supondo que � (t) = k, com k constante, e substituindo este resultado na ELG

(4.1) obteremos

�
Z t

0
kv
�
t0
�
dt0 = �kx (t) ,

tornando-se a equação de um oscilador harmônico que não apresenta difusão. De outra forma,

a partir do teorema do valor �nal da transformada de Laplace, temos que limz!0 ~� (z) = kz�1.

Daí vem que � = �1 e, conseqüentemente, � = 0. Ou seja,


x2 (t)

�
não evolui como uma lei de

potência. A difusão pode ser do tipo ln t.

Dando prosseguimento, podemos escreverR (t) a partir de sua transformada de Laplace,

que aparece em (4.16),

R (t) =
CA (t)

CA (0)
.

Este resultado é muito signi�cativo devido à condição de mixing, determinando a conexão entre

as propriedades dinâmicas com as condições iniciais do sistema devido à variável estocástica A.

Então, tomando o limite de R (t) para t!1, obtemos

lim
t!1

R (t) = lim
z!0

z ~R (z) = lim
z!0

z

z + ~� (z)
, (4.23)

sendo que aqui lançamos mão do teorema do valor �nal da transformada de Laplace. Entretanto,

para o regime superdifusivo (onde � > 0), note que ~� (0) = 0 (que pode ser obtido de (4.21)

tomando z ! 0). Conseqüentemente, isso implica em uma indeterminação na expressão (4.23).
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Nesse caso, aplicando a regra de L�Hospital, obtemos que

lim
t!1

R (t) =
1

1 +
�
@
@z
~� (z)

�
z=0

. (4.24)

Podemos agora tomar a derivada em relação a z de (4.21), obtendo

lim
z!0

@

@z
~� (z) = bz��1, (4.25)

onde b é uma constante de proporcionalidade. Costa [9][10] classi�ca a superdifusão em:

(1) SUPERDIFUSÃO LENTA, onde � � 1 < 0) 0 < � < 1, tal que

lim
z!0

@~� (z)

@z
=1,

implicando em um regime tal que R (t!1) = 0, i.e., no equilíbrio o sistema estará desvin-

culado de suas condições iniciais inerentes a A. Observe que a condição de mixing também é

assegurada nos regimes subdifusivo e de difusão normal; basta utilizar ~� (z ! 0) de (4.19) em

(4.23).

(2) SUPERDIFUSÃO RÁPIDA OU BALÍSTICA, onde � = 1, tal que

lim
z!0

@~� (z)

@z
= b. (4.26)

Note ainda que, para o regime balístico, limt!1R (t) 6= 0. Isso representa a violação da

condição de mixing, que discutiremos a seguir. Doravante, é sobre este regime que daremos

maior apreço neste trabalho, dada a importância que tem adquirido nos últimos anos.

Para valores � � 1 o processo de relaxação pode ser muito lento. Além disso, o valor

máximo assumido por � é 1 [50].
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Capítulo 5

Transporte Balístico da Matéria

5.1 Introdução

Sabemos que a difusão é um dos mecanismos mais fundamentais para o transporte

de energia, massa e informação, ou seja, a difusão é um dos principais processos para que um

sistema alcance uniformidade e equilíbrio. É importante observar que, na maioria das vezes, os

sistemas não encontram-se em um regime de equilíbrio. P.ex., é comum iniciarmos a descrição

de um certo sistema admitindo uma densidade de estados do tipo � (x; t = 0) = � (x), ou

seja, colocando todas as partículas que realizaram o movimento browniano na origem. Então,

esperamos que, depois de um tempo in�nito, a densidade torne-se constante. O mesmo pode

ser dito da velocidade, que pode iniciar o movimento com um conjunto de partículas cada qual

com velocidade vi (0), com i = 1; 2; : : : ; n, de modo que


v2 (0)

�
seja diferente de kBT=m e

hv (0)i diferente de zero. De fato, é esperado que �devido ao balanceamento detalhado (TFD)

�depois de um longo tempo,


v2 (t)

�
= kBT=m e hv (t)i = 0. Neste capítulo veremos que isto

não ocorre para os condutores balísticos. Deste modo, a motivação para este trabalho se dá

pela possibilidade de obter resultados analíticos para estes sistemas.
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Estando o transporte balístico na fronteira entre os processos estocásticos descritos

pela ELG e outros processos assim como processos hidrodinâmicos (� > 2) [19], a necessidade

de descrevê-lo se deve principalmente à evolução da nanociência que, cada vez mais, vem se

utilizando de dispositivos caracterizados por esse tipo de transporte. A exemplo disto vê-se

os estudos sobre: motores moleculares [45][51], que �neste caso �se assemelha ao mecanismo

de um dispositivo tipo escapo, observado em relógios, e que é obtido sujeitando uma partícula

clássica a um potencial unidimensional composto de dois componentes espacialmente periódicos

e idênticos, sendo que um deles é externamente dirigido por uma força aleatória; neurociência

[52], onde o transporte balístico é utilizado no processo de monitoramento da atividade den-

drítica e da estrutura da retina; �os quânticos [53] e nanotubos de carbono [54], de modo que a

estrutura residual e/ou a desordem química, presentes na composição desses dispositivos, não

afetam o movimento balístico das partículas (elétrons). Neste último caso, foi demonstrado que

a propagação de elétrons em nanotubos de carbono é caracterizada por um regime balístico,

largamente livre de dispersão, sobre distâncias de milhares de átomos [55]. Simultaneamente,

Liang et al. [56] criaram um dispositivo que conta com esse efeito em suas operações, de modo

a comprovar o transporte balístico através de nanotubos de carbono metálico.

Assim, o desenvolvimento do conhecimento das propriedades estatísticas sobre o trans-

porte de partículas em regime superdifusivo balístico tornou-se de fundamental importância.

A exemplo disto vê-se ainda o estudo de ruídos eletrônicos em sistemas de baixa dimensiona-

lidade e, em particular, condutores mesoscópicos, que na presença de interações coulombianas

de longo alcance, inclui-se em um regime balístico através do �uxo de elétrons injetados com

uma distribuição de Poisson [57].

Neste capítulo atingimos o objetivo principal desta dissertação, primeiramente, iremos

apresentar os principais resultados até então obtidos [10][19], tais como a violação de mixing,
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ergodicidade e TFD, que in�uenciam o prosseguimento deste trabalho. Feito isto, demons-

traremos que os sistemas balísticos preservam a segunda lei da termodinâmica e, �nalmente

sob quais condições as distribuições de velocidades não-gaussianizam.

5.2 Violação de Mixing, Ergodicidade e Teorema de Flutuação-

Dissipação

Vimos na demostração do TDF (seção 4.2) a necessidade de veri�car qual é o valor

para limt!1


A2 (t)

�
. Naquela ocasião, associamos essa grandeza ao teorema da equipartição

da energia e, assim, demonstramos o referido teorema. Agora, faremos alusão ao cálculo da

evolução temporal para a velocidade quadrática média desenvolvido por Costa [9][10] e, por

consegüinte, faremos a conexão com a hipótese de mixing e ergodicidade.

A partir da transformada de Laplace da ELG, fazendo uso de ~R (z), que foi de�nido

anteriormente como

~R (z) =
1

z + ~� (z)
, (5.1)

e em seguida aplicando a transformada de Laplace inversa, obtêm-se

A (t) = A (0)R (t) +

Z t

0
f
�
t0
�
R
�
t� t0

�
dt0. (5.2)

Desta forma, se obtivermos a solução analítica para a transformada de Laplace inversa

de (5.1) imediatamente obtemos a solução analítica para ELG e, por consegüinte, estaríamos

aptos a estudar a dinâmica dos fenômenos não-markovianos em qualquer instante t.

Elevando ao quadrado ambos os lados de (5.2) e, em seguida, calculando a média sobre

o ensemble, chegamos a



A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +

Z t

0

Z t

0
Cf
�
t0 � t00

�
R
�
t0
�
R
�
t00
�
dt0dt00, (5.3)
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lembrando que Cf (t0 � t00) consiste na correlação das forças estocásticas e que hA (0) f (t)i é

igual a zero (condição (ii) da seção 4.2). Assim, substitituindo o resultado (4.4), com (4.5), em

(5.3), 

A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +



A2
�
eq

Z t

0

Z t

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t0
�
R
�
t00
�
dt0dt00. (5.4)

Em virtude deste resultado ser geral e fundamental para as demais seções, iremos resolver a

integral dupla que aparece em (5.4). Colocando em evidência os termos a serem integrados em

dt00, Z t

0

Z t

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t0
�
R
�
t00
�
dt0dt00 =

Z t

0
R
�
t0
� �Z t

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t00
�
dt00
�
dt0,

podemos reescrever este resultado como sendo

Z t

0
R
�
t0
� "Z t0

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t00
�
dt00

#
dt0 +

Z t

0
R
�
t0
� �Z t

t0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t00
�
dt00
�
dt0. (5.5)

Agora, invertendo a ordem de integração do último termo, i.e.,

Z t

0
R
�
t0
� �Z t

t0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t00
�
dt00
�
dt0 =

Z t

0
R
�
t00
� "Z t00

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t0
�
dt0

#
dt00.

Sendo a memória uma função par, é fácil ver que os dois termos de (5.5) são idênticos. Então,

Z t

0

Z t

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t0
�
R
�
t00
�
dt0dt00 = 2

Z t

0
R
�
t0
� "Z t0

0
�
�
t0 � t00

�
R
�
t00
�
dt00

#
dt0. (5.6)

Da propriedade de derivação da transformada de Laplace, podemos reescrever (5.1)

como sendo

e_R (z) = � ~R (z) ~� (z) ,
visto que, do resultado da transformada inversa de Laplace de (4.3), obtém-se facilmente que

R (0) = 1. Então, segue do teorema da convolução que

Z t

0
�
�
t� t0

�
R
�
t0
�
dt0 = � _R (t) . (5.7)
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Assim, substituindo esta equação em (5.6), e esse resultado em (5.4),



A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t)� 2



A2
�
eq

Z t

0

1

2

dR2 (t0)

dt0
dt0.

Finalmente, lembrado que R (0) = 1,



A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
. (5.8)

Este resultado é deveras signi�cativo, pois a partir dele podemos melhor avaliar a evolução

temporal da velocidade quadrática média.

Como já discutimos no segundo capítulo, para que o sistema atinja o equilíbrio ter-

modinâmico, tomamos o limite para t!1 da equação (5.8)

lim
t!1



A2 (t)

�
=


A2
�
eq
+
h
lim
t!1

R (t)
i2 h


A2 (0)
�
�


A2
�
eq

i
(5.9)

Para que (4.10) seja satisfeita devemos ter que a condição de mixing também seja, i.e.,

lim
t!1

R (t) = 0.

No caso balístico, a partir de (4.26),

lim
t!1

R (t) = � 6= 0, (5.10)

com � sendo uma constante �nita, há a violação da condição de mixing.

Portanto, supondo inicialmente o sistema fora do equilíbrio, i.e.,


A2 (0)

�
6=


A2
�
eq
,

a partir de (5.9) e (5.10), vê-se que a média de A2 (t), no limite termodinâmico (t! �1), é

diferente da da média sobre o ensemble no equilíbrio. Conseqüentemente, a hipótese ergódica

(2.18) é violada, ou seja, para uma dada energia, uma distribuição de equilíbrio não será

alcançada apenas pelas considerações do espaço de fase, visto que nem todos os estados estão

acessíveis, havendo assim uma restrição ao movimento nesse espaço.
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5.3 Consistência da Segunda Lei da Termodinâmica

Agora vamos veri�car que o transporte balístico não viola a segunda lei da termo-

dinâmica e analisar algumas implicações desse resultado, como o estudo da entropia, que �

neste caso �não atinge um máximo, fazendo com que os sistemas balísticos sejam capazes de

formar padrões devido às desordens geradas pelo ruído [58].

Vimos na seção anterior que, para a distribuição de valor inicial A (0), a evolução

temporal da média de A2 (t) no estado de equilíbrio pode ser escrita pela equação (5.8), que

reescrevemos como 

A2 (t)

�
=


A2
�
eq
+R2 (t)

h

A2 (0)

�
�


A2
�
eq

i
. (5.11)

Tomando a média sobre o ensemble em (5.2), obtemos

hA (t)i = hA (0)iR (t) . (5.12)

Com isso, a variância de A (t),

�2A (t) =


A2 (t)

�
� hA (t)i2 ,

substituindo as expressões (5.11) e (5.12), �ca

�2A (t) =


A2
�
eq
+R2 (t)

h
�2A (0)�



A2
�
eq

i
. (5.13)

Agora, vamos associar tanto a �2A (t) quanto a �
2
A (0) uma certa temperatura, similar ao teorema

de equipartição da energia. Assim, consideraremos que �2A (0) � T0 para a temperatura inicial

da partícula (p.ex., podemos considerar como um gás inerte, sem qualquer prejuízo),


A2
�
eq
� T

para a temperatura do reservatório (em que o referido gás será inserido) e �2A (t) � Teff para

a temperatura efetiva �nal da partícula. Então, a equação (5.13) pode ser reescrita como

Teff = T0 +
�
R2 (t!1)� 1

�
(T0 � T ) .
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Consequentemente, para que o sistema não viole a segunda lei da termodinâmica, a variação

de entropia no processo deve ser positiva, i.e., o calor deve �uir do mais quente para o mais

frio. Isto signi�ca que Teff é um valor intermediário entre T0 e T . Com isso, a variação de

temperatura, �T = Teff � T0,

�T =
�
R2 (t!1)� 1

�
(T0 � T ) ,

será positivo (�T > 0) se T > T0, negativo (�T < 0) se T0 > T e nula (�T = 0) quanto T0 = T .

Para isso a condição de persistência da segunda lei da termodinâmica para o transporte balístico

0 < lim
t!1

R2 (t) � 1, (5.14)

deve ser sa�sfeita. Deste modo, �T = 0 no caso limite em que R2 (t!1) = 1, implicando na

não interação entre o gás e o banho, independentemente das temperaturas iniciais do gás e do

reservatório. Além disso, segue da condição de mixing (5.10) que R2 (t!1) 6= 0, o que diz

respeito ao limite inferior de (5.14). Do contrário, se R2 (t!1) > 1, o �uxo de calor ocorrerá

de forma inversa, ou seja, o calor irá �uir do mais frio para o mais quente, violando desta forma

a segunda lei.

Observe que o expoente � (4.22) determina o tipo de difusão designada ao sistema

(neste caso o gás). Ademais, � é responsável por limitar o comportamento de � (t!1),

equação (4.21). Note que, para a maioria dos sistemas difusivos, aqueles com expoente de

difusão �1 < � < 1, a condição de mixing é válida, R (t!1) = 0. Nestes casos, é notório que

o sistema atinja o equilíbrio com uma temperatura efetiva igual à do reservatório. Diferente-

mente, os balísticos atingem uma temperatua efetiva distinta da temperatura do reservatório.

É evidente que isso ocorre simplesmente pela violação do mixing, que também está associado

a � através de (4.25).
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Das equações (4.24) e (4.26), obtemos que

lim
t!1

R (t) = lim
z!0

z ~R (z) = (1 + b)�1 ,

da qual infere-se que a condição (5.14) é satisfeita desde que b � 0. Então, agora vamos

veri�car se b � 0, caso isso realmente ocorra, por consegüinte, veri�caremos que a segunda lei

da termodinâmica é válida para o transporte balístico.

Para um sistema em contato com um reservatório térmico (canônico), a função memória

pode ser expressa como sendo

� (t) =

Z 1

0
� (!) cos (!t) d!, (5.15)

onde � (!) é a função densidade de estados para o ruído (ou densidade espectral), tal que o

banho térmico possa ser decomposto em um conjunto de osciladores harmônicos [16].

A partir dos trabalhos [16][10], vamos assumir que � (!), para os balísticos, seja dado

por

� (!) =

8>>>>>><>>>>>>:

2

�

�
!
!s

�
, se ! < !1

2

� , se !1 < ! < !s

0 , se !s < !

, (5.16)

onde !s atua como uma freqüência de Debye generalizada, g (!) seja irrelevante para tempos

t > !�1s e 
 seja a fricção efetiva.

Agora, considerando (4.26) e derivando a transformada de Laplace de (5.15) em relação

a z e no limite de z ! 0, vem que

b =

Z 1

0

� (!)

!2
d! � 0.

Portanto, desde que � (!) � 0 temos que a segunda lei é assegurada, além de b ser um número

�nito. É importante notar que � (0) é nulo em ! = 0. Para cálculo de b ver [10].
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É muito ilustrativo calcular a variação de entropia no processo. Considere que a

capacidade calorí�ca do gás seja cv (T ). Então, o calor (Q) cedido pelo reservatório será

Q =

Z Teff

T0

cv (T ) dT .

Desta forma, a variação de entropia (�S) será

�S =

Z Teff

T0

cv (T
0)

T 0
dT 0 � Q

T

=

Z Teff

T0

cv
�
T 0
�� 1
T 0
� 1

T

�
dT 0.

Observe que �S � 0 em todos os casos, i.e., T > T0, T0 > T e T0 = T .

Finalmente, note que o sistema balístico é menos entrópico do que um "gás normal",

ou seja, um gás com R (t!1) = 0, e que possui uma quantidade extra de entropia �S0 dada

por

�S0 =

Z T

Teff

cv
�
T 0
�� 1
T 0
� 1

T

�
dT 0 � 0.

A segunda lei garante que o sistema fechado evolui de tal modo que sua entropia cresça cons-

tantemente e que alcance seu máximo valor no equilíbrio. No entanto, o sistema balístico

não atige o equilíbrio, tal que o sistema evolui para um regime cuja entropia é menor que

a máxima. Evidentemente que isso não é contrário à segunda lei, apenas estabelece que os

potenciais termodinâmicos não são minimizados. Desta forma, a energia

W = T�S0

deixa de ser dissipada pelo sistema, mantendo-se em um estado fora do equilíbrio devido a

uma infusão incessante de energia no processo. Assim, podemos predizer que os sistemas

balísticos são capazes de formar padrões espontâneamente, tal que a difusão acoplada com

reações químicas (supondo, p.ex., um gás balístico reagente) podem levar a padrões espaciais
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na composição química do gás [59]. De modo geral, os padrões de formação são sistemas

fortemente correlacionados devido à in�uência da memória, ou seja, extremamente sensíveis às

condições iniciais. Ademais, as simetrias de suas distribuições sofrem mudanças, em muitos

casos havendo a quebra da simetria e, em outros, havendo apenas a alteração do per�l da

distribuição. De fato, os processos balísticos são intensamente in�uenciados pela memória,

tanto que a violação da condição de mixing ocorre. Na próxima seção veremos, entretanto, que

essa violação na condição de mixing é responsável para que a simetria das distribuições sejam

preservadas na evolução dos sistemas balísticos, não com o mesma distribuição, na maioria dos

casos.

5.4 Não-Gaussianização

Nesta seção vamos demonstrar que o teorema central do limite (TCL) não pode ser

aplicado ao estudo dos transportes balísticos, no sentido de que a FDP P [A (t)] da variável es-

tocástica A (t) pode evoluir para o limite termodinâmico como uma distribuição não-gaussiana,

dependendo da distribuição inicial e da média de A2 (t) sobre o ensemble. Veremos ainda

que a simetria das FDP são mantidas, mesmo para uma distribuição inicial par deslocada da

origem, com a restrição ao seu comportamento. Em outras palavras, caso tenhamos inicial-

mente uma função distribuição de Laplace1, conforme o sistema evolui, a distribuição adquiri

um comportamento diferente do inicial, porém simetrico.

Primeiramente, nossos resultados serão descritos a partir das seguintes médias:

hA (t)i = hA (0)iR (t) (5.17)



A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
(5.18)

1Distribuição de Laplace: P [A (t)] = 1
2b
e�jA(t)�hA(t)ij=b, onde onde �2 = 2b.
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A3 (t)

�
=


A3 (0)

�
R3 (t) + 3 hA (0)i



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
R (t) , (5.19)

e



A4 (t)

�
=


A4 (0)

�
R4 (t)+3



A2
�2
eq

�
1�R2 (t)

�2
+6


A2 (0)

� 

A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
R2 (t) . (5.20)

Essas médias foram obtidas de duas formas, ambas obtidas analiticamente a partir da ELG:

uma utilizando a correlação dos ruídos como uma função qualquer e tomando a média sobre

o ensemble (Vide Apêndice) e outra considerando o ruído como sendo descrito por um banho

térmico de osciladores de forma

f (t) =

Z 1

0
� (!) cos [!t+ � (!)] d! (5.21)

onde � (!) é a densidade espectral do ruído e � (!) é um argumento aleatório, tal que 0 � � (!) �

2�, dando o caráter estocástico à f (t) [16]. De fato, (5.21) está diretamente relacionada com

(5.15). Neste último caso lançamos mão da média temporal (2.16).

O primeiro resultado importante é obtido quando o sistema tem um conjunto ini-

cial de valores com hA (0)i 6= 0. Isso implica que na violação de mixing haja uma corrente

J = J0�, considerando J0 = hA (0)i. Em outras palavras, o sistema decai até o valor J e

persiste inde�nidamente nesta situação, mesmo na ausência de campos externos, como uma

"super�uidez". Efetivamente, isto é possível porque o sistema não atinge a entropia máxima

(seção anterior).

No intuito de veri�car essa efeito, desenvolvemos um cálculo numérico para obter R (t)

a partir da expressão (5.7) e, conseqüentemente, para hA (t)i, a partir de uma função memória

do tipo:

� (t) =
2


�

�
sin (!2t)

t
� sin (!1t)

t

�
,

onde !2 é a freqüência de corte do sistema e !1 < !2 é um parâmetro. Note que, se !1 = 0

então temos difusão normal; ao passo que, se !1 6= 0 temos superdifusão balística.
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A Fig. 5.1 indica claramente que J tende a um valor J � 2 para tempos su�ciente-

mente grandes. Este resultado permite concluir que a partícula balística perpassa o meio tal

que a viscosidade deste deixa de in�uenciar seu movimento, em média. Evidentemente que a

viscosidade pode ser relacionada à desordem estrutural ou química de um certo material. Neste

caso, a partícula seguiria seu movimento sem que essas desordens as afetassem. Um fenômeno

similar a este ocorre no transporte balístico em nanotubos de carbono [54]-[56].

Figura 5.1: Solução numérica para J = hA (t)i em função de t. Onde hA (0)i = 3, 
 = 1, !1 = 1
e !2 = 4. As unidades aqui utilizadas são arbitrárias.

Seja P [A (0)] uma distribuição par deslocada da origem, p.ex., uma distribuição de

Laplace, ou mesmo uma � de Dirac, � (A (0)�A0). A partir de suas médias iniciais, hA (0)i,

A2 (0)

�
,


A3 (0)

�
e


A4 (0)

�
, e da solução numérica de R (t), obtivemos as médias em um

instante t qualquer. Comparamos estas médias com as de uma distribuição gaussiana e com as

de distribuições iniciais iguais (respectivamente, FDP de Laplace e � de Dirac), evidentemente
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que com os seus parâmetros devidamente corrigidos a partir da variância. Os valores das médias

�nais convergiram exatamente para os valores das médias gaussianas; como se a partir de uma

distribuição inicial simétrica, deslocada da origem e de comportamento qualquer evoluisse para

uma gaussiana, também deslocada da origem (centrada em hA (t)i 6= hA (0)i). De fato, não

podemos a�rmar que o per�l �nal para o qual o sistema evolui seja gaussiano, visto que os

únicos dados que podemos extrair são as médias.

No entanto, podemos calcular a obliqüidade (skewness), que mede o grau de assimetria

de uma distribuição, que é de�nida por


1 (t) �



A3 (t)

�
� hA (t)i

h
3�2A (t) + hA (t)i

2
i

�3A
. (5.22)

Substituindo (5.13), (5.17) e (5.19) diretamente em (5.22), obtemos


1 (t) = 0.

Portanto, as distribuições mantêm-se simétricas, apesar de evoluirem para um comportamento

distinto do inicial. O que não ocorre para distribuições iniciais assimétricas, que permanecem

assimétricas.

Considerando uma distribuição inicial P0 = P [A (0)] tal que as médias ímpares sejam

nulas, i.e.,


A2j+1 (0)

�
= 0 com j = 0; : : : ; n. Vamos veri�car se a FDP alcança o limite ter-

modinâmico com um comportamento não-gaussianização e, se isso ocorrer, sob quais condições.

Para tanto, faremos uso do indicador não-gaussiano unidimensional, de�nido por

� (t) �


A4 (t)

�
3 hA2 (t)i2

� 1, (5.23)

tal que, se P [A (t)] for gaussiana, então � (t) deve ser nulo. Do contrário, � (t) 6= 0, será

não-gaussiano. Esse indicador surgiu primeiramente com o trabalho de Rahman [60] sobre
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correlações no movimento de átomos em argônio líquido. De fato, podemos relacionar � (t) com

a idéia de kurtosis [21].

Substituindo (5.18) e (5.20) em (5.23), vem que

� (t) =



A4 (0)

�
R4 (t) + 3



A2
�2
eq

�
1�R2 (t)

�2
+ 6



A2 (0)

� 

A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
R2 (t)

3 hA2 (0)i2R4 (t) + 3 hA2i2eq [1�R2 (t)]
2 + 6 hA2 (0)i hA2ieq [1�R2 (t)]R2 (t)

� 1.

(5.24)

Este resultado nos permite analisar inúmeras situações de gaussianização (ou distribuições simi-

lares) em todos os regimes difusivos. A exemplo disso, para qualquer difusão com � < 1 observe

que tanto para subdifusão quanto difusão normal ou superdifusão lenta a distribuição de pro-

babilidade para A (t!1) será gaussiana, o que é assegurado pelo TCL2, e conseqüentemente

� (t!1) = 0. Basta fazer R (t!1) = 0 em (5.24).

A partir de (5.23) aplicada à distribuição inicial, obtemos o indicador de não-gaussiani-

zação:

� (0) =



A4 (0)

�
3 hA2 (0)i2

� 1.

Neste caso, p.ex., para uma distribuição inicialmente exponencial teremos � (0) = 2; para uma

distribuição de Laplace, � (0) = 1, e para uma distribuição de Poisson, � (0) = 1= (3
) (com 


sendo a constante de Euler-Mascheroni) [21].

Vamos agora expressar � (t) em termos das condições inicias e de


A2 (t)

�
. A partir

de (5.18) podemos escrever R2 (t) como sendo

R2 (t) =



A2 (t)

�
�


A2
�
eq

hA2 (0)i � hA2ieq
. (5.25)

É importante observar que a variância é descrita apenas em termos de A (t) quadrático médio

(�2 (t) =


A2 (t)

�
).

2O que irá diferenciar um caso do outro será a velocidade de convergência para a gaussiana.
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Substituindo (5.25) em (5.24) e escrevendo


A4 (0)

�
em termos de



A2 (0)

�
e � (0),

chegamos a

� (t) =
� (0)

[� (0) + 1] "2 (t) + 2" (t) + 1
, (5.26)

onde

" (t) =
1� hA

2(t)i
hA2(0)i

hA2(t)i
hA2ieq

� 1

A partir da expressão (5.26) podemos desenvolver uma boa estimativa sobre a distribuição de

um sistema ao alcançar o limite termodinâmico, conhecendo apenas a FDP inicial e


A2 (t)

�
.

Nos processos balísticos, substituindo (5.25) em (5.14) com


A2 (0)

�
>


A2
�
eq



A2
�
eq
<


A2 (t!1)

�
�


A2 (0)

�
.

A partir desta condição, note que " (t) � 0. Ocorrendo o caso limite, quando


A2 (t!1)

�
=


A2 (0)
�
, haverá uma similaridade entre as distribuições �nal e inicial do sistema, i.e., � (t!1) =

� (0). O que é esperado, já que o sistema não irá interagir com o meio. Note ainda que, mesmo

com


A2 (0)

�
<


A2
�
eq
estes resultados serão preservados. Além disso, se o sistema balístico

inicialmente possuir uma FDP gaussiana, � (0) = 0, imediatamente � (t!1) também será

nulo, adquirindo um comportamento similar ao gaussiano. Como já discutimos anteriormente,

não podemos a�rmar que a distribuição evoluirá para um per�l exatamente gaussiano, visto

que outras distribuições possuem kutosis nula, apesar de serem raras.

Caso a FDP inicialmente seja não-gaussiana com


A2 (0)

�
6=


A2
�
eq
, o comportamento

em t!1 será não-gaussiano e distinto do inicial, caso


A2 (t!1)

�
6=


A2 (0)

�
.

A Fig. 5.2 representa a solução numérica da evolução do indicador não-gaussiano no

tempo, partindo de uma distribuição de Laplace, tal que � (0) = 1. Observe que � (t) atinge

um mínimo com valor igual ao da distribuição de Poisson, porém não evolui para um per�l

gaussiano, estabilizando em � (t!1) � 0; 6.
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Figura 5.2: Solução numérica para � (t) em função de t, considerando inicialmente uma função
de distribuição de Laplace com � (0) = 1.

Com isso, demonstramos que �para o transporte balístico �se a distribuição inicial

for gaussiana a distribuição de probabilidade no limite termodinâmico será uma distribuição

similar à gaussiana. Aliás, em qualquer instante t. Do contrário, caso a distribuição de pro-

babilidade inicial para A (0) seja não-gaussiana, a distribuição de probabilidade evoluirá para

um per�l também não-gaussiana, porém assumindo uma distribuição distinta da inicial, caso

A2 (t!1)

�
6=


A2 (0)

�
. Sendo que, em todos os casos simétricos, a FDP evolui para um

comportamento simétrico, ou seja, 
1 (t!1) = 0.

Desde que a distribuição no limite termodinâmico seja não-gaussiana, note que a

entropia

S = �kB
Z
lnP (A) dA
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não atinge um máximo. De fato, este resultado concorda com o obtido na seção anterior.

Evidentemente que o TCL (visto no capítulo 2) não pode ser aplicado aos condutores

balísticos, visto que estes são extremamente sensíveis às condições inicias devido à persistência

da função memória, fazendo deste um sistema fortemente correlacionado. Em outras palavras, a

variável estocástica A, apesar de ser identicamente distribuída, ela não é uma variável indepente,

o que afeta uma das condições do TCL.
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Capítulo 6

Conclusão

Neste trabalho partimos de um sistema estocástico unidimensional desprovido de

forças externas, levando em conta tanto processos markovianos quanto não-markovianos. Com

isso estudamos a equação de Langevin normal (3.8) e generalizada (4.1) desenvolvendo um

estudo sistemático a partir de ruídos brancos e coloridos, demonstrando �por consegüinte �a

primeira versão do teorema de �utuação-dissipação (3.11) e a sua generalização (4.11).

Apresentamos uma breve discussão sobre os regimes difusivos existentes e estabele-

cemos suas relações tanto com a função correlação de velocidades e da função memória. Em

seguida apresentamos o regime balístico, que foi o principal mecanismo de transporte discutido

nesta dissertação.

Entretanto, visando um melhor tratamento a respeito desse transporte, expomos

sucintamente as relações de mixing e ergodicidade no segundo capítulo. Além disso, desen-

volvemos uma demonstração para o TCL, de modo a expor sob quais condições ele pode ser

aplicado.

Finalmente, demonstramos a partir dos resultados precedentes, que o transporte balís-

tico apresenta características demasiadamente importantes. Vimos que a violação da condição



58

de mixing leva a várias situações observadas na natureza, mais precisamente em sistemas com-

plexos. Com a violação de mixing veri�camos a violação de ergodicidade, violação do TFD

e a validade da segunda lei da termodinâmica, embora a entropia não atinja um máximo,

associando este fato à uma possível formação de padrão espontânea. De fato, os processos

balísticos são intensamente in�uenciados pela memória, tanto que a violação da condição de

mixing ocorre. Essa violação na condição de mixing, por sua vez, é responsável pela existência

de uma corrente residual em conduções com hA (0)i 6= 0. Além disso, a conservação de simetria

e possível gaussianização para sistemas balísticos com distribuições simétricas deslocadas da

origem. No entanto, para distribuições pares (simétricas centradas na origem), o mixing gera

uma não-gaussianização, caso a distribuição inicial seja não-gaussiana com


A2 (0)

�
6= hAieq,

adquirindo um per�l distinto do inicial quando


A2 (t!1)

�
6=


A2 (0)

�
. Além disso, o TCL

não pode ser aplicado aos sistemas balísticos, visto que a condição de mixing faz com que estes

sistemas sejam fortemente correlacionados.
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Apêndice

Considerando expressão (5.2),

A (t) = A (0)R (t) +

Z t

0
f
�
t0
�
R
�
t� t0

�
dt0, (A.1)

e elevando esta expressão ao quadrado, onde f (t) é a força aleatória e o comutador [A (0) ; R (t)] =

0, chegamos a

A2 (t) = A2 (0)R2 (t) +

Z t

0

Z t

0
f
�
t0
�
f
�
t00
�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00 +

+2A (0)R (t)

Z t

0
f
�
t0
�
R
�
t� t0

�
dt0. (A.2)

Multiplicando (A:2) por (A:1), vem que

A3 (t) = A3 (0)R3 (t) + 3A (0)R (t)

Z t

0

Z t

0
f
�
t0
�
f
�
t00
�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00 +

+3A2 (0)R2 (t)

Z t

0
f
�
t0
�
R
�
t� t0

�
dt0 + (A.3)

+

Z t

0
: : :

Z t

0
f
�
t0
�
: : : f

�
t000
�
R
�
t� t0

�
: : : R

�
t� t000

�
dt0 : : : dt000.
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Elevando (A:2) ao quadrado, obtemos

A4 (t) = A4 (0)R4 (t) +

+

Z t

0
: : :

Z t

0
f
�
t0
�
: : : f

�
tiv
�
R
�
t� t0

�
: : : R

�
t� tiv

�
dt0 : : : dtiv +

+6A2 (0)R2 (t)

Z t

0

Z t

0
f
�
t0
�
f
�
t00
�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00 + (A.4)

+4A (0)R (t)

Z t

0
: : :

Z t

0
f
�
t0
�
: : : f

�
t000
�
R
�
t� t0

�
: : : R

�
t� t000

�
dt0 : : : dt000 +

+4A3 (0)R3 (t)

Z t

0
f
�
t0
�
R
�
t� t0

�
dt0.

Então, tomando a média sobre o ensemble em (A:1), (A:2), (A:3) e (A:4) e lembrando

que A (0) e f (t) são independentes entre si, com hf (t)i = 0, temos que

hA (t)i = hA (0)iR (t) , (A.5)



A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +

Z t

0

Z t

0



f
�
t0
�
f
�
t00
��
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00, (A.6)



A3 (t)

�
=


A3 (0)

�
R3 (t) + 3 hA (0)iR (t)

Z t

0

Z t

0



f
�
t0
�
f
�
t00
��
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00

(A.7)

e



A4 (t)

�
=



A4 (0)

�
R4 (t) + (A.8)

+

Z t

0
: : :

Z t

0



f
�
t0
�
: : : h

�
tiv
��
R
�
t� t0

�
: : : R

�
t� tiv

�
dt0 : : : dtiv +

+6


A2 (0)

�
R2 (t)

Z t

0

Z t

0



h
�
t0
�
h
�
t00
��
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00.

Note que a média �3 = hf (t0) f (t00) f (t000)i = 0 e pode ser veri�cada de modo

não muito laborioso quando, p.ex., assumimos um ruído descrito por 5.21. A média �4 =

h (t0)h (t00)h (t000)h

�
tiv
��
, que aparece em (A:8), pode ser resolvida utilizando a seguinte re-
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lação [61]

�4 =


h
�
t0
�
h
�
t00
�� 


h
�
t000
�
h
�
tiv
��
+


h
�
t0
�
h
�
t000
�� 


h
�
t00
�
h
�
tiv
��
+

+


h
�
t0
�
h
�
tiv
�� 


h
�
t00
�
h
�
t000
��
. (A.10)

De fato, isso pode ser demonstrado a partir de (A:9) também.

Assim, podemos reescrever (A:8) como



A4 (t)

�
=



A4 (0)

�
R4 (t) +

+

�Z t

0

Z t

0
Cf
�
t0 � t00

�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00�

�
Z t

0

Z t

0
Cf
�
t000 � tiv

�
R
�
t� t000

�
R
�
t� tiv

�
dt000dtiv + : : :

�
+

+6


A2 (0)

�
R2 (t)

Z t

0

Z t

0
Cf
�
t0 � t00

�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00.

onde as reticências correspondem a outros dois produtos de integrais tal qual o produto de

integrais imediatamante anterior, contudo com índices sobrescritos trocados.

Entretanto, vimos na seção 4.2 que

Z t

0

Z t

0
Cf
�
t0 � t00

�
R
�
t� t0

�
R
�
t� t00

�
dt0dt00 =



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
.

Finalmente, (A:8) pode ser reescrita como



A4 (t)

�
=


A4 (0)

�
R4 (t) + 3



A2
�2
eq

�
1�R2 (t)

�2
+ 6



A2 (0)

� 

A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
R2 (t) ,

(A.11)

(A:7) como 

A3 (t)

�
=


A3 (0)

�
R3 (t) + 3 hA (0)i



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
R (t) , (A.12)

(A:6) como 

A2 (t)

�
=


A2 (0)

�
R2 (t) +



A2
�
eq

�
1�R2 (t)

�
(A.13)
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e (A:5) como

hA (t)i = hA (0)iR (t) : (A.14)
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