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Filosofia, Leis e Medicina,

Teologia até, com pena o digo,

Tudo, tudo estudei com vivo empenho!

E eis-me aqui agora, pobre tolo,

T#o sébio como dantes! E verdade

Que sou mestre, doutor, e hd ja dez anos
Que discipulos levo, a meu talante,

A esquerda, a direita, ao sul ou norte,

Mas conhego que nada nés sabemos!
Roéi-me isto o coragao! Sinto-me acima

De mestres e de padres e de escribas;

Nao me assolam dividas nem escripulos,
Nem do demoénio ou do inferno tenho medo
Mas também nunca tenho hora alegre!
Nem chego a imaginar que haja ciéncia
Em que deveras creia, nem que saiba

Coisa alguma ensinar que aos homens sirva,

E converté-los possa ou melhora-los.

Goethe, Fausto.
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Resumo

Neste trabalho, nds estudamos a dindmica dissipativa de sistemas de esferas
rigidas e lisas, com coeficiente de restituicdo constante e com baixo nimero
de particulas, no Regime de Esfriamento Homogéneo. Noés nos concentramos
na obtencao da funcdo de distribuicao de velocidades por meio de simulagoes
em Dinamica Molecular. O principal objetivo é apresentar uma metodolo-
gia baseada na aplicacao da técnica da Funcao Caracteristica Empirica e da
chamada funcao W, introduzida por Lévy para medir a distancia de distribuigoes
para uma Gaussiana. N6s usamos esta metodologia para (i) caracterizar estados
assintéticos estaciondrios independentemente das condigoes iniciais; (ii) estudar
a multipla dependéncia desses estados estaciondrios no nimero de particulas,
livre caminho médio, coeficiente de restitui¢ao e condigoes de contorno; (iii)
discutir a existéncia de um estado limite no limite termodinamico; (iv) estudar
o problema da convergéncia da expansao polinomial de Sonine no regime de
alta inelasticidade; (v) propor um novo método de truncagem para resolver a
dinamica dos coeficientes de Sonine e (vi) medir as caudas de alta energia super-
populadas. Além disso, nés investigamos em que medida os resultados tedricos
relacionados a equacao de Boltzmann ineldstica podem ser reproduzidos.
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Abstract

In this work we study the dissipative dynamics of systems of smooth hard
spheres with a constant restitution coefficient and small number of particles
in the Homogeneous Cooling Regime. We focus on the velocity distribution
from simulations in the Molecular Dynamics approach. The main goal is to
present a methodology based on the application of the Empiric Characteristic
Function technique and the so-called W function, introduced by Lévy to mea-
sure the distance of distributions from the Gaussian. We use this methodology
to (i) characterize asymptotic stationary states independently of initial condi-
tions; (ii) to study the multiple dependence of these stationary states on the
number of particles, mean free path, restitution coefficient and boundary condi-
tions; (iii) to discuss the existence of a limit state in the thermodynamic limit;
(iv) to study the problem of the convergence of the Sonine polynomial expan-
sion at the highly dissipative regime; (v) to propose a new truncation scheme to
solve the dynamics of the Sonine coefficients and (vi) measure the overpopulated
high energy tails. Moreover, we investigate in what sense the theoretical results
related to the inelastic Boltzmann equation can be reproduced.
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Apresentacao

As propriedades estatisticas de sistemas granulares em geral - e de gases granu-
lares, em particular -, tém sido objeto de intensa investigacao nas ultimas duas
décadas. Varios importantes resultados analiticos e simulacionais foram obtidos
em problemas relacionados com assuntos tao diversos quanto fungoes de dis-
tribui¢do ndo-Gaussianas, formagao de estruturas, modelos colisionais, regimes
de evolugao, coeficientes de transporte, estabilidade hidrodinamica e caudas de
alta energia [1, 6] (Capitulos 1 e 2). Dentre os diversos assuntos considerados,
uma parte expressiva do interesse dos autores estd dirigida para o estudo de
gases granulares no chamado regime de esfriamento homogéneo. Este serd o
regime de evolugdo abordado neste trabalho (Capitulo 2, Segdes 1 a 3).

O modelo matemédtico mais simples para investigacao desse tipo de sistemas
é o de esferas rigidas e lisas, que interagem por meio de colises instantaneas,
mediadas por um coeficiente de restituicdo constante (Capitulo 2, introducao).
A abordagem tedrica para o tratamento destes modelos baseia-se em equagoes
cinéticas para a evolu¢ao da fungdo de distribuigdo de uma particula com di-
mensao finita, tais como a equagdo de Enskog-Boltzmann (Capitulo 2, Segdo
1). A equagdo de Enskog-Boltzmann geral é extremamente dificil de ser re-
solvida. Na situagao de esfriamento livre homogéneo, entretanto, em que o sis-
tema permanece espacialmente uniforme, espera-se que as solugdes sejam dadas
por fungdes de distribui¢ao mais simples. De fato, o chamado Estado de Esfria-
mento Homogéneo - “Homogeneous Cooling State” (HCS) - admite uma solugio
escalada pela velocidade térmica do sistema, a qual se supGe alcangar um regime
estaciondrio apés um breve perfodo de relaxagao (Capitulo 2, Secao 3).

Esse estado estaciondrio prové um estado de referéncia local a partir do qual
uma descri¢ao hidrodindmica torna-se possivel (Capitulo 6, Se¢do 6). Embora a
principio tenha-se assumido que a forma funcional geral para a solugao escalada
estaciondria fosse Gaussiana, resultados tedricos e simulagbes computacionais
tém demonstrado que o formato Gaussiano €, no maximo, uma aproximacgao
para sistemas com baixa inelasticidade. A medida que a inelasticidade aumenta,
a aproximacao Gaussiana deixa de ser vélida, em particular nas regides de altas
velocidades, as chamadas caudas de alta energia (Capitulo 2, Segao 5).

Em geral, os desvios com relagéo a distribuigdo Gaussiana podem ser escritos
em termos de uma expansao em polindomios de Sonine (Capitulo 2, Se¢ao 3). Es-
forgos tém sido envidados para calcular os coeficientes desta expansao por meio
de procedimentos de truncagem (Capitulo 2, Segao 3), bem como para obté-los
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como funcao dos momentos estatisticos por meio de simulagoes computacionais
(Capitulo 6). Ainda assim, pode-se dizer que a fungdo de distribuicdo exata
para o modelo permanece desconhecida.

Neste trabalho, nossa motivacao inicial serd a investigacao das propriedades
das distribuicoes de velocidade para gases granulares constituidos por um baixo
nimero de particulas. As distribuicoes assintéticas para esses sistemas diferem
substancialmente daquelas obtidas no limite termodindmico, quando o nimero
de particulas N tende ao infinito, o que por si s6 justifica sua investigagao
detalhada.

Duas sao as abordagens simulacionais correntemente utilizadas na literatura
para o célculo de fungbes de distribuigado: Método Direto de Monte Carlo
(DSMC) e Dinamica Molecular (MD) (Capitulo 1, Se¢do 6). Ambas as abor-
dagens tém fornecido resultados compativeis com os preditos pela teoria em
regimes de baixa inelasticidade. Entretanto, um certo nimero de problemas
permanece aberto, tais como a convergéncia da expansdo em polindmios de So-
nine, em regimes de alta inelasticidade (Capitulo 6, Segdo 4), e a obtengdo dos
valores corretos para os coeficientes das exponenciais que caracterizam as caudas
de alta energia (Capitulo 6, Se¢do 6). Aqui, nés utilizaremos uma abordagem
simulacional baseada em Dinamica Molecular, do tipo “event driven” (Capitulo
3, Segao 1). Como condigdes de contorno para o sistema, usaremos contornos
reflexivos e periddicos (Capitulo 3, Segdes 2 a 4), e observaremos os diferentes
resultados fornecidos (Capitulo 5, Segéo 2).

A determinacao das fungdes de distribuigdo de velocidades em sistemas com
baixo nimero de particulas apresenta algumas dificuldades técnicas. O trata-
mento estatistico dos dados geralmente é realizado com base em métodos de
contagem direta (histogramas) ou algum tipo de ajuste, como o chamado “Ker-
nel estimator technique” (Capitulo 4, Secdo 3). Para obter distribuigoes pre-
cisas, essas metodologias necessitam de amostragens numericamente significati-
vas. Esse problema torna-se bastante significativo em intervalos de velocidade
muito maiores que a velocidade térmica, onde os desvios para a Gaussiana sao
mais pronunciados.

O nicleo metodolégico deste trabalho consiste em empregar uma técnica
que permita, entre outras coisas, transpor essa dificuldade. Para tanto, nds
introduzimos o método da Func¢do Caracteristica Empirica (Capitulo 4, Segao
3) para medir distribuigbes. Para caracterizar de modo preciso os afastamentos
dessas distribuigoes com relagdo & Gaussiana, baseamo-nos no resultado que
estabelece que qualquer funcao caracteristica de uma distribuigdo com desvio
padrao finito pode ser escrita em termos de uma funcao universal W, conforme
introduzido por Paul Lévy (Capitulo 4, Se¢ao 2). Esta func¢ao pode ser obtida
diretamente dos dados de simulacao, independentemente do conhecimento dos
momentos estatisticos da distribui¢do ou dos momentos da expansao de Sonine,
mesmo que estes ndo sejam finitos. A funcdo W caracteriza, assim, de modo
Unico e preciso a distribuicao.

A organizacdo geral deste trabalho ¢ a seguinte. No Capitulo 1, fazemos
uma pequena introdugao & fisica de sistemas granulares, de modo que uma
vis@o bastante geral dessa drea de pesquisa possa ser obtida. O Capitulo 2 é
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todo dedicado & apresentacao dos principais resultados da Teoria Cinética de
Gases Granulares. Para leitores jd habituados ao assunto, sugerimos que saltem
o capitulo, com a provéivel excecao da Segao 3, onde discutimos as tecnicalidades
associadas & dinamica do HCS. Também neste capitulo apresentamos uma dis-
cussao mais ou menos detalhada da hidrodindmica de sistemas granulares (Segao
6). Para nés, o resultado fundamental associado encontra-se na Subsegéo 6.2,
onde se obtém os critérios tedricos para a estabilidade do HCS.

O Capitulo 3 é uma apresentagao suscinta do método de Dindmica Molecular.
Nele apresentamos esquematicamente o algoritmo implementado e discutimos a
questao crucial que envolve as condigoes de contorno utilizadas.

O Capitulo 4 ¢ um pouco mais técnico, e nele procuramos apresentar os
elementos matematicos envolvidos nas defini¢oes de funcao de distribuicao e
fungdo caracteristica. As informacgoes deste capitulo serdo utilizadas nos capi-
tulos seguintes, sempre associadas ao seu uso como ferramentas de andlise es-
tatistica dos dados provenientes das simulagbes. Em particular, é na Segdo 2
que introduzimos a defini¢do da fungao W de Lévy. Na sec@o 3, apresentamos
o importante conceito de Funcao Caracteristica Empirica.

O Capitulo 5 é dedicado a aplicagao das ferramentas previamente definidas
para medida e caracterizacdo das distribuicoes assintéticas do HCS. E nesse
capitulo e no préximo que nossas contribuicoes originais sao apresentadas. Uma
vez obtidos os dados de simulagéo, a primeira questao a ser abordada refere-se
a convergéncia de distribuigOes iniciais gerais para estados estaciondrios bem
definidos. As distribui¢bes assintéticas para sistemas com nimero finito de
particulas diferem substancialmente daquelas obtidas no limite termodinamico,
quando N — oo. Utilizaremos a metodologia da fungdo W para demon-
strar a existéncia dessas diferentes distribuigoes assintéticas estaciondrias nao-
Gaussianas para cada uma das condigdes fixadas, a saber: (i) nimero de particu-
las N, (ii) regime de densidade, caracterizado pelo livre caminho médio do sis-
tema, e (iii) condi¢do de contorno escolhida (reflexiva ou periédica). Como a
obtengao da fungdo W é independente da expansao da distribuigdo em termos
de seus momentos, a convergéncia para um estado assintético estaciondrio serd
obtida para a fun¢éo de distribuicao total. Com esses resultados, procuraremos
fornecer evidéncias que sustentem uma conjectura similar a formulada por Ernst
e Brito (Subsegéo 2.1), segundo a qual as solugdes da equagao de Boltzmann
dissipativa convergem, para condigoes iniciais gerais, para uma solucao escalada
estaciondria com caudas de alta energia superpopuladas, sugerindo a existén-
cia de uma bacia de atracao global para o sistema, a despeito da inexisténcia
de um teorema H. O poder da funcao W para descrever os diferentes estados
assintéticos poderd ser avaliado quando se considera as correspondentes fungoes
caracteristicas ou, equivalentemente, as préprias fungoes de distribuicao. Com
base nelas, nao é possivel distinguir entre os diferentes estados assintéticos asso-
ciados a cada valor de N. A fungdo W, por outro lado, permite a quebra desta
degenerescéncia e a verificagdo nitida da existéncia destes estados.

A Sec¢ao 3 do Capitulo 5 aborda o comportamento dos diversos sistemas no
chamado limite termodindmico, ou seja, no limite em que N — oo, mantido
constante o livre caminho meédio do sistema. E nesse limite que se espera que
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as descrigoes tedricas baseadas em equagoes cinéticas sejam vélidas. Uma vez
que nao se conhece a solucao exata da equacao de Boltzmann para sistemas
ineldsticos, espera-se que qualquer solugdo tentativa (“ansatz”), em qualquer
regime de inelasticidade, seja consistente com os resultados provenientes das
simulages. Nesse sentido, pode-se usar a fungdo W como um critério de ex-
trema sensibilidade para testar diferentes solugoes tentativas. Nesse trabalho,
nos utilizaremos a fungao W para caracterizar o processo de convergéncia das
distribuicoes assintéticas com nimero finito de particulas em direcao a um tnico
estado assintético, o qual espera-se que seja independente de N, do livre cam-
inho médio e das condi¢bes de contorno implementadas. Como conseqiiéncia
deste estudo, procuraremos fazer uma anslise comparativa associada ao uso de
diferentes condicoes de contorno. O que procuraremos demonstrar com base em
simulacoes, e caracterizar com base no uso da funcao W, é que as condigoes
de contorno impostas nao sé dirigem o sistema para distribuigoes assintéticas
diferentes, como também apresentam desempenhos diferentes no processo de
alcance do limite termodinamico.

Na Secao 4 do Capitulo 5, ficard clara a importancia da manutencao da
estabilidade do HCS para alcancar precisao estatistica com base nas médias
efetuadas ao longo do tempo de cada trajetoria evoluida.

O Capitulo 6 é dedicado & medida e cédlculo dos coeficientes da expansao poli-
nomial de Sonine. Uma vez que estamos estudando sistemas com baixo nimero
de particulas e seu comportamento no limite termodindmico, julgamos de inter-
esse responder as seguintes perguntas: (i) Os valores teoricamente calculados
para os coeficientes as, as, etc.da expansao de Sonine, obtidos em aproximagao
linear como func¢ao da inelasticidade (Capitulo 2, Segao 3), apresentam-se como
bons resultados para sistemas com baixo nimero de particulas? (ii) Se esse é o
caso, em que condigoes isso acontece? (iii) Se ndo é o caso, é possivel mostrar
que, no limite termodindmico, esses resultados tornam-se validos? Por meio de
simulacoes diretas, iremos obter os valores dos coeficientes de Sonine e realizare-
mos as comparagoes necessarias que possibilitarao a resposta destas perguntas.
Com isso, poderemos julgar em que medida os procedimentos de truncagem uti-
lizados para obtencao tedrica desses coeficientes sdo vilidos, ou seja, fornecem
respostas corretas quando comparadas com as simulagoes.

Na Sec¢ao 4 do Capitulo 6 tratamos do problema associado & expansao da
fungao de distribuicao em polinémios de Sonine. Forneceremos evidéncias de
que a expansao é convergente para todo o intervalo de inelasticidades. Para
isso, uma vez mais lancaremos mao da fungdo W de Lévy.

Na Secao 5, apresentamos um novo esquema de truncagem para o sistema
infinito de equagoes dinamicas que regem a evolugao dos coeficientes de Sonine.
Mostramos em que medida esse novo esquema de truncagem resolve os prob-
lemas inerentes ao esquema tradicional. Em particular, obtemos pela primeira
vez uma curva para o segundo coeficiente de Sonine acurada para o intervalo de
inelasticidades extremas.

Na Secgao 6, discutimos uma questao de bastante interesse, relacionada as
caudas de alta energia das distribuicoes assintéticas. Enquanto a parte cen-
tral da distribuicao escalada parece ser bem descrita por desvios relativamente
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pouco pronunciados com relagao a uma distribuicao Gaussiana, principalmente
em regimes de baixa inelasticidade, diferencas realmente muito significativas
aparecem nas regioes assintéticas de alta velocidade. Nessas regioes, espera-
se encontrar uma superpopulagao de particulas de mais alta velocidade com
forma funcional exponencial. Procuraremos tirar vantagem do fato de que, por
meio da construgao da Funcao Caracteristica Empirica, cada ponto de simulagao
passa a guardar informacao global sobre a distribuicao. Desse modo, a técnica
pode ser utilizada para medir com maior acuricia as distribuigoes na regiao das
caudas, onde se espera que somente um baixissimo nimero de particulas esteja
representado.

O Capitulo 7 apresenta nossas conclusoes gerais e apresenta as perspectivas
de trabalho futuro.

Por fim, nos apéndices mostramos alguns detalhes técnicos envolvidos no
célculo das integrais colisionais, de importancia crucial neste trabalho.
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Capitulo 1

Sistemas Granulares: uma
Introducao

Por longos anos, a tradigao da fisica da matéria condensada considerou que os
estados nos quais a matéria usualmente pode ser encontrada sao trés: gases,
liquidos e sélidos. Entretanto, também hd muito tempo sao conhecidos materi-
ais que desafiam a possibilidade de insercéo dentro deste quadro simplificado. A
parte a questao, ja em si controversa, de se estabelecer convencionalmente cate-
gorias estanques de classificagao, verificou-se que seria mais relevante, do ponto
de vista cientifico, considerar os diferentes fendomenos coletivos apresentados pe-
los sistemas fisicos encontrados na natureza. Com base nesse conceito geral,
foi possivel identificar o que até hoje sdo conhecidos na literatura especializada
como materiais granulares [1, 2].

Sistemas granulares sdo aglomerados suficientemente grandes de particulas
discretas, mesoscépicas ou macroscépicas, cuja caracteristica distintiva reside
no modo como se processam as interagoes de contato entre essas particulas,
ou seja, por meio de forcas dissipativas e altamente repulsivas. A natureza
dissipativa das interagbes estd associada tanto as forgas de fricgdo quanto a
inelasticidade das colisoes. Exemplos bastante comuns sao graos de areia ou
de cereais, fragmentos de rochas, pés, terra, etc. As particulas constituintes
de um sistema granular podem ou nao se apresentar imersas em um fluido
usual, ou seja, molecular, o qual, por sua vez, pode ser um liquido ou um gés.
Assim, algumas propriedades desses sistemas podem diferir drasticamente, quer
se esteja tratando de um sistema “seco” (particulas no vdcuo) ou “molhado”
(particulas imersas em um fluido). Entretanto, é comum desprezar o fluido
intersticial quando sua interacao com as particulas é suficientemente fraca. Esse
é o caso, em alguns exemplos, quando o fluido intersticial é o ar.

O que torna os sistemas granulares essenciamente diferentes dos demais esta-
dos é que, na escala em que seus fendmenos coletivos peculiares se apresentam,
nao se pode esperar que sejam funcao direta da constituicao molecular do ma-
terial constituinte de cada grao. Como conseqiiéncia, um importante resultado,
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de relevante aspecto conceitual, contribui para explicar grande parte de suas
propriedades tipicas: o conceito ordindrio de temperatura nao desempenha aqui
nenhum papel relevante. Em contraste com o caso dos fluidos moleculares,
para sistemas granulares a escala de energia termodindmica torna-se insignifi-
cante em favor de escalas dindmicas, como a da energia potencial gravitacional.
Dessa forma, os argumentos termodinamicos usuais perdem sua validade. Um
exemplo é a segregacao de particulas de diferentes tamanhos em sistemas sub-
metidos a vibracoes ou rotacgoes, o que aparentemente violaria o principio do
nao-decrescimento da entropia. Em fluidos moleculares, o conceito de temper-
atura prové uma escala microscépica de velocidade, dada em fungao da chamada
velocidade térmica. Em sistemas granulares, a tnica escala de velocidades pos-
sivel ¢ imposta pelos fluxos macroscépicos de particulas. Apesar disso, ainda
assim é possivel formular um conceito que guarda certa analogia formal com o de
temperatura termodindmica e possui ampla utilidade no estudo da dindmica de
sistemas granulares. Trata-se da chamada “temperatura granular”, definida em
termos da média, tomada sobre o nimero total de particulas do sistema (“en-
semble”),; do quadrado das flutuacoes de velocidade das particulas em torno do
campo de velocidade macroscépico em um ponto do espago de fase [3]. Mais
abaixo, voltaremos a tratar pormenorizadamente o conceito de temperatura
granular.

Ainda que englobados sob uma mesma denominacao, sistemas granulares em
geral podem apresentar uma enorme diversidade de fenomenos. Alguns deles
guardam analogias com fendmenos tipicamente associados aos sélidos, gases
e liquidos, embora apresentem sempre um aspecto peculiar ou surpreendente,
como a violagdo de alguma lei termodindmica ou hidrodindmica usual. H&
situagoes em que podem ser tratados como um sélido, como nas pilhas de areia
em repouso, embora evidentemente nao possuam qualquer trago de estrutura
cristalina. Se vista como um fluido em equilibrio, entretanto, uma pilha de graos
em um silo de armazenamento nao satisfaz a uma relagao linear entre pressao e
altura do reservatorio, como seria de se esperar no caso de fluidos moleculares.
Por outro lado, uma pilha de graos sobre um plano de inclinagao varidvel pode
apresentar o fendmeno das avalanches, em que o escoamento das particulas
remete ao comportamento usual de fluidos fora do equilibrio. Entretanto, ao
contrario dos fluxos de fluidos moleculares, para pequenas inclinagées do plano
0 escoamento acontece apenas nas camadas superficiais da pilha, enquanto as
particulas das camadas mais internas tendem a permanecer em repouso (1, 2].

Outro problema tipico de sistemas granulares ¢ o de empacotamento [4]. No
processo de preenchimento de um recipiente com graos de uma determinada di-
mensao, verifica-se que as fragoes volumétricas de ocupacgao ao final do processo
podem variar substancialmente, a depender do modo como o preenchimento foi
realizado. Por meio de forgas de friccao estdtica, formagoes de cadeias lineares
de particulas podem manter o sistema em uma configuragdo metaestavel. Uma
vez que flutuagbes térmicas sdo irrelevantes, somente forgas externas, como vi-
bragoes, podem promover um rearranjo do sistema. Em particular, foi observado
que o processo de relaxacao nesses casos € logaritmico, como resultado do efeito
de volumes excluidos [1].
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Sistemas granulares podem escoar como fluidos e existe uma variedade de
modelos tedricos para descreve-los. E comum referir-se a estes modelos como
hidrodindmica granular, uma vez que sao fundamentados em equacoes diferen-
ciais parciais andlogas as equagoes de Navier-Stokes. Como se sabe, as equagoes
da hidrodindmica de fluidos moleculares sao construidas em um processo de
tomada de média sobre escalas de tempo e comprimento que sao assumidas
como sendo muito maiores que as escalas microscépicas tipicas e muito menores
que as macroscopicas. Entretanto, uma das propriedades bésicas dos sistemas
granulares ¢ a falta de separagdo entre essas duas escalas [3]. Isso compro-
meteria, em principio, a validade de qualquer descrigao hidrodindmica para
sistemas granulares. A despeito disso, uma descrigdo hidrodindmica pode ser
aparentemente justificada, ao menos para sistemas caracterizados pela baixa in-
elasticidade [3]. Verifica-se que, em intimeros casos, configuragoes especiais de
fluxos em gases granulares sdo relativamente bem descritas pelas equagoes da
hidrodinamica granular (ver segdo abaixo).

Uma outra classe de fendmenos interessantes e bastante estudados, tanto ex-
perimental quanto teoricamente, é o da convecgao e o do empilhamento induzi-
dos por vibragoes. Um recipiente de seccao transversal constante e preenchido
com graos, quando agitado verticalmente sob agao da gravidade com amplitude
e freqiiéncia especificas, apresenta um movimento coletivo constituido por ro-
los convectivos que transportam graos préximos as paredes do recipiente para
baixo e graos do centro para cima. Esses fluxos promovem um empilhamento
na parte central da superficie livre do sistema, o qual é seguido por eventu-
ais avalanches. Recipientes de diferentes formas, bem como o atrito entre as
particulas e entre estas e as paredes do recipiente, dentre outros fatores, podem
influir na inversao do sentido do fluxo convectivo. Se o sistema for constituido de
particulas de diferentes tamanhos, estas tendem a se separar, com as particulas
maiores movendo-se para cima, independentemente de sua densidade. Dai, em
sistemas granulares, a agitacao nao induz misturas. Em contraste com liquidos
ordindrios, onde o crescimento da entropia favorece um estado de mistura ho-
mogénea, nos sistemas granulares fatores dindmicos sao preponderantes e levam
a separacao de fases (“Brazil nut effect” [5]). Dentre os problemas parcialmente
abertos e ainda hoje discutidos envolvendo esses fendmenos, pode-se destacar
os seguintes: quais seriam os mecanismos que efetivamente promovem o fluxo
convectivo?; qual é o papel desempenhado pelo fluido intersticial eventualmente
existente? e, principalmente, qual é o mecanismo que promove a segregacao de
particulas? [1]. Além dos padrdes convectivos apresentados pela parte central
do sistema, a sua superficie livre pode ainda exibir diferentes tipos de feno-
menos ondulatérios. Estes também foram abordados dentro de uma perspectiva
hidrodinamica [3].

1.1 Gases Granulares

Sistemas granulares em situagoes de empacotamento ou em pilhas em repouso
guardam certas semelhangas com sélidos. De forma andloga, sistemas granu-
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lares densos em fluxos convectivos guardam algumas semelhancas com liquidos.
Por outro lado, a consideragdo de sistemas cada vez mais rarefeitos (fragao
volumétrica baixa), contidos em recipientes onde o papel da gravidade tenha
sido total ou parcialmente neutralizado, conduz a sistemas que podem passar a
apresentar comportamentos similares a aqueles apresentados por gases molecu-
lares, uma vez que os graos passam a percorrer trajetorias balisticas e a interagir
por colisoes aproximadamente instantaneas e bindrias, em sua esmagadora maio-
ria. Exemplos de sistemas rarefeitos desse tipo podem ser encontrados em anéis
planetdrios, caso em que as particulas estdo submetidas a uma fonte central de
gravidade e, portanto, aprisionadas em um “recipiente” constituido por um pogo
de potencial, e também na poeira interestelar, que remete ao comportamento
de um gés livre em expansao [3].

A diferenca crucial entre gases ou liquidos moleculares e os sistemas gran-
ulares andlogos reside na interagao dissipativa entre os graos e a conseqiiente
perda de energia do sistema. O destino natural de um sistema granular isolado,
isto é, livre de forgas externas, é, portanto, atingir o repouso, quando toda a
sua energia cinética converter-se em calor pela excitacao de graus internos de
liberdade de cada particula. Assim, durante sua evolucdo rumo ao repouso,
o sistema permanece sempre fora do equilibrio, no sentido termodinamico, e a
teoria dos gases ideais, apropriada para sistemas eldsticos, perde completamente
sua validade. Uma maneira de evitar o repouso do sistema é supri-lo de ener-
gia externamente. A agitagdo do sistema por meio de vibragoes, como citado
acima, é um desses modos. Essa e outras maneiras de promover a chamada “flu-
idizacao” do sistema granular deram origem ao que se convencionou chamar de
“fluxos granulares rdpidos”, uma denominagdo que, mais recentemente, cedeu
lugar ao termo “gases granulares”, denominacao pela qual passaremos a tratar
os sistemas de interesse a partir de agora [3].

Com base nas caracteristicas explicitadas, pode-se enfim apresentar uma
definicao estrita de gases granulares. Gases granulares sao sistemas granulares
diluidos, ou seja, sistemas de muitas particulas cuja interacao reciproca se dd
por meto de colisdes bindrias, instantdneas e dissipativas, cujo livre caminho
médio é muito maior que o tamanho tipico de uma particula [6]. Esta condi¢do
implica que a duragao do contato entre as particulas durante o processo de
colisao é muito menor do que o tempo médio de voo entre colisoes. Como as
colisbes ocorrem dissipativamente, de modo que em cada colisao bindria ocorre a
perda de parte da energia do sistema, o sistema tende a “resfriar-se”, atingindo
0 repouso, a menos que uma fonte externa de energia seja suprida. A energia
dissipada, por sua vez, € usada para aquecer as particulas, promover deformacoes
plédsticas e até mesmo para provocar fraturas e rupturas.

A dissipacio da energia cinética em gases granulares é a responsavel pela
producao de uma série de efeitos interessantes e ndo triviais. Dentre esses efeitos,
podemos citar ndo somente os fendmenos de colapso ineldstico e de formagao de
aglomerados (“clusters”) e microestruturas em geral, tipicamente associados a
sistemas granulares, como também os de formacao de vértices e padroes mais
complexos nos fluxos associados ao campo de velocidades, estes caracteristicos
da hidrodinamica de fluidos moleculares.
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1.2 Colapso Inelastico

O fendémeno de colapso ineldstico acontece quando teoricamente um nimero in-
finito de colisoes se dd em um intervalo de tempo finito. Um exemplo elementar
é suficiente para esclarecer o conceito. Quando uma bola cai de uma certa altura
h sobre um piso rigido e plano, pode-se observar que, em decorréncia de colisoes
ineldsticas mediadas por um coeficiente de restituigdo o (com valor constante
entre 0 e 1), a bola alcanga sucessivamente alturas cada vez menores. A soma
total dos tempos despendidos para que a bola alcance as alturas méximas apds
cada colisao é dada por ZZL Toa™, onde Tp é 0 tempo necessério para alcangar
pela primeira vez a altura médxima. Esta soma é finita, por tratar-se de uma
série geométrica de razao menor que um. Um processo similar a esse pode acon-
tecer em sistemas de gases granulares, levando & formacao de cadeias lineares
de particulas cuja velocidade relativa torna-se nula. O processo de colapso in-
elastico foi extensivamente estudado por McNamara e Young, tanto em uma [7]
como em duas dimensdes [8, 9].

Em simulagoes de Dindmica Molecular uni- e bidimensionais, o colapso in-
eldstico sempre representa um problema, ja que a evolugao do sistema como um
todo pédra, com excecao das teoricamente infinitas colisoes entre os membros
da cadeia colapsada. Uma série de artificios engenhosos foi criada para evitar
esse problema, tais como passar a considerar as colisdes como eldsticas quando
a velocidade relativa das particulas colidentes cai abaixo de certo valor. Cu-
riosamente, em modelos colisionais mais realisticos, o coeficiente de restitui¢ao
é de fato dependente da velocidade relativa das particulas colidentes. Como
conseqiiéncia, o colapso ineldstico é naturalmente evitado.

Apesar destas dificuldades, na maioria dos sistemas tridimensionais o co-
lapso ineléstico dificilmente acontece. Isso porque uma particula externa ao
plano definido pela cadeia colapsada eventualmente surge para promover a sua
quebra. Em particular, as simulagoes deste trabalho sao todas realizadas em
trés dimensoes, de modo que nao precisaremos nos ocupar mais do problema do
colapso ineldstico.

1.3 Formacgao de Microestruturas e “Clusters”

No contexto da teoria de gases granulares, microestruturas sao inomogeneidades
espaciais na densidade de particulas que podem ocorrer em escala mesoscépica.
Muito embora gases moleculares também possam apresentar ligeiras inomo-
geneidades em sua densidade, as microestruturas granulares sao qualitativa-
mente bastante distintas, apresentando grande variedade nos formatos, nos
processos e mecanismos de formacao, e em sua evolugao temporal.

Mais particularmente, “clusters” sao aglomerados desse tipo, mas que apre-
sentam alta densidade e cuja formagao é peculiar & evolugdo ineldstica de um
gds granular. Entretanto, deve-se ter em mente que colapso ineldstico e “cluster-
izacao” sao fendmenos distintos, embora “clusters” possam vir a ser precursores
de estruturas colapsadas [1, 3].
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“Clusters” podem surgir em gases granulares submetidos a quaisquer condigoes,
independentemente da presenga ou nao de uma fonte externa de energia que
impega o sistema de atingir o repouso. O mecanismo associado & formacao de
“clusters” foi intuitivamente elucidado por Goldhirsh e Zanetti [10]. Segundo
esses autores, em uma regiao em que a densidade de particulas eventualmente
aumente em decorréncia de flutuacoes, ou seja, sem correspondente aumento da
temperatura granular local, automaticamente ocorre um aumento na freqiiéncia
de colisoes em relacao a vizinhanca. Como decorréncia da inelasticidade das
colisbes, a temperatura na regiao mais densa comega a decrescer em uma taxa
maior do que a da vizinhanga, o que contribui para que a pressao na regiao
também caia. O gradiente de press@o resultante ird conduzir as particulas da
vizinhanga para a regiao mais densa, o que resultard em aumento ainda maior de
sua densidade e maior decréscimo da pressao. Portanto, uma vez iniciada, uma
flutuagdo na densidade de particulas promoverd a formacao de um “cluster”,
contanto que eventuais mecanismos hidrodindmicos - que poderiam provocar
a dispersao do aglomerado - possuam escalas temporais mais lentas que as do
processo de “clusterizacao”.

“Clusters” nao sao objetos estacionarios. H& uma dindmica prépria en-
volvida em seu crescimento e movimentacao, bem como interagoes entre os varios
“clusters” formados. Eles podem girar em virtude de fluxos rotacionais (vér-
tices), colidir uns com os outros e destruir-se mutuamente, com a conseqiiente
dispersao das particulas que os formavam. Como sao objetos com temperatura
granular relativamente baixa, uma vez criados eles podem persistir durante lon-
gos tempos, a menos que venham a interagir com outros “clusters”. Talvez o
aspecto mais notéavel no processo de “clusterizagao”, que é também observado
no colapso ineldstico, é que ele em geral produz configuragoes de particulas em
forma de longas cadeias, ao invés de aglomerados irregulares mais concentra-
dos [1, 3]. Esses padrdes de aglomeragao remetem aos mapas de densidade do
universo visivel [10]. Nesse caso, é possivel especular inclusive que o potencial
gravitacional atrativo cumpre o papel de um recipiente, mantendo a densidade
de particulas suficientemente alta para a formacao de “clusters”. Em escalas
suficientemente grandes, as estruturas criadas por repetidas colisbes ineldsticas
podem ser responsaveis pela aglomeracao observada em “gases” de particulas
interestelares, levando & formacao de galdxias e estruturas afins.

O fenomeno de “clusterizacao” pode ser compreendido como um processo
de quebra da estabilidade hidrodinAmica do gds granular [11] e, de fato, sim-
ulagdes computacionais usando Dindmica Molecular [10] e Método Direto de
Monte Carlo [11] demonstram que o processo de esfriamento de um gds granu-
lar inicialmente homogéneo é, em geral, instdvel, produzindo espontaneamente
“clusters” de alta densidade. Entretanto, esse é um processo totalmente depen-
dente da dimensdo do sistema considerado. Pode ser demonstrado [10, 23] que
a formagao de “clusters” é impossivel em sistemas suficientemente pequenos, ou
seja, quando as dimensoes do recipiente sao reduzidas quando comparadas ao
livre caminho médio das particulas.

Posteriormente, iremos discutir a hidrodinamica de gases granulares (Secao
6 do Capitulo 2) e estudaremos com um pouco mais de detalhe o assunto rela-
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cionado a estabilidade. Esse tema possui relevancia para o presente trabalho,
uma vez que estamos interessados em garantir que os sistemas simulados no
regime de esfriamento homogéneo - HCS, definido na Secao 2 do Capitulo 2 -
sejam completamente estdveis. Desse modo, processos de formagao e evolucao
de “clusters”, assim como de colapso ineldstico, nao precisarao ser mais abor-
dados no que se segue.

1.4 Fluxos e Padroes no Campo de Velocidades

Quase todos os tipos de fluxos normalmente estudados na hidrodindmica de
fluidos moleculares tiveram seus andlogos investigados no contexto da teoria
de gases granulares. Isto inclui fluxos de Poiseuille, fluxos de Rayleigh-Taylor,
convecgao de Rayleigh-Benard em plataformas vertical e horizontamente sub-
metidas a vibragao, instabilidades de Kelvin-Helmholtz, fluxos de Couette e de
Taylor-Couette, ondas de superficie, fenomeno de formacao de “dedos”, etc.
Para um conveniente apanhado das referéncias relacionadas a esses tépicos, ver
o ja amplamente citado artigo de revisao de Goldhirsh [3].

Ja tivemos a oportunidade de chamar a atencao para o fato de que a hidrod-
inamica de gases granulares carece de bases sélidas para se estabelecer sem
restrigoes, em funcao da inerente auséncia de separagdo de escalas que carac-
teriza sistemas granulares. Entretanto, em muitos casos verifica-se um bom
acordo entre teoria e experimento. Nao estd claro se isso se deve & validade
da descricao hidrodindmica, ao menos em escalas especificas, ou se as equagoes
hidrodindmicas ja incluem ingredientes fisicos suficientes para explicar certas
classes de fendmenos. Um exemplo do que se quer dizer com ingredientes fisicos
suficientes é o da conveccio de Rayleigh-Benard. E bem compreendido que esta
convecgao é dirigida pela forca de gravidade, como resultado das diferencas de
densidade entre elementos de fluido mais ou menos préximos & fonte de calor,
em oposicao ao fluxo de calor e a viscosidade. Portanto, qualquer modelo que
possua estes elementos, independentemente de sua corregao em principio, deve
reproduzir alguns dos efeitos observados na convec¢do de Rayleigh-Benard em
sistemas granulares.

Em particular, nesse trabalho, ndo nos ocuparemos com o estudo de for-
magao de padroes no campo de velocidades, uma vez que esse é um fendmeno
tipicamente hidrodindmico. Como ficard claro, nosso interesse principal é na
distribuicao de velocidades das particulas do géds granular, cujo estudo pertence
primordialmente a esfera das teorias cinéticas.

1.5 Meétodos Experimentais

Uma grande variedade de métodos experimentais, que vao desde os mais simples
- como a contagem de graos que caem de um plano inclinado para determinar
a taxa do fluxo de particulas - até os mais sofisticados - como o uso de equipa-
mentos e técnicas para fazer rastreamento 6tico e nuclear de suas trajetorias -
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tém sido empregados para testar teorias, observar e descobrir novos fenémenos
na drea [3]. Entre as técnicas mais recentemente incorporadas, estao os métodos
de Ressonancia Magnética Nuclear, o método de rastreamento de particulas por
emissao de pésitrons, velocimetria de imagens e sistemas de gravacao de video
ultra-rapidas [3]. Em muitos casos, experimentalistas sdo capazes de seguir os
movimentos de cada uma das particulas, o que possibilita testes experimentais
diretos das predigoes tedricas.

1.6 Meétodos Computacionais

Sistemas granulares em geral, e gases granulares em particular, sdo notdrios
pelas dificuldades que impoe ao experimentador. Por esta razdo, desde muito
cedo foram utilizados métodos computacionais para testar previsoes tedricas
e simular modelos de interacdo [3]. Embora simulagbes computacionais nao
cheguem a substituir experimentos fisicos, elas representam uma excelente solucao
de compromisso entre as imensas dificuldades de se realizar um experimento com
sistemas granulares reais e a necessidade de se introduzir modelos bastante sim-
plificados para tratd-los analiticamente. De fato, poucos problemas em mecénica
estatistica s@o exatamente soliveis. Isso significa que a especificagao completa
das propriedades microscépicas de um sistema nao conduz diretamente a um
conjunto de propriedades macroscépicas relevantes. Nesse aspecto, simulacoes
computacionais desempenham um papel significativo ao fornecerem essencial-
mente solucoes exatas para certas classes de problemas em mecénica estatistica
em que talvez somente métodos de aproximagao muito severos poderiam gerar
algum resultado. Desse modo, simulagoes computacionais provéem uma rota di-
reta entre os detalhes microscopicos de um sistema (a massa das particulas, suas
interagOes e geometrias especificas, etc.) e as quantidades macroscépicas de in-
teresse experimental (equagoes de estado, coeficientes de transporte, parametros
de ordem, etc.).

A construgdo de uma teoria geral para a dinamica de sistemas granulares é
uma tarefa extremamente dificil. O que o tedrico tem a sua disposi¢do sao, no
méximo, modelos simplificados que procuram representar algumas das carac-
teristicas mais relevantes de sistemas reais bastante especificos, em situacoes
também consideradas muito especificas. Ainda assim, tais modelos podem
deixar muito a desejar e suas previsoes podem afastar-se bastante do que de
fato é observado. Dessa forma, a distancia entre teoria e experimento pode ser
gigantesca. Nesse sentido, simulacoes computacionais desempenham um papel
importante ao contribuirem para diminuir essa distancia, pois se intercalam en-
tre o campo experimental e o analitico tomando de cada um aquilo que eles
tém de mais vantajoso. Por um lado, simulagoes computacionais podem fazer
as vezes de sistemas experimentais em que todas as hipéteses assumidas nos
modelos tedricos simplificados sdo de fato satisfeitas. Além disso, computa-
cionalmente todas as condigoes de contorno podem ser controladas com total
precisao. Nesse sentido, simulac¢oes passam a ser o Unico teste direto de teorias e
modelos tedricos. Por outro lado, a depender da engenhosidade do programador,
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nao ha limites préticos para a capacidade de fazer uma simulacao computacional
reproduzir os aspectos qualitativos mais relevantes de experimentos intrincados.
Mesmo que o seja com forte aporte fenomenoldgico, muitos ingredientes fisicos
de fenomenos observados sao muito mais facilmente introduzidos e testados via
simulagbes de computador. Cumpre, entretanto, citar que as dreas analitica,
experimental e computacional nao sao estanques. Os métodos e resultados car-
acteristicos de cada uma delas podem e sao usados para promover avangos nas
demais.

As abordagens computacionais canonicamente encontradas nessa drea de
pesquisa sao duas: Métodos de Monte Carlo (MC) e DinaAmica Molecular (“Mole-
cular Dynamics” - MD) [12, 13]. Os métodos de Monte Carlo sdo na verdade
muito variados, mas todos eles compartilham a caracteristica de serem forte-
mente baseados no uso de nimeros aleatérios por meio do chamado algoritmo
de Metropolis [13]. Sao utilizados para solu¢do de problemas bastante diversos,
como integragao numérica de fungdes, por exemplo. No caso de sistemas granu-
lares, em sua maioria sao procedimentos numéricos para solucionar a equacao de
Boltzmann. Brey e colaboradores usaram o chamado Método Direto de Monte
Carlo (“Direct Simulation Monte Carlo” - DSMC) com essa finalidade [14].
Pouco tempo depois, usaram uma versao simplificada do mesmo método para
investigar as chamadas caudas de alta energia ndo-Gaussianas na distribuicao
de velocidades de um gds granular em esfriamento homogeéneo [15], assunto do
qual trataremos mais adiante (Se¢ao 5 do Capitulo 2).

Bastante distintos sao os métodos de Dinamica Molecular (MD), nome orig-
inalmente utilizado para descrever processos de solugao numérica das equagoes
de movimento cldssicas (equagoes de Newton) para um conjunto de moléculas
[12, 13]. Dentre eles, o método de simula¢do chamado “event driven” (Segao
1 do Capitulo 3) possibilitou um grande aumento da eficiéncia computacional.
Em razao disso, foi imediatamente aplicado aos problemas de dinamica granular,
tipicamente muito exigentes deste ponto de vista. Essa inovagao permitiu que
se passasse do tratamento de sistemas com um nidmero de particulas da ordem
de 10? para sistemas muito maiores, da ordem de, por exemplo, 10° [3]. A partir
disso, Dindmica Molecular passou a ser o principal instrumento para pesquisa
de modelos tedricos e medidas de fungoes de distribuicao em gases granulares
[16, 17], [18]-[20].

Existem muitas diferengas entre Dindmica Molecular e Método de Monte
Carlo. Por um lado, Monte Carlo tem demanda computacional menor e, por-
tanto, possibilita maior desempenho, permitindo simular sistemas da ordem de
105 — 107 particulas em computadores de média capacidade. Entretanto, ele
nao permite estudar a dinamica de gases granulares de forma independente da
equagao de Boltzmann, uma vez que ambos partem dos mesmos pressupostos. O
Método de Monte Carlo supde, como a equagao de Boltzmann, a inexisténcia de
correlagoes entre as velocidades pré-colisionais (“caos molecular”) e, desse modo,
nao provéem uma real validagdo da teoria cinética subjacente [21]. Simulagdes
realizadas via Dinamica Molecular sao, por outro lado, computacionalmente
muito mais exigentes, mas reproduzem a dindmica exata do sistema. Desse
modo, estao livres das suposigoes tipicas de uma teoria estocdstica, sendo uma
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ferramenta muito mais adequada no estudo e verificagao de teorias e modelos
cinéticos.

Por este motivo, neste trabalho as simulacGes serao todas realizadas com
Dinamica Molecular, do tipo “event driven”, e no Capitulo 3 faremos uma de-
scrigao pormenorizada deste método.



Capitulo 2

Teoria Cinética de Gases
Granulares

Os conceitos bésicos segundo os quais gases granulares podem ser considerados
como colecoes de particulas com raio de interacao curto, movendo-se balistica-
mente e sofrendo colisdes bindrias, instantaneas, fortemente repulsivas e inelds-
ticas, foram todos formulados no artigo seminal de Haff entitulado “Grain flow
as a fluid mechanical phenomenon” [22]. Este artigo langou as bases para o uso
dos métodos tipicos da teoria cinética na drea de gases granulares. Tais métodos
foram desenvolvidos ulteriormente para definir e calcular grandezas como tem-
peratura granular, pressdo, fungoes de distribui¢@o e coeficientes de transporte
nas duas décadas de pesquisa subseqiientes [23]-[28].

A formulagdo de uma teoria matemdtica para gases granulares envolve a
defini¢ao de modelos colisionais adequados. Esses modelos, em larga medida, sdo
idealizagGes mais ou menos razodveis sobre como deve ser a forma das particulas
e como devem ser reguladas a perda de energia e a troca de momentos linear e
angular nos choques entre elas. Claramente, nao ha esperanca de que qualquer
gés granular real possa ser precisamente descrito com base em tais simplificagoes.
Contudo, o importante nao é tanto uma precisao quantitativa absoluta, mas sim
a capacidade do modelo de reproduzir qualitativamente fend6menos tipicamente
associados a esse tipo de sistemas.

Os modelos colisionais mais bédsicos sdo aqueles que assumem particulas de
formato esférico, lisas e ineldsticas, as quais seguem trajetérias livres (com a
possivel excegdo da interagdo com um campo externo, como a gravidade) até
que uma colisao ocorra. Sendo lisas, nao existe troca de momento angular entre
as particulas durante o choque, mas tao somente de momento linear. No quesito
inelasticidade, podem ser rigidas ou macias. No modelo envolvendo esferas
macias, as particulas interagem através de uma repulsao eldstica muito forte. A
perda de energia se dd durante o contato, em um tempo finito, mas bastante
curto, por meio de uma forga friccional proporcional & velocidade relativa das
particulas [29, 30]. No modelo de esferas rigidas, a perda de energia ¢ instantanea

11
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e regulada por um coeficiente de restituicao normal «, assumindo valores entre
0 e 1. O decréscimo da velocidade relativa das particulas ocorre somente na
diregao radial. No caso de a = 0, tem-se uma colisao totalmente ineldstica,
onde as particulas se unem em uma sé, enquanto para o = 1, tem-se o caso
da colisdo eldstica. Na situagdo mais simplificada, o coeficiente de restitui¢do
normal é assumido ser constante [8, 10, 27, 29]. Entretanto, consideragoes fisicas
e resultados experimentais mostram que, em geral, o coeficiente de restituicao é
funcao da velocidade relativa das particulas, como no caso do chamado modelo
viscoeldstico [31].

A dinamica e a cinemética de esferas macias tém sido largamente discutidas
na literatura, mas uma teoria cinética para a func@o de distribui¢do de uma
particula nao é bem desenvolvida para esse modelo. J4 no caso de esferas
rigidas, um bom corpo de teoria, baseado fundamentalmente na equagao de
Enskog-Boltzmann, j& se encontra a disposi¢ao [23, 17, 24, 26, 27, 29].

Um passo adiante na sofisticagdo dos modelos colisionais ¢ a inclusdo de
forcas de friccdo associadas ao escorregamento relativo das particulas, o que
conduz a consideracao da rotacao e da troca de momentos angulares entre elas,
bem como a introducao de um segundo coeficiente, associado a rugosidade,
chamado de coeficiente de restituigao tangencial, para modelar as dissipagoes
neste caso [24, 32, 33]. De forma similar ao caso do coeficiente «, associado a
inelasticidade, também o coeficiente de rugosidade é por vezes assumido con-
stante. Entretanto, sabe-se que, de fato, possui uma dependéncia muiltipla com
relacao ao coeficiente de atrito entre as superficies deslizantes, bem como com
relacao a ambas as componentes, normal e tangencial, da velocidade relativa
entre as particulas.

Por fim, pode-se também relaxar a exigéncia de particulas com formato es-
férico e tratar particulas com formatos mais complicados, tais como bastoes
[34, 35]. A consideracdo de modelos colisionais cada vez mais sofisticados
coloca dificuldades gradativamente maiores, tanto do ponto de vista matematico
quanto do simulacional. Entretanto, permitem a descricao e a descoberta de
fenomenos presumivelmente mais realisticos. Apesar disso, por sorte o modelo
colisional mais simples que pode ser considerado, ou seja, o das esferas rigidas,
lisas e com coeficiente de restituicao normal « constante, jé apresenta todas as
caracteristicas mais importantes que distinguem os gases granulares dos fluidos
moleculares. Por esse motivo, ao longo deste trabalho, este sera o inico modelo
colisional adotado.

Portanto, para efeito da descrigdo que se segue, passamos a considerar o
problema mecéanico da troca de velocidades entre esferas rigidas em uma colisao
bindria como sendo dado de acordo com a expressao:

N 1+«

vV, =V; — —2 (eij -vij)eij, (21)
N 1+«

vi =vj+——/(eij - vij)ey,

2

onde v; e v} sao as velocidades das particulas imediatamente apds uma colisao,
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v; e v; sdo suas velocidades pré-colisionais, v;; = v; — v; ¢ a sua velocidade
relativa e

I'ifl‘j

(2.2)

€ =T ———7»
i — ;]
é o vetor unitdrio ao longo do eixo que une os centros das particulas i e j, com
r; o vetor posi¢ao da i-ésima particula. Como fica claro, somente a mudanca
da velocidade relativa ao longo da direcao radial de uma colisao é considerada
para o decréscimo da energia do sistema:

AFE = 7%(1 - az)(eij . Vz'j)Q. (23)

2.1 A Equacao de Enskog-Boltzmann

Seja um sistema tridimensional composto por N particulas esféricas, rigidas e
lisas, de didmetro a e massa m, interagindo por meio de colisoes instantaneas
com coeficiente de restituicao normal constante «, conforme a equagao 2.1. De-
vemos considerar a evolugao temporal da funcao de distribuicao para N particu-
las pn(x,t), com x = {x1,Z2,...,xN}, onde x; = {r;,v;} representa um ponto
no espago de fase. Para sistemas Hamiltonianos, a evolugao temporal é dada
pela equagao de Liouville, que descreve o fluxo incompressivel da distribui¢ao
no espago de fase. No caso de sistemas dissipativos, por outro lado, os volumes
no espaco de fase contraem-se ao longo do fluxo.

Para desenvolver a mecénica estatistica fora do equilibrio deste sistema, é
necessério identificar o gerador da dindmica no espago de fase. Uma vez que as
velocidades mudam instantaneamente, a forca associada a aceleragao de cada
particula passa a ser singular, e uma formula¢do um pouco diferente tem que
ser feita neste caso. Além disso, para particulas rigidas com dimensao finita, a
dindmica é indefinida para uma parte do espaco de fase que permanece fisica-
mente inacessivel, correspondente aos pontos onde as esferas se interpenetram.
Nao entraremos nos detalhes da dedugao neste caso, que pode ser encontrada
em [26]. Aqui, nos limitaremos a estabelecer como ponto de partida da descri¢ao
cinética a chamada pseudo-equacao de Liouville para sistemas livres de forcas
externas:

0 —

i<j
com Tij o operador de colisao para duas particulas:
Tijpn = a? [ deij(v,;-ei;)O(v;;e) x

J
(2.5)

X {#5(1‘”‘ - aeij)pN(rk,vZ*) — 6(1‘@‘ + aeij)pN(rk,vk)} ,
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que representa as interagoes entre as esferas rigidas e podem ser consideradas
“pseudo-forgas” entre os pares de particulas [29]. Dai o nome pseudo-equagao
de Liouville.

Em colisoes diretas, a velocidade relativa inicial v;; resulta na velocidade
pés-colisional dada por 2.1 ou, equivalentemente, v;; - €;; = —o(vi; - ei5). O
termo positivo na equacao 2.5, chamado termo de ganho, entretanto, descreve
colisoes inversas. As velocidades representadas por v;* referem-se as velocidades
preé-colisionais na chamada colisao inversa, que resultam em v, como velocidades
pos-colisionais com v/ - e;; = —(1/a)(vi; - €;5). O(x) ¢ a fungao de Heaviside,
que garante que a integracao seja realizada respeitando a condicao v;;-e;; > 0, ja
que somente particulas que efetivamente se aproximam umas das outras devem
ser levadas em consideracdo para o computo da taxa de colisdo. é§(x) é a fungao
delta de Dirac, e garante que a colisao entre as particulas se d4 com seus centros
separados por uma distancia a.

Uma representagao equivalente da evolugao temporal do sistema pode ser
dada em termos das fungdes de distribuigdo reduzidas para s particulas, com
s < N [36]. O procedimento usual de integragao sobre uma parte do espaco de
fase conduz a hierarquia BBGKY para as fungoes de distribuigao reduzidas [36].
A primeira equacdo da hierarquia pode ser escrita como:

Opr +vi-Lpr =a® [dvs [ deia(viye12)O (v ye12)X (2.6)

1
kK kK
X {&PQ(I‘1;V1 ,T1 — aeq2,Vy ', t) — pa(ry, vi, 1 + aeqz, va,t) 5.

Esta equagdo contém a funcao de distribuicao de pares de particulas ps.

Para obter uma equacao fechada para a funcdo de distribuicao de uma
particula p;, uma relagdo que expresse po em funcao de p; deve ser fornecida.
O meétodo bésico para isso é implementar a suposicao de “caos molecular” de
Boltzmann - também chamada aproximagao de campo médio - requerendo que
as velocidades de duas particulas imediatamente antes de uma colisao sejam de-
scorrelacionadas ou, o que é equivalente, que a fungao de distribuicdo de pares
possa ser fatorada da seguinte forma:

p2 = p1(r1,vi,t)p1(ra, va,t). (2.7)

Para que essa suposicao seja satisfeita, é suficiente que nenhuma particula colida
mais do que uma vez com qualquer outra particula durante a evolugao tempo-
ral de p;, embora isso nao seja estritamente necessdrio. Em qualquer caso, é
evidente que essa suposicao s6 é vélida no limite de gases diluidos. Quando a
densidade aumenta, a suposicao de “caos molecular” é violada.

A equacao de Boltzmann é obtida da equagio 2.6, substituindo a equacio

2.7 e desprezando a separagao espacial entre as particulas colidentes, uma vez
que se assumiu o limite de baixas densidades:
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6tp1 + vy %pl = CL2 deQ fdelg(v12~e12)®(v12~e12)x
(2.8)
x {21 (r,vi*, t)pr(r, v5*, 1) — pi(r, vi, t)pi(r, va, 1)} = aI(p1, p1).

Doravante faremos uma simplificacdo notacional e a fun¢do de distribuicao
de uma particula serd representada apenas por p(r,v,t). Existe uma diferenga
digna de nota entre a equacao 2.8 e a equagao de Boltzmann para o caso eldstico,
a saber, a ocorréncia do fator 1/a? no termo de ganho. Um fator 1/« vem do
Jacobiano dvi*dvi* = (1/a)dvidvy. O outro fator 1/a vem da prépria lei de
troca de velocidades v;[ - e;; = —(1/a)(vi; - €;5).

A chamada equacao de Enskog-Boltzmann resulta de uma extensido semi-
fenomenolégica da equagdo de Boltzmann para o caso de fluidos densos. Ela é
obtida alterando a prescrigao bédsica do “caos molecular”:

p2 = x(r1,r111)p(r1, v, t)p(ra, va,t), (2.9)

de modo a incluir a fungao de correlagao de pares de particulas no contato,
2—n)

2(1—=mn)?
mna’

n=—g Esta versao estendida do “caos molecular” ainda desconsidera as

possiveis correlagoes nas velocidades, mas permite considerar correlagoes estéti-
cas de curtissimo alcance, causadas por efeitos devidos ao tamanho finito das
particulas e, conseqiientemente, do volume excluido.

x(ri,r1 1 n) = [37]. Nessa expressdo, n ¢ a fragdo volumétrica

2.2 [Estado de Esfriamento Homogéneo (HCS)

Em termos gerais, a evolugao temporal de um sistema granular é essencialmente
caracterizada por sua perda continua de energia. No limite ¢ — oo, as particu-
las tendem a atingir velocidade nula e o sistema atinge o repouso. Portanto,
a funcao de distribuigao de velocidade tende a estreitar-se em torno de uma
fungao delta de Dirac. A situacao fisica mais simples que pode ser considerada
para a evolugao de um gés granular é representada por um gés bastante diluido,
inicialmente distribuido de forma homogénea no espago, em processo de esfria-
mento livre, ou seja, na auséncia de forgas externas. Se for possivel que, durante
sua evolugdo, o sistema permanega espacialmente homogéneo, entao estaremos
diante do regime de evolugao conhecido por Estado de Esfriamento Homogéneo
- “Homogeneous Cooling State” (HCS). Nesse estado, a fungao de distribui¢ao
passa a depender exclusivamente das velocidades.

A dindmica da distribui¢do de velocidades para o sistema no HCS ¢é dada
pela equagao de Enskog-Boltzmann homogénea:
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0
&p(vl,t):)(az/va/dem(vu-em)@(vu-elg) (210)
1 ok ok —
. {gmvl PV, ) p(vl,wp(vz,t)} = \aI(p, )

Note que, no caso espacialmente homogéneo, a unica diferenca entre a equagao
de Boltzmann para sistemas diluidos e a de Enskog-Boltzmann para sistemas
densos é a presencga do fator x, que cumpre o papel de aumentar a freqiiéncia de
colisbes em sistemas densos, em virtude de efeitos devidos ao volume excluido.

Para referéncia posterior, nés iremos também escrever a equagdo para a

evolucdo temporal da média de uma fungéo ¢g: (g) = - dvg(v)p(v,t), onde

n = / dvp(v,t) é a densidade de particulas, ou seja, o nimero de particulas

por unidade de volume. Da equagio acima, segue-se [27]:

d 2
—{g) A9 /dVldVQ/d612(V12'612)®(V12~612) (2.11)

o

x p(vi,t)p(va, ) Alg(vi) + g(v2)],

onde Ag(v;) = g(v}) — g(v;). Esta férmula ¢ de grande utilidade nas dedugoes
a seguir.

Para sistemas de esferas rigidas, Goldshtein e Shapiro [24] mostraram que a
equagao 2.10 admite uma solucao isotrépica que descreve o HCS, escalada pela
“velocidade térmica” vg(t) do sistema, da seguinte forma:

n _f v n .

Nesta expressdo, foi introduzida a distribui¢ao reduzida p(c(t)). A dependén-
cia temporal desta fungao se dd implicitamente, através da dependéncia tem-
poral da velocidade reescalada c(t) = #(t) Nessa nova escala, a distribuicao é
explicitamente independente do tempo, de modo que s6 descreve o regime esta-
ciondrio do HCS, apés todos os regimes transientes terem desaparecido. Dito de
outra forma, isso quer dizer que, no regime estacionario, a dependéncia tempo-
ral da fungao de distribuigao se dé exclusivamente através de vg(t), ou de uma
nova quantidade, a partir de agora denominada Temperatura Granular, definida
como a média no ensemble da energia cinética das particulas:

3n

ST = /dv%vzp(v,t). (2.13)

Por defini¢ao, a relagdo entre a velocidade térmica e a temperatura granular é
dada por:

T(t) =

SE

w3 (t). (2.14)
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Quando a distribuigao de velocidades p(v,t) é Gaussiana, a velocidade térmica
definida de acordo com a equacao 2.14 possui o significado de velocidade mais
provavel do ensemble. No caso geral de sistemas ineldsticos, onde a distribuigao
exata nao é conhecida, esse significado ndo pode mais ser mantido.

Em resumo, a forma funcional dada pela equagdo 2.12 representa o estado
estaciondrio assintético do HCS alcangado pelo sistema apés um curto periodo
transiente. A teoria de estabilidade hidrodindmica prediz que o sistema per-
manecerd neste estado se certas condigoes associadas a inexisténcia de flutuagoes
instdveis nas densidades de posi¢ao e de velocidade forem satisfeitas (ver Segao
6 deste capitulo).

No nosso contexto, serd mais vantajoso considerar o formato geral, dado na
equagdo 2.12, explicitamente dependente do tempo [17, 31]:

p(v,t) = %ﬁ (L t> = vgiﬁ(c(t),t). (2.15)

e vo(t)’ 6 (1)
Para obter a evolucao temporal da temperatura, basta multiplicar a equagao
2.12 por g = %v% e integrar sobre v;. Usando a equagao 2.11, obtém-se:
dr(t
% = %mxna%g(t) = —2ywoT'(t). (2.16)

Nesta equagao, wg é a chamada freqiiéncia de colisdo de Enskog. A freqiiéncia
de Enskog é definida como a freqiiéncia média de colisoes para esferas rigidas
eldsticas ou, equivalentemente, o inverso do tempo médio de colisao em sistemas
eldsticos 7.. Ela pode ser calculada como a média, tomada sobre distribui¢oes
de Maxwell-Boltzmann ¢(c) = 7=3/2 exp(—c?), do termo de perda da equacio
de Enskog-Boltzmann 2.10:

woznvgxaz/dclch/delz(cu-elg)@(cu-elg)(b(cl)¢(02) (217)

A equagdo 2.17 pode ser integrada diretamente, fornecendo a expressdao con-
hecida para a freqiiéncia de Enskog;:

S
wo = —2=yna’vy, (2.18)

V2T
27Td/2

onde S; = T2 é a drea da superficie de uma esfera unitaria em d dimensoes.

Para d = 3, temos S5 = 4. E evidente que, para sistemas eldsticos, a freqiiéncia
de Enskog é constante.

V2
Na equagao 2.16, o fator v é explicitamente definido como v = % 1o [27].
3
A constante uo é a integral colisional cuja expressdo geral é dada por [27]:
iy == [ dercl 15,7, (2.19)

onde
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:f(ﬁ,ﬁ) E/dcz/delg(c12-e12)®(c12-e12) (220)
et 0ptes. )~ fler )(eat) |

Ao contrédrio do caso dos sistemas eldsticos, a freqiiéncia média de colisdes
w em um fluido granular é uma quantidade obviamente dependente do tempo,
através da velocidade térmica vg. Por esse motivo, é mais natural medir o
tempo por meio do nimero médio 7(t) de colisdes que uma particula sofre em
um tempo ¢, dado através da freqiiéncia de colisdes w(t) por:

T(t)/o dt’w(t’)@w(t):%T(t). (2.21)

Podemos calcular w(t) de forma andloga & descrita na equagao 2.17, mas como
uma média sobre a distribuigao escalada p(cy), tal que

d
w(t) = 2 7(t) = worr, (2.22)
com:
2 ~ ~
’}/T:\/S—_;T/dcldCQ/delz(C12'612)®(012'612)p(cl,t)p(CQ,t). (223)

Eventualmente, o sistema atinge o patamar de evolugao estaciondrio, apds
um tempo t > t* (7 > 7*), de modo que a distribuigdo escalada torna-se inde-
pendente do tempo. Desse modo, as integrais colisionais v e v, também passam
a ser constantes independentes do tempo, denotadas por v* e v*. Portanto, as
equacoes 2.16 e 2.22 passam a ser escritas como:

T
ar _ —27*wo(T)T, (2.24)
dt
d .
270 =wo(T)z, (2.25)
cujas solugoes analiticas sao:
T () - (2.26)

Lo (T(E) ( — )
— T(t*) exp (i) ,

=)

() — 7 = z—fm [+ 7 wo(T(E)) (t — £] . (2.27)
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A equacao 2.27 fornece uma relacdo entre o tempo colisional 7 e o tempo real
t. A equacdo 2.26 fornece um dos resultados mais notdveis da teoria cinética
de gases granulares, a famosa Lei de Haff [22], que estabelece o decaimento
algébrico da temperatura granular no tempo real - ou exponencial, no tempo
colisional -, para o estado estaciondrio de um gds em regime de esfriamento
homogéneo.

2.3 DinAdmica do HCS

Podemos comegar a consideracao da dinamica da fungao de distribuicao para o
HCS, bem como a identificagio de seus estados estaciondrios. A substituicdo do
“ansatz” dado pela equacao 2.15 na equacao de Enskog-Boltzmann 2.10 fornece
a seguinte equagdo integral para a forma escalada p(c(t),t) [31]:

e (3 tor- ai) Per(t). ) + %%mcl(t),t) — 3. (@22)

A equacdo 2.28 ¢é extremamente complicada e, para resolvé-la, ao menos
aproximadamente, faz-se necessdrio assumir algumas hipéteses. Em particu-
lar, é razodvel esperar que, no limite de baixa inelasticidade, a solucao deva
aproximar-se da solucao da equacao de Boltzmann para sistemas eldsticos, ou
seja, a solugao procurada deve ser suficientemente préxima da distribuigao Gaus-
siana ¢(c). Uma aproximagao sistemética da funcao escalada p(c(t),t) pode ser
encontrada expandindo-a por um conjunto completo de polinémios de Sonine
[24, 27]:

ple(t), t) = ¢(c) {1 +y ap(t)Sp(cz)} ; (2.29)
p=1

onde S;(x) é o i-ésimo polinémio de Sonine. Os quatro primeiros polindmios em
trés dimensoes sao dados por:

So(l’)zl,
3
Sl(x)za—x,
15 5 1
Sg( )*§*§1’+§1’2,

— —ab. (2.30)

Polinémios de Sonine sao a denominagao pela qual sao conhecidos, em teoria
cinética, os polinomios de Laguerre modificados: S,(c*) = L7(c?), onde h =
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d/2 — 1, em d dimensdes. Sua expressdo geral em trés dimensoes é dada pela
seguinte férmulas:

- n—+1/2)! zt
Snl@) = Z{(_l)l(n(m (1//2)+1)! u}' (2:31)

=0

Como um conjunto completo de fungoes, os polindmios de Sonine satisfazem
a condigoes de ortogonalidade, dadas por

/ de()Sy(c2)S{c?) = 6,y (2.32)

0 que permite escrever os coeficientes a, como uma combinacao finita de mo-
mentos da varidvel ¢, para cada tempo t:

0(t) =3 [ doSy(@elt). o) (2.33)

p

+3)! N . .
(v p!z) constantes de normalizagao. Em particular, pode-se veri-

com N, =

3 |N)
ke[

ficar que, da condi¢ao de normalizacdo n = [ dvp(v,t), o coeficiente de ordem
0 éap =1, e que, a partir da definigao 2.13 para a temperatura, o coeficiente de
ordem 1 é sempre nulo: a; = 0. A expressao 2.33 mostra que os coeficientes da
expansao em polindmios de Sonine sdo de fato combinagoes lineares finitas dos
momentos da distribuigdo reduzida do sistema. Consideragoes semelhantes con-
duzem a expressao do segundo coeficiente as, proporcional ao quarto momento
da forma escalada:

_4
15

onde (c?) = [cPp(c(t),t)dc. A expressao 2.34 ¢ de extrema utilidade para
calcular as a partir de dados de simulagao, se o segundo e o quarto momentos
da distribuicao puderem ser obtidos com suficiente precisao.

Multiplicando ambos os lados da equagao 2.28 por ¢{ e integrando sobre ¢y,
obtém-se:

az (¢") -1, (2.34)

%q(o@ _ (:f(;_:) ; %ak(t)ykq = Lg, (2.35)

onde usamos a equacao 2.19 e omitimos o sub-indice em c. Nessa expressao,
Vig = [deSk(c?)ci¢(c). O conjunto das equagdes 2.35 fornece um sistema
infinito, mas fechado, para os coeficientes a;, uma vez que os momentos fi4
também sao expressos em termos desses coeficientes.

O conjunto das equagoes 2.35, acrescido da equagao 2.16, constitui a de-
scrigao completa da dindmica da distribuigdo de velocidades do HCS, em ter-
mos da dependéncia temporal dos coeficientes da expansao polinomial de Sonine,
também chamados momentos de Sonine. Em particular, o cdlculo das integrais
colisionais p, ¢ um processo elaborado, mas bem definido quando a expansao
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2.29 é truncada em alguma ordem finita [31]. No Apéndice A, apresentamos o
procedimento geral de cdlculo destas integrais colisionais. Um ponto importante
a ser notado é que a evolugao temporal dos coeficientes de Sonine é acoplada a
dinamica da temperatura, através do fator wy(t). Da mesma forma, a dinaAmica
da temperatura ¢ acoplada & dindmica dos coeficientes (ver equacdo 2.16).

Pelo exposto acima, o sistema infinito de equacoes diferenciais s6 pode ser re-
solvido por meio de um expediente de truncagem da expansao 2.29. Entretanto,
a suposicao técita é de que qualquer solugao aproximada obtida sé fard sentido se
todos os termos desprezados forem suficientemente pequenos quando compara-
dos com os remanescentes. Uma vez que, para regimes de baixa inelasticidade,
espera-se que a distribuicao seja proxima da Gaussiana, entao ay << 1 = aq.
Generalizando-se esta desigualdade, pode-se assumir que a;+1 << a;, para todo
[. Esta é a hipétese de trabalho conjecturada por Huthmann e colaboradores
[17]. Esses autores propuseram um esquema de truncagem em que se assume
que a; é da ordem de X, onde X\ é um pardmetro pequeno o suficiente para que
faca sentido uma aproximacio de ordem O(\!), na qual todos os termos maiores
que A, em todas as equacdes acima consideradas, possam ser convenientemente
desprezados. Isto torna o sistema finito e permite sua solucao analitica ou
numérica.

Vamos mostrar o procedimento de truncagem em ordem O(\?). Escolhendo
q = 4 na equagao 2.35, obtém-se:

as(t) = ?3;2(_?#2(1 +ag) — %Cjé_fr)m.

As integrais colisionais pg e p4 s@o explicitamente dadas pela equagdo 2.19, com
a expansao 2.29 truncada em p = 2:

(2.36)

Fe(t), 1) = 6(c) {1+ aa(1)Sa(c)} (2:37)

Assim

tq = _%/dcldc2/d€12(c12'612)®(C12'612)¢(Cl)¢(cz) (2.38)

x {14 ax(t) [S2(c?) + S2(c3)] + a3(t)S2(c})Sa2(c3) }
X A(ct+¢cd),

onde Ag(v;) = g(v}) — g(v;) (ver o Apéndice A para se ter um panorama do
clculo de A (¢ + c), us2 e pg).

A equagdo 2.36 pode ser resolvida numericamente para cada valor do coefi-
ciente de restituigdo o. Pode-se fazer uma simplificagdo adicional, assimilando
o termo wy(t), e introduzindo uma nova varidvel independente d7 = wy(t)dt.
Essa simplificagdo ndo é realmente necesséria, mas desse modo a evolucdo de
as passa a ser dada aproximadamente em fungao do nimero médio de colisoes
por particula 7 (definido pela equagdo 2.21) e a dindmica dos coeficientes se
desacopla da dindmica da temperatura. Pode-se mostrar que o erro associado
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Figura 2.1: Evolugédo de as em funcao do nimero de colisbes por particula. As
curvas correspondem a « = 0,9 (continua), « = 0,8 (pontilhada), o = 0,6
(tracejada) e « = 0,5 (ponto e trago).

a se aproximar 7 por 7 é pequeno para o limite de baixa inelasticidade [17].
Entretanto, mesmo para o regime de altas inelasticidades, este erro € irrelevante
para a discussao que se seguird, uma vez que estamos interessados nos valores
estaciondrios dos coeficientes, ou seja, nos pontos fixos do sistema dinamico
dado pelo conjunto das equagdes 2.35, e nao na descricao da dindmica da fase
transiente. Por esse motivo, no que se seguird usaremos indistintamente 7 no
lugar de 7, para nao sobrecarregar a notacao.

Para efeito de ilustragao, apresentamos, na figura 2.1, o resultado das solugées
numéricas da equacao 2.36, para os coeficientes de restituicao a = 0,9; 0,8; 0,6
e 0,5. Para estes exemplos, impusemos a2(0) = 0 como condi¢ao inicial.

Observa-se em todos os casos uma rapida fase transiente, que dura no max-
imo 10 colisoes por particula, seguida de uma fase assintética estaciondria. O
valor estaciondrio do coeficiente ao, ou seja, o ponto fixo do sistema, pode ser
facilmente calculado, fazendo as(t) = 0 no lado esquerdo da equagdo 2.36. A
expressao analitica completa de as em fungao de a é longa e complicada. No
limite de baixas inelasticidades, lembremos que se assumiu que ay << 1. Por-
tanto, uma aproximacao linear, que despreze todas as poténcias de as maiores
que um, deve prover uma expressao analitica vilida nesta aproximagao. Esta
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Figura 2.2: Coeficiente as, calculado em aproximacao linear, em funcao do
coeficiente de restitui ¢ado «, para d = 2 (linha pontilhada) e d = 3 (linha
continua).

expressdo foi calculada pela primeira vez por Goldshtein e Shapiro [24], mas
continha um erro que foi corrigido posteriormente por van Noije e Ernst [27]. A
expressao correta é:

B 16(1 — a)(1 — 2a2)
9+ 24d+8ad — 41a+ 30(1 — a)a?’

as(a) (2.39)
Os grificos desta fungao sao apresentados na figura 2.2, para d =3 e d = 2.

As curvas apresentadas na figura 2.2 mostram que, para valores de « acima
de 0,6, o valor do segundo coeficiente da expansao de Sonine permanece pe-
queno. Entretanto, fora deste intervalo, seu valor cresce o suficiente para colocar
em duvida a consisténcia do processo de truncagem. Somente medigdes diretas
do coeficiente, via simulagao, podem confirmar se as curvas tedricas mostradas
na figura 2.2 ainda preservam algum significado fisico para valores de o < 0, 6.
Na Secao 1 do Capitulo 6, serao apresentadas medidas diretas do coeficiente ay
e verificaremos a corregao dessa curva.

A relagao 2.39 mostrou-se surpreendentemente acurada quando comparada
com os valores obtidos para o coeficiente as em simulagdes computacionais com
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o uso da expressao 2.34. Usando DSMC, com d = 3, Brey e colaboradores
[14] foram capazes de demonstrar um excelente acordo entre a equagao 2.39 e
a equagao 2.34 para o intervalo 0,7 < a < 1,0. Da mesma forma, Huthmann
e colaboradores [17] usaram MD com d = 2 para verificar a correcao de seu
esquema de truncagem em ordem O(A?) e obtiveram um bom acordo no intervalo
0,4 < a < 1,0. Até agora, poucas simulagdes usando MD foram realizadas
para testar a corregao da férmula 2.39, mesmo para sistemas quase-eldsticos.
Nenhuma simulagao MD foi realizada para testar as previsoes tedricas para o
intervalo de inelasticidades extremas (a < 0, 3).

Em geral, a literatura recente [17, 29] tém apontado grandes dificuldades
para obter precisao estatistica em MD na medida dos momentos da distribuicao
para o HCS. Tanto no que concerne ao cdlculo dos momentos da distribuigao,
quanto as condicoes gerais de simulacao, a auséncia de bons resultados tem
deixado abertas algumas questoes concernentes & validade da expansao em
polinémios de Sonine [17], & validade de qualquer procedimento de truncagem
na distribuicao e até mesmo & validade de uma descrigao cinética via equagao
de Enskog-Boltzmann para sistemas submetidos a condigoes de alta inelastici-
dade [18, 38]. No Capitulo 6, mostraremos como é possivel suprir parte dessas
deficiéncias.

Voltando ao procedimento de truncagem, pode-se mostrar que o sistema 2.35
pode ser reescrito em forma escalonada [17] como:

al(t) = wO(t)’YI + QZVWO(t) (al - al*l)? l= 07 1,2, “eey OO, (240)

com

’yl%\{g—Q_J(lTla)/dcldcz/delz(c12~e12)®(012~e12)x (241)
l
X plen)ilea)A (Sie) + Si() (2.42)

onde v e ; sdo combinacdes lineares dos p, (ver equacao 2.38 e Apéndice B,
onde s@o apresentadas as expressdes de v e y; em fungdo dos pg).

O procedimento de truncagem levado & ordem O()\?) fornece o seguinte sis-
tema de equagtes para os coeficientes, ja com o fator wy(t) absorvido:

d

7,02(t) =72 + dyas (2.43)
d

773(t) =73 +67(as — az)

A solugao deste sistema em duas dimensdes, levada a cabo por Huthmann e
colaboradores [17], mostra que, se for vélida a conjectura de que a;4+1 << q; para
todo I, é de se esperar que, para o intervalo 0,6 < a < 1,0, tanto as correcoes
de ordem O(A3) no valor de as, quanto o préprio valor do coeficiente as sejam
pequenos (figura 4 da referéncia [17]). Contudo, nesse trabalho eles nao apre-
sentaram resultados de simulag@o para os coeficientes de ordem mais alta que 2
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Figura 2.3: Coeficientes ag (linha pontilhada) e a3 (linha tracejada) em ordem
3 e as (linha continua) em ordem 2, em funcdo do coeficiente de restituigao.

pois, segundo os proprios autores, nao foram capazes de obté-los com suficiente
precisao. Desse modo, eles nao demonstraram que o esquema de truncagem era
véalido ao se considerar ordens superiores, ou seja, nao apresentaram evidéncias
de simulagdo suficientes de que o procedimento de truncagem converge. Da
mesma forma, eles ndo foram capazes de obter precisao suficiente na medida de
as para distinguir entre os diversos valores calculados em diferentes ordens de
truncagem. Resultados de simulacao em MD que permitam julgar a validade
destes resultados serdo apresentados no Capitulo 6.

As curvas apresentadas em [17] sdo para sistemas em duas dimensoes. Na
figura 2.3, mostramos as curvas correspondentes as solucoes do sistema 2.43
para os coeficientes de Sonine as e agz, no intervalo 0,1 < o < 1,0, juntamente
com a curva de az, calculada em ordem O(\2).

Claramente, a conjectura sobre a qual se justificaria o processo de truncagem
passa a ser invélida a partir de a < 0,6, uma vez que os valores absolutos de
as passam a ser da mesma ordem de grandeza dos valores absolutos de az. Nao
se pode mais sequer garantir a consisténcia do procedimento, de modo que a
curva no intervalo o < 0,6 nao é mais confidvel. Da mesma forma, a figura 2.3
permite observar que o valor do coeficiente ay varia substancialmente da ordem
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Figura 2.4: Detalhe da figura 2.3 para o intervalo 0,6 < a < 1,0.

O(A\?) para a ordem O(\?), também a partir de @ < 0,6. Esse comportamento
nao é compativel com um processo aproximativo, em que se espera corregoes
pequenas de ordem para ordem.

Na figura 2.4, reproduzimos a figura 2.3 restrita ao intervalo 0,6 < o < 1,0.
Nesse intervalo, a maioria dos valores de « sdo compativeis com a condigao |ag| >
|as|. Apesar disso, os valores absolutos de a3 nao chegam a ser despreziveis em
relagdo aos valores absolutos de as. Além do mais, a regido situada no intervalo
0,7 < a < 0,8, onde as curvas de as € az se cruzam é evidentemente uma regiao
onde a conjectura de Huthmann é totalmente invélida.

Podemos levar adiante o procedimento de truncagem em ordens superiores.
A utilidade dessa discussao, entretanto, é pequena sem resultados de simulagao
que permitam testar a validade da truncagem da expansao e da convergéncia do

processo aproximativo. Em vista disso, adiaremos esse assunto até o Capitulo
6.

2.4 Estado Estaciondrio de Nao-Equilibrio (NESS)

Como dissemos acima, o Estado de Esfriamento Homogéneo (HCS) é caracteri-
zado pela perda definitiva da energia cinética das particulas, de modo que seu
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destino final é o repouso. Um modo de impedir um sistema granular de atingir o
repouso é supri-lo de energia externamente. O sistema pode ser uniformemente
“aquecido” por meio de um mecanismo de reposi¢cao estocdstico representado
por um termo do tipo difusdo de Fokker-Planck. Esse termo é o responsédvel
pela mudanga na funcdo de distribui¢gdo por meio de um mecanismo que pro-
move pequenos impulsos estocdsticos nas particulas [29]. Desse modo, no caso
espacialmente homogéneo, a equagao 2.10 é substituida por:

9 27 9 \?
0 ) = (o) + 2 (37) p(vi,D), (2.44)

com §&;(t) um ruido branco Gaussiano com média zero e autocorrelagao:

(Gia(t)Ep(t") = E36i56ap6(t — 1), (2.45)

onde os indices gregos representam componentes cartesianas do vetor, os indices
latinos sdo os rétulos que identificam as particulas e os parénteses () significam
a média sobre o ensemble. O coeficiente de difusido &3 no espago de velocidades

, . . . . . 3¢2

é proporcional & taxa de provimento de energia por unidade de massa 451 De
um modo similar ao caso do HCS, pode-se derivar a equagao para a evolucao
da temperatura associada a equacao 2.44:

%&t) =mé&2 — 2ywoT(t). (2.46)
Pode-se procurar por uma solucao estaciondria de 2.44, onde a taxa de aque-
cimento contrabalance de modo exato a dissipagao devido as colisGes e, assim,
a temperatura se torne constante. Esse regime de evolugao estaciondrio é con-
hecido na literatura como NESS (“Non-equilibrium Stationary State”) e, jun-
tamente com o HCS, constituem os modelos bdsicos para a compreensao da
maioria dos fendmenos associados a teoria cinética de gases granulares.

O NESS também admite uma solucao escalada para a fungao de distribuicao
reduzida, embora nesse caso tanto a velocidade térmica quanto a temperatura
sejam independentes do tempo. A distribuigdo reduzida pode novamente ser
expandida em polinémios de Sonine e uma estimativa em aproximagao linear
para o segundo coeficiente da expansao as também foi obtido por van Noije e
Ernst [27]:

B 16(1 — a)(1 — 2a?)
73+ 56d — 24ad — 105a + 30(1 — a)a?’

az(a) (2.47)

2.5 Caudas de Alta Energia

Uma das caracteristicas mais distintivas dos gases granulares, quando compara-
dos aos seus andlogos eldsticos, reside na forma funcional de suas fungoes de
distribui¢do. Os valores nao nulos (ainda que pequenos, no limite de baixas in-
elasticidades) dos coeficientes da expansao de Sonine mostram que distribui¢oes
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Gaussianas nao podem ser mais do que uma primeira aproximacao para a de-
scrigao estatistica de sistemas dissipativos. O interesse teérico (analitico e sim-
ulacional), bem como experimental, da maioria dos pesquisadores nessa drea
passou a incidir sobre as peculiaridades dos desvios esperados e observados das
distribuigbes dos sistemas dissipativos com relacao a distribui¢do Gaussiana,
tipicamente associada & estatistica de sistemas conservativos.

Os desvios do formato funcional da distribuicao reduzida do HCS com re-
lacao & forma Gaussiana foram estudados de diferentes maneiras ao longo dos
ultimos anos. Como vimos nas secoes precedentes, Goldshtein e Shapiro [24]
calcularam pela primeira vez o valor do quarto momento da distribuigao as-
sociada ao HCS e encontraram uma pequena corre¢ao com relagao aos val-
ores Gaussianos. Em seguida, van Noije e Ernst [27] corrigiram esse valor, de
modo a fornecer uma sélida evidéncia da nao-Gaussianidade associada ao HCS.
Contudo, uma evidéncia mais direta e qualitativamente relevante foi dada pela
primeira vez por Esipov e Poschel [23]. Eles procuraram realizar uma estimativa
do comportamento assintético da distribuigao no limite de altas velocidades, as
chamadas “caudas de alta energia” (“High Energy Tails”), e descobriram que o
decaimento da distribuicao era tipicamente exponencial (ou, como também sao
conhecidas, “Stretched Gaussians’- “Gaussianas esticadas”). Isso significa que,
tipicamente, um gas granular apresenta uma fracdo maior de particulas rapidas
quando comparado ao gds eldstico. Esse fendmeno também é conhecido como
“superpopulagao das caudas da distribuicao”.

A derivagdo apresentada por Esipov e Poschel é baseada em argumentos
heuristicos e segue as seguintes linhas gerais. Se uma particula do sistema en-
volvida numa colisao bindria, digamos a particula 1, é uma particula de alta
velocidade, ou seja, com c¢; >> 1, as contribuicoes mais relevantes para a in-
tegral colisional I(p, p) (equagdo 2.20) vém das colisdes onde a particula 2 se
situa tipicamente no centro da distribuicao, o chamado intervalo térmico. Dessa
forma, c12 pode ser convenientemente substituido por ¢; na dindmica colisional
dada pela equagao 2.1, a qual passa a ser escrita como:

" l+at

€ =¢Ci— T(eij - c1)ey, (2.48)
. 1+at

Cy = C2 + 7(e“ . cl)eij.

2

Vamos supor que o termo de ganho fQ da integral colisional possa ser desprezado
com relagdo ao termo de perda I;, suposicao que serd testada ao fim da dedugao.
2(d=1)/2
I(5(d+1))’
fez-se uso da propriedade de normalizacao da fungao de distribuicao. (3, sao as

integrais angulares dadas por:

A integral colisional reduz-se, entao, a I ~ —0B1c1p(cr), onde [y = e
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ﬁn = /de12(612~e12)"®(c12~e12) = (249)

e G D)
T(l(n+d)

com €12 = c12/ |c12| vetor unitdrio. Com isso, a forma independente do tempo
da equagao 2.28 torna-se:

% (3 + cgc) ple) = —Bicp(c). (2.50)

Como ¢ >> 1, o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo pode ser de-
sprezado e a solucao assintética para grandes velocidades se escreve como:

plc) ~ Aexp <3M—ilc) , (2.51)

com A uma constante de integracdo indeterminada. FEssa solu¢do corresponde
a uma cauda da distribuicao que apresenta uma superpopulagao de particulas,
quando comparado com o decaimento Gaussiano. Evidentemente, quanto maior
o grau de inelasticidade, mais afastadas da Gaussiana as caudas sao e mais
superpopuladas as caudas se apresentam. De maneira ansloga ao caso da fungao
de distribuicao completa, o valor do coeficiente da exponencial B = SM—il s6 pode
ser estimado via procedimento de truncagem, uma vez que o é uma constante
que depende da prépria distribuicdo desconhecida. O célculo de pe, com a
expansio de Sonine truncada em ordem O(\?), fornece:

1 2. S 3
Mo = 2(1—& )m {1+ 16a2}. (2.52)

Dai:

r'(id+1)) 3
B l(a)=—2—"(1-a? {1+—a}, 2.53
(a) VA (@) ( ) 6% (2.53)
com as dado pela equacao 2.39.
Agora pode-se mostrar que a suposi¢ao assumida acima sobre a dominancia
do termo de perda sobre o termo de ganho ¢é justificada. Se |e;; - ¢1| > 1, como
tipicamente é o caso, c2 na equagao 2.48 pode ser desprezado e entao tem-se:

1
a* cl\/l Z(1+a*1)(3fa*1)(eij - €1)2, (2.54)
1+a ! R
o = —5 A lejj - &1 >> 1,
onde & ¢ um vetor unitario. Para demonstrar que p(c) ~ exp <73M—ilc> ¢ uma

soluc@o consistente quando ¢; >> 1, comparamos o fator p(ci*)p(cs*) em fQ
com p(cy)p(cz) em I:
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PN o B

ple1)plez) iz
onde desprezamos ce. Da equagao 2.54, vemos que o expoente de 2.55 é propor-
cional a ¢y e ¢é estritamente negativo para o < 1, exceto para colisdes tangen-
ciais, onde se anula. Isto acontece dentro de um estreito intervalo J préximo
de 6 = 1/2, onde |e;; - c1| = cicosf ~ O(1), com € o angulo de incidéncia
do choque da particula rapida. Fora deste intervalo o fator na equagao 2.55
anula-se exponencialmente. Dentro do intervalo, a contribuicao para o termo
de ganho pode ser estimada como [, dfc; cosfp(c1) ~ p(c1)/c1. Consegiiente-

[e7* + 3" —cal) (2.55)

mente, fg /fl ~ 1/c? para ¢; grande. Portanto, a suposicio ¢ de fato valida.

A forma funcional da cauda de alta energia para o sistema randomicamente
aquecido (NESS) pode ser obtida por um procedimento muito similar ao exposto
acima. O resultado é diferente do caso do HCS:

p(c) ~ Aexp (;1 / 6M—ilc3/2> (2.56)

Ainda assim, uma vez mais trata-se de uma cauda superpopulada em relacio a
Gaussiana.

Brey e colaboradores [15], usando DSMC, foram os primeiros autores que
verificaram a existéncia das caudas exponenciais no HCS e verificaram a cor-
recio aproximada dos expoentes dados na equagdo 2.53. Ainda assim, o valor
mais alto de a para o qual eles conseguiram obter uma indicagao relevante de
comportamento exponencial foi @ = 0,7. Isso era de se esperar, uma vez que
o decaimento exponencial é muito ténue quando o grau de inelasticidade é pe-
queno. Huthmann e colaboradores [17] foram os primeiros a usar simulagdes MD
para verificar a existéncia de caudas de alta energia superpopuladas associadas
ao HCS. Os resultados obtidos apontaram para a existéncia de caudas expo-
nenciais, mas os resultados nao chegaram a ser suficientemente acurados para
medir os expoentes com a mesma precisdo obtida com DSMC. Apesar disso,
como vimos, DSMC nao representa um teste real da teoria cinética, embora
possa servir para testar a validade das aproximacoes.

A dificuldade associada & medi¢do das caudas exponenciais usando simu-
lagoes em MD reside na baixissima representatividade estatistica das caudas,
quando considerado o nimero total de particulas do sistema ou mesmo da parte
central da distribuicao. Nas simulagoes implementadas por Huthmann e colab-
oradores, foram usadas 250.000 particulas. A partir de ¢ =~ 3,5, entretanto,
o numero de particulas que se espera que estejam descritas na regiao de altas
velocidades nao passa de 2 ou 3. Nao é de surpreender, portanto, que a medi¢ao
das caudas exponenciais seja uma tarefa tao dificil.

Evidéncias simulacionais da existéncia das caudas de alta energia superpop-
uladas também foram obtidas para o NESS [29], mas também nesse caso a
precisao esteve muito longe de ser suficiente para fazer comparagoes quantita-
tivas. Evidéncias experimentais da existéncia de caudas superpopuladas foram
obtidas no caso de gases granulares submetidos a vibragoes.
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2.6 Hidrodinamica e Estabilidade

Os chamados fluxos réapidos em sistemas granulares sdo freqiientemente descritos
no nivel macroscépico pelas equagoes da dindmica dos fluidos, convenientemente
modificadas para incluir os efeitos provenientes das interagoes dissipativas en-
tre as particulas. Estas equacgOes sao muitas vezes construidas fenomenologi-
camente, em analogia com as equagoes dos gases eldsticos, a despeito da vio-
lacao do principio bésico de separacao das escalas espago-temporais, condigao
necesséria para seu estabelecimento. Em razao disso, seus limites de validade
sao amplamente desconhecidos, devendo ser estabelecidos, na maioria da vezes,
a posteriori e, em geral, caso a caso.

A justificativa para uma descrigdo hidrodindmica, a forma das equagOes
de transporte correspondentes, as expressoes explicitas para os coeficientes de
transporte que nelas aparecem, tudo isso requer uma derivagao detalhada a
partir de uma base microscépica mais fundamental. Derivacoes das equagoes
hidrodinamicas baseadas na equagao de Boltzmann e em outras equagoes cinéti-
cas foram de fato obtidas, inicialmente limitadas a sistemas quase eldsticos [24],
tendo sido em seguida estendidas a todo intervalo de variagdo do coeficiente de
restituigao « [28, 25]. Isso possibilitou a obtencao dos coeficientes de transporte
como fungao do coeficiente de restituicao, em particular no caso do modelo de
esferas rigidas [39].

Em sistemas eldsticos (conservativos), a evolu¢do de um sistema rumo a um
estado assintotico de equilibrio é caracterizada por um estégio cinético de relax-
acao rapida da funcao de distribuicao no espago de velocidades para um estado
localmente homogéneo de equilibrio, seguido por um estdgio hidrodindmico de
lenta evolugao rumo a um estado de equilibrio global. A escala de tempo carac-
teristica do estdgio cinético é o tempo médio entre colisbes (“mean free time”).
Contudo, quando se trata de sistemas ineldsticos, onde a perda de energia é con-
tinua, nao é mais possivel falar em evolugao rumo a um estado de equilibrio -
excetuando-se, é claro, o caso trivial do repouso completo - simplesmente porque
estes sistemas estdo sempre fora do equilibrio. Ainda assim, é possivel conceber
a existéncia de estados assintéticos estaciondrios escalados que desempenham
um papel andlogo ao estado de equilibrio. No caso do esfriamento livre, tem-se
o HCS e a relaxagao na escala cinética acontece rumo ao HCS local. No caso
de sistemas com reposicao de energia, a evolucao é mais parecida com o caso
eldstico e a relaxagao acontece rumo ao NESS local. Como veremos abaixo,
estes estados desempenham um papel andlogo ao estado de equilibrio local rep-
resentado pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann, uma vez que provéem um
estado de referéncia local a partir do qual torna-se possivel a construcdo da
hidrodindmica fundada em bases microscépicas [28, 25].

Os estédgios subseqiientes de evolugdo envolvem fendmenos de transporte e
outros tipicamente pertencentes a uma escala hidrodindmica. Dentre estes feno-
menos os mais interessantes do ponto de vista da fisica de sistemas granulares
sao os relacionados & quebra da estabilidade dos regimes homogéneos e isotrépi-
cos e a conseqiiente formacgao de “clusters” e padroes nos campos de velocidade
como, por exemplo, vortices [30]. Neste trabalho, o interesse pelos problemas
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especificos da hidrodindmica granular encontra-se justamente na determinagao
das condigoes sob as quais pode-se garantir a estabilidade dos regimes homogé-
neos, mais especificamente do HCS.

Seja fenomenologicamente ou com base em primeiros principios, todas as teo-
rias desenvolvidas chegaram basicamente ao mesmo conjunto de equagoes, simi-
lar ao das equagoes de Navier-Stokes. A principal diferenga entre essas equagoes
e seus analogos ineldsticos reside na presenca de um termo descrevendo a dissi-
pacao da energia cinética macroscépica na equagao correspondente & evolugao
da temperatura granular. Estas equagoes de movimento foram utilizadas para
analisar a estabilidade linear dos gases granulares, com objetivo de elucidar os
fenomenos de formacao de estruturas citados acima [28, 25].

2.6.1 Hidrodinamica Granular

Como no caso dos gases e liquidos moleculares, pode-se definir campos macroscopi-
cos locais para gases granulares, tais como a temperatura granular 7', a veloci-
dade u e a densidade de particulas n. Esses campos sdo definidos de maneira
usual como médias sobre a funcdo de distribui¢do de uma particula p(v,r,t):

n(r,t) = /dv p(v,r,t), (2.57)

u(r,t) = n(i ) /dv v p(v,r,t), (2.58)
T(r,t) = ﬁ/dv %sz p(v,r,t). (2.59)

onde V(r,t) = v —u(r,t) é a velocidade de cada particula relativa ao campo
de velocidades local. Nao é claro a priori se esse conjunto padrao de campos
hidrodindmicos é suficiente ou mesmo adequado para uma descricao dos gases
granulares. Além disso, o fato de ndo haver conservacdo da energia coloca em
divida a adequacio da temperatura granular como um campo apropriado [3].

O ponto de partida para a construcao das equagoes hidrodindmicas é o es-
tabelecimento das equagoes de conservacao. Para isso, reescrevemos a equagao
de Boltzmann dada na equacgao 2.10 de uma forma mais geral e concisa:

(O +v-V)p(r,v,t) =I[p,p] (2.60)

De utilidade agora é a consideracao dos chamados invariantes colisionais. Tomando-
se novamente a equacao 2.11, reescrita para os propdsitos presentes, temos:

ot = [avigv) tip.) (2.61)

Definimos invariantes colisionais como sendo aquelas fungdes g(vi) que satis-
d _ .
fazem a 5 (g(v1)) = 0 ou seja:
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/ dvig(v1)I[p, p] = 0. (2.62)

Pode-se demonstrar que, no caso eldstico, o invariante colisional mais geral é
uma combinacao linear de apenas cinco funcoes independentes: 1, v = (vy, vy, v,)
v? [36]. Obviamente, no caso ineldstico, v? nao pode mais ser um invariante,
j& que, em cada colisao, a energia cinética das particulas decresce. Portanto, no
caso ineldstico, temos:

1 0
/dV1 ] el = 0 : (2.63)
N —(1 = a?)wlp, p]
tal que
mma?
wlp, p] = 16 /dvl/dvz |vy —vz|3p(r,v1,t)p(r,vz,t), (2.64)

onde usamos a equagao 2.3.
Tomando os momentos da equagao 2.60 com relagao a 1, vewv
equagoes 2.57-2.59, 2.63 e 2.64, obtém-se:

2 ¢ usando as

(O +u-V)n+nV-u=0, (2.65)
(O +u-V)u; + (mn) "'V, P; =0, (2.66)

2
(8t+u~V)T+%(Pijvjui+V~q) +T¢ =0, (2.67)

onde foram introduzidos a taxa de esfriamento:

2
— (1 _ A2
Clel =1 =)z rwlp, pl, (2.68)
o tensor de pressdo P e o fluxo de calor q, dados por:
Py = /dv m V;Vj p(r, v, 1), (2.69)
q= /dv % V2V p(r,v,t). (2.70)

As equagdes 2.65-2.67 sdo as equagoes de conservacao para um fluido granu-
lar. A rigor, a iltima delas ndo deveria propriamente ser chamada de equagéo de
conservacao, ja que possui o termo de dissipagdo (. Alids, este ¢ o tnico termo
que torna as equagOes acima peculiares & hidrodindmica granular, sendo todo
o restante formalmente idéntico ao caso de fluidos moleculares. Das equagoes
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acima, fica explicito que, uma vez conhecida uma solucao da equacao de Boltz-
mann 2.60, as quantidades P, q e ( podem ser obtidas e as equagoes 2.65-2.67
tornam-se um conjunto fechado de equagoes para os campos T, u e n.

Encontrar essa solucdo nao é, porém, uma tarefa facil. No caso eldstico, o
passo definitivo para se chegar as equagoes da hidrodinamica cldssica sem ter
que solucionar a equacao de Boltzmann consiste em propor leis fenomenolégicas
que determinem a dependéncia funcional de P e q em termos dos campos e
permitam o fechamento do sistema. Estas famosas leis sao duas: a lei de Fourier,
que introduz o coeficiente de transporte denominado condutividade térmica, e a
lei de Newton, que introduz os coeficientes de viscosidade [36]. Evidentemente,
esse procedimento submete as equagoes hidrodindmicas & necessidade de uma
justificagao posterior.

Contudo, hd um modo de obter as equagbes da hidrodindmica a partir de
primeiros principios e, como coroldrio, determinar o seu regime de validade,
bem como a expressdo microscopica explicita dos coeficientes de transporte em
termos de médias sobre a fung¢ao de distribuicdo. As equagoes de conservacao
tornam-se um conjunto fechado de equactes hidrodinamicas para os campos
T, u e n somente quando as quantidades P e q - e (, no caso granular - sao
expressas como funcionais desses campos. Entretanto, P, q e ¢ sao definidos
explicitamente como funcionais de p(r,v,t). Assim, o unico modo de fechar
consistentemente o conjunto de equagoes hidrodindmicas é encontrar solugoes
da equagao de Boltzmann 2.60 de modo que a dependéncia espago-temporal de
p(r,v,t) seja toda fornecida através dos campos hidrodinamicos 7', u e n, ou
seja:

p(r,v,t) = p[v;T,u,nl. (2.71)

Tais solucoes existem e sao chamadas de solugoes “normais”. Um modo
préatico de obté-las quando apenas pequenos gradientes espaciais sao relevantes
é dado pelo método de Chapmann-Enskog [36]. Por meio desse procedimento,
pode-se concluir que a validade das equacoes da hidrodindmica cldssica estd
restrita ao conjunto dos fendmenos observados em escalas espago-temporais
macroscopicas, ou seja, onde os campos s6 variam significativamente de modo
lento no tempo e no espago. Dai a denominagao “regime hidrodindmico”, em-
pregada acima para descrever fendomenos de transporte.

A dependéncia funcional dada pela equagdo 2.71 pode ser reescrita local-
mente no espago € no tempo assumindo-se uma expansao dos campos em seus
gradientes, uma vez que se esteja tratando com estados que apresentem pequenas
variacgoes espaciais. Neste caso, a fungao de distribui¢ao pode ser representada
por uma série expandida em termos de um fator de escala € associado a cada
operador gradiente:

p=p0 +ep® 4292 4 (2.72)

O uso desta expanso nas equagoes de conservacdo conduz a um processo itera-
tivo que constitui o cerne do método de Chapmann-Enskog. O primeiro passo do
processo, correspondente & ordem zero nos gradientes espaciais, aproxima p por
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p® - posteriormente identificado, no caso elastico, como sendo a distribuicéo de
Maxwell-Boltzmann local - e conduz as equacoes de Euler para o fluido sem vis-
cosidade. O passo de ordem dois, de primeira ordem nos gradientes, conduz as
equagoes de Navier-Stokes para o fluido viscoso e o passo de ordem trés conduz
as equacgoes de Burnett.

Este método foi empregado consistentemente por Brey e colaboradores [28]
para solucionar a equacao de Boltzmann no caso ineldstico. O ponto crucial
na derivagao - e o mais interessante do ponto de vista conceitual - consiste na
identificagao do estado de referéncia em torno do qual a expansao é realizada.
O estado de referéncia p(® empregado, no caso do gés granular livre, ¢ o HCS,
discutido detalhadamente nas segoes acima. O estatuto do HCS néo é igual ao
do estado de equilibrio local do gés eldstico, representado pela distribuicao de
Maxwell-Boltzmann. A conservacao da energia, em combinagdo com o teorema
H de Boltzmann, garantem que a distribuicao Maxwelliana de velocidades é
alcancada no limite ¢ — oo, quando o sistema evolui rumo ao equilibrio, e que
esse ¢ um estado estdvel sob flutuagdes nos campos [36]. Nem a conservacao
da energia, nem o teorema H valem no caso de sistemas ineldsticos [30]. De
fato, veremos que o HCS ¢, em geral, instdvel sob perturbagdes nos campos
hidrodinamicos. Mas héd condi¢oes em que o HCS apresenta estabilidade, e sao
essas condigbes que interessam para o presente trabalho.

Nao entraremos nos detalhes da derivagao realizada por Brey e colabo-
radores, que ¢ bastante longa e detalhada. Aqui, o interesse principal reside
nas expressoes obtidas para os coeficientes de transporte em funcao do coefi-
ciente de restituicdo normal « associado ao sistema de esferas rigidas e lisas. As
expressoes obtidas em ordem zero (Euler) nos gradientes para os fluxos, dados
pelas equagoes 2.68-2.70, sao:

PY) = nTs;, (2.73)

q® =0, (2.74)
T

(O =¢ =, (2.75)
Mo

1/2
onde 19 = % e ¢* é um fator de proporcionalidade dado em aproximagao
na equagao 2.82 abaixo.

As expressoes obtidas em primeira ordem (Navier-Stokes) nos gradientes

para os fluxos, sao:

2
Pz‘(jl) = —n(Viu; + Vju; — g&‘jv ‘u), (2.76)
q'V = —kVT — uVn, (2.77)

¢ =y, (2.78)
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onde 1 é o coeficiente de viscosidade de cisalhamento (“shear viscosity”), k é
o coeficiente de condutividade térmica e p é um coeficiente de transporte sem
andlogo eldstico, e que é nao nulo somente quando o < 1. Os coeficientes de
transporte que comparecem nas equacoes acima sao dados explicitamente por:

1
n*(a) = % = |:V:;(Oé) — §C*(O‘)] ) (2.79)
* _ H(a) 2 * * —1 *
K (a) = o 3 [ve(e) = 2¢7 ()] [L+ ()], (2.80)
1c* _
1 (@) = ”;gj) = 2¢*(a) [n*(a) + 528” [2v7() —3¢*(@)] TH. (281)
Aqui, novamente temos 1y = %. No € Ko = %’9 sao os respectivos valores

dos coeficientes de transporte para um gas molecular. As funcoes adimensionais
do coeficiente de restituicao «, introduzidas nas equagoes 2.75 e 2.79-2.81, sao
dadas pelas seguintes expressoes:

*a) = 1—52(1 ~a?) [1 + %C*(a)] , (2.82)

Vi) = [1 - 2(1 - a)ﬂ [1 - 6—14c*(a)] , (2.83)

33 19— 3a y )]' (280

vi(a) = vi(a) = %(1+a) {1+ = (1-a)+ o

Por fim, a fungéo c¢*(«) é o valor associado ao desvio do quarto momento da
distribuicao p(®) com relagio ao correspondente valor da distribuicio Gaussiana.
Assumindo a expansao de p(® em polindomios de Sonine em torno da Gaussiana,
conforme dado pela equacdo 2.29, truncando-se a expansdo em ordem O()\?) e
fazendo uso da aproximagao linear, chega-se a uma expressao analitica relativa-
mente simples para c¢*(«a) que é, obviamente, idéntica a as(«), como dado pela
expressao 2.47. Para d = 3:

SN o 32(1—a)(1—207)

(@) = ax(Q) = T T S i — a)a? (285)

Conforme fica explicito da equagao 2.78, nao existe contribuicao de primeira
ordem nos gradientes para a taxa de esfriamento ([p]. A contribui¢do de ordem
zero, entretanto, é ndo-nula e é dada pela equagdo 2.75. As equagGes hidrod-
inamicas 2.65-2.67 dependem, em geral, dos gradientes do tensor de pressao e do
fluxo de calor, bem como do tensor de pressao multiplicado por um gradiente.
Dai, o cdlculo de p em primeira ordem nos gradientes resulta em contribuicoes de
segunda ordem nas equagdes hidrodinamicas. Como ([p] aparece nas equagdes
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sem gradientes adicionais, por questao de consisténcia é necessdrio incluir as
contribuicdes de segunda ordem (Burnett) de ([p]. A forma completa de ¢(?) &
bastante complicada mas, para o estudo de estabilidade linear que se segue, é
suficiente considerar as contribuigGes lineares dos gradientes nas diversas ordens:

(@ = V2T + V2. (2.86)

2.6.2 Estabilidade Linear

Os resultados obtidos para o tensor de pressao, fluxo de calor em ordens zero e
um nos gradientes, bem como para a taxa de esfriamento em ordens zero, um e
dois, provéem as equagoes constitutivas necessdrias para converter as equagoes
de conservacao em um conjunto de equacoes hidrodindmicas para os campos
T, u e n. Nesse ponto, é interessante investigar a descricao hidrodindmica
para estados proximos do HCS. Para isso, define-se pequenas perturbagoes dos
campos hidrodinamicos a partir de seus valores no HCS:

n(r,t) =nyg + on(r,t); u(r,t) =déu(r,t); T(r,t) =Ty +6T(r,t); (2.87)

onde notamos que, a partir da equagdo 2.58, ug(r,t) = 0, uma vez que o
HCS é um estado isotrépico. A linearizacdo das equagoes hidrodindmicas em
torno do HCS leva a equacOes diferenciais parciais com coeficientes que sao
independentes da varidvel espacial, mas dependentes do tempo, uma vez que
o estado de referéncia é de resfriamento. Esta dependéncia temporal pode ser
eliminada por meio de uma mudanca nas varidveis de tempo e espago e de uma
reescala nos campos hidrodinAmicos. Define-se [28]:

v (t)

1 Lt
L= 2 ) T(t)_Q/O v (t); (2.88)

onde vy (t) = %L(:;HI; ¢ uma frequéncia de choques caracteristica, proporcional &

freqiiéncia de Enskog wy, e vg(t) é a velocidade térmica, previamente definida.
Pode-se notar que a nova escala de comprimento é independente do tempo e

é proporcional ao inverso do livre caminho médio de A\ = m, ou seja,
__8 1
1— smxr.
Os campos hidrodindmicos reescalados sao:
on(l,t) su(l t) 8T (1,t)
1) = ; w(l,7) = ; o(l,7)= . 2.89
olr)= 20 L= an=F s

E conveniente tratar com a transformada de Fourier dos campos reescalados:

ox(T) = /dlexp(fz'k'l)go(l,T) (2.90)

e assim sucessivamente. Introduz-se também as componentes longitudinal e
transversal do campo de velocidades relativo ao vetor de onda k, wy, € wy,,
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respectivamente. Com todas essas redefini¢oes, o conjunto de equagoes hidrod-
inAmicas se escreve, por fim, como:

O-px + ikwy, =0, (2.91)
* 2 *7.2 . .
- — ¢+ 37 k= ) wy, + kb + ikpr = 0, (2.92)
* 1 * 17,2
Or — (" + 57} k%) we, =0, (2.93)

5 5 2.
(& +¢+ Z(Ii* - {f)kZ) Ox + <2{* + Z(u* — C;)k2> YK + gzkwkH =0,
(2.94)
onde foram introduzidos os coeficientes de transporte de Burnett reduzidos (f =

3nT x __ 3n°
2081 €03 = 3, €2 _ ~ o

Para identificar os modos lineares e as relagoes de dispersao associadas ao
conjunto de equagoes acima, deve-se procurar por solugoes da forma:

pic(7) = p(k) exp(s7), (2.95)

e solugdes similares para wy e fx. A equacao 2.93 é desacoplada das demais e
pode ser integrada imediatamente, fornecendo:

et (7) = wie (0) exp(s17), (2.96)
onde
* 1 *7.2
sL=C—gnk (2.97)

é o autovalor associado, com dois modos de cisalhamento (“shear modes”) degen-
erados. Os trés demais autovalores associados aos automodos correspondentes a
Wy, , Ok € K sdo obtidos a partir das demais equagoes e sao solugoes da seguinte
equagao algébrica:

5 8 5
S g (w0 e g -G R G G (209

+ %k:z {5 N %c*(fe* - Cf)] — (Y s+

5
#[Gor - s g -] =0

As equagdes 2.97 e 2.98 constituem as relagdes de dispersdo para os auto-
valores e a partir delas pode-se verificar a estabilidade linear das flutuagoes em
torno do HCS. Com excegdo dos modos de cisalhamento, que correspondem as
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flutuagoes da componente transversal do campo de velocidades, todos os demais
sao combinagoes lineares das flutuagoes em todos os demais campos, incluida
a componente perpendicular do campo de velocidades. A equacgao 2.98 pode
ser diretamente solucionada para cada valor de «, o coeficiente de restituicao, e
k. Entretanto, para ndés é suficiente considerar a equacao 2.97, uma vez que os
modos de cisalhamento sao preponderantes para investigacao da instabilidade
do HCS.

O espectro de autovalores mostra que as flutuagoes com relagao ao HCS con-
tém varios modos instdveis, com uma taxa de crescimento exponencial exp (s, 7),
se o0 tempo é medido através do mimero médio de colisoes 7. Os modos instdveis
sao os modos de cisalhamento de comprimento de onda longo, onde k < k$, e o
chamado modo de aquecimento (“heat mode”) de comprimento de onda longo,
onde k < k% < k§. Os nimeros de onda criticos k§ e kf sdo os valores a
partir dos quais o modo em particular se torna estavel, ou seja, o autovalor s
associado ao modo se torna negativo e quaisquer flutuagoes decaem exponen-
cialmente. Assim, tais valores sdo dados diretamente pelas equacoes 2.97 e 2.98
acima:

«\ 1/2 % 1/2
() me ey - e
S5(k* — ¢ —pu* +G5)

Os demais modos, chamados de “sound modes”, s&o estdveis para todos os
comprimentos de onda [40].

E a dinamica desses modos ditos lentos que determina a evolugéo temporal
das flutuagoes correspondentes a comprimentos de ondas longos. Em particular,
isso estd de acordo com o regime de validade das equagoes da hidrodindmica
granular, j4 que nao se pode esperar, pela exigéncia de separagao de escalas,
que flutuacoes com comprimento de onda curtos tenham quaisquer relevancia
do ponto de vista macroscépico. Nos estdgios iniciais da evolucao, flutuagoes
espontineas com relagdo ao HCS ocorrem em todos os comprimentos de onda.
Somente aqueles com k£ menor que k§; ou k§ ir@o crescer exponencialmente.

O modo de crescimento mais rdpido é sempre aquele associado ao menor
comprimento de onda. Isso pode ser visto através das relagoes de dispersao [40].
Em sistemas de dimensao finita, o menor ntimero de onda permitido dependers
das condicoes de contorno impostas ao sistema. Para sistemas submetidos a
condigoes periddicas, este valor é ¢, = %‘, onde q,, = %km e D sao,
respectivamente, o nimero de onda e o tamanho do sistema dado em unidades
de comprimento usuais, ou seja, nao-reduzidas pela equagao 2.88. Para sistemas
submetidos a condigoes reflexivas, o valor ¢ a metade, ¢,, = 5. Se k,, < k¥,
entao tanto modos instédveis de cisalhamento como de aquecimento podem ser
excitados. Se kf; < kp, < k7, entao s6 modos de cisalhamento podem ser
excitados. Se k,, > k], entao todos os modos passam a ser estdveis. Pode-se
estimar os tempos para o inicio das instabilidades pelo critério:

suTy > 1 (u=L1,H), (2.100)
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que implica que a amplitude da flutuagao cresceu por um fator de e acima de
seu nivel inicial. Na medida em que as flutuagoes permanegam pequenas e, por-
tanto, possam ser descritas pelas equagoes linearizadas, o modo de cisalhamento,
responsavel pela formacao de vértices, permanece desacoplado das flutuagoes de
densidade e temperatura, e o tempo inicial para a formacao de estruturas de
vértice é o tempo 7, . As flutuagoes de densidade e temperatura, entretanto,
acoplam-se ao modo de aquecimento, responsavel pela formagao de “clusters”,
e o tempo inicial para observar inomogeneidades espaciais serd da ordem de 7.

Podemos agora enunciar o resultado mais importante desta secao. Pelo que
vimos acima, os critérios para estabilidade linear global de um sistema granular
passam a ser os seguintes: se o sistema for submetido a condigdes de contorno

e, . PPN 4 c. . . .o~
periédicas, entao % > VT kS ; se o sistema for submetido a condigoes re-

flexivas, entao % > Wimki. Isso significa que a estabilidade linear global do

HCS ¢ fungao exclusiva de %, o livre caminho médio do sistema devidamente
normalizado pela dimensao do sistema. Estes resultados sao importantes para o
nosso trabalho, uma vez que procuramos realizar simulagoes de sistemas que se
encontrem dentro das regioes de estabilidade, ou seja, de forma a garantir que
o HCS se preserve ao longo de todo o tempo de simulagao.

Como corolédrio importante, pode-se concluir que, se fixarmos o mimero total
de particulas e a dimensao de cada particula, a estabilidade do sistema passa
a depender exclusivamente do seu tamanho. Nesse sentido, se a dimensao de
um sistema for suficientemente pequena, nao existe modo de instabilidades se
formarem e ele nao pode desenvolver “clusters” ou vértices, independentemente
do nidmero de particulas ser bastante elevado. FEste resultado foi parcialmente
observado por McNamara e Young [9] em um trabalho onde eles se dedicaram a
classificar os diferente regimes de evolugao de um sistema granular. Eles denom-
inaram o regime estdvel de “estado cinético”. Entretanto, nesse trabalho eles
nao chegaram a notar que a estabilidade podia ser garantida para um nimero
qualquer de particulas. Como veremos no capitulo 5, os estados estudados por
nés correspondem essencialmente a esses “estados cinéticos” de McNamara e
Young.



Capitulo 3

DinaAmica Molecular

Conforme foi adiantado na Secao 6 do Capitulo 1, o nicleo deste trabalho con-
siste no estudo de simulagoes computacionais de sistemas de esferas rigidas e lisas
interagindo por meio de colisoes ineldsticas instantdneas. Dentre as duas grandes
técnicas comumente adotadas, faremos uso exclusivo do método de Dinamica
Molecular (MD), uma vez que somente ele é capaz de produzir resultados fun-
dados na dinamica real do sistema.

O método de Dinamica Molecular foi delineado pela primeira vez para um
sistema de esferas rigidas por Alder e Wainwright [12]. No caso originalmente es-
tudado, as particulas movem-se com velocidade constante entre colisoes perfeita-
mente eldsticas e é possivel resolver o problema dindmico sem quaisquer aprox-
imacgoes, dentro dos limites impostos pela precisao da méquina. Foi necessario
algum tempo até que uma tentativa bem sucedida de resolver as equacgoes de
movimento para sistemas munidos de potenciais de longo alcance aparecesse
[13]. Nesse caso, um procedimento aproximado, realizado passo a passo no
tempo, é necessério, uma vez que as forgas mudam continuamente a medida que
as particulas se movem.

3.1 O Método “Event Driven”

A dindmica molecular de particulas que interagem somente no contato entre elas
deve ser resolvida de um modo qualitativamente diferente do caso de particulas
que interagem por potenciais de longo alcance. Da mesma forma, o caso de
esferas rigidas também difere substancialmente do caso de esferas macias, onde
o contato se realiza por um tempo finito e onde essencialmente um potencial
de interagao, ainda que seja de curto alcance, também deve ser considerado.
Para esferas rigidas, sempre que a distancia entre os centros de duas particulas
for igual ao seu diametro, entdo uma colisdo ocorre. Isso significa que suas
velocidades irao mudar descontinuamente, de um modo especifico que dependerd
do modelo colisional adotado. Portanto, os objetivos primérios de um programa
de simulagao sao calcular o intervalo de tempo para uma colisao, prever qual o
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par de particulas que ird se chocar e prever quais sao os pardmetros de impacto,
tudo isso em ordem cronolégica.

Ao contrario do caso de sistemas que interagem via potencial, em que se
adota um procedimento de célculo passo a passo no tempo de simulagao, o caso
de esferas rigidas envolve um procedimento de cédlculo colisdo a colisao - também
chamado de “dirigido por eventos” (“event driven”) -, em que, uma vez realizada
uma colisao, procura-se pela préxima a ser realizada. O esquema geral pode ser
resumido da seguinte forma:

1. localizar a préxima colisao a ser realizada.
2. mover as particulas em linha reta até que uma colisao ocorra.

3. implementar a dinamica colisional para o par colidente (como dado pela
equagao 2.1, por exemplo).

4. calcular as propriedades de interesse, sejam microscépicas (posicao e ve-
locidade) ou macroscépicas (médias).

5. retornar ao passo 1.

Assim, o programa tem essencialmente duas tarefas a realizar: o cdlculo dos
tempos de colisao e a implementacao da dindmica colisional.

A localizacdo da préxima colisdo envolve o cédlculo dos intervalos de tempo
necessdrios para que todas as possiveis colisoes entre pares de particulas ocor-
ram, e isso requer a solucao de uma equacao quadritica. Essa é a parte mais
dispendiosa do programa. Considere-se duas esferas, i e j, de diAmetro a, cu-
jas posigdes no tempo ¢ sao r; e rj;, e cujas velocidades sdo v; e v;. Se essas
particulas irdo colidir no tempo ¢ + ¢;; entdo a seguinte equacdo deverd ser
satisfeita:

rij(t +tij)| = |ri; + vijti;| = a, (3.1)

onde r;; =r; —r; e v;; = v; —v;. Se se define b;; = r;; - v;;, entao esta equacao
se torna:

vt + 2bitiy + 13 —a® =0, (3.2)

que ¢ uma equacao quadrdtica em ¢;;. Se b;; > 0, entdo as particulas estao se
afastando uma da outra e nao haverd colisdao. Se b;; < 0, pode acontecer ainda
que bfj — ZJ( ZQJ —a?) < 0, caso em que a equagio 3.2 tem raizes complexas e
novamente nao haverd colisao. Em qualquer outro caso (assumindo-se que as
esferas ndo se encontram em intersecgdo), duas raizes positivas aparecem, de
modo que a menor dentre elas deve corresponder ao tempo de impacto:
2 2 (.2 2\\1/2
PR *bij*(sz*%‘j(rij*a ) / 33
iy — 2 . ( : )

CH

O célculo de t;; para todos os pares de particulas e a escolha do par corre-
spondente ao menor tempo resume o primeiro passo do programa. Em seguida,
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todas as particulas sao movidas em linha reta pelo tempo ¢;;. Nesse ponto, o
programa estd pronto para a realizacao da segunda tarefa, que é a colisao propri-
amente dita, ou seja, uma atualizagao dos valores das velocidades das particulas
colidentes de acordo com a equagao 2.1.

3.2 Condicoes de Contorno

Embora nao tenha sido relacionada acima entre os passos a serem executados
pelo programa, hd uma preocupacao essencial a ser levada em consideragao e
que se refere as condigoes de contorno a que o sistema simulado sera submetido.
Esse é um ponto de particular interesse para nés, uma vez que constataremos em
que medida uma condigdo de contorno especifica pode influenciar na distribuicao
de velocidades do sistema.

Em geral, no que se refere a teoria cinética de sistemas de muitas particu-
las, o interesse pelas condigbes de contorno é minimizado em fungdo do fato
de se considerar situagoes em que elementos de volume macroscépicos tipicos
encontram-se suficientemente afastados de quaisquer fronteiras. Ou, equiva-
lentemente, encontram-se sempre circundados por outros elementos de volume
tipicos com os quais eventualmente trocam particulas, mas que nao representam
solugoes de continuidade na fungéo de distribuigao de velocidades ou de posigao.
Essa situacao corresponde a um modelo em que o sistema possui volume e
numero de particulas infinitos, mas densidade de particulas, ou seja, nimero de
particulas por unidade de volume, finita. Claramente, é uma situacao ideal que
nao é possivel de ser reproduzida, nem experimental, nem computacionalmente.

No que concerne a investigagao das solugoes da equagao de Boltzmann, a con-
sideracao de condigoes de contorno nao é somente interessante do ponto de vista
matematico mas, em muitos casos, obrigatdria para que propriedades fisicas se-
jam corretamente obtidas [41]. Se se quer descrever uma situagéo onde um gés
flui através de um corpo sélido ou estd confinado em um volume cujas fronteiras
sao formadas por paredes sélidas, deve-se especificar a fungdo de distribuicao
nas fronteiras do sistema, antes de resolver a equacao cinética pertinente. Tais
condigoes de contorno devem ser capazes de descrever a interagao das particulas
do géds com as paredes do recipiente. E a partir desta interacio que se torna pos-
sivel, por exemplo, obter a origem das forcas de arrasto exercidas pelos gas nas
paredes do recipiente ou a taxa de transferéncia de calor entre o gés e as paredes.
Para se chegar & descrigao correta das condigoes de contorno é necessario obter
informacoes de outras dreas da fisica além da teoria cinética propriamente dita,
como por exemplo, a fisica do estado sélido. As dificuldades associadas a uma
investigacao tedrica nesse campo sao fruto do desconhecimento da estrutura das
superficies e das interagbes entre as particulas do géds e da parede sélida. Em
gases moleculares, por exemplo, quando uma particula colide com a parede do
recipiente ela é adsorvida e pode ligar-se quimicamente, dissociar-se, ionizar-se
ou mesmo deslocar moléculas da superficie. Além disso, fatores como a limpeza
e a temperatura da superficie desempenham papéis cruciais.
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3.3 Condicoes de Contorno Periédicas

Uma maneira de evitar as complicagoes advindas de se ter que considerar os
efeitos da interacao com as paredes € mimetizar as propriedades do sistema ideal
infinito. Isso se consegue pela imposicao das chamadas condi¢oes de contorno
periédicas. Uma vez definida uma caixa cibica de lado D, é possivel reproduzi-
la em todo o espago tridimensional de modo a formar uma rede infinita. No
decurso da simulagao, & medida que uma particula se move na caixa original,
todas as suas imagens replicadas periodicamente nas caixas adjacentes se movem
de modo idéntico. Dai, quando uma particula deixa a caixa original, uma de
suas imagens ird entrar pela face oposta. Portanto, nao existem paredes nos
limites da caixa cibica original. A densidade de particulas no interior da caixa
original, assim como no sistema como um todo, é conservada.

E importante observar se as propriedades de um sistema periédico infinito
e o sistema macroscépico que ele representa sao de fato as mesmas. No caso
de potenciais de longo alcance entre as particulas, é de se esperar haver uma
substancial interagao entre a particula e suas préprias imagens nas caixas viz-
inhas. Com isso, a simetria da rede acaba por ser imposta a um sistema que,
de fato, deveria ser isotrépico. Entretanto, até mesmo no caso de potenciais de
curto alcance, condigoes peridédicas podem induzir anisotropias, principalmente
em sistemas pequenos com rela¢ao ao nimero total de particulas [13]. O uso de
condigoes periédicas também impede a ocorréncia de flutuagées de longo com-
primento de onda, uma vez que, para um cubo de lado D, a periodicidade ird
suprimir quaisquer ondas de densidade de comprimento de onda maior que D.

No caso particular de simulacoes de sistemas granulares, Henrique e colabo-
radores [42], ao estudar propriedades difusivas de gases granulares em duas di-
mensdes, demonstraram que o uso de condigoes periédicas modifica a dindmica
geral das particulas e introduz importantes correlagdoes no tempo. Como con-
sequéncia, o coeficiente de difusao calculado com o uso de condigoes peridédicas
torna-se fortemente dependente da dimensao do sistema. Um resultado adi-
cional, também encontrado por eles, é o de que o sistema, inicialmente preparado
para ser isotrépico e ter momento angular total nulo torna-se, com o decorrer da
evolugdo, anisotrépico e nao conserva o momento angular total. O sistema como
um todo comeca, entdo, a girar. A explicacio para isso € relativamente simples.
A distancia entre duas particulas quaisquer do sistema nao é conservada por
transformagoes de rotagao. Isso acontece porque uma rotagao por um angulo
fixo pode fazer uma das particulas sair por um lado da caixa e aparecer em outro
e portanto a distancia entre esta e a outra particula necessariamente vai mudar.
Essa quebra de simetria se traduz por auséncia de conservagao da quantidade
associada, ou seja, o momento angular. Pelo mesmo motivo, podemos ver que
condigoes periédicas preservam o momento linear total do sistema.

Efeitos relacionados ao uso de condigoes periédicas também foram obser-
vados por Orza e colaboradores [40]. Em um estudo analitico e simulacional
sobre a presenca de correlagoes de longo alcance e difusao de vértices em fluxos
granulares, estes autores observaram que, em sistemas caracterizados por alta
inelasticidade e tamanho D grande o suficiente, de modo que todos os modos
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hidrodindmicos instédveis possam ser excitados, o didmetro médio dos vortices
formados nao cresce indefinidamente. Quando esse diAmetro médio atinge a or-
dem de grandeza de D, as condigoes periddicas for¢am uma transicao para um
estado inomogéneo de escoamento quase-laminar de particulas entre paredes
opostas da caixa (“shearing state”). Esta transigao é causada pela fusdo de vor-
tices de mesmo sentido. Este fendmeno j& havia sido observado por McNamara
e Young [9].

As conclusoes gerais do trabalho de Orza e colaboradores, citado acima, sdo
as seguintes. Em qualquer sistema granular de esferas rigidas, existe um certo
nimero de escalas de comprimento intrinsecas: o livre caminho médio, a dimen-
sao média de vértices, o comprimento de onda de estabilidade, etc. Se qualquer
uma dessas escalas de comprimento tornar-se da ordem da dimensao do sistema,
os efeitos das paredes dominam o comportamento geral do sistema. Nesse caso,
a modelagem das interacoes entre as paredes e as particulas pode ser necessdria.
No caso de uso de condigoes periddicas, as escalas de comprimento intrinsecas
devem ser bem menores do que a dimensao do sistema, para evitar que a sua
dindmica seja totalmente controlada pelas condigoes de contorno que, em tltima
instancia, sao completamente artificiais. Caso contrario, os estados finais podem
ser meros artefatos dessas condigoes de contorno nao-fisicas. Talvez, modelos
mais realisticos de colisdes entre as particulas e as paredes do sistema sejam
necessarios para compreender os estados assintéticos em geometrias finitas.

3.4 Condicoes de Contorno Reflexivas

Como dissemos acima, condigbes de contorno periédicas sdo introduzidas com
o explicito objetivo de mimetizar sistemas infinitos e, assim, eliminar a neces-
sidade de se considerar interacoes das particulas com as paredes do sistema.
Entretanto, isso s6 pode ser conseguido a custo de uma série de problemas.
Ainda assim, a esmagadora maioria das simulagbes em sistemas granulares é
realizada com o uso desse tipo de contorno.

A alternativa mais simples é o uso de condigbes de contorno reflexivas, em
que as velocidades das particulas sao simplesmente refletidas elasticamente nas
paredes do sistema. Henrique e colaboradores [42] usaram condigdes de contorno
reflexivas para obter coeficientes de difusao independentes do tamanho da caixa,
o que é uma indicagao de que elas nao devem introduzir correlagoes relevantes
no sistema.

Condigoes de contorno reflexivas nao sao totalmente livres de problemas.
Desses, o mais evidente aparece em sistemas constituidos por um ndmero pe-
queno de particulas e com dimensao reduzida o suficiente para que uma fragao
significativa das particulas esteja préxima as paredes e sofra seus efeitos. Em
particular, a temperatura granular do sistema tende a ser maior préximo as
paredes, o que promove a formagao de gradientes que tendem a induzir a for-
macao de “clusters” proximos ao centro da caixa. De modo alternativo ao caso
dos contornos peridédicos, condigoes de contorno reflexivas tendem a conservar
o momento angular total médio, mas ndo o momento linear. Voltaremos a falar
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mais do uso de contornos reflexivos no Capitulo 5, onde eles serao usados e onde
poderemos fazer uma comparagdo com os contornos periédicos.

Além dessas, outras condigoes de contorno também podem ser usadas, in-
clusive com o emprego de geometrias ndo convencionais. Esipov e Poschel [23],
por exemplo, usaram um recipiente circular com paredes a uma temperatura
finita, de modo que, quando uma particula colidia com as bordas, sofria um
espalhamento angular mediado por uma distribuicao Maxwelliana com temper-
atura igual a das paredes. Nao nos ocuparemos de nenhuma outra condicao de
contorno que nao as reflexivas e periédicas. Da mesma forma, a geometria dos
recipientes serd mantida cibica.



Capitulo 4

O Método da Funcao
Caracteristica Empirica

O objetivo de se implementar a evolugao temporal de um sistema de particulas
granulares é obter um certo conjunto de propriedades macroscépicas de interesse.
Isso é representado pelo passo 4 do procedimento apresentado na Secao 1 do
Capitulo 3. De modo direto, obtém-se o conjunto das posi¢oes e velocidades
das particulas do sistema apéds este ter evoluido por um tempo ¢. Em seguida,
pode-se passar ao cdlculo de propriedades médias do sistema, como seu centro
de massa, sua velocidade média global, sua energia cinética média global, etc.,
que sao simples médias aritméticas, tomadas sobre o nimero total de particulas,
de suas posicoes, velocidades, energias cinéticas, etc. O sistema simulado via
MD ¢, obviamente, um sistema deterministico, o que significa que o valor dessas
quantidades é previsivel com precisao absoluta - ao menos em principio, se
ignorarmos as imprecisoes introduzidas pela miquina - como fungao exclusiva
de suas posicoes e velocidades iniciais. Para que as quantidades médias acima
tenham valor do ponto de vista de uma mecénica estatistica - e a funcao de
distribuicao de uma particula seja corretamente calculada - o requisito claro
a ser cumprido é que o nimero de particulas do sistema seja suficientemente
grande. A determinacdo de fungoes de distribui¢do de velocidades em sistemas
com baixo numero de particulas apresenta, portanto, uma dificuldade técnica.

O tratamento estatistico dos dados de simulacdo geralmente ¢é realizado com
base em métodos de contagem direta (histogramas) ou algum procedimento de
estimativa, como o chamado “kernel estimator technique”, que procura construir
a distribui¢ao de probabilidade por meio de uma soma de fungoes normalizadas e
suficientemente concentradas, em geral Gaussianas [17]. Para obter distribuigdes
precisas, essas metodologias necessitam de amostragens numericamente signi-
ficativas. No caso das distribuigoes de velocidade de sistemas granulares, esse
problema torna-se bastante significativo quando se estuda intervalos de veloci-
dade muito maiores que a velocidade térmica, uma vez que se espera encontrar
af grandes divergéncias entre a funcao de distribuigdo exata e uma aproximagao

47



48CAPITULO 4. O METODO DA FUNCAO CARACTERISTICA EMPIRICA

Gaussiana, devido ao fenémeno de superpopulagdo das caudas. Além disso,
o numero de elementos da amostra na regiao das caudas é significativamente
menor, o que novamente poe dificuldades para se obter uma boa estatistica.

O nicleo deste trabalho consiste em empregar uma metodologia alternativa
que permita, entre outras coisas, tratar essa dificuldade. Para tanto, nds intro-
duzimos o método da Fungéo Caracteristica Empirica (FCE) [43, 44, 45], o qual
passamos a expor.

4.1 Variaveis Aleatérias e Fungao de Distribuigcao

Seja uma varidvel aleatéria X. Tecnicamente, a fungao de distribuicéo [46, 47]
da varidvel aleatéria X é a fungao definida por:

F(z) = P(X < ), (4.1)

onde P(X < z) designa a probabilidade de que a varidvel aleatéria X assuma
valores menores que x, onde —oo < = < oo. Pode-se demonstrar que uma
funcao de distribuigdo possui as seguintes propriedades: (i) ¢ ndo-decrescente,
(ii) & continua a direita, (iii) F(—oc) = 0 e (iv) F(co) = 1. E possivel demonstrar
também que qualquer fungdo que satisfaga a essas propriedades é uma funcao
de distribuicao de alguma varigvel aleatéria.

Uma varidvel aleatéria pode ser discreta ou continua. A varidvel aleatoria
X é absolutamente continua se existe uma funcao p(z) > 0 tal que

"
F(x) = / p(t)dt. (4.2)
—0o0

Nesse caso, dizemos que p(x) é a fungdo densidade de probabilidade de X.
Uma fungdo p(x) > 0 é densidade de alguma varigvel aleatéria se, e somente se,
S5 p(t)dt = 1. Pela definigdo, X s6 possui uma densidade se F(z) é continua
e derivdvel por partes, o que nem sempre é o caso. Devemos aqui atentar para
uma possibilidade de confusao terminolégica. Como ficara explicito pelo que se
seguird, vinhamos até aqui usando o termo funcao de distribui¢do para designar
o0 que tecnicamente é a densidade associada a fungao de distribuigdo. Contudo,
esse é o costume da literatura e continuaremos usando a expressao indistinta-
mente, pois ficard claro que em todas as aplicagoes tratar-se-4 da densidade e
nao da distribuicao em si.

A média de X (ou esperanca, ou valor esperado) é definida por:

EX = / 2dF(z), (4.3)

onde a integral é compreendida como sendo do tipo Riemann-Stieltjes. Se X
tem densidade, entao:

EX = /_00 zp(x)de, (4.4)
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e a média assume sua forma usual como uma integral de Riemann de uma
densidade de probabilidade, ou seja, o limite de uma média ponderada onde
os pesos sao dados por uma fungao continua. H& uma explicacao intuitiva
para essa defini¢do, baseada na interpretagdo de probabilidade como limite de
freqiiéncias relativas. Tomando o caso discreto por facilidade, interpretemos
X como um caracteristico numeérico do resultado de um experimento aleatério
repetido, digamos, N vezes, de forma independente. Nesses N experimentos,
se N é grande, as observacgoes tomarao o valor x; com freqiiéncia relativa de
aproximadamente p(z;) < 1. Ou seja, x; aparecerd mais ou menos Np(z;)
vezes nas N observacoes. Portanto, o valor médio observado nos N ensaios,
ou seja, a média aritmética dos N valores observados, serd aproximadamente
igual a + Zjvzl x; - Np(z;) = Zjvzl x; - p(z;). Este valor serd o limite quando
N — 00, isto é, o valor médio obtido em N ensaios convergird para £ X quando
N — co. Esta é a chamada Lei dos Grandes Niimeros, de importancia capital em
qualquer teoria estatistica. A extens@o desta interpretacao para o caso continuo
é imediata.

O valor de E(X —b)* ¢ chamado k-ésimo momento de X em torno de b, para
b real e k inteiro ndo-negativo. Se b = 0, entdo EXF é chamado simplesmente de
k-ésimo momento de X. Se a média existe, entao o k-ésimo momento em torno
da média F(X — EX)"* se chama k-ésimo momento central de X. E claro que
o primeiro momento é igual a média e seu momento central é nulo. O segundo
momento central é chamado de variancia de X: Var(X) = EX? — (EX)%. A
raiz quadrada positiva da varidncia é chamada de desvio-padrao ox. Pode-se
mostrar que, se o k-ésimo momento é finito, entao todos os momentos de ordem
menor do que k também sdo finitos.

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes, entdo F(XY) = EX - EY.
O inverso ndo ¢é necessariamente verdadeiro. A diferenga entre os valores de
E(XY) e EX - EY & a covariancia entre X e Y. Se a covariincia entre duas
varidveis aleatdrias é nula, diz-se que elas sao linearmente nao-correlacionadas.
Desse modo, independéncia implica auséncia de correlagao linear.

Serd 1itil oportunamente fazer uso do conceito de varidvel aleatéria reduzida
e centralizada, X, dada por:

X = ﬂ’ (4.5)
ox
também chamada de padronizacao de X, pois expressa o valor de X em unidades
de desvio-padrao. A varidvel aleatéria padronizada sempre possui média nula e
varidncia um.
Dada uma densidade de probabilidade px (z), associada & varidvel aleatéria
X, a densidade associada a varigvel aleatéria Y = bX + ¢, py (y), é dada por:

o) = 3ox (125, (4.6)

Desse modo, a densidade pg () associada & varigvel reduzida X ¢ dada por:

px(Z) =oxpx(oxT + Ex). (4.7)
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Como exemplo, se tomarmos a densidade da distribuicao Gaussiana:

_ 1 (y—n?
py (y) = oo P (T._Q) : (4.8)

entao, sua distribuicao reduzida, também chamada “normal” é

xT

o(z) = \/% exp (-é) . (4.9)

4.2 Funcao Caracteristica e Funcao W de Lévy

A distribuigao associada a uma varidvel aleatéria X pode ser igualmente deter-
minada por F(z) ou pela sua densidade p(x), no caso absolutamente continuo.
H4, entretanto, uma terceira possibilidade: a fungéo caracteristica ¥ (z) de X,
uma funcao complexa de argumento real definida pela seguinte média:

Y(z) = Eexp(izX) = Ecos(zX) + iEsin(zX) = /exp(izx)dF(x). (4.10)

Claramente, somente no caso de X possuir densidade a fungdo caracteristica
torna-se a usual transformada de Fourier da densidade de probabilidade:

P(z) = /00 p(x) exp(izz)dz. (4.11)

— 00

Portanto, mesmo que uma densidade nao esteja definida, ainda assim é possivel
definir a fungao caracteristica de uma distribuicao. Pode-se provar que a fungao
caracteristica possui as seguintes propriedades:

1. Ela é limitada por um: |¢(z)] < 1;

2. Ela assume o valor um no ponto zero: ¢(0) = 1;

3. Seu complexo conjugado satisfaz a ¥(z) = ¥(—=z);

4. Se X e Y sao independentes, entao a fungao caracteristica da soma das
varidveis X 4+ Y ¢é igual ao produto das fungbes caracteristicas de cada
uma delas.

5. Uma varidvel aleatéria X tem distribuicao simétrica em torno de zero se,
e somente se, sua funcdo caracteristica 1)(z) é real para todo z.

6. Se Y = aX +b, entao ¥y (z) = exp(izb)yx(az). Como coroldrio, a funcio
caracteristica Exssociada A uma varidvel reduzida e centralizada X é dada
por ¥x(2) = ¥x(2) = exp(izZ5)x (F) = ¥x ().

7. Se E|X|" < oo, entdo 1x (z) possui n derivadas continuas e
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wg?)(z) = /(w)k exp(izz)dF(x); k=1,2,3,...,n (4.12)

Em particular, wgﬁ)(O) = dd:k x(2)].=0 = i* EX*, de modo que a funcdo car-
acteristica é uma espécie de funcao geradora de momentos estatisticos.

O conceito de fungao caracteristica é de bastante utilidade em teoria de prob-
abilidade pura. Particularmente, com ela propriedades - como a de convergéncia
em distribuigao - e alguns teoremas de extrema relevincia podem ser demon-
strados com maior facilidade. Esse é o caso, por exemplo, do Teorema do Limite
Central, o mais importante dos teoremas em teoria de probabilidade, com apli-
cagoes em fisica de cardter fundamental. O Teorema do Limite Central possui
versoes variadas, cada uma delas com maior ou menor grau de generalidade
[46, 47).

O matematico francés Paul Lévy apresentou uma versao do Teorema do Lim-
ite Central em que ele se utiliza de uma fung¢ao, denotada por nés como fungao
W, que serd utilizada como ferramenta central neste trabalho. Lévy demon-
strou, no trabalho entitulado “Sur la loi de Gauss” [48], que, para qualquer
varidvel aleatéria com desvio-padrao finito, a fungfo caracteristica associada a
sua varidvel reduzida e centralizada pode ser escrita como

B(z) = exp (-%2 (1+ W(z))) (4.13)

onde a funcdo W(z) = Wg(z) +iW;(z), doravante chamada fun¢do W de Lévy,
é uma funcao complexa e continua em um intervalo real aberto —e < z < ¢,
tal que Wg(2) é uma fungéo par, Wy(z) é uma funcdo fmpar e W(0) = 0. A
distribui¢do Gaussiana é caracterizada por W(z) = 0 para todo z.

A funcdo W (z) pode ser calculada a partir da funcio caracteristica (z)
pelas férmulas:

22 +2In ( Yr(2)2 + 1El(z)2>
Wg(z) = — = (4.14)

VUrR(2) +wz 27 Vibr(2)2 + Ui(

onde a fun¢éo arctan (y, x) computa o valor principal do argumento 6 do nimero
complexo x + iy = r(cosf + isind), ou seja, de modo que —7 < 6 < 7.

As propriedades 6 e 7 permitem escrever a expansao da funcao caracteristica
reduzida v (z) em uma série de Taylor:

Wi(z) == arctan ( vr(z) SE ) (4.15)
x)

— 51
P(z) =142 57 +z33? 23+ 434'1 2 0(2%), (4.16)

onde lembramos que a varidvel reduzida e centralizada tem média nula e var-
iancia um. Os vg’s sao simplesmente os momentos estatisticos de ordem mais
alta da varidvel reduzida Z, escritos explicitamente como:
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E(z — Ex)"
ok
Isso significa que as fungoes Wr(z) e Wi(z) também podem ser expandidas:

Uy = . k=3,4,5,... (4.17)

WR(Z) = K222 + K4Z4 + K6216 + KgZS + O(Zlo), (418)

W](Z) :K12+K323+K5Z5 +K7Z7+O(29), (419)

onde a relacgao entre os K; e v; pode ser calculada de maneira direta:

K, = 7%V3, Ky = i - %V;L, K3 = *%Vg + 6—101/5, (4.20)
1 1 1
=1 ﬂm + %Vﬁ, etc.

A funcdo W de Lévy foi recentemente usada por Annibal Figueiredo e co-
laboradores [49] para analisar o processo de convergéncia de soma de varidveis
aleatérias em séries temporais estocédsticas. Neste trabalho, ela serd usada para
medir distribuicoes assintéticas e caracterizar de modo preciso seus afastamen-
tos com relacao a uma distribuigao Gaussiana. Como veremos, a fungao W pode
ser obtida diretamente dos dados de simulagao, independentemente do conheci-
mento dos momentos estatisticos da distribuicao ou dos momentos da expansao
de Sonine, mesmo que estes nao sejam finitos. A funcdo W caracteriza, assim,
de modo tnico e preciso uma distribuicao.

Vamos ilustrar o uso da fungdo W com um exemplo. Consideremos duas
distribuigoes reduzidas analiticas p(z) bastante préximas uma da outra e que
dificilmente poderiam ser distingiiidas visualmente, mesmo em um gréfico mono-
log, como dado na figura 4.1.

Elas sao distribuigoes artificialmente construidas como tendo uma parte cen-
tral Gaussiana e uma cauda de alta velocidade exponencial - como se espera
encontrar em gases granulares no HCS - tais que elas sejam continuas e difer-
encidveis nos pontos de conexao x = 3,00 e xz = 3,05:

Ky

p1(x) = 0,399 exp(—0,501z2),  sez < 3.05, (4.21)
p1(x) = 42,414 exp(—3,059x), se x > 3.05,

pa() = 0,399 exp(—0, 50222), se z < 3.00, (4.22)
p2(x) = 36,544 exp(—3,011x), se x > 3.00.

As fungbes W correspondentes podem ser obtidas numericamente a partir das
equagoes 4.21 e 4.22 calculando-se a fungao caracteristica a partir da equagao
4.11 e usando, por fim, a equagdo 4.14. O resultado é dado na figura 4.2. A
diferenca entre as distribuiges torna-se agora evidente.
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X - variavel aleatéria reduzida

Figura 4.1: Duas distribuigoes reduzidas p(x) que possuem parte central Gaus-
siana e cauda de alta energia exponencial, a partir dos pontos x = 3,00 e
x = 3,05.
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Figura 4.2: Fungoes W correspondentes as distribui¢oes dadas na figura 4.1.
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4.3 Funcao Caracteristica Empirica

No tratamento de dados estatisticos empiricamente obtidos, associados a uma
varidvel aleatoria X qualquer, em geral nao é possivel conhecer a priori nenhuma
expressao tedrica para quaisquer das ja citadas formas usadas para descrever a
sua distribuigao. Por esse motivo, é interessante encontrar métodos para estimar
a distribuicdo com base exclusivamente nos dados empiricos. Para a fungéo de
distribuicdo F(z), a estimativa mais elementar é dada pela chamada Fungéo de
Distribuicao Empirica Fx(z) = N(z)/N, onde N(z) é a quantidade de vezes
que X assume o valor X; <z, com 1 < j <N, com N representando o nimero
total de elementos da amostra estatistica coletada.

No que concerne ao objeto de interesse principal do ponto de vista da fisica,
nao restam dividas que a funcao densidade de probabilidade é, num primeiro
momento, o mais interessante de ser estimado, uma vez que ela pode ser colocada
em relagao direta com a funcao de distribuicdo de uma particula das teorias
cinéticas. Uma estimativa da densidade de probabilidade py(z) associada a
uma amostra empirica de N elementos pode ser, por exemplo [45]:

o () = FN(x+h)2thN(x7h), (4.23)

onde /i é um numero positivo adequadamente escolhido. Pode-se ver que h deve
ser escolhido como uma funcao de N que tenda a 0 quando N — oco. No lugar
de estudar exclusivamente a estimativa acima, pode-se passar a estudar uma
classe mais geral de estimativas dada por:

pN(z) = /_O; e (x ; y) dFn(y) = Nih Z:K (thj) : (4.24)

onde a fungdo K(y) é dada por:

se yl <1, (4.25)

E facil verificar que a definicdo 4.24 reduz-se & equacio 4.23, com a funcao
K(y) dada acima. Entretanto, a estimativa dada por 4.24 ¢ essencialmente
uma média ponderada sobre a fungdo de distribui¢do da amostra, com K(y)
uma funcgao peso. Isso abre a possibilidade de escolher outras funcoes peso
e conduz ao problema de estudar as propriedades estatisticas de estimativas
da forma 4.24, com K(y) e h(IN) adequadamente escolhidos para satisfazerem
condigoes suficientes que garantam a convergéncia da estimativa py(z) para
uma densidade p(x) [45]. Esta é a base teérica para aplicagdo das chamadas
“kernel estimator techniques”. Qualquer funcao normalizada e mais ou menos
fortemente concentrada pode ser usada como “kernel”. Em particular, pode-se
escolher a fun¢do K (y) como uma Gaussiana, por exemplo [45, 17].
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Uma alternativa para estudar distribuigoes empiricas de uma varigvel aleatéria
é lancar mao do conceito de funcao caracteristica. Coerentemente com as
definigoes dadas nas equactes 4.3 e 4.10, e com a definicao de Funcao de
Distribuigdo Empirica, dada acima, pode-se definir a chamada Func¢do Car-
acteristica Empirica (FCE), ou seja, a média, na amostra empirica, da varidvel
aleatéria exp(izX):

Un(2) = [exp(iza)dFn(z) = + Zjvzl exp(izX;) =
(4.26)

N i N .
=¥ > j=1 c0s(2X;) + 5 Do sin(2X;).

Pode-se mostrar [43] que a FCE converge, sob algumas restri¢oes gerais, para
a fungdo caracteristica ¢ (z) da distribui¢do, quando N — oo. Esse resultado
fornece uma nova ferramenta para a estimativa de densidades de distribuigao,
uma vez que, obtida a FCE, basta calcular a transformada de Fourier inversa
para obter a densidade estimada.

A funcdo caracteristica ird mostrar-se uma ferramenta bastante ttil na obtencao
de informagao de amostras estatisticas. Pela sua prépria natureza matematica,
ela possui, em cada ponto, informacao global sobre a distribuicdo do sistema.
Com base nessa propriedade, é esperado que ela permita o computo da fungao de
distribuicao do HCS com mais alto grau de precisao que os métodos tradicionais,
principalmente no caso em que os sistemas possuam nimero de particulas muito
baixo, caso em que uma boa estatistica pode ficar comprometida. Da mesma
forma, esperamos que seu uso seja valioso nos pontos em que a densidade de
particulas é naturalmente baixa, independentemente do niimero de particulas
total ser grande, como na regiao das caudas da distribuicao.



Capitulo 5

Medidas de Funcoes de
Distribuicao

5.1 Simulagao

Nas simulagoes implementadas neste trabalho, serao considerados sistemas tridi-
mensionais compostos por N particulas esféricas de didmetro a e massa unitdria
m. O recipiente serd uma caixa cibica de volume V também unitario. Assim, a
dimensao linear D do sistema serd sempre fixa e igual a um. Quanto & dindmica
colisional, limitaremos nossas investigacoes ao modelo de esferas rigidas e lisas,
interagindo por meio de colisoes instantdneas com coeficiente de restituicao nor-
mal constante a. A troca de suas velocidades se dd de acordo com a equacio
2.1:

N l+a

vi =vi———(eij - vijleij,
N l+a

Vi =Vj + T(eij . vij)eij.

O sistema tipicamente simulado por nés possuird nimero de particulas que
nao excederd a ordem de 10%, embora em sua maioria eles estejam situados
na faixa de 102 a 10%. Essas ordens de grandeza nao sdo ditadas por razdes
exclusivas de capacidade computacional. De fato, é parte do nosso interesse in-
vestigar propriedades estatisticas de sistemas com baixo nimero de particulas.
Como veremos, sistemas constituidos por um mimero finito de particulas pos-
suem propriedades estatisticas intrinsecamente diferentes daquelas esperadas no
limite termodindamico, N — oo e V — oc.

Nao ¢é usual fazer simulagGes de gases granulares em sistemas tridimensionais.
Na maioria da literatura os sistemas utilizados sao bidimensionais. Em sistemas
tridimensionais, entretanto, o problema do colapso ineldstico ndo aparece (ver
Segéo 2 do Capitulo 1).

o7
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Figura 5.1: Exemplo da rede FCC, usada para dispor as esferas no inicio da
simulagao

Simulagoes MD com sistemas tridimensionais e constituidos por um baixo
numero de particulas em regime de esfriamento homogéneo, embora minoritarias,
jé foram objeto de interesse anterior, como pode ser visto nos trabalhos de Lut-
sko [50], Macnamara e Young [9] e outros. Entretanto, o foco desses e de outros
trabalhos estava voltado para a determinacao de propriedades como coeficientes
de estrutura para fluidos, fungao de distribuicao de pares de particulas em con-
tato e determinagao de regimes para formacao de inomogeneidades. Desse modo,
um estudo sistemédtico e completo das propriedades de sistemas caracterizados
pelo nimero pequeno de particulas ainda estd por ser feito e, em particular,
o estudo das fungGes de distribuicdo de velocidades assintéticas em diferentes
regimes de evolucao e diferentes modelos colisionais.

Para iniciar a evolucao do sistema, é preciso posicionar as esferas dentro da
caixa. O modo como essa disposicao inicial é feita é arbitrario. O importante é
que as esferas sejam distribuidas o mais homogeneamente possivel. Desse modo,
assumiremos a caixa como sendo subdividida em células formando uma rede do
tipo FCC (“Face Centered Cubic”) (ver figura 5.1).

Segundo essa disposigao, uma particula é colocada em cada vértice e em cada
centro de face do cubo. Uma rede FCC é a disposicao de células que permite
colocar o maior nimero de esferas de didmetro fixo dentro de uma caixa cibica
de volume fixo. A relagdo entre o nimero total de células N., em cada diregao
do espago, e o nimero total de esferas dispostas nesse tipo de rede é dada por
N = 4(N,)3.

Queremos escolher a distribuigao inicial de velocidades dentro de uma classe
bastante ampla de distribui¢ées nao-Gaussianas isotrépicas, ou seja, cuja de-
pendéncia ocorra somente no médulo da velocidade. Para isso, escolhemos
como distribuicoes iniciais as chamadas distribui¢bes de Lévy truncadas [49],
correspondentes a um tipo especial de distribuigdes de Cauchy:
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1 1
p(’l)) ~ 2arctan(L) 1+v2’ se —L<v<l,

5.1
p(v) =0, sev<—L ou v>L, (5.1)

onde L ¢é o parametro de truncagem da distribuicao e que a define dentro da
classe. Qualquer outra distribuigao inicial para as velocidades poderia ser escol-
hida, inclusive uma Gaussiana, que claramente nao faz parte da classe definida
acima.

Quanto as condigoes de contorno, adotaremos alternativamente ora con-
tornos periédicos, ora contornos reflexivos.

Cada sistema simulado serd caracterizado por uma condigdo de contorno
especifica e por mais trés parametros:

1. o nimero de particulas N;
2. o coeficiente de restituicao a e

3. o parametro 6 = Na? (ou, equivalentemente, o diametro da particula, a).

Como veremos, esses quatro fatores, em principio independentemente, con-
duzem o sistema para distribuicoes de velocidade assintéticas totalmente difer-
entes. O pardmetro § = Na? é evidentemente relacionado com o livre caminho

6d1 — 1 _ 2v 4 : P :
médio, dado por A = Tomna® = Vms' onde vy € a velocidade térmica do sistema,

X ¢ a fungéo de distribuigao de pares de particulas no contato, n é a densidade
de particulas e w ¢é a frequéncia colisional, ou seja, o inverso do tempo médio de
colisao, 7.

De fato, para definir sistemas em regimes de baixa densidade, faz-se necessério
apenas um limite inferior para A, denotado por Ag, o que se obtém notando-
se que a frequéncia colisional pode ser aproximada pelo valor de Enskog wy,
ou seja, o inverso do valor inicial do tempo médio de colisdo 7.(0), dado pela
equacao 2.18. Para d = 3, temos que wy = 2v/2mxna?vy. No regime de baixas
densidades, onde trabalharemos, pode-se assumir Y = 1. Assim, pode-se escr-
ever \g = 1/v/2mna®. Das definicoes n = N/V e da imposicio V = D3 = 1,
para o volume da caixa, obtém-se A\g = 1/ V2rnNa?. Portanto, fixar o valor
de 6§ = Na? é equivalente a fixar um limite inferior para o parametro de livre
caminho médio.

Como vimos na Subsecao 6.2 do Capitulo 2, o pardmetro que define os lim-
iares de estabilidade do sistema é exatamente o livre caminho médio. Isto sig-
nifica que a existéncia de estados estaciondrios depende do valor do pardmetro
6, o qual deve ser escolhido convenientemente abaixo de um certo valor critico.
Ainda assim, a razdo de escolher § = Na? como pardmetro para definir um
sistema nao se resume & sua relagao com o livre caminho médio e com a esta-
bilidade do sistema. Como veremos abaixo, é ele que define o chamado limite
de Boltzmann-Grad, condigdo necesséria para a validade rigorosa da equacao
de Boltzmann [41].

Quanto as dimensoes das grandezas de interesse, por forca das definigoes e
convengoes previamente estabelecidas, todos os comprimentos serao medidos em
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unidades da dimensao da caixa D. Em particular, o tamanho da particula e o
livre caminho médio sao sempre normalizados & dimensao da caixa e, portanto,
sao adimensionais. Isso faz § = Na? automaticamente adimensional.

5.2 Caracterizagao dos Estados Assintéticos

Passemos agora, as aplicagoes. Vamos considerar como varidvel aleatéria uma
das componentes do vetor velocidade v, por exemplo, v,. A distribui¢do de
velocidades é dada por p(v,t) = p(vs,vy,v,,t). Lembremos que ela ndo é a
rigor uma distribui¢do de probabilidade, pois n = [ dvp(v,t), ou seja, ela nao
é normalizada. Portanto, em todas as consideragoes envolvendo média sobre o
ensemble, devemos dividir por n para obter uma distribuicao de probabilidade
correta. A distribuicdo de velocidades associada a varidvel v, é:

1 (o ] o0
g(vg,t) = E/ dvz/ dvyp(vwvvyyvzat)~ (5.2)

Para obter a varidvel reduzida associada a v,, devemos calcular a média e o

desvio-padrao com o uso da equacao acima. Por isotropia, € facil ver que a
" . ’ o0 PN . ’

média de v, é nula: (v,) = fioo dvgvzg(ve,t) = 0. A variancia é calculada

como:

oo 1 oo
@)= [ dvaon) = 3 [~ avizow (5.3

— 00 —0o0
e, com o uso da definicao de temperatura granular, dada pela equagao 2.13,
obtemos o desvio-padrdao o = /(v2) = % Portanto, a varidvel reduzida

associada a v, é:

Cp = —— (5.4)

Nota-se que a varidvel reduzida nao corresponde exatamente & varidvel escal-
ada comumente usada na teoria cinética de gases granulares ¢ = %, mas é
proporcional a ela.

Consideremos agora a fungdo caracteristica empirica (equagao 4.26) associ-

ada & variavel reduzida:

1 & 1 &
P(z,7) = (exp(izcy)), = N Zexp(izcx(T)) =N Zcos(zcw(T)) (5.5)

onde a média é calculada em um tempo 7 correspondente ao niimero médio de
colisGes por particula. Como estamos supondo uma distribuicao simétrica de
velocidades, a funcdo caracteristica empirica sé devers ter parte real e é par. A
funcdo W compartilha essas mesmas propriedades e é dada por (equagdo 4.14):
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W(z7) = ks 211;21#(2‘,7’)) (5.6)

O ponto crucial do ponto de vista estatistico é o seguinte. Escolher um tinico
sistema, definindo N, « e ¢, fazé-lo evoluir a partir de uma condigao inicial dada
(ou seja, implementar uma trajetéria) e medir a fungdo W no tempo especifico
T, seguramente nao produzird nenhum resultado confidvel, a menos que N seja
muito grande. Em nosso caso, em que N é certamente pequeno desse ponto
de vista, isso significa um problema a ser resolvido. Para suprir essa deficién-
cia, deve-se fazer a estatistica com base ndo somente em uma tnica trajetoria,
mas sim em um conjunto suficientemente grande delas. Evidentemente, as tra-
jetorias devem ser escolhidas de modo a diferirem somente muito ligeiramente
em sua condigao inicial. Como vimos, a distribuicao espacial das particulas é
sempre fixa. No momento de implementar a condicao inicial na distribuicdo de
velocidades, usa-se um gerador de nimeros aleatérios e uma rotina especifica
(ver Apéndice G da ref. [13]) para produzir uma distribui¢do nao-uniforme se-
gundo a forma funcional dada na equacao 5.1. Com diferentes sementes para o
gerador aleatorio, ligeiramente distintas condic¢Ges iniciais sao produzidas.

5.2.1 Estados estaciondrios

Posta a metodologia, a primeira questao a ser abordada refere-se & existéncia
de estados assintéticos estaciondrios para o HCS. Nas figuras 5.2 e 5.3, nds
mostramos a evolugao temporal de W (z, 7) para duas condigoes iniciais distin-
tas, correspondentes a escolha de L = 0,1 e L = 40,0 na equacao 5.1. O sistema
é definido pelo seguinte conjunto de parametros: N =256, a =0,1e 6 =0,7,
onde implementamos condigdes de contorno periédicas e reflexivas. As curvas
sao o resultado da média sobre 1000 trajetérias, no intervalo 0 < 7 < 10.

As figuras 5.2 e 5.3 mostram que, embora as condigdes iniciais na distribui¢ao
de velocidades sejam muito distintas, ambas convergem para a mesma dis-
tribuicao, apresentando um estado transiente muito breve, que nao dura mais do
que 10 colisoes por particula, em média. As figuras 5.4 e 5.5 mostram o trecho de
evolugao correspondente ao intervalo 10 < 7 < 30. Depois de passado o perfodo
transiente, o estado atingido é estaciondrio por um tempo indeterminado.

As figuras 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 mostram a existéncia de estados assintoticos
estaciondrios independentes da condicao inicial para um sistema que é um caso
extremo: inelasticidade bastante elevada e nimero de particulas extremamente
baixo. Como veremos, isso é funcgao exclusiva da escolha que fizemos do valor
do parametro 6. Além disso, os estados estaciondrios sdo nao-Gaussianos, como
fica claro pelo nao anulamento da fungao W ao longo do tempo.

5.2.2 A influéncia das condicoes de contorno

Tomemos o mesmo sistema, caracterizado pelo conjunto de parametros: N =
256, a = 0,1 e 6 = 0,7. Ambas as condigoes de contorno serdo assumidas:
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154,
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Figura 5.2: Evolucao temporal de W(z, ) no perfodo transiente.Condigdes ini-
ciais: L =0,1e L = 40,0. Pardmetros do sistema: N =256, =0,1e6=0,7,
condigoes de contorno reflexivas.
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Figura 5.3: Evolugao temporal de W(z, 7) no periodo transiente.Condigoes ini-
ciais: L = 0,1 e L =40,0. ParaAmetros do sistema: N =256, =0,1e¢ 6 =0,7,
condigoes de contorno periédicas.
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Figura 5.4: Evolugao temporal de W(z,7) no perfodo estaciondrio.Condigao
inicial: L = 0,1. Parametros do sistema: N = 256, « = 0,1 e §6 = 0,7,
condigoes de contorno reflexivas.
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Figura 5.5: Evolugdo temporal de W(z,7) no perfodo estaciondrio.Condi¢ao
inicial: L = 40. Parametros do sistema: N =256, a = 0,1 e § = 0,7, condi¢oes

de contorno periédicas.



66 CAPITULO 5. MEDIDAS DE FUNCOES DE DISTRIBUICAO

9.eps 9.eps
27
o o
15— o L=01 -
o L=6
i s L=12 |
o L=40
B 1 |
o o
[} - o o
©
o o
2 os .
(@] o o
WY o o
g K °% OOO o]
> ODOOO Ooooc’
L o LooBR8eceaggs —
DDD N © o 2 a DDD
L DDD AAA ¢ ° AAA DDD n
DD a < ° a DD
DDDD AAA <>0 o<> AAA DDDD
05=° " L. Lo o, su, e
AAA 0000 Ooo AAA
feccty” \ ! \ ASAET;
Il Il
-2 -1 0 1 2
r4

Figura 5.6: Fungoes W (z,0) correspondentes a quatro condicoes iniciais (L =
0,1, L=6,0 L =12,0 e L =40,0).

ora periddicas, ora reflexivas. Vamos escolher um conjunto de quatro condigoes
iniciais L =0,1, L =6,0 L = 12,0 e L = 40,0.

A figura 5.6 mostra as fungdes W (z, 0) correspondentes a estas condigoes ini-
ciais, sendo cada uma delas o resultado da média sobre 1000 sementes aleatorias:

A figura 5.7 ¢ um exemplo do segundo artificio de melhoramento da qualidade
estatistica empregado nesse trabalho. Uma vez garantido que o estado assin-
tético permanece estaciondrio por um tempo indeterminado, podemos tirar van-
tagem disso implementando uma segunda média, desta vez ao longo do tempo
de simulagao.

Assim, a figura 5.7 mostra as fungées W (z) correspondentes aos estados
assintéticos do sistema definido acima, com as condic¢oes iniciais mostradas na
figura 5.6. As curvas sdo o resultado de duas médias tomadas sobre o conjunto
das 1000 trajetérias e sobre o intervalo de tempo 10 < 7 < 30.

A figura 5.7 mostra um resultado surpreendente. Se, por um lado, todas as
trajetorias convergiram para estados assintéticos estaciondrios nao-Gaussianos
independentes das condigoes iniciais, por outro, as diferentes condi¢des de con-



5.2. CARACTERIZACAO DOS ESTADOS ASSINTOTICOS 67

10.eps 10.eps

-3 o
0 ° L) L=0.1
° ° L=6.0
L=12 i

L=40

o
o

o b O O

°
L]

-]
¢ Reflexivo  (8=0.7) —
o

L]
[

o
o
[3)]
\
o

[] ° (]
- Periédico (8=0.7) —

Fungédo W de Lévy
)
\
\

-0.15(5 -

Figura 5.7: Fungoes W(z) assintéticas do sistema definido pelos parametros
N =256,a=0,1e6=0,7, evoluido a partir das condigoes iniciais mostradas
na figura 5.6.
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torno utilizadas conduziram o mesmo sistema para diferentes distribuicoes ass-
intdticas.

O conjunto de resultados ilustrados pelas figuras 5.2 a 5.7 permite fazer
alguns comentdarios. Primeiramente, é importante notar que os resultados obti-
dos por nés sao completamente independentes da expansao da distribuicao em
polinémios de Sonine e dos momentos estatisticos do sistema.

Em segundo lugar, estes resultados sugerem fortemente a propriedade de
atratividade global do sistema para um estado assintético bem definido, a de-
speito da inexisténcia de um teorema H para sistemas dissipativos. Este estado
é propriamente denominado HCS. Veremos adiante que ele permanece homogé-
neo espacialmente também por um tempo indeterminado, ou seja, é completa-
mente estdvel. Isso constitui uma evidéncia em favor de uma conjectura similar
aquela formulada por Ernst e Brito [51], primeiramente aventada no ambito
do tratamento de modelos de Maxwell dissipativos (modelos de Maxwell sdo
um modelo colisional bastante abstrato, onde se assume que a freqiiéncia coli-
sional ¢ independente da energia cinética do par colidente). De acordo com esta
conjectura, a equacao de Boltzmann dissipativa possuiria, independentemente
do modelo colisional adotado, solugoes em forma escalada para a distribuicao
de velocidades que descreveriam rotas rumo a estados assintéticos estaciondrios
Unicos. Tais estados estaciondrios seriam sempre caracterizados por possuirem
caudas de alta energia superpopulada, e serem totalmente independentes das
condigbes iniciais. A conjectura de Ernst-Brito é uma conjectura de primeiros
principios, com status similar ao do Teorema H, no sentido de que é uma as-
sercao a respeito das solucoes analiticas da equagao de Boltzmann e, portanto,
exige uma demonstragdo formal. Simulagbes computacionais, como as nossas,
s6 podem corroborar a conjectura e fortalecé-la, mas ndo podem prova-la. Ver-
emos adiante que os sistemas simulados por nés também apresentam caudas de
alta energia.

Em terceiro lugar, a dependéncia das simulagoes nas condices de contorno
parece, pelo contréario, invalidar a conjectura. Entretanto, precisamos lembrar
em que sentido os estados aqui observados sao de fato solugoes da equagdo de
Boltzmann, no contexto da conjectura apresentada. E o que faremos quando
discutirmos mais abaixo o conceito de limite termodinamico. Por outro lado,
essa dependéncia nas condigoes de contorno parece estar em pleno acordo com
as alegagbes de Henrique e colaboradores [42] e de Orza e colaboradores [40],
conforme discutimos na Se¢ao 3 do Capitulo 3. O sistema caracterizado por 6 =
0,7 possui livre caminho médio Ay ~ 0, 32. Isso significa aproximadamente 1/3
do tamanho da caixa. Embora seja um valor abaixo do valor critico preconizado
pelas investigacoes tedricas desses autores, é alto o suficiente para que, no caso
de condigoes periédicas, por exemplo, jd seja de se esperar influéncias espurias
(nao-fisicas). Entretanto, ndo estd claro, até esse momento, o quanto dessas
influéncias se deveria a tais efeitos espirios e o quanto seria uma conseqiiéncia
legitima de se submeter as solugoes da equagao de Boltzmann geral a condigoes
de contorno especificas (ver Segao 2 do Capitulo 3).

Em quarto lugar, a figura 5.7 constitui o primeiro exemplo da utilidade da
fungao W para descrever com precisdo afastamentos da distribui¢ao com relagdo
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a distribuicao Gaussiana. Quando se visualiza os diferentes estados assintéticos
por meio das fungoes de distribuigao, ou mesmo das préprias fungoes carac-
teristicas, nao é muito fécil distinguir entre os diferentes estados assintéticos
associados a cada uma das condigao de contorno. A fungdo W, por outro lado,
permite a quebra da degenerescéncia aparente e a verificagdo nitida da existéncia
destes estados.

5.2.3 A influéncia do livre caminho médio

Como na segao precedente, tomemos agora dois sistemas, caracterizados pelo
seguinte conjunto de parametros: (i) N =256, « =0,1, 6 =0,7 e (ii)) N = 256,
a=0,1,5 =1,0. Os sistemas s6 diferem no valor do parametro 6. Novamente,
para cada sistema, ambas as condi¢oes de contorno, reflexivas e periédicas, sao
utilizadas. O conjunto das condi¢oes iniciais € o mesmo da segao precedente,
conforme figura 5.6.

As figuras 5.8 e 5.9 mostram as fung¢oes W(z) correspondentes aos esta-
dos assintéticos dos dois sistemas, a primeira delas em condicoes de contorno
reflexivas, e a segunda em condi¢oes de contorno periédicas. As curvas sdo o
resultado de duas médias tomadas sobre um conjunto de 1000 trajetérias e sobre
o intervalo de tempo 10 < 7 < 30.

Uma vez mais, observa-se um comportamento inusitado. Todas as trajetorias
convergiram para estados assintéticos estacionédrios ndo-Gaussianos indepen-
dentes das condicoes iniciais, como esperado, mas agora, para cada escolha
de contorno, as diferentes escolhas do pardametro O, associado ao livre caminho
médio do sistema, conduziram o mesmo sistema para diferentes distribuicdes
assintoticas.

A influéncia do livre caminho médio e das condigdes de contorno na defini¢ao
de diferentes distribuicoes assintdticas é observada em todo o intervalo de defini¢ao
do coeficiente de restituicao «. Nas figuras 5.10 a 5.13, s@o mostradas, na se-
qiiéncia, as fungdes W(z) correspondentes aos estados assintéticos de quatro
sistemas, cada um deles simulado em condigbes de contorno reflexivas e per-
iodicas: (i) N =256, « = 0,5, 6 =0,7; (ii) N = 256, o = 0,5, 6 = 1,0; (iii)
N =256, « = 0,9, 6 = 0,7; (iv) N = 256, a = 0,9, 6 = 1,0. Novamente,
as curvas sao o resultado de duas médias tomadas sobre um conjunto de 1000
trajetorias e sobre o intervalo de tempo 10 < 7 < 30.

A influéncia do valor do parametro 6 na determinacdo de diferentes estados
assintéticos associados a sistemas com numero finito de particulas é, sem divida,
o resultado mais interessante. Sabe-se que o livre caminho médio deve ser
mantido suficientemente alto para que o sistema permanega estdvel. Isso é
previsto dentro do ambito da teoria de estabilidade linear, por exemplo (ver
Subsecao 6.2 do Capitulo 2). Mas o que mostramos aqui é que a influéncia do
parametro § vai além da questao da estabilidade. De fato, ele define classes
distintas de sistemas estaveis, cada um deles associados a uma distribuicao de
velocidades especifica.

Nao estd claro em que exata medida isso é um efeito relacionado & prépria
condi¢ao de contorno imposta. Ainda que fixado um determinado tipo de con-
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Figura 5.8: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256,a=0,1,§ =0,Te 6§ = 1,0, evoluidos a partir das condigoes iniciais
mostradas na figura 5.6, com contornos reflexivos.
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Figura 5.9: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256,a=0,1,§ =0,7Te 6 = 1,0, evoluidos a partir das condigoes iniciais
mostradas na figura 5.6, com contornos periédicos.
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Figura 5.10: Fungoes W (z) assintéticas do sistema definido pelos pardmetros
N =256, a=0,5e6=0,7, evoluido a partir das condigoes iniciais mostradas
na figura 5.6.
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Figura 5.11: Fungoes W (z) assintéticas do sistema definido pelos parametros
N =256, a=0,5e6=1,0, evoluido a partir das condigoes iniciais mostradas
na figura 5.6.
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Figura 5.12: Fungoes W (z) assintéticas do sistema definido pelos pardmetros
N =256, a=0,9e 6 =0,7, evoluido a partir das condigoes iniciais mostradas
na figura 5.6.
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Figura 5.13: Fungoes W (z) assintéticas do sistema definido pelos parametros
N =256, a=0,9e6=1,0, evoluido a partir das condigoes iniciais mostradas
na figura 5.6.
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torno, sistemas preparados em diferentes regimes de densidade podem comportar-
se muito diferentemente. O efeito parece ser maior & medida que o sistema
torna-se ainda mais diluido. Contudo, certamente ¢ um efeito relacionado ao
numero finito de particulas, como ficard explicito abaixo, quando tratarmos do
limite termodindmico.

Até onde sabemos, o fenomeno de dependéncia do livre caminho médio nao
tem sido objeto de suficiente atengao na literatura especializada, particular-
mente aquela relacionada ao estudo de simulagoes. Como excecao, temos os
trabalhos citados na Secao 2 do Capitulo 3. Mesmo assim, nesses trabalhos
os autores nao chegam a fazer mencao explicita ao papel desempenhado pelo
nimero finito de particulas, o qual verificamos ser de grande importéancia.

5.2.4 A influéncia do nimero de particulas

Os resultados apresentados até aqui mostraram a dependéncia direta dos estados
assintéticos do sistema com relagdo ao pardmetro 6 e as condigoes de contorno
impostas. Contudo, em todas as figuras mostradas até entao, o nimero de
particulas constituintes do sistema permaneceu fixo, com N = 256. Veremos
agora que, se considerarmos sistemas com diferentes niumeros de particulas N,
novamente se obtém diferentes distribui¢des assintdticas, ainda que todos o0s
demais fatores permanegcam inalterados.

Para observar esse efeito, apresentamos na figura 5.14 o resultado do com-
puto das fungdes W (z) para diferentes valores de N. Nosso primeiro exemplo
mostra as fungoes W (z) para trés sistemas, com N = 256, N = 1372 e N = 6912.
Em todos eles, fixamos 6§ = 0,7, a = 0,1 e condicoes de contorno reflexivas.

As curvas sao o resultado de duas médias tomadas sobre o conjunto de
trajetérias e sobre o intervalo de tempo 10 < 7 < 30. Como seria de se esperar,
o numero de trajetérias necessdrio para obter uma mesma qualidade estatistica
é aproximadamente inversamente proporcional a N. Para N = 256, foram
computadas 1000 trajetérias; para N = 1372, 200 trajetérias e, para N = 6912,
apenas 40 trajetorias foram necessdrias.

A figura 5.15 mostra as fungbes W (z) para os mesmos sistemas, desta vez
com 6 = 1,0.

Nas figuras 5.16 a 5.18, mostramos as fungoes W (z) para sistemas submeti-
dos a condigGes periddicas, com N = 256, N = 2916 e N = 55296 e com 6 =0, 7,
6=1,0e 6 =1,4. Para todos os sistemas, a = 0, 1.

Como podemos ver, enquanto nos sistemas submetidos a condigoes reflexivas
o efeito devido ao ntmero finito de particulas é claramente perceptivel, no caso
de sistemas submetidos a condigoes periédicas este efeito é bem menos evidente.
Este e outros aspectos do papel desempenhado pelo niimero finito de particulas
ficard mais esclarecido com a discuss@o da se¢ao que se segue.
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Figura 5.14: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256, N =1372, N =6912, ,a = 0,1 e 6§ = 0,7, evolu idos a partir das
condigbes iniciais mostradas na figura 5.6, com contornos reflexivos.
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Figura 5.15: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256, N =1372, N =6912, , a = 0,1 e 6 = 1,0, evolu idos a partir das
condigbes iniciais mostradas na figura 5.6, com contornos reflexivos.
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Figura 5.16: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos pardmetros
N =256, N = 2916, N = 55296, , « = 0,1 e 6 = 0,7, evolu idos a partir das
condiges iniciais mostradas na figura 5.6, com contornos periédicos.
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Figura 5.17: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N = 256, N = 2916, N = 55296, , « = 0,1 e 6 = 1,0, evolu idos a partir das
condiges iniciais mostradas na figura 5.6, com contornos periédicos.
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Figura 5.18: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos pardmetros
N = 256, N = 2916, N = 55296, , « = 0,1 e 6 = 1,4, evolu idos a partir das
condiges iniciais mostradas na figura 5.6, com contornos periédicos.
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5.3 Limite Termodindmico

A utilizagdo da fungdo W na medida de distribuigoes estatisticas demonstrou
que as distribuigoes de velocidade assintéticas, quando obtidas via simulagao
computacional, apresentam forte dependéncia em quatro fatores, identificados
como sendo o coeficiente de restituicdo a, o parametro é (relacionado ao livre
caminho médio), o mimero de particulas N e as condigbes de contorno. Todos
esses fatores demonstraram, por sua vez, ser mutuamente independentes, ao
menos em principio.

Na medida em que nossos “experimentos de computador” possam ser con-
siderados caminhos corretos e confidveis de se obter solugoes da equagdo de
Boltzmann homogénea, eles parecem apontar para a existéncia de uma multi-
plicidade de solugbes, cada uma delas associada a uma combinagao especifica
dos fatores acima relacionados.

Tal situagao ¢é francamente contréria & que se esperaria deduzir de uma teo-
ria matemdtica geral. Teoremas de existéncia e, principalmente, de unicidade,
desempenham um papel central na teoria das equagoes diferenciais parciais.
Problemas de valor inicial (problema de Cauchy) e de valor de contorno bem
definidos sao de importancia capital para a interpretacao fisica e para aplicagoes
préticas das equagoes correspondentes. No caso da equacao de Boltzmann elds-
tica, por um problema de valor inicial bem definido entende-se a construgao de
uma solugado ndo-negativa tnica, com conservagdo de energia e satisfazendo o
Teorema H, a partir de uma condicao inicial positiva com energia e entropia
finitas. Entretanto, para condigoes iniciais gerais, saber se uma solugao bem
comportada pode ser construida globalmente no tempo é um problema dificil e
até agora néo plenamente resolvido [41]. Ainda assim, resultados rigorosos sobre
a existéncia - e, em algumas situagoes, unicidade - de solucoes para o problema
de Cauchy j4 sdo conhecidas para uma grande variedade de casos. Em partic-
ular, no caso espacialmente homogéneo, existéncia, unicidade, comportamento
assintético, etc foram suficientemente bem estabelecidos. Da mesma forma, ex-
isténcia local e unicidade foram mostradas na presenca de condigoes de contorno
variadas, incluidas as reflexivas, e existéncia global e unicidade foram demon-
stradas para um gds diluido sem fronteiras no R? [41]. Ainda assim, todo esse
corpo de teoremas foi estabelecido para o caso de sistemas eldsticos. O prob-
lema de existéncia e unicidade é ainda mais complicado no caso ineldstico, onde
ainda poucos resultados rigorosos encontram-se disponiveis [52].

Nao é nosso objetivo discutir aqui teoremas de existéncia e unicidade - em
nenhum nivel - para a equagao de Boltzmann aplicada a sistemas granulares.
Entretanto, vale lembrar um aspecto adicional da questao. Tendo-se em mente
que a equacao de Boltzmann é a rigor uma abstracao da realidade, e que se
espera que seja vdlida somente em regimes ideais, teoremas de existéncia para
ela s@0, no minimo, o primeiro passo para se verificar a validade do modelo
matematico que estd sob investigagdo. O passo seguinte é a verificagdo de que o
modelo é adequado também dentro do &mbito experimental, onde, por exemplo,
o requisito de unicidade deve ser testado. Os “experimentos computacionais”
devem poder satisfazer a critérios semelhantes.
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Na situagao presente, é importante estabelecer em que regime se espera que
a equacgao de Boltzmann seja de fato uma teoria vélida e possa descrever, pelo
menos, resultados de simulagoes. Antes de mais nada, condi¢oes que permitam
a validade da hipétese de “caos molecular” devem estar plenamente satisfeitas.
Para isso, deve-se garantir que o sistema seja diluido o suficiente para que seu
livre caminho médio seja muito superior ao alcance das forgas entre as particu-
las. Isso permite que duas particulas que estejam prestes a colidir estejam a
uma distancia conveniente para que a correlacao entre suas velocidades seja
praticamente nula. Essa condi¢do é necessdria, mas nao é suficiente. Em vista
de sua natureza essencialmente estatistica - em parte em virtude da prépria
imposigao do “caos molecular” - nao se espera que a equacao de Boltzmann seja
realmente vélida fora do limite termodindmico N — oo e V — oco. Para que o
sistema permaneca diluido no limite termodinamico, entretanto, o livre caminho
médio \g = 1/v/27Na? (ver Secio 1 deste Capitulo) deve ser mantido essencial-
mente constante, o que implica que § = Na? deva ser mantido constante quando
N — o0. Isso significa que o didmetro da particula a deve diminuir. Essa dltima
conclusao é obviamente conseqiiéncia do tamanho da caixa permanecer fixo e
nao ser possivel implementar o limite V' — oco.

A razdo de escolhermos o pardmetro § = Na? para classificar sistemas foi
antes de tudo de cardter pratico, ja que escolhemos fixar o tamanho da caixa
e variar a dimensdo da particula. Porém, a manutencido da quantidade Na?
constante ao longo do limite N — oo nada mais é do que uma forma alternativa
de limite termodindmico, conhecida na literatura pela denominagao de limite
de Boltzmann-Grad [41]. Daqui em diante, passaremos a usar exclusivamente o
termo limite termodin&dmico.

Nas figuras 5.14 e 5.15 ja se pode observar o efeito do aumento sistemético do
nimero de particulas. Essas figuras sugerem um processo de convergéncia das
distribui¢oes rumo a um estado assintético nao-Gaussiano unico. Isto pode ser
concluido a partir da observagao de que, & medida que N aumenta, a distancia
relativa entre duas distribuigoes sucessivas diminui gradualmente, apontando
para existéncia de um limite. O parametro 6 desempenha um duplo papel
nesses exemplos. Primeiramente, a escolha de um valor fixo de § determina
um estado assintético que pode estar mais préximo ou mais distante do estado
limite, principalmente quando o valor de N é pequeno. Em segundo lugar,
e conseqiientemente, esta escolha influencia a rapidez da convergéncia rumo ao
estado limite. Nos verificamos que, para condigoes reflexivas, um valor em torno
de 6 ~ 0,7 é o que proporciona a convergéncia mais rapida.

As figuras 5.19 a 5.21, entretanto, mostram que a influéncia do parametro
6 torna-se irrelevante no limite termodinamico, uma vez que distribuigoes car-
acterizadas por diferentes valores de 6 convergem para o mesmo estado. Nessas
figuras, sdo mostradas as fungdes W(z) para diferentes sistemas caracterizados
pela combinagao dos seguintes pardmetros: N = 256, N = 1372 e N = 6912;
6=0,7e6=1,0. O coeficiente de restituigdo para todos eles ¢é fixo, « = 0,1, e
as condigoes de contorno sao sempre reflexivas. Como antes, todas as curvas sao
obtidas por uma dupla média sobre o conjunto de trajetérias e sobre o intervalo
de tempo 10 < 7 < 30.
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Figura 5.19: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256,a=0,1,6=0,7e 6 =1,0, com contornos reflexivos.
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Figura 5.20: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N=1372, a=0,1,6=0,7 e 6 = 1,0, com contornos reflexivos.
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Figura 5.21: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =6912, a=0,1,6=0,7 e 6 = 1,0, com contornos reflexivos.
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A convergéncia observada com condigoes reflexivas é relativamente rdpida.
Por exemplo, para 6 = 0,7, o limite termodinamico é alcancado, na prética, com
N = 2916. A partir deste ntimero, ndo h4 mais variacdo significativa entre os
estados sucessivos. Para outras escolhas de §, o niimero de particulas necessario
para alcangar o limite deve aumentar. Isto estabelece em cada caso, na prética,
um limiar para a validade de uma descri¢ao cinética correta.

Como conclusao geral, os exemplos mostrados permitem afirmar que todas as
distribuicoes assintdticas de sistemas submetidos a condi¢oes de contorno reflex-
was convergem rumo a um unico estado no limite termodindmico, que independe
de fatores como livre caminho médio e nimero de particulas, permanecendo de-
pendente exclusivamente do coeficiente de restituicdo «, como haveria de se
esperar.

Conclusoes tao diretas nao podem ser alcancadas no caso de condicoes de
contorno periédicas. Nas figuras 5.16 a 5.18 & possivel observar um processo de
mudanga nas distribui¢bes assintéticas conforme N aumenta, mas dificilmente
pode-se garantir que haja af um processo de convergéncia. No minimo, podemos
afirmar que ele, se existir, ¢ muito mais lento que o do caso reflexivo. As figuras
5.22 a 5.24 permitem observar novamente que, se o processo de convergéncia
existir, ele é extremamente lento. Podemos ver que a influéncia do pardmetro
6 ainda se faz sentir com um nimero tao elevado como N = 55296, pelo menos
quando comparado ao caso reflexivo.

Apesar destes resultados pouco conclusivos, ainda assim nds conjecturamos
que um estado limite nao-Gaussiano existe para sistemas submetidos a condi¢oes
de contorno periddicas, e que este estado é o mesmo que o alcanc¢ado em condi¢des
reflexivas, ou seja, o estado limite é independente da escolha das condig¢des de
contorno. Uma possivel fundamentagdo dessa conjectura surge de uma con-
sideracao mais detalhada das figuras 5.16 a 5.18. Apesar de as sucessivas dis-
tribuicoes nao estarem progressivamente mais proximas umas das outras, pelo
menos de modo evidente, elas estao sempre progressivamente mais préximas de
uma distribuigdo Gaussiana. Uma vez que o espago funcional disponivel para
as sucessivas distribuigoes correspondentes a um nimero de particulas também
progressivamente maior é compacto, e que nao é de se esperar que distribuicoes
correspondentes a sistemas granulares sejam Gaussianas exatas, entao é razodvel
esperar que exista uma distribuicao limite situada entre quaisquer distribui¢oes
com N finito e a distribuicao Gaussiana.

Podemos comparar a influéncia de cada tipo de contorno por meio das figuras
5.25 e 5.26. A figura 5.25 mostra as fungoes W correspondentes a N = 256 e
diferentes escolhas do pardmetro 6, para ambas as condigoes de contorno. Para
um numero tao baixo de particulas, cada combinagao de valor de 6 e condicao de
contorno resulta em uma distribuicao assintética bastante distinta das demais.
Por outro lado, a figura 5.26 mostra as fungées W correspondentes aos sistemas
com os maiores valores de N por nés simulados, para cada condigao de con-
torno. Ela mostra a tendéncia geral de convergéncia das diferentes distribuiges
assintéticas para o mesmo estado limite.

Baseados na conjectura acima exposta, pode-se verificar que a propriedade de
convergeéncia rdpida demonstrada pelas condi¢oes de contorno reflexivas pode ser
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Figura 5.22: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =256,a=0,1,6=0,7,6=1,0e 6 = 1,4, com contornos periédicos.
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Figura 5.23: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =2916,«a=0,1,6=0,7,06=1,0e 6 = 1,4, com contornos periédicos
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Figura 5.24: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas definidos pelos parametros
N =55296,a=0,1,6=0,7,6=1,0e 6§ = 1,4, com contornos periédicos.
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Figura 5.25: Fungoes W (z) assintéticas dos sistemas com N = 256 e a = 0, 1,
correspondentes aos valores 6 = 0,7 , 6 = 1,0 e § = 1,4, cada um deles com

contornos periédicos e reflexivos.



92 CAPITULO 5. MEDIDAS DE FUNCOES DE DISTRIBUICAO

29.eps 29.eps

-0.05

Fungédo W de Lévy
)

o—o N=6912 (R)5=0.7
s—a N=6912 (R)8=1.0
-0.15- oo N=55206 (P)5=0.7| —
+—» N=55296 (P)5=1.0
+—a N=55296 (P)5=14

C \ \ \ !
-2 -1 0 1 2

Figura 5.26: Funcoes W (z) assintéticas dos sistemas com N = 6912, a = 0, 1,
correspondentes aos valores 6 = 0,7 e 6 = 1,0 e com contornos reflexivos; e com
N = 55296, a = 0, 1, correspondentes aos valores 6 = 0,7, 6 =1,0ed=1,4¢
com contornos periédicos. Note-se o colapso das distribuigoes correspondentes
a N = 6912, com contornos reflexivos, e N = 55.296, com contornos periédicos.
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N [0 [[n ] X [ 6 |
Nakanishi [18] 250000 | 0,196 | 0,25 | 0,9 x 102 | 250,00
Orza et al [40] 20000 | 0,240 | 0,31 | 2,85 x 102 | 79,97

Huthmann et al [17] || 50000 | 0,050 | 0,06 | 3,98 x 103 | 56,55
McNamara ot al [9] || 1024 | 0,250 | 0,31 | 1,24 x 10-2 | 18, 10
Nosso trabalho [53] 256 0,019 | 256 | 3,21 x 101 | 0,70

Tabela 5.1: Quadro comparativo dos valores tipicamente usados em simulagoes

usada para indicar qual seria o melhor valor do parametro ¢ para implementar o
processo de convergéncia no caso de contornos periédicos. Assim, uma inspecao
direta da figura 5.26 nos convence de que um valor em torno de § ~ 1,4 é a
melhor escolha para o pardmetro § de modo a alcangarmos mais rapidamente,
e com maior grau de confiabilidade, o estado limite conjecturado no caso de
condigoes periddicas. Esse valor desempenha o papel anédlogo ao de § ~ 0,7, no
caso reflexivo. De fato, nesta figura, vemos o colapso completo das distribuigoes
correspondentes a N = 6912 e § = 0, 7, para condigoes reflexivas, e a N = 55296
e 6 = 1,4, para condigbes periédicas.

Podemos, por fim, passar as conclusoes gerais. A consideracdo do efeito
associado ao numero finito de particulas e a eliminacao deste efeito via limite
termodindmico, aponta para um problema alternativo entre os dois tipos de
condigbes de contorno estudados. Enquanto contornos reflexivos sdo menos su-
jeitos & variacdo do parametro 8§, e mais sujeitos a variagdo de N, o contrario
acontece com contornos periédicos. Entretanto, a convergéncia com N — oo
para contornos reflexivos é rapida, e para contornos periédicos é extremamente
lenta. Por isso, nao se pode garantir que todas as simulacoes realizadas corrente-
mente na literatura sejam plenamente compativeis com solu¢oes da equacao de
Boltzmann sem contornos. Lembremos que, na pratica, quase todos os autores
usam condicoes de contorno periédicas. Para efeito de comparacao, listamos,
na tabela 5.1, os valores caracteristicos das simulagoes desenvolvidas por quatro
autores, juntamente com um exemplo nosso. Na tabela, ¢ é a fracao volumétrica
e n é a densidade de particulas. Essa tabela mostra que os valores do parametro
6 adotados pelos autores citados sdo pelo menos uma ordem de grandeza acima
dos nossos (nos casos comparados, fizemos a corre¢do § = Na, ji que em todos
eles as simulagbes sao bidimensionais). Para esses valores, ndo temos nenhuma
garantia de que o nimero de particulas utilizado é suficiente para se afirmar que
o limite termodindamico tenha sido alcangado.

Simulagoes com um nimero pequeno de particulas, em condigoes reflexi-
vas, podem ser usadas para calibrar simula¢ées com um nimero bem maior de
particulas, em condigoes peridédicas. Além do aspecto puramente tedrico, tam-
bém computacionalmente existem vantagens neste procedimento, ja que se sabe
que condigoes periddicas exigem menos tempo computacional do que condigoes
reflexivas.

E possivel que a peculiaridade apresentada pelos contornos reflexivos possa
estar relacionada com um efeito de mistura, similar ao caso dos bilhares de
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N = 256 ¢ ~0,01916 N = 256 ¢ ~0,03372
N =1372 ¢ ~0,00828 N =1372 ¢ =~0,01413
6=0,7 N=2916 ¢=~0,00568 ¢6=1,0 N =2916 ¢ ~0,00629
N =6912 ¢ ~0,00369 N =6912 ¢ =~0,00970
N =55296 ¢ ~0,00130 N =55296 ¢ ~0,00223

N =256 &~ 0,05421
§=1,4 N=2916 ¢~0,01606
N = 55296 & ~ 0, 00369

Tabela 5.2: Valores das fragbes volumétricas

Sinai. Ao que nos parece, paredes reflexivas podem contribuir eficientemente
para destruir correlagoes, permitindo que o limite termodindmico seja alcangado
mais rapido.

E interessante, por fim, fazer um comentdrio sobre o uso de fracées volumétri-
cas como grandezas significativas em simulagoes. Na tabela 5.2, apresentamos
uma relacao de todas as fragoes volumétricas dos sistemas simulados neste tra-
balho, o que é também de interesse intuitivo. Em geral, na literatura, costuma-se
usar o valor da fragdo volumétrica para classificar sistemas com relagao ao seu
grau de diluigao. Pela discussao acima, pode-se ver que isso é intrinsecamente
pouco significativo. Em sistemas tridimensionais, ¢ = "7%"3, ou seja, a fragao
volumétrica é fun¢ao do cubo do tamanho da particula. O parametro ¢ varia
em razao do seu quadrado. Portanto, no limite termodindmico apresentado
acima, a fragao volumétrica nao permanece constante, mas diminui, como fica
explicito na tabela 5.2. Como conseqiiéncia, mesmo sistemas com um nimero
de particulas muito grande e aparentemente baixa fracao volumétrica, como al-
guns exemplos dados na tabela 5.1, podem ser ainda “concentrados”, no sentido
apresentado.

5.4 Estabilidade

A precisdo alcancada no cédlculo da fungao W foi fundamental para o estabeleci-
mento dos resultados até agora. Por sua vez, manter a estabilidade dos sistemas
simulados é uma pega metodoldgica importante para alcancar uma boa precisao.
Como foi visto na Subsecao 6.2 do Capitulo 2, a quantidade que define os lim-
iares de estabilidade do HCS é o livre caminho médio, o que significa que a
existéncia de estados estaciondrios estd condicionada aos valores do parametro
6, os quais devem ser escolhidos convenientemente abaixo de um certo valor
critico, para cada valor do coeficiente de restituigao. Os valores utilizados até
agora cumprem esse requisito. Vamos dar um exemplo, com a = 0, 5. Para esse
valor do coeficiente de restituigao, o valor de k7, calculado por meio da equagao
2.99, é dado por:
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kS~ 0,7008. (5.7)

Para esse valor, o limiar de estabilidade para o livre caminho médio, em condigoes
de contorno periédicas, é dado por

4
A= ————kF ~0,0712, 5.8
0 5\/§7T3/2 1 ( )
o que fornece
gL 316 (5.9)
per \/57_(_)\0 )

O valor limiar para condicoes reflexivas, como vimos, é a metade

8¢.; =~ 1,58. (5.10)

E esperado que esses valores sejam vélidos no limite termodinamico, mas
ndo que o sejam exatamente para o caso de sistemas finitos. Isso é confirmado
pelas simulagoes. Quanto menor é o nimero de particulas, menor é o valor
critico 6¢ para o qual o HCS torna-se instdvel. Com N crescente, o valor critico
também cresce, no que parece ser uma convergéncia assintética para os valores
tedricos calculados pela teoria de estabilidade linear acima ilustrados. Logo,
pode-se concluir que o aumento do niimero de particulas do sistema contribui
para aumentar sua estabilidade.

Para ilustrar essas observagoes, ¢ mais conveniente apresentar aqui o resul-
tado de algumas simulagoes onde, ao invés de medir a distribuicao completa por
meio da fungao W, mede-se somente os seus momentos segundo e quarto. Com
estes momentos, pode-se calcular o segundo coeficiente da expansao de Sonine
(equagdo 2.29) da distribuigdo escalada. Devemos partir da equagao 2.34, que
reproduzimos aqui:

4
1 =—(c* 11
tar= (et (511)
ou da equagao equivalente:
3 (v1)
1 = 5.12
+ a2 5 <UZ>2 ) ( )

obtida pela substituicao de (v?) = %UE na equacgao 5.11, uma vez que a veloci-

dade térmica se relaciona com a temperatura e, desse modo, com o segundo
momento da distribuigao, por T = %v%.

A figura 5.27 é 0 nosso primeiro exemplo de medida direta do coeficiente aq,
por meio da expressao 5.12. A obtencdo analitica e simulacional de as e dos
demais coeficientes da expansao de Sonine serd objeto de estudo pormenorizado
no préximo capitulo. Aqui, nos limitamos a mostrar a evolucao temporal de as
para alguns sistemas de 256 particulas e com coeficiente de restituicao a = 0, 5,
mas com valores do parametro ¢ bastante variados, em condigGes de contorno
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Figura 5.27: Evolucao temporal do coeficiente de Sonine 1+ a2. Simulagoes com
N =256, a = 0,5 e diferentes valores do pardmetro §, com contornos reflexivos.
A linha tracejada corresponde ao valor tedrico em aproximacéo linear dado pela
equacao 2.39.

reflexivas. A condigfo inicial padréo para a distribui¢do de velocidades no caso
do estudo da evolugdo temporal dos coeficientes de Sonine serd sempre uma
distribui¢ao Gaussiana. Por essa razdo, ao ponto inicial ¢ associado as(0) = 0.
E facil observar que, para algum valor situado entre 1,327 < § < 2,106, o
sistema deixa de possuir uma distribuicao estaciondria, em concordéancia geral
com a estimativa tedrica dada pela equagao 5.10.

A linha tracejada representa o valor tedrico do coeficiente em aproximacio
linear, como expresso na equacao 2.39. O valor § = 0,7 define um sistema cuja
distribuicao se aproxima muito da previsao tedérica, pelo menos com relagao ao
coeficiente ay. J4 um valor como 6 = 1,327, apesar de ainda definir um sistema
estdvel, afasta-se sensivelmente da teoria. Voltaremos a esse ponto no préximo
capitulo. Quanto maior o valor de §, mais rapidamente o HCS originalmente
imposto é abandonado em favor de um regime inomogéneo.

A figura 5.28 ilustra qual seria o comportamento de sistemas instéveis no
limite termodindmico. Nessa figura mostramos a evolug@o temporal de as para
sistemas reflexivos, com 6 = 3,343 e a = 0,5, para diferentes nimeros de
particulas.

Com o aumento do numero de particulas, hd uma tendéncia aproximada
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Figura 5.28: Evolugdo temporal do coeficiente de Sonine 1 + az. Simulagoes
com 6 = 3,343, a = 0,5 e diferentes valores de N, com contornos reflexivos. A
linha tracejada corresponde ao valor tedrico em aproxima cao linear dado pela
equacao 2.39.
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de que os picos das curvas se tornem menores, apesar da inversao observada
entre N = 500 e N = 864. Os picos correspondem aos valores presumiveis de
az no HCS, para cada sistema, se o HCS fosse estdvel. Isso ficard mais bem
fundamentado no capitulo seguinte. O comportamento geral demonstrado por
sistemas instdveis é, portanto, uma rapida relaxagdo para um HCS instdvel,
seguida de uma quebra da estabilidade para formagao de vortices e conseqiiente
quebra do HCS. Se esperado tempo suficiente, haverd formacao de “clusters”.

Nosso interesse, porém, sao os regimes estdveis, tanto no que diz respeito a
distribuicao de velocidades, quanto & homogeneidade espacial. Por isso, um dos
objetivos de maior importancia alcangados neste trabalho refere-se & descoberta
de valores de densidades - ou seja, valores do pardmetro 6 - que permitem testar
previsoes tedricas para o HCS estdvel, o mais confiavelmente possivel, tendo em
conta e mostrando como eliminar influéncias de condigoes circunstanciais, como
os contornos e o nimero de particulas.

Por esse motivo, é importante provar que os sistemas simulados nas segoes
precedentes permanecem de fato espacialmente homogéneos. Para isso vamos
tirar vantagem uma vez mais da funcao W como ferramenta para medir dis-
tribuicoes de forma precisa. Nas figuras 5.29 a 5.32, nés mostramos a evolugao
temporal e o estado assintético da fungao W associada & distribuicao das posigoes
das particulas correspondentes a dois sistemas definidos pelo seguinte conjunto
de parametros: (i) N = 55296, « = 0,1 e 6 = 1,0, em condi¢ées de contorno
periddicas e; (ii) N = 6912, « = 0,1 e 6 = 0,7, em condigoes de contorno
reflexivas.

As fungoes W simuladas sdo comparadas com a fungdo W analitica cor-
respondente & distribuicao reduzida de uma varidvel aleatéria espacialmente
uniforme, dada por:

. 2
W(z) = ——1n | X (M) 1. (5.13)

22 3 z

A concordancia entre a fungdo proveniente da simulacdo e a analitica é com-
pleta. Mesmo para os casos mais extremos tratados por nds, como os mostrados
nessas figuras, fica provado que os sistemas permanecem espacialmente homoge-
neos por tempo indeterminado.

Como ilustragao, as figuras 5.33 e 5.34 mostram tomadas instantaneas da
posicao das particulas dentro da caixa, ao final do tempo de simulacao, para os
sistemas com N = 55296 e N = 6912.
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Figura 5.29: Evolugao temporal de alguns valores da fungdo W (z) associada a
distribuigdo de posig¢oes do sistema com N = 55296, « = 0,1 e 6 = 1,0, em
condicgoes periddicas.
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Figura 5.30: Estado assintético da fun ¢do W (z) associada a distribui¢do de
posigoes do sistema com N = 55296, a = 0,1 e 6 = 1,0, em condigoes periédicas.
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Figura 5.31: Evolucao temporal de alguns valores da fungdo W (z) associada
a distribuicao de posicoes do sistema com N = 6912, a = 0,1 e § = 0,7, em
condigbes reflexivas.
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Figura 5.32: Estado assintético da fun ¢do W (z) associada a distribui¢do de
posigoes do sistema com N = 6912, a =0,1 e 6 = 0,7, em condigoes reflexivas.
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Figura 5.33: Tomada instantdnea da posi ¢ao das particulas ao final do tempo
de simulagao. Sistema com N = 55296, a = 0,1 e 6 = 1,0, em condigoes
periddicas.
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Figura 5.34: Tomada instantdnea da posi ¢ao das particulas ao final do tempo de
simulacao. Sistema com N = 6912, « = 0,1 e 6 = 0,7, em condi ¢oes reflexivas.



Capitulo 6

Medida e Calculo dos
Coeficientes de Sonine

O capitulo precedente foi em sua maioria dedicado a medida e estudo de pro-
priedades das distribuigoes de velocidades provenientes de simulagoes, mais par-
ticularmente das fungbes W de Lévy univocamente associadas a elas. Neste
capitulo, nos dedicaremos prioritariamente ao estudo analitico e simulacional
da evolucao temporal dos coeficientes da expansao de Sonine rumo a seus esta-
dos estaciondrios. Assumimos que todas as questoes com respeito & estabilidade
do HCS estejam definitivamente resolvidas, em consonéncia com a dltima segao
do capitulo precedente. Isso permite concentrar-nos na questao de seus val-
ores estaciondrios, alcancados logo apds o periodo transiente que caracteriza os
primeiros estdgios de evolugao, sempre da ordem de 10 colistes por particula.
Como condigao inicial na distribuigao de velocidades, passaremos a assumir
sempre uma distribuicao Gaussiana, o que significa que os valores de todos os
coeficientes no tempo 7 = 0 sdo nulos.

A metodologia geral de simulagdo detalhada na Secdo 1 do Capitulo 5 serd
novamente empregada. Agora, passaremos a nos preocupar com a medida dos
momentos estatisticos associados a distribuicao de velocidades. Veremos que
essa metodologia geral, associada & identificacdo dos melhores regimes de den-
sidade por meio da escolha criteriosa do valor do pardmetro §, nos permitird
alcancar alguns excelentes resultados do ponto de vista da precisao das medidas
estatisticas efetuadas, em simulagoes com baixissimo nimero de particulas.

No que concerne ao estudo analitico das solugoes da equacao de Boltzmann
(equagdo 2.10), vimos na Sec¢ao 3 do Capitulo 2 como a fungao de distribuigao
escalada do HCS pode ser expandida em torno da Gaussiana por um conjunto
completo de polindmios de Sonine, conforme equagao 2.29. Para sistemas pouco
ineldsticos, é razodvel supor que a distribui¢ao serd muito préoxima da Gaussiana.
Portanto, uma boa aproximagao para a distribuicao escalada seria obtida ao se
truncar a expansao no segundo coeficiente, as. Esse fato justifica o interesse
prioritdrio no calculo e medida precisa dos valores de as.

105
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6.1 O Segundo Coeficiente da Expansao de So-
nine

Nosso ponto de partida serd o computo do coeficiente as a partir do segundo e
do quarto momentos da distribui¢do de velocidades (equagao 5.12):

(v*)
1+a= 5 <U2>2
e, uma vez evoluido um conjunto suficiente de trajetdrias, efetuamos uma dupla
média sobre todas elas e sobre o intervalo de simulagao.

A média sobre o intervalo de simulagdo é fundamental para a qualidade
estatistica. Dai a importancia da manutengdo da estabilidade. A figura 6.1
mostra o resultado desse procedimento de medida para sistemas com 6 = 0,7,
a = 0,5 e com nimero de particulas variado, todos submetidos a contornos
reflexivos.

O resultado do aumento gradativo do nimero de particulas é um processo
de convergéncia para o valor estaciondrio do coeficiente que se espera ser vilido
no limite termodinamico. Seu valor obtido analiticamente, por truncagem em
ordem O()\?) e em aproximagao linear, ¢ dado pela equacio 2.39, que fornece
14 as = 1,05246. Conclui-se que o valor computado em simulagao com apenas
864 particulas ja estd em excelente concordancia com a predigao tedrica mais
elementar.

A figura 6.2 mostra o resultado da evolugao temporal de ay para sistemas com
6 =0,7, N = 256 e com coeficientes de restitui¢ao variando entre 0,5 < a < 1,0,
todos submetidos a contornos reflexivos.

A figura 6.3 apresenta os gréficos dos valores simulados do coeficiente as em
fungdo do coeficiente de restituicdo a, para sistemas com diferentes nimeros
de particulas. Em todas as simulagoes, 6 = 0,7, N = 256 e os contornos sao
reflexivos.

Novamente, a qualidade da curva construida com apenas 864 particulas ja é
excelente, no intervalo de coeficientes de restituicao 0,5 < a < 1,0.

Nao temos noticia de simulagoes usando MD onde uma precisao desta ordem
tenha sido alcangada com um nimero de particulas tao baixo. Como discutimos
previamente na Se¢ao 3 do Capitulo 2, a literatura recente [17, 29] tem apontado
grandes dificuldades para obter precisdo estatistica, através do uso de MD, na
medida dos momentos da distribui¢do, em particular para o HCS. Brey e colab-
oradores [14] conseguiram excelentes resultados, mas com uso de DSMC. Apesar
do bom acordo entre teoria e simulacao obtido por Huthmann e colaboradores
[17] usando MD, a curva de ay em fungéo dos coeficientes de restitui¢ao obtida
por eles nao possui o0 mesmo grau de precisao nem de acurdcia que a nossa,
ainda que, no caso deles, 50.000 particulas tenham sido utilizadas. A razdo
disso agora ¢é clara. Primeiramente, como pode ser visto na tabela 5.1, a fragdo
volumétrica usada por eles corresponde a um valor do parametro § = 56, 55.
Para esse valor, o HCS é necessariamente instdvel e poucos pontos de simulagao
podem ser coletados, tornando a estatistica necessariamente menos precisa. Em

w

(6.1)



6.1. O SEGUNDO COEFICIENTE DA EXPANSAO DE SONINE 107

38.eps 38.eps

1.08 T T 1.08 T

(@) N=108 (b) N=256
Média = 1.0585 Média = 1.05663

Il Il
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

T T
1.08 T T 1.08 T T
© N=500 (d) N=864
Média = 1.0541 Média = 1.0533

1.06 B 1.06 —
o 1.04 1 oV 1.04 .
: <

1.02 f 1.02 f

| |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.1: Evolucao temporal do coeficiente de Sonine 1 + as para sistemas
com N = 108 (2500 trajetérias), N = 256 (1000 trajetérias), N = 500 (500
trajetérias), N = 864 (300 trajetorias); 6 = 0,7; o = 0,5 e contornos reflexivos.
A linha reta é a média sobre o intervalo 20 < 7 < 120.
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Figura 6.2: Evolucao temporal do coeficiente de Sonine 1 + as para sistemas
com N = 256 (1000 trajetorias), 6 = 0,7 e contornos reflexivos. A linha reta é
a média sobre o intervalo 20 < 7 < 120.
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Figura 6.3: Valores do coeficiente 14+ a2 em fungao do coeficiente de restituicao
«, para sistemas com diferentes nimeros de particulas. A curva continua corre-
sponde a equacgao 2.39 e a figura 2.2 para d = 3. A barra de erros associada aos
pontos de simulagao é da ordem da dimensao do simbolo.
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Figura 6.4: Evolucao temporal do coeficiente de Sonine 1 + as para sistemas
com numero crescente de particulas, § = 1,327; a = 0,5 e contornos reflexivos.

As linhas retas sdo a média sobre o intervalo 20 < 7 < 120. A linha tracejada
corresponde ao valor tedrico dado na equagao 2.39.

segundo lugar, eles usam contornos periédicos. Como vimos na discussao da
Secdo 3 do Capitulo 5, ndo se pode ter garantia de que o limite termodinamico
tenha sido alcangado com esse mimero de particulas, pois o valor § = 56,55
¢ novamente demasiado elevado. Assim, a distribuicdo medida pode ser pouco
acurada, podendo estar ainda consideravelmente afastada da distribuigao limite.

O uso de contornos reflexivos e do valor § = 0,7, que vimos ser o mais
adequado para efetuar simulagoes com esse tipo de contorno, permite, por-
tanto, obter resultados melhores, com um nimero extremamente menos elevado
de particulas. Isso significa, por exemplo, menos tempo computacional. En-
tretanto, se tivéssemos escolhido valores do parametro ¢ muito diferentes, os
resultados, com um nimero de particulas tdo pequeno, seriam de fato muito
ruins. Como exemplo, podemos ver a figura 6.4, onde todos os sistemas simula-
dos possuem 6 = 1,327. O processo de convergéncia é ébvio, mas comega bem
afastado do estado limite.

O conjunto das figuras 6.1 a 6.3 é uma evidéncia de que o valor de as, ainda

que calculado analiticamente somente em aproximacao linear, pode sim ser uma
boa descricao para sistemas com nimero pequeno de particulas, ao menos no
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Figura 6.5: Segundo coeficiente de Sonine as em fungdo do coeficiente de resti-
tui¢do a. Os pontos correspondem aos valores obtidos em simulagdo com
N = 1372, 6 = 0,7 e contornos reflexivos. As barras de erro sdo da ordem
do tamanho do simbolo utilizado. A curva continua é a aproximacdo linear
dada pela equagao 2.39.

intervalo de baixa inelasticidade. Mas a condigao necessiria para isso € que
o valor do parametro ¢ seja fixado em torno de § ~ 0,7, para sistemas com
contornos reflexivos, e 6 ~ 1,4, para sistemas com contornos periédicos. Isso
é coerente com os resultados da Se¢do 3 do Capitulo 5. Por outro lado, uma
vez implementado o limite termodindmico, espera-se que o valor de ¢ nao seja
mais relevante e que a previsao tedrica, no regime de baixas inelasticidades, seja
relativamente bem satisfeita.

Para encerrar esta se¢ao, apresentamos, na figura 6.5, o gréfico do coeficiente
az em funcao do coeficiente de restituicdo no intervalo 0,1 < a < 1,0. Para
construir esta curva, usamos sistemas com N = 1372, § = 0,7, em condigoes re-
flexivas. Para atingir essa precisdo, fizemos uma dupla média sobre um conjunto
de 689 trajetérias e sobre o intervalo 20 < 7 < 120. Juntamente, colocamos a
curva correspondente & aproximagcao linear, dada pela equagao 2.39.

Até onde sabemos, essa é a primeira vez que uma curva suficientemente
precisa em MD mostra que, para sistemas altamente ineldsticos no HCS, a
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aproximagao linear de as (equagdo 2.39) obtida por van Noije e Ernst [27] se
afasta dos dados simulacionais.

Da mesma forma, a precisao dos dados é suficiente para estabelecer defini-
tivamente que, para sistemas de inelasticidade moderada a baixa («a > 0,4), a
curva obtida por van Noije e Ernst é surpreendentemente acurada. Passemos a
discutir mais pormenorizadamente essas questoes.

6.2 Demais Coeficientes da Expansao de Sonine

Os demais coeficientes da expansao de Sonine podem ser obtidos de modo in-
teiramente andlogo ao exposto acima. Para a discussao do problema analitico,
sao necessarias boas medidas dos coeficientes de ordem mais alta. O computo do
coeficiente agz, por exemplo, é feito a partir do segundo, quarto e sexto momentos
da distribuicao de velocidades, através da expressao:

a3 =—2+ - (6.2)

Os demais coeficientes possuem expressoes andlogas, sempre dependentes
dos momentos pares sucessivamente mais altos, bem como de todos os seus
antecessores. As expressoes correspondentes podem ser obtidas de modo direto.

O célculo de coeficientes de Sonine de ordem cada vez mais alta implica
erros associados também cada vez maiores. Nessa situacao, vai se tornando
computacionalmente impeditivo obter precisdo razodvel para coeficientes acima
de as.

Entretanto, devemos atentar para a seguinte observacao. Os erros sao as-
sociados ao desvio padrao da média tomada ao longo do tempo. Apesar dos
valores dos erros serem considerdveis, verificamos que isso é pouco relevante
para a confiabilidade dos valores médios dos coeficientes medidos. A confiabili-
dade destes valores estd ligada mais fortemente & sua estabilidade, que de fato
é muito grande. Isso significa que o valor da média converge de forma muito
mais rapida do que o do desvio padrao, o que é uma caracteristica de processos
estaciondrios. Portanto, seu valor altera-se muito pouco a partir de um certo
nimero de simulagoes.

A tabela 6.1 sintetiza os resultados do computo simulacional do cinco primeiros
coeficientes de Sonine. Para construir essa tabela, simulamos o mesmo sistema
definido acima para o computo de ag, ou seja, com parametros N = 1372,
6 = 0,7, em condigoes reflexivas. Para obter esses valores, fizemos uma dupla
média sobre um conjunto de 689 trajetdrias e sobre o intervalo 20 < 7 < 120.

As figuras 6.6 a 6.8 resumem os resultados da tabela 6.1, apresentando os
erros associados a cada medida.
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| « | a2 | as Q4 as
0,1 | 0,162838390 —0,085779285 | 0,156174517 —0, 23202734
0,2 | 0,138241921 —0,064133137 | 0,106561019 —0, 12429727
0,3 | 0,110985933 —0,044188217 | 0,061096501 —0,05201061
0,4 | 0,082643412 —0, 025369818 | 0,034378279 —0, 03127297
0,5 | 0,052244511 —0,014067258 | 0,012360186 —0,00846856
0,6 | 0,025018175 —0,006788851 | 0,002616939 —0, 00128646
0,7 | 0,001576036 —0,004233738 | —0,001023280 | —0,00092812
0,8 | —0,013539552 | —0,004395604 | —0,000666345 | 0,000418669
0,9 | —0,016586063 | —0,003325462 | —0,000662103 | —0,00017661
1,0 | —0,001019562 | —0,000554763 | —0,000632785 | —0, 00067953

Tabela 6.1: Valores do coeficiente de Sonine obtidos diretamente da simulagao
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Figura 6.7: Coeficiente de Sonine a4 obtido da simulacao em funcao do coefi-
ciente de restituig ao.

6.3 Calculo Analitico dos Coeficientes

Uma vez estando de posse de resultados de simulacao confidveis, podemos final-
mente retornar a discussdo iniciada na Segdo 3 do Capitulo 2. Como foi visto,
a evolugao temporal completa do HCS em termos da dependéncia temporal de
seus momentos é dada pelas equagoes 2.16 e 2.40. Elas constituem um sistema
infinito de equagoes diferenciais, e um procedimento de truncagem da expansao
2.29 permite chegar a um sistema finito e fechado. Para a expansao ser valida,
os termos desprezados devem ser realmente pequenos quando comparados com
os remanescentes. A hipétese inicial é que as << 1 = ag. Pode-se assumir mais
fortemente que a;y1 << a;, para todo [. Assim, se a; ¢ da ordem de \!, onde A
é um parametro pequeno, todos os termos de ordem maior que O(\') podem ser
desprezados. Este é o procedimento, em resumo, de Huthmann e colaboradores
[17]. Quando levado & ordem O()\?), o procedimento fornece uma equagao linear
para as (equacdo 2.36). Quando solucionados os seus pontos fixos, obtém-se o
resultado mostrado na figura 6.5.

Os resultados compilados na tabela 6.1 e nas figuras 6.6 a 6.8 mostram que
a conjectura de Huthmann e colaboradores deve necessariamente falhar para
valores menores que a ~ 0, 5. Por outro lado, para valores maiores que o ~ 0, 8,
a conjectura se justifica razoavelmente.
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Figura 6.8: Coeficiente de Sonine as obtido da simulagao em funcao do coefi-
ciente de restituig ao.
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Figura 6.9: Coeficiente ag obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(M\?) (linha continua) e em ordem O(A\?) (linha pontilhada).

6.3.1 Truncagem em ordem O(\?)

O passo seguinte no procedimento de truncagem é a ordem O(\3). Isso permite
calcular o terceiro coeficiente da expans@o polinomial de Sonine. As equagoes
resultantes sao ainda lineares nos coeficientes ay e as, uma vez que a3 j4 é de or-
dem O()\*). O sistema resultante é dado pelas equacdes 2.43, que reproduzimos
aqui:

d

Zra2(t) =2+ 470 (6.3)
d

Ea?,(t) =3+ 67(az — az)

A solucao numeérica desse sistema fornece as curvas mostradas nas figuras
6.9 a 6.11 para os valores estacionarios dos coeficientes.

Esses resultados confirmam pela primeira vez a conjectura de Huthmann e
colaboradores para valores do coeficiente de restituigdo maiores que a ~ 0, 8.
Nesse intervalo, a truncagem uma ordem acima contribuiu para melhorar o
célculo de as e obter boa estimativa para as. Para valores abaixo de a ~
0,5, a truncagem em ordem O(\?) falha completamente. Curiosamente, ela dé
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Figura 6.10: Detalhe da figura 6.9 para o intervalo 0,6 < o < 1,0.
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Figura 6.11: Coeficiente as obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A\?) (linha continua).
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resultados piores para as do que a truncagem em ordem O()\?). Os valores de
a3 também passam a ser gradativamente mal-estimados.

6.3.2 Truncagens em ordem O(\*) e O()\%)

Vamos proceder as truncagens sucessivamente em ordens O(A*) e O()\%), e cal-
cular todos os coeficientes de Sonine até o quarto e, em seguida, até o quinto.
As equacoes resultantes sdo agora nio-lineares. Em ordem O(\*), o tinico termo
nao-linear presente é a3. Em ordem O(\%), os termos nio-lineares sao a3 e as-as.

O sistema resultante, em ordem cinco, por exemplo, é obtido das equacoes 2.40:

az(t) = 2 + 4vaz
a3(t) =73+ 67(a3 - a2) (6 4)
aq(t) = va + 8y(as — as) '

as(t) = v5 + 10v(as — aq)

A solucdo numérica dos sistemas em ordens O(\*) e O()\?) fornecem as
curvas mostradas na figura 6.12 para os valores estacionarios do coeficiente as.
Nessa figura, apresentamos juntamente as curvas previamente obtidas em ordem
O(A\?) e O(N?).

As sucessivas truncagens praticamente ja nao fornecem, na regido de baixa
inelasticidade, valores melhores do que os obtidos em ordem O(A?). Na regido
de alta inelasticidade, porém, a ordem O(A*) é um pouco melhor que a ordem
O(X3), e a ordem O()\’) é claramente pior. Nenhuma das ordens fornece resul-
tados tao bons quanto a ordem O(\?), nessa regiao. Pode-se concluir que as su-
cessivas aproximagoes na expansao de Sonine nao convergem para a distribui¢do
de velocidades do HCS, para sistemas mediana ou altamente ineldsticos.

A figura 6.13 mostra o resultado para os valores estaciondrios de ag, em
todas as ordens até O(\%).

As sucessivas truncagens nao chegam a melhorar o valor do coeficiente as
além do erro associado & prépria medida, na regiao de baixa inelasticidade. Na
regiao de alta inelasticidade, o padrao observado para o coeficiente as se repete:
a ordem O(\*) apresenta resultados bastante acurados, bem melhores que os
apresentados nas ordens O(A*) e O(N\°). Uma vez mais, esses resultados nio
sugerem uma clara convergéncia em direcao & distribuigao de velocidades do
HCS.

A figura 6.14 mostra os resultados para o coeficiente ays. Na regiao de baixa
inelasticidade, as ordens O(A*) e O()\®) estdo ambas dentro do erro da simu-
lacao. Na regiao de alta inelasticidade, contudo, os resultados correspondentes
a ordem O()\*) sao gradativamente mal estimados. Ainda assim, a curva calcu-
lada em ordem O(\*) é ao menos qualitativamente compativel com a simulada,
ao contrdrio da curva correspondente & ordem O(\%).

Por fim, a figura 6.15 mostra que os resultados analiticos para o coeficiente
as apresentam compatibilidade qualitativa com os dados de simulacao, mas
também afastam-se sensivelmente dos valores medidos assim que a inelasticidade
se torna mais alta.
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Figura 6.12: Coeficiente ag obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A\?) (linha contfnua), em ordem O()\?) (linha pontilhada), em ordem O(\*)
(linha tracejada) e em ordem O()\®) (ponto e trago).
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Figura 6.13: Coeficiente a3 obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A3) (linha continua), em ordem O(A?*) (linha pontilhada) e em ordem O(\%)
(linha tracejada).
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Figura 6.14: Coeficiente a4 obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A\*) (linha contfnua) e em ordem O(\®) (linha pontilhada).
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Figura 6.15: Coeficiente as obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A\%) (linha continua).
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6.4 Convergéncia da Expansao em Polindmios
de Sonine

Os resultados da segdo anterior mostram que o esquema perturbativo sugerido
por Huthmann e colaboradores é aceitdvel dentro da regiao de baixa inelasti-
cidade, onde o > 0,6. Para coeficientes de restituicao mais baixos, o esquema
falha porque a suposicdo na qual se baseia é violada. Ainda que n&o tenham
medido os coeficientes da expansdo de Sonine na precisao necessaria para afir-
mar definitivamente esse resultado, Huthmann e colaboradores foram capazes
de prevé-lo com base no comportamento inconsistente das solugoes dos sistemas
truncados, exatamente conforme foi detalhado acima.

Uma das explicagoes sugeridas pelos autores para a falha de seu esquema
perturbativo era a de que, em torno de o ~ 0, 6, ocorreria uma mudanga essen-
cial na funcao de distribuicao. Segundo essa conjectura, a funcao de distribuigao
do sistema nao seria mais descrita por pequenos desvios com relagao a Gaus-
siana, mas poderia ser melhor aproximada por uma expansao em torno de, por
exemplo, uma exponencial [17]. Essa conjectura coloca em divida a validade da
expansdo de Sonine em torno da Gaussiana, para sistemas altamente ineldsticos.

Nesse ponto, veremos como a fungao W pode, uma vez mais, mostrar-se um
instrumento poderoso para a investigacao relacionada as propriedades estatis-
ticas de um sistema. Uma vez que a funcao W é uma medida suficientemente
acurada da distribuigao total de velocidades e pode ser obtida de forma comple-
tamente independente da expansdo em polinémios de Sonine, é possivel utiliza-la
para responder & questao formulada por Huthmann e colaboradores, ao menos
em um sentido estrito. Ou seja, pelo menos na medida em que resultados de
simulagao fornegam boas evidéncias da validade de conjecturas formuladas teori-
camente. Nesse sentido, vamos mostrar que hd sim boas evidéncias de que a
expansao em polindbmios de Sonine em torno da distribuigdo Gaussiana é con-
vergente, mesmo em regimes de alta inelasticidade.

Antes de mais nada, devemos recordar que a fungao W (z) pode ser expandida
em uma série infinita (equacao 4.18) cujos coeficientes (equagao 4.20) sdo com-
binagdes dos momentos estatisticos reduzidos (equacao 4.17). Esse resultado ¢
geral e ainda independente da expansao em polinémios de Sonine. Nosso ob-
jetivo agora é expressar a fungdo W (z) em termos dos coeficientes de Sonine.
Para isso, precisamos escrever os momentos estatisticos reduzidos v* em funcio
desses coeficientes. Isso requer como primeiro passo que, na definigdo da dis-
tribui¢do associada & varidvel v,, dada na equagdo 5.2, fagamos uma mudanga

v

de varidvel v; — ¢; = com ¢ = x,¥y,z. Se usarmos a férmula 4.6, a nova

vo?

distribuicao se escreve como:

v3 [e'e) [e'e]
9(cy) = ;0/ dcy/ de. p(voca, vocy, voc.). (6.5)

Introduzamos a forma escalada dada pela equagao 2.12, juntamente com a ex-
pansao dada na equagao 2.29:
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n -

p(voca, vocy, vocz) = %P(C) = DS,T&)MC) {1 + Z%(t)sp(cz)} , (6.6
p=1

onde ¢® = 2 + ci + 2. Substituindo 6.6 na equacio 6.5, obtemos:

gfer) = [ e, [~ decoto {1 +Zap<t>sp<c2>}, (6.7)
—o0 —o0 p—1

e supomos que a integracao nas varidveis y e z é formalmente realizada para
a expansao infinita. Na prdtica, devemos truncar a expansao em algum ponto,
por exemplo, p = 5. O segundo passo requer que lembremos que essa ainda nao

é a distribuicao associada & varidvel reduzida c, = \/E:I = v/2¢,, definida na

Secao 2 do Capitulo 5. Por isso, devemos aplicar novamente a férmula 4.6, o
que fornece finalmente a distribuicao reduzida que necessitamos:

g(e) =59 (ﬁ) . (6.8)

Os momentos estatisticos reduzidos sao calculados como sendo, portanto:

vy = [7_ctg(cy)de, = 3(1+ a2),

Vg = ffooo ng(éz)dém = 15(1 + 3az — a3)7

vg = [0 2g(cy)de, = 105(1 + 6az — daz + a4), (%)
vip = [0 e0G(Ep)de, = 945(1 + 10az — 10as + 5ay + as).
Se substituirmos essas expressoes nas equagoes 4.20 e 4.18, obtemos:
Wi(z) = —lagz2 — ia324+ (6.10)
4 24
+ (—6—14 - 1—;2a4 — 552+ = (302 + 3)%) 28+
+ (—9—16 — %ag ~193% T 576 (3as +3)* -
1

—— a5 ——— (3 3)(—15 45 15))28.
T920% ~ goap 0@ +3) (~15as + 45az +15))2

Isso nos dé a fungdo W aproximada em termos dos coeficientes de Sonine até
ordem O(\%).

Para verificar se a expansao da distribuicao em polinémios de Sonine é con-
vergente, é suficiente comparar a fungao W sem aproximagoes, obtida direta-
mente da simulagao, com as sucessivas aproximacoes da equagao 6.10 obtidas
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Figura 6.16: Funcao W completa correspondente a um sistema com N = 256,
a=0,1, § = 1,4, simulado em condigoes periédicas (pontos). As linhas séli-
das correspondem a sucessivas aproximagoes da fung ao W dadas pela equagao
6.10 até a ordem indicada, com os coeficientes de Sonine também dados pela
simulagéo (az = 0.1737; ag = —0.1086; a4 = 0.2272; a5 = —0.4541)

ao se fazer somente as nao-nulo, em seguida as e as nao-nulos, etc, até a ex-
pressao completa. O resultado pode ser visto na figura 6.16, onde usamos como
exemplo um sistema com N = 256, a = 0,1, 6 = 1,4, simulado em condigGes
periédicas. Os valores dos coeficientes medidos e usados para compor as aprox-
imagoes sucessivas sao os seguintes: as = 0.1737; a3 = —0.1086; aq4 = 0.2272;
as = —0.4541.

E possivel observar que, a medida que coeficientes de ordem mais alta vio
sendo considerados, as curvas correspondentes as fungbes aproximadas con-
vergem inequivocamente para a curva da fungdo completa, mesmo no caso de
um sistema altamente ineldstico, com o = 0, 1. Isso nao demonstra, mas fornece
uma evidéncia muito forte de que a expansao em polindmios de Sonine é con-
vergente em todo o intervalo de defini¢do do coeficiente de restituicao.
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6.5 Novo Esquema de Truncagem da Expansao
de Sonine

Os resultados da tltima secao fornecem uma idéia geral para um novo esquema
de truncagem da expansao em polinémios de Sonine. O motivo pelo qual o
esquema de Huthmann e colaboradores falha é o fato de que os coeficientes
de ordem mais alta nao se escalonam segundo seus valores absolutos quando o
sistema ¢ suficientemente ineldstico. Coeficientes de ordem mais alta podem ter
ordem de grandeza equivalente, ou até superior a coeficientes de ordem mais
baixa.

Se, no entanto, o sistema infinito de equagoes para os coeficientes pudesse
ser reescrito em termos de um novo conjunto de varidveis independentes, de tal
modo que essas novas varidveis fossem hierarquizadas com relagao a seus valores
absolutos, em ordem decrescente, entao nao haveria motivos, em principio, para
o esquema perturbativo falhar. Essas novas varidveis sao sugeridas pela seguinte
observacao. Na equagao 6.10, os coeficientes das sucessivas poténcias de z sao,
de fato, gradativamente menores. Na verdade, quase sempre uma ordem de
grandeza menores. No caso ilustrado acima, os valores dos coeficientes medidos,
substituidos na equacao 6.10, fornecem:

W (z) = —0, 043425000002 + 0, 0045250000002 (6.11)
—0,000711900672% + 0, 0001382613582
As novas varigveis poderiam ser, portanto, as combinacoes nao-lineares dos co-

eficientes de Sonine que comparecem como os coeficientes K na expansao da
fungao W:

1
Y2 4@2,
1
Y3 _ﬂaf%
1 1 2
gy~ —ay+ —— (3ay + 3
W= 5T Te™ T 3@t Bt
11 1 )
gy — ——a3+ — (3ay+3)% — 6.12
Y5 =396 " 96% " 102® T 5rg B2 t3) (6.12)

1

1
——as——— (3 3) (=15 45 15
T920% 8640( as + 3) (—15a3 + 45a5 + 15) ,

e assim sucessivamente. Essa maneira de reescrever o conjunto das varidveis
independentes tem a vantagem adicional de ser escalonada. A sucessiva adi¢do
de momentos estatisticos nao altera a expressao do coeficiente K; da poténcia
anterior z¢. E importante observar que a hierarquizacio de valores em ordem
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decrescente é uma propriedade dos coeficientes K e nao dos préprios momen-
tos estatisticos. De fato, os momentos estatisticos comportam-se de maneira
inversa, aumentando seus valores absolutos gradativamente. Dai a necessidade
de levar em consideragao a funcao W.

Na prética, é claro que nao é possivel reescrever o sistema infinito dado
pelo conjunto das equagoes 2.40 com o novo conjunto de varidveis y. Por isso, é
necessério escolher uma ordem arbitraria nos coeficientes de Sonine para truncar
a transformacao representada pelas equagoes 6.12. Uma vez feita esta primeira
truncagem, devemos inverter essas equacoes. Por exemplo, em ordem 5, ou seja,
mantendo todos os coeficientes de Sonine até o quinto, obtemos:

az = _4y27

as = _24y37
(6.13)
ay = —192y, + 48y3,

as = —1920y5 + 960y2ys3.

Dessa forma, o sistema dindmico 2.40 passa a ser escrito como:

d
—4——ys = 7o + 4y(—4
ToY2 =72 +4v(—4ys),

d

d d
—1925344 + 96y2%y2 =4 + 8y((—192y4 + 48y§) — (—24y3)),

—1920 2L ys 4 960ys -2 + 960y2 L ys =
(6.14)
s + 107((—=1920y5 + 960y2y3) — (—192y4 + 48y3)),

onde chamamos atengao para o fato de que as integrais colisionais 7y e ~; sao es-
critas originalmente em fungdo dos coeficientes de Sonine, mas no novo sistema
6.14 elas passam a ser escritas em conformidade com a transformacao 6.13, em
fungdo das varidveis y. Além disso, ndo h4 aqui eliminac¢éo de quaisquer termos
nao-lineares, uma vez que nao hd nenhuma suposigao, até esse ponto, a respeito
de uma hierarquia de grandezas dos valores das varidveis independentes. Isso
diferencia essa primeira truncagem daquela proposta por Huthmann e colabo-
radores. Como estamos interessados no cédlculo dos pontos fixos do sistema, é
suficiente considerar, a partir de agora, o sistema de equagoes algébricas em que
os lados esquerdos das equagoes 6.14 sao nulos.

Contudo, nao ha nenhuma vantagem adicional em se resolver o sistema de
equagoes algébricas 6.14, em lugar do sistema original, e em seguida fazer a
transformacao inversa para obter o valor dos coeficientes de Sonine estaciondrios.
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E claro que isso nao diferiria em nada do procedimento de simplesmente re-
solver o sistema diretamente para os préprios coeficientes. E isso nao forneceria
resultados substancialmente diferentes daqueles jé obtidos no esquema pertur-
bativo original. Para que alguma vantagem essencial seja obtida, uma segunda
truncagem é necessaria. Para implementd-la, basta tirar vantagem da conjec-
tura, suficientemente confirmada por dados de simulagao, de que existe uma
hierarquia bem definida entre os valores das varidveis y. Por isso, se o sistema
infinito foi truncado uma primeira vez, por exemplo, em ordem 5, a segunda
truncagem exige impor ys; = 0. Isso conduz a um sistema algébrico para as
varidveis ys2, y3 € y4. Uma vez solucionado, pode-se proceder & inversao e, desse
modo, obter os coeficientes de Sonine correspondentes, ou seja, as, as € ay. Ver-
emos agora que esse novo esquema dé resultados diferentes e, em geral, melhores
que o esquema original, para sistemas mediana e altamente ineldsticos.

Para manter a sistemdtica da apresentagao, primeiramente vamos mostrar o
resultado do novo esquema de truncagem em ordem 3. Isso significa que con-
sideraremos primeiramente o conjunto das equagoes dindmicas truncadas até o
quarto coeficiente de Sonine a4 (as trés primeiras equagoes do sistema 6.14).
Em seguida, fazemos a segunda truncagem impondo y4 = 0 no sistema trans-
formado, e resolvemos o sistema para ys e y3. Por fim, fazemos a transformagao
inversa e obtemos a estimativa analitica dos coeficientes as e az. Os resultados
para o coeficiente ay sdo mostrados na figura 6.17.

Nessa ordem, a curva obtida no novo esquema aproximou melhor a curva
da simulacao do que a do esquema original, ainda que estejam ambos ainda
distantes até mesmo da curva analftica obtida por Ernst e Brito (ordem O()\?),
no esquema original). Como haveria de se esperar, o novo esquema nao fornece
resultados melhores que o esquema original na regiao de baixa inelasticidade.
Entretanto, vemos que af ambos jé apresentam uma excelente acurécia.

Na figura 6.18, apresentamos as curvas correspondentes ao coeficiente as.
Novamente, vemos uma melhora significativa das estimativas analiticas na regiao
a < 0,6.

Daremos um passo adiante e truncaremos o sistema infinito em ordem 5.
Isso significa considerar o sistema 6.14 completo. A segunda truncagem impoe
ys = 0. Exatamente como delineado acima, resolvemos o sistema para ys, ¥3
e y4. Fazemos a transformagao inversa e obtemos a estimativa analitica dos
coeficientes as, asz e a4. Os resultados para o coeficiente as sao mostrados na
figura 6.19, juntamente com a curva obtida em ordem O(\*), no esquema de
truncagem original.

A figura 6.19 apresenta um resultado notavel e inédito. A curva proveniente
do novo esquema de truncagem possui uma acurdcia muito superior aquelas
obtidas por meio do esquema perturbativo de Huthmann e colaboradores, na
regiao de alta inelasticidade. Além disso, pela primeira vez ao longo deste tra-
balho, uma curva mais acurada do que a curva calculada por Ernst e Brito foi
obtida para os valores do coeficiente as, ao menos para o intervalo o < 0, 3.
Como vimos da discussao apresentada nas secoes precedentes, a curva de Ernst
e Brito, que em tultima anédlise nada mais é que a curva de as calculada em
aproximagao linear pelo esquema de truncagem de Huthmann e colaboradores
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Figura 6.17: Coeficiente as obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(M\?) (linha continua) e em ordem O(A3) (linha pontilhada), no esquema de

)

truncagem original. A curva tracejada ¢é o resultado do cdlculo no novo esquema.
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Figura 6.18: Coeficiente az obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A\?) (linha pontilhada), no esquema de truncagem original. A curva tracejada
é o resultado do cédlculo no novo esquema..
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Figura 6.19: Coeficiente as obtido em simulagdo (pontos), calculados em ordem
O(M\) (linha tracejada), em ordem O(A?) (linha pontilhada), no esquema de
truncagem original, e calculado com o novo esquema em ordem 5 (linha con-
tinua).
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Figura 6.20: Coeficiente asg obtido em simulagao (pontos), calculado em ordem
O(A*) (linha tracejada), no esquema de truncagem original, e calculado em
ordens 4 (linha pontilhada) e 5 (linha sélida), no novo esquema.

em ordem O(\?), apresenta uma acurdcia, no intervalo de altas inelasticidades,
que todas as demais ordens aproximativas nao possuem. Este fato é surpreen-
dente, mas demonstra que, mesmo quando nao ha uma hierarquia de grandezas
bem definida entre os coeficientes, certamente o coeficiente ay é em geral mais
relevante que todos os demais. Se atentarmos para a tabela 6.1, veremos que
essa regra é verdadeira quase sempre, mas passa a ser menos respeitada exata-
mente para valores a < 0,3. Esse é o motivo pelo qual o novo esquema de
truncagem passa a ter resultados sensivelmente melhores nessa regiao.

Os resultados para o coeficiente az sao mostrados na figura 6.20, juntamente
com a curva obtida em ordem O(\*), no esquema de truncagem original, e em
ordem 4, no novo esquema.

A figura 6.20 pbe em evidéncia qual é a dificuldade associada ao novo es-
quema de truncagem. Por ela, podemos ver que a ordem seguinte nao somente
nao melhora como também torna piores os resultados para o coeficiente ag.
Nenhuma dessas ordens chega a ser melhor que a estimativa em ordem O()\*),
obtida pelo esquema de Huthmann e colaboradores.

Para uma possivel explicacao da falha do novo esquema, nao devemos esque-
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cer que ele é um processo de truncagem em dois passos. A primeira truncagem
é um procedimento altamente artificial que introduz erros, necessariamente.
Esse primeiro passo s6 é feito por motivos préticos e nao tedricos, em razao da
impossibilidade de se tratar com o sistema infinito. Se pudéssemos realizar a
transformagao para as novas varidveis hierarquizadas no sistema infinito, real-
izando em seguida uma unica truncagem, nao haveria motivos, se a conjectura
sustentada por nos for vilida, para que as aproximacoes sucessivas nao fossem
cada vez melhores. Portanto, achamos que, se fizermos a primeira truncagem no
sistema original longe o suficiente, os erros introduzidos no célculo dos primeiros
coeficientes diminuirdo gradativa e necessariamente. Isso ja ndo é possivel no
esquema de Huthmann e colaboradores. Infelizmente, ainda nao foi possivel cal-
cular as integrais colisionais de ordem superior a 5 na expansao em polindmios
de Sonine. As exigéncias computacionais e o tempo de calculo, a partir desse
ponto, passam a ser muito grandes (ver Capitulo 7).

Finalmente, na figura 6.21 sdo mostrados os resultados para o coeficiente
a4, juntamente com a curva obtida em ordem O(\*), no esquema de truncagem
original. Pode-se ver que o novo esquema fornece resultados melhores que o
original.

6.6 Caudas de Alta Energia

Uma vez mais, vamos tirar vantagem do fato de termos identificado os regimes
de densidade mais adequados para efetuar medigoes precisas dos coeficientes da
expansao de Sonine e, a partir dai, estudar o comportamento das taxas de decai-
mento exponencial associadas as chamadas caudas de energia superpopuladas
para o HCS. Se recapitularmos a Se¢ao 5 do Capitulo 2, veremos que a solucao
assintética do HCS no limite de grandes velocidades se escreve como:

plc) ~ Aexp (—Bc), (6.15)

com A uma constante de integracdo indeterminada. O valor do coeficiente da
exponencial, calculado com a expansao em polindomios de Sonine truncada em
ordem O(\?), para sistemas tridimensionais, ¢ dado por:

I(%(d+1)) -1
B(a) = {—z—ﬁr(%)d (1—a?)[1+ %ag]} 6.16)

3v2r _ —81+17a—30a°4300>
8 (a?—1)(6a3—6a?+5a—21)"

Nosso objetivo nesta secao é verificar a validade desta férmula. Para isso,
usamos como teste dois sistemas caracterizados pelos seguintes parametros:
N =256, 6 =1,4e a=0,1¢ 0,5, submetidos a condigoes de contorno per-
iédicas. Nas figuras 6.22 e 6.23, nés mostramos a funcdo p(c) correspondentes a
estes dois sistemas. A distribuigao reduzida é calculada dos dados de simulacao
em dois estdgios: primeiramente, usa-se a equagao 4.26 para calcular a fungao
caracteristica empirica e, em seguida, calcula-se a tranformada de Fourier in-
versa.
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Figura 6.21: Coeficiente a4 obtido em simulagao (pontos) e calculado em ordem
O(A*) (linha tracejada), no esquema de truncagem original, e calculado em
ordem 5 (linha sélida), no novo esquema.
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Figura 6.22: Distribuigao reduzida p(c) (linha continua) em gréfico log-lin para
sistema com N = 256, « = 0,1 e 6 = 1,4, em condi ¢oes de contorno periédi-
cas. A linha em ponto e trago corresponde a distribuicdo Gaussiana. A linha
tracejada corresponde ao melhor ajuste linear realizado no intervalo 3 < ¢ < 6.

Para o sistema com « = 0,1, obtivemos B ~ 2,31, e para o sistema com
a = 0,5, obtivemos B ~ 3,11. Esses valores correspondem & inclinacao da reta
de melhor ajuste realizado no intervalo 3 < ¢ < 6. Os valores preditos pela
equagao 6.16 sao, respectivamente, B ~ 3,67 ¢ B ~ 4, 96.

Os resultados sao bastante discrepantes. A razao da discrepancia nao esta
no célculo analitico do coeficiente ay. Se usarmos os valores medidos do co-
eficiente e nao seus valores calculados, veremos que a férmula 6.16 continua
fornecendo valores bastante incorretos. Poderiamos pensar que a férmula esté
incorreta e suspeitar que a aproximagao analitica com base na truncagem em
ordem O(A?) nos polinémios de Sonine nao ¢ suficiente para fornecer os valores
corretos das caudas exponenciais. Se isso fosse verdade, entdo o acréscimo de
mais coeficientes no célculo da integral colisional s (2.52) deveria ser suficiente
para corrigir a férmula 6.16. Entretanto, isso também nao acontece.

Nossa sugestdo é que, para valores do coeficiente de restituicdo o muito
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Figura 6.23: Distribuigao reduzida 5(c) (linha continua) em grafico log-lin para
sistema com N = 256, « = 0,5 e § = 1,4, em condi ¢oes de contorno periédi-
cas. A linha em ponto e trago corresponde a distribuicdo Gaussiana. A linha
tracejada corresponde ao melhor ajuste linear realizado no intervalo 3 < ¢ < 6.
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baixos, a passagem da equagao 2.50:

) 9N 50) = _pics
3 <3 + C@c) plc) = —pieple) (6.17)
para a equagao 2.51:

plc) ~ Aexp <3—ﬁ10) (6.18)
H2

nao se justifica. Ela se baseia na suposi¢ao de que o termo po do lado esquerdo da
equagao 6.17 pode ser negligenciado quando ¢ >> 1. Entretanto, o que se pode
verificar pelas figuras 6.22 e 6.23 é que, quanto maior o grau de inelasticidade,
mais cedo surge a cauda exponencial. Para a = 0,5, a cauda surge com ¢ ~ 3,0
e, para @ = 0,1, a cauda surge com ¢ ~ 2,5. Entretanto, para a = 0,1,
o ~ 2,56 e, para a = 0,5, pe ~ 1,90. Claramente, po nao pode ser desprezado,
nessa regiao.

A conclusdo é que a derivagao heuristica apresentada por Esipov e Poschel
[23] - e que reproduzimos na Se¢do 5 do Capitulo 2 - s6 pode ser aproximada-
mente vilida para sistemas quasi-eldsticos. Se as caudas exponenciais surgem
para todo o intervalo de inelasticidade considerado, o mecanismo associado a
elas, nos casos mediana e altamente ineldstico, deve ser diferente daquele con-
siderado pelos autores citados.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

O objetivo central deste trabalho foi apresentar um estudo suficientemente detal-
hado das funcgoes de distribuicao de velocidades de gases granulares no regime de
esfriamento homogéneo (HCS). Ao contrério de nos propormos a uma discussao
dos aspectos exclusivamente analiticos relacionados a esse problema, optamos
por imprimir-lhe um cardter essencialmente metodolégico. Por esse motivo, é
importante tornar explicitos os trés ingredientes bésicos que foram sistematica-
mente empregados por nés e que, tomados em conjunto, tornaram o presente
estudo inédito: (i) uso de simulagdes computacionais; (ii) introdugdo de uma
nova metodologia de andlise estatistica e (iil) utilizagdo de sistemas com baixo
mimero de particulas.

Obviamente, simulagoes computacionais sao a principal ferramenta utilizada
para o estudo “fenomenolégico” da fisica de sistemas granulares e, em particular,
de gases granulares. Entretanto, realizar simulagoes nao é trivial. Uma série
de dificuldades associadas & demanda computacional, & otimizagdo de rotinas, &
escolha de parametros, a construcao de algoritmos, & implementacao de modelos
e & obtencao de precisao suficiente, para citar uns poucos exemplos, em geral
tornam o uso de simulagbes uma tarefa delicada e trabalhosa. Menos trivial
ainda é a tarefa de interpretar os resultados provenientes de uma simulagao.
Na maioria das vezes, o interesse principal incide sobre propriedades médias do
sistema considerado. Por isso, é preciso prestar atengdo no correto e eficiente
tratamento estatistico dos dados de saida. E preciso também estar atento e
ciente de que em vérias situacoes os dados de saida podem estar indevidamente
condicionados por imposigoes feitas sobre dados e condicoes de entrada.

Tendo isso tudo em vista, nos dispusemos a realizar o estudo computacional
do modelo matemético de gases granulares compostos por esferas rigidas e lisas,
com interagoes mediadas por um coeficiente de restituicdo normal constante.
Para tanto, empregamos o método “event driven” de Dindmica Molecular. Para
implementar a andlise estatistica, introduzimos o método da fungao caracteris-
tica empirica. Associado a ele, introduzimos o uso de uma fungdo criada por
Lévy e denominada nesse trabalho de funcdo W. A precisdo dessa func¢do na
caracterizagdo das distribuigoes foi fundamental para a obtencao dos nossos
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principais resultados.

Todos os sistemas por nés simulados eram caracterizados por possuirem um
numero bastante reduzido de particulas. Sabe-se que esses sistemas apresentam
caracteristicas peculiares. Por isso, investigamos tais caracteristicas associadas
as suas distribui¢oes de velocidade. Conseguir precisao estatistica com poucas
particulas é sempre uma tarefa complicada. Desse modo, uma primeira pre-
ocupagao era manter o sistema estdvel para que uma média ao longo do tempo
pudesse ser realizada e a deficiéncia estatistica pudesse ser suprida. Uma vez
que o HCS é em geral instdvel, precisamos identificar em que condigoes a es-
tabilidade poderia ser alcancada. Essas condigoes envolvem a escolha de um
valor minimo para o livre caminho médio ou, em nossa terminologia, de um
valor mdximo para o parametro §. Verificamos, posteriormente, que esses val-
ores confirmam com razodvel acurdcia as previsoes da andlise de estabilidade
linear com base nas equagoes da hidrodindmica granular.

Nossa primeira constatagdo relacionada as distribuigoes assintéticas foi a
de que os sistemas podem ser classificados em classes definidas pela conjun¢do
de quatro fatores: o coeficiente de restituicao, o nimero de particulas, o livre
caminho médio e a condi¢do de contorno imposta. Assim, cada combinagdo
desses quatro fatores conduz o sistema para uma distribuicao assintética bem
definida e distinta das demais. Na identificagdo dessas distribuigbes assintoticas
distintas é que pudemos constatar a utilidade da funcao W como ferramenta
estatistica dotada de enorme precisao.

Essa multipla dependéncia das distribuigoes assintéticas nao pode ser com-
pativel com uma descri¢do cinética unica (com excegdo, é claro, da dependéncia
no coeficiente de restituigdo). Por esse motivo, verificamos o comportamento
dos sistemas no limite termodindmico N — oco. Fundamental para a consistén-
cia do procedimento é manter o valor de 6 constante durante a implementagao
do limite. Constatamos que, para sistemas submetidos a condig¢oes de contorno
reflexivas, a convergéncia para um estado limite tnico é relativamente rapida.
Nessas condicoes, a distribuicao assintética do sistema passa a ser independente
do valor do livre caminho médio e do ntimero de particulas. Além disso, o
parametro § desempenha um papel interessante, pois, a depender de seu valor,
o sistema pode estar inicialmente muito distante do estado limite. Isso significa
que deve existir um valor étimo para o livre caminho médio e que possibilita a
convergéncia mais réapida para o estado limite. No caso de contornos reflexivos,
esse valor foi identificado como sendo em torno de 6 ~ 0, 7.

No caso de condicoes de contorno periédicas, ao contririo, a convergéncia é
extremamente lenta. Esse resultado é de grande importancia, pois coloca em
duvida a validade de simulacoes que usam esse tipo de condi¢des de contorno. A
depender do valor utilizado para o parametro 6, é possivel que muitas simulagoes
realizadas correntemente na literatura estejam fornecendo distribui¢es ainda
distantes da distribuicao limite, mesmo que o nimero de particulas seja bastante
elevado. Nesse sentido, simulagoes com um nimero pequeno de particulas, com
contornos reflexivos, podem ser usadas para calibrar simulagoes com um nimero
bem maior de particulas, em condigoes de contorno periédicas. Com base nessa
idéia, por exemplo, pudemos identificar que o valor 6timo do parametro 6 asso-
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ciado a contornos periédicos situa-se em torno de 6 ~ 1,4.

O sucesso da utilizagao do método da fungao caracteristica empirica e da
funcao W no estudo de distribuigoes assintéticas para o modelo de esferas rigi-
das abre vérias perspectivas de novas aplicagoes. Em primeiro lugar, podemos
empregar essas ferramentas de andlise para caracterizar distribuigoes associadas
a outros modelos colisionais. Em vista, temos inicialmente o modelo viscoelds-
tico estudado por Brilliantov e Poschel [31]. Nesse modelo, o coeficiente de
restituicao passa a depender da velocidade relativa das particulas, o que o torna
bem mais realistico que o modelo de esferas rigidas. J4 sabemos que, no caso
do modelo viscoeldstico, as distribuicoes assintéticas nao sao mais estaciondrias.
Isso colocard mais dificuldades para obtencao de qualidade estatistica com sis-
temas de poucas particulas, mas acreditamos que o uso da fungao W poderd
ainda assim ser de grande valia. Da mesma forma, estamos interessados em
aplicar essas ferramentas no estudo de esferas rugosas [24, 32, 33] e no estudo
de esferas macias e dotadas de potenciais de curto alcance.

Uma extensao direta de todos os resultados de simulagao e metodoldgi-
cos aqui obtidos é sua aplicacao para o estudo do estado estaciondrio de nao-
equilfbrio (NESS). Além disso, queremos investigar o comportamento dos vérios
sistemas nos diferentes modelos e regimes de evolugao quando suas condigoes
iniciais nao sao mais espacialmente homogéneas. Nao sabemos se nesse caso um
estado assintético estaciondrio homogeéneo serd alcangado se impusermos as mes-
mas condicOes para a estabilidade, condicionadas ao valor do parametro 6. Por
fim, estudos realizados por Xiaobo e colaboradores [20], usando Dinamica Mole-
cular, parecem constatar que sistemas no HCS instédveis tendem & distribuicoes
Gaussianas no limite ultra-assintético (tempos extremamente longos). Quere-
mos verificar a ocorréncia deste fendmeno para sistemas com poucas particulas.

No Capitulo 6, a preocupagao bédsica era a de caracterizar as distribuigbes
assintéticas com base em medidas estatisticas precisas. A forma analitica da
distribuicao assintética do HCS €, no entanto, um objetivo bem mais ambicioso
a ser alcancado. Entretanto, pouco se pode dizer a respeito da validade de re-
sultados analiticos se estes ndo estiverem suficientemente suportados por dados
de observagao confidveis. No caso em questdo, ”dados de observagao” sdo, ob-
viamente, resultados de simulagdo. A literatura carece de bons resultados de
simulacao em Dinamica Molecular para o cédlculo, por exemplo, dos momentos
estatisticos e dos coeficientes de Sonine da distribui¢ao. Por esse motivo, em-
pregamos a experiéncia adquirida nas medidas de distribuicao através da funcao
W para efetuar medidas dos momentos estatisticos e dos coeficientes de Sonine
e, desse modo, prover elementos para fazer uma critica dos resultados analiticos
estabelecidos até entao.

A literatura [17, 31] estabeleceu um método de truncagem da expansao da
distribuigdo em polindmios de Sonine que d& resultados muito bons no inter-
valo de defini¢do do coeficiente de restituigdo correspondente a sistemas pouco
e moderadamente ineldsticos (a > 0,6). Entretanto, o esquema falha para sis-
temas altamente ineldsticos. Ainda que essa falha ja tivesse sido prevista pelos
préprios autores, estes nao dispunham dos dados de simulacao que permitis-
sem tirar tais conclusoes de maneira definitiva. Nossos resultados de simulacao
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para os coeficientes de Sonine, até o quinto, sao as medidas mais precisas real-
izadas até agora em Dinadmica Molecular, e permitiram confirmar todas essas
expectativas.

A precisao desses resultados permitiu fazer uma boa andlise qualitativa e
quantitativa. Em particular, verificamos que o procedimento de truncagem
introduzido por Huthmann e colaboradores nao apresenta a consisténcia de um
processo perturbativo para o regime altamente ineldstico. Essa constatagao
havia langado duvidas sobre a validade de uma expansao em polindmios de
Sonine em torno de uma distribuigdo Gaussiana, nessa regiao de inelasticidade.
Uma vez mais, utilizamos a fun¢do W de Lévy para mostrar que essa expansao
é valida, no sentido de que apresenta convergéncia.

O ultimo resultado permitiu identificar um novo procedimento de truncagem,
desta vez baseado em uma transformacao de coordenadas no sistema de equagoes
diferenciais infinito que gera a evolugdo acoplada dos coeficientes de Sonine.
Neste novo procedimento, as novas varidveis independentes aparecem hierar-
quizadas segundo seus valores absolutos, o que dé consisténcia perturbativa ao
processo. Com base nesse novo esquema, fomos capazes de calcular com exce-
lente acurédcia os valores do segundo coeficiente em todo o intervalo de defini¢ao
do coeficiente de restituicao.

Infelizmente, o novo procedimento de truncagem exige que o sistema infinito
sofra truncagem inicial em uma ordem suficientemente alta. Ainda nao fomos
capazes de montar o sistema em ordem superior a correspondente ao quinto
coeficiente de Sonine. Por essa razao, ainda nao foi possivel obter resultados
para os terceiro e quarto coeficientes com a mesma qualidade que os obtidos
para o segundo. Ainda assim, os resultados obtidos até entao parecem indicar
que o procedimento é essencialmente correto e pode fornecer bons resultados.

Portanto, temos um objetivo para um futuro imediato. Queremos resolver
as integrais colisionais associadas & expansao de Sonine truncada em uma or-
dem suficientemente alta, por exemplo, ag. Essa é uma tarefa cuja demanda
computacional serd, sem divida, muito grande. Para isso, precisaremos contar
com maquinas mais poderosas do que as que usamos até entdo. O motivo disso
é a grande demanda por meméria de processos longos e volumosos efetuados no
MAPLE. Uma alternativa a ser estudada ¢ fragmentar o processo de calculo de
modo que em cada passo a memoria necessdria seja bem menor. Uma vez al-
cancgado este objetivo, esperamos que o novo esquema de truncagem introduzido
por nés demonstre completamente seu sucesso como um processo perturbativo,
cuja consisténcia seja demonstrada através da convergéncia das aproximagoes
sucessivas, em todo o intervalo de inelasticidades possivel.

Por fim, valemo-nos da precisao alcancada na caracterizacao das distribuigoes
para estudar o comportamento das caudas exponenciais de alta energia. Em par-
ticular, concluimos que a aproximagao em segunda ordem na expansao de Sonine
nao ¢é suficiente para estimar corretamente os valores dos expoentes destas cau-
das exponenciais. Achamos que a derivacao heuristica apresentada por Esipov e
Poschel [23] s6 pode ser aproximadamente vélida para sistemas quasi-eldsticos.
Isso significa que o mecanismo associado a elas, nos casos mediana e altamente
inelastico, deve ser diferente daquele considerado pelos autores citados.
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Aqui, novamente uma perspectiva de trabalho se apresenta. Iremos usar
a precisao que caracteriza o uso da funcao W para propor um novo método
de ajuste. A idéia é ajustar uma distribui¢do analitica constituida por centro
Gaussiano e cauda exponencial a fungdo W proveniente das simulagoes. Com
isso, esperamos obter nao somente uma estimativa mais acurada do ponto de
inicio das caudas exponenciais, como também dos expoentes a elas associados.
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Apéndice A

Calculo das Integrais
Colisionais

As integrais colisionais y, s@o definidas pela expressao:
== [ derei 5.5 (A1)
onde
I1(p,p) = / dey / de1a(cy-e12)0(c yera) (A.2)
1 sok\ 7 kok ~ ~
| Feateinites) - penyitea) |

Para calcular essas expressoes, parte-se da equagao de Boltzmann ineldstica e
homogénea:

0
&p(vl,t):aQ/dvz/delz(v12-e12)®(vl2~e12) (A3)
1 *k ok
x {Ep(vl ,t)p(V2 7t) - p(Vl,t)p(Vz,t)} = a2I(p, p)'

Multiplicando esta equagio por uma fungao g(v1) e integrando em vy, obtém-se:

o) =a? [ aviglvnito.) = (A1)
5%2 dvldVZ/del2(V12'912)®(V12'612)x (A.5)

x p(vi,t)p(va, )Alg(vi) + g(v2)],
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onde Ag(v;) = g(v}) — g(v;). Com o uso da equagao A.4, fazendo g(v;) = ¢,
assumindo a forma escalada para a solugao dada por:

p(v.t) = %ﬁ(c(t» (A.6)

e a expansao em polindmios de Sonine para a distribui¢ao reduzida:

ple(t)) = o(c) {1 + ZaiSi(Cz)} : (A7)

a integral A.1 passa a ser escrita como:

by =5 / deyde / ders(cye1)@(c yern)d(e)d(cz)  (AS)
X {1 + iaiSi(C%)} {1 + iaisi(cg)}
i=1 i=1
x A(c] + ).
Para calcular essas integrais é necessdrio truncar a expansao infinita em

alguma ordem. Uma vez realizada a truncagem, é conveniente introduzir as
varidveis de centro de massa C e velocidade relativa cio tais que:

1 1
cL = C+§C12, Cy = C—iclz. (A9)

O Jacobiano dessa transformagdo ¢ um e o produto ¢(c1)¢(ce) transforma-se
como:

1 1, /2\*? )
P(c1)d(c2) — (m)yiz P <5012) <;> exp (—2C%) = (A.10)
= ¢(c12)9(C).

Da mesma forma, todas as fungdes S;(c?) e o termo A (cf + c5) devem ser ree-
scritas nas novas varidveis. Vamos ilustrar calculando o termo A (c% + c%) =
2 + 3% — 2 — 3. Da equagao 2.1, temos:

¥2 _ 2 1 2 2

ci- =c]— (1 + a)(eij . Clg)(cl . eij) + Z(l + O{) (eij . 012) s (All)

* 1
022 = C% + (1 + Oé)(eij . Clg)(CQ . eij) + Z(l + a)z(eij . 012)2.

Portanto:
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A (C% + Cg) = —(1 + Oé)(eij . C12)(C1 . eij)+ (A12)
+ (14 a)(ej; - c12)(ca - €55)+ (A.13

~

1
+ 5(1 +a)?(e;; - c12)?,

ou

A (C% + Cg) = {(1 —+ O{) + %(1 + 01)2} (eij . 012)2 = (A14)

- —%(1 — a®)(ey; - 1) (A.15)

Uma vez realizada a mudanga de varidveis, as integrais colisionais f, pas-

sam a ser escritas como somas de termos do tipo A(a;, &)Jk 1.m,n,p,q, Onde 08

coeficientes A sao mondmios envolvendo combinagoes diversas dos coeficientes

da expansao de Sonine a; e do coeficiente de restituicao o, € Ji 1 m n,p,q 520 as
integrais bédsicas dadas por:

Jk,l,m,n,p,q :/dclgdC/de12®(—c12-e12)¢(012)¢(C’)>< (A16)
X |012'612|1+q Ckcllz(c ) Clz)m(c : elZ)n(C12 : 912)p-

As integrais bdsicas Jk i mn,pq podem ser calculadas analiticamente para
todos os valores inteiros dos indices k, [, m,n e p. Pode-se verificar diretamente
que, para o modelo colisional com coeficiente de restituigdo constante, ¢ = 0.
E possivel encontrar férmulas fechadas para essas integrais bdsicas para cada
valor inteiro de n. Essas férmulas para n = 0,1 e 2 sao fornecidas no apéndice
B da referéncia [31] (nesse artigo, hd um erro na férmula para n = 2). Porém,
a obtengao dessas férmulas é geralmente um procedimento extremamente longo
e tedioso. Alguns truques de integracdo podem ser usados para diminuir o
trabalho total a ser efetuado, como os descritos nas referéncias [31, 36], mas eles
se tornam rapidamente complicados em demasia. Nesse trabalho, precisamos
de integrais bédsicas com n = 0,1,2,3 e 4, ji que expandimos a distribuigao
até o quinto coeficiente de Sonine. Se quisermos incluir o sexto coeficiente de
Sonine, precisaremos ainda de n = 5 e 6, e assim sucessivamente. Diante disso, é
mais préatico resolver as integrais uma a uma, através do pacote de computagao
algébrica MAPLE.

O procedimento como um todo é bastante detalhado e possui custo com-
putacional elevado. A cada coeficiente de Sonine incluido, o nimero de integrais
bésicas a serem calculadas aumenta aproximadamente uma ordem de grandeza.
Por exemplo, o cdlculo mais simples, de ps expandido até o segundo coeficiente,
jé exige o computo de 60 integrais bdsicas. O célculo de ps expandido até o
quarto coeficiente exige o computo de 728 integrais basicas. O cédlculo de pg
expandido até o terceiro coeficiente exige 3426 integrais. O computo de pig
expandido até o quinto coeficiente exige 94.162 integrais.
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Apéndice B
Integrais Colisionais

Para construir o sistema de equagdes diferenciais 2.40:

ai(t) = wo(t)y + 2lywo(t)(a; — aj—1), 1=0,1,2,...,00, (B.1)

precisa-se das integrais colisionais 2.41:

VIZ%\{Q—Q_:(IT{“)/dcldcz/delz(vlz-elg)(a(vm-elg)x (B2)
l
x plen)ple)A (i) + 5i(S)) (B.3)

Da definicao de 1, (equagao A.8), fica ébvio que as integrais 7; sao combinagoes
lineares dos p,. Para efeito de referéncia, relacionamos aqui as expressoes das
cinco primeiras integrais:

_.,_Ver
71—7*353@,
__'27T§ _l +§
T T 15 2 ek

_Veml6 (1 7 35
V3= Ir 35 6#6 4ﬂ4 8#2 )

_ V2m128 { 1 3 63 105 }

(AT YL U B T T

Va7 256 [ 1 1133 231 115
= VISR e — s g — . B.4
75T Tar 693 {120“10 T T T LR DT ”2} (B4)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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