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“Nothing in nature is random... A thing appears random
only through the incompleteness of our knowledge.”
— Benedict Spinoza
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Resumo

Cada vez mais a andlise de séries temporais tem estado presente no mercado
financeiro, auxiliando a obtencao de previsoes e a tomada de decisao. Na
presenca de eventos extremos, as perdas sao sempre muito grandes e em alguns
casos podem levar os investidores a faléncia. Algumas medidas foram criadas
para mensurar esse risco, porém elas nao levam em conta o fato de que outras
varidveis podem ser relevantes & mensuragao. Engle & Manganelli (2004)
propuseram um nova metodologia para medir os riscos de investimento, o
modelo CAViaR, que, além de permitir a inclusao dessas varidveis, permite
avaliar a qualidade do ajuste. O principal objetivo desta dissertacao é avaliar
a nova metodologia proposta por Engle & Manganelli (2004) conjuntamente
com as metodologias existentes, nos casos dos indices da Bolsa de Valores
de Sao Paulo — IBOVESPA e da Petrobras. Por outro lado, verificamos a
qualidade da estimacao dos parametros através de simulagao de Monte Carlo,
de onde pudemos concluir que a qualidade da estimagao estd ligada a escolha
dos parametros iniciais e que, em geral, faz-se necessaria a consideragao de um
grande numero de vetores de estimativas iniciais.
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Abstract

Time series analysis has been increasingly used in Finance. In the presence of
extreme events, loses can turn out to be very large and can lead to bankruptcy.
Some techniques have been proposed in the literature such a risk, but they do
not take account the impact of additional variables. Engle & Manganelli (2004)
proposed the class of CAViaR models to account for the effects of such variables.
In this thesis, we evaluate CAViaR models to more established models in the
literature. Parameter estimation is analyzed by Monte Carlo simulation. The
results show that the choice of initial values can be quite importante when
obtaining point estimates for the parameters that index the model.
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Introducao

A anadlise de séries temporais tem estado cada vez mais presente na analise de
mercados financeiros. A metodologia proposta por Box & Jenkins (1970) e as
contribuigoes posteriores de diversos autores auxiliam os investidores a realizar
previsoes e, com isso, decidir o momento correto para investir ou vender suas
acoes.

Porém, no caso de ocorréncia de eventos extremos, os modelos de séries
temporais em geral nao conseguem prever a magnitude das perdas, fazendo
com que os investidores percam muito dinheiro, o que pode levar alguns deles
a faléncia.

Tipicamente, os eventos extremos apresentam probabilidade de ocorréncia
muito baixa, fato que faz com que alguns investidores nao se preocupem com
sua ocorréncia. Por exemplo, em 24 de outubro de 1929 — data marcada como
a quinta-feira negra, quando da quebra da Bolsa de Nova lorque —, a economia
norte-americana entrou em colapso e, conseqiientemente, o mesmo ocorreu
com a economia mundial. Em decorréncia a quebra, o crescimento alemao foi
paralisado, visto que, a época, a Alemanha era dependente dos investimentos
norte-americanos; as economias inglesa e francesa foram abaladas, devido a
completa impossibilidade alema de pagar as indenizacoes de guerra; e colapso
do comércio mundial, gerando uma maior restricao da produgao internacional.
O “crack” da bolsa nova-iorquina fez com que os investidores tivessem grandes
perdas.

A solucao para o problema dos eventos extremos no mercado financeiro
s6 surgiu na década de 90 e foi a forma encontrada por algumas instituicoes
financeiras para minimizar suas perdas. A ferramenta criada por essas insti-
tuicoes consegue mensurar o risco do investidor considerando os movimentos
de mercado. A essa medida, eles deram o nome de Valor em Risco ou, sim-
plesmente, VaR. Com isso, as instituicoes passaram a saber o montante que
deveriam ter guardado, caso algum evento catastréfico ocorresse, sem que elas
corressem o risco de encerrar suas atividades.



Existem diversas formas de se calcular o risco das carteiras de investimento.
Cada uma delas apresenta vantagens e desvantagens com relagao as demais.
Contudo, nenhuma delas leva em conta a inclusao de outras varidveis. A
inclusao de varidveis adicionais para explicar o comportamento de uma deter-
minada carteira pode ajudar a compreender o mecanismo gerador da mesma e,
com isso, fazer com que o investidor esteja mais proximo da realidade. Quando
nao incluimos varidveis significativas, podemos estar subestimando (ou super-
estimando) o montante que pode ser perdido caso tais eventos ocorram.

Pensando nisso, Engle & Manganelli (2004) propuseram uma nova forma
de mensurar o risco do investidor e a ela deram o nome de Valor em Risco
Auto-regressivo Condicional ou, simplesmente, CAViaR. Essa nova metodologia
¢é bastante diferenciada das existentes anteriormente, visto que nela nao sao
feitas suposicoes a respeito da distribuicao dos retornos da carteira. Nessa
metodologia, em vez de modelar a distribuigao dos retornos, como faz a maioria
dos métodos de calculo de VaR anteriores, modela-se diretamente os quantis da
distribuicao, nao havendo, portanto, suposicoes a respeito da sua distribuicao.

Outra vantagem da metodologia CAViaR é a possibilidade de se utilizar di-
versas especificagoes e a escolha da melhor forma fica diretamente relacionada
a carteira em estudo.

Além de apresentar essa nova metodologia, Engle & Manganelli (2004)
apresentam um teste para verificar a adequabilidade do modelo. O teste de
Quantis Dinamicos tem a capacidade de verificar se o modelo considerado é
adequado para a obtencao do VaR, o que até entao nao era possivel concluir,
visto que os modelos antecessores nao permitiam esse tipo de avaliacao.



Capitulo |

Modelagem de Séries Financeiras

A anélise de séries temporais financeiras esta relacionada com a identificacao
de alguma relagao existente entre os dados que possa ser modelada a fim de
se conseguir gerar previsoes.

Apés identificada a relacao, é possivel entender o mecanismo gerador da
série e, com isso, produzir previsoes acuradas de valores futuros, um dos prin-
cipais objetivos do estudo de séries temporais.

Nas secoes seguintes definiremos os conceitos basicos necessarios para o
entendimento do problema e apresentaremos as técnicas mais utilizadas na
andlise de séries financeiras.

1.1  Conceitos basicos

Considere o processo estocastico {Y;, t € II}, onde IT é o conjunto indice
que controla a evolugdo do tempo; geralmente, IT = {1,2,...}, podendo ser
continuo em alguns casos. Um processo estocastico é uma familia de variaveis
aleatorias e a uma determinada realizacao desse processo da-se o nome de série
temporal.

Um conceito importante na andlise de séries temporais é o de estaciona-
riedade. Uma série y; é dita ser fortemente estacionaria se a distribuigao

conjunta de {y¢,, Yty - ., yz, } for idéntica & de {y¢,+n, Yeoth, - - - > Yt,+h ), Dara
todo h, onde k é um nimero inteiro positivo e arbitrério e {t1,ta, ..., t;} é uma
colecao de k numeros inteiros positivos. Em outras palavras, a distribuicao
conjunta de {ys,, Yty ..., Yz, } € invariante no espago de tempo. Esta é uma

condicao muito forte e raramente observada em dados reais.

Um outro conceito é o de estacionariedade fraca, sob o qual a média de y; e
a covariancia entre v e y;_j sao invariantes no tempo, ou seja, y; € fracamente
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estacionaria se F(y;) = p e se a fungao de autocovariancia, Cov(ye, Yr—r) = Vi,
depende exclusivamente de k, para todo k e para todo t. Em palavras, a série
y; flutua com variacao constante em torno de um nivel constante. Assume-se
ainda que os dois primeiros momentos de y; sao finitos. Este conceito é muitas
vezes referido na literatura como estacionariedade de segunda ordem.

Assim, se y; for fortemente estacionaria e seus dois primeiros momen-
tos forem finitos, entao y; também sera fracamente estacionaria. Porém, o
contrario, em geral, nao ¢é verificado. Contudo, se y; for normalmente dis-
tribuida, estacionariedade fraca implicard estacionariedade forte. Neste tra-
balho, quando usarmos o termo estacionariedade estaremos nos referindo a
estacionariedade fraca.

Estacionariedade é a suposi¢ao mais comumente feita em modelos de séries
temporais. Porém, muitas vezes, as séries em estudo sao nao-estaciondrias, ou
seja, nao satisfazem uma ou ambas as condicoes de estacionariedade apresen-
tadas. Esta violacao pode ser decorrente da presenca de tendéncia, sazonali-
dade, periodos de volatilidade ou mudancas na estrutura da série. Geralmente
o problema é solucionado tomando-se diferencas sucessivas da série original ou
fungoes da mesma.

A d-ésima diferenca de 1; é definida por

Aty = (1 - B)"y,
onde B é chamado de operador retroativo e B¥y; = y,_j. Assim, a primeira
diferenca de y; é dada por
Ayr = (1= B)yt = yt — Y1,
enquanto que a segunda diferenga de y; é
APy = (1= By = (1—-2B+ By = yi — 2y1-1 + r—2-

Em geral, basta tomar d = 1 ou d = 2 para que A%y se torne estacionaria.

O coeficiente de correlacao entre duas variaveis aleatérias X e Y é definido
como

oL CovXY)  BIX =) —py)
W WNVar(X)Var(Y)  VE[(X = p 2 E[Y = )2

onde /i, e ji, 520, respectivamente, as médias de X e Y. Este coeficiente mede
a intensidade da relacao linear existente entre X e Y, onde —1 < p,, <1le
Pxy = Pyx- Nao ha correlagao entre X e Y se p,,, = 0. No caso em que
X e Y sdo normalmente distribuidas, entéo Pxy = 0 se e somente se as duas
variaveis sao independentes. Esta medida pode7ser consistentemente estimada
por

T
> (o~ )i~ 7)

1

= ,
\/Z (wi =) > (i —¥)?

t=1 t=1

-~

Pxy

M=



T T

onde = > x;/T ey= > y;/T sdo as médias amostrais de X e Y, respecti-
t=1 t=1

vamente.

Quando o interesse reside na dependéncia entre y; e seus valores defasa-
dos y;_, 0 conceito de correlacao é chamado de autocorrelacao e é denotado
por pi, o qual, sob a suposicao de estacionariedade, é fungao somente de k.
Especificamente,

_ COV(ybytfk) _ COV(yt»yt—k) _ %
v/ Var(ys) Var (y; 1) Var(y) Y0

Pk

Aqui, utilizamos a propriedade de estacionariedade que Var(y;) = Var(y;_g).
Da definigao, temos que pg = 1, p_p = pr ¢ —1 < pp < 1. Assim, nao ha
correlagao serial se, para todo & > 0, pr = 0.

A funcao de autocorrelagao amostral é dada por

S (- Tk~ 7)
=" [1.1]
S (-7

t=1

Sob algumas condigoes, py ¢ um estimador consistente de pg. Por exemplo, se
{y:} for uma seqiiéncia independente e identicamente distribuida e E(y;) < oo,
entao py serd assintoticamente normal com média zero e variancia 1/7T, ou seja,

VT 71 -5 N(0,1).

Uma série temporal a; é dita ser ruido branco se a; é uma seqiiéncia de
variaveis aleatorias nao-correlacionadas com média zero e variancia finita. Em
particular, quando a; é normalmente distribuida, diz-se que a mesma é um
ruido branco gaussiano. As autocorrelacées de um ruido branco sao zero para
todas as defasagens diferentes de k£ = 0.

Em modelos financeiros é comum a utilizacao de retornos para a obtencao
de previsoes e realizacao de ajustes. Definiremos a seguir os dois principais
tipos de retornos utilizados na literatura. Seja 1y; o valor de um ativo no
instante de tempo ¢. Definimos retornos simples de um periodo como

1+Rt:i ou, ainda, Rt:i—l,

Yt—1 Yt—1

o qual mede a variacao do valor do ativo entre t —1 e ¢, em termos percentuais.
O logaritmo natural dos retornos simples é chamado de retorno composto
continuamente ou, simplesmente, log-retorno, dado por

re = log(1 + Ry) = log (yf—:) = log(yt) — log(yt—1) = pt — pr—1,

5



onde py = log(y;) e ¢ corresponde aproximadamente ao percentual da varia¢ao
da posicao.

Considerando k periodos, temos que os retornos simples e os log-retornos
sao dados por

1+ Ry[k] = Yo Y=t Y2 Ykl Y e
yt—l yt_Q yt—S ytfk yt—k
rilk] = log(1 + Ry[k]) = log (i) + -+ log (M)
Yt—1 Ytk
=rr+r—1+ ... +Tt—]€+17 [12]

respectivamente. A expressao [1.2] pode ainda ser reescrita como
ri[k] = log(y:) — log(yi—)-

E comum assumir que 13 é uma série fracamente estacionaria. Exemplos da
utilizagao de retornos simples e log-retornos, bem como suas propriedades, sao
discutidos em Tsay (2002) e em Morettin & Toloi (2004).

1.2 Modelos de Box—Jenkins

Na andlise de séries temporais, em geral, utiliza-se o conjunto de observacoes
originais, ;. Entretanto, quando y; é uma variavel financeira, como, por exem-
plo, precos de ativos, é mais comum que se utilize r; ao invés de 1, por duas
razoes: retornos sao livres de escala de medida e sao mais faceis de tratar do
que séries de precos, pois possuem propriedades estatisticas mais atrativas.
Assim, iremos construir a classe de modelos de Box—Jenkins utilizando r;, mas
todas as defini¢oes apresentadas sao igualmente vélidas se considerarmos ;.

A classe de modelos mais comumente utilizada na anélise de séries tem-
porais é a dos modelos auto-regressivos integrados e de médias mdveis ou,
simplesmente, ARIMA(p,d, q), que foi proposta por Box & Jenkins (1970).
Sua forma geral é dada por

P q
(1= B)'re=do+ > dire—i+ar— Y bjar,
i=1 j=1

onde {a;} é um ruido branco e p, d e ¢ sdo numeros inteiros nao-negativos
que representam, respectivamente, as ordens auto-regressiva, de integracao e
de médias moveis. Este modelo pode ser reescrito em funcao de operadores
retroativos:

(1—¢1B—--—¢,B°)1—B)r =¢g+(1—-6,B—---—0,Ba; [1.3]
6



ou, ainda,

O(B)A%ry = ¢ + O(B),

onde (B)=(1—-—¢p1B—---—¢pBP) e O(B)=(1—-61B—---—0,B9).
Alguns casos particulares do modelo ARIMA (p,d, q) merecem destaque.
Quando d = ¢ = 0, temos o modelo auto-regressivo de ordem p, AR(p). O
modelo ARIMA(0, 0, ¢) é conhecido como modelo de médias méveis de ordem
q ou, simplesmente, MA(q). Se r; é estaciondria, nao é necessario que se
tome diferencas e, conseqiientemente, d = 0. A este modelo, da-se o nome
de modelo auto-regressivo e de médias méveis, ARMA(p, q). As propriedades
desses modelos também valem para os casos em que d # 0, conhecidos como
modelos integrados, desde que se considere a série z; = A%y, em vez de ry.

1.2.1 O modelo auto-regressivo

O modelo AR(p) é obtido de [1.3] com d = g = 0, ou seja,

(L=¢1B == ¢pB)re =do+w
ou, simplesmente,
p
re=do+ Y Giri—i+ar. [1.4]
i=1

Estudaremos a seguir as propriedades dos modelos AR, inicialmente, para o
caso mais simples, o modelo AR(1), dado por

Ty = ¢o + O111-1 + ay. [1.5]

Se assumimos que a série é estaciondria, entao E(r:) = u, Var(r¢) = 7o
e Cov(ry, r4_¢) = -y, onde u e 7y sdo constantes e 7, é fungao que depende
apenas de £. Assim, temos que

E(re) = E(do + ¢11e—1 + ar) = ¢o + o1 E(re—1).
Sob estacionariedade, E(r;) = E(ri—1) = p e, conseqiientemente,

®0
1—¢1

Note que a média de r; existe se ¢1 # 1 e é nula se ¢9 = 0. Logo, no
processo AR(1), ¢g ¢ relacionado com a média de ;. Fazendo ¢g = (1 — ¢1)p,
podemos escrever o modelo AR(1) como

f= g0+ ¢1p, ousecja, p=

re = (1= ¢1)u+ d1ri-1 + ay
=p— Q1+ Q1re—1 +ag = p+ Gr(re—1 — p) + ag.

7



Logo,
e —p=¢1(ri—1 — 1) + aq. [1.6]

Tomando o valor esperado do quadrado de [1.6], obtemos

E [(rt — /L)?} =L {[¢1(7”t71 — ) + at]z}
= E [7(re1 — ) + af + 201 (re—1 — p)ay]
= O1E [(r—1 — )] + E(a}) + 261 B [(re—1 — p)ae)

Da independeéncia entre 741 e a;, temos que
E(ri—1 — p)a] = E(re—1az) — pE(ar) = E(re-1)E(ar) — pE(az) = 0.

Assim,
E [(re — p)*] = ¢1E [(ri-1 — w)?] + E(a7).

Como E [(r¢ — p)?] = Var(r¢), temos que
Var(r;) = ¢ Var(ry_1) + o2,

onde 02 é a variancia do ruido branco. Dado que Var(ry) = Var(r;_1), devido
a suposicao de estacionariedade, obtemos

o2

Var(r;) = —%,

( t) 1— (b%
com gb% < 1, visto que Var(r;) é nao-negativa. Conseqiientemente, a esta-
cionariedade do modelo AR(1) implica que —1 < ¢; < 1, que a média e a
variancia de r; sao finitas e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que todas
as autocovariancias sao finitas. Resumindo, para que o modelo AR(1) em [1.5]
seja estaciondrio, é necessario e suficiente que |¢1| < 1.

Multiplicando [1.6] por a;, tomando o valor esperado e usando novamente
a independéncia entre a; e r;_1, obtemos

El(re — p)at] = E{ar[o1(re—1 — p) + ar)]}
= E[¢1(ri—1 — p)ad] + Eaf) = E(af) = 0. [1.7]

Se multiplicarmos [1.6] por (r;—; — p), tomarmos o valor esperado e uti-
lizarmos o resultado [1.7], obteremos

o171 + 02, se { =0,
Yo =
gbl’}/f—la se £ > 07

pois v_y = 7. Portanto, para o modelo AR(1) estacionério em [1.5], temos
que a funcao de autocorrelagao de r; é dada por

pe = ¢1pe—1, para £ > 0;
8



mas pg = 1, logo podemos escrever p, = ¢(f. Ou seja, a fungao de autocor-
relagao do modelo AR(1) decai exponencialmente com ¢;.
Outro modelo é o AR(2), o qual é dado por

re = ¢o + P17ri—1 + Pari—2 + ar. [1.8]
Analogamente ao que foi feito para o modelo AR(1), é facil verificar que

_ 9%
1—¢1— ¢’

onde ¢1 + ¢ # 1, para que E(r;) < 0o, conseqiientemente r; seja um processo
estaciondrio. Fazendo ¢g = p(1 — ¢1 — ¢2) em [1.8], obtemos

E(ry) = p

re — = ¢1(ri—1 — p) + dp2(ri—2 — p) + as. [1.9]

Multiplicando [1.9] por (r;—y — u), tomando o valor esperado e considerando
a independéncia entre a; e r;_y, temos

El(re — p)(ri—e — p)] = E{(re—e — @) [d1(re—1 — p) + da(ri—2 — p) + ]}
= 1 E[(re—1 — p)(re—g — p)]+
+ ¢oB[(re—o — p)(ri—¢ — p)] + Elag(re—e — )]
= $1Cov(ri—1,7mt_¢) + $2Cov(ri_a,m¢_yg).

Ou seja,
Yo = 01701 + P2v0—2, £ > 0. [1.10]

O caso em que ¢ = 0 é obtido repetindo-se o procedimento acima e uti-
lizando o quadrado de [1.9], ou seja,

Y0 = E[(re — p)*) = E{(re — p)[d1(re—1 — p1) + ¢2(re—2 — p) + ar]}
= 01 E[(re—1 — p)(re — w)] + @2 B[(re—2 — p)(re — )] + Elag(re — p)]
= o171 + day2 + Elag(ry — ).

Vimos em [1.7] que Ela;(r; — p)] = o2 para o modelo AR(1). Usando o mesmo
raciocinio chegamos a

Yo = P11 + paye + 0

ou, ainda,
2

[0
1= ¢1p1 + pap2 + —
Y0

e, finalmente,

2
a

T 1= i1 — dopa

Dividindo [1.10] por 7, obtemos a fungao de autocorrelagao:

g

Y0

pe = ¢1pe—1+ P2p0-2, £>0. [1.11]
9



Assim, para o modelo AR(2) estaciondrio, temos que

se £ =0,

1,
pe={¢1/(1—¢2)7 se { =1,
O1pe—1 + P2pe—2, sel>1,

pois p1 = ¢1p0 + P2p-1 = @1 + P2p1.
A autocorrelagdo em [1.11] nos diz que a funcao de autocorrelagao do
modelo AR(2) satisfaz a equacao

(1—¢1B — ¢2B%)p, =0,

a qual determina as propriedades da funcao de autocorrelacao do modelo
AR(2) e também o comportamento das previsoes de r;. A condic¢ao de esta-
cionariedade para este modelo é que as raizes de (1 —¢1 B — ¢QB2) = 0 estejam
fora do circulo unitario.

Generalizando os resultados obtidos anteriormente, chegamos ao modelo
AR(p), apresentado em [1.4], cuja média e varidncia sdo dadas, respectiva-
mente, por

Po e
e Var(ry) = ,
l—¢1——¢p (re) L—¢1p1— - — dppp

E(Tt) =

onde i o;i # 1.
A?&ngéo de autocovariancia é dada por
Yo = G1Ye—1+ o+ Opye—p, para £>0,
e a funcao de autocorrelacao é
pe= Q1p¢—1 + -+ Pppo—p, para £ >0. [1.12]

Tomando ¢ =1,2,...,p, em [1.12], obtemos as equagdes de Yule-Walker:

p1= @1+ Pap1 + -+ Oppp_1
P2 = Q1p1 + P2 + - -+ + Gppp—2

Pp = P1Pp—1+ p—2+ -+ + Pp.
O modelo AR(p) satisfaz a equagao
(1-¢1B—---—¢pBP)py =0, para (>0.

Se as raizes do polinémio (1 —¢1B —---— ¢,BP) = 0 estiverem fora do circulo
unitario (no plano complexo), o modelo serd estaciondrio.
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Na prética, a ordem p do modelo auto-regressivo é desconhecida. Contudo,
ela pode ser determinada de duas maneiras. A primeira utiliza o conceito de
autocorrelacao parcial e a segunda utiliza funcoes penalizadoras.

Seja ¢pp 0 (-ésimo coeficiente do modelo AR(k), de tal forma que ¢ seja
o ultimo coeficiente. Ja vimos que

pe = Qp1pe—1 + Op2pe—2 + -+ Qpppo—k, para L=1,2,... k.

Reescrevendo essas equacoes em forma matricial, obtemos

1 P P2 e PRl Pk1 p1
p1 1 pPL oo Pk—2 Pk2 P2
P2 pP1 L pr-3 k3 | = | p3
Pk-1 Pk—2 Pk-3 --- 1 Dk Pk
Resolvendo essas equacgoes sucessivamente para k = 1,2, 3, ..., obtemos
b1 = p1,
L m
oy = P11 P2 _ P2~ p%
L m L—p7’
p1 1
L ;om
pr 1 p2
P2 P1 P3
¢33 =1——.
L p1 p2
pr 1 m
p2 p1 1
Em geral,
Pyl
Okl = ——, 1.13
Pyl 113

onde P}, é a matriz de autocorrelagoes e Py é a matriz Py, com a tltima coluna
substituida pelo vetor de autocorrelacoes. A ¢ dé-se o nome de funcao de
autocorrelagao parcial de ordem k.

Pode-se demonstrar que, em modelos AR(p), a funcao de autocorrelagao
parcial comporta-se da seguinte maneira: para k < p, ¢gr # 0; caso contrario,
Ok € igual a zero. Assim, serd necessario estimar a funcao de autocorrelacao
parcial do processo AR. Uma maneira de fazé-lo consiste em estimar mode-
los auto-regressivos de ordens p = 1,2,... e tomar as estimativas do ultimo
coeficiente ¢y, de cada ordem.

Outra maneira consiste em substituir nas equagoes de Yule-walker do mo-
delo AR(k) as fungbes de autocorrelagdo py por suas estimativas, ou seja,
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devemos substituir as autocorrelagdes em [1.12] por suas estimativas como
calculadas em [1.1], isto é,

Pr = Qr1pr—1 + - + OkkPr—k,

e resolver essas equagoes para ¢ = 1,2,.... Assim, temos que ¢pr mede a
correlagao remanescente entre r; e r;_; depois de eliminadas as influéncias de
Te—1s -+ -5 Tt—k+1-

Sob a suposi¢ao de que o modelo é um AR(p), as fungdes de autocorrelacao

parcial estimadas de ordem p+1,p+2, ... tém variancia (Box & Pierce, 1970;
McLeod, 1978)

~ 1
Var (o) ~ T bara k>p+1.

Para T suficientemente grande, Ekk tem distribuicao aproximadamente normal,
o que permite a construcao de intervalos de confianca para ¢pp.

Contudo, esta estratégia de identificacao é bastante deficiente, como mos-
trou Hjorth (1987). Nesse trabalho, o autor procedeu a identificagao visual
de 500 processos ARMA(1,1), dos quais apenas 28 (5,6%) foram corretamente
identificados.

Outra forma de identificacao de modelos é feita através da utilizacao do
Critério de Informagao de Akaike (Akaike, 1974), que para o modelo AR(k) é
definido como

“ 2k
AIC(K) = —2log Ly, + 2k = log o3 + ot [1.14]

onde Zk é a estimativa da funcao de verossimilhanca maximizada e 8,% é a
estimativa de maxima verossimilhanca de 02 para o modelo com k parametros.

Na pratica, calcula-se o valor de AIC(k) para k = 1,2,..., P, onde P é
um numero inteiro positivo pré-especificado. O modelo selecionado sera aquele
que fornecer o menor valor de AIC. Note que o tltimo termo de [1.14] é uma
funcao penalizadora e que a inclusao de novos parametros aumenta o valor da
verossimilhanga, fazendo com que —2log £y diminua. Assim, a fungao penali-
zadora faz com que modelos super-parametrizados nao sejam selecionados. E
importante destacar que diferentes funcoes penalizadoras resultam em dife-
rentes critérios.

O Critério de Informacao de Akaike Corrigido (Hurvich & Tsai, 1989) é
dado por

2kT

T—k—-1
Esta medida é assintoticamente equivalente ao AIC, mas tende a funcionar
melhor quando 7" é pequeno. Outro critério é o Critério de Informagao Bayesia-

no, também conhecido como Critério de Informacao de Schwarz (Schwarz,
1978), dado por

AICC(k) = logos + [1.15]

klogT

BIC(k) =log s + [1.16]

12



Algumas consideragoes tém que ser feitas sobre a selecao de modelos por
meio de uma funcao penalizadora. Em modelos puramente auto-regressivos, a
sele¢ao de modelos por AIC e AICC é assintoticamente eficiente (Choi, 1982).
Suspeita-se que o mesmo ocorra com BIC', mas essa propriedade ainda nao
foi provada.

E facil perceber que a inclusao de novos parametros é mais fortemente
penalizada quando se utiliza BIC em vez de AIC, para tamanhos amostrais
maiores do que oito observagoes, pois

klogT > 2k
logT > 2

T > €2 = 7.389.

Consideraremos agora o processo de estimacgao dos parametros do modelo
AR(p). Primeiramente, apresentaremos o método de minimos quadrados. Em
seguida, apresentamos o método de maxima verossimilhanca e uma discussao
acerca dos dois métodos.

Considere o modelo AR(p) em [1.4]. O método de minimos quadrados
condicionais, que inicia na (p+ 1)-ésima observagao, é utilizado para obtengao
das estimativas dos parametros desconhecidos, ¢1,...,¢, e o2. Especifica-
mente, condicionados as primeiras p observacoes, nos temos

re=¢o+ o111 + Ppri—p +a, para t=p+1,...T.
Assim, o modelo ajustado é
Tt = o+ p1ri—1+ -+ Ppri—p,

cujo residuo associado é
/dt =Tt — /ft.

As estimativas de ¢ = (¢1, ..., $p) e 02 sdo obtidas através da minimizagao
da funcao
T T T
Si(9) = Z (re — o — 1re—1 — -+ — Ppri—p)® = Z (re —7)% = Z a?.
t=p+1 t=p+1 t=p+1

Ou seja, @ é escolhido como a solugao do sistema de equacoes nao-lineares

0816) N~ o _
Doy Qt_zp;rl(rt Po — P17Tt—1 Gpri—p) =0
T
321(@ = -2 Z (1¢ — o — d1re—1 — - — Ppry—p)ri—1 =0
(bl t=p+1
051(9) -
81¢ =2 Z (1t — @0 — P17re—1 — ++ — Ppre—p)Tt—p = 0.
p t=p+1
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A partir da seqiiéncia {a;} obtemos

6_\2: Sl(%) )
«T T 9op—1

Outra forma de obter as estimativas de minimos quadrados ¢ utilizando o
método exato, o qual consiste em minimizar

T

Sa(¢) = Z(Tt —¢o— P1rg—1 — 0 — </5p7“t—p)2 = (re —?t)Q =

2
ay .

W
]~

Neste método, as p observacoes iniciais entram no processo de estimagao como
parametros desconhecidos e que necessitam ser estimados, fazendo com que a
convergencia nesse caso se dé de forma mais lenta.

Um outro método que pode ser utilizado ¢ o método da maxima verossi-
milhanca, o qual consiste em maximizar a funcao de distribui¢ao conjunta. Sob
a suposicao de normalidade dos a;, temos que a fungao de verossimilhanca de
at,...,ar é

T
L(¢,02) = (2%02)_% exp {— Z a%/QUE} . [1.17]
t=1

Nao ¢ dificil verificar que o vetor ¢ que maximiza [1.17] também maximiza a
funcdo de log-verossimilhanca £(¢, 02), dada por

T T 1
€<¢7 0(21) = 10g£(¢7 0-2) - _5 10g27’(’ - 5 IOgO'g T 5.2 Za’%a

202
@ =1
ou, ainda, por

T T
U(,07) = 3 log 2 — —log Jg—
- —2 — g0 — 171 — -+ — Bpri—p)*. [1.18]
CL

Os estimadores de maxima verossimilhanca de ¢ e ag sao obtidos através
da solugao do sistema de equacoes nao-lineares provenientes das primeiras
derivadas de [1.18], ou seja, de

9(p,0%) 1
O LSy
0 9a %=1
(.02 _ 1 .
— == Z(Tt — Qo — P11—1 — = Gpri—p)Tt—i =0, i=1,---p,
¢ %a 4=
ol(e, 02 T
(;fﬂ ) _ 404 Z — 0 — Q17t—1 — - — Ppri—p) = 0.

a =1
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Ansley & Newbold (1980), em um estudo de simula¢do de Monte Carlo,
avaliaram o comportamento dos métodos de estimacao apresentados. Para
o caso de modelos auto-regressivos, os resultados obtidos por esses autores
sugerem que o método da maxima verossimilhanca e o de minimos quadrados
condicionais sao semelhantes, enquanto o outro método tem desempenho pouco
inferior aos demais.

No mesmo trabalho, esses autores consideraram modelos AR(2) tais que
as raizes de (1 — ¢1 B — ¢9B%) = 0 fossem reais ou complexas. Novamente, os
resultados sugerem equivaléncia entre os métodos da maxima verossimilhanca
e minimos quadrados condicionais e uma leve inferioridade de minimos quadra-
dos exatos em horizontes de previsao curtos. Porém, quando os parametros
estao proximos da fronteira de estacionariedade, os resultados favorecem o
método da méaxima verossimilhanca. Contudo, para previsoes em horizontes
mais longos e na proximidade da fronteira de estacionariedade, a estimacao
pelos trés métodos é deficiente, havendo, ainda assim, uma leve vantagem do
método da maxima verossimilhanca.

A precisao dos estimadores pode ser verificada através de intervalos de con-
fianca. Os estimadores de maxima verossimilhanca tém distribuicao assintética
normal

- d
6 — N(¢,V),
onde
P9(¢) .. 5:(9)
9o 900y
V=2 ; . : [1.19]
P9(¢) .. 95:(9)
9009y dp
Pode-se mostrar que o estimador de maxima verossimilhanca de o2 é
5 _ Sa(9
52 = 2;@, [1.20]

e que para T suficientemente grande 6\2 e gAb sao nao-correlacionados. Subs-
tituindo o2 por [1.20] na equacio [1.19] e calculando as segundas derivadas,
obtemos {\f, ou seja, as estimativas das variancias dos estimadores e das co-
variancias entre eles; a partir delas é possivel construir intervalos de confianca
para os parametros. Para os modelos AR(1) e AR(2), essas variancias sao

aproximadamente
var (1) 1— ¢}
ar ~—=
! T
© 2
~ ~ 1—
Var (9251) = Var (qbz) ~ ¢27
T
respectivamente.

Embora a estimacao pontual funcione bem, a estimacao intervalar tipi-
camente nao é precisa, sobretudo na proximidade da fronteira de estaciona-
riedade. Ansley & Newbold (1980) mostram que a distribui¢ao exata dos
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estimadores pode estar bem distante da distribuicao assintética, o que torna
a utilizagao de testes t para verificar a significancia dos parametros pouco
confidvel.

Ap06s a identificacao do modelo e da estimacao dos parametros, é necessario
que seja investigada a adequabilidade do modelo. Uma alternativa é verificar se
as fungoes de autocorrelacao amostrais dos residuos pertencem ao intervalo de
confianca assintético de nivel 95%. Outra alternativa é testar conjuntamente
a significancia das primeiras m autocorrelacoes residuais, o que pode ser feito
através de um teste de Portmanteau.

Box & Pierce (1970) sugeriram um teste para as autocorrelagoes dos resi-
duos que, apesar de nao detectar quebras especificas no comportamento do
ruido branco, pode identificar se esses valores sao muito altos em termos ab-
solutos. Esses autores formularam um teste global envolvendo as m primeiras
funcoes de autocorrelagao dos residuos p;, no qual deseja-se testar a hipdtese

Hy: paq = paz2=---= pam = 0.

Admitindo que o modelo estimado é um AR(p), Box & Pierce (1970)
mostraram que, sob a hipotese Hy, a estatistica

QBp —TZPak

tem distribuicdo assintética x? com m — p graus de liberdade, propriedade que
permite concluir pela mé qualidade do ajuste quando o valor observado para
Qpp exceder o valor critico associado ao nivel de significancia adotado.

Segundo Tsay (2002), estudos de simulacao sugerem que se considere m =
log(7T), enquanto Venables & Ripley (2002) recomendam que seja considerado
m = 10. A rejeicao da hipdtese nula sugere que o modelo estimado nao é
apropriado para descrever a série temporal em questao.

Um teste melhorado foi apresentado por Ljung & Box (1978), baseado na
estatistica

Qi =T(T +2) Z 2 [1.21]

T-k
k=1

que também converge, porém mais rapidamente, para a distribuicdo y? com
m — p graus de liberdade. Por esse fato torna-se mais conveniente utilizar a
estatistica Q1,3 quando a amostra nao é muito grande.

Como ja afirmamos, a obtencao de previsoes é um dos principais objetivos
em séries temporais, portanto, apds a identificagao, estimacao e validagao do
modelo, deve-se passar para essa nova etapa.

Para o modelo AR(p) da equagao [1.4], suponha que no instante h este-
jamos interessados em prever o valor de rj14, onde ¢ > 1. Déa-se o nome de
origem e horizonte de previsdo a h e ¢, respectivamente. Seja 7, (¢) a previsao
de 740, a qual da-se o nome de previsao ¢-passos a frente de r; com origem
em h. Para a obtencao das previsoes utilizaremos as seguintes propriedades:
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m(l), seh+(>T,
Th4t =
* Thie, seh+0<T,

_]0, se h+0>T,
Gh+e = apte, seh+0<T.

A previsao um passo adiante é dada por
P
Ph(1) = E(rasalrn, rht,...) = do+ Y _ dirn1—i,
=1
cujo erro de previsao associado é
en(l) = rpi1 — (1) = apt1,
o qual possui variancia
Varley(1)] = Var(apy1) = 0.

Se a; for gaussiano, o intervalo de confianca de nivel 95% para o erro de
previsao um passo a frente de 741 serd

(1) +1.96 X 0.
A previsao dois passos a frente é dada por
Thi2 = Q0+ Q1741 + Q2rp + -+ Pprpgo—p + apyo.

Assim,

Th(2) = E(rpaa|th, Th=1, ) = @0 + 174 (1) + dorp, + - - + OpThia—p,
o erro associado sendo

en(2) = rpt2 — Pr(2) = d1rne1 — Pr(1)] + ant2 = ant2 + drap41-
A variancia do erro de previsao dois passos adiante é, portanto,
Varley (2)] = (1 + ¢7)o;.

Note que Var[e,(2)] > Var[ep(1)].
Da mesma forma, obtemos

Thet = Q0 + P1Thao—1 + -+ + PpThgo—p + Apge

p
Ph(0) = E(rhrelrn,mhet,...) = o+ Y difn(f — i),
i=1
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onde 7,(¢ — 1) = 14, se @ < 0, podendo ser obtida recursivamente. Pode-se
mostrar que

lim 75,(¢) = E(ry).

£—00

A propriedade acima é referida na literatura como “reversao a média’.

1.2.2 O modelo de médias mdveis

Outra classe de modelos é a dos modelos de médias méveis. O modelo de
médias méveis de ordem g, MA(q), é dado por

re = ¢o +ap — bhag—1 — -+ — bga—q. [1.22]

E facil observar que o modelo [1.22] é sempre estaciondrio, visto que trata-
se de uma combinacgao linear de ruidos brancos, os quais possuem os dois
primeiros momentos finitos e invariantes no tempo. Temos que

E(Tt) = E(¢0 “+ ay — Hlat_l — = Qqat_q)
= E(¢o) + E(ar) — 1 E(a—1) — -+ — 04E(a—q) = do.

A variancia de r; é dada por

Var(ry) = Var(¢o + a; — rai—1 — - -+ — Ogai—q)
= Var(as) 4+ 03Var(as_1) + - + @g\/ar(at_q)
q
:(1+9§+---+0§)a§:(1+29§>a§. [1.23]
i=1

Aqui, utilizamos o fato de a; ser ruido branco.

Assuma, por simplicidade, que ¢g = 0. A funcao de autocovariancia de 7y
é obtida multiplicando a equagao [1.22] por r;_y e tomando o valor esperado.
Assim, devido a independéncia entre 7;_p e a;, tem-se que

E(riri—e) = E[(at —braz—1 —- = Ogap—q)(ap—¢ — Orag_¢—q — - — Qqat—é—q)]

q q
= E(aia;_y) — Z 0;FE(ay—ia;_p) — Z 0; E(arar—q—;)
i=1 =1

a q
+ Z Z 0:0; E(ar—iaz—¢—;),

i=1 j=1
onde
0, sel#0.
18
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Assim,
(—«9@—}-919@_1—i-’"-i-@q_g@q)(fg, sel=1,2,...,q,
Vo= [1.24]
0, se l > q.

De [1.23] e [1.24], chegamos a fungao de autocorrelagao

( —00+0100 1 1++040,_¢

1+07+-+63 >’ se b =1,2,....q,

pL =
0, se > q.

Conseqiientemente, o modelo MA(q) é relacionado linearmente com as suas
primeiras ¢ defasagens e, portanto, é um modelo de meméria finita. Assim,
a funcao de autocorrelacao é ttil na identificacdo da ordem do modelo MA,
de forma que se py = 0, para ¢ > ¢, temos o modelo MA(q). As funcoes de
autocorrelagdo parciais sao obtidas da mesma forma que para os modelos AR
apresentada em [1.13] e sao diferentes de zero para todo /.

Outra forma de identificacdo é por meio dos métodos baseados em uma
funcao penalizadora. Assim, os critérios AIC, AICC e BIC apresentados em
[1.14], [1.15] e [1.16], respectivamente, podem ser utilizados da mesma forma
que para os modelos AR. Contudo, para modelos puramente MA, AIC e AICC
nao sao assintoticamente eficientes.

O processo de estimacao por minimos quadrados para os modelos MA é
feito de forma equivalente a adotada para modelos AR. O método de minimos
quadrados condicional assume que, para t < 0, a; = 0. Assim, para o modelo
MA(q) temos a seqiiéncia

a; =11 — Qo
ag =19 — ¢o + Ora1
az =13 — Qo + Oraz + hay [1.25]

No método de minimos quadrados exatos, a seqiiéncia [1.25] é adicionada
ao modelo como parametros adicionais que serao estimados conjuntamente
com os demais parametros. Em grandes amostras, as estimativas produzidas
pelos dois métodos sao muito préximas, conforme mostram Ansley & Newbold
(1980) para os casos do modelos MA(1) e MA(2).

A previsao do modelo MA(g) em [1.23] com origem em h e horizonte 1 é
dada por

Thil = Q0 + apy1 — bhap — -+ — Ogap_gi1.

Tomando o valor esperado condicionado a informacao disponivel em h, obte-
mos

Th(1) = E(rps1|th, Th—1,-+*) = ¢o — Orap, — - -+ — Ogap_g41
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e, portanto,
en(l) = rp1 — F(l) = apy1-

Conseqlientemente,
Var [ep,(1)] = o2

a

1.2.3 O modelo auto-regressivo e de médias méveis

O modelo auto-regressivo e de médias moveis, ARMA, combina os modelo AR
e MA discutidos anteriormente em uma estrutura compacta, na qual o niimero
de parametros é mantido reduzido.

Fazendo d = 0 em [1.3], chegamos ao modelo ARMA(p, q)
(1—¢B—-—¢pB")ry=¢o+(1— 6B — - —0,BY)a,. [1.26]

E importante ressaltar que para modelos ARMA (k, k) os polinémios (1—¢1 B—
oo —¢pB" e (1—61B—--- —0,B%) nao devem ser coincidentes, visto que o
cancelamento desses dois termos faz com que o processo se reduza a um ruido
branco.

A média do processo é obtida através do valor esperado de [1.26], de modo
que

E(ry) = E(¢o + ¢p17e—1 + -+ + Gpri—p + ar — O1ar—1 — - - — Oqa—q)
=0+ O1E(ri—1) + -+ OpE(ri—p).

Sob estacionariedade, temos que E(r;) = u, para todo t. Assim,

_ o)
1_¢1_"'_¢p.

Note que a média do processo ARMA(p, q) é exatamente a mesma do processo
AR(p).

Assumindo novamente, por simplicidade, que ¢g = 0 e multiplicando o
modelo [1.26] por 7y, tomando o valor esperado e usando o fato que a; é in-
dependente de r;_p e de a;_p, para £ > 1, obtemos a funcao de autocovariancia
do processo:

I

Ve = E(rire—)
=F [(¢1Tt—1 + -+ prrt—p +a;—bhap 1 — - — Qqat_q)T’t_g] .

Ou seja,

Yo = 1ye—1 + -+ Opve—p + Cov(ri_g, a) — 01Cov(re_g, ap—1) — - -
— 0,Cov(ri—g, at—q),
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onde Cov(r;_g,a;) é a covariancia cruzada entre r;_y e a;. Sabemos que, se
¢ >0, Cov(ry_g,as) = 0; caso contrario, Cov(r;_g,a;) # 0. Assim,

Yo =d1ye—1+ -+ Opve—p, para > q. [1.27]

De [1.27] obtemos a func¢ao de autocorrelagao de ry:

pe = ¢1pe-1+ -+ Gppr—p, para L£>q.

A funcao de autocorrelagao parcial de um modelo ARMA (p, q) pode ser obtida
da mesma forma que nos casos anteriores e se comporta como a de um processo
puramente MA.

Os processos de identificagao, estimacao e validacao sao também idénticos
aos apresentados para os modelos AR e MA. No caso da validagao, as es-
tatisticas Portmanteau tém distribuigao assintética X72n—p—q'

Ansley & Newbold (1980) consideraram a qualidade da estimagao em mo-
delos ARMA(1,1) e observaram que o método da méxima verossimilhanca,
apesar de ser pouco preciso quando os valores reais de ¢ e #; estao préximos
do cancelamento, produz previsoes mais precisas que os métodos de minimos
quadrados.

As previsoes um passo a frente para o modelo ARMA(p, ¢) sao dadas por

p q
Pr(1) = E(rpgalrn, ret,-+) = G0+ > dirnar—i — > Hjant1j,
i=1 =1

cujo erro de previsao associado é

en(l) = rpt1 —Th(1) = aps1.

Logo, Var [e;,(1)] = o2.
Para previsoes de horizonte ¢, temos

p q
Pr(l) =do+ Y dFn(t—i) =Y Oian(l — j),
i=1 j=1

onde ap(¢ — j) =0, se h4+{ — j > T caso contrario, ap({ — j) = apir—;-.

1.3 Modelos Heteroscedasticos

Consideraremos a seguir alguns modelos utilizados para modelar a volatilidade
de uma série de retornos. O termo volatilidade significa variancia condicional
da série, que freqiientemente em financas evolui no tempo. Os modelos apre-
sentados na secao anterior nao sao adequados para este caso, pois consideram
que a variancia se mantém constante no tempo.
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A volatilidade nao é observada diretamente e pode apresentar algumas
caracteristicas. Por exemplo, pode haver aglomerados de volatilidade, ou seja,
a volatilidade pode ser elevada durante um periodo de tempo e baixa fora
desse intervalo.

Para este tipo de modelagem, é importante considerar a média e a variancia

de r; condicionadas as informagoes passadas Fi—1 = {aq,...,a;—1}, ou seja,
o; = Var(ry|F—1) = FE [(7”75 — 1) |.7:t_1} , :

onde tipicamente J;_1 consiste de fungoes lineares dos retornos passados.

1.3.1 O modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional

O modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional, ARCH, foi in-

troduzido por Engle (1982). A idéia bésica é que os componentes da seqiiéncia

{a;} nao sao correlacionados serialmente, mas sdo dependentes e essa de-

pendéncia pode ser descrita por uma fungao quadratica de seus valores passa-

dos. Alguns autores utilizam o termo choque aleatério para se referir a ay.
Especificamente, o modelo ARCH(r) assume que

at = Ot&t,
o} =ag+aal |+ +apdd_,, [1.29]

onde {e;} é uma seqiiéncia independente e identicamente distribuida com
média zero e variancia unitaria, ag > 0 e a; > 0, para ¢ > 0 e as variaveis
aleatérias a; e ¢ sao independentes.

Os coeficientes a;; devem satisfazer algumas condigoes de regularidade para
garantir que a variancia condicional de a; seja finita. Na pratica, assume-se
que ¢¢ tem distribuicao normal ou ¢-Student padronizada.

Da estrutura do modelo temos que valores elevados de a¢ tendem a ser
seguidos por valores elevados. E importante destacar que alguns autores uti-
lizam hy para denotar a variancia condicional em [1.29]. Neste caso, temos que

at = \/h_t€t-

A média condicional de a; dado Fy_1 é
E(at|Fi-1) = E(oe|Fi—1) = E(ot|Fi—1)E(et| Fi—1) = 0y x 0 = 0.
Conseqlientemente, a média incondicional de a; é
E(at) = E(E(a|F-1)) = E(0) = 0. [1.30]
A variancia condicional de a; dado F;_1 é dada por

Var(a;|Fi—1) = E(a}|Fi-1) = E(ofe}|Fio1) = E(0}|Fi-1)E(}| Fi-1)
T
= 0152 =qp + Z Oéia%ﬂ'.
1=1
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A variancia incondicional de a; é, portanto,

T T
Var(a;) = E(af) = E{E(a}|Fi-1)} = E(ao+ Y _ eiai ;) = a0+ _ i B(a};),
i=1 i=1

a qual, sob estacionariedade, se reduz a

T T
Var(ay) = ap + Z o E(a?) = ag + Z a;Var(a) = o [1.31]

T B
i=1 i=1 =2
consequentemente, 0 < Zle a; < 1.
A fungao de autocovariancia de a;, para £ > 1, é dada por

Ve = Cov(ar, aye) = Elatar) = E [E(arapo| Frir-1)]
= ElaE(atio|Feo-1)] = ElarE(orectvel Frve-1)]
= ElatE(or1o|Frre-1) E(Erre| Frre—1)] = Elaror o Eeryel Frye-1)] =0,
pois €; possui média zero. Ou seja, a; ¢ uma seqiiéncia de variaveis aleatorias
nao-correlacionadas com média zero e variancia dada pela expressao [1.31].
A curtose é uma medida que pode nos auxiliar na identificagao da presenga
de volatilidade. Essa medida é obtida da razao entre o quarto momento de

a; e o quadrado de sua variancia. Assim, temos que, para o caso do modelo
ARCH(1), o quarto momento de a; condicionado a F;—1 é dado por

E(aj|Fi-1) = B0} e;|Feo1) = E(o|Fe-1) B(ef | Fio1) = 0y E(e§ | Fe1) = 307,

pois, sob normalidade de &, E(e}|F_1) = 3.
Assim, o quarto momento de a; é dado por
E(a;) = E{E(a{|Fi-1)} = E(30}) = 3E [(ao + a1a;_)]
= 3B(af + 2a0ana;_y + ajai_y) = 3[ag + 2a001 E(aj_y) + i E(ay_y)]
= 3[04(2) + 2040041E(a§) + a%E(af)] = 3[oz(2) + 29 Var(ag) + a%E(af)]

2
oo 9 4 3aj(l+aq)
=3 a2 +2 — E = .
[%Jr o (1—@1) Tl (at)] (1—oq)(1 —30a3)

Logo, a curtose de a; é dada por

30¢(1+ aq) y (1—aq)? _3(1- a?)
(1—a)(1=303) " af  (1-3a})

K(at) =

Note que K(a;) > 3, o que mostra que as caudas da distribuigdo de a; sdo
mais pesadas do que as da distribui¢ao normal. Esse fato é referido em financas
como excesso de curtose. Como dissemos anteriormente, a curtose nos auxilia
na deteccao da volatilidade, pois se ha excesso de curtose, entao ha volatilidade.

Uma maneira simples de construir um modelo ARCH consiste em trés
etapas:
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[1] construir um modelo econométrico, por exemplo um modelo ARMA para
remover a dependéncia linear (caso exista) da série de retornos e obter seus
residuos a fim de testar o efeito ARCH;

[2] especificar a ordem do modelo ARCH e estimar os parametros desconheci-
dos;

[3] verificar a adequabilidade do modelo ARCH considerado.

Essas etapas serao discutidas a seguir.

Um modelo ARMA deve ser escolhido e dele deve-se obter os residuos
correspondentes. A série at2 é entao utilizada para verificar a heteroscedastici-

dade condicional, onde a; é definida como a seqiiéncia dos residuos do modelo

ARMA.

Para testar o efeito ARCH pode-se utilizar dois testes. O primeiro de-
les é o de Ljung-Box, definido em [1.21], no qual, ao invés de utilizarmos a
série y; utilizaremos atz. Contudo, diferentemente do que acontece nos mode-
los ARMA, concluimos pela adequabilidade do modelo se nao rejeitamos a
hipotese nula, ou seja, se existe correlacao serial nos quadrados dos residuos
do modelo ARMA.

O segundo teste é o proposto por Engle (1982), conhecido como teste dos

multiplicadores de Lagrange, o qual é equivalente ao teste F' de Hy:a; = 0,
1 =1,...,7r, no modelo de regressao linear

a? :ag—kala?_l+---—|—ozra?_r—|—et, t=r+1,...,T.
A estatistica de teste é
LM =TR?,

onde R? é o coeficiente de determinacao da regressao. A estatistica LM tem
distribuicao assintética qui-quadrado com r graus de liberdade.

Assim como nos modelos AR, a funcao de autocorrelacao parcial pode
ser usada para sugerir a ordem do modelo ARCH, sé que neste caso devemos
considerar a fungdo de autocorrelacio de a?. Vale destacar que se a; segue um
processo ARCH(r), a? segue um processo AR(r).

Os estimadores dos parametros do modelo ARCH sao obtidos através do
método da maxima verossimilhanca. Sob a suposicao de normalidade dos ay,
a funcado de verossimilhanca de um modelo ARCH(r) é

flar,... arle) = flar|Fro1) flar1|Frz) - - flara|Fr) far, .. amla)
2

T 1 a
— H exp [——t} x fla, ..., amla),

/o 92 2
onde a = (ag,aq,...,a;), f(ai,...,an|a) sendo a fungao de densidade con-
junta de ay,...,a,. A forma exata de f(ay,...,an|a) é muito complicada e é

freqlientemente substituida pela funcao de verossimilhanca a priori, especial-
mente quando o tamanho da amostra é suficientemente grande, o que resulta
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no método de maxima verossimilhanca condicional

T

i | ) e [
Ar41y-..,07|0,A1,y...,0r) = H 2eXp —— 5|,
t=r+1 27Tat

onde o7 pode ser avaliada recursivamente. A fun¢do de log-verossimilhanca é,
portanto,

T
1 1 la
Uars1,...,ar|a,ar,. .. ap) = E —5 log(27) — 5 log(c?) — 5—3 [1.32]
t=r+1 Tt

As estimativas obtidas através da maximizacao de [1.32] sdo chamadas
de estimativas de maxima verossimilhanga condicional sob normalidade. Para
casos de nao-normalidade, veja Tsay (2002).

Para verificar a adequabilidade do modelo, considere os choques padroniza-
dos
ag

at = —,
Ot
os quais sao variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
com distribuicao normal padrao ou t-Student padronizada. Deve-se calcular a
estatistica de Ljung-Box em [1.21] para a; e verificar a sua significancia. Além
disso, os coeficientes de assimetria e curtose, bem como um grafico normal de
probabilidades (QQ-Plot), podem ser utilizados para verificar a validade da
suposicao de normalidade.

Também é possivel verificar, por meio do teste LM em d%, se ainda existe
heteroscedasticidade condicional nos residuos do modelo.

Apos concluidas as etapas de identificacao, estimagcao e verificacao da ade-
quabilidade do modelo considerado, as previsoes poderao ser obtidas. A pre-
visao um passo a frente com origem em h para 0,21 41 €

~2 2 2
0y(1) = g + anay, + - - + pag 1,

enquanto que as previsoes para dois e £ passos adiante sao dadas por, respec-

tivamente,
67(2) = ap + 167 (1) + agai + -+ + ardi o,

—Ozo—l-zal (¢—1),

onde 67(¢ — i) = app—; se (€ —1i) <O0.
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1.3.2 O modelo ARCH generalizado

Assim como um modelo ARMA pode ser mais parciomonioso do que modelos
puramente AR ou MA, os modelos GARCH propostos por Bollerslev (1986),
em geral, possuem menos parametros do que os modelos ARCH.

Para a série de log-retornos r¢, assuma que a média do modelo pode ser
descrita por um modelo ARMA. Seja a; = ry — pi; 0 log-retorno corrigido pela
média, entdao a; segue um processo GARCH(r, s) se

at = O¢&,

T S
ol =g+ Z oval  + Z ﬁjat{j, [1.33]
i=1 j=1

onde {e¢} é uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes e identica-
mente distribuidas com média zero e variancia unitaria, ag > 0, «o; > 0,
B;>0e > (vi+ Bi) <1, com m =max(r,s), a; =0,sei>ref=0,se
J > s. A restrigao sobre (a;+ 3;) implica que a variancia incondicional é finita,
enquanto a variancia condicional evolui no tempo. Assumimos novamente que
a distribuicao de 4 é normal padrao ou t-Student. Note que se s = 0 a equagao

[1.33] se resume ao modelo ARCH(r) em [1.29].

Seja vy = a? — 07 = oke? — 0 = oi(e? — 1), logo 07 = a? — 1. Se

assumirmos que ¢; tem distribuicio normal padrdo, entdo g2 ~ X% e, assim,
temos que v; tem variancia condicional ndo constante igual a 207. Substituindo

o? em [1.33], podemos reescrever o modelo como

m S
a? = ag + Z(ai + Bj)at_; + v — Z Bivi—;. [1.34]
i=1 =1

Note que o modelo em [1.34] é um modelo ARMA (m, s) para a série a?.

A variavel v; é uma diferenga martingal, pois
E(n) = E{E(W|Fi—1)} = E{E[o}({ — 1)|Fi-1]}
= E{E(0}|Fi-1)El(e} — D)|Fi-1]} = E{o} [E(e}|Fi1) — 1]}
= E{c?(1-1)}=0

€
Cov(ve, viqr) = E(veviis) = E{E(vvii| Feqe-1)}
= E{E(Wt|Fi0-1) EWirel Free-1)}
= E{wiElo}, (0 — DI Frye]}
= E{uiE (0} (| Fere-1) Bl g — 1) Frae-a]}
= E{wi07El(e 0 — D|Fise]} = E{noi, x 0} =0,
para £ > 1.
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A média condicional de a; dado Fy;_1 é
E(at|ft_1) = E(O‘tétlft_l) = E(Ut|ﬂ_1)E(€t|ft_1) = O'tE(Et|./ft_1) = 0.

Assim como nos modelos ARCH, a esperanca incondicional de a; ¢é igual a
Z€ero, pois

E(at) = E{E(at‘ftfl)} = E(O) =0.
A variancia condicional de a; é dada por
Var(a|Fi1) = E(ai| Fi-1) = E(0jef|Fi1) = E(07|Fi-1) E(e{|Fio1) = 0}

A variancia incondicional de a; é

m s
Var(at) = E(Utz) =F |og —I—Z(ai + ﬁj)a%_i + 1y —Z ﬁjl/t—j
i=1 =1

= ag + Z(@i + @-)E(a?_i) + E(v) + ZﬁjE@t—j)
i=1

j=1
m
=g + Z(ai + Bj)Var(ai—;).
i=1
Sob estacionariedade, Var(a;) = Var(a;—;) e, portanto,

m

Var(a¢) = ap + Z(Oéz’ + ) Var(ar) =

1=1

Qo

=370 (i + 65)

cujo denominador é sempre positivo, pois Y . (e + ;) < 1. A fungdo de
autocovariancia é dada por

Ye = Cov(at, are) = Elarase) = E{E(ataso| Fipo-1)}
— E{aE(apse Frio 1)} = Elag x 0) = 0.

Considere o modelo GARCH(1,1)

at = Ot&t,
2 2 2
O't = Q) + Oélat_l + ﬁlat—l? [135]

onde 0 < o, f1 < 1e (a1 + 1) < 1. Nota-se que volatilidades altas sao
precedidas de retornos ou volatilidades também elevadas, o que gera os aglome-
rados de volatidade presentes em séries financeiras.

O quarto momento condicional de a; para o modelo GARCH(1,1) é

E(aj|Fi-1) = E(0i<}|Fi-1) = E(07|F1) E(ef|Fi1) = 0y E(e¢|Fe1) = 30},
sob normalidade de ;. Logo,
E(af) = E{E(a{|Fi-1)} = E(30}) = 3E(d}),
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mas

E(U?) =F [(Ozo + ala%_l + 510152_1)2]
= E(ad + 2000102 | 4+ 2000107 +o2a} | + B0} | +2a1 5102 02 ).

Sob estacionariedade, temos que

E(0}) =03 +2a0a1 E(a?)+2a061 E(0?) + ot E(a}) + B2 E(0}) +201 61 E(aZ0?),
que pode ser simplificada, usando as propriedades a seguir:

(i) E(0f) = E(af — ) = E(a) = Var(a);
(i) B(ajoj) = B(oje}) = E(o})E(c}) = B(0});
(i) B(af) = E(oje}) = E(a})E(e}) = 3E(o7).

A propriedade (iii) utiliza a suposi¢do de normalidade em &;.

Assim, temos que

E(O';l) = oz%—i—?ozgozl\/'ar(at) +2aB1Var(ay) —|—304%E(021) +6%E<O';l> —|—204151E(af)
= af + (2apa1 + 2a0B1) Var(ar) + (3af + 87 + 201 31) E(0})

o + 2aq (ay + B1) Var(ay) ag + 2a0 (1 + f1) (Tﬁl))
1— (3@% + ﬁ% + 20(151) B 1— (30&1 + ﬁl + 204151)
_ag[l— (a1 + B)] +205(a1 + 1)
- 1= (8af + 6F +20081)] [1 = (a1 + Bv)]
af [1+ (o1 + 41)]
[1— (3af + 37 +2a151)] [1 = (a1 + B1)]

Portanto, a curtose de a; é dada por

3021+ (o1 + B1)] o [1— (o1 + B))?
[1— (302 + B} 4 20161) ] [1 = (1 + B1))] ap
_ 31— (a+5)7]
[1 — (a1 + ) — 20‘%} |

K(at) =

a qual, assim como nos modelos ARCH, é sempre superior a 3.

As previsoes para processos GARCH podem ser obtidas de modo similar
as dos modelos ARMA anteriormente apresentados. Por simplicidade, vamos
considerar o modelo GARCH(1,1) dado por [1.35]. A previsao da volatilidade
um passo adiante com origem em h, admitindo «g, o e 31 conhecidos, é dada
por

6}%(1) =ap+ Oz1a]21 + 510}2”

onde a% e cr,% sao conhecidos, visto que 0752 pode ser estimada por

1 T
-3
i=1
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Para previsoes em horizontes maiores, consideramos a7 = 038,21 e reescreve-

mos a equagao [1.35] como
of1 = ao+ (a1 + B1)o} + arof(ef — 1) = o7,y = ag + (a1 + B1)of + a1y
Fazendo t = h + 1, temos
0;21+2 =ag+ (a1 + Bl)U;QhLl + vy
Dado que E(vp.1|Fp) = 0, entao a previsao dois passos a frente é
67(2) = ag + (a1 + B1)ap(1).
A previsao ¢ passos adiante satisfaz a equacao
G2(0) =apg+ (1 +B)ei(l—1), £>1. [1.36]

Note que o resultado acima é exatamente o mesmo do modelo ARMA(1,1),
onde o polinémio auto-regressivo é 1 — (ay + (1)B. Além disso, quando ¢
tende a infinito, temos que a previsao da volatilidade converge para a variancia
incondicional de ay, isto é,

oAl —

@
1-— (Oq +51)

Para os modelos GARCH, os processos de estimacao, identificacao e veri-
ficacao sao similares aos dos modelos ARCH.

quando ¢ — oo.

1.3.3 O modelo GARCH integrado

Se o polindmio auto-regressivo do modelo GARCH em [1.33] possuir uma raiz
unitaria, entao o modelo GARCH ¢é dito ser integrado, também conhecido
como modelo IGARCH. O modelo IGARCH(1,1) é dado por

at = Ot&t,
2 _ 2 2
Ut - OCO + (1 — /Bl)aft_]_ + ﬁlat_]_,
onde 0 < 31 < 1 e {g} é ruido branco. A previsao da volatilidade um passo

adiante com origem em h pode ser obtida fazendo a; 4+ 5 = 1 em [1.36], de

onde obtemos
or(l) = ap(1) + (£ — Dag, £>1. [1.37]

E importante ressaltar que se ap = 0, entao as previsoes da volatilidade
em [1.37] se resumem a o} (1), para qualquer horizonte de previsdo.

Outros modelos tém sido bastante explorados na literatura de financas,
como, por exemplo, os modelos GARCH-M, GARCH exponencial (EGARCH)
e GARCH com limiar (TGARCH). Maiores detalhes sobre esses modelos po-
dem ser encontrados em Tsay (2002).
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1.4 Modelos de Longa Dependéncia

Como vimos anteriormente, a metodologia de Box—Jenkins assume estaciona-
riedade na série, comportamento caracterizado pelo decaimento geométrico
da correspondente funcao de autocorrelagao. Funcoes de autocorrelagao com
padrao de decaimento mais lento fornecem indicios de nao-estacionariedade,
exigindo a utilizacao de testes para identificar a natureza da tendéncia. Se
a tendéncia é estocastica, define-se, entao, o parametro d do modelo que de-
termina quantas vezes a série devera ser diferenciada para obter uma série de
modo que se estabilize a tendéncia nela existente.

Muitas séries temporais apresentam longa persisténcia, ou seja, o tempo
necessario para que o efeito de um determinado choque aleatério seja total-
mente dissipado é elevado. Nesse caso, os modelos ARIMA se tornam ina-
dequados. Granger & Joyeux (1980) propuseram uma classe que permite a
modelagem de séries com essa caracteristica. A proposta desses autores per-
mite que o parametro d do modelo ARIMA seja fracionario e, até mesmo,
negativo. Com isso, o parametro d passa a modelar a longa dependéncia dos
dados, enquanto os demais parametros modelam a curta dependéncia. Essa
classe é conhecida como modelos auto-regressivos e de médias moveis com
integragao fracionaria, ARFIMA.

A idéia béasica parte de um passeio aleatério que se transforma num ruido
branco apos a aplicacao de diferencas de primeira ordem. Quando utilizamos
diferencas fracionarias, de ordem 0.5, por exemplo, deveremos obter um pro-
cesso de caracteristicas intermediarias entre a nao-estacionariedade e a esta-
cionariedade. As diferencas inteiras de primeira ordem aplicam o operador
(1 — B) a série y;, fornecendo a nova série z; = yy — y;—1. De forma geral, para
tornar o conceito operacional, pode-se usar a expansao binomial para qualquer
nimero real d > —1 (Mills, 1999):

NS (§)cnr.

1=0
onde
d\ dd—1 d—i+1
i) ii—1 1
Assim,
—1 —1)(d—2
Ad:1—d3+7d<d2| )2 A ;'(d Jp.

Na pratica, é necessario estimar o parametro d. Varios estimadores do
parametro d do modelo ARFIRMA foram propostos na literatura; veja, por
exemplo, Geweke e Porter-Hudak (1983) e Reisen (1994).
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Capitulo 1l

Valor em Risco

As instituicgoes financeiras, visando a prevencao de grandes perdas inesperadas,
desenvolveram, na década de 90, uma ferramenta para medir o risco de suas
carteiras de investimento. Essa medida é conhecida como Valor em Risco
(VaR) e tem sido amplamente utilizada na gestao de riscos de carteiras de
investimento. O VaR pode ser usado por instituicoes financeiras para avaliar
seus riscos ou por um comité regulador para definir requerimentos marginais.
Em ambos os casos, VaR é usado para assegurar que instituicoes financeiras,
apds um evento catastrofico, possam continuar suas atividades sem que sejam
levadas a faléncia.

Existem varios tipos de risco em mercados financeiros. Alguns exemplos
sao os riscos de crédito, de liquidez e de mercado. O VaR é uma medida associa-
da ao risco de mercado e é uma estimativa do valor que uma instituicao pode
perder devido a movimentos de mercado durante um determinado periodo;
para uma exposicao geral do VaR, ver Duffie & Pan (1997) e Jorion (1997).

Do ponto de vista de uma instituicao financeira, VaR pode ser definido
como a perda maxima de uma posicao financeira durante um dado periodo de
tempo com uma dada probabilidade. Entao, VaR é uma medida de perda asso-
ciada a um evento raro (ou extraordinério) sob condigoes normais de mercado.
Alternativamente, do ponto de vista de um comité regulador, VaR pode ser
definido como a perda minima sob circunstancias de mercado extraordinarias.
Ambas as defini¢coes conduzem a mesma medida, ainda que os conceitos sejam
aparentemente diferentes.

Existem duas abordagens diferentes para VaR, cada uma associada a um
tipo diferente de posicao financeira. A primeira delas utiliza um tipo de posicao
conhecida como posicao financeira comprada, ou seja, possuir determinado
ativo. O outro tipo de posicao é conhecido como posicao financeira vendida.
Esta operagao envolve a venda de ativos que nao se possui. Ou seja, o vendedor
aluga o ativo e depois é obrigado a comprar o mesmo nimero de cotas ou acoes
alugadas. Conseqiientemente, ele lucra com a diminuicao do preco das agoes,
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enquanto que na outra abordagem lucra-se dinheiro com o aumento do valor
das mesmas.

A seguir, definiremos VaR sob uma estrutura probabilistica. Suponha que,
no instante ¢, estejamos interessados no risco de uma posicao financeira para
os préximos m periodos. Seja AV(m) a mudanga no valor dos bens de uma
posicao do tempo t ao tempo t + m, ou seja,

AV (m) = V(t +m) — V(1).

Denotamos a fung¢ao de distribuigao acumulada de AV (m) por Fy,(x). Defi-
nimos VaR de uma posi¢ao comprada no horizonte de tempo m com probabi-
lidade p tal que

p = P[AV(m) < VaR| = F},,(VaR), [2.1]

ou seja, VaR = F1(p). Perdas ocorrem quando AV (m) < 0.
Alternativamente, VaR pode ser interpretado como segue. Com proba-
bilidade (1 — p), a perda potencial encontrada pelo portador de uma posicao
financeira vendida sob o horizonte m é menor ou igual ao VaR. Neste caso,
o investidor de uma posicao vendida sofre perda quando o valor dos bens

aumenta, isto é, quando AV (m) > 0. Entao, o VaR é definido como
p= P[AV(m) > VaR] =1 — P[AV(m) < VaR] = 1 — F,,,(VaR).

As definig¢oes anteriores mostram que VaR estd relacionado com o compor-
tamento das caudas de F,(z). Para posigoes compradas, a cauda esquerda é
importante. J4 uma posicao vendida enfoca a cauda direita de F,(x). Note
que a definigdo [2.1] também vale para uma posigdo vendida se utilizamos a
distribui¢ao de —AV'(m). Portanto, discutiremos métodos para célculo de VaR
usando apenas posi¢oes compradas.

Para alguma funcao de distribui¢ao acumulada F,(z) e uma probabilidade
p, tal que 0 < p < 1, a quantidade

zp = inf{z|F,(x) > p}

é chamada de p-ésima fungao quantilica de F,(z). Se a distribuigao de AV (m),

em [2.1], é conhecida, entao VaR é simplesmente o p-ésimo quantil de AV (m),

ou seja, VaR = z,. Porém, na pratica, Fy,(z) é desconhecida. Estudos de

estimacao de VaR sao essencialmente relacionados com a estimagao de F,(z)

e/ou seus quantis e, especialmente, com o comportamento da cauda de F,(x).
Em aplicacoes praticas, o calculo de VaR envolve varios fatores:

i. a probabilidade de interesse p. Por exemplo, p = 0.01 ou p = 0.05;

ii. o horizonte m, que pode ser determinado por um comité regulador. Por
exemplo, m = 1 dia ou m = 10 dias;

iii. a freqiiéncia dos dados, que nao necessariamente coincide com o horizonte
m. Freqiientemente sao utilizadas observacgoes diarias;

iv. a fungao de distribuigao acumulada F),(x) ou seus quantis;

v. a quantidade investida ou o valor da carteira marcado pelo mercado.
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Dentre esses fatores, F,(z) é o foco da modelagem econométrica. Diferentes
métodos de estimacdo de Fy,(z) conduzem a diferentes abordagens para o
calculo de VaR.

E importante ressaltar que VaR definido em [2.1] é medido em unidades
monetarias. Conseqiientemente, VaR indicarda o quanto se pode perder em
valores da moeda investida.

A seguir, discutiremos algumas abordagens para o cédlculo de VaR. Exem-
plos para cada uma delas podem ser obtidos em Tsay (2002) e Morettin (2005).

2.1 RiskMetrics

J.P. Morgan desenvolveu uma metodologia para célculo de VaR denominada
RiskMetrics™ (Longerstaey & More, 1995). RiskMetrics assume que os log-
retornos diarios de uma carteira de ativos, dada a informagao passada, seguem
distribuicdo normal condicional com média e variancia condicionais y; e o7,
respectivamente. Entao, se F;—1 ¢ o conjunto de informagoes disponiveis em
t — 1, o RiskMetrics assume que

rilFir ~ N (e, of).

Em sua forma mais simples, o método assume que pu; = 0 e que 0252 evolui

de acordo com o modelo

ol =ac?  +(1—a)y?,, O0<a<l. [2.2]

Portanto, r; = oye4 é um processo IGARCH(1,1) sem “drift” e &; é um ruido
branco gaussiano de variancia unitaria e independente de o;.

De [1.2], podemos escrever
re[K]|Fe ~ N(0, o7 [K)),

onde a volatilidade o2[k] pode ser estimada através dos métodos de modelagem
de séries financeiras discutidos no Capitulo 1. Segue-se que

k
ot (k] = Var(ri[k]|Fy) =Y _ Var(riyi| F)
=1
k k
= Var(oryierilFr) = Y E(07 6744l F)
=1 =1
k k
= Z E(Ut2+i|ft)E(5%+i|ft> = Z E(Ut2+i|ft>‘
=1 i=1
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Usando r;—1 = 0y—1£—1, a volatilidade em [2.2] pode ser reescrita como

2 2 2 2
oy = aop_1 + (1 —a)oy_qe54
2 2 2 2 2
=ao;_ 1+ (1 —a)oy_161-1 + 071 — 044
2 2 2 2
=o0; 1+ (1 —a)g 011 — (1 —a)o;_y

= 03—1 + (1 — 04)(55—1 - 1)01:2—1-

Em particular, temos

2 2 2 2 ,
Oiyi = 0iyi + (L= a)(ei — Doy, i=2,... k.

Como E[(e7,; 1 — 1)|F] =0, i > 2, obtemos
E(o} | F) = E(ct_1|F), i=2,.... k. 2.3]

Para previsoes da volatilidade um passo a frente, de [2.2] obtemos que

62(1) = ao? + (1 — a)rl.
Portanto, de [2.3] chegamos a Var(ry4|F) = o7, e, entdo, o7[k] = ko7, ;.
Assim, temos que

re[k)|Fr ~ N(0,kotyy).

Conseqiientemente, sob o modelo IGARCH(1,1) em [2.2], a variancia condi-
cional de 7¢[k] é proporcional ao horizonte k.

Se consideramos uma posicao comprada, entao perdas ocorrem quando
ha uma grande queda nos precos, fato que faz com que grandes log-retornos
negativos ocorram. Assim, se a probabilidade em [2.1] é fixada em 5%, isto é,
p = 0.05, o RiskMetrics usa —1.650;41 para medir o risco da carteira, ou seja,
utiliza o quantil de nivel 5% da distribui¢ao normal de média zero e variancia
at2 1 Em geral, o sinal negativo, que indica perda, ¢ ignorado.

Desta forma, o VaR de um e de k periodos sao dados, respectivamente,
por

VaR =1.65 X 0441 X Q

VaR[k] = 1.65 x Vkoi41 x Q = VkVaR,

onde () é o montante investido na carteira de ativos. Esta regra é conhecida
como regra da raiz quadrada do tempo.

Uma vantagem do RiskMetrics é a facilidade de compreensao e aplicacao.
Contudo, quando os log-retornos tém caudas pesadas, violando, portanto, a
suposicao de normalidade, subestima-se o valor de VaR.

A regra da raiz quadrada do tempo é conseqiiéncia do modelo utilizado
pelo RiskMetrics. Se a suposicao de que u; = 0 nao for valida, a regra, como
veremos a seguir, também nao sera valida. Considere o modelo

re = pt + oy, e # 0,

9 9 2 2
oy = aop_1 + (1 —a)o;_q8i_q,
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onde ¢ é um ruido branco gaussiano. Entao,
2
ree1|Fe ~ N (s 074q)
e o p-ésimo quantil utilizado no calculo de VaR um passo a frente é dado por

W= Zp0¢+1,

onde z, ¢ o p-ésimo quantil da distribuicao normal padrao. Para k perfodos,
o p-ésimo quantil é dado por

kup — zp\/EatH 4 VE(u — 2p0t41)-

A regra também falha se o modelo da volatilidade nao é um IGARCH(1,1)
sem “drift”.

2.2  Abordagem econométrica

Uma abordagem geral para calculo de VaR é o uso dos modelos de séries
temporais, vistos no Capitulo 1. Para uma série de log-retornos, r¢, é possivel
estimar a média através dos modelos da familia ARIMA, enquanto que a
volatilidade pode ser estimada utilizando-se modelos da familia GARCH. E
importante ressaltar que aqui, diferentemente do que ocorre no RiskMetrics,
r¢ segue um processo ARMA-GARCH.

Um modelo de séries temporais para r; pode ser escrito como

p q
re=¢o+ > direita— Y by, [2.4]
i=1 j=1
ay = O,
s S
of =ag+ Y aiai_ i+ Biof ;. [2.5]
i=1 j=1

Este modelo é chamado ARMA((p, ¢)-GARCH(r, s).

As equagoes [2.4] e [2.5] sdo, respectivamente, as equagoes da média e
da volatilidade de r;. Estas equagoes podem ser utilizadas na obtencao de
previsoes da média e variancia condicionais de r um passo adiante assumindo-
se que os parametros sao conhecidos. Assim, temos

p q
7Aﬂt(l) = ¢0 + Z ¢irt—i+1 + at4+1 — Z Hjat_j+17

=1 =1
T S

~201Y 2 9

o7 (1) = o + E @iy i1+ E B0
i=1 j=1
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Se assumirmos que £¢ ¢ gaussiano, entao
res1|Fe ~ N(7(1),67(1)),
cujos quantis podem ser facilmente obtidos para o calculo de VaR através de
7(1) — zpoe(1).

Se assumirmos que £; segue a distribuigcao ¢-Student padronizada com n
graus de liberdade, ), entdo o p-ésimo quantil de ¢}, representado por ¢} (p),
serd dado por 7¢(1) — ¢ (p)oe(1).

A relagao existente entre os quantis da distribuigao ¢-Student com n graus
de liberdade, t,(p), e t(p) é

tn, tn(p>
=P n > Uln =P >
PPl = tnlr) (\/n/(n—2) = \/n/(n—2)>

tn
—p (<)
vn/(n—2)
n > 2. Logo, o quantil utilizado para calcular VaR de um periodo é dado por

) D)
vn/(n—2)

Suponha que no instante ¢ estejamos interessados em obter o valor de VaR
k periodos adiante. Se o retorno r segue o modelo apresentado em [2.4] e [2.5],
entao a média e a variancia condicional de r[k] dado o conjunto F; podem ser
obtidas por meio dos métodos de previsao apresentados no capitulo anterior.

A média condicional E(r¢[k]|F;) pode ser obtida através dos métodos de
previsao dos modelos ARIMA. Especificamente, temos que

Te[k] = 7(1) + - - + 74(k),

onde 74(i) é a previsao i passos a frente de r, ou seja, de ryy;. Usando a
representagdo MA infinita (filtro linear)

Tt = po+ar +hrag1 + hrago + -

do modelo ARMA em [2.4], podemos escrever o erro de previsao i passos a
frente como

er(1) = reqpi — (1) = @i + V1appi—1 + -+ Vi1
Logo,
Gt[ki] = et(l) + 6,5(2) + -4 Gt(k’)

k-1
= a1 + (@42 + Yr0p41) + - + Z Vil yk—i
i=0

k-1
= air + (L + Y1) atpp—1+ -+ (Z %‘) i1,
i=0
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onde Yy = 1.
A previsao da volatilidade do retorno k periodos adiante é a variancia
condicional de e;[k] dado F;. Assim,

Var (e [k]|F;) = Var(agi| Fe) + (1 + ¢1)2Var(at+k_1|]:t) +
2

<sz> Var(at+1|Ft)
= 67(k) + (14 41)%67 (k — >+"'+<iwi>
1=0

onde G2(i) é a previsdo i passos & frente da volatilidade com origem em t.
Se a volatilidade segue o modelo GARCH em [2.5], entao ela pode ser obtida
recursivamente como apresentado no Capitulo 1.

2.3 Estimacdo quantilica

A estimacao quantilica ou empirica, oferece uma forma nao-paramétrica para
o calculo de VaR. Nesta abordagem nao se faz nenhuma suposicao a respeito
da distribuicao dos retornos. Existem dois métodos de estimagao quantilica.
O primeiro utiliza quantis empiricos diretamente, enquanto que o segundo
utiliza técnicas de regressao quantilica. Este tltimo sera discutido no proximo
capitulo.

Sejam rq,79,...,r7 0s retornos da carteira e assuma que os retornos sao
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com funcao
densidade de probabilidade f(x) e funcao de distribui¢ao acumulada F'(z).
Considere as estatisticas de ordem T(1),T(2)s - - -+ T(T) € Seja Tp 0 p-€simo quantil
de F(z), ou seja, x, = F~1(p). Assuma que f(z,) # 0, entdo a estatistica de
ordem r(yy é assintoticamente normal com média x;, e variancia p(1 —p)/[T" x
f(zp)?] (Cox & Hinkley, 1974). Ou seja,

p(1—p)
T(g)NN(.fp,W), gszT

Podemos utilizar r(y) para estimar o quantil ;. Em geral, ¢ ¢ nao-inteiro.
Neste caso, devemos utilizar uma simples interpolagao para obter a estimativa
do quantil. Se p; < p < piy1, onde p; =i/T ei=1,...,T, o quantil z, pode
ser estimado por

so_Diwl=p o DoPi
= 2T T+ — ).
Pi+1 — Pi ) Pi+1 — Pi (1)

As principais vantagens da utilizacao do VaR pelo método de quantis

empiricos sao a simplicidade e a auséncia de suposicoes sobre a distribuicao dos
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retornos. Entretanto, esta abordagem possui varias desvantagens. Primeiro,
assume que a distribuicao dos retornos permanece inalterada durante todo o
periodo. Dado que VaR se relaciona principalmente com as caudas da dis-
tribuicao dos retornos, esta suposicao implica que a perda prevista nao pode
ser maior do que a histérica, o que nao ocorre na pratica. Segundo, para quan-
tis extremos (quando p é préximo a zero ou um) os quantis empiricos nao sao
eficientes para os quantis tedricos. Terceiro, a estimacao direta dos quantis
nao leva em consideragao o efeito de variaveis exdégenas que sao relevantes ao
estudo. Em aplicacoes reais, VaR obtido pelos quantis empiricos podem servir
como um limite inferior para o VaR verdadeiro.

2.4 Valor em risco em eventos extremos

2.4.1 Modelagem de eventos extremos

A Teoria dos Valores Extremos (TVE) é um ramo da probabilidade que
estuda o comportamento estocastico de extremos associados a um conjunto

de varidveis aleatorias r(1),7(g), ., 7(7), independentes e identicamente dis-
tribuidas com funcgao de distribuigao F(x). Dentro da denominagao de extre-
mos estao o minimo 7(jy = min(ry, ..., rr), 0 maximo riry = max(ry,...,r7),

estatisticas de ordem extremas e excessos além (ou abaixo) de limiares elevados
(ou baixos). Uma questao importante é que as propriedades das distribuicoes
desses extremos sao determinadas pelas caudas inferior e superior de F(z).

Nas defini¢oes que seguem, vamos enfatizar a utilizacao do minimo, visto
que sua utilizacao tem mais relevancia no célculo de VaR para posicoes com-
pradas. Entretanto, a teoria apresentada é também aplicavel a posicoes ven-
didas, pois 0 maximo pode ser obtido do minimo através de

rery = —min(—ry,...,—r7).
A distribuicdo de r(j), denotada por Fiin(2), é dada por

Finin () :P(T(l) Sl‘) = 1—P(7”(1) >QJ)
=1—-P(ry >x,rg>x,...,rp > 1)

T
zl—HP(rt>x):1—P(rt>x)T
:1—[I—P(rtSx)]Tzl—[l—F(m)]T.

Na pratica, F(x) é desconhecida e, conseqiientemente, Fiyi,(z) também é
desconhecida. Entretanto, quando 7' — 00, Fuin(z) se torna degenerada,
ou seja, Fin(x) — 0, quando x — —o0 e Fyin(z) — 1, quando 2 — oo,
quando o tamanho da amostra tende a infinito. Portanto, a TVE se preocupa
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com a busca das seqiiéncias {fr} e {ar}, com ar > 0, tais que a distribuigao

de

iy = (ray — Br) Jar
convirja para uma distribuicao nao-degenerada quando 7" — oo. Sob a su-
posicao de independéncia, a distribuic¢ao limite do minimo normalizado rzﬁl) é
dada por

min(T) = { e [_(1 * 51)1/5] » 5e&70, [2.6]
1 — exp[— exp(x)], se £ =0,

para z < —1/¢,se £ < 0eparax > —1/& se & > 0. O caso em que £ =0
¢é dado pelo limite quando & — 0. O parametro £ é chamado de parametro
de forma e determina o comportamento da cauda da distribuicao limite. Esta
condigdo é conhecida como Teorema de Fisher—Tippett (Fisher & Tippett,
1928).

A distribuigao limite em [2.6] é chamada de distribui¢do de valores ex-
tremos generalizada (GEV) para o minimo (Jenkinson, 1955). A distribuigao
limite Fiuin(z) segue uma das trés distribuicoes:

i. £ =0, distribuicao de Gumbel:

*

min(x) =1- exp[— eXp(«T)], x € R.

ii. £ <0, distribuicao de Fréchet:

P (a) = { 1 —exp [—(1 —I—fx)l/é} , sex < —1/¢,

min - , .
1, caso contrario.

iii. & > 0, distribuicao de Weibull:

* (z) = { 1—exp [—(1—{—61‘)1/5} , sex>—1/¢,

0, caso contrario.

A funcao densidade da distribuicao de valores extremos generalizada para
o minimo é dada por

ooy J (&) exp[—(1+ &x)/E], se £ #£0,
Janin() = {exp[x — exp(x)],p se £ =0. [27]

A Figura 2.1 apresenta o comportamento das densidades dos trés tipos de
distribuicao de valores extremos, onde £ = (.75 para a distribuicao de Weibull
e £ = —0.43 para a distribuicao de Fréchet.

A Figura 2.2 apresenta o comportamento das distribui¢oes de Fréchet (a)
e Weibull (b) para diversos valores de £. Note que, a medida em que £ — 0,
ambas as distribui¢oes tendem a distribuigao de Gumbel.

Na gestao de riscos, o principal interesse reside na distribuicao de Fréchet,
a qual inclui as distribuicoes estaveis e t-Student, como casos particulares. A
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Figura 2.2. Densidades das distribuigdes de Fréchet (a) e Weibull (b) para

diversos valores de &.

40



distribuicao de Gumbel consiste em distribuigoes com caudas mais leves, como
as distribuigoes normal e log-normal.

Alternativamente, podemos reescrever [2.7] com z = (r — )/«, onde « e
[ sao, respectivamente, os parametros de escala e locacao. Assim,

frnin(7) = - (1%—§Q§iﬁ)1/£_lexp {_ (1%_§Q%¥ﬁ)]/€}’ se § # 0,
éexp[@ exp( ﬁ)]’ S0 £ =0,

Os parametros da distribuicao GEV podem ser estimados numericamente
pela maximizagao da fungao de verossimilhanga ou, como ja dissemos anterior-
mente, da funcao de log-verossimilhanga. Assim, quando £ = 0, a fungao de
log-verossimilhanca é dada por

[2.8]

a ri — 3 d ri —
E(Tl’--.7TT;a,ﬁ,£:O) = —Tlog(a)+2( o )—Zexp{_ ( - )}’
i=1

i=1

e as estimativas de maxima verossimilhanca sao obtidas através da solucao do
sistema de equagcoes nao-lineares

5 —g—%iw—ﬁ) (jzé(m—mexp{—(”;ﬁ)}—o,
Gemane ()

Quando £ # 0, a funcao de log-verossimilhanga é dada por

((re, -+ rria, 3,€) = —Tlog(a) <‘_1>Zlog {1+ ﬁ)}

T 1
E(ri — B) ¢
—E{l—kia } :

e a solugao do sistema de equacgoes



o1& Eri—0)] (1 - p
55“?2;%P*' a ]*(Z‘QZ;@+am—m
1 §(ri—B)
L, - pE [l 1] s |
‘EZP+ a } e Tarmom( "

determina as estimativas de maxima verossimilhanca.

Para uma exposicao mais completa sobre a TVE, o leitor pode consultar
Embrechts et al. (1997) e Mendes (2004).

2.4.2 Calculo de VaR pela TVE

Assuma que a amostra em estudo contém T' observacoes; ela sera dividida em
g grupos de tamanho n. Ou seja, T' = ng. Se T' = ng + m, com m < n, as
primeiras m observacoes deverao ser desconsideradas. Assim, devemos estimar
os parametros da GEV para o conjunto de minimos dos g grupos, tal que
Tngi = min{rg_1y,4;}, 1<j7<n, i=1,...,9. De [2.8] é possivel obter o
quantil da GEV para uma dada probabilidade p.

Seja p* a probabilidade de ocorréncia de uma perda potencial e 7 o p*-
ésimo quantil dos minimos dos g grupos. Assim,

% 1/¢n
1—exp{—(1+%;5”)> }, se &, £ 0,

1 —exp [— exp (%—f“)} , se &, = 0.
Tomando log(1 — p*), da equagao acima obtemos o quantil
*:{%—%Q—PMOﬂWWn%&%O
" B + an log[—log(1 — p*)], se &, = 0.

Para obter o VaR da série de retornos original ¢, temos que relacionar os
quantis desta série com os quantis da série de minimos. Assim, temos que

pr=Plrp; <rp)=1-=[1—=P(r <rp)]"
ou, equivalentemente,
l—p"=[1—-Plre<r)]"=010—-p)" [2.9]
Mais precisamente, para p fixado, o p-ésimo quantil de r; é r};, se a probabilida-

de p* é escolhida com base em [2.9], onde p* = P(r; < r}). Conseqiientemente,
o VaR de uma posicao comprada é dado por

VaR — {ﬁn — Og—g {1 — [-nlog(1 —p)]gn} , se &, #0,
B + an log[—nlog(1 — p)], se &, = 0.
Note que utilizamos a notagao a,, G, e &,, pois para cada escolha de n tem-se
estimativas diferentes para os parametros.
Para muiltiplos periodos temos que VaR pode ser estimado por
VaR[k] = k~"VaR,

onde k é o numero de periodos considerados.

*

p:

r
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Capitulo 1l

Valor em Risco Auto-regressivo Condicional

Engle & Manganelli (2004) propuseram uma nova abordagem para obtengao
do Valor em Risco utilizando regressao quantilica na qual, em vez de modelar
a distribui¢ao completa dos retornos, modela-se diretamente os seus quantis.
Essa nova metodologia permite a utilizacao de diversas formas funcionais, onde
a escolha da melhor delas deve ser determinada pelo conjunto de dados em
estudo.

Como ja dissemos anteriormente, a volatilidade dos retornos pode apre-
sentar aglomerados, ou seja, os retornos podem ser autocorrelacionados. Con-
seqientemente, o VaR, que ¢ ligado ao desvio padrao da distribuicao pode
apresentar comportamento semelhante.

Uma forma natural de neutralizar essa caracteristica é a utilizacao de
alguma especificagdo auto-regressiva. Pensando nisso, Engle & Manganelli
(2004) propuseram uma especificagdo quantilica auto-regressiva condicional,
a qual chamaram de Valor em Risco auto-regressivo condicional ou, simples-
mente, CAViaR.

A forma geral da especificagao CAViaR é

p
VaRy = fo+ Y BiVaRi—i+ g (Bps1.- - Bprqi Fio1) [3.1]
=1

Segundo os autores, na maioria dos casos praticos a especificacdo em [3.1] se
reduz a um modelo de primeira ordem do tipo

VaR; = By + f1VaRi—1 + g (B2, r¢—1, VaRs—1) . [3.2]

O termo auto-regressivo de primeira ordem assegura que VaR varia suavemente
no tempo, enquanto g (2,71, VaR;_1) faz a ligacdo de VaR; a r;_1, ou seja,
g(+) mede o quanto VaR pode variar baseado na nova informacao de r. Entao,
g(-) funciona como a curva de impacto das inovagoes dos modelos GARCH,
introduzida por Engle & Ng (1993).
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Note que para o processo [3.1] ndo ser explosivo, as raizes de

1— Bz — ozt — - =B =0

devem estar fora do circulo unitério.
Algumas especificagoes CAViaR sao:

[E1] Adaptativo:
VaR; = VaR,_1 + 61 {[1 — exp{k(re_1 + VaR._1)}] ! — 9} . [3.3]

Na especificacao adaptativa, & é um numero finito positivo e quando
k — oo o ultimo termo converge para (3 [I(ri—1 < —VaR;_1) — 6] quase cer-
tamente. A especificacao adaptativa incorpora a seguinte regra: quando o
VaR ¢ excedido, ele pode ser imediatamente aumentado, mas quando isso nao
ocorre, ele pode ser diminuido suavemente. Ou seja, se VaR é excedido, quando
k tende a infinito, acrescenta-se (31 X (1 — 6) ao valor do VaR; caso contrario,
o valor a ser acrescido em VaR é igual a —6 x (3.

[E2] Valor absoluto simétrico:
VaR; = By + f1VaRi—1 + ﬁg‘?’tfﬂ. [3.4]

Essa especificacao responde simetricamente aos retornos passados, visto
que a fungao g(-) é modular e, assim, as observagoes de r; de mesma magnitude,
porém de sinais diferentes, sao tratadas igualmente.

[E3] Inclinagao assimétrica:

VaR; = By + /1 VaR;—1 + 2 max(r;—1,0) + G5 min(r;—1,0)
= 0o + f1iVaRi—1 + Bare—11(ri—1 > 0) + Bar—1I(ri—1 < 0). [3.5]

A especificagao da inclinagao assimétrica responde diferentemente aos re-
tornos passados positivos e negativos, a nao ser que o = f3, visto que g(-)
considera esses retornos separadamente.

[E4] GARCH(1,1) Indireto:

VaR; = \/ﬁo + B1VaRy_| + Bor? ;. [3.6]

Assim como na especificacao do valor absoluto simétrico, a especificacao
GARCH(1,1) indireto responde simetricamente aos retornos passados, visto
que a fungao g(-) é quadratica.

Engle & Manganelli (1999) apresentam outras duas especificagoes, a saber:

[E5] Adaptativo Simétrico Proporcional:
VaRt = VaRt,1 + 51 maX(O, |71t71’ — VaRt,l) — ﬁg min(O, |7”t,1’ — VaRt,l)
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e
[E6] Valor Absoluto Assimétrico:

VaR; = By + f1VaRi—1 + Ba|ri—1 — B3]

Contudo, essas especificacoes nao serao consideradas nesta dissertagao.

Ainda segundo Engle & Manganelli (2004), a especificagago GARCH(1,1)
indireto pode ser corretamente especificada se os dados seguem de fato um
processo GARCH(1,1) com erros independentes e identicamente distribuidos.
As especificagoes do valor absoluto simétrico e da inclinagao assimétrica po-
dem ser corretamente especificadas por um processo GARCH no qual o desvio
padrao, ao invés da variancia, ¢ modelado simétrica ou assimetricamente com
erros independentes e identicamente distribuidos. Este tipo de modelagem foi
introduzido por Taylor (1986) e Schwert (1988) e analisado por Engle (2002).
Contudo, as especificagcoes CAViaR sao mais gerais do que estes modelos. De
fato, as especificagoes CAViaR podem ser usadas em situagoes onde a volati-
lidade é constante, mas a distribuicao do erro é nao-constante ou em situacoes
onde ambas, volatilidade e distribui¢ao do erro, nao sao constantes.

Os parametros do modelo CAViaR sao estimados através dos métodos
usuais de estimagao em regressao quantilica, técnica introduzida por Koenker
& Bassett (1978), a qual consiste da minimizagao da funcao

CQ==4¢ >  Or—VaR|+ >  (1-0)r—VaR|p,  [3.7]

t:r+>VaRy t:ry<VaRy

que chamamos de critério quantilico. Reescrevendo a equagao [3.7], obtemos

cQ = % {— > [I(re < VaRy) = 0] (r — VaRt)} . 3.8]
t

Assim, a #-ésima regressao quantilica é definida pelo vetor ?ﬂg que minimiza
[3.8]. Note que devemos substituir VaR; em [3.8] por uma das quatro es-
pecificacoes CAViaR apresentadas anteriormente. Logo, para o caso da especi-

ficacao do valor absoluto simétrico, ﬂg = {50, ﬁl, ﬁg} ¢ obtido como o vetor
que minimiza o critério quantilico

mﬁin% {— Z [I(r¢ < Bo + B1VaRe—1 + Ba|ri—1]|) — 0] (re — Bo — f1VaRe—1 — 52|7"t1|)} .
¢

A classe dos estimadores de regressao quantilica é um caso particular dos
estimadores de minimos absolutos, cujas propriedades tém sido amplamente
discutidas na literatura. Koenker & Bassett (1978) mostraram que essa classe
¢ mais robusta do que a dos estimadores de minimos quadrados quando a
distribuicao dos erros tem caudas pesadas, o que, como ja dissemos, ocorre
com freqiiéncia em financas.
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White (1994) provou a consisténcia das estimativas de regressao quantilica
nao-linear em generalidade suficiente para incluir modelos de séries temporais.
A consisténcia, a normalidade assintética e a equivaléncia assintética dos testes
de Wald e escore (também conhecido como teste do multiplicador de Lagrange)
realizado a partir de estimativas de minimos absolutos em modelos dinamicos
nao-lineares foi apresentada por Weiss (1991).

Esses autores mostraram que

3 p
By — By,

quando T" — o0, sob certas condic¢oes, onde By é a solucao de

1
min — < — Y [I(r; < VaR;) — 6] (r; — VaR )}
5 T{ ; t < t t t

As condigoes de regularidade estdo apresentadas em White (1994) e em Engle
& Manganelli (2004).

Seguindo a demonstracao de normalidade assintética apresentada por Whi-
te (1994), Engle & Manganelli (2004) provaram que

VTA* DBy - By) 2> N (0, ),

onde

T
Ap=E |T7'09(1-6)> V'VaR,VVaR,
t=1

b

T
Dy =E |77 h(0)V'VaR,VVaR,
t=1

)

VVaR; = %Va R¢ sendo o gradiente de VaR; e hi(z) sendo a funcao de densi-
dade condicional do termo erro, a qual pode ser estimada através de métodos
de kernel.

Por exemplo, para o caso da especificacao do valor absoluto simétrico,
VVaR; é o vetor tri-dimensional das primeiras derivadas parciais de 3. Note
que a expressao [3.4] é recursiva; assim,

VaR; = (o + $1VaRi—1 + fa|ri—1]
= Bo + S1(Bo + B1VaRi—2 + Ba|ri—2|) + Ba|ri—1]
= Bo + 51 [Bo + 1(Bo + B1VaR—3 + Ba|ri—3|) + Ba|ri—2|] + B2|ri—1].

As derivadas de VaR; sao

8VaRt 8VaRt_1
=14 B —t1

9o T

8VaRt 8VaRt_1
— VaR,_; + 4 22t

A t—1+051 9%,

OVaR; OVaR;_1
= |re_1| +

om "1,
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Portanto,
1 + 61 a%()Va Rt—l
V'VaR; = | VaRi 1 + fig5-VaR; 1
re-1] + Br35;VaRi—1
para o caso da especificagao do valor absoluto simétrico.

Para o caso da especificagao da inclinagao assimétrica, temos que, assim
como no caso do valor absoluto simétrico, VaR; é recursiva; logo,

VaR; = By + f1VaRi—1 + B2 max(0,7¢—1) + B3 min(0,74—1)
= B+ (1 [ﬁo + f1VaRi_9 + (o max(O, Tt_Q) + B3 min(O, Tt—2)]
+ fomax(0,74—1) + Gz min(0, r¢_1).

Tomando as primeiras derivadas de VaR; com relacao a [y, 51,02 e O3,
obtemos

ag’;(?t 1+ ﬁla\/;—;;_l’
(9\8/;51& _ ﬁla\/g—;;_l + max (0, r¢—1),
8?9/;§t _ ﬁla\/;i;;l + min(0,7_1).

Na especificacio GARCH(1,1) indireto, podemos reescrever o modelo [3.6]
de tal forma que

VaRt = \/ﬁo + ﬁ1VaR§_1 + 527’?71
= \/50 + B1(Bo + AiVaR?_y + Bor? o) + Bar?

= \/ﬂo + B1[Bo + B1(Bo + AiVaR?_g + Bor? o) + far? o] + far? |,

cujas derivadas de VaR; com relacao a 3 sao

avaRt 1 + 251V3Rt71 %VaRtil

B 2VaR; ’
OVaR,  VaRi_j +201VaRe150-VaR, 1
b 2VaR;
OVaR,  ri1+26:1VaRi155 VaRe
0B 2VaR; '

Usando o mesmo raciocinio, obtém-se a derivada de VaR; com relagao a
f1 para a especificagdo adaptativa em [3.3]:
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OVa Rt . OVa Rtfl { 1 }

01 N 001 [1 + exp {k} (thl -+ VaRt,l)}] -0
BVaRt,l

kexp{k(ri—1 + VaRi_1)} =55
1
V/1+exp{k(ri—1 + VaR;_1)}

Vale ressaltar que k, na especificacao Adaptativa, pode ser estimado conjun-
tamente com o parametro (3;. Contudo, a idéia por tras dessa especificacao é
a da simplicidade, motivo pelo qual Engle & Manganelli (2004) recomendam
que se considere um valor arbitrario para k.

As matrizes Ar e Dy podem ser estimadas, respectivamente, por

T
Ar=T7'9(1-6)) V'VaR,VVaR,,

t=1
~ T —_— —_— —
Dy = (2T¢r)”" > I(|rs — VaRy| < é7)V'VaR,VVaR,,
t=1
onde o
VaRV'VaR
op =71y VYRRVIVER
i=1 VaRt

¢é chamado de bandwidth. Desta forma, é possivel realizar testes de hipoteses
sobre os parametros do modelo CAViaR. Engle & Manganelli (1999) apresen-
taram as estatisticas de teste de Wald e escore para o modelo CAViaR, os quais
podem ser utilizados para verificar se termos defasados adicionais de VaR e de
r devem ser considerados.

Se um modelo estiver corretamente especificado, entao P(ry < —VaR;) = 6,
para todo t. Isto é equivalente a requerer que a sucessao de funcoes indi-
cadoras I(r; < —VaR;) seja independente e identicamente distribuida. Con-
seqiientemente, uma propriedade que qualquer estimativa VaR deve satisfazer é
que a sequiéncia, que possivelmente é autocorrelacionada e até mesmo heteros-
cedastica, deve ser transformada em uma série independente de funcoes indi-
cadoras. Um modo natural para testar a validade do modelo de previsao é
verificar se a série das fungoes indicadoras I(r; < —VaR;) é independente e
identicamente distribuida.

Existem varios testes para verificar a suposicao de independéncia de uma
seqiiencia de realizagoes de uma variavel aleatéria como, por exemplo, o teste
runs de Mood (1940) e o teste de Ljung-Box, apresentado em [1.21]. Esses
testes podem revelar a presencga de correlagao serial na série de fungoes indi-
cadoras. Contudo, o fato destas funcoes indicadoras serem nao-correlacionadas
serialmente nao é o bastante para avaliar o desempenho de uma estimativa
VaR. Outro ponto importante é que esses testes nao consideram a inclusao de
covariaveis.

Engle & Manganelli (2004) propuseram um teste com a capacidade de
identificar a presenca de correlagao serial. Seja
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Hit, = I(’I“t < —VaRt) —0.

A funcdo Hit; assume valor (1 —6) sempre que r; é menor que —VaRy, ou seja,
toda vez um hit ocorre, e —6, caso contrario. Claramente o valor esperado de
Hit é zero. Adicionalmente, da definicao da funcao quantilica, a esperanca
condicional de Hit dada qualquer informagao conhecida em t — 1 também
deve ser zero. Uma simples aplicacao da lei das esperancas iteradas mostra
que Hit deve ser nao-correlacionada com qualquer subconjunto pertencente ao
conjunto de informacgoes passadas, Fy_1:

E(Hityfi—1) = fi1 E(Hity|Fi1), Vi1 € Fi1.
Em particular, Hit; é nao-correlacionada com Hit;_y, para todo ¢, com a
seqiiéncia VaR; prevista e com uma constante.
A qualidade do ajuste do modelo CAViaR pode ser verificada através do

teste de quantis dinamicos (Engle & Manganelli, 2004), que é realizado por
meio da regressao artificial

Hity = X6 + uy, 3.9]
onde
w — { —0, com probabilidade (1 —6),
P71 (1—6), com probabilidade 6,
e entram como regressores termos defasados da funcao Hit;. Outras fungoes
podem compor o teste como, por exemplo, variaveis dummy anuais.

Em sua proposta, Engle & Manganelli (2004) apresentam o teste para
observagoes amostrais e para observacoes pos-amostrais, as quais devem ser
reservadas para este fim, nao sendo utilizadas no processo de estimacao.

A estatistica de teste de quantis dinamicos é dada por

FYX'X6
o(1—9)

onde p—1 é o nimero de covaridveis na regressao artificial em [3.9] e § é obtido
através do método de minimos quadrados, com

6= (X'X)'X'Hity, -5 N (8,0(1 — 6)(X'X) ")
pelo Teorema Central do Limite (Engle & Manganelli, 1999). O teste de
quantis dinamicos quando realizado para as observagoes amostrais verifica se

o modelo esta bem especificado, e pode servir como um critério de selecao de
modelos.

Uma outra forma de avaliar se a especificacao escolhida é apropriada é
verificando o percentual de hits na amostra. Se esse percentual estiver proximo
a #, temos um indicativo de que o modelo é adequado, ou seja,

T
1
q= T;[(” < —VaRy) = 6.

mo dissem nteriormen n nganelli ugerem qu
Como dissemos anteriormente, Engle & Manganelli (2004) sugere e esses
procedimentos sejam realizados nas observagoes amostrais e pds-amostrais.
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Capitulo IV

Simulacoes

Neste capitulo investigaremos a precisao das estimativas dos parametros do
modelo CAViaR para as especificagoes do valor absoluto simétrico (SAV), da
inclinagao assimétrica (AS), GARCH(1,1) indireto (IG) e adaptativa (ADP) pro-
postas por Engle & Manganelli (2004).

Diversos cenarios foram considerados, nos quais o tamanho amostral e o
valor de # sao alterados, a fim de verificar o comportamento das estimativas em
cada um deles. Como tamanhos amostrais, consideramos 7' = {200, 500, 1000}
e 0 ={0.01,0.05} foram os niveis adotados para a determinagao do VaR.

Foram consideradas em cada caso 1000 réplicas do experimento, onde cada
um dos 1000 vetores de estimativas iniciais foi escolhido de tal forma que
seguisse distribui¢ao uniforme entre 0 e 1, conforme sugerem Engle & Man-
ganelli (2004). Na especificagdo ADP utilizamos k = 10, mesmo valor conside-
rado por Engle & Manganelli (2004).

No processo de estimagao, adotamos a seguinte estratégia: para cada vetor
de parametros iniciais obteve-se o vetor 6timo, o qual foi avaliado como vetor
inicial em um novo processo de minimizacao. O processo continuou até a
obtencao de convergeéncia.

41 Cenario |

Seja 1 asérie de caudas pesadas apresentada na Figura 4.1 (a) de tamanho
T = 200, cujo histograma é apresentado em (b), do qual obtemos VaR; =
—Quantg p5(ry) = 1.863. De posse de r; e VaR; obtém-se, recursivamente, a
seqiiéncia VaR;, com o auxilio do vetor de estimativas iniciais e, por fim, o
valor de C'Q), o qual deverd ser minimizado.

O processo de estimagao considera a série r; e os 1000 vetores de estimati-
vas iniciais e para cada um deles minimiza o critério quantilico, sendo o vetor
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que proporcionou o menor valor de C'Q) o
Figura 4.2 apresentamos os histogramas
para o caso da especificacao SAV, obtidas
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Figura 4.1. Evolucéo (a) e histograma (b) da série dos log-retornos r; [T = 200].

==

I T T T T
32.0 325 33.0 335 34.0

(@)

T T
345 35.0

0.0 0.5

©

1.0

1
35.5

vetor 6timo para cada avaliagao. Na
das estimativas de C'Q), (1, P2 e (3

apos o processo de minimizagao.

0.5
1

0.3
1

0.1

WH‘\/‘
I T T T T 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

(b)

0.5

0.3

0.1
1

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

(d)

Figura 4.2. Histogramas de CQ, (1, B2 e 3 para a especificagdo SAV [T = 200, 6 = 0.05].

Note que apds o processo de minimizacao, a funcao C'() apresenta uma
grande dispersao e que a maioria dos valores obtidos se encontram distantes
do valor minimo alcancado. Ou seja, mesmo apds o processo de minimizagao,



as estimativas podem estar distantes do ponto 6timo. E possivel observar
também que as estimativas de [3;, ¢+ = 1,2,3, apresentam grande variacao,
inclusive com mudanca de sinal no valor da estimativa.

A Figura 4.3 apresenta os histogramas das estimativas obtidas apds o pro-
cesso de minimizacao para a especificacao AS, de onde podemos concluir que,
assim como no caso da especificacao SAV, as estimativas de C'() variam muito,
ficando na maioria das vezes distantes do minimo alcancado. Como também
ocorreu no caso anterior, percebe-se que ha grande variagao nas estimativas
dos parametros, as quais apresentam mudanca de sinal, como, por exemplo,
no caso de (4.
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Figura 4.3. Histogramas de CQ, (1, B2, B3 e B4 para a especificacdo AS
[T = 200,60 = 0.05].

No caso da especificagdo IG (Figura 4.4) percebe-se a existéncia de dois
aglomerados muito préximos nas estimativas de C'(Q e que em alguns poucos
casos foram obtidos valores inferiores. Assim como nas especificacoes SAV e
AS, as estimativas dos parametros se apresentam muito dispersas e com sinal
variavel.

Na especificagao ADP nao foram observados os mesmos problemas encon-
trados nas outras especificacoes. A Figura 4.5 apresenta os histogramas de
CQ e (1, de onde podemos concluir que o processo de estimagao é mais efi-
caz do que nas especificacoes anteriormente avaliadas, tendo em vista que o
aglomerado de valores 6timos de C'(Q esta posicionado no inicio da distribuicao
de freqiiéncia, ou seja, na maioria das vezes, o método obteve valores minimos
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Figura 4.4. Histogramas de CQ, (1, B2 e (3 para a especificagao IG [T = 200, 6 = 0.05].
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Figura 4.5. Histogramas de C'Q e 51 para a especificagdo ADP [T' = 200,60 = 0.05].

para o critério quantilico. Percebe-se ainda que os valores negativos de 31
estao diretamente associados com os casos onde C'() foi minimo.

A Figura 4.6 apresenta as seqiiéncias VaR; obtidas através dos parametros
que proporcionaram os menores valores de C'() para as especificacoes SAV, AS,
IG e ADP, das quais apenas na ultima observa-se um valor superior a 2%, para
a observacao 200. Note que préoximo da 1002 observacao, a excecao de ADP,
todas as especificagdes conseguiram captar a queda ocorrida em 7.
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Na Figura 4.7 sao apresentadas as séries obtidas pela diferenca entre as
seqiiéncias VaRpi, (ou seja, obtida a partir do vetor de parametros para os
quais CQ é minimo) e VaRyax (CQ méaximo), de onde podemos concluir que
o caso onde h& menor discrepancia é o da especificacao ADP, fato que pode ser
facilmente explicado tendo em vista que é nesse caso onde a distancia entre
C'(@Q) méaximo e C'Q minimo é menor.
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Figura 4.7. Diferenca entre VaRnin € VaRnax obtidas para especificagoes SAV, AS, IG e ADP
[T = 200,60 = 0.05].
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Contudo, a medida em que a diferenca entre as estimativas minima e
maxima de C'() aumenta no processo de estimacao, percebe-se que a série
de discrepancias entre VaRyi, € VaRpax também é afetada. A Figura 4.7 nos
mostra a importancia de chegar a uma estimativa de C'() que seja minima, pois,
como vimos, os resultados em C'() podem ser desastrosos, como, por exemplo,
na especificagao AS. Dentre as quatro especificacoes foi exatamente em AS que
a diferenga nas estimativas de C'() se apresentou mais elevada (Figura 4.3).
Nas demais especificacoes as discrepancias flutuaram em torno de zero durante
todo o periodo.

O Quadro 4.1 apresenta algumas estatisticas para as seqiiéncia ¢;, ¢ =
1,...,1000. De acordo com Engle & Manganelli (2004), ha evidéncia de que
o modelo estd bem especificado se ¢ = 0.05. Do Quadro 4.1, observamos que
apenas para a especificagao IG o percentual da seqiiéncia VaR; étima é igual
ao valor de 6 adotado.

Quadro 4.1. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagoes utilizadas [T' = 200, 6 = 0.05].

Especificagao
Estatistica SAV e Io O
(B 6timo 4.500 6.500 5.000 4.000
minimo 3.000 3.500 4.000 4.000
média 4.779 4.968 4.792 4.202
maximo 6.000 7.000 5.500 5.500
variancia 0.202 0.196 0.093 0.150
viés —0.222 —0.032 —0.208 —0.798

EQM 0.251 0.197 0.137 0.787

Em média, todas as especificagoes se aproximam de 0.05, mas a que se
apresentou menos viesada foi a especificacao AS, entretanto, a especificacao
SAV foi a que apresentou menor erro quadratico médio.

No caso em que 6 = 0.01, os resultados foram semelhantes aos observados
para o caso de § = 0.05 nas especificagoes SAV (Figura 4.8), AS (Figura 4.9)
e IG (Figura 4.10). Contudo, no caso da especificagdo ADP, todas as 1000
estimativas obtidas foram iguais a C'(QQ = 10.53041 e 31 = —1.799.

A Figura 4.11 apresenta as sequiéncias VaR; obtidas através do vetor de
parametros 6timos que proporcionou menor valor de C'() para cada uma das
especificagoes. Note que, assim como no caso onde 6§ = 0.05, a queda proxima
a ripo € captada.

Através da Figura 4.12 é possivel observar que hda uma grande discrepancia
entre as seqiiéncias VaR baseadas nas estimativas dos parametros cujos valores
de CQ foram, respectivamente, minimo e maximo. O grafico da discrepancia
para o caso da especificacao ADP nao é apresentado devido ao fato das seqiién-
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cias VaR terem sido iguais nas 1000 avaliagoes, conseqiiéncia do fato de todas
as estimativas terem sido idénticas.

O Quadro 4.2 apresenta algumas estatisticas relacionadas a ¢, de onde
¢é possivel concluir que a menos viesada das especificagoes, quando conside-
ramos 1' = 200 e § = 0.01, é AS. Entretanto, essa especificagao apresenta
EQM superior ao da especificagao SAV.

Quadro 4.2. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagoes utilizadas [T" = 200,60 = 0.01].

Estatistica Hepecificagdo

SAV AS IG ADP

(B 6timo 1.000 0.500 0.500 1.500
minimo 0.000 0.000 0.000 —
média 0.942 0.961 0.798 —
maximo 1.500 2.000 1.500 —
variancia 0.060 0.154 0.109 —
viés —0.058 —0.039 —0.202 —
EQM 0.063 0.155 0.150 —
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4.2 Cenario Il

A Figura 4.13 apresenta a série ry, de tamanho 500, considerada na obtencao
das estimativas dos parametros do modelo CAViaR. Note que entre as ob-
servacoes 350 e 400 ha uma grande variacao na série, fato que ird gerar valores
muito elevados de VaR quando da consideracao das especificagoes CAViaR.

-10 10
1
0.3 0.4 0.5

0.2

0.1

-20
1

T T T T T T [ T T 1
0 100 200 300 400 500 -20 -10 0 10

Figura 4.13. Evolugao (a) e histograma (b) da série dos log—retornos r+ [T" = 500].

Diferentemente do ocorrido no caso em que T = 200, observa-se que as
estimativas de C'Q), para o caso da especificagao SAV, apresentaram um aglome-
rado, desta vez posicionado a esquerda do histograma, evidenciando que o
método fornece com maior freqiiéncia valores de C'(Q de baixa magnitude,
conforme podemos observar na Figura 4.14. Adicionalmente, observa-se que
os parametros estimados estao diretamente associados ao valor de C'Q) obtido.

A Figura 4.15 apresenta os histogramas das estimativas da especificacao
AS, de onde podemos concluir que, assim como na especificacao SAV, valores
mais baixos de C'(Q sao obtidos com maior freqiiéncia.

As estimativas de C'(Q para o caso da especificacao IG apresentam uma
peculiaridade. Nota-se da Figura 4.16 que as estimativas de C'() concentram-
se na parte esquerda do grafico, mas cerca de 20% delas estao na parte central
(por volta de C'Q = 110) e que uma quantidade minima de observacoes foi
superior a esse valor, com méaximo correspondendo a aproximadamente
CQ = 114. As estimativas de 32 algumas vezes apresentaram troca de sinal.

No caso da especificagao ADP, todas as estimativas foram iguais, com
CQ =111.6112 e 51 = 0.3879. As seqiiéncias VaR; obtidas através dos vetores
de parametros 6timos de cada especificagao sao apresentadas na Figura 4.17.
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Através da Figura 4.18 podemos observar as discrepancias entre as seqiién-
cias VaRnin e VaRpax para as especificacoes SAV, AS e IG. Note que todas
flutuam em torno de zero, mas entre as observacoes 350 e 400 as diferencas
se apresentam elevadas, como decorréncia do salto apresentado em r; (Figura
4.13) nesse periodo.

61



15 20 25
| |

10

-5

SAV

15 20 25
| | |

10
|

-5

0 100 200 300

IG

400

500

AS

Figura 4.18. Diferenca entre VaRmin € VaRmax obtidas para especificacoes SAV, AS e IG
[T = 500,60 = 0.05].

O Quadro 4.3 apresenta algumas medidas de posi¢ao e dispersao para os
valores de ¢ estimados em cada uma das 1000 seqiiéncias VaR estimadas, de
onde podemos concluir que a especificagao SAV foi a que apresentou o menor
viés, enquanto que a especificacao IG apresentou ¢ = 0.05 para a seqiiéncia

VaR gerada pelo (8 étimo.

Quadro 4.3. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagoes utilizadas [T' = 500, 6 = 0.05].

Especificacao
Estatistica SAV e - 0P
B 6timo 5.200 5.200 5.000 0.00460
minimo 4.600 4.600 4.400 —
média 5.004 4.976 4.937 —
maximo 5.200 5.400 5.200 —
variancia 0.014 0.021 0.020 —
viés 0.004 —0.024 —0.063 —
EQM 0.014 0.022 0.024 —

Quando consideramos 6 = 0.01, os resultados obtidos para as especificacoes
SAV, AS e IG foram semelhantes ao caso em que 6 = 0.05 e podem ser observados
nas Figuras 4.19, 4.20 e 4.21, respectivamente. Porém, no caso da especificacao
ADP (Figura 4.22), observa-se que as estimativas de C'() concentram-se a direita
do grafico, evidenciando que esta especificacdo nao é tao eficaz quanto as

demais.
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Figura 4.22. Histogramas de CQ e 1 para a especificagdo ADP [T' = 500,60 = 0.01].

No caso de 6 = 0.05, para a especificacao ADP, obtivemos todas as estima-
tivas com mesmo valor, mas vale destacar que esse fato nao indica qualidade
do método, visto que este, como ja dissemos, esta diretamente relacionado com
o conjunto de dados em estudo.
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A Figura 4.23 apresenta as estimativas de VaR; cujos valores de C'Q) foram
minimos, para cada uma das especificagoes consideradas. Como dissemos, o
fato de haver uma grande variacao na série por volta das observagoes 350
e 400 conduziu a valores muito altos de VaR nesse periodo. Entretanto, a
especificagao ADP nao foi capaz de mensurar a magnitude do risco do investidor,
tendo a estimativa VaR correspondente a essa variagao alcancado um valor
muito abaixo do que o alcangado por seus concorrentes.
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Figura 4.23. Seqiiéncias VaR; 6timas para as especificagbes SAV, AS, IG e ADP
[T = 500,0 = 0.01].

Percebe-se, da Figura 4.24 apresentada a seguir, que as discrepancias de
cada uma das especificagoes evoluem em torno de zero e que, a excecao da
especificagao ADP, todas conseguiram captar a mudanca ocorrida na série entre
as observacgoes 350 e 400.

Do Quadro 4.4 é possivel concluir que, apesar de nenhuma das especi-
ficacoes ter encontrado o percentual de hits na amostra quando da consideragao
do 3 6timo, em média, elas se aproximaram de # = 0.01 e, conseqiientemente,
apresentaram baixo viés.

4.3 Cenario Il

A Figura 4.25 apresenta a série r;, de tamanho 1000, considerada na obtencao
das estimativas dos parametros do modelo CAViaR. Note que entre as ob-
servagoes 1 e 50 ha uma grande variacao na série, na qual r; chegou a cerca
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Quadro 4.4. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagoes utilizadas [T" = 500,60 = 0.01].

Estatistica Hepecificagdo
SAV AS IG ADP
[ 6timo 1.200 1.200 0.600 0.800
minimo 0.600 0.600 0.400 0.600
média 0.973 0.995 0.875 0.613
maximo 1.200 1.600 2.000 0.800
variancia 0.019 0.028 0.021 0.003
viés —0.027 —0.005 —0.125 —0.387

EQM 0.020 0.028 0.036 0.152

de —4, ou seja, houve uma reducao de aproximadamente 4% no indice com
relagao ao periodo anterior.

A partir da Figura 4.26 podemos observar o comportamento das estima-
tivas dos parametros da especificagao SAV para 8 = 0.05, de onde é possivel
concluir que as estimativas de C'() apresentam-se concentradas a direita do
grafico, fato que, como ja dissemos, evidencia que o processo de estimacao
dos parametros para a série apresentada na Figura 4.25 nao é eficaz. As esti-
mativas de 31 e B2 estao concentradas em dois grupos, havendo uma grande
distancia entre eles. Ja as estimativas de (33 apresentam dois aglomerados
bastante proximos e um terceiro mais afastado dos demais.

No caso da especificagao AS (Figura 4.27), o processo de estimagao se apre-
senta mais bem sucedido do que para a especificacao SAV, tendo em vista que,
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na maioria das vezes, valores mais baixos de C'() sao obtidos. As estimativas
dos parametros apresentam relagao com o valor de C'QQ obtido, porém, no caso
das estimativas de (32 e (3, observa-se que ha mudancga de sinal na estimativa.
Interpretacao semelhante se da para o caso da especificagao IG, apresentada
na Figura 4.28.
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A Figura 4.29 apresenta os histogramas das 1000 estimativas de C'Q e (1
obtidas para o caso da especificacao ADP, de onde é possivel concluir que, na
maioria das vezes, obteve-se valores mais baixos de C'() e que as estimativas
de 31 estao associadas com o valor de C'(Q obtido.
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Figura 4.29. Histogramas de CQ e (1 para a especificagdo ADP [T" = 1000, 6 = 0.05].

As seqiiéncias VaR obtidas a partir dos vetores 6timos que proporcionaram
os menores valores de C'() para cada uma das especificagoes sao apresentadas
na Figura 4.30. Note que a variagao apresentada entre as observacoes 1 e 50
foi detectada por todas as especificagoes CAViaR e os valores de VaR associa-
dos foram todos préximos. A excecao da especificacao AS, os valores de VaR
associados foram os maiores de suas respectivas sequéncias.

A Figura 4.31 apresenta as diferencas entre as seqiiéncias VaR de CQ
minimo e maximo, de onde é possivel concluir que as mesmas apresentam
flutuacao constante em torno de zero. Porém, nos casos das especificagoes AS
e IG, essa flutuagao se d4 com variacao nao constante ao longo do tempo. J&
nos casos das especificagoes SAV e ADP, a série de diferencas evolui no intervalo
[—0.5;0.5].

Na avaliacao da adequabilidade do modelo, apenas a especificacgao ADP
apresenta viés elevado, conforme podemos observar no Quadro 4.5. Percebe-
se ainda que essa especificagao, em nenhum dos 1000 ajustes, alcangou o per-
centual de hits desejado, tendo em vista que o valor maximo obtido foi de
0.047, o qual é inferior a 0.05. As demais especificagbes apresentaram bom
desempenho na identificagao de hits.

No caso em que € = 0.01, nota-se comportamento semelhante nos resulta-
dos das especifica¢oes SAV (Figura 4.32), AS (Figura 4.33) e IG (Figura 4.34),
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[T = 1000,6 = 0.05].

70




Quadro 4.5. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagoes utilizadas [T' = 1000, 0 = 0.05].

3.0

Especificacao
Estatistica
SAV AS IG ADP
[ 6timo 5.200 4.900 5.000 4.500
minimo 4.700 4.700 4.400 4.300
média 4.990 4.985 5.001 4.465
maximo 5.200 5.200 5.200 4.500
variancia 0.004 0.006 0.005 0.002
viés —0.010 —0.015 0.001 —0.535
EQM 0.004 0.006 0.005 0.289
o _ z ﬂ e
I T T 1 I T T T T T 1
19.0 19.5 20.0 205 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
@ ®
- — ﬂ—ﬁ e —
I T T T 1 I T T 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -0.10 -0.05 0.00 0.05

©

(d)

Figura 4.32. Histogramas de C'Q, (51, (B2 e B3 para a especificagdo SAV
[T = 1000, 0 = 0.01].

nas quais se observa que o processo de estimagao de C'() nao ¢ eficaz, enquanto
que as estimativas dos parametros apresentam grande dispersao, havendo, in-
clusive, mudanca no sinal da estimativa para alguns parametros. As estimati-
vas de C'() e 31 da especificacao ADP, quando 6 = 0.01, foram todas iguais a,
respectivamente, 22.5405 e 0.2259.

As Figuras 4.35 e 4.36 apresentam, respectivamente, as seqiiéncias VaR;
otimas e as discrepancias entre VaRin, € VaRpyax para cada uma das especi-
ficacoes consideradas. Da Figura 4.36 podemos concluir que as discrepancias
nao oscilam em torno de zero. Esse fato é preocupante, tendo em vista que é
possivel que haja superestimacao do valor de VaR, causando ma alocacao de

recursos.
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[T = 1000,6 = 0.01].
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As especificacoes SAV, AS e IG apresentam baixo viés, conforme podemos
observar no Quadro 4.6, sendo IG a unica especificagao que alcangou exata-
mente ¢ = 0.01 para a seqiiéncia 6tima. Nesse quadro nao apresentamos
os resultados de ADP devido ao fato das seqiiéncias VaR obtidas terem sido
idénticas e, conseqiientemente, os percentuais de hits também sao todos iguais
aos obtidos através da seqiiéncia de C'(Q minimo, onde ¢ = 0.6%.

Quadro 4.6. Percentuais de hits observados para cada uma
das especificagdes utilizadas [T' = 1000, 0 = 0.01].

Especificagao
Estatistica SAv e - P
B 6timo 1.100 0.900 1.000 0.600
minimo 0.600 0.800 0.800 —
média 1.006 0.986 0.965 —
maximo 1.300 1.200 1.100 —
variancia 0.003 0.005 0.003 —
viés 0.006 —0.014 —0.035 —
EQM 0.003 0.005 0.004 —
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Capitulo V

Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos aplicacoes da metodologia CAViaR ao mer-
cado financeiro brasileiro. Para isso, consideraremos duas séries: Petrobras
e IBOVESPA. Os dados utilizados sao referentes ao periodo entre 02/01/1995
e 16/09/2005, totalizando 2652 observagoes didrias, que foram obtidas a partir
do AE Broadcast, software de acompanhamento da bolsa de valores de Sao
Paulo, gentilmente cedido pela Agéncia Estado (http://www.ae.com.br). As
375 observagoes finais das duas séries (perfiodo de 18/03/2004 a 16/09/2005)
foram reservadas para validacao das especificacoes CAViaR, compondo o perio-
do que chamamos de pés-amostra. Portanto, as amostras consideradas contem
2277 observagcoes.

Na analise das séries foram utilizados os seguintes softwares: RATS, para
calculo de VaR através da metodologia RiskMetrics; EVIEWS, para a abordagem
econométrica do VaR; e R, para o calculo de VaR pela metodologia CAViaR e
pela TVE.

Na analise através dos modelos CAViaR consideramos k = 10 para a es-
pecificacao adaptativa. Na avaliacao da adequabilidade pelo teste de quantis
dinamicos consideramos como regressores os quatro primeiros termos defasa-
dos da funcao Hity.

Os codigos criados para cada uma dessas andlises, bem como as séries
utilizadas, estao disponiveis no endereco http://box.de.ufpe.br/“tfsales.

5.1 O caso da Petrobras

As Figuras 5.1 e 5.2 apresentam as evolugoes do indice da Petrobras entre
02/01/1995 e 16/09/2005 e da série de log-retornos. Note que apds serem toma-
dos os log-retornos a distribuicao passou a se assemelhar a uma distribuicao
simétrica, porém com caudas mais pesadas que a distribuicao normal,
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Figura 5.2. Série de log-retornos da Petrobras entre 03/01/1995 e 16,/09/2005.
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como podemos observar no histograma dos log-retornos, apresentado na Figura
5.2 (b).

O Quadro 5.1 apresenta algumas estatisticas descritivas da série completa
e das séries denominadas de amostra (r¢, t € [1,2277]) e poés-amostra (r¢, t €
[2278,2651]). Note que as séries amostra e pds-amostra apresentam padroes

diferentes; por exemplo, a curtose da primeira é muito elevada, enquanto a da
segunda € inferior a 1.3.

Quadro 5.1. Estatisticas descritivas da série de log-retornos
da Petrobras.

Estatistica Tt re, t € [1,2277] re, t € [2278,2651]
Minimo —0.0923 —0.0923 —0.03004
12 quartil —0.0058 —0.0062 —0.0046
Média 0.0005 0.0005 0.0007
Mediana 0.0000 0.0000 0.0007
32 quartil 0.0068 0.0073 0.0057
Méximo 0.0925 0.0925 0.0327
Variancia 0.0002 0.0002 0.0001
Assimetria —0.0423 —0.0374 —0.0108
Curtose 7.4939 6.9291 1.2936

[A1] RiskMetrics

Assumindo que a média condicional do modelo é zero, ajustaremos o mo-
delo em [2.2], ou seja,
_ _ 2_ 2 2
re=ay, a =0, o0p=a0i+(1—a)ri;, 0<a<l.
Os resultados do ajuste estao apresentados no Quadro 5.2, de onde chegamos
a

ol = 0.913607 | + 0.0864r7 ;.

Quadro 5.2. Resultados do ajuste RiskMetrics aos
log-retornos da Petrobrés.

Estimativa Erro Padrao p-valor
«a 0.9136 0.0075 0.0000
Q(10) 0.0009 Q(20) 0.0052

A previsao da volatilidade um passo adiante é dada por
G3977(1) = 0.913603977 + 0.086473977,

e do ajuste obtemos &%277 = 0.0098 e 19977 = 0.01678, logo, 6%278(1) =
0.000109. Assim, a perda maxima que o investidor pode sofrer é de 0.01723,
ao nivel de 5%, pois

VaR = 1.65 x v0000109 = 1.65 x 0.01044 = 0.01723.
7



Ou seja, a perda méxima esperada para t = 2278 é de 1.723%.

A Figura 5.3 apresenta a volatilidade estimada através da metodologia
RiskMetrics para a série de log-retornos da Petrobras, sendo possivel observar
quatro grandes picos de volatilidade: em 10/3/1995, durante a crise do México;
em 27/10/1997, crise asidtica; em 10/9/1998, periodo inicial da moratéria da
Russia; e em 14/1/1999, mudanga de cambio fixo para cambio flutuante no
Plano Real.
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Figura 5.3. Volatilidade estimada da série de log-retornos da Petrobras através do RiskMetrics.

[A2] Abordagem econométrica
O modelo ARMA (p, q)-GARCH(r, s) é dado por

p q
Tt = ¢o + E QiTt—i +ap — E 0ja;—j,
i—1 j=1
at = Otét,

r s
2 2 2
oy = oo+ E aiay_; + E ﬂjat_j-
i=1 =1

Para a selecaio de modelos utilizamos o BIC, que selecionou o modelo
ARMA(2,2)-GARCH(1,1). Assim, temos que

re = Qo + 111 + Pare—2 + ar — braz—1 — Oaaz—2,

at = O¢&,

02 = ag+ ara? | + fro? .

O Quadro 5.3 apresenta os resultados do ajuste ARMA(2,2)-GARCH(1,1),
de onde concluimos que todos os parametros sao significativos. O teste de
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Quadro 5.3. Resultados do ajuste ARCH-GARCH aos
log-retornos da Petrobrés.

Equacao da média

Estimativa Erro Padrao p-valor

®o 0.0010 0.0002 0.0000
01 1.0758 0.1238 0.0000
o2 —0.3943 0.1146 0.0006
01 —0.9542 0.1290 0.0000
02 0.2608 0.1189 0.0283
Q(10) 0.1142 Q(20) 0.4678

Equagao da variancia

Estimativa Erro Padrao p-valor

o 0.0001 9.49 x 1077 0.0000
o1 0.1393 0.0101 0.0000
J651 0.8234 0.0138 0.0000
Q(10) 0.0062 Q(20) 0.0849

Ljung-Box nao detectou auto-correlagao em a; (equacao da média), tendo
detectado nos quadrados dos residuos do ajuste ARMA(2,2) (equagao da
variancia), justificando assim a utilizagdo do modelo ARMA-GARCH.

Temos que

r¢ = 0.0010 + 1.0758r;_1 — 0.3943r;_2 + a; + 0.9542a;_1 — 0.2608a;_2,
o2 = 0.0001 4 0.1393a? | + 0.823407 .

Do ajuste, temos que ago77 = 0.0142 e 03277 = 0.000127, logo,
&%277(1) = 0.0001 + 0.1393 x (0.0142)2 + 0.8234 x 0.000127 = 0.000234.

Assumindo normalidade nos log-retornos, obtemos o Valor em Risco de
5% como sendo

VaR = 1.65 x v0.000234 = 1.65 x 0.0153 = 0.02525.

[A3] Estimacao quantilica
Para o célculo do VaR 5% através da estimacao quantilica, se faz necesséria
a obtencao do quantil de nivel 0.05 para a série de log-retornos da Petrobras.
Note que 2277 x 0.05 = 113.85 e, portanto, consideramos p113 = 0.04963,
p114 = 0.05007, 7(113) = —0.019305 e r(114) = —0.019189.
Desta forma, obtivemos

0.05007 — 0.05 0.05 — 0.04963
VaR = —0.01931
(0.05007 — 0.04963) < )+ (0.05007 — 0.04963
= —0.019206.

) % (—0.01919)
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[A4] VaR pela TVE

Na abordagem da TVE, consideramos n = 21, de forma a considerar gru-
pos referentes a aproximadamente um meés comercial e, conseqilientemente,
g = 108. Assim, temos que as m = 9 primeiras observagoes nao foram uti-
lizadas na obtencao dos minimos. Os minimos dos 108 grupos formados estao
apresentados na Figura 5.4.
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Figura 5.4. Série de minimos da Petrobrds em grupos de tamanho 21.

O Quadro 5.4 apresenta as estimativas dos parametros da distribuicao
GEV, de onde podemos concluir que a série de minimos segue distribuicao de
Fréchet. Portanto, o VaR de 5% deve ser estimado por

0.01140

VaR = —0.02321 — [~
? 0.023 (—0.55109

> x {1 — [~2110g(0.95)] %5109} = —0.02404,

ou seja, a perda maxima esperada ¢ de 0.02404 vezes o montante investido.

Quadro 5.4. Estimativas dos parametros da GEV para a série
de minimos dos log-retornos da Petrobras.

Parametro « B 13
Estimativa 0.01140 —0.02321 —0.55109
Erro Padrao 3.1x107° 3.4x107° 0.01923

[A5] CAViaR

O Quadro 5.5 apresenta as estimativas dos parametros do modelo CAViaR,
seus respectivos erros-padrao e p-valores associados, o valor do critério quanti-
lico, o percentual de hits e o p-valor do teste de quantis dinamicos para as
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observagoes amostrais e pds-amostrais, obtidas para a série de log-retornos da
Petrobrés.

Note que o parametro 5 é sempre significativo independente do nivel 6
adotado, indicando que aglomerados de volatilidade também ocorrem nas cau-
das da distribuicao dos retornos. No tocante ao percentual de hits identificado
na amostra, temos que, para 8 = 0.05, nas quatro especificagoes, obteve-se ¢
préoximo a 5%; em particular, na especificagao IG esse percentual foi igual a
5.01%. Contudo, o desempenho pds-amostra das quatro especificacoes nao foi
bom, visto que o melhor desempenho foi verificado para ADP, cujo percentual
foi de cerca de 2.7%.

No caso em que 6 = 0.01, as especificagoes AS, IG e ADP identificaram cerca
de 1.01% de hits na amostra, enquanto a SAV identificou 1.1%. Novamente,
o desempenho pés-amostra dessas especificagoes nao foi satisfatorio, salvo a
especificacao ADP, que identificou 1.07% de hits na amostra.

Das especificagoes consideradas, apenas AS e IG nao foram rejeitadas pelo
teste de quantis dinamicos, no caso em que ¢ = (.05 para as observagoes
amostrais e pos-amostrais. Com € = 0.01, nenhuma especificacao foi re-
jeitada no periodo pds-amostra; porém, quando realizado entre as observagoes

amostrais, apenas AS nao foi rejeitada.

Quadro 5.5. Estimativas das especificacbes CAViaR para a séries de log-retornos da Petrobras.

0 =0.05 0 =0.01
Estimativas
SAV AS IG ADP SAV AS IG ADP
51 0.00016 0.00134 0.00002 —0.00001 0.00004 0.00290 0.00001 0.00003
Erro Padrao 0.00014 0.00043 0.00001 0.00001 0.00004 0.00120 0.00004 0.00001
p-valor 0.12019 0.00082 0.00249 0.00000 0.17750 0.00720 0.00950 0.00000
B2 0.99111 0.78836 0.80030 — 0.98870 0.78380 0.60751 —
Erro Padrao 0.00822 0.04423 0.02003 — 0.01300 0.04370 0.06861 —
p-valor 0.00000 0.00000 0.00000 — 0.00000 0.00000 0.00000 —
03 0.85151 0.07385 0.35472 — 1.42212 —0.00752 2.24581 —
Erro Padrao 0.00211 0.04843 0.30042 — 0.00667 0.10469 1.15823 —
p-valor 0.00000 0.06366 0.11885 — 0.00000 0.47148 0.0000 —
Ba — 0.54287 — — 0.76394 — —
Erro Padrao — 0.11675 — — 0.08576 — —
p-valor — 0.00001 — — 0.00000 — —
cqQ 3.43067 2.96525 3.10144 3.41028 1.15821 0.81254 0.91642 0.13600
q amostra (%) 5.27270 5.05272 5.00879 5.14060 1.09845 1.01050 1.01050 1.01050
q pés-amostra (%) 0.80000 1.60000 2.13333 2.66667 0.00000 0.53333 0.22674 1.06667
DQ amostra 0.00000 0.62843 0.30547 0.00000 0.00000 0.55011 0.00123 0.00000
D@ pés-amostra 0.03385 0.16912 0.34575 0.00000 1.00000 0.99146 0.89124 0.86610

Assim, a especificacao escolhida, tanto para # = 0.05 quanto para 6 = 0.01,
foi a da inclinacao assimétrica (AS), tendo em vista que a mesma nao foi
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rejeitada pelo teste de quantis dinamicos. Note que para 8 = 0.05 todos os
parametros de AS sao significativos ao nivel 10%, mas para 6 = 0.01 apenas
o parametro 3 foi nao-significativo. Ou seja, quando ¢ = 0.05, o modelo
responde diferentemente as observacoes positivas e negativas, tendo em vista
que fB3 # B4. Ja quando 6 = 0.01, as observagoes positivas nao apresentam
impacto no calculo de VaR.

Temos, portanto, que o modelo considerado para a obtencao do VaR de
5% é dado por

VaR; = 0.0013 + 0.7884VaR;_1 + 0.0739 max(r¢_1, 0) + 0.5429 min(ry_1, 0).

O impacto em VaR do aumento de uma unidade em VaR ;_; ocasiona um
acréscimo de 0.7884 no VaR do préximo periodo. O aumento de uma unidade
em 1y, caso 1 seja positivo, é de apenas 0.0739, enquanto se r; < 0, o aumento
em VaR é de 0.5429.

A Figura 5.5 apresenta as seqiiéncias VaR estimadas para § = 0.05 (a) e
6 = 0.01 (b), de onde obtemos VaRgo77 = 0.01798, para 6 = 0.05. Tendo em
vista que ro977 = 0.00540753, o valor em risco em t = 2278 é

VaRy788 =0.00134-0.7884Va R2277+0.0739max(7“2277, O) +0.5429min(7“2277, O)
= 0.0013 + 0.7884 x 0.01798 4+ 0.0739 x 0.00541 = 0.0159.
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Figura 5.5. Seqiiéncias VaR estimadas pela especificacdo AS para os log-retornos da Petrobrés
para 6 = 0.05 (a) e # = 0.01 (b).

82



O Quadro 5.6 apresenta um resumo das estimativas VaR obtidas por cada
uma das abordagens consideradas. Note que as estimativas variam de acordo
com o método. As metodologias RiskMetrics e CAViaR estimaram o valor de
VaR proximo a 1.6%. A estimativa VaR obtida através da estimacao quantilica
foi um pouco superior, cerca de 2%; enquanto as demais metodologias esti-
maram em aproximadamente 2.5% o valor de VaR 5%.

Quadro 5.6. Estimativas de VaR 5% para t = 2278, Petrobrés.

Abordagem Va R227g
Quantilica 1.921%

Nao-Condicional
TVE 2.404%
RiskMetrics 1.723%
Condicional Econométrica 2.525%
CAViaR 1.590%

5.2 0 caso do IBOVESPA

A Figura 5.6 apresenta a evolugao dos log-retornos do indice IBOVESPA entre
02/01/1995 e 16/09/2005, de onde ¢ possivel observar que em meados de 1998
houve um aumento de mais de 10% no indice IBOVESPA com relagdo ao
periodo anterior.

O Quadro 5.7 apresenta algumas estatisticas descritivas da série com-
pleta e das séries denominadas amostra (r;, t € [1,2277]) e pds-amostra
(r¢, t € [2278,2651]). Note que até o terceiro quartil as séries sao muito pare-
cidas. Entretanto, os pontos minimo e maximo de r; sao muito distantes dos
observados na pds-amostra. As diferengas também sao notadas na assimetria
e na curtose das séries.

Quadro 5.7 Estatisticas descritivas da série de log-retornos
da Petrobras.

Estatistica T4 re, € [1,2277) re, T € [2278,2651]

Minimo —0.0748 —0.0748 —0.0244

12 quartil —0.0052 —0.0053 —0.0045
Média 0.0003 0.0003 0.0003
Mediana 0.0006 0.0006 0.0005

32 quartil 0.0061 0.0063 0.0051
Méximo 0.1252 0.1252 0.0224

Variancia 0.0001 0.0001 0.00004

Assimetria 0.6075 0.6236 —0.1977
Curtose 13.558 12.9535 0.1848
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Figura 5.6. Série de log-retornos do IBOVESPA entre 03/01/1995 e 16/09,/2005.

[A1] RiskMetrics
Assumindo novamente que a média condicional da série de log-retornos do
IBOVESPA ¢ igual a zero, ajustaremos o modelo em [2.2], ou seja,

re=ay, ay=o, or=aoi+(1—a)yi,, 0<a<l.

Os resultados do ajuste estao apresentados no Quadro 5.8, de onde chegamos

a
o = 0.897707 | +0.1023r7_;,

cujo p-valor da estatistica de Ljung-Box aplicada aos quadrados dos residuos
(10) indica que o modelo nao deve ser rejeitado.

Quadro 5.8. Resultados do ajuste RiskMetrics aos
log-retornos do IBOVESPA.

Estimativa Erro Padrao p-valor
a 0.8977 0.0048 0.0000
Q(10) 0.0023 Q(20) 0.0083

Assim, a previsao da volatilidade um passo adiante é dada por
&%277(1) = 0.89770’%277 + 0.10237’%277,

e do ajuste obtemos d9977 = 0.000134 e 79977 = 0.0092; logo, 63278(1) =
0.000109. Assim, a perda maxima que o investidor pode sofrer é de 0.02692,
ao nivel de 1%, pois

VaR = 2.326 x v0.000109 = 0.02692.
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A Figura 5.7 apresenta a volatilidade estimada, de onde se observa que
os quatro grandes picos de volatilidade identificados para o caso da Petrobras

também se fazem presente no caso do IBOVESPA.

0.015
1

Volatilidade Estimada
0.010
1

0.005
1

0.000
1
=

1996

1998

2002 2004

Figura 5.7. Volatilidade estimada da série de log-retornos do IBOVESPA através do RiskMetrics.

[A2] Abordagem econométrica
A minimizacao do critério BIC levou ao modelo MA(2)-GARCH(1,1),
cujos resultados sao apresentados no Quadro 5.9, de onde podemos concluir que
o parametro 5 é nao-significativo. Entretanto, como dissemos, testes t nao sao
confidveis em séries temporais, motivo pelo qual o parametro foi considerado.
O teste de Ljung-Box nao detectou autocorrelagao em a; (equacao da média)
e detectou correlagdo serial nos quadrados de a?, os residuos do ajuste MA(2)
(equagao da variancia), confirmando a validade do modelo.

Quadro 5.9. Resultados do ajuste ARCH-GARCH aos

log-retornos da IBOVESPA.

Equacao da média

Estimativa Erro Padrao p-valor

o 0.0007 0.0002 0.0001
01 0.0529 0.0232 0.0224
02 —0.0303 0.0209 0.1478
Q(10) 0.0983 Q(20) 0.2297

Equacgao da variancia

Estimativa Erro Padrao p-valor

oo 0.0001 7.34 x 1077 0.0000
a1 0.1515 0.0116 0.0000
51 0.8138 0.0157 0.0000
Q(10) 0.0360 Q(20) 0.0350
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Assim, temos que

re = 0.0007 + a; — 0.0529a;_1 + 0.0303a;_o,
o2 = 0.0001 + 0.1515a2_, + 0.813802 ;.

Do ajuste, temos que ago77 = 0.00849 e 0%277 = 0.000119; logo,
6%277(1) = 0.0001 + 0.1515 x (0.00849)% + 0.8138 x 0.000119 = 0.00021
e, portanto,
VaR = 2.326 x v/0.00021 = 2.326 x 0.01449 = 0.0337.

Ou seja, o Valor em Risco é de cerca de 3.4% do montante investido.
[A3] Estimacao quantilica

Para o calculo do VaR 1% através da estimacao quantilica, se faz necesséria
a obtencao do quantil de nivel 0.01 para a série de log-retornos do IBOVESPA.
Temos que 2277 x 0.01 = 22.77 e, portanto, consideramos pso = 0.009662,
p23 = 0.010101, 7(29) = —0.030111 e 7(23) = —0.029655.

De tal forma, que obtivemos

0.0101 — 0.01 0.01 — 0.0097
VaR = —0.030111 0,02
i (0-0101 - 0-0097> *(~0.03011D)+ (0.0101 - 0.0097> x(=0.029655)

= —0.029759.

[A4] VaR pela TVE

Na abordagem da TVE, consideramos n = 21 e g = 108, assim temos que
as m = 9 primeiras observacoes nao foram utilizadas na obtencao dos minimos.
Os minimos dos 108 grupos formados sao apresentados na Figura 5.8.

O Quadro 5.10 apresenta as estimativas dos parametros da distribuicao
GEV, de onde podemos concluir, assim como no caso dos log-retornos da
Petrobras, que a série de minimos segue distribuicao de Fréchet. Portanto, o
VaR de 1% deve ser estimado por

0.01114

VaR = —0.02139 — [ —— "
? 002159 (—0.68151

) x {1 — [~211og(0.99)] %8351} = —0.05223,

ou seja, a perda mdxima esperada é de aproximadamente 5.2% do montante
investido.

Quadro 5.10. Estimativas dos parametros da GEV para a série
de minimos dos log-retornos da IBOVESPA.

Parametro «@ I6] 13
Estimativa 0.01114 —0.02139 —0.68151
Erro Padrao 2.0x 107 2.0x107° 0.00593
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Figura 5.8. Série de minimos do IBOVESPA em grupos de tamanho 21.

[A4] CAViaR

O Quadro 5.11 apresenta as estimativas dos parametros do modelo CAViaR,
seus respectivos erros-padrao e p-valores associados, o valor do critério quanti-
lico, o percentual de hits e o p-valor do teste de quantis dinamicos para
as observacoes amostrais e pds-amostrais, obtidas para os log-retornos do
IBOVESPA.

No caso do indice IBOVESPA, o termo auto-regressivo (32) é sempre signi-
ficativo, indicando presenca de aglomerados de volatilidade também na cauda
de 7.

O percentual de hits encontrado nas observacoes amostrais é sempre proxi-
mo ao nivel § adotado para o calculo de VaR, com destaque para a especi-
ficacao AS com 0 = 0.05, onde ¢ = 5.01%. Contudo, quando consideramos
as observagoes pds-amostrais, o cendrio foi bastante diferente. Por exemplo,
esperava-se valor proximo a 5% no caso da especificacao SAV (com 6 = 0.05),
mas esta sé foi capaz de captar cerca de 1.33% de hits. Das quatro especi-
ficacoes a que apresentou melhor desempenho pés-amostral foi ADP, captando
4.53% e 1.33% para os casos em que § = 0.05 e § = 0.01, respectivamente.
Esse fato é devido as diferencas existentes entre as observagoes amostrais e pos-
amostrais. Se as séries fossem mais homogéneas nos dois periodos, esperar-se-ia
um percentual de hits mais proximo do nivel adotado.

Das quatro especificagoes apenas AS nao foi rejeitada pelo teste de quantis
dinamicos, para as observacoes amostrais no caso em que # = 0.05. No caso
em que € = 0.01, apenas a especificacao IG nao foi rejeitada pelo mesmo teste.
Quando consideramos os periodos pés-amostrais, apenas SAV foi rejeitada para
os dois niveis. Adicionalmente, a especificagao ADP foi rejeitada para 6 = 0.01.
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Quadro 5.11. Estimativas das especificacoes CAViaR para a séries de log-retornos da IBOVESPA.

0 =0.05 0 =0.01
Estimativas
SAV AS IG ADP SAV AS IG ADP
51 0.00017 0.00086 0.00001 —0.00010 —0.00002 0.00254 0.00004 0.00003
Erro Padrao 0.00025 0.00028 0.00001 0.00001 0.00001 0.00160 0.00001 0.00001
p-valor 0.25501 0.00122 0.05225 0.00000 0.44191 0.05431 0.00042 0.00000
B2 0.98947 0.88201 0.82677 — 0.99992 0.76731 0.75555 —
Erro Padrao 0.01676 0.02548 0.03874 — 0.00062 0.14432 0.02731 —
p-valor 0.00000 0.00000 0.00000 — 0.00000 0.00000 0.00000 —
[ 0.33846 —0.05013 0.35071 — 0.15733 0.04871 1.16273 —
Erro Padrao 0.00362 0.04339 0.12411 — 0.00601 0.14600 0.79236 —
p-valor 0.00000 0.12395 0.00235 — 0.00000 0.36932 0.07111 —
Ba — 0.34064 — — — 0.80508 — —
Erro Padrao — 0.05465 — — — 0.61912 — —
p-valor — 0.00000 — — — 0.94641 — —
(616 2.90130 2.47259 2.61591 2.88840 0.91365 0.69831 0.77542 0.91398
q amostra (%) 5.31634 5.00879 5.09666 5.05272 1.01050 1.01050 0.96666 1.01050
q pés-amostra (%) 1.33333 3.73333 3.73333 4.53333 0.80000 0.00000 0.53333 1.33333
D@ amostra 0.00000 0.99342 0.00649 0.00000 0.00402 0.00546 0.53754 0.00000
DQ pés-amostra 0.06159 0.61904 0.60718 0.25172 0.00000 1.00000 0.94053 0.00320

Assim, chegamos a dois modelos: para # = 0.05, a especificagao mais apro-

priada é AS, enquanto a especificacao IG se mostrou mais eficaz para 6 = 0.01.
Esse fato sugere que os processos geradores dos niveis quantilicos 5% e 1% sao
distintos, enfatizando a necessidade de se utilizar a metodologia proposta por
Engle & Manganelli (2004), visto que as demais técnicas existentes consideram
que o processo gerador é Unico.

O modelo utilizado para o cédlculo de VaR de 1%, no caso do IBOVESPA,
¢é dado por

VaR, = 1/0.00004 + 0.7556VaR? | + 1162772,

onde VaRao77 = 0.01639 e 79977 = 0.0066; conseqiientemente, VaRog7g =
0.0178. Vale destacar que o acréscimo de uma unidade em th—l proporciona

um aumento de v/1.1627 = 1.0783 em VaR;.

A Figura 5.5 apresenta as seqiiéncias VaR estimadas para # = 0.05 (a)
e # = 0.01 (b). Note que os picos de volatilidade identificados através da
metodologia RiskMetrics tém impacto no valor de VaR. Ou seja, a metodologia
CAViaR conseguiu captar os periodos onde a volatilidade se apresentou mais
elevada, elevando também o Valor em Risco.

O Quadro 5.12 apresenta as estimativas VaR de 1% para a série de log-
retonos do IBOVESPA de onde é possivel concluir que as técnicas anterior-
mente existentes conduziram a estimativas de VaR bastante superiores quando
comparadas com a obtida pela metodologia CAViaR. A estimativa de VaR
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Figura 5.9. Seqiiéncias VaR estimadas pelas especificacoes AS (a) e IG (b) para os log-retornos da
IBOVESPA para 6 = 0.05 e 6§ = 0.01.

fornecida pelo modelo CAViaR, mais especificamente pela especificacao IG,
aproxima-se mais da realidade tendo em vista que foi identificada diferenca
no processo gerador entre os diferentes niveis considerados, enquanto que as
demais técnicas nao levam em conta essa mudanca.

Quadro 5.12. Estimativas de VaR 1% para t = 2278, IBOVESPA.

Abordagem VaRa27s
Quantilica 2.976%

Nao-Condicional
TVE 5.223%
RiskMetrics 2.692%
Condicional Econométrica 3.370%
CAViaR 1.780%
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Conclusoes

O processo de estimacao dos modelos CAViaR se comporta de maneira bas-
tante peculiar. Em geral, faz-se necesséria a utilizacao de um nimero elevado
de vetores de parametros iniciais até que seja obtido um critério quantilico
satisfatério. Em nossas simulagoes, foi possivel constatar que, mesmo apods
obtida a convergeéngia, as estimativas de C'(Q podem estar muito distantes.

Outro fato grave é que, além da existéncia dessa grande distancia entre os
C@Q)’s minimo e maximo alcancados no processo de estimacao, as suas estima-
tivas podem estar concentradas nos valores mais elevados de C'(), enquanto
uma minoria de estimativas pode estar préxima do minimo obtido. Esse fato
corrobora a necessidade de se considerar um grande ntimero de vetores iniciais.

Foi possivel constatar também que as estimativas dos parametros podem
apresentar grande variagao, inclusive com mudanca de sinal, fato que faz com
que as interpretacoes dos parametros sejam completamente diferentes.

Em todos os cendrios considerados as seqiiéncias VaR obtidas foram ca-
pazes de detectar as perdas ocorridas em 7, mas as estimativas de VaR obtidas
para essas observacoes extremas, na maioria da vezes, podem variar bastante.
Vale destacar que apenas a especificacao ADP nao se mostrou eficaz nessa de-
teccao.

Outro ponto que merece destaque é o fato que para uma determinada
especificacao, considerando o mesmo 6, as estimativas VaR podem variar bas-
tante. Vimos que, em geral, quando calculamos as diferencas entre as sequién-
cias VaR de minimo e maximo C(Q), as diferencas oscilam em torno de zero.
Contudo, em alguns casos, vimos que a oscilagao se da um pouco acima do
zero, ou seja, quando consideramos a seqiiéncia de C'(Q maximo estamos subes-
timando o valor em risco. Esse fato revela a importancia de um processo de
estimacao bem sucedido, tendo em vista que a alocagao de recursos pode ser
feita de maneira erronea no caso de se obter uma seqiiéncia VaR para um 3
nao-6timo.

Através da metodologia CAViaR foi possivel constatar que os aglomerados
de volatilidade também ocorrem nas caudas de distribuicao dos log-retornos,
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tendo em vista que o parametro auto-regressivo se mostrou significativo em
todas as especificagoes.

Das diferentes metodologias para o calculo de VaR de 5% utilizadas, obtive-
mos estimativas distintas para os dados da Petrobras. As abordagens economé-
trica e da teoria do valor extremo estimaram VaR em cerca de 2.5%, enquanto
nas outras abordagens esse valor foi proximo a 1.6%. No caso do IBOVESPA,
onde estimamos VaR de 1%, as estimativas diferiram bastante. Nesse caso,
a técnica baseada na teoria dos valores extremos estimou VaR pouco supe-
rior a 5.2%, enquanto a metodologia proposta por Engle & Manganelli (2004)
estimou VaR em torno de 1.8%.

Além disso, chegamos a dois modelos distintos para o IBOVESPA, um para
cada nivel € considerado. Esse fato constitui indicio de que a metodologia
CAViaR é mais eficaz que as demais técnicas consideradas, visto que estas
assumem, implicitamente, que o processo gerador é o mesmo em toda a série.

De forma geral, nds sugerimos a utilizacdo dos modelos CAViaR, contudo
alertamos para que seja considerado um grande niimero de vetores iniciais
no processo de estimacao, a fim de minimizar as chances de se obter uma
seqiiencia VaR que esteja distante da realidade.
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