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Resumo

Estudamos a ergodicidade da seguinte classe de automatos celulares. O espago con-
figuracional ¢ Q = {0,1,...,m}? . Cada elemento de € ¢ chamado uma configuracio.
Cada configuracdo é uma sequéncia bi-infinita = = (...x_1, 29,21 ...), onde todos z; €
{0,1,...,m} . Consideramos uma classe de operadores deterministicos D : Q@ —
dependendo de um nimero natural r (o raio de intera¢do) e uma fun¢do mondtona
f 40,1, omp*t — {0,1,...,m} assim: (Dz); = f(zir,...,%is,). Uma con-
figuragdo = é chamada uma ilha se o conjunto {i : z; > 0} é finito. D ¢é chamado
conservativo se existe uma ilha z tal que para todo t natural a configuracao D'z
contém pelo menos uma componente igual a m . Nés dizemos que D eroda uma ilha
se existir um ¢ natural, tal que D'z = “todos zeros”. Noés chamamos D de erosivo se

todas as ilhas sao erodadas por ele.

Também consideramos um operador aleatério S, que transforma cada componente
em m , independentemente das outras componentes. Foi provado por Toom que no caso
m = 1 as seguintes trés condigoes sao equivalentes: (i) D ¢é conservativo; (ii) D nao é
erodente; (iii) S,D ¢é ergddico para todo a € (0,1). Nés provamos que no caso m = 2
cada duas destas trés condigoes nao sao equivalentes. Nossas demonstragoes usam nosso

principal exemplo, no qual r =1 e

(O, Se Ti—1 = O, Ty = Tjp1 = 1,
1, sex; 1 =2, =25 241 =1,
f(;E LT 13'+1) _ 2, Se i1+ Xy = Tiy1 :2,
1— (2 7 -
Y (i—1 + 2 + 2i41)

3

O numero inteiro mais préximo de

| em todos os outros casos.
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Abstract

We study ergodicity of the following class of cellular automata. The configuration
space is = {0,1,...,m}? . Every element of 2, called a configuration, is a bi-infinite
sequence = = (...x_1,x9,%1...), where all x; € {0,1,...,m} . Let us consider a class
of deterministic operators D : Q — Q. depending on a natural number r (range of
interaction) and a monotonic function f:{0,1,...,m}** — {0,1,...,m} as follows:
(Dz); = f(@i—p,...,Tiyr). A configuration z is called an island if the set {i:z; > 0} is
finite. D is called a conservator if there is an island z such that for every natural ¢ the
configuration D!z contains at least one component equal to m . We say that D erodes
an island if there is a natural ¢ such that D'z = “all zeros”. We call D an eroder if it
erodes all islands. Also we consider a random operator S, which turns every component
into m independently of other components. It has been proved by Toom that in the case
m =1 the following three conditions are equivalent: a) D is a conservator; b) D is not
an eroder; ¢) S, D is ergodic for all a > 0. We prove that in the case m = 2 every two
of these three conditions are not equivalent. Our proofs use our main example, in which
r=1 and
(0, if 21 =05 2 =241 = 1,

1, if Ti—1 = T; = 2, Tiy1 = 1,

. ooy )2 it = xg = 2,
f(xzfly Ti, SCzH) = (%‘—1 oo+ !Ei+1)

3

the nearest integer number to

( in all the other cases.
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CAPITULO 1

Introducao

Os processos aleatorios com interagao local fazem parte da teoria moderna de proba-
bilidade. Eles comecaram a ser pesquisados algumas décadas atras, desempenhando nas
ultimas décadas um papel muito importante em diversos avancos matematicos e sua

aplicacao estende-se para um crescente ntimero de areas do conhecimento.

Os sistemas que se adequam a essa teoria possuem um conjunto (finito ou infinito)
chamado espago, um parametro chamado tempo e um conjunto dos possiveis estados de
cada componente. Todos estes conjuntos podem ser discretos ou continuos. Em nosso tra-
balho consideramos espaco, tempo e o conjunto dos estados discretos. Uma das vantagens
em estudar automatos celulares discretos é que as definigoes basicas sao conceitualmente
simples. Para maiores detalhes sobre processos com tempo discretos veja Toom et al

(1990), Toom (1995) e Toom (2001) entre outros.

O conceito original de automato celular esta associado a John von Newmann, veja New-
mann (1963). Ele foi o primeiro a propor um sistema para reproduzir vida como resultado
de regras simples. Criando sua méquina, Von Newmann de fato definiu pela primeira vez

um automato celular como uma grade de células que interagem com suas células vizinhas.



Desde Von Newmann, automatos celulares estao nos fundamentos das pesquisas em vida
artificial que constréem mundos sintéticos com caracteristicas dos sistemas vivos. Atual-
mente os automatos celulares véem sendo muito utilizados para modelar véarios problemas
do mundo real. Como predisse corretamente von Newmann, as simulagoes de computa-
dor viriam a ser muito utilizadas, da mesma maneira que experiéncia na ciéncia natural,

entretanto, as simulagoes sugerem a teoria.

Automatos celulares descrevem uma gama de fenomenos interessantes. Por exemplo,
automato celular nao-ergddico é andlogo a transigao fasica (congelamento, fusao, vapori-
zagao, condensacao, etc.) Nosso maior interesse nesse trabalho é estudar a ergodicidade
de automatos celulares. Introduzimos a seguir algumas defini¢bes gerais necessarias para

o desenvolvimento desse trabalho.

Consideramos neste trabalho somente o caso unidimensional, logo, o espago conside-
rado é Z, onde Z ={...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...} ¢é o conjunto dos nimeros inteiros.

Nos casos multidimensionais o espaco considerado é Z<.

Cada fungao de Z para U = {0,1,2,...,m} chamaremos de configurac¢ao. Logo,
o conjunto das configuracoes ¢ € = UZ. Dada uma configuracdo z, denotamos por
x; € {0,1,2,...,m} a i-ésima componente da configuragdo z, e chamamos z; de nivel

do ponto i € Z.

Cada operador D : U? — U?% é chamado de operador deterministico. Conside-
ramos somente operadores D definidos da seguinte forma: dado um ntmero natural r

e qualquer funcao f:U**! — U, definimos D assim:
VieZ (Dx)i= f(Ticry- -\ Titr)- (1.1)
Escrevemos = <y, se z; <y; paratodo ¢ € Z . Uma funcao f(-) é mondtona quando
T <Yy Ty <Y = f(r1,. . 20) < f(Y1,- 5 Yn)-
Chamamos um operador D de mondtono se

r <y= Dx < Dy.



Denominamos de cilindro fino qualquer subconjunto de U% da forma
— UZ . — _
c={x €eU” 1 xy, = ay,..., Ty, =y, },
onde x,,,...,%,, sao componentes de x € ay, ...a,, € U.

Consideramos medidas em {2, isto é, na o - dlgebra gerada por cilindros finos. Esta-
mos interessados em medidas normalizadas em 2, ou seja, aquelas que assumem valor 1

em ).

Denotamos por M o conjunto das medidas normalizadas em €2. A uma medida
concentrada em qualquer x € €2 denominamos 0 - medida e denotaremos por ¢,. Do
mesmo modo medida concentrada em “todos a” denotamos por d,. Se v, puy, fio, f3, ... €
M, dizemos que

lim p, =v,
n—-+00

se tlir+n tn(c) = v(c) para todo cilindro fino c.

Como ja falamos anteriormente, automatos celulares sao amplamente estudados na
atualidade e possuem diversas formas de abordagem. Aqui, consideraremos o caso em
que os automatos celulares sao os operadores P : M — M | definidos a seguir. Para
cada i € Z temos um conjunto finito V(i) C Z que denominamos de wvizinhang¢a de i.

Para cada conjunto I C Z, definimos sua vizinhanca assim:

V(1) = V).

el

Definimos automato celular como uma fungao, P : M — M. Este operador age da

seguinte forma:

(Pr)(yw =bw) = > plavaw) [ ] 7 | avir)

av(w) iew
para cada W C Z e qualquer by, onde 7(b;|ay;)) é a probabilidade condicional de
que apds a aplicagao do operador P, a i-ésima componente estara no estado b dado
que a vizinhanca de i estava no estado ay(;), no instante anterior. Esta probabilidade

denominamos de probabilidade de transicao.



O resultado de P agindo sobre p denotamos por Pu. Dizemos que uma medida
1 € invariante para P se Pu = p. O Operador P sera chamado ergodico se ele tem

exatamente uma medida invariante fi;,, e
: t
Ve M: lim P'u= pip,
t—+o00
onde a convergéncia significa convergéncia em todos os cilindros finos.

Sabemos que o problema de decidir se um automato celular é ou nao ergddico, nao
tem solucdo algoritmica conforme provado por Kurdyumov (1978). Logo, é necessario
estudar ergodicidade para uma classe restrita de automatos celulares. Por esta razao
consideramos somente operadores do tipo S,D onde D é mondtono e S, é definido a
seguir. Consideramos um operador aleatorio S, : M — M, que torna cada componente
em m com probabilidade « independentemente. Os operadores S, sao mondtonos para

todos « € (0,1).
Para cada v € Z definimos a translacao
T, : 7 — 7,

de modo que 7,(a) = a+v. Assim podemos definir a transla¢ao no espago de configuragoes

T, : UZ — U” para cada configuracio z, da seguinte forma:
('ZJSC)@ = Tjtov-
Denotamos pela mesma letra 7, a translacao correspondente de M para M.
Quando um operador P : M — M comuta com todas as translagoes, ou seja,
Yv: PT,="1,P,

denominamos o operador de uniforme. Todos os operadores considerados neste trabalho

sao uniformes.

Sejam duas medidas p e v, dizemos que pu < v se, para cada fun¢ao mondétona
mensuravel H, tivermos

E(H|p) < E(Hv),

4



onde E(H|u) significa esperancade H namedida p. Dizemos que um operador aleatdrio

P: M — M é monétono se p < v implicar Pu < Puv.

Chamaremos os nossos maiores resultados de teorema, todos os resultados auxiliares
chamaremos de lema. Os resultados relevantes em nosso trabalho que ja foram prova-
dos em trabalhos anteriores chamaremos de proposicao. O problema para o qual quere-
mos contribuir é a classificacao completa de superposigoes S,D entre ergédicos e nao
ergddicos. Até agora nada foi feito com relagao a esse problema para todos os m. Logo

vale a pena comecar por valores pequenos de m.

Foi provado por Toom (2001) que no caso m = 1 as seguintes trés condigdes sao
equivalentes: (i) D é conservativo; (ii) D nao é erodente; (iii) S,D é ergddico para todo
a > 0. Em nosso trabalho nos concentramos no caso em que m = 2. Nos provamos que
no caso m = 2 cada duas destas trés condigoes nao sao equivalentes. Nossa demonstracao

usa nosso principal exemplo, no qual r=1 e

( O, Se r;—1 = O, Ty = Tjy1 = 1,
]., Se rij—1 = T; = 2, Tir1 = 17
2,8 X1+ x; =Tinq =2
f(xi—hxi?xi-l-l) =9 ' ' " ’ (l’ 1+ +x; 1)
1— 1 1+

3

O numero inteiro mais préximo de

( em todos os outros casos.

Nosso maior resultado é mostrar que S,D ¢é ergddico para todo « € (0,1), ainda que

este operador seja erodente.

A presente dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2, apresentamos
os principais resultados sobre automatos celulares. No capitulo 3, apresentamos o nosso
teorema principal. No capitulo 4, apresentamos a prova do teorema principal. No capitulo

5, temos algumas discussoes, comentarios e sugestoes para novas pesquisas.



CAPITULO 2

Resultados sobre Autdomatos Celulares

2.1 Operadores Deterministicos

Consideramos operadores deterministicos definidos como em (1.1), mondtonos, tais

que para todos a € {0,1,...,m} temos:

fla,...;a)=a (2.1)
Definicao 2.1. Uma configuragdo é chamada ilha se o conjunto {i:x; > 0} € finito.
Denota-se por I,(x) o conjunto dos ¢ tais que x; > a. E claro que z € X é uma
ilha se I;(z) ¢ finito ( isto ¢, se o nimero das componentes maior que zero ¢é finito).

Definicao 2.2. Dizemos que uma ilha x € D - robusta se para cada t natural a con-

figuracao Dx possui pelo menos uma componente no nivel m.

Definicao 2.3. Um operador D ¢é chamado conservativo se existe pelo menos uma ilha

robusta com relagao a D .



Dizemos que uma ilha = ¢é erodida por um operador D se existe um ntimero natural
t tal que D'z = (...000...). E claro que uma ilha z nao é erodida por D se para todo
t=1,2,3,..., D'z #(...000...).

Definicao 2.4. Um operador D é chamado de erodente se ele erode cada ilha. Denomi-
namos também um operador D agindo em {0,1,...,m}? de m — erodente se, para cada

ilha x, existe t natural tal que (D'z); < m para todo i € 7.

Petri (1979) demonstrou que, sem a condigao de monotonicidade, ndo existe algoritmo
para diferenciar operador erodente de nao-erodente, até mesmo em dimensao 1. Supondo
a condigao de monotonicidade, Galperin (1976) apresentou condigao de erodente apenas

para dimensdao 1 e com conjunto de estados, U = {0,1,2,...,m}.

Proposicao 2.1 (Toom 2001). Seja m=1 e D definido em (1.1) com a condi¢io de

monotonicidade, entao as trés condigoes sao equivalentes:
(i) D € conservativo.
(ii) D nao é erodente.

(iii) S.D ¢ ergddico para cada o >0 .

Prova: Veja Toom (2001).

Podemos apresentar esta proposicao com o seguinte esquema:

7\

(i) ————— (iii)
Temos em nosso resultado principal que para m = 2 cada duas condigoes (i) (ii) e (iii)

nao sao equivalentes. De fato, temos apenas as seguintes implicacoes:

(i)
(")/ \(

7
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As outras implicagoes sao geralmente falsas. Vamos listar e justificar cada uma delas para

€Ssse caso.

(i) — (ii) Como D ¢ conservativo, existe pelo menos uma ilha robusta x . Logo

Dtz # (...000...) paratodo t=1,2,3,... Assim D ndo é erodente.
(i) = (iii) Pela Proposicio 2.5, veja pagina 15.

(ii) %> (i) Seja (Dz); = max {1, min(x;_1,x;,:41)}. Este operador ndo é erodente,

entretanto nao é conservativo.
(ii) 7+ (iii) Seja (Dx); = maz{1l, min(x;_1,z;,x;11)}. Logo, se tomarmos a condi¢ao

inicial “todos uns”, para valores pequeno de « € (0,1), temos que (S,D)d; nao tende

para do. Logo S,D nao é ergddico.

(iii) e (ii) Pelo nosso Teorema 3.2 (Teorema Principal), temos que o nosso

operador G é erodente, mas a superposicao S,G € ergddico para todo a > 0.

(iii) e (1) Pelo nosso Teorema 3.2 (Teorema Principal), temos também que a

superposicao S,G é ergddica para cada a > 0, entretanto G nao é conservativo.

2.2 Propriedades de Operadores Deterministicos

Lema 2.1. Um operador deterministico definido como em (1.1 ) é mondtono se, e somente

se, f ¢ mondtona.

Demonstracao: Em uma direcao: Mostremos que se f ¢é mondtona, entao D é
mondtono. Sejam as configuragoes x e y tais que x <y, como f é mondtona temos
que

f(xifra s 7$i+7“) S f(yifr‘v tee >yi+7”)'

Assim, (Dz); < (Dy);.



Mostremos agora que se DD é monotono, entao f é mondtona. Sejam x_,,...,x, €

Yery -, Y, tais que Vj € [—r,r]: z; <y;. Devemos mostrar que

fla_m . ooz) < f(Yeryo oy YUr)s (2.2)

Sejam x e y configuragoes tais que que x; =y; para todos i & [—r,r|. Assim z < y.
Como D ¢é mondtono, Dz < Dy. Entao (Dz)y < (Dy)y . Portanto, tem-se (2.2). Lema

2.1 esta demonstrado.

Introduzimos agora algumas defini¢oes e propriedades de operadores deterministicos
que serao utilizadas em nosso trabalho. Alguns desses resultados foram demonstrados por

Galperin (1976) e outros deles foram obtidos nesse trabalho baseados em seus resultados.

Uma configuracao = ¢é chamada crescente se Vi € Z : x; < x;11 e decrescente se
Vi € Z : x;v1 < x;. Dizemos que uma configuracao é mondtona se for crescente ou

decrescente. Cada configuracao mondtona que nao é constante é chamada escada.

Para cada escada = os limites a = lim z; e b= lim =z; existem. Denominam-
1——00 1——400

se de limite esquerdo e limite direito de = respectivamente. Neste caso denomina-se

de (a,b) — escada. Dada uma (a,b)—escada x, chama-se coordenada esquerda o maior

ponto ¢ € Z que tem nivel a e denota-se por esq(z). Do mesmo modo chama-se

coordenada direita o menor ponto ¢ € Z que tem nivel b e denota-se por dir(z).

Lema 2.2. Seja D mondtono definido como em (1.1) e com a propriedade (2.1). Se x

¢ uma (a,b) — escada, entdo Dz também é uma (a,b) — escada.

Demonstracao: Tomemos x uma (a,b) — escada crescente, ou seja,
VieZ, v <ziq).
Como D ¢é mondétono,
VieZl; v;<ziy) = Vi€Z; (Dzr); < (Dx)is1).

Logo os limites

lim (Dzx); e lim(Dz);,

11— — 00 1— 00



existem. Falta mostrar que lim (Dzx); = a e lliin (Dzx); = b. Pela definicao de =z,
1——00 1—1T00

existe iy tal que (Vi <ig:z; =a). Assim

lim (Dx); = lim f(zi—p,...Tiyr) = lim f(a,...,a) = lim a=a.

1——00 i——00 1——00 1——00

De forma andloga podemos provar que lim (Dz); = b. Portanto Dx é uma (a,b)—
1—-+00

escada. Para (a,b) — escada decrescente a demontracao é andloga. Lema 2.2 estd demons-

trado.

Lema 2.3. Se = e y sdo duas escadas do mesmo tipo e x >y, entio esq(x) < esq(y)

e dir(x) < dir(y).

Demonstragao: Consideramos (a,b) — escada, o tipo de nossas escadas. Mostremos que
dir(x) < dir(y) . Sejam x e y escadas crescentes, seja j = dir(y), logo j é a menor
coordenada que tem nivel b em y. Assim, dado que y é uma (a,b) — escada crescente
temos b = y; = yj11 = ... = Yj4r. Por hipétese temos Vj € Z: y; < x; = x; = b.
Sabendo que x é crescente e que ngrn x; = b, temos que b = x; = v = ... =
xj4r. Portanto, dir(z) < j = dir(y)% Doeo forma anéloga podemos concluir para escadas

crescentes que esq(z) < esq(y), motivo pelo qual omitimos a demonstragao. Lema 2.3

esta demonstrado.

O comprimento da escada z, denotado por comp (x), é definido como comp(x) =
dir(x) —esq(z) . Notemos que sempre comp(z) > 1. Uma (a,b) — escada é chamada um

(a,b) — salto quando comp(z) =1, ouseja, x = (...aabb...).

Proposicao 2.2 (Galperin 1976). Seja = um (a,b) — salto, D mondtono definido com

em (1.1) e com a propriedade (2.1). Entao os sequintes limites existem.:

Dt dir(D?
Jim esqD'e) . lim dnDw) g,
Demonstracao: O caso geral, ou seja, U = {0,1,2,...,m} foi provado por Galperin

(1976). Vamos explicar a demonstragao para U = {0, 1, 2}.

Quando R,p = L,, denotamos este valor comum por V,;, e denominaremos de

(a, b) —velocidade do operador D.
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Neste caso temos 6 possiveis saltos: trés crescentes e trés decrescentes. Os saltos
crescentes sao: (0, 1) —salto, (0,2) —salto e (1,2)—salto. Os decrescentes sao: (1,0) —
salto, (2,0)—salto e (2,1) - salto. Vamos provar a existéncia dos limites para os saltos

crescentes, pois para decrescentes as demonstracoes sao analogas.

O primeiro caso, (0,1) - salto, como sé possui dois estados, {0,1}, a acdo de D nao
faz aparecer um novo estado. Dz ¢é uma translacao da configuracao original z. Deste

modo, temos:

dveZ:Dx="T,x.

Denotamos esq(x) = j, conseqilentemente dir(x) = j + 1. Logo esq(D'z) = j+ vt e
dir(D'z) = j + 1+ vt. Assim,

Dt |+ vt
L01:11meSQ( x)—li Jrvt_
’ —00 t t—o00 t
Por outro lado, .
dir(D 1+ vt
Ry = thm —H(t z) = lim JHirvt v.

Portanto os limites existem e sao iguais Lg; = Ro1 = V1. O caso (1,2) — salto é andlogo

ao apresentado acima.

Agora vamos mostrar que os limites existem quando z é (0,2) — salto. Tomemos =z,
um (0,2) —salto e aplicamos D a ele iterativamente. Desta forma, alguns uns podem

aparecer entre zeros e dois. Neste caso temos que considerar duas situagoes distintas:

Vou=>Viag ou Vpi1 <Vio.

Suponha Vj; > Vi,, assim a quantidade de componentes em D'z no estado 1 é
limitada, veja Galperin (1976). Assim, dado que D ¢é monétono e Vpq > Vig, temos
que a quantidade de componentes no estado 1 nao ultrapassa 2r+1, o raio de interacao

de D. Logo temos que Ly e Ryo existem e sao iguais.

Suponha Vp1 < Vi2, temos que a quantidade de componentes no estado 1 em D'z
tende para infinito, assim Lgo = Vo1 e Rps = Vi, Como que Vis e Vp; existem,

concluimos que Loy e Ry existem. Para U = {0,1,2}. Proposi¢io 2.2 estd provada.
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Quando R,p = L,, denotamos este valor comum por V,;, e denominaremos de

(a, b) —velocidade do operador D.

Lema 2.4. Seja x um (0,2) — salto e D mondtono definido como em (1.1). Entao

esq(D'z) < esq(x) +t- Vo,. (2.3)

Demonstragao: Podemos supor que esq(z) =0 e provar que
esq(D'z) <t- Vo,

Seja y um (0,1) —salto, tal que esq(y) = 0. Como y éum (0, 1) —salto temos esq(Dy) =
Vo, assim esq(D'y) =t-Vp; . Logo temos (D'y)yy, =0 e (D'Y)pvy 41 = 1.

Temos z > y. Logo

D'z = D'y.
Assim,
Vi: (D'z); > (D'y); = (D'2)rvy,41 = (DY)rvy 41 = 1.
Entao
(D'x)pvy 41 > 1.
Logo

esq(D'z) < t-Vou.

Lema 2.4 estd demonstrado.

Lema 2.5. Seja x um (0,2) —salto e D mondtono definido como em (1.1). Entao,

dir(D'z) > dir(z) +t - Vi 2.

Demonstragao: Podemos supor que dir(x) =0 e provar que
dir(D'z) > t- Vi

Seja y um (1,2) —salto, tal que dir(y) = 0. Como y éum (1,2) — salto temos dir(Dy) =
Vig, assim dir(D'y) =t-Vio. Logo temos (D'y)ey,, =2 € (D'y)evy,—1 = 1.
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Temos = < y. Portanto

D'z < D'y.
Assim,
Vi: (D'z); < (D); = (D'x)pvy o1 < (D'Y)pvio—1 = 1.
Entao
(D')pyy -1 < 1.
Dai

dir(D'z) >t - Vio.
Lema 2.5 estda demonstrado.

Lema 2.6. Seja D mondtono definido como em (1.1). Entao Loa < Vj;.

Demonstracao: Pelo Lema 2.4 desigualdade (2.3) temos:

esq(D'r) <esq(z) +t- Vo, (2.4)

Observamos que dividindo ambos os lados da desigualdade de (2.4) por ¢ e aplicando

o limite quando t — oo, temos

esq(D? es t-V
lim M < lim a(z) + lim ML
t—oo t—oo t—oo t
Portanto,
Los < Vp;.

Lema 2.6 estda demonstrado.

Lema 2.7. Seja D mondtono definido como em (1.1). Entao Rys > Vi .

Demonstragao: Analoga ao Lema 2.6.

Proposigao 2.3 (Galperin 1976). Um operador D mondtono definido como em (1.1) é

erodente se, e somente se

Ror > Lio para todos k=1,2,... ,m.

13



Prova: Ver Galperin (1976).

Proposigao 2.4 (Galperin 1976). Um operador D mondtono definido como em (1.1) é

conservativo se, e somente se, Ry, < Ly, 0.

Prova: Ver Galperin (1976).

2.3 Definicao do Processo

Esta definicao de nosso processo sera necessaria para prova dos teoremas. Apresenta-

mos o processo como uma medida no espago da seguinte forma. Seja o espago

Q={0,1,...,m}*%,

e consideramos uma medida em 2 induzida por uma medida-produto no espaco auxiliar

U = {0, 1}57%+,

Denotaremos por w € ¥ uma configuracao auxiliar e w! a componente de w in-

dexada por v € Z e t € Zy.

Seja P uma medida produto em W tal que

W — 1, com probabilidade «,
v ] 0, com probabilidade 1 — a.

Nosso processo ¢ induzido de P com uma funcao definida de forma indutiva. Denotamos

por ! as componentes da configuracio z € (.
Base de indugao: z¥ =0, para todo v € Z.

Passo de inducao para todo ¢t =0,1,2,...

m, se wil=1,

t+1 _
T, =
f(at x! . ), caso contrario
v4v1r ) v+vn /) bl
em que viy,...,v, € Z e denominamos vetores vizinhos de v . Noés usaremos a letra P

também para denotarmos as probabilidades dos eventos de nosso processo.
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Proposicao 2.5. Seja U = {0,1,...,m}. Assumimos que o operador D definido em

(1.1) € mondtono e conservativo. Entio o operador S,D € ergddico para todo o >0 .

Prova: Usamos a descricao acima para nosso processo. Pela uniformidade, a Proposicao
2.5 é equivalente a:

. T _ _
TETOOP(IO =m)=1. (2.5)

Seja z, uma ilha robusta, de tal forma que para cada niimero natural ¢ existe v, tal

que (D'z),, = m. Por causa da uniformidade temos:

(DN 2))o = m.

Para cada t € [1,T], vamos considerar o evento

E; = {w : w), = 1 para todo h tal que (7_,,_,2) # 0}.

Devido a monotonicidade, este evento garante que a configuragao no tempo t nao é

T

menor que 7. z. Desta forma, garantimos que nesse passo x; = m. Noés sabemos

—UT—¢
que w! = 1 com probabilidade « € (0,1) independentemente para cada par (v,t),
logo P(E;) = o, onde k ¢é o nimero de componentes de z diferentes de zero. Assim

P(nao E;) = 1 — o*. Dado que os eventos sdo independentes,
P (para todo t € [1,7] ndo E;) = (1 — o*)".

Assim,

Plxi=m)>1-(1-a).

O lado direito dessa desigualdade ¢é igual a 1 quando T — oo, portanto temos (2.5).

Proposi¢cao 2.5 estd provado.

Proposicao 2.6 (Toom 2001). Seja m = 1. Assumimos que o operador D definido

como em (1.1) é mondtono. Neste caso temos:
(i) Se Vo1 < Vig, entao S,D € ergddico para todo o > 0.
(ii) Se Vo1 > Vip, existe o >0 tal que S,D nao é ergddico.
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Prova: Primeiramente vamos provar o item (i). Temos que Vp; < Vi, conseqiiente-
mente Ry < L;o. Logo paraocaso U = {0,1} temos que D ¢é conservativo. Uma vez
que D definido em (1.1) é mondtono e conservativo, pela Proposicao 2.5 temos que

SaD é ergodico para todo a > 0.

Agora vamos a prova do item (ii). Se Vp1 > Vi, tem-se imediatamente que Rp; >
Ly . Aplicando a Proposicao 2.3 (Galperin) ao caso particular U = {0, 1}, temos que
D ¢ erodente. Portanto o segundo item desta proposicao é equivalente a Proposicao
2.1 provada por Toom (2001). Para prova completa desse resultado veja Toom (2001).

Proposicao 2.6 estd provada.
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CAPITULO 3

Enunciado do Teorema Principal

3.1 O Exemplo Principal

Consideramos a seguinte hipétese: Seja operador D definido como em (1.1) monétono
temos que S,D é ergddico para todo a € (0,1) se, e somente se, D é conservativo. Se
U = {0, 1}, esta hipitese é verdadeira, provada por Toom (2001). O nosso maior resultado
é apresentar um exemplo que é uma refutagao dessa hipétese quando U = {0,1,2}, ou
seja, apresentamos um exemplo de um operador D definido como em (1.1) monétono nao

conservativo, na verdade erodente, cuja superposicao S,D ¢ ergddica para cada « > 0.

Agora consideramos um operador deterministico particular G, apresentado pela pri-

meira vez por Toom (1976). Tomemos = {0,1,2}* o conjunto de todas as con-
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figuracoes. Seja (Gx); = g(x;_1,x;,x;41), onde

(0, sex; 1 =0; x; =211 =1,

1, sexiy =2, =2; 241 =1,

(i1, 4, i41) = 2, se x5 4+ 15 = Tigq = 2, (3.1)

(i1 + 2 + 2i41)
3

O inteiro mais proximo de

| em todos os outros casos.

Teorema 3.1. G ¢ erodente.

Prova: Vamos mostrar que G é erodente, logo nao conservativo. Isto é, I(G'z) e
I,(G'z) sao vazios para algum t =1,2,3..., onde I3(G'z) é o conjunto dos 4 tais que
(G'x); = 2. Tal conjunto é vazio para todo t > [, onde [ é a quantidade de componentes
x; no estado 2. Temos também que I(G'z) é o conjunto dos i tais que (G'z); > 1.
Tal conjunto é vazio para todo t > 2, onde [ é a quantidade de componentes z; no

estado 1. Portanto G é erodente.

Outra forma de mostrar que D é erodente.

Tabela 3.1: Velocidades para o operador G
Vou | Vio | Vig | Vo | Voo | Lap | Rap
1 0 -1 | -1 0 -1 0

Assim, temos que Rpo > Lag e Ryy > Lio, pela Proposicao 2.3 (Galperin)
concluimos que G é erodente. Desta maneira, temos também pela Proposicao 2.4 que

D nao é conservativo. Teorema 3.1 estd provado.

Teorema 3.2 (Teorema Principal). S,G € ergddico para todo o > 0.
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CAPITULO 4

Prova do Teorema Principal

4.1 Prova do Teorema 3.2 (Teorema Principal)

Devemos mostrar que S,G é ergddico para cada « > 0. Sabemos por (2.1) que
Vae{0,1,2}: f(a,...,a) =a, entdo f(2,...,2) = 2. Logo, d2 é invariante para G.
Por outro lado, ¢, € invariante para S,. Logo, ds ¢é invariante para S,G. Portanto,

mostrar a ergodicidade de S,G é equivalente a mostrar que

lim (SQG)tdo = (52. (41)

t——+o00

Mostremos que se (4.1) entdao S,G é ergédico. Devido a monotonicidade de S,G e

sabendo que V p: 9y < p, temos
Vi, 1 (SaG)'o < (SaG) p
Se aplicando (S,G) para dg o limite é J5, entdo, aplicando (S,G) para qualquer outra

medida, o limite também sera o,.
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Devido a uniformidade e monotonicidade, para mostrar (4.1) é suficiente mostrar que:

Ve>03dT: ((SQG)T(So) ([EO < 2) <e.

Usando nossa representagao do processo definido na segao (2.3), temos que mostrar:

Ve>03T: P(zf=2)>1—c

Seja € > 0 escolhido e 7' um parametro que vamos escolher. Para cada t € [1,7T] e

cada n natural, consideramos o evento:

& ={w:Vh€[0,2n] : wj =1} (4.2)

Sabemos que todos os w} sao independentes e que cada w! é igual a 1 com proba-

bilidade «a. Logo, temos P (&) = o***!. Conseqiientemente,

P(ndo & ) =1-a* .

Sabendo que 0 < (1 — a?"™1) < 1, concluimos que

lim (1-ao*™M)T =0.
T—+00

Logo para cada ¢ e cada n existe T}, tal que

VT>T: (1—-ao®thl < (Fy)

€
5
Suponhamos que pelo menos um evento &; aconteceu. Em seguida definimos uma

sequéncia de variaveis aleatorias S¢, Siiq,... de maneira indutiva.
Base de indugao: Sy = 2n.

: 5o _ t
Passo de indugio: Si11 = S + wg, .

Observamos que a sequéncia &;, Syiq,... € 0 mesmo passeio aleatério descrito no

Apéndice A. Logo, devido ao Lema A item (i) no Apéndice A temos,

P (EI t: S <n+ a—t> < P % (ap+ 1 — ), (4.3)

M8

2

=(22)
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para p=1-— .

Tomando o mesmo valor para p pelo Lema A item (ii) temos também que 0 <

plp~2 (ap+1—a)] <1, logo

1—p3(ap+1—a)

Assim, Ve >0,V a >0, 3n tal que, temos

at Oo ot
P(Ht:8t<n+?):P<H{w: St<n+?}> <

_ Pl (apt 1 — o))l
T 1-p2(ap+1—a)

Portanto, com a mesma escolha de n temos

€
< —.
-3

Wl M

(F2)

Consideramos o plano discreto com coordenadas (s,f) em que s € Z (espago) e

t € Z, definimos Q a regiao deste plano tal que

O[(t — to)

0<s<
s<n+ 5

e t>tp,

onde ty é parametro. Chamaremos de passo Sul-Leste o vetor (1,—1). Definimos agora

para cada ponto (s,t) € Q a quantidade ranque de (s,t) que denotaremos por ran(s,t),

que é o numero maximo de passos Sul-Leste, comegando em (s,t), tais que depois desses

passos ainda continuamos em Q.

Lema 4.1. Seja g definida em (3.1).

(i) Se b>0 e ¢>0, entio g(a,b,c) >b
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(ii)) Se a>0e b>0, entio g(a,b,c)>1.

Demonstragao: Observamos os seguintes valores de ¢(a, b, c) :

Para verificar os itens (i), (ii) ver Tabela 4.1, Tabela 4.2 respectivamente:

Tabela 4.1: Aplicacao
de ¢ para o caso (i)
a c | g(a,b,c)
2

— = N = NN

N = NN ==
NN~ — = DN
NG N

Tabela 4.2: Aplicacao
de ¢ para o caso (ii)
a|b|c|glab,c)
21210 1
11110 1

Lema 4.1 estd demonstrado.

Lema 4.2. Denotamos as componentes z' por T(py). Consideramos o mnosso processo

aleatorio P, com a sequinte condi¢ao:
x(oyt) = x(l,t) =...= Ji(gn,t) = 2.

Entao,

V(s,t) €Q:  Prpny <2) < (1—a) b,

Demonstracgao: Provemos por indugao.

Base de indugdo ran(s,t) = 0. Assim evidentemente,

P(Jf(&t) < 2) S 1.
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Passo de indugdo. Suponha verdadeiro para ran(s,t) > k. Seja ran(s,t) = k+ 1, onde

k>0, dai (s+1,t—1)€ Q e ran(s+ 1,t — 1) = k. Pela hip6tese de indugao temos
P(l'(SJrLt,l) < 2) < (1 — Oé)k.
Agora aplicamos o operador deterministico na configuracao = e obtemos:

(G33t)s = 9(90(571,#1), T(s,t—1)» x(erl,tfl))-

Pelo Lema 4.1 temos (Gzy)s = T(s41,—1)- Agora aplicamos operador aleatério e temos
que:
(SQG)({E(‘S’,:) < 2) = (1 — CY) (SQG) ($(s,t,1) < 2) =

= (1= a) (SaG(@(sr1,4-1) < 2)) < (1 — ).

Portanto o passo de inducao esta feito. Lema 4.2 estd demonstrado.

Definimos uma sequéncia de subconjuntos de @ que chamaremos de diagonais e
denotaremos por D. Desta forma, (s,t) € D, se, s+t =ty + ¢. Denotamos por |D;|
a cardinalidade de D;.

Lema 4.3. Seja

Entao para cada ¢ existe n, tal que
P €
P( E ) >1- 2,
(1) =173

Demonstragao: Temos que
P(E) =1-PNVheDy; w,=0)=1—(1—a) (4.5)

Se i # j temos que D; ND; = @, dai

P( fﬁ E,) = f[P(Et) (4.6)

Substituindo (4.5) em (4.6) temos,

o0 o

P(OE) =TI -1 -a)),

t= t=1
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devido ao Lema B, ver Apéndice B, temos que

ﬁ \Dt\) >1-—

o
S0 -
t=1 t=1
Sabemos que para ¢t > n temos |D;| > [n+ %], em que [] ¢ a parte inteira.
oo [e.e]
S0P < 31— e
t=1 t=1

assim por (4.7) temos que,

Notemos que:

Vae(0,1), Ye>0, In: (1—a)"

Entao,

P((1e)21-

OOIm

Lema 4.3 estd demonstrado.

Portanto devido ao Lema 4.3 temos,
=~ €
— P( N Et) <3
t=1
Baseado nas demonstragoes anteriores temos:

1. Pela desigualdade (F}) temos:

Ve>0 3dny, Vn>ny: P(Vte[l,T]: & nao acontece ) <

OJI(T)
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2. Pela desigualdade (F,) temos:

t
Ve>0 dng, Vn>ny: P(Ht:8t<n+%)§§

3. Pela desigualdade (Fj3) temos:

Ve>0 dng, Vn >ng3: I—P(ﬂEt> SE.
t=1 3

Tomamos n = max{nj,ng,n3} para garantir que todas as desigualdades acima sdo

cumpridas. Agora vamos escolher T e estimar P(zf < 2).

Para cada t € [0,7] nds definimos anteriormente em (4.2) o evento &. Também defini-
mos o evento o
& =6&nN ((nio &),

u=1
Se t =1, isto significa que & = &. O evento & significa que o evento & ¢é o primeiro

que ocorreu dos eventos &£1,&s,...,Er.

/ o~ . .
Suponhamos que o evento &, aconteceu. Sob esta condigao consideramos os seguintes

eventos:
(I) FL={Vtel[l,T]: & nao acontece }.
() FHo={3t:S<n+<}.
(II1) F3={VheD;,, It : w,=0}.
Denominamos F;, JF» e JF3 primeiro, segundo e terceiro fracasso respectivamente.

Pela desigualdade ( F3 ) temos que P (]—"2|5t') < £ se n>ny. Devido ao Lema 4.3

3
temos P (.7:3|5£) < ¢ para cada n > nz. Entao

p 2e
P(RuUFRlE) < 5
Logo devido ao Lema C, ver Apéndice C, temos

2e

P (5 U f3|<u§:15;)) <
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Portanto,

P (nenhum fracasso) > P(nao F,, nao Fsnao Fy) - P(ndo Fy) >

2 22
2(1—§)(1—5>:1—s+§>1—5.

Teorema Principal estd provado.
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CAPITULO b

Discussbes e Sugestbes de Pesquisa

Nosso resultado principal é apenas um exemplo de um automato celular ergédico para
m = 2, mas sua importancia é relevante, pois é através deste que verificamos que o
resultado para m = 1 de Toom (2001) néo é verdade para m = 2. Mais precisamente,
para m = 1 temos que S, D é ergddico se, e somente se, D nao é erodente. Nosso teorema
principal mostra que para m = 2 esse resultado nao é verdadeiro. Desta meneira, para
m = 2, encontrar o conjunto dos automatos celulares que sao ergdédicos é uma tarefa nao

cumprida e certamente muito trabalhosa.

O operador G e previsao de sua ergodicidade foi apresentado por Toom (1976), mas
a prova da ergodicidade de S,G esta sendo apresentada pela primeira vez nesta tese.
Nosso teorema principal mostra que d; € a tnica medida invariante do operador S,G

para cada « > 0.

Nosso interesse para trabalhos futuros é encontrar para m = 2 algo um pouco mais
geral como por exemplo o conjunto dos automatos celulares, tal que a superposicao S, D

é ergodica.
Um problema ainda nao resolvido, mas que parece ser muito razoavel e temos indicios
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de sua veracidade ¢ o seguinte:
Seja U = {0,1,2}. Assumimos que o operador D definido em (1.1) é mondtono.

(i) Se Vig <Vay < Vpa2<Vig<Vhi, entdo D é erodente e S,D ¢ ergddico para todo
a e (0,1).

(i) Se Vig < Vo1 < Voo <Vip<Vyi1, entdo D éerodente e S,D ¢ ergédico para todo
ae(0,1).

Esta conjectura é mais abrangente que nosso resultado, por isso sua prova merece
muita atengao. Com esse resultado encontrariamos uma classe de operadores ergédicos

para m = 2.
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Apéndices

Apéndice A

Lema A. Consideramos o passeio aleatorio Sy =Y, +Ys+ ...+ Y, sendo todos os Y,

com 1 =1,...,t varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas em que

v 1, com probabilidade o,
* 10, com probabilidade 1 — c.
Logo:

(i) Para cada p € (0,1) temos,

=0, set<%",

t
<p"lp 3 (ap+1—a)lt, caso contrdrio.

(ii) Para cada o € (0,1), eziste p € (0,1) tal que p~2(ap+1—a) < 1.

Demonstragao : Primeiro vamos mostrar o item (i). Sabemos que

29



P(s,<n+ %O‘): S P(S =)

j<n+ig
Porém &; tem distribuicao binomial com parametros ¢ e «, logo

Cia/ (1 — )7, se0<j <t
0, caso contrario

P =)= {

onde C’; significa a combinagao de t elementos tomados j a j e
N )1 sej<n+%a,
I[(‘7>_{ 0, sej >n+ 5.

Assim podemos escrever que

Y PS=4)=) P(Si=j)-1()

. t -
J<n+t Jj=0

Seja () = p~ %) em que 0 < p < 1. Logo,
Vi 10) < 90).

Desta forma temos que,

t

P(St <n—|—t—a>

- P(S, = j) - 1(j) < ZP(& =) - (j).

J=0

Porém,

~

t
P(S;=j)¢(j) =Y Clad(1—a) 7 p (%) =
7=0

=p" 7Y Clap(1—a) T =p" T (ap+1—a) =p"[p % (ap+1—a)]

Portanto,

=0,se t< 2
o

< p"[p~%, (ap+ 1 — )] caso contrario.
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Agora vamos provar (ii). Devemos provar que

Va e (0,1);3 pe (0,1)

tal que,
o 1—
p 2(ap+1—a) <1<:>ap+—ga<1.
p2
De modo equivalente basta provar que
1 —
pE

ou seja,

In(ap+1—a) —In(p)2 < 0.
E suficiente tomarmos p=1—a,entao
!
In(a(l —a)+1—-a) < §ln(1 —a).

Dai,

In(a—a*+1—-a)< %ln(l—a).

Assim, precisamos verificar se a desiguldade abaixo é verdadeira para qualquer « € (0, 1),

ou seja,

Va € (0,1) : ln(l—a2)<%ln(1—o¢). (%)

Ultilizando a expansao de Taylor temos que:

4 6 8 10
Wl o) - g2 @ a® a® e
n(l-a’)=-a"——o -2 - -~
o @O b o e

Assim demonstrar ( * ) é equivalente a mostrar que

062 &3 Oé4 Oé5 ()[6 ) Oé4 O[6 058 alo
s "1 T e s T ty Tyttt

2

Dividindo a expressao acima por «° temos:
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Sabemos que,

o 1 -«
mas,
Lo, o 3+a4+ <1(1+ +al+a’+at+..) -
-t —F—+—4+—+... <=(l+a+a*+a’+a " +...) == :
2 4 6 8 10 2 2\1—-«
Logo,
1 a o o o 1 1
T <1, Ya 0,1).
2 1T e T T 2(1—a> Ve ac0])
mas, 1<1+%2+%4+%6+%8+---.L0g0 podemos concluir ( * ) portanto

p2(ap+1—a)<l.

Lema A estd demonstrado.
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Apéndice B

Lema B. Seja ay,...,a; € (0,1). Entdo:

(I—a)(1—ag)(l—a3)...(1—ar) >1— (a1 +as+as+...+ag).

Demonstracao Provemos por inducao.
Base de indugcao k = 1. Neste caso temos, 1 —a; =1 — a; ¢ evidente.

Passo de inducao. Suponha verdadeiro para k. Desta forma temos pela hipdtese de
inducao que,

k

H(1 —a;) > (1— Zai). (%)

i=1 =1
agora multiplicamos ambos os lados de ( #* ) por (1 —ag.1) e obtemos:

k k k k

[[a-a) =) > (1= a)(d —ar) =1— a1 — > _a;+ar Y a;i=

i=1 i=1 =1 i=1

k+1 k k+1

:1—2a¢+ak+12ai Z 1—20,2-.

=1 =1 =1

Lema B estd demonstrado.
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Apéndice C

Definicao C. Dado um espago amostral A definimos os eventos
A AL Ay A, CA,
tal que A=U_1A; e i#j=>ANA =0a.

Lema C. Seja P(B|A;) < e para todos i. Entio P(B|A) <e.
Demonstragao: Por hipdtese temos:

Vi=1,....,n: P(B|A) = —P(Zf(z;ll) <e

Devemos mostrar que

P(B|UL, A;) <e.
Sabemos que

P((BNA)U(BNA)U...U(BNA,))

=14

como os A; sao disjuntos temos que: se i # j entdo (BN A;)N(BNA;)=a. Logo,
" P(BNA,; " P(B|A;)P(A;
P(Blun, A) = 2= PBNA) 5L PBIA)P(A)
> ieg P(A) Sor . P(A)

< Z?:lg P(4;) _ £ Z?:l P(A;) .
T > P(A) > i P(Ai) .

Portanto,
P(B|UL, A;) <e.

Lema C estd demonstrado.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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