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Nao ha ramo da Matemadtica,

por mais abstrato que seja,

que nao possa um dia vir a ser aplicado
aos fenomenos do mundo real.

(Lobachevsky)
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Resumo

Estudamos uma propriedade similar a ergodicidade para uma classe de processos
aleatorios com interacao local, espaco continuo e tempo discreto. Nosso processo é uma
seqiiéncia de subconjuntos aleatorios U' da reta real em que ¢t = 0,1,2,3,--- é chamado
tempo. Estes conjuntos sao de tipo especial: suas intersec¢oes com qualquer pedago lim-
itado da reta real sao combinagoes lineares de uma lista finita de d—medidas, cada uma
concentrada em um conjunto que consiste de varios segmentos fechados cujas intersecgoes
sao vazias, os quais chamamos de blocos. Estes conjuntos sao gerados indutivamente.
Inicialmente, quando ¢ = 0, temos que o conjunto U® é vazio. A cada passo de tempo
trés operadores sdo aplicados em U? para obter U1, O primeiro operador, W, inclui no
conjunto segmentos [i, i + 1] onde i € Z, de maneira aleatoria: cada segmento é incluido
com probabilidade « independentemente dos outros. O segundo operador, Wp, inclui
em nosso conjunto todas as brechas com distancias pequenas entre cada dois blocos. A
acao do terceiro operador, W,s, depende das variaveis aleatorias discretas L e R, cada
tomando somente um conjunto finito de valores. Cada aplicagao de W, faz com que o
limite esquerdo de cada bloco realize um passo de passeio aleatorio distribuido como a
varidavel L independentemente de cada outro. O mesmo ocorre com o limite direito de
cada bloco, mas com a varidvel R ao invés de L. Dizemos que nosso processo enche a
reta se para algum segmento limitado, a probabilidade que U? inclua este segmento tende
para um quando o tempo tende para infinito. (Isto é analogo a ergodicidade.) Mostramos
que nosso processo tem dois tipos de comportamento: Se E(L) < E(R) (em que E(-)
significa esperanga matemaética), nosso processo enche a reta para qualquer o > 0. Se
E(L) > E(R), nosso processo nao enche a reta se o for pequeno o bastante. Este con-
traste ja havia sido mostrado considerando o espaco discreto, agora nos o generalizamos
para o espago continuo. Nossa aproximacao serve de base para a teoria de processos com

interacao local em um espaco continuo, que ainda é pouco desenvolvida.
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Abstract

We study a property similar to ergodicity of a class of random processes with local
interaction with continuous space and discrete time. Our process is a sequence of random
subsets U! of a real line, where t = 0,1,2,3, ... is called time. These sets are of a special
kind: their intersections with any limited piece of the real line are linear combinations of
a finite list of )-measures, each concentrated in a set consisting of several closed mutually
non-intersecting segments, which we call blocks. These sets are generated inductively.
Initially, when ¢t = 0, our set U° is empty. At every time step three operators are applied
to U? to obtain UL, The first operator, W,, includes into our set some of the segments
[i,7 + 1], where i € Z, chosen at random: each segment is included with a probability «
independently of others. The second operator, Wp, includes into our set all small enough
gaps between the blocks. The action of the third operator, W, depends on two discrete
random variables L and R, each taking only a finite set of values. At one application
of Wpas, left ends of all the blocks perform one step of random walk distributed as L
independently from each other. The right ends of all the blocks do the same, only using
the random variable R instead of L. We say that our process fills the line if for any
limited segment the probability that U’ includes this segment tends to one when time
tends to infinity. (This is analog of ergodicity.) We show that our process has two types
of behavior: If E(L) < E(R) (where E means mathematical expectation), our process
fills the line for any o > 0. If F(L) > E(R), our process does not fill the line if « is
small enough. This contrast has been shown for the discrete line and now we generalize
it to the continuous line. Our approach paves the way for a theory of processes with local

interaction on a real line, which remains little developed till now.
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CAPITULO 1

Introducao

Automatos celulares (AC) sao idealizagoes mateméaticas de sistemas fisicos que en-
volvem espago, tempo e um conjunto de possiveis estados, cada um destes podendo ser
discreto ou continuo. Chamemos de versao discreta quando todos estes trés conjuntos sao
discretos. A primeira pessoa a utilizar AC na forma discreta e deterministica foi John
Von Neumann (Neumann, 1963). Ele criou uma maquina composta de uma grade regular
bidimensional com células que interagem com células vizinhas. Cada célula podia assumir
vérios estados, e, devido a complexidade, este AC foi apenas parcialmente implementado
no computador. Neste caso, o estado da componente no tempo imediatamente posterior é
resultado da agao da funcao de transicao sobre uma “vizinhanca” da mesma componente
no tempo anterior.

AC’s tém um potencial enorme. Como exemplos temos que qualquer sistema fisico
satisfazendo equacoes diferenciais pode ser aproximado com AC. A versao dinamica do
modelo de Ising e outros sistemas de grade como spins sao AC. Estrutura espacial de
turbuléncia de fluidos pode ser modelada usando AC a partir da aproximacao do campo
de velocidade como uma grade de células, cada uma contendo ou nao um redemoinho, que
interagem com as células vizinhas. Ainda, sistemas fisicos podem também ser descritos
como AC’s com estados de valores representando excita¢oes no meio correspondente.

Trabalhos sobre processos com interacao local tém sido realizados ha varias décadas.
Exemplos sobre processos do caso discreto podem ser vistos em Toom (1976), Toom et.
al (1990), Toom (1995) e Toom (2001), por exemplo.

Os maiores resultados desta dissertagao seguem as idéias de Toom et. al. (1990),



especialmente dos capitulos 6 e 11. A diferenca é que estamos considerando um espaco
continuo, ainda que o tempo seja discreto e cada componente possa assumir somente
dois estados. Esta diferenca parece ser pequena, porém envolve grandes dificuldades
conceituais.

Esta dissertacgao esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2, discutimos algu-
mas das principais defini¢oes e resultados necessérios para a construcao do nosso processo.
No capitulo 3, enunciamos o teorema principal. No capitulo 4, apresentamos o conceito
de monotonicidade para nosso caso. No capitulo 5, provamos o item ¢) do teorema prin-
cipal. No capitulo 6 provamos o item i) do teorema. E, no capitulo 7 sdo apresentadas

discussoes, comentarios e sugestoes para futuras pesquisas.



CAPITULO 2

Conceltos inicials

Em nosso estudo usaremos como configuragoes alguns subconjuntos de R, o conjunto

dos ntimeros reais. Consideraremos somente casos cuja probabilidade é positiva.

Definigao 2.1. Para cada C' > 0, chamemos um subconjunto R C [—C,C] regular se

R pode ser apresentado como uniao finita de segmentos fechados.

Observe que cada conjunto regular é fechado. Cada conjunto regular pode ser apre-
sentado como uma uniao de segmentos do tipo [a;, b;] que ndao tém pontos em comum.

Chamemos estes segmentos de blocos.

Definicao 2.2. Chamemos uma medida p, em uma familia de subconjuntos regulares

de R, de medida regular se para cada S > 0 a restricao

H[-8,5]

pode ser apresentada como uma combinacao linear de uma lista finita de 0 -medidas, em

cada uma é concentrada num subconjunto regular de [—S,S].

Seja ) o conjunto das medidas regulares. Denotaremos por M a familia de medidas
regulares normalizadas em ().

Em alguns momentos do texto utilizaremos conjuntos aleatorios em vez de medidas
requlares, estes conceitos sao idénticos e os utilizaremos oportunamente.

Definiremos agora os trés tipos de variaveis aleatorias auxiliares de que vamos precisar
para definir o nosso processo. Para todos (i,t) temos variaveis aleatérias independentes

(V1)

Q! 1, com probabilidade «,
0, com probabilidade 1 — «.



Também precisaremos de duas familias de variaveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas: L} e R}, onde h € R, t € {0,1,2,---}. Cada uma delas ¢ discreta

e assume apenas um conjunto finito de valores:

(

l;, com probabilidade 6!,
ly,  com probabilidade 6},
Ly=1 : (V2)
(le, com probabilidade Gé.
€ (
r1, com probabilidade 07,
ry,  com probabilidade 65,
Rj, = : (V3)
(7,  com probabilidade 6;.

As variaveis L) e R] serao usadas para efetuar mudangas nas fronteiras esquerda e
direita de segmentos de nosso conjunto e as variaveis @' determinam o surgimento de
um segmento com probabilidade a.

Denotamos de Aux o espago produto:

77 B
Aux ={0,1} +><<{lla‘"alﬁ}x{rlv"'7rn}) :

Denotamos por 7 a medida-produto em Awuz, tal que cada componente é inde-
pendente de outras e distribuida segundo as formulas (V7, Vs, V3). Nosso processo sera

induzido por esta medida.

2.1 Definicao dos operadores

Definicao 2.3. Para cada v € R, definimos a translacao
T R — R,

onde 7,(h) = h+v. Depois podemos definir a translagao no espago de conjuntos aleatérios

T, . 0 — ) da seguinte maneira: para cada conjunto aleatério u, e cada h € R

(Tolt)h = Mh—o-

Utilizaremos a mesma letra 7, para a translacao correspondente de M para M.
Dé-se o nome de operador aleatorio a qualquer mapa P : M — M .
Dizemos que um operador D é deterministico se D : {2 — §2. Cada operador deter-

ministico pode ser considerado como um operador aleatorio.
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Definigao 2.4. Quando um operador P : M — M comuta com todas as translagoes,
ou seja,
Vv: Pr,=1,P,

denominamos o operador de uniforme.

Se um operador P : M — M comuta com todas as translagoes inteiras, ou seja
Yv eZ: Pr,=r1,P,
dizemos que este operador é inteiramente uniforme.

Ao resultado de t aplicagbes de P em qualquer medida regular p denotaremos por
Py, Uma medida p € M ¢ dita ser invariante para P se Pu = p.

Definiremos, inicialmente, o operador de nascimento W, : M — M. Informalmente,
o operador de nascimento inclui no conjunto aleatorio atual subconjuntos fechados [i,7+1]
com probabilidade « > 0 independentemente uns dos outros para todos ¢ inteiros.

Para cada ¢ € Z definimos o conjunto aleatoério

S‘_ (2)7 SeQi:07
U i+1], se @ =1

Desta maneira, W, age no conjunto aleatério p da seguinte maneira:

Wa,LL:,U/ U [j Sl

1=—00
O operador de nascimento é inteiramente uniforme.
Outro operador que temos é o operador de enchimento, Wp : 0 — Q. Este operador é
deterministico e depende do parametro D = max(|l;|, |r4], 1). Informalmente, ele enche

segmentos vazios mais curtos que 2D +2. Ou seja, para cada conjunto aleatério u C R,
Wpp=pU{heR:3jkepn:j<h<k k—j<2D+2}.

Denotamos W,,s, 0 operador de passeio aleatorio, em que Wy, : M — M. Este

operador transforma cada conjunto

[e.9]

U [an. ba), (2.1)

h=—00
onde

---<a,1§b,1<a0§bo<a1§b1<~-



e apr1 — by > 2D + 2 para todos h, no conjunto aleatorio

U a (2.2)

em que

Ch:{$ERZGh+lh<x<bh+rh}7

‘s

com probabilidade € - 07 onde 1 < h < &, 1 < h <5 independentemente de outros
segmentos (2.1).

Os operadores Wp e W,4s sao uniformes.

Definiremos um operador composto da superposicao destes trés operadores e estudare-
mos seu comportamento; mais precisamente, vamos estudar se ele “esquece” a condi¢ao
inicial.

Observe que aplicaremos todos estes operadores para conjuntos aleatérios da reta
toda. Assim, ao longo desta dissertacao estaremos interessados no comportamento da
superposicao destes operadores em que primeiro age W, seguido de Wp e por dltimo
Wias, estudaremos o que acontece com a condicao inicial concentrada no espago vazio
sob a acao iterativa da superposicao destes trés operadores. O nosso maior resultado é o

teorema principal, enunciado no capitulo 3 e demonstrado nos capitulos 5 e 6.



CAPITULO 3

O teorema principal

Apresentamos neste capitulo o maior resultado desta dissertagao. De fato, considere-
mos a superposi¢ao dos operadores W,,;WpW,, em que W, age primeiro, em seguida
Wp e depois Wy,s. No estado inicial temos a medida 0y concentrada no conjunto vazio,
consideraremos a seqiiéncia (W,asWpW, )"0y e estudaremos o comportamento do pro-

cesso quando t — oo.

3.1 Tlustracao do processo

A Figura 3.1 ¢ um exemplo da acao do operador W,,;WpW,. Inicialmente ocorre
a acao do operador de nascimento W,, que inclui intervalos escolhidos ao acaso com
comprimento [i,7 + 1] onde ¢ ¢é inteiro. Em seguida, o operador de enchimento age
unindo intervalos com distancia menor ou igual a 2D + 2. E, por ultimo, o operador
Was age fazendo com que os limites esquerdo e direito dos intervalos sofram mudancas
aleatorias a cada passo de tempo de acordo com as variaveis aleatoérias L e R, em que
L caracteriza o passeio aleatorio do limite esquerdo de cada intervalo e R caracteriza o
passeio aleatorio do limite direito, respectivamente.

Consideremos o tempo contado a cada terco de unidade, ou seja, tomando valores:

t=0, %, %, 1, etc. Esta contagem de tempo é confortavel pois no tempo t = % temos
o conjunto aleatorio apos a acao do operador W,. No tempo t = %, o resultado apos a

acao do operador Wp e, finalmente em ¢t =1 o resultado obtido apoés a acao de Wqs;
0 processo continua iterativamente até um tempo 7'

Na Figura 3.1, os segmentos que pertencem ao nosso conjunto aleatoério foram preenchi-



dos com pontos, chamaremos este conjunto de U, faremos a construgao formal deste

conjunto na proxima secao.

t=3
t=2
7 PP
-
t=1
1=2/3 b
t=1/3 _—
+— 0 Lol

Figura 3.1: Fragmento do processo, onde ha um contorno em volta do segmento [a,b].
Setas verticais representam a acao de W, e Wp, setas inclinadas representam a agao
de Wygs.

3.2 Construcao do conjunto aleatério U em R x R,

Para cada conjunto regular construiremos o conjunto U € R x R,. Para tal, cons-

truimos indutivamente uma seqiiéncia de conjuntos

Ut U[t, t+1/3] U[t+1/3, t+2/3] U'[t—‘y-2/37 t+1]

onde t=0,1,2,---.
Base de indugao: U° = ().
Passo de indugao: Temos que U ja esta definido. O conjunto U’ sempre pertence a

reta y = t. Definiremos
ut =0 U U(pedagos),

onde “pedacgos” sao os intervalos fechados que foram incluidos pela acao de W,.



Definiremos agora um conjunto que imita o funcionamento do operador de nascimento,
a saber:

Ut 18 — f(z )z e U, t <y <t+1/3}.
Lembramos que D = max(|l;|, |rs|, 1). Definimos
gt =ut ) ulheR:Fj<h<k:jkeUT k—j<2D+2}
Entao, o conjunto que imita o funcionamento do operador Wp, é dado por:
U3 208 — L(g y) cx € UMV3T 4 1/3 <y <t +2/3).
Definiremos agora o conjunto que imita o operador W,,,. No intervalo de tempo
t+2/3<y<t+1 devido a acao de W, cada bloco [ap,bp] transforma-se em

[ah + lh, bh + ’I“h],

com probabilidade @ -67: 1, e r, sdo valores das variaveis auxilares L e R, respec-
tivamente.
Um trapézio é um quadrilatero que possui dois lados paralelos. Denotaremos por T},

o trapézio fechado com bases
(an, t+2/3), (bp, t+2/3)] e [(athlh, t4+ 1), (bp+rn, t+1)]. (3.1)

A base altera-se devido as mudancas que ocorrem nos limites esquerdo e direito do bloco

lan, bn] a cada aplica¢do do operador de passeio aleatorio. Entao

ylt+2/3, t+1] _ U Ty,
h

it — {z:(z,t+1)€ [ylt+2/3, t+1]}'

O passo de indugao esta definido.
O conjunto U bidimensional é obtido da uniao de todos os conjuntos construidos

como acima, a saber:

U = U(U[t,t+1/3] U UtH/3.6+2/3] () rlt+2/3, t+1}).

t=0

Afirmamos que o conjunto U ¢é fechado e mostraremos isso a seguir.

Chamemos de bola com centro s = (z9,yo) e raio r, o conjunto

B(s,r) ={(z,y) : (x = z0)* + (y —y0)* < 7} (3.2)



Definicao 3.1. Seja C C R? e s um ponto do plano, ndo necessariamente pertencente
a C. Diz-se que s é ponto de acumulacao de C' se toda bola com centro s contém pelo
menos um ponto s; € C' diferente de s. Dizemos que um conjunto é fechado se contém

todos os seus pontos de acumulagao.

Lema 3.1. Cada bola tem intersecgao nao-vazia apenas com conjunto finito de retdngulos

gerados pelos operadores W, e Wp e trapézios gerados pelo operador Wy,s.
Demonstracao: E bastante evidente por isso omitiremos a prova.

Lema 3.2. Seja C C R% Se a intersecgio de C' com cada bola € fechada, entao C €
fechado.

Demonstracgao: Supomos que C nao é fechado. Logo
dp¢ C:V B(p,r),d s€CnB(p,r),

em outras palavras, p ¢é ponto de acumulagao de C' que nao pertence a C. Logo p é
ponto de acumulagao de CNB(p,r) que nao pertence a CNB(p,r). Mas isto é impossivel

pois, por hipotese a interseccao C'N B(p,r) é fechada. Lema 3.2 estd provado.
Lema 3.3. O conjunto U ¢€ fechado.

Demonstracao: Devido ao lema 3.1, U ¢ fechado em cada bola B(k,r). O que significa

que UNB(k,r) éfechado. Logo U é fechado devido ao lema 3.2. Lema 3.8 estd provado.

3.3 Lemas sobre aplicacao de nossos operadores

O operador W,,s s6 pode ser aplicado para medidas regulares. Logo devemos cons-

truir o processo e provar que isto é possivel em cada passo.

Lema 3.4. Para cada medida regular p e cada S >0 :

(a) ainterseccao WopN|[—=S, S] depende so das varidveis QF onde —S—1<i < S+1,
e da restrigao fi—s,g].

(b) aintersecgao Wpp N [=S, S|, depende s6 da restricao jij_g,g).-

(¢) ainterseccao Wyasp N [=S, S|, depende so das varidveis L, Rl onde —S —D <
h<S+D edarestrigio pi_s,g-
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Demonstracao: A demonstracao deste lema é evidente pois segue diretamente do fato

de nossos operadores serem de interagao local. Lema 3.4 estd provado.

Lema 3.5. (a) Se aplicarmos o operador W, em uma medida reqular, o resultado também
serd uma medida reqular.

(b) Se aplicarmos o operador Wp em uma medida reqular, o resultado também serd uma
medida reqular.

(c) Se aplicarmos o operador W,,s em uma medida reqular obtida apds a a¢do do operador

Whp, o resultado também serd uma medida reqular.
Demonstragao: Conseqiiéncia direta do lema 3.4.

Lema 3.6 (Lema-Definigao.). Definimos o processo (WpasWpW,)'0p, passo a passo,

cada vez provando que cada medida obtida assim € reqular.

Demonstracao: Conseqiiéncia do lema 3.5, pois a agao de cada operador em medi-
das regulares resulta em medidas regulares, logo a superposicao dos operadores também

resulta em medida regular. Lema 3.6 estd provado.

3.4 O teorema principal

Neste momento estamos aptos para anunciar o que serd o principal resultado desta

dissertacao.

Definicao 3.2. Dizemos que uma seqiiéncia de conjuntos aleatérios p',p?,--- em R

enche a reta se para cada segmento [a, b]

lim P([a,b] - pt> =1

t—o0

Teorema 3.1 (Teorema Principal). i) Se E(L) < E(R), entdo para cada o« >0 a
sequéncia

(WoasWpWo)'8y  enche a reta .

i1) Se E(L) > E(R), existe a* >0 tal que para todo o < o* a seqiiéncia
(WoasWpWo)'8  ndo enche a reta .

No capitulo 5 apresentamos a demonstracao do item 7) e, no capitulo 6 apresentamos

a demonstragao do item i) deste teorema, respectivamente.
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CAPITULO 4

Monotonicidade

Definicao 4.1. Chamemos de acoplamento de dois conjuntos aleatorios p e v em R,

um conjunto aleatorio p em R2, tal que p e v sao as marginais de p.

Sejam p e v dois conjuntos aleatorios. Diremos que p < v se eles possuem acopla-

mento p tal que

ppCv) =1
Definigao 4.2. Um operador aleatorio P : M — M € chamado mondtono se
1w =<v= Pu=< Puv.
Lema 4.1. Os operadores W, e Wp sao mondtonos.
Demonstracao: E evidente se utilizar a técnica de acoplamento. Lema 4.1 estd provado.
Lema 4.2. Se pu, v sao 0— medidas, seu acoplamento é 6— medida também.

Demonstracao: Suponha, por contradigao, que o acoplamento p de p e v nao é uma
0— medida. Logo existe uma componente x; e dois valores diferentes para ela, a e b

tais que

logo p nao é 06— medida, contradigao com a suposi¢ao que p é d— medida.

12



Se considerarmos que a componente z; pertence ao espaco onde v ¢& dada, por
analogia, concluiremos que v nao é d— medida, que contradiz a suposicao inicial. Lema

4.2 estd provado.

Lema 4.3. Se u, v sao regqulares, entao seu acoplamento também € reqular, isto é, sua

restricao para cada [—C,C] x [-C,C] € uma combinagao linear de §— medidas.
Demonstracao: Conseqiiéncia direta do lema 4.2

Lema 4.4. O operador W,.s € mondtono sempre que aplicado em medidas requlares

obtidas a partir da a¢ao do operador de enchimento.

Demonstragao: Sejam p e v dois conjuntos aleatorios regulares tais que pu < v.

Provemos que Wy, t < Wpes v. Dado que g <v, p e v tém acoplamento p tal que
p(p Cv) =1
Devido ao lema 4.3 p é regular. Tomemos C' > 0 qualquer e provemos que
(Whastt)[=C', C] < (Whasv)[=C, C1.

Denotamos pi[—C,C)%, -+, pp[—C,C]* as §— medidas cuja combinagao linear ¢ p[—C, C]2.

Para cada p; denotamos por p; e v; suas marginais. E suficiente provar que
(WpaSMj)[_Cv ] =< (Wpasyj)[_ca C]

para cada j.

Como p; C v;, cada segmento de p; esta incluido num segmento de v; .

Para cada segmento de v; denotamos de a:llj seu ponto final esquerdo e por :1012] 0
ponto final esquerdo do mais esquerdo segmento de p; contido nele. Analogamente, para
cada segmento de v; denotamos de :Uij seu ponto final direito e por a:fj o ponto final
direito do segmento mais direito de j; contido em v;.

Supomos o acoplamento de medidas auxiliares (. Neste acoplamento os valores de
{(x)) e &(af) coincidem, bem como os valores 7(x, ) e 7(z} ). Seguinte este acopla-
mento,

C(Whasi)[=C, CT < ((Wpas)[=C, C.

Lema 4.4 estd provado.

[ustramos este fato na figura a seguir:
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Figura 4.1: Ilustragao de duas medidas regulares obtidas apds a agao de Wp em que
i < v utilizando a técnica do acoplamento.

Definicao 4.3. Sejam P e () operadores. Dizemos que P precede (), e denotamos

P <Q se Pu—<Qu para cada conjunto aleatorio p.

Lema 4.5. Para cada medida regular p :
() n=<Wpu
(@) p = Waps

Demonstracao: E evidente pois os operadores Wp e W, aumentam o conjunto

aleatorio a cada passo do processo de iteragao.
Lema 4.6. W,,, < W, sWpW,.

Demonstracao: Observamos que pu < WpW,u para todo p regular, conseqiiéncia
direta da monotonicidade dos operadores Wp e W, e do lema 4.5.

Observamos que Wp,s sempre ¢ monétono se aplicado em medidas regulares obtidas
apos a acao de Wp, do lema 4.2. Logo Wyaspt € WyesWpWop pois € uma superposicao

de operadores monétonos. Lema 4.6 estd provado.
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CAPITULO b

Demonstracao parte [

Suporemos que FE(L) < E(R). Por conveniéncia gostariamos que E(L) < 0 e
E(R) > 0. Devido a uniformidade de W,,s, podemos definir

L'=L+seR =R+s,
variaveis aleatorias discretas acrescidas de uma constante real s, onde
1
5= —i(E(L) + E(R)).

Desta maneiras:

B(L) = (B(1) - B(R) <0, (5.1)
analogamente, fazemos
B(R) = E(R+5) = E(R) + s = B(R) ~ 5(E(L) + E(R) = 3 (B(R) — B(L)),

segue que: .
E(R) = 5(E(R) - E(L)) > 0. (5.2)

Apo6s termos feito esta mudanca, renomeamos R’ = R e L' = L e passamos a usar
simplesmente R e L.
Para a demonstracao do item i) do teorema principal, faremos uma analogia com o

problema da ruina do jogador utilizando uma versao generalizada.
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5.1 O problema da ruina do jogador

Este ¢ um problema classico da teoria de Probabilidade e consiste de um jogador que
possui um capital inicial C, e a cada jogada ganha uma moeda com probabilidade p, e
perde uma moeda com probabilidade 1—p. O jogo termina quando o capital do jogador
termina, ou seja, o jogador fica arruinado.

Aplicagoes da Fisica sugerem uma versao mais geral. Uma particula tem estado inicial
em C, e se move em cada passo de tempo discreto de uma unidade positiva, ou negativa.
O passeio termina quando a particula chega em 0. Fisicos utilizam modelos de passeios
aleatorios para aproximar uma difusao unidimensional ou o movimento Browniano, onde
a particula fisica é exposta a um grande ntumero de choques moleculares que produzem

um movimento aleatorio, (Feller, 1968).

5.1.1 Generalizacao do problema da ruina do jogador

Nesta secao consideraremos uma generalizacao do problema da ruina do jogador. Para
tal admitimos que a cada passo do processo o jogador pode ganhar qualquer valor real
limitado (positivo, em caso de vitoria, ou negativo em caso de perda).

Consideremos uma, seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas G1,Gy,--- . Cada v.a. G; representa o ganho em cada passo do processo.

Assumimos
g1, com probabilidade 67,

g2, com probabilidade 65,

gn, com probabilidade 6.
Entao:

S =G +Go+---+G+C, (5.3)

onde C ¢ o capital inicial do jogador e S; é o capital no tempo ¢.
Mostraremos através dos lemas seguintes que, se o capital inicial C for suficientemente

grande, a probabilidade do jogador ficar arruinado é pequena.
Lema 5.1. Se E(G;) >0, existe q € (0,1) tal que E(q%') < 1.

Demonstracao: Chamemos
flg) = E(¢7) =) q% - P(G1 = g)). (5.4)
j=1
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A derivada de f(g) com respeito a ¢ é:

£-4(oe)

st

Se ¢ =1, temos

a
dq

=> g;-07=> g;- P(Gy =g;) = E(G).
i—1 =1

q=1
Da hipétese do nosso lema, E(G;) > 0. Logo a fun¢ao f(gq) é crescente no ponto ¢ = 1.
Desta maneira existe ¢ € (0,1) tal que f(q) < 1, logo E(q“) < 1. Lema 5.1 estd

provado.

Lema 5.2. Se 0 < ¢ <1,
P(S; < 0) < BE(¢™). (5.5)

Demonstragao: Dado que ¢ <1 entdao ¢/ > 1 para cada i < 0. Logo
E(@™) =) ¢ P(S =)
J
> ¢ P(S = j)

7<0

> ZP(StZJ)

= P(S; <0).

Lema 5.2 estd provado.
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Para a demonstracao do proximo lema utilizaremos a seguinte igualdade:

E(qst) _ E(qC+G’1+~~~+G’t)
= E(¢® - ¢ )
=4 B(¢"") -+ E(¢"")
=q" - (E(¢™))", (5.6)

pois (G sao variaveis aleatorias i.i.d. e C ¢ o capital inicial.
Lema 5.3. Se E(G1) >0 entao

Ch—>nolo P(3t: S, <0)=0.
Demonstracao: E claro que

P(3t: S8, <0) <> P(S, <0).

t
Sabemos do lema 5.2 que para todo ¢ € (0,1)
P(S, < 0) < E(¢™).
Por outro lado, do lema 5.1 existe ¢ € (0,1) tal que F(¢“') < 1. Ainda, de (5.6)
> E(*) =) ¢ (E(g™))
t t
=¢“ ) (BE(g™))

t

¢ E(¢“Y)
T TRy

(5.7) tende para zero quando C tende para infinito. Assim:
Clim P(3t:S; <0)=0.
Lema 5.3 estd provado.

5.2 Demonstracao do item i) do teorema principal

Anunciaremos inicialmente alguns lemas que serao necessarios para esta demonstracao.
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5.2.1 Lemas auxiliares

Suponhamos que em algum determinado tempo ty o conjunto regular p possua um
segmento [a,b], onde a < =S —C, b > S+ C, aqui § ¢ uma constante fixa que
escolhemos. Vamos analisar o que acontece com este intervalo quando o tempo cresce
para infinito. Devido ao lema 4.6, podemos supor que s6 o operador W,,s age sem os
operadores Wp e W,.

A cada passo do tempo a fronteira esquerda pode se deslocar por um valor [, com
probabilidade 6!, correspondente & varidvel L. Situagio andloga ocorre com a fronteira
direita e a variavel R, desta maneira cada fronteira sofre uma mudanca aleatoria em

cada passo de tempo.

Lema 5.4. Seja E(L) <0 e E(R) > 0. Para cada € > 0e cada S, existe C tal que

se tomarmos o conjunto reqular inicial [a,b], onde
a<-8§-C, b>85+C

e aplicarmos o operador Wy, iterativamente, a probabilidade de que o segmento (=S, S)

sempre € cheio nao € menor que 1 — ¢.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 qualquer. Baseado no lema 5.3 podemos escolher C’ tal
que para todos C > C' a fronteira esquerda do intervalo [a,b] desloca-se para o lado
direito de —S com probabilidade nao mais que &/2.

De maneira analoga, ainda do lema 5.3, podemos escolher C” tal que para todos C >
C"” a fronteira direita do intervalo desloca-se para o lado esquerdo de S com probabilidade
nao mais que £/2.

De onde podemos concluir que a probabilidade de que pelo menos um destes acontece

nao é maior que €. Lema 5.4 estd provado.

Lema 5.5. Seja E(L) < 0, E(R) >0 e a > 0. Logo (W,sWpW,)'8y enche a reta

quando t — 0.

Demonstracao: Denotamos p' = (W,,sWpW,)"d. Devemos provar que para cada a

e b emque a<b:

Ve>03T VtZT:P<th[a,b])21—g. (5.8)
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Escolhemos ¢ > 0 qualquer. Utilizamos também os parametros T e C, cujos valores

escolheremos posteriormente. Para cada ¢ € [1,7] consideramos o evento:
E={Q:Viela—C—1, b+C+1]:Q: =1}

O evento & é uma garantia de que p' inclui o segmento [a —C, b+ C].
As variaveis auxiliares Q! sdo independentes. Cada uma assume valor 1 com proba-

bilidade « e zero com probabilidade 1 — «. Desta maneira,
P(gt) > a2C+b—a+2
logo
P(ndo &) < 1 — o*F0—ot2,

Chamemos de primeiro fracasso o evento:
“£; nao acontece para nenhum ¢ € [1,7]."

Assim a probabilidade do primeiro fracasso ocorrer ¢ (1—a?*t*=9+2)T  Esta probabilidade
tende para zero quando T — oo.

Logo para cada C existe T tal que

(1 - a2€+b—a+2)T S ) [Fl]

[SSERO)

Vamos escolher primeiro C; logo que C seja escolhido, escolhemos depois o valor de T.
Suponhamos que o primeiro fracasso nao acontece, isto é, pelo menos um evento &;
aconteceu. Denotamos por t; o valor de ¢t quando &; acontece pela primeira vez. Em
seguida definimos as seqliéncias de varidveis aleatorias Ay, Ay11, -+ € By, Bygt1, -
de maneira indutiva:
Base de indugao: se t =1y, Ay, =a—C.
Passo de indugao: A1 = Ay + Ly,
De maneira analoga,
Base de indugao: se t =1y, By, =b+C.
Passo de indugao: Byyy1 = By, + Ry,.
Estas seqiiéncias de varidveis aleatorias perfazem passeios aleatorios nas fronteiras
esquerda e direita do intervalo aleatorio que pertence ao nosso conjunto, respectivamente.
Do lema 5.4 temos que:

P(3t: Ay >a) < -, [FY]

W M

20



ainda

P(3t: B, <b) <

Wl M

Chamemos de fracasso de tipo dois o evento
{Elt . Ato > CL}.

Informalmente, o fracasso tipo dois acontece quando a fronteira esquerda do nosso inter-
valo aleatorio passa através de a. A formula [Fb] significa que a probabilidade deste

fracasso nao excede ¢/3. E fracasso de tipo trés o evento:
{Ht : Bto < b}

isto é, a fronteira direita do intervalo aleatorio que pertence ao nosso conjunto passa
através de b. A probabilidade deste evento também nao excede ¢/3.

Dos trés resultados anteriores, temos que a probabilidade de cada fracasso nao excede
e/3, logo a probabilidade que nenhum fracasso acontece nao ¢ menor que 1 — e.

Mas a auséncia de todos os trés fracassos é uma garantia de ocorréncia do evento:
"2 a, 0]
w2 a,

para todos ¢t > T. Logo a desigualdade (5.8) estéa verificada. Lema 5.5 estd provado.
Conseqiientemente, para provarmos o item ¢) do teorema principal basta observarmos

do lema 5.5 que se E(L) < E(R), entao a seqiiéncia
(WoasWpW,)'8p  enche a reta,

e isto é o que queremos provar. Item 1) do teorema principal estd provado.
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CAPITULO 6

Demonstracao parte 11

Neste capitulo provaremos o item ii) do teorema principal. Para tal mostraremos
que para todas L, R onde E(L) > E(R) existe a* >0 tal quese a < a*, a seqiiéncia
de medidas u' = (WpasWpW,)'dp nao enche a reta.

Para provar isto, vamos estimar a probabilidade de presenca do intervalo [a,b] no

P([a,b] C ;ﬁ).

Incluimos este evento numa uniao de varios eventos. Logo sua probabilidade nao

conjunto aleatorio, isto é

excede a soma das probabilidades destes eventos.

6.1 Algumas definicoes

Supomos que FE(L) > E(R), mas gostarfamos de ter mais, ou seja gostariamos que
E(L) > 0 ¢ E(R) < 0. Para tanto definimos as variaveis aleatorias como fizemos no
capitulo 5:

L'=L+seR =R+s.

Com L e R assim definidas temos que E(L') >0 e E(R') < 0. Tao logo tenhamos
estas propriedades, renomeamos L' =L e R = R.
Utilizaremos as seguintes defini¢goes na demonstragao do item i) do nosso teorema

principal.
Definicao 6.1. Diremos que uma matriz de elementos reais
M:mlk7 (lzlaajakzlaak)
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é nao negativa e escrevemos: M > 0 (positiva e escrevemos: M > 0 ), se todos os

elementos my, >0 (my >0 ).

Definicao 6.2. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. M é dita ser redutivel se

existe uma permutacao de indices que a reduz na forma:
M/ — Mll 0
My, May
onde My, e Msyy sao matrizes quadradas. Em outro caso M é dita ser irredutivel.

Definicao 6.3. Se M é uma matriz quadrada de ordem n e I é a matriz identidade de

mesma ordem n, definimos o polinémio caracteristico de M como:
p(A\) = det(A — M).
Dizemos que um autovalor é dominante, se ele é uma raiz simples positiva do polinémio
caracteristico p(\).
Consideremos agora o teorema:

Teorema 6.1 (Perron-Frobenius). Seja M uma matriz quadrada irredutivel nao-
negativa de ordem n. Entao sempre existe um autovalor r, que € uma raiz simples do
polinomio caracteristico de M. Os modulos de todos os outros autovalores sao menores
que r. A este autovalor dominante r, temos um autovetor associado com coordenadas

positivas.

Demonstracao: Desde sua publicacao em 1907, varias demonstragoes surgiram para este

teorema, uma das quais pode ser vista em Gantmacher (1959).

Corolario 6.1. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o numero real A seja

maior que o autovalor dominante r da matriz quadrada de ordem n, M = (my) > 0,
r<A

€ que, para este valor de X, todos os menores principais dominantes da matriz carac-

teristica My = A\ — M sejam positivos, isto é:

A — mip > O,
A —my —Mmi2 s —Min
A—my —Mmi2 —Mmay A—mg - —Man
>0,---, >0
—Ma1 A — My T
—Mnp1 —Mnp2 e )\ — Mpn

Demonstracao: A demonstragao deste corolario pode ser vista em Gantmacher, (1959).
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6.2 Classificagao de U [0,7] em classes de equivaléncia
Denotamos U [0,T] = {(z,t) e U: t<T}.

Defini¢ao 6.4. Uma curva do ponto (xg,yo) ao ponto (x1,y;) no plano R* é uma

fungao continua f, :[0,1] — R? tal que f(0) = (zo,%0) e f(1) = (z1,y1).

Seja um conjunto C' C R?, e dois pontos a,b € C. Dizemos que a relaciona-se com
b em C e notamos a ~ b, se existe uma curva em C onde a é ponto inicial e b é

ponto final.
Lema 6.1. Para cada C a relacio a ~ b € uma relagao de equivaléncia.

Demonstragao: Devemos verificar as seguintes relagoes:
(1) Ya: a~a.
Seja a = (x,y). Entao definimos Vh: f(h) = (z,y). Ou seja, para qualquer que seja
h € [0,1] temos uma curva constante em a.
(i) Ya,b: a~b=0b~a.
Suponhamos que a ~ b, logo temos uma curva de a a b. Para verificar a relacao

(77) basta considerarmos a fungao

f'(h) = f(1—h),

a partir dela temos uma curva com ponto inicial em b e ponto final em a, ou ainda:
b~ a.
(1it) Ya,bc: a~b b~c=a~c.

Seja f! uma curva de a = (zo,y) a b= (r1,y1). E seja f? uma curva de b =

(r1,791) a c¢= (x3,72). Definimos a nova curva f3 assim:

sy ) f1(2h), 0<h<1/2
f(h)_{f2(2h—1), 1/2<h<1.

Lema 6.1 estd provado.

Devido ao lema 6.1 cada conjunto no plano pode ser partido em classes de equi-valéncia
onde dois pontos a e b s@o equivalentes se a ~ b. Consideramos a partigao de U [0, T
nestas classes de equivaléncia e tomamos a classe que inclui o segmento [(a,T"), (b,T)] e

a denotamos por J.
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Definicao 6.5. Uma curva é dita ser fechada se seus pontos inicial e final coincidem, ou
seja f(0) = f(1).
A fronteira de J éuma curva fechada. Se percorrida no sentido positivo (anti-horario)

ela consiste do segmento [a,b] (passado de b para a ) e uma seqiiéncia de segmentos.

6.3 Caminhos

Durante o processo iterativo pode ocorrer que um segmento [i,i + 1] onde i € Z,

cruza uma componente de nosso conjunto, conforme ilustramos a seguir:

t=5
t=4
t=3
t=2
t=1
t=20

Figura 6.1: Ilustracao de um possivel fragmento de caminho durante o processo iterativo.
Esta é a classe que inclui o segmento [(a,T), (b,T)]. Neste fragmento sera excluida a
parte preenchida com pontos.

Eliminaremos a parte da componente que fica abaixo deste segmento (parte cheia com
pontos) e consideraremos no caminho o passo de tipo a.

De cada curva fechada de J eliminamos todos os passos verticais, ou seja todos os
passos para baixo e para cima gerados pelos operadores W, e Wp e definimos nosso

caminho como:
Defini¢ao 6.6. O caminho, salvo [a,b], é a seqiiéncia de segmentos descritos abaixo.
(1) para baixo do tipo |:
sdo segmentos (Ax, At), onde Az € {1}, -+, —lc} e At = —1.
(7i) horizontal para a direita do tipo «:

sao segmentos (Az, At), onde Az € (0,1] e At =0.
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(7i1) horizontal para a direita do tipo D:

sao segmentos (Ax, At), onde Az € (0,2D + 2] e At = 0.
(iv) para cima do tipo 7:

sao segmentos (Ax, At), onde Az € {ry,--- ,r,} e At =1.

A Figura 6.2 é um exemplo de caminho que possui os quatro tipos de passos enunciados

anteriormente. Este é um caminho correto, que definiremos na proxima sec¢ao.

Figura 6.2: Exemplo de um possivel caminho que pode ocorrer em [1,7] para a classe

J.

6.3.1 Caminho correto

Chamaremos de caminho correto H, cada caminho que possui as seguintes pro-
priedades:
a) o caminho comega num ponto (x1,7), x; < a.
b) o caminho é uma seqiiéncia de segmentos de retas. Chamaremos estes segmentos de

passos. Cada passo pode ser considerado como um vetor (Ax, At).



c) Cada passo do caminho pode ter um dos tipos |, a, D, 7. Entao:

se temos passo do tipo |;, Az e {—l;, -+, —l¢}, At = —1,
se temos passo do tipo a, Az € (0,1], At =0,
se temos passo do tipo D, Ax € (0,2D + 2], At =0,
se temos passo do tipo T, Az € {ry,---,r,}, At =1
d) Cada seqiiéncia de dois passos permitida em um caminho esta apresentada na tabela

abaixo. Representamos com o sinal + uma seqiiéncia permitida e com 0 uma que nao

é permitida.

Segundo passo

|l Ja| D1
NESERERE

Primeiro | o | + | + | + | +
passo |[D |+ |+ ][00
110+ ]+]+

Esta mesma tabela pode ser representada pelo seguinte diagrama:

()
(=

a ‘ \“

()
e) O primeiro passo é do tipo | ou «;
f) O dltimo passo tem tipo « ou T;
g) O caminho acaba num ponto (x,7T), xo > b.
A diferenca x5 — z; chamaremos de avanco do caminho. Denotamos por |H| o

comprimento do caminho, ou seja, niimero de passos no caminho.

6.3.2 Codigo correto

Para cada caminho H associamos um cddigo C, isto é, a seqiiéncia de tipos de passos

deste caminho. Logo,

Definicao 6.7. Um codigo C é uma seqiiéncia finita de simbolos tal que cada simbolo

pertence ao conjunto:

{ll?"' 7~L§7 a, D7 T17'” 7T7I}'
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Chamemos |i,---,]¢ desimbolos para baixo, o e D simbolos horizontaise Ti,---, T,

simbolos para cima.

Chamemos de comprimento do cdédigo, e denotamos por |C|, o namero de simbolos
do codigo.

Para cada simbolo definimos o avango horizontal, o qual denotamos por AH(C).
Definimos também, o avang¢o vertical denotado por AV (C). A tabela a seguir explicita o

avanco horizontal e vertical de cada simbolo:

Simbolo | AH(C) | AV(C)

’ ) 1
Tk Tk 1
a 1 0

D 2D + 2 0

Definicao 6.8. Dizemos que um cédigo é correto se satistaz as condigoes:
1. Seu primeiro simbolo é para baixo ou horizontal.

2. Se s;j e sj.1 sao simbolos consecutivos, sao proibidas as seguintes seqiiéncias de

simbolos:
® s; ¢ para baixo, sj.; € para cima,
® s; ¢ para baixo, sji1 € D,
® S5j é .D7 Sj4+1 é D,
e s; ¢ D, sj;1 éparacima,

® s; ¢ paracima, sji; € para baixo

Nota: Observe que a condigao 2. da definicao de cédigo correto corresponde a

condigao d) da definigao de caminho correto.
3. AH(C)>b—a e AV(C)=0.
4. Seu tultimo simbolo é horizontal ou para cima.

Dizemos que um caminho realiza um cédigo C se a seqiiéncia de tipos de passos deste
caminho coincide com o codigo C.
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6.3.3 Peso do caminho e peso do cédigo

Definicao 6.9. Definimos por peso do passo a probabilidade do passo ocorrer. Entao

Peso do passo |; = P(L =1;),

Peso do passo T, = P(R =13),
Peso do passo o = «a,
Peso do passo D = 1.

Chamaremos de peso do caminho o produto dos pesos de seus passos.

Definicao 6.10. Definimos peso do simbolo como a seguir

Peso do simbolo |; = P(L =1;),
Peso do simbolo T, = P(R=ry,),
Peso do simbolo o = «,

Peso do simbolo D = 2D + 3.

Chamaremos de peso do c6digo o produto dos pesos de seus simbolos.

Nota. Observe que os pesos dos passos sao iguais aos pesos dos simbolos, com excec¢ao
de um caso, a saber: o passo de tipo D tem peso 1, enquanto que o simbolo de tipo D

tem peso igual a 2D + 3.

6.3.4 Relagoes entre caminhos e cédigos

Lembramos que estamos interessados na probabilidade do evento ([a,b] C u?) ocorrer.
Como ja mencionado no inicio deste capitulo, incluimos este evento numa uniao de eventos,

logo:

Lema 6.2. Para todos T,

P([a,b]guT)S > peso(H) (6.1)

todos caminhos
corretos

Demonstracao: O evento ([a, b C MT) esta incluso na uniao de eventos: “este caminho

é a fronteira de J 7,

U (este caminho percorre a fronteira de J),

todos caminhos
corretos

logo a probabilidade dele nao excede a soma de probabilidades destes eventos, o que

implica (6.1). Lema 6.2 estd provado.
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Lema 6.3. Suponha que o caminho H realiza o codigo C. Entao
AH(H) < AH(C).

Demonstracao: Dado que o caminho H realiza o codigo C, entao cada simbolo hori-
zontal de tipo a e D deste coédigo assume o valor maximal 1 e 2D 42, respectivamente.

Lema 6.3 estd provado.

Lema 6.4. (a) O final de cada passo de tipo o que é sucedido por um passo de tipo |
€ um numero inteiro.
(b) O inicio de cada passo de tipo « que € precedido por um passo de tipo | € um nimero

mnteiro.
Demonstracao: Este fato é evidente por isso omitiremos a prova.
Lema 6.5. Sejam H, e Hs dois caminhos que realizam o mesmo codigo C :

(a) Consideremos um simbolo tipo o em C. A diferenca dos comprimentos dos passos

em Hy e Hy que correspondem a este simbolo € um nimero inteiro.

(b) Consideremos um simbolo tipo D em C. A diferenca dos comprimentos dos passos

em H; e Hy que correspondem a este simbolo € um nimero inteiro.

(c) A diferenga entre avangos horizontais de Hy e Hy € um nimero inteiro.

Atribuimos para cada simbolo no coédigo C uma altura t, a qual é dada por T
acrescido da soma de avancos verticais de todos os simbolos anteriores incluindo este
simbolo. A altura do primeiro simbolo é T.

Demonstragao de (a) Faremos indugao na ordem de crescimento de .
Base de indugao: Consideremos o valor minimal de t, para o qual temos um simbolo

a. Entao pode acontecer somente um dos casos:
aa T, aaa, | aa, | a .

Em cada destes casos ambos pontos finais de nosso passo sao inteiros, pois é conseqiiéncia
direta do lema 6.4.
Passo de indugao: Suponha que nossa afirmacao ja esta provada para valores menores

de t. Devemos mostrar a veracidade para t. Temos um destes casos:

lal, laa, |al, aal, aaa, aal, Taa, Tal, |aD, TabD.
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Sejam h; e ho 0s passos nos caminhos H; e Hs, respectivamente, que correspondem
a este stmbolo a.
caso | v |: Segundo o lema 6.4, as coordenadas iniciais x| do passo h; e z{ do passo
ho sao numeros inteiros. Depois de h; e hs podem ocorrer varios passos de tipo |,
os quais sao sucedidos por um passo de tipo «a. As coordenadas iniciais deste passo, )
para H; e zf para Hs, s@o numeros inteiros, conseqiiéncia do lema 6.4.

O comprimento de h; é dado pela diferenca: (2§, — k) — 2, onde k é o avango
horizontal dos passos tipo | . Analogamente, o comprimento de hy é dado por: (x4 —
k) — 2. E portanto a diferenga dos comprimentos de h; e hs é um numero inteiro.

[lustramos este possivel caso através da Figura 6.2.

t=0

Figura 6.3: Ilustragao do caso (a) do lema 6.5 destacando a seqiiéncia de simbolos:

lal.

caso aaa : Devido a definicao do operador W, as coordenadas inicial e final de cada
passo tipo «a sao inteiras, logo as diferencas dos comprimentos dos passos h; e hy sao
inteiras.

De maneira bastante parecida mostra-se para todos os outros casos que a diferenca de

comprimentos dos passos h; e ho que correspondem ao mesmo simbolo « é um ntmero
inteiro.
Nota: Observe que o caso | « | é impossivel. Suponha que temos um passo de tipo
a precedido por um passo de tipo T e sucedido por um passo | . Entdao AH(]) < D,
AH(|) < D e AH(a) < 1. Portanto o avango horizontal desta seqliéncia ndo excede
2D + 1. Logo antes deste caso acontecer o buraco seria enchido devido ao passo de tipo
D. Tlustramos este caso a seguir:

Demonstracao do item (b) Suponha que temos um simbolo D; vamos analisar o que
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AN

t=0

Figura 6.4: Ilustracao da seqiiéncia de passos impossiveis T « |, pois a distancia entre
os pontos abaixo dos passos T e | é menor que 2D + 2.

acontece antes e depois de D. Aqui temos quatro possiveis seqiiéncias, a saber:
aDa, 1 Da, oD |, TD]|.

Todas elas sao anédlogas. Consideraremos o caso mais complicado, T D | .

Sejam h; e ho os passos nos caminhos H; e H,, respectivamente, que correspondem
a este simbolo D.

Antes de h; e hy existem varios (talvez nenhum) passos de tipo | precedidos por
um passo «, cuja coordenada final é um nimero inteiro, do lema 6.4. Depois de cada h,
e hy existem varios (talvez nenhum) passos de tipo |, sucedidos por passos de tipo «
cujo comego tem coordenada inteira, do lema 6.4.

O comprimento de h; é dado por: (xh,—ky)— (2} +k1) em que ki, ko s@o os avangos
horizontais dos passos T e |, respectivamente. De maneira analoga, o comprimento de
hy & (x4 — ko) — (24 + k1). Portanto, a diferen¢a dos comprimentos de hy e hy é um
numero inteiro. Ilustramos a seguir este caso:

Demonstracao de (c) Conseqiiéncia do fato da diferenga dos comprimentos de cada
dois passos horizontais (tipo a ou D) serem um namero inteiro, como demonstrado

pelos itens (a) e (b). Lema 6.5 estd provado.
Lema 6.6. Sejam H; e Hs dois caminhos que realizam o mesmo codigo C :
(a) Os comprimentos de passos em Hy e Hy que correspondem a o sao iguais.

(b) Para cada simbolo de tipo D deste cidigo existem nao mais que 2D + 2 possiveis

valores de comprimentos (ou avangos horizontais) de passos que realizam este simbolo.

32



D

AV
\

Y

«

>
—

t=0

Figura 6.5: Ilustragao do item (b) do lema 6.5 onde um passo de tipo D pode ser
precedido por passos de tipo T ou « e sucedido por passos de tipo | ou a.

Demonstracao de (a) Conseqiiéncia imediata do fato de que o comprimento de qualquer
passo de tipo a pertence a [0,1] e do lema 6.5.

Demonstracao de (b) Evidente pois existe ntimero d € (0,1], quais realizam este
simbolo, tal que todos passos tomam s6 valores d, d+1, ---, d+2D+ 1. Lema 6.6 estd

provado.

Lema 6.7. Para cada codigo C o numero de caminhos, que realizam este codigo nao
excede o avanco horizontal deste codigo multiplicado por (2D + 2)* onde k € o nimero

de passos de tipo D deste codigo.

Demonstracgao: Dizemos que dois caminhos sao congruentes se um pode ser obtido do
outro por uma translacao horizontal. Consideremos classes de equivaléncia, onde caminhos
congruentes sao equivalentes.

Do lema 6.6 item (b), para cada simbolo de tipo D, os passos correspondentes podem
ter no maximo 2D-+2 possiveis comprimentos, logo o niimero de possiveis caminhos nao
congruentes que realizam este codigo nao excede (2D + 2)*, em que k & o nimero de
simbolos tipo D em C.

Segundo o lema 6.5 item (c), para cada dois caminhos que realizam o mesmo codigo
C, a diferenga entre os avancos horizontais destes caminhos ¢ um ntimero inteiro. Logo
o numero de possiveis caminhos em cada classe de equivaléncia nao excede (zy — x7).
Portanto, o niimero de caminhos que realizam o c6digo C nao excede (zo—x1)-(2D+2)F.

Lema 6.7 estd provado.

33



Lema 6.8. O comprimento do cidigo correto C nao € menor que

AH(C)
O (6.2)

Demonstracao: Como o avanco horizontal de cada simbolo nao excede 2D + 2, temos

que
AH(C) < (2D +2)-|C].

de onde segue imediatamente (6.2). Lema 6.8 estd provado.
Lema 6.9. Para cada n, o conjunto de caminhos corretos com n passos € finito.

Demonstracgao: Conseqiiéncia direta do lema 6.7.

6.4 Estimacoes

A partir do lema 6.7 temos que a soma do lado direito de (6.1) ndo excede, para todos

T

P([a, b) C MT) < peso(C) - AH(C) - (2D +2)*, (6.3)
onde o somatorio ¢é feito sobre todos os codigos corretos. Lembremos que AH(C) > b—a

e AV(C) = 0, para todo codigo correto. Aqui k£ é o numero de simbolos tipo D no

codigo C. Logo nossa tarefa ¢ estimar o lado direito de (6.3).

Definicao 6.11. Dizemos que um codigo é quase-correto se satisfaz as condicoes 1, 2

e 3 da defini¢ao 6.8 (defini¢ao de codigo correto).

Definicao 6.12. Denotamos por
O (2, 1) (6.4)

a soma dos pesos dos cédigos quase-corretos, os quais tem avanc¢o horizontal x, avango

vertical t, comprimento n e o n— ésimo simbolo de tipo m € {|, a, D, T}.

Nota: Observe que o (x,t) é finito para todo n natural, pois é soma de pesos de
codigos, os quais por sua vez sao finitos.

Denotamos,

A= ph bl g6l =30 ph = B,

J
A (6.5)
B:Q?{.pﬁ+95.prz+...+92.pw:Zg;?.pm:E(pR)_
j
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Observemos que se p =1 entao A = B = 1. Verifiquemos as derivadas de A e B

no ponto p=1:

dA  d d
_:_E —L :E— _L:E—L'_L_l.
T (") T (=L-p™7)
Avaliando em p =1, temos:
d4 =E(-L)<0
dp | =
Analogamente:
dB _ d R d g R—1
— = — =F—p"=FER
W (»™) e (R-p™),
entao:
dB
— =FE(R)<0
dp |,

Verifica-se que estas derivadas sao menores que zero, logo para p > 1 temos A < 1
e B<1.
Introduzimos os parametros p = e e ¢ = y/A/B, onde e ¢é a base de logaritmos

naturais e A, B foram definidos em (6.5).
Lema 6.10. ¢* >z, se x>0.
Demonstragao: e¢* =1+x+--- > x, paratodo z > 0. Lema 6.10 estd provado.

Definicao 6.13. Denotamos
Spo= Y om(xt)-pt g (6.6)
T t
Este somatorio converge pois sé um nimero finito de termos é diferente de zero.

A equagao (6.6) implica

P([ayb] C MT) <>

<2222 @) v d
m n=ng <« t

3P 1)
m n=ng



AH(C)
2D+2 "

onde X7 esta definido em (6.6) e ng = Devemos estimar (6.7).

Para tal introduzimos os vetores:

Vo= (37, =2, Tp, =)

e a matriz,

Agt ap 0 0

Ag™' ap v ¢B

At ap 0 0
0 ap v qB

M =

Os proximos lemas explicam porque estas definigoes sao importantes.

Lema 6.11. (6.6) satisfazem as condigoes iniciais:
=1 Xl=a Xp,=0 ;=0
Demonstragao: Pois de acordo com a defini¢ao da variavel L temos os possiveis passos:

(_llv _1)7 ) (_l§7 _1)7

onde P(L=1;)4---+ P(L =1¢) =1. A segunda condicao ¢é justificada pois cada passo
horizontal ocorre com probabilidade «. E, de acordo com nossa definicao de codigos
corretos € impossivel que um co6digo comece com simbolos de tipo D ou T. Lema 6.11

estd provado.

Lema 6.12. Para todos n > 2 :
(i) X} =Aq" (Z’fl + X2+ Zgl).

s n __ n—1 n—1 n—1 n—1
) Ea—ap(zl + 30+ XL+ X )
(iii) X% = 7(231 + 2’;—1).

; n o __ n—1 n—1
(iv) X¢ =qB <Ea + 3 > :

em que v = p@P+2(2D + 3).
Demonstragao: Inicialmente, consideremos a demonstragao do item (7). Seguinte definigao

(6.6):

Sr=2 > ofat) 0", (6.8)
T t
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em que

op(z,t) = Zeh% (@ +1nt+1 +29 o Nz A+ Dyt + 1)+

+29h<f (@ + I, t + 1).

Entao (6.8) torna-se:
(zzzez )
t
+ZZZ%OL‘*<x+lh,t+ 1) g+
t
S e 1))
t

Dai

t
+2229 et g
t
+ZZZ%% (z+ 1t +1)- p”lh-qt“.plh.ql)’
t

3
:q—l,z%.p—lh<zza (x4l t+1) - poHA gty
+Zzan1x+lh’t+1) x+lh_qt

+ZZU (¢ + Dt +1) - p“’h-th).

De acordo com nossa definigao (6.6) e (6.5), temos
N} = Ag! (2?1 + ¥ty z;g1>.
Demonstramos agora o item (ii). Temos a relagao:

=3 > oixt)-p" - o,
x t
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em que

on(z,t) = a(a?‘l(a: ~Lt)+o -1t +o (e —1,) + 0?_1(33 - 1,t)>,

assim
EZ:a(ZZJ?_l(x—l,t)-px-qt+
—i—thZJZl(x—l,t)-pz-qt—i-
—i—ii:agl(x—l,t)-px'qt—i-
P
+Zzan Yz —1,1) px'qt),
ou ainda:

—@p(ZZO"Ix—lt Pt
+ZZJZ_1 r—1,t)-p g+
ot
+> D o=t p g+
ot
+ ZZU?_1($ —1,t)-p~t. qt>.
ot
Assim, da defini¢ao (6.6):
X5 = ap (E?‘l +X T IR+ z’;—l). (6.10)
Demonstramos agora o item (7i7). Temos:
Sh=>_ Y oblat)p"-q,
PR

onde

oz, t) = (2D + 3) (O’Z_I(ZL’ — (2D +2),t) + o7 (z — (2D + 2), t))

Logo,

zg_(2D+3<ZZa”1x—(2D+2 P q—l—ZZa (z— (2D +2),t) - p"”-qt>,
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dai
w1 = pP(2D 4 3) (Z Z o' Ha — (2D 4 2),t) - p*~ P gty
T t
—l—ZZJ — (2D +2),t)-p (2D+2)-qt>.
Denotando pP+2)(2D + 3) = v, logo:

= 7(221 + 2?1). (6.11)

E finalmente para o item (iv), temos que a soma dos pesos dos codigos com comprimento

n cujo tultimo simbolo foi de tipo T é dado por

DN AT
T t

onde
of(x,t) Z@T "y —rp,t—1) Z@ZU? Yo —ry,t —1),
logo temos:
(ZZZW o (@ —mnt=1)p" g
t
+ZZZ920?1 —That—l)-pm-qt),
t
dai
<ZZZQT n—1 I—Th,t—1)~pm_rh-qt_l-prh-ql—l—
+222920’?1 —rh,t—l)'p“h-qt1~p’"h'q1>,
t
de (6.6)

:q<zn:prhezzgl+zn:p er En 1>

h=1 h=1
ainda, de (6.5)
St =¢B (zg—l + 2?—1). (6.12)

Lema 6.12 estd provado.
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Podemos escrever as relagoes (6.9), (6.10), (6.11) e (6.12), do lema 6.12 como a seguir:
Vn+1 = Vn : M7

para todos n naturais.

Do corolario 6.1 uma condi¢ao necessaria e suficiente para que os moédulos dos autova-
lores de uma matriz sejam menores que um nimero real A, é que todos os determinantes
dos menores principais da matriz A\l — M sejam maiores que zero. Vejamos se para

A =1 conseguimos satisfazer as condi¢oes do teorema. Segue que:

1— Ag! —ap 0 0
| A l—ap -  —¢B
[=M= —Aq! —ap 1 0
0 —ap —y 1—¢B

Lembramos que escolhemos: ¢ = /A/B e p = e. Substituindo os parametros p e

g na matriz I — M temos:

1-+vVAB —ap 0 0

M- —VAB 1—ap —y —VAB
| —VAB —ap 1 0
0 —ap —7y 1—-+vVAB

E mais simples tomarmos os determinantes dos menores principais do canto inferior di-

reito. Segue do corolério 6.1:
1—-VvVAB >0 (a)
logo VAB < 1. Devemos ter ainda:

1 0
-y 1—+VAB >0 (b)

calculando o determinante temos:

1-—VAB >0
VAB < 1

Observamos que os resultados (a) e (b) sao iguais.

Para o determinante do terceiro menor principal,

1—ap —ry —VAB
—ap 1 0 >0 (c)

—ap —7y 1—-+vVAB
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dai,

—v  —VAB l—ap —VAB
: 1.
ap —v 1—-+VAB * ‘ —ap 1—+VAB >0

ou seja:

l—ap—VAB —avyp >0
ap(—1—~)>—-1+VAB

Como p(—1—7) <0, temos equivalentemente:

1—+VAB
p(14+7)

E finalmente, para a matriz toda, temos

1-+vVAB —ap 0 0
| —VAB 1—ap —y —VAB
- M[=| 1B Cap ) 0 >0 (d)
0 —ap —ry 1—-VAB
dai
l—ap —y —VAB —VAB —v —VAB
(1-VAB)- —ap 1 0 +ap-| —vVAB 1 0 >0
—ap —y 1—-+VAB 0 —y 1-VAB
(1-vVAB)(1—-VAB —ap— ayp)+
+ap(—vAB(1 —VAB) — ABy — (1 — VAB)\/AB7> >0
ou ainda:
ap(—1 —vy+ AB) >2VAB—- AB -1
ainda,
(1-+VAB)?
p(l+~—AB)
Assim de (a), (b),(c) e (d) temos as trés condigoes:
VAB <1
;%g > o (6.13)
1-VAB)?
NEooan >
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Onde A e B estao definidos em (6.5). Devemos escolher os parametros adequados de
maneira a satisfazer todas as desigualdades (6.13) acima.
Com estes valores de p e ¢ escolhidos, temos satisfeito a primeira desigualdade de

(6.13). Ou seja, existem A e B menores que 1, tais que:
VAB < 1.

E claro que os denominadores da segunda e terceira desigualdade de (6.13) sdo positivos.
Assim basta que tomemos o menor valor de a para satisfazer ambas as desigualdades.

Logo escolhemos

. . (1—\/AB (1-+vAB)? >
o = min , )
p(L+pB)  p(l+ps—AB)
e a partir do corolario 6.1 e dos parametros p, ¢ e a* concluimos que todos os médulos

dos autovalores de M s@o menores que um. Logo (6.7) converge.
Para cada vetor V,, denotamos por |V,,| a soma de suas componentes. Assim,

o0

P([a,b] g,ﬂ) < ) (6.14)

N=Nmin

onde n,,;, ¢ o nimero minimal de simbolos num c6digo completo com avango maior ou
igual a b —a. E claro que 7, — 0o quando b —a — co. Como esta provado que a
soma (6.7) é finita, podemos fazer esta soma menor que uma constante ¢ < 1 escolhendo
b — a suficientemente grande. Logo a seqiiéncia de nossos conjuntos aleatérios nao enche

a reta. O item ii) de nosso teorema principal estd provado.
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CAPITULO [

Discussoes e sugestoes de pesquisa

O maior resultado desta dissertacao é o teorema principal. Este teorema permite-
nos observar quando a seqiiéncia (WyasWpW, )"y em medidas regulares enche a reta.
Ou seja, ele propicia um meio para verificar quando o operador aplicado um ntumero
suficientemente grande de vezes, de forma iterativa, “esquece” a condicao inicial.

Como demonstrado, o fato do operador W,,sWpW,, encher a reta depende fortemente
da distribuicao das variaveis aleatorias L e R. A demonstracao da primeira parte do
teorema considera E(L) < E(R) e conclui que o operador enche a reta. Entretanto se
E(L) > E(R), nosso resultado apresenta um valor critico para o qual qualquer valor
inferior a ele fard com que o operador nao encha a reta.

Nosso resultado é uma extens@o do teorema apresentado por Toom, et. al. (1990) da
versao discreta para a versao continua. Este teorema também considera F(L) > E(R) e
prova que existe o > 0 tal que se o < a* entao a superposicao de operadores aleatorios
com um operador de passeio aleatorio é nao ergodico. Observa-se que este resultado é
analogo ao obtido nesta dissertagao.

Nosso resultado é importante no sentido de que estamos construindo uma teoria que
tem como ponto limite a classificacao de operadores na reta continua. A grande con-
tribuicao deste trabalho é que ele propicia subsidios para outros pesquisadores, pois exis-
tem poucos resultados com esta classificacao. Sugerimos como futuras pesquisas analisar
o caso quando F(L) = E(R) e “desembarassar” o resultado para o caso em que o ope-
rador W, inclua segmentos [i,i+ 1] para qualquer i real, pois nosso resultado é restrito

ao fato de que W, inclui somente segmentos com fronteiras inteiras.
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