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Resumo

Neste trabalho estudamos a solvabilidade do problema de Cauchy
u" + M(|AZuf?) Au+ My (|A%u)?)u = f
u(0) = ug
u'(0) = uy

sendo A um operador auto-adjunto positivo definido de um espaco de Hilbert
H e os dados iniciais sao tais que uy € D(A), w; €V e f € L*(0,T;V).



Abstract

In this work we study the solvability of the Cauchy’s problem
u” + M(|AZuf?) Au+ My (|A%u)?)u = f
u(0) = ug
u'(0) = uy

where A is a self-adjoint operator on a Hilbert space H and the initial data
are such that vy € D(A), u; € V and f € L?(0,T;V).
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Introducao

No presente trabalho analisamos a solvabilidade para o problema de Cauchy
abstrato,
u’ + M(|Azul?) Au + My (|AZul?)u = f

u(0) = ug (0.1)
uw'(0) = uy

sendo A é um operador auto-adjunto positivo definido. V e H sao espagos de
Hilbert com produto interno e norma representados respectivamente por ((,)),
Il e (,), ||, V denso em H, com injecao compacta, as fungoes M e M,; sao de
classe C'[(0,00),R], M(\) > 0 e M;(\) > 0, VA > 0. O operador A é definido
pela terna {V, H;((,))} nas condicoes da Teoria Espectral. Ainda com relagao

ao problema (0.1), os dados iniciais ug,u; e f sao considerados de modo que
uo € D(A),u; €V e fe L*0,T;V).

Denotamos por (P*), o problema (0.1) sem o termo nao linear M, (||ul]?)u.
Este problema teve sua origem no modelo matematico que descreve peque-
nas vibracoes de uma corda elastica de comprimento L, presa nos extremos,
quando supomos apenas significativa a componente vertical de tensao.

Usando a Lei linear de Hooke, conforme Kirchhoff, a formulacao matematica
para esse fenomeno é dada por

aE [F <8u)2
To+— - d(L’

Nu(z,t) = f,0<z <L

Pl —

em que 7y € a tensao inicial da corda; F é o modulo de Young do material; p a
densidade; a drea da secgao reta da corda e u(z,t) o deslocamento vertical do
ponto z na corda no instante t.

Considerando a Lei de Hooke do tipo,

o S—L
Ton=0|—7—|



sendo ¢ nao necessariamente linear, 7 — 7y € a variagao de tensao e S — L a

variacao do comprimento da corda, obtemos um modelo nao linear do tipo
(P*)

M(S) =mg + ¢(S)7

sendo my > 0 e ¢(s) é nao linear.

Para o caso concreto, temos como representacao o modelo de Kirchhoff,

ug(z,t) — M (/Q |Vu(x,t)|2dx) Au(z,t) = f(t), (0.2)

sendo () aberto limitado R" com fronteira bem regular e M (\), A > 0.

Diversos autores estudaram o modelo (0.2) e deram importantes contri-
buicoes que mencionamos a seguir:

Em 1940, Bernstein fez analise quando (2 é um intervalo limitado da reta
real R, utilizando a série de Fourier. Quando Bernstein supoe M () > mg > 0
continuamente diferenciavel, faz algumas restricoes aos coeficientes da série
de Fourier e admite f = 0 obtendo, assim, solucao analitica.

Em 1978, Lions formulou o problema acima de forma abstrata, propondo
seu estudo com M(A) > 0. Em virtude de sua positiva abordagem, obtiveram
muitos outros resultados.

Dickey, fez sua andlise com () sendo a semi-reta R™, para cordas de compri-
mento finito e semi-finito e M (\) = a+b(\), com a > 0, b > 0. Este resultado foi
generalizado em 1979 por Menzala, que admitiu (2 = R", e em ambos os casos
os autores utilizaram a transformada de Fourier.

Em 1989, J. Ferreira [8], em trabalho relevante, generalizou os trabalhos
de Dickey e Menzala formulando o problema de forma abstrata, admitindo a
injecao de V em H apenas continua. Em substituigcao a transformada de Fourier
o autor usou a técnica de Diagonalizacao de Operadores, que num certo sentido
generaliza a transformada de Fourier. Outros autores utilizaram essa técnica
com sucesso entre eles E. R. Crippa, E. Bisognin, A. T. Cousin, etc. Como
conseqiiéncia obtivemos os casos particulares de (2 limitado ou ilimitado.

Em nosso primeiro capitulo, apresentamos os conceitos, as nogoes basicas
e os resultados usuais da literatura os quais sao essenciais para os capitulos

subseqiiente.
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Nos capitulos II e 111, estudamos o problema regularizado, o qual consiste em
considerarmos os dados iniciais mais regulares, com o préposito de obtermos a
solvabilidade. O método utilizado para o problema da existéncia foi o método

de Galerkin e para a unicidade o método da energia.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos definicoes e nogoes basicas da Teoria das Equa-
coes Diferenciais, bem como alguns teoremas, lemas e proposicoes que nos
auxiliarao como pré-requisitos necessarios para melhor compreensao dos capi-
tulos subseqiientes. Sendo assim, nao nos preocupamos com as demonstragoes
de possiveis resultados utilizados preliminarmente, pois mencionamos as re-

feréncias bibliograficas onde poderao ser encontradas.

1.1 Os Espagos L?({))

Definicao 1.1.1. Seja Q C R"™ um conjunto aberto. Representa-se por LP(2), 1 < p <
+00, 0 espacgo vetorial constituido pelas fungoes f : 2 — R mensurdveis, cuja poténcia p,

|f|P, € integrdvel a Lebesgue; isto é:
LP(Q) = {f : Q—R; f é mensurdvel e/ |f(2)|Pdz < 400, 1 <p< +oo}
Q

Gostariamos que esses espacos fossem espacgos de Banach, a fim de lidar com
eles usando as ferramentas de Analise Funcional. Todavia, o que ocorre é que
a “candidata natural” a definir uma norma em L?({2), 1 < p < 400, que é a

funcao ||.[|zr) : £7(2) — R dada por:

Iflleror = | [ |f(x)lpdxr

é apenas uma semi-norma, uma vez que | f||zrq) se, e somente se, f =0 quase
sempre em ().
Para driblar essa “deficiéncia” dos espagos £P({2), 1 < p < +oo, procedemos do

modo seguinte. Primeiro, definimos em £?({2) uma relagao bindria ~ definida
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por:
f~g< f=g quase sempre em

E facil provar que a relagao ~ é uma relagao de equivaléncia. Assim, faz sen-
tido considerar o quociente de £*(Q2), 1 < p < 400, pela relagao de equivaléncia
A colecao de classes de equivaléncia assim obtida forma um espacgo vetorial,

com norma definida por

IHHM={LU@WMF

em que f é um representante da classe de equivaléncia {f}.

Os espagos vetoriais normados assim definidos sao denotados por L?(12). Eles
exercem um papel fundamental no estudo moderno das Equacgoes Diferenciais
Parciais. Como, na verdade, nao ha possibilidade de confusao, é usual, devido
a conveniéncia, escrever f € L?(12) e ||f||, para denotar os elementos e a norma
em [P(Q)), onde f é um representante qualquer da classe de equivaléncia em
questao.

Pode-se provar que os espagos [F(Q2), 1 < p < +oo, sao todos espagos de
Banach. Além disso, o tnico dos L*(2) que é um espaco de Hilbert ocorre

quando p = 2, com produto interno definido por:

(Fg)e = [ f@lga)ts
Q
Finalmente, para definir .>°({2) é preciso generalizar a idéia de supremo.

Definicao 1.1.2. Uma Func¢ao mensurdvel f : 0 — R é dita essencialmente limitada
quando eziste g : Q — R limitada, tal que f ~ g. A colecdo das classes de equivaléncia da

fungoes definidas em ) e essencialmente limitadas é denotada por L*((2).

Pode-se definir uma norma em L*({)) por:

[ flloo = inf {suplgl; g ~ f}

o lado direito da igualdade acima é muitas vezes chamado o supremo essencial
de f, e denotado por supess f. Prova-se que, com a norma acima, L>*({2) é um

espago de Banach.
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1.2 Convergéncias em um Espaco de Banach 7

A tabela abaixo apresenta um resumo das principais propriedades dos espagos
LP(Q2). Apenas nesta tabela, estamos considerando p # 1, p # 2, e , neste caso,

4 1,1 _
qetalque;+5—1.

Banach Hilbert Reflexivo Separavel Espaco Dual

LP(Q) sim nao sim sim L1(Q)
L) sim nao nao sim L>(Q)
L3(92) sim sim sim sim L3(92)
L>*(Q)  sim nao nao nao contém L'(Q)

1.2 Convergéncias em um Espaco de Banach

Seja X um Espago de Banach, com norma ||.||y. Por X’ denotamos o dual
topolégico de X; que é o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos
definidos em X. Prova-se que X’ é também em Espaco de Banach, com a norma

dual

[fllxr = sup{[{f,2);z € X, [lzfx <1}

Sejam (x,),eny uma sequéncia de elementos de X, e z € X.

Definigao 1.2.1 (Convergéncia Forte). Dizemos que x,, converge forte para x em X,

ou, simplesmente, x, converge para x em X, e anotamos
T, — xr em X

quando

[z = 2]l x =0

Definigao 1.2.2 (Convergéncia Fraca). Dizemos que x, converge fraco para v em X,
e anotamos

T, = x em X

quando

<f7$n> - (f,x),Vf e X’

Agora, sejam (f,).cy uma sequéncia de elementos de X', e f € X'.

BAHIA, Mércio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.2 Convergéncias em um Espaco de Banach 8

Definigao 1.2.3 (Convergéncia Fraca-Estrela). Dizemos que f,, converge fraco-estrela

para f em X', e anotamos

fo = fem X'

quando

(fn,2) = (f,2),Vr € X

Na verdade, podemos definir uma topologia em X, chamada de Topologia
Fraca, que induz a convergéncia fraca enunciada acima. Analogamente, po-
demos definir uma topologia em X', chamada Topologia Fraca-Estrela, que
induz a convergéncia fraca-estrela. Quando procedemos dessa forma, as con-
vergéncias numéricas usadas nas definicoes acima passam a ser uma con-
sequéncia da maneira como as topologias sao definidas. O leitor interessado
pode consultar [2].

Nao ¢é dificil mostrar que, quando X tem dimensao finita, as trés con-
vergéncias (a fortiori, as trés topologias) coincidem. Além disso, quando X é
reflexivo, as convergéncias (a fortiori, as topologias) fraca de X' e fraca-estrela
coincidem.

As principais relagoes entre estas convergéncias ficam determinadas pela

seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.1. Sejam (z,)nen uma sequéncia de elementos de X, ( fn)nen uma sequén-

cia de elementos de X', v € X, e f € X'. Tem-se:

(i) Sex, — xem X, entao x, — x em X.

(ii) Sex, =z em X, entao |x,||x € limitada, e ||z|x < liminf |z, x.
(iii) Sex, =~z em X, ese f, = fem X', entao (f,x,) — (f,x).
(iv) Se f, — f em X', entio f, > f em X'

(v) Se fo, > fem X', entio ||ful|x € limitada, e ||f]|x < lminf || f,| x
(vi) Se f, > fem X', esex, —xem X, entio {fn,2,) — (f, ).

(vii ) Se X € um espago de Hilbert, entio x, — x em X se, e somente se, T, — x em

X, e llznllx = llzllx.

BAHIA, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares 9

Demostragao: Faremos apenas a prova de volta do item (vii). Para as demais, ver [2].
Por hipdtese, temos x, — x; isto é, (f,x,) — (f,z), para todo f € X'. Do Teorema
da Representagio de Riesz para Espagos de Hilbert, seque, em particular, que (x,,x) —

(w, ) = ||zl%- Da,

lzn — 2l = (20 — 2,20 — 2) = [lzallk = 220, @) + 2]k — 22k - 2[2]% = 0.

1.3 Teoria das Distribuicoes Escalares

1.3.1 Espacgo das Funcoes Testes

Sejam 2 C R” um aberto limitado e ¢ : {2 — R, uma fungao continua. Deno-
minamos suporte de ¢, ao fecho, em (), do conjunto dos pontos = pertencentes a
() onde ¢ nao se anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente,

tem-se:

supp (¢) = {z € Q;p () # 0} em Q.

Usando a defini¢cao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual

¢ se anula e valem as seguintes relagoes:

1. supp (¢ + 1) C supp () U supp (¢)
2. supp () C supp () N supp (V)

3. supp (Ap) = A supp (p), A € R —{0}.

Exemplo 1.3.1. Seja ¢ : (0,1) — R tal que o(x) = 1,Vx € (0,1) :
Verifica-se que o supp (¢) = (0,1), ndao é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as funcoes ¢ : 2 — R, com
suporte compacto contido em () que sejam infinitamente diferenciaveis. Com
esse intuito defininamos o espagos C§°(£2), como sendo o espago vetorial das
funcoes indefinidamente diferenciaveis e suporte compacto contido em (). Os

elementos de C§°(£2) sao denominados funcgoes testes em (.

BAHIA, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3.2 Convergéncia em C§°(12) 10

Exemplo 1.3.2. Dados xy € R", r >0, denotamos por B, (zo) a bola aberta de centro
xo de raio r, isto é, B, (xg) = {x € R"; ||z — x| <71} . Se B, (xo) C Q, define-se

p:Q—R

por

r2 B
so(x>={exp(m) se |lz—xoll <7

0 se ||x — x|l > 7.

Neste exemplo, verificamos que supp (¢) = B,(xg) é um compacto e que C§°(§2) € ndo
vazio. O espago C§°(Y) € de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em Cg°(€2).

Observagao 1.3.1. Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (o, ..., o) de
nidmeros inteiros ndo negativos. Denotamos por |a| = ay+- - -+, a ordem do multi-indice

e por D% o operador derivagdo parcial, de ordem |a|,

olal

o L —
NG
Para o = (0,...,0), temos por defini¢io D°p = .

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C{°({2), tornando-o um espaco

vetorial topologico.

1.3.2 Convergéncia em C{°((2)

. =~ =~ o0
Dizemos que uma sucessao (¢, ),cny de fungoes em C§°(€2) converge para ¢ em

C°(Q) quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
(i) Existe um conjunto compacto K C € tal que
supp (p) C K e supp(p,) C K,¥n €N

(ii ) D*p, — D%y uniformemente em K para todo multi-indice «.

O espago vetorial Cg° (2), junto com a nogao de convergéncia definida
acima, é um espaco vetorial topolégico que denotamos por D({2) e chama-

mos de espaco das funcgoes testes.

BAHIA, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3.3 Distribuigoes Escalares 11

Observacao 1.3.2. Sendo 2 limitado, obtemos D(Q2) — LP(R2), para todo p, tal que

1 <p<oo, comimersio continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que

/Q o (@) de < sup | (2)" m () < oo,

z€Q

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja @, — ¢ em D(2). Mostrare-

mos que

/Q\sw)—so(x)\pdwo

note que,

/Q o (2) — o ()P dz = /K on (2) — @ (@) de.

logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque,

i [ Jou (@) = o (@)l de = lim [ Jpu (o)~ ¢ @) do
= [t lpu (@)~ p @) dr =0
Kn—>oo

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior é densa. Para isso ver [12]

1.3.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre (), introduzimos o
conceito de distribuicoes escalares.

Denominamos de distribuigao escalar sobre {2 a toda forma linear e continua
sobre D({2), isto é, uma fungao 7 : D()) — R que satisfaz as seguintes

condicoes:

(1) T(ap+B¢) =aT(p)+ BT(W),Ye, ¢ € D(Q),Va, 5 €R.

(ii ) T' é continua, isto é, se (¢,),.y converge para ¢, em D (1), entao

T(p) —T(p) em R

O valor da distribuigao 7" na fungao teste ¢, é denotado por (7', ). Muniremos

o espaco vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nogao de convergéncia:

BAHIA, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



1.3.3 Distribuigoes Escalares 12

Considera-se o espaco de todas as distribuigcoes sobre (). Neste espaco, diz-
se que a sucessao (7,),en, converge para T, quando a sucessao (< T,,¢ >),en
converge para (T, ¢) em R para toda ¢ € D(Q2). O espago das distribuicoes sobre
() com esta nocgao de convergéncia é denotado por D'((2).

As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a

partir de fungoes localmente integraveis.

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma funcio u : 2 — R € localmente integravel em

Q, quando u € integravel a Lebesque em todo compacto K C €. O espago das fungoes

1

loe (). Em simbolo temos:

localmente integrdveis é denotado por L

we Ll (Q) e / lu(z)| dz < o
K

para todo compacto K C ().

Exemplo 1.3.3. Sejau € L. () e T, : D(Q) — R definida por

loc

< Ty, >= /u(x)cp(x) dz.

Nestas condicoes T, € uma distribuicao escalar sobre Q.
De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T,, pois seque da linearidade da integral.

Resta-nos mostrar que T, €é continua; seja dada uma seqiéncia (¢,) de funcoes testes

veN

sobre Q convergindo em D (2) para uma funcdo teste . Entao

Ty 00) — Tur )| = [T 00 — 0)] = / u() (py — ) () de| <

/ () (0 — ) (@)] de < sup [, — o / fu ()| dz — 0,

Q

pois, v, — © uniformemente.

A distribuicao 7, assim definida é dita “gerada pela funcao localmente in-
tegravel u”, e usando o Lema Du Bois Raymond, tem-se que T, é univoca-
mente determinada por u, no seguinte sentido: 7, = T, se, e somente se, u = v

quase sempre em (). Neste sentido identificamos u com a distribuicao 7}, e o

1
loc

espago L; .(Q)) das fungoes localmente integraveis pode ser visto como parte

do espaco das distribuicoes D' ().
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Lema 1.3.1 (de Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Entio T, = 0 se, e somente

loc

se, u =0 quase sempre em ).

Demonstragao: ver [11]

Vale ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungoes de L}, (Q),

como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.4. Seja xo um ponto de Q2 e definamos a fun¢io 9., : D(2) — R dada
por
< gy p >= p(x0).

E facil vereficar 6., que é uma distribuicao, conhecida por Distribuicao de Dirac, em
homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac(1902-1984). Entretanto, mostra-se que a

distribuicao 0, nao € definida por uma fungio wu € L} (Q), isto €, ndo existeu € L}, ()

tal que
/Q u(@)p(x)dz = p(z0), Y € D (D).

De fato, suponhamos que a distribuicdo O, ¢ definida por alguma func¢ao u € L} ().

loc

Entao tem-se:
< Oy o >= /Qu(x)go(x)dx = p(z0),Vp € D(Q)
tomando £ € D () definida por
E() = |z = ol” w()
dat,

E(xg) =< gy, & >= /Qu(x) |z — x0]|2g0(x)dx =0,V¢ eD(Q).

pela proposicies (1.1), seque que ||z — xo||* u(z) = 0 quase sempre em €, logo u(x) = 0
quase sempre em S, isto €, < 0z, >= 0,V € D(Q), ou seja, p(rg) =0, ¢ € D (),
que é uma contradi¢ao.

~ ~ . / .
Com essa nogao de convergéncia, D ({2) passa a ser um espago vetorial to-

polégico e temos a seguinte cadeia de injegoes continuas e densas

D (Q) < L (Q) = L, (2) — D' (2),1 < p < c0.
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1.3.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacos de Sobolev, introduzimos o conceito de
derivada distribucional para objetos de D'()

A motivagcao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito
de derivada distribucional dado por Sobolev, se deve a formula de integragao
por partes do Calculo, sendo este conceito generalizado para distribuicoes
quaisquer em D’ (Q).

Seja T uma distribuicao sobre 2 e & um multi-indece. A derivada (no sentido

das distribuicoes de ordem « de T é definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R,
tal que
(DT, ) = (=1)*UT, D) ,p € D ().

Segue da definigcao acima que cada distribuicao 7" sobre () possui derivadas

de todas as ordens. Assim as fungoes de L} () possuem derivadas de todas

loc

as ordens no sentido das distribuigoes. Observe que a aplicagao
D*:D'(Q) - D' (Q)

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (). Isto significa
que:

lim 7, =T em D'(Q) entdao lim DT, = D°T em D' (9).

V—>00 vV—0OQ0

Observacao 1.3.3. OQutro resultado interessante a ser mercionado € que a derivada de

1

e (82), como mostra o exemplo a

uma fungao L}, () ndo é em geral, uma fungio L

Sequir.

Exemplo 1.3.5. Seja u a funcdo de Heaviside, isto ¢, u € definida em R e tem a sequinte

forma:

assumindo qualquer valor em x = 0.
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Esta fungdo u pertence a L}, () mas sua derivada u' = & ndo pertence a L}, (Q).
Como 6y & L. (), basta verificar que u' = &y.
De fato:

00 0
<u,p>=—<uQ >= —/ o (z)dx = / ¢ (z)dr = p(0) =< 8,0 >,Yo € D(Q).
0

o
Tal fato, motivard a definicao de uma classe significativa de espagos de Banach de

fungoes, conhecidos sob a denominacdo de Espacos de Sobolev.

Observacgao 1.3.4. Se u € C*(R"), para cada || < k , entdo a nocdio de derivada no

sentido cldssico coincide com a noc¢ao derivada no sentido das distribuicoes, isto é
DT, = Tpa V|| < k.

€ uma conseqiéncia simples da formula de integracdo de Gauss.

1.4 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta segao uma classe de espacgos fundamentais para o es-

tudo das Equacoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

1.4.1 O espago H™ (92)

Seja (2 um aberto do R" com fronteira bastante regular I'. Foi observado
na secao anterior que se u € L? (), u possui derivadas de todas as ordens no
sentido das distribuigoes. Viu-se que D%u nao é, em geral, uma distribuigao
definida por uma fungao de L ({2) pois estamos interessados em espagos de
distribuicoes u € L? (2) cujas derivadas distribucionais permanecam em L? (Q2);
logo tais espacgos serao denominados Espacos de Sobolev.

Dados os inteiros m > 0 e 1 < p < 0o, o espaco de Sobolev de ordem m sobre
Q, é o espago vetorial denotado por W™? (Q)), constituido das fungoes u € L (1)
para as quais D“u € L? (Q2), para todo multi-indice a, com |a| < m. Em simbolo

temos

WmP(Q) ={ue LP () : D € LP (Q), Vo, multi-indice, com |a] < m}
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1.4.1 O espago H™(Q2) 16

O espago W™?(Q) serd munido da norma
1/p

HUHW’””’(Q) - Z ||D°‘uH’£p(Q) 1 <p<oo

|a|<m
e sep=0o0

HUHWWOO(Q) - Z ||Dau||L°°(Q)‘

|a|<m

em ambos os casos WP () é um espaco de Banach.
O espago W™P (§)) é um espaco reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < 0.
No caso particular em que p = 2, o espago W™?(Q) é um espago de Hilbert,

denotamos por H™ (f2), isto é,
H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q),Va, |a| <m},

as derivadas D®, evidentemente, no sentido das distribuigoes.

Define-se em H™ (Q)) o produto escalar

((u, ) gmq) = Z (D%, Do‘v)Lz(Q) dx,Yu,v € H™ ()

la|<m

com norma induzida por este produto escalar dada por

1/2

[l

— a, \2
Hm(Q) - Z /Q(D U)L2(Q)d:)§'

laf<m

mostra-se que H™ (§2) é espago de Hilbert separdvel. Ver [11]
Para se ter uma idéia mais apurada dos espagos de Sobolev, descrevemos
alguns casos particulares.

Em dimensao n = 1, temos,

! ! d
Hl(a,b):{u€L2(a,b);u eLz(a,b)}7 w :d_qtl'

neste caso

b b
fullysion = [ @ des [l @
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Em dimensao n > 2, teremos

H(Q) = {u e 12 (0); 2

o, € L*(Q), izl,...,n}

e neste caso,

lullfre = /Q[u(xl,xg,...,xn)]zdxldxg...dxn

- ou 2
+ ;/9(8% (xl,xz,...,xn)) dzrydxs .. .dz,,

ou, de modo mais conciso, escrevemos

2 2
fully = [ luPda+ [ 1Val*ds
Q Q

E oportuno observar que, embora o espago vetorial das fungoes testes D (£2)

seja denso em L?(Q2), 1 < p < oo, em geral ele nao é denso em W7 (Q). Isto
ocorre porque a norma de W7 () é “bem maior”’que a norma de L” (2) e por
isso WP (Q)) possui menos seqiiéncias convergentes. Isto motivou a definigao
dos espagos W;"" (Q2) como sendo a aderéncia de D (Q2) em W™? (Q). No caso
p = 2 denotaremos esta aderéncia por H[" (Q2).

Os espagos W;"" () e, em particular, os espagos H]" (2); desempenham papel
fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria

das EDP’s.
O Trago em H'(Q)

Demonstra-se em [14] que as fungoes de H™ ({2) podem ser aproximadas na
norma de H™ (Q), por funcao de D (1), onde D (Q) é o conjunto {59 € DR}
que se pode definir a restrigao a fronteira I' de ). Dada ¢ € H' (Q), consideremos

uma seqiiéncia (p,),.,- em D (Q) com
¢, — p em H'(Q)
Definimos o operador 7, : H' () — L?(T") por
0 (9) = lm oxfp

sendo o limite considerado na norma de L?(T'). O operador 7, denominado
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operador de trago, é continuo, linear cujo o ntcleo é H! (Q2). De forma mais
simples escrevemos ¢|. em vez de 7,¢ assim podemos caracterizar o espago
H} (Q) por:  H}(Q) = {p e H' (Q); ¢, =0}. A generalizacao do operador de
trago para os espagos H™ ()) ocorre de forma natural e, no caso m = 2, temos:

0
1@ = {o e 1 @30, 0. Fle=0}.
Representamos por W~ (Q)) o dual topoldgico do espago W;"" () se 1 <p <
oo com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™™1(()), entao ¢y, € D' (Q).
Quando p = 2, WJ*(Q) é denotado por H" (Q), cujo dual recebe a notagao
H™(Q).

A seguir enunciamos sem demonstrar o teorema que caracteriza o W~=""? (Q).

Teorema 1.4.1. Seja T € D' (Q). Entio, T € WP (Q) se, e somente se, existem
Ga € L1(Q) tais que T = Y. D%g,

|| <m
Demonstracgao: ver [11]

Proposigao 1.4.1 (Caracterizagao de H~' (Q)). Se T for uma forma linear continua

sobre H} (), entdo existem n + 1 fungdes ug, us, . .., u, de L? (), tais que:
T =uy+ .

Demonstracgao: ver [11]

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € H{ (), entao
Au € H7'(Q), sendo o operador A : H} () — H™'(Q), linear, continuo e

isométrico.

Lema 1.4.1 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 C R™ um aberto limitado em alguma

diregao. Se uw € H} (), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
|u|L2(Q) <C |VU|L2(Q)

Demonstracao: Suponhamos 2 C R™, limitado na direcao do eixo x1. Sendo v €
H}(Q), existe uma sucessio (,),en de fungoes de D(Q) tal que p, — v em HL(Q), isto
¢,
oy, ov

H

em L*(Q), i=1,2,...,n.

0, — v em L*(Q) e
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como ) € limitado, existem a e b € R tais que Vr € 0 a < proj x < b onde a proj x € a
projecao de x sobre o eizo coordenado 1. Agora dado ¢ € D () e p(a,x1,...,2,) =0,
temos:

9

) 5(5@,..., xy,) d€

o (a1, T9,...,x,) =

e da desigualdade de Schwartz, obtemos:

o ranen)f = ([ 22 (€ ) de 2<<b—a>/b 02 (¢ mor. )| e
P\LL, X2y ..y Ty - . ag sy L2y -0y dn = ; 85 y L2y -0yl .
aplicando o Teorema de Fubini temos:
2
/\go(xl,@,...,xn)\zdx < (b—a) §x2,...,xn) dédx <
Q
2
< (b_a) 85 (€7x27"'7xn) dx
dat,
" op |2 1/2
elr20) < (b —a) [Z 9z, ] :
j=1 J1L2(Q)
portanto,
|U|L2 <C |VU|L2(Q
|

Observagao 1.4.1. Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em Hj (),
as normas |[ul| gy € [Vulp2q) sio equivalentes.

Demonstragao: Consideremos a norma em Hy(2). Se v € H}(Q), tem-se:
2 2
[0l 1) = [0[720) + [VVlL20) > VUl -
da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:
2
||U||%{1(Q) < (14 C) [Vl -

conclui-se das desigualdades acima que em H}(Q), as normas ||v]| g1 q) € VUl 2y sdo
equivalentes.
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1.5 Espacgos L?(0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma |.||y , 7 um nimero real
positivo e yg a fungao caracteristica do conjunto E. Dizemos que uma fungao
vetorial ¢ : ]0,7] — X é dita simples, quando assume apenas um nimero finito
de valores distintos.

Dada uma fungao simples ¢ : (0,7) — X com representagao candnica

k
i=1

em que os conjuntos E; C (0,7) sao mensuraveis, dois a dois disjuntos, com
m(E;) <ooep € X,Vi=1,2,..., k; entao definimos a integral de ¢ como sendo

o vetor de X dado por

/0 Pt =3 m (B g

Dizemos que uma fungao vetorial u : (0,7) — X é Bochner integravel (B —

integravel) se existir uma seqiiéncia (¢,), .y de fungoes simples tais que:
(1) ¢, — uem X, q.s em (0,7);

(i) lim [ llon () = o (8)]1x dt = 0.

k,m—

Neste caso, a integral de Bochner de u é, por definigao, o vetor de X dado
por

T T
/ u (t)dt = lim v, (t) dt,
0

n—oo 0

em que o limite é considerado na norma de X. Ver [§]

Uma funcao vetorial v : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando
a funcao numérica t — (&, u (t)) for mensuravel V& € X', onde X’ é o dual to-
polégico de X; dizemos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite
quase sempre de uma seqiiéncia (y,),.y de fungoes simples. Em particular,
quando u for fortemente mensuravel, entao a aplicacao t — |lu(t)||y é men-
suravel a Lebesgue.

Denotamos por L?(0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de)
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fungoes v : (0,7) — X fortemente mensurdveis e tais que a funcao ¢ — |lu (t)|/%

é integravel a Lebesgue em (0,7"), munido da norma

T 1/p
Hmuwjxf:<é|m@w&w)

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L* (0,T; H) é também

um espacgo de Hilbert cujo produto interno é dado por

mwmwﬂ=A<M$w@mw

Representamos por L> (0,7 X) o espago de Banach das (classes de) fungoes
u:(0,T) C R — X que sao fortemente mensuraveis e tais que ¢t — |ju(t)|y €

L>(0,7). A norma em L>(0,7; X) é definida por

H“HLOO(O,T;X) = SUpPEeSSicio 1| u(®)]] x

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L? (0,7; X) é um espago
reflexivo e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach
L7(0,7;X’), onde p e ¢q sao indices conjugados, isto é, %—l— % = 1. No caso, p =1,
o dual topolégico do espago L' (0,T; X) se identifica ao espago L™ (0,T;X’). A

dualidade entre esses espagos é dada na forma integral:

(u, 'U>(LP(O,T;X))’><LP(O,T;X) = (u, U>Lq(0,T;X’)><LP(O,T;X)

Definicao 1.5.1. f : [0,T] — X ¢ integrdvel se existe uma seqiéncia {Sk}r de fungoes

vetoriais simples, tal que,

T
/H&@—ﬂmuﬁeaamkﬁm.
0

se f € integrdvel, define-se

T

/T f()dp = lim Sk(t)dt
0 k—o0

0

A expressdo fOT f(t)du € dita integral de Bochner de f, em relagdo a p.

Exemplo 1.5.1. Sejamu € LP (0,T;X), 1 <p<oo, ep € D(0,T). Considere a fun¢io
T,:D(0,T) — X, definida por
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sendo a integral calculada no sentido de Bochner em X . A aplicagao T, € linear e continua
de D (0,T) em X e por esta razio é denominada distribuicao vetorial. A distribuicio T, é
univocamente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar u com a distribui¢ao

T, por ela definida e, portanto, L? (0,T; X) — D’ (0,T; X) com inje¢ao continua e densa.

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denomi-
nado espago das distribuigoes vetoriais sobre (0,7) com valores em X, o qual

denotamos por D' (0,7; X).

Definigao 1.5.2. Seja T € D' (0,T; X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr B n d™p
(Ge) = (T G2 veep 0.1

Por C°([0,7]; X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||UHCO([O,T];X) = te[&% [Ju ()] x -

Por C°([0,T]; X), denotamos o espago das func¢oes u : [0,T] — X fracamente

continuas, isto €, a aplicagio t — (v,u (1)), x € continua em [0,T],Vv € X'.

Quando X = H é um espacgo de H:ilbert, a continuidade fraca de u é equiva-

lente a continuidade da aplicacao ¢t — (u (t),v)y, v € H.

1.6 O Teorema Espectral

Sejam V e H espacos de Hilbert reais, cujas normas e produtos internos
sao representados, respectivamente, por, ||.||, ((,)) e |.|, (,). Suponhamos que
V C H, V denso em H e a injecao de V em H continua.

A terna {V,H, ((,))} determina um operador linear A caracterizado por: o

dominio do operador A é o subespaco vetorial D (A) de V dado por
D(A)={ueV;3f € H tal que ((u,v)) = (f,v),Vv eV}

e Au = f.
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Temos entao que
((u,v)) = (Au,v) ,Yu e D(A) eveV

Demonstra-se em Milla [13], que A é um operador auto-adjunto nao limitado
de H e D(A) — V — H, com injegoes continuas e densas, além disso A tem
espectro discreto.

Supondo que a imersao de VV em H é compacta, segue-se da Teoria Espec-
tral, que existe um sistema ortonormal completo (wj)jeN de H, enumeravel,
constituido de autovetores de A, cujos autovalores correspondentes ()\j)jeN.

satisfazem a
O< A <A <o <\ <+ \j =00 quando j — oo.

Para cada o real, o operador A“ é caracterizado por

D (A%) = {u € H;ZAE‘“ |(u, w,)|” < oo}

v=1

Aau:Z)\ﬁ‘(u,wy)wy € Hue D(AY).

v=1
Dado uw € H, entao
oo
u= Z (u, w,) w,.
v=1

Em D (A%) consideramos o produto interno e a norma definidos, respectiva-

mente, por

(U, 0) praay = (A%, A%)

|U|D(Aa) = [A%].

Temos que D (A%*) munido do produto interno (um)D(Aa) é um espago de
Hilbert e dados a;, as € R, a3 > as > 0, a imersao de D (A*?) em D (A*) é

compacta.
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Sendo A um operador positivo, entao o operador S = A? estd bem definido,

é denominado raiz quadrada positiva de A e é caracterizado por

D (A%) —V,|A%| = ||u|| ,Vu e V.

No que se segue o operador A sera definido pelo terno {V,H, ((u,v))} nas

condicoes do Teorema Espectral.

1.7 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciamos mais alguns resultados que serao utilizados posterior-
mente.
Sejam D C R"™' e f : D — R" Dizemos que f satisfaz as condigoes de

Carathéodory sobre D se

e f(t,x) é mensuravel em t, para cada x fixo;
e f(t,z) é continua em z, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my ()

tal que

If (t, )] <mg (t),¥(t,x) € D. (1.1)

Considere o retangulo R = {(t,z) € R""Y |t — to| < a, |z — 20| < b}, com a,b > 0.

Teorema 1.7.1 (Carathéodory). Seja f : R — R" satisfazendo as condigoes de Ca-
rathéodory sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t — to| < B (8 > 0), existe uma solugdo

do problema de valor inicial

X' =f(tX)
{ X (to) = Xo. (1.2)

Demonstragao: Vamos mostrar para o casot > 7. Definimos a fungcao M

M) = 0 (t<7) (1.3)

M(t) = /tm(s)ds (t<t<T+a) (1.4)
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M ¢é continua e ndao decrescente, pois m(t) > 0

M(t)=0

Portanto, (t,£ £ M(t)) € R para algum intervalo T < t < 7+ 3. Escolhendo (3 de modo
que T+ B < T+ a definimos as sequintes aprozimagoes ; (j =1,2,...) por
pit)=¢  (r<t<7+5)
i) =6+ 77 fs 0i(e))ds (TG <t<T+p)
Notemos que ¢1(t) =&Vt € (1,7 + ().

(1.5)

Fizado j > 1 a integral em (1.5) sé tem sentido se

2
7‘<t—é<7‘+é®7‘+£<t§7‘+—,ﬂ
J J J J
dai seque, que em (6) tem-se @; € continua em T < t < T +§ e, pelo exposto acima,
desde que (t,€) € R a equagdo (1.5) define ¢; como uma fun¢do continua no intervalo

T+ —=<t< 717+ — e além disso, temos
J

t=B/j =5/
wi(t) =£+/ (s, (s))ds = |p;(t) — €] = \/ (s, (s))ds|

t—B/j t—B/J
o =< [ fsellds= Lot~ €< [ mis)s
por (1.1) e, portanto,

s
p(t) — &l < M(t — 3) (1.6)
Afirmacdo: ¢;(t) € uma fungao continua em 7 <t < 17+ . Provaremos essa afirmag¢do

usando inducao finita

n=1 ok!

k
Suponhamos que para n =k temos p; estd definida em 7 <t <71+ —ﬁ para 1 < k < j
o /
assim temos ;(t) = & + ’ f(s,pj(s))ds de modo andlogo, concluimos que ;(t)
(k+1)r

-
€ continua em 7+ — < t < 7+

k 1 z
T+ M E facil ver que ¢; satisfaz (1.6). Portanto, por indugdo, (1.5) define ¢;
J

, portanto, ;(t) € continua em T < t <

como uma fun¢ao continua em 7 < t < 1+ (3, para todo j € N satisfazendo

pit)=¢ T<t<T+5
o) —El < M(t—9) 7+2<i<r+p
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¢; € equicontinua

Devemos mostrar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer ti,ts tais que

[ty — to| < d temos |p;(t1) — ;(t2)| < € Vj. Sabemos que

I%m%wNMSMﬂh—%—M%—gﬂ

sendo M continua em [T, 7 + (3] vem que M € uniformemente continua. Logo,

i tal = It~ D) — (12— D) <6 = (s~ 2y~ Mt - D <
J J J J
donde seque nossa afirmacao.
p; € equilimitada
Notemos que |@;(t) — & < M(t — ?)Vj. Sendo M continua em [T, + [3] logo limitada,
entao existe C' > 0 tal que |M(t)| < C. Desde que

\%@—QSM@—%

seque que

o ()] < |E[+C VjeN

desta forma, a seqiéncia (p;) estd nas condigoes do teorema de Arzela—Ascolz’, assim
existe uma subseqiiéncia (@;,) que converge uniformemente em [T, T+ (3| para uma fungdo
continua .

Mostremos que tal fun¢ao limite, € solu¢ao de (1.2). Sendo f(t,z) continua em x para

cada t fixo decorre da que
e, usando (1.1) seque que

[f (@, @3 (0)] < m(t)

desde que m(t) é Lebesque integrdavel a fung¢ao f estd nas condi¢oes do teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesque, resultando portanto

i, [ s s = [ Fsso(s)is

k—o0

para todo t € [T, + [3] temos:

t

%mzsﬁ/ﬂM%@m—[ F(5,05,(3))ds

—B/jk
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quando, k — oo 0 sequndo termo integral tende a zero, e usando as consideracoes ante-

r10TES VEM QUE
o) =€+ [ 1G5 0(s))ds

dai seque o resultado.
|

Coroléario 1.7.1 (Prolongamento de solugao). Seja D = [0,w] X B com 0 < w < 00,
B = {x eR"|z| <b, b>0} e f nas condi¢oes de Carathéodory. Considere ¢ (t) uma
solucao de

X/ = .f (taX)

X (0) = X, |Xo| <.
e suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, |p (t)] < M,

para todo t € I, M independente det e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0,w].

Demonstracgao: Ver [12].

Proposicao 1.7.1. Sejam V' e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em H, u €
L (0,T;V) eu € LP(0,T; H) , com 1 < p < oo, entdou € C°([0,T]; H)NC? ([0,T];V).

Demonstragao: Ver [5].

Proposicao 1.7.2 (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam By, B, B; espacos de
Banach, By e By reflexivos, a imersao de By em B compacta, B imerso continuamente

em By e W o espaco
W = {u € L?(0,T; By); v € L*(0,T; Bl)}

equipado da norma ||ully, = llull 2 7.y + W | 20,0,5,)- Entdo W € um espago de Banach,
e a imersio de W em L*(0,T; B) é compacta.

Demonstragao: Ver [5].

Observacao 1.7.1. Como conseqiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(w),en € uma seqiéncia limitada em L* (0, T; By) e (u),), oy uma seqiéncia limitada em
L*(0,T; By) entao (u,),y € limitada em W. Dai, seque que existe uma subseqiéncia

(U ) peps de (uy) tal que u,, — u forte em L*(0,T; B).
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Lema 1.7.1. Consideremos X um espaco de Hilbert com dual X' ¢ Y um outro espaco

de Hilbert tal que X — Y. Seja
W ={uel*0,T;X); veL*0,T; X")}.

Entao

%(U(t% v())y = (1), 0(8)) x xo + (w(t), 0'(8)) x xo -

Demonstragao: Ver [3].

Lema 1.7.2 (Lema de Lions). Sejam O um aberto limitado do R} xRy, g,, e g funcoes
de L1(0),1 < q < o0, tais que

gullzae) < C, gu— g

quase sempre em O. Entao g, — g na topologia fraca de LI(O).

Demonstragdo: Ver [4].
Lema 1.7.3 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma seqiéncia em M (X, M). Entao,
/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

sendo MT (X, M) a colegio de todas as fung¢oes mensurdveis, nao negativas, definidas em
X, a valores reais estendida.

Demonstragdo: Ver [12].

Teorema 1.7.2 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,),oy uma

seqiiéncia de funcgoes integraveis definidas em X. Suponhamos que

1. (fn),, converge q.s. para wma funcao real, mensurdvel, f;
2. Existe uma fun¢ao integravel g, tal que |f,| < g,Vn;
entao f € integrdvel e

/ fp = lim / Fadp

Demonstragdo: Ver [12]
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Teorema 1.7.3 (Representacao de Riez). Sejam 1 < p < oo e p € (LP). Entao existe

um, tnico u € L¥ tal que

(o0 f) = /uf,v fer.

Além disso,

[l = Nl -
Demonstracgao. Ver [2].

Como conseqiiéncia destes resultados temos as seguintes identificacoes:
)L = (L?)
i) LP = (LP)
Teorema 1.7.4 (Desigualdade de Sobolev). Seja 1 < p < n, entdo
WH(R") — LP(R")

em que px € tal que

e existe uma constante C' = C(p,n) = ("
ull e < C||Vul pogny, Yu € WHP(R™).

Demonstracgao: Ver [1].

Observagao 1.7.2. W™P(R") — LP*(R"),m > 1, inteiro, tal que
I 1 m
pop n

Demonstragdo: Ver [1].

Proposigao 1.7.3 (Desigualdade de Hoélder). Sejam f € LP e g € LP com
1 1
p,p>1e =+ —=1.
p P
Entao

fgell e /|f.g| <1 llze-ligl

Demonstracgao: Ver [10].
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Teorema 1.7.5 (Banach-Alaoglu-Boubarki). Seja H um espaco de Hilbert. Entao,
toda seqiiéncia (umy,)nen que € limitada em L>*(0,T;H), com 1 < p < oo e T um real
positivo fixado, possui uma subseqiéncia convergente na topologia fraca-estrela.

Demonstragdo: Ver [22].

Teorema 1.7.6 (Regularidade para um problema de Dirichlet). Seja Q2 um aberto
de classe C? com I limitado [ou com Q@ =R}]. Se f € L*(Q) e u € H} () sdo tais que

/Vuv<p+/us0=/f<p,vs0€ffol(ﬂ)
Q Q Q

entio u € H*(Q) e ||ul|gz < C||f||z2 onde C é uma constante que depende somente de §).

E mais, se Q € de classe C"™2 e f € H™(Q)), entdo

u € H™2(Q) com ||ul|gmi> < O f]

Hm™ )

em particular se m > 2, entdo u € C*(Q). Ou ainda, se Q é de classe C* e f € C=(Q),

entio u € C*().

Demonstracgao: Ver [2].

Dizemos que uma seqiiéncia (y,) converge para p em L” (Q) se |[¢, — ¢l o) —
0, 1 <p<oo. Se p e ¢q sao indices conjugados, isto é, %—I—% =1com 1 <p< oo,
entao o dual topolégico de L” (1), que denotamos por [L? ()], é o espago L ().
No caso de 1 < p < oo o espago vetorial L” (Q2) é separavel e, para 1 < p < oo,

LP (Q)) é reflexivo.

Definicao 1.7.1. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

seqiiéncia de elementos (wy), oy de H tais que
(1) |wn] =1V, (wp,wm) =0Vn,m €N comm #n;
(ii ) O espago gerado pela (wy), oy € denso em H.

A seguinte proposigao estabelece que a convergéncia em L (2) da origem a

uma convergéncia pontual.

Proposigao 1.7.4. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up) ey uma
seqiiéncia em LP () convergindo para u em LP (). Entdo existe uma subseqiiéncia de

(uk) yens ainda denotada por (uy),cy, tal que
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(i) ugp(x) — u(x), ¢.s. em Q;
(i) |ug ()] <h(x), ¢.s. em Q, Vk € N, com h € LP (Q).
Demonstragdo: Ver [2].

Observacao 1.7.3. Nas estimativas que obtemos posteriormente, temos as globais e lo-
cais. Para as globais utilizamos uma desigualdade fundamental, devido o lema de Gronwall
e para as locais utilizamos o Lema 1.7.5. Ambos apresentamos a sequir, sendo o lema de

Gronwall na versao mais simples.

Lema 1.7.4 (Lema de Gronwall). Sejam ¢, : [a,b] — R fung¢des continuas e nao-

negativas, o > 0. Se

¢<t>ga+/w<s>¢<s>ds,

entao,

() < aexp Uatw(s)ds} Ve lab]

em particular, se ¢ (t) € limitada e a« = 0, entao ¢ = 0.
Demonstragdo: Fazendo w (t) = o+ fat @ (s) (s)ds, decorre da hipdtese que ¢ (t) <
w (t) e pelo teorema fundamental do cdlculo, seque que w' (t) = ¢ (t) 4 (t). Logo,

w () Sw (b)Y (1),
dai seque,

(1)
w—(t)sw(t)-

integrando a ultima desigualdade de a até t, obtemos

[[£tws foon

[ ameenas< [vias

()= oo
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isto ¢,
w(t) < aexp (/:@b(s)ds) L teab].

desta desigualdade e de ¢ (t) < w (t), seque o Lema.

Lema 1.7.5. Seja 7 (t) continua e nao-negativa em [0,T]. Se

t
1O <Ci+ G [ [+ 0] ds, 0T,
entao existem Ty > 0 e C' > 0 tais que
’y(t) S C, Vt € [O,TO] 01,02 2 0.

Demonstragao: Sejam o (t) = ft (v (t) + v(t)ﬂ ds e Y (t) = Cy + Cyp (t). Decorre

a

da hipotese que
v (t) < Cr+ Cop (1)

ou ainda,

7V () < [C1+ Copp (1))
e pelo Teorema Fundamental do Cdlculo seque,

o) = (1) +7 (1),
logo,

P (1) <Y (1) + Y2 (1), (1.7)

Por outro lado, Y’ (t) = Co (t) < Co[Y (t) + Y2 ()], daf seque

Y ()< C[Y () +Y?(t)], 0<t<T (1.8)
observando que
% Y (t)e "] =Y (t)e " + CoY (t) e
e aplicando em (1.8), seque
% [V (t) e < CoY? (t) e, (1.9)
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integrando a ultima desigualdade de 0 até T e notando que Y (0) = C, resulta

t
Y () < Che®t + Che / Y2 (s) =% ds.
0

(1.10)

Seja z (t) = fg Y2 (s) e 2%ds. Assim resulta de (4) que Y (t) < [C) + Cyz (t)] et e,

novamente pelo Teorema Fundamental do Cdlculo
Z(t) =Y?(t) e 2dt
logo,
7 (t) < [C1 + Coz ()] e,

dai seque,

2 (t) < ot
[CL+ Coz ()] —

integrando a ultima desigualdade de 0 até t, obtemos

t / t
o [C1+ Caz(1)] 0

ou seja,
L e 1
[C1 + CQZ (t)] Cl - CQ Cg’
ou ainda,
11 e
[Cl + CQZ (t)] - Cl Cg CQ )
Agora suponha que,
i—eCQtJri>0 = i+i>€m < (st <In
Cl CQ Cg Cl C'2 C2 ?
logo,
1 Cs
t<—mn(1+—=—]).
A n< + C1)
Seja

1 Cy
T" = —Inl|l14+—=—].
Czn< +C1)
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em que T* > 0 e escolha Ty tal que O < Ty < T™, entao 0 <t < T wsto implica que

1 ecet 1]‘1

£ < | = — il
01+CQZ()_|:01 C2+C2
ou ainda,
1 e 1]
< | = _ _
Cl + CQZ (t) =~ [Cl 02 CZ:|
assim,

por outro lado,

caTy
(Cl + CQZ (t)) 602t < i — ¢ + i 602TO.
— Oy Cy Cy

portanto,
Y (t) <C, 0<t<Ty,

desta desigualdade e v (t) =Y (t), seque o Lema

Lema 1.7.6. Se 6 € L?(0,7Ty) ev € V, entdo
E(t,x) =0(t)v(z) € LP(0,Tp; V).
Demonstracao: Devemos mostrar que |€ (t,x)|, € L? (0,T}), ou seja,
To
[ <o
0

temos que:

To To To To
| o= [Towe@ra= [ porw@pd=pwe [ oo

0 0 0 0

mas decorre da hipdtese que: fOTO 10 (1)|P dt < co. assim, seque o Lema.

Lema 1.7.7. Se u,, — u em L? (0,Ty; X), entao

[um (D)l x — llu@)]x em LP(0, Tp)
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Demonstracao: Queremos mostrar que
ltm Ol = I )l 01 — O-
temos que:
To
et Ol = o Ol xaomy = / et ()] = ot Ol 2 0.7,
To
< / lttm (8) = (8)[% .
0

mas decorre da hipdtese que:

/0°||um (t) — u ()|} dt — 0

e, portanto, seque o Lema.
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Capitulo 2

Solucao Local

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solugao fraca local para
o problema de Cauchy abstrato descrito em nossa introducao, estudo esse que
sera feito em dois momentos: no primeiro demonstramos a existéncia utilizando
o método de Galerkin, método de compacidade e desigualdades importantes de
analise funcional e no segundo demonstramos a unicidade através do método

da energia.

2.1 Teorema 1

Vejamos novamente o problema de Cauchy abstrato citado em nossa in-

troducao:

u" + M(|Azu?) Au+ My (JAzul?)u = f
u(0) = uyg (2.1)
u'(0) = uy

sendo A um operador definido pelo terno {V, H;((,))} nas condigoes da Teoria
Espectral. Para resolvé-lo, supomos os dados iniciais na classe {ug,u;} € D(A) X

V. E as seguintes hipdtese sobre as funcoes M e M;:

H.1) M, M, € C*([0,+),R)
H.2) M(s)>mgy>0,Vs € [0,+00)
H.3) m} > M(s) >my >0,Vs € [0,400)

Observacao 2.1.1. Estamos denotando por ((, )),|| - |l e (, ),| .| o produto interno e

norma dos espacos V e H, respectivamente.

Seja 7' > 0 um numero real fixado, porém arbitrario. Assim, de acordo com
as hipdteses assumidas para esse problema obtemos o primeiro resultado, que

assegura a existéncia de solugao fraca local para o problema (2.1).
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Teorema 2.1.1. Suponhamos que D(A) Ve que M e My satisfagam H.1, H2 e H.3.
Seug € D(A) , u1 € Ve f e L*0,T;V), entio existe um Ty > 0, com 0 < Ty < T, e

uma unica fungao vetorial u : [0, Ty] — H tal que,

u € L>(0,Ty; D(A)) (2.2)
u' € L0, Ty; V) (2.3)
u" € L*(0,Ty; H) (2.4)

%(u'(t)ﬂf) + M([[u(®)[?)((w(t), v) + Mi([u@)]*) (u(t), v) = (ft),v)  (2.5)
no sentido de D'(0,Ty), Yv € V
uw(0) = ug e v'(0) =y (2.6)

Demonstracdao: Por questao de simplicidade fazemos por etapas.

2.1.1 Solugoes Aproximadas

Considere {w,} N uma base hilbertiana de H constituida de vetores préprios
do operador A e {)\,,}VEN os seus valores préprios correspondente. Tome V,, =
[wy, wy, ..., w,] 0 subspago vetorial de dimensao finita gerado pelos m primei-
ros vetores {wi,ws,...,wy,}. Assim, obtemos o seguinte problema aproximado

associado a (2.1):
Determinar u,,(t) € V,, com u,,(t) = Zgjm(t)wj (z) e sendo os g;,, de classe C?,
j=1

determinados de modo a satisfazer, V j = 1,2,3,...,m, o seguinte sistema:

(t (£), ;) + M ([t (O)*) (Artn (), w5) + M ([t (D)1) (i (8), w5) = (£(£), ;) (2.7)

Um(0) = ugm = Z agw, — ug em D(A) (2.8)
v=1

u,,(0) = uy,y, = Zﬁlywy —u; em V (2.9)
v=1

o qual possui solugao.

Observagao 2.1.2. As convergéncias acima sao devidas a densidade de V,, nos espacos
D(A) e V. Outro sim, é que garantimos a existéncia de solugdo para o sistema acima,
obtendo um sistema equivalente de modo que este satisfaca as condicoes do teorema de

existéncia de Carathéodory, como mostramos a sequir.
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Sabemos que:
=) gumt)w, €V,
v=1
= Zgllzm(t)wlf S Vm
v=1
() = 3 gt € Vi
v=1
e
At (t) = guom () (Awy) =~ gum(H)Aw, €V, (2.10)
v=1 v=1
Zg wl/ij _gym(t) (211)
logo
M ([lum(N*) (A (t), w5) = M([[um (t)]) Zgum v(wr, wj)]
dai obtemos
M ([l () 17) (A (8), w5) = M([[m ()]1*) X 95m (1) (2.12)
de maneira analoga para
My ([t ()17 (wn(t), wj)
temos
My ([ (1) (i (t), wj) = Mi([[m (E)[1*) gjm (t) (2.13)
agora fazendo t =0 em u,,(t) = Zgym(t)wl, eu,(t)= Zg,’,m(t)wl, segue que:
= v=1
= Zgym(O)wy = Z QW = U 1080 gum(0) = g, (2.14)
= v=1
= Zg;m(o)wy = Zﬁluwu = U1, logo gz//m(o) = P (2.15)
v=1

v=1
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Assim usando as igualdades (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15); o

sistema do problema aproximado fica Vj =1,2,...,m:

I () + XM ([t ()12 gjm (t) + M (um(D)]1*)gjm (8) = (£(£),w;)
9im(0) = ao;
g;m(o) = ﬁlj
Notamos que as m equagoes no sistema acima equivalem a uma EDO do tipo

Y’ = F(Y,t) que satisfaz as condigoes do teorema de existéncia de Carathéodory,

de fato:

Gim®)  +  MM(un(O[P)g1m (@) + Mi(fum(®)]*)gim(t) = (f(t),w1)
%) g2m(t)  + Mi([lum(®)[*)g2m(t) = (f(t),w2)

.gé’m(t) + Ao M([Jum(t)

Gn® + A MmO ® + MmO gmmt) = (F(E)0m)

glm(o) = Qo1 gim(o) = [Bu
Gom(0) = a2 5 G5,(0) = [io

escrevendo na forma matricial as equagoes acima, temos:

g (1) A 0 [ gum(t)
: + M(Jlun(t)]?) : +
g;ﬁbm(t) mx1 0 Am mxm L gmm(t) mx1
1 0 Gim(t) [ (f(t),w)
+ My ([ ()[]?) : = :
0 L] L gmn(®) | | (FO)wm) |
fazendo
A 0 1 0
B = M(|lum®)|?) + My ([lum ()]1?)
0 Ao | 0 UL
(f(t),wn) Gim (1) gim(?)
o (f(t):,w2) x g2n:(t) x— gzn?@)
(f(t)awTrL) mx1 gmm(t) mx1 g;”m(t) mx1
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91 (t)
n
X/, _ g2m(t)
e também
Qo1 ﬂn
Q2 512
Xy = . e Xi= .
®om mx1 ﬁlm mx1

o sistema toma a forma matricial abaixo:

"+ BX =C
X(O) :X(] € X/(O) :X1

que podemos reescrever na forma:

=-BX+C

‘ X(0)=Xp e X'(0) = X; (2.16)

para transformar (2.16) em um sistema de 1* ordem, considere:

X X’ X
S F R e Y
X' 2mx1 X" 2mx1 X 2mx1
entao,
I *
v=[ oL le]
o 2mx2m 2mx1
Y (0) = Yo

sendo [ matriz identidade de ordem m, 0 matriz nula de ordem m e 0* matriz
nula de ordem m x 1.

Fazendo F(Y,t) = [ 0 1 y

-5 0 :|2m><2mY+ [ ¢
acima assume a forma de EDO desejada, que se segue:

} , temos que o ultimo sistema
2mx1

’ Y'=F(Y,t)=QY + R (2.17)

Y(0) =Yo
Afirmacao: A EDO (2.17) atende as condi¢oes de Carathéodory, de fato:
i) Fixando Y, temos pela hipétese (H.1), M e M; sao continuas, entao M (||u,,(t)[]?)
e M (||un(t)||*) sdo continua em ¢ (j = 1,...,m). Logo, —B é mensuravel em t.

Portanto, () é mensuravel em .
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Agora para R, como f € L*(0,T;V) — L*(0,T;H) e w; € H, segue que (f(t),w;)
é mensuravel, logo C' é mensuravel em ¢, portanto R é mensuravel em t.

ii) Fixado ¢, vamos mostrar que F’' é continua em Y. Observe que R é continua
em Y, pois é constante em relagao a Y. Para continuidade de ()Y basta mostrar
que —B é continua em Y.

Seja I;(Y) = gjm (j = 1,..,m) a projecio do R*™ — TR. E claro que II, é

continua. Para cada t fixado, como
Un(t) =Y gim(®)wj € [[um@* =D ghndi(wj @) = Y ghn(t)A;
j=1 j=1 j=1
entao a funcao

Vo= fum@) = (i (t), un(t)) = (Aum(t), un(t))

pode ser escrita da seguinte forma
Y o Y ILY)PN
j=1

assim,

Y o= Jlum(®)]

é continua para t fixo. Dai \;M(||u,(¢)]|?) e Mi(|lun(t)||*) sdo continuas em Y
(j =1,2,...,m). Portanto, fixado ¢, a funcao F(Y,t) é continua em Y.

iii)Considere K um compacto de F x [0,7], sendo E o seguinte conjunto:
E={Y e R™; ||Y| g <7 com v >0}
Devemos mostrar que 3 uma fungao real my(t) € L'(0,7), tal que
[E (Y, )] <mu(t) , V(Y1) € E X [0,T]

*) Estamos Denotando por || . |,x, @a norma do maximo em R

Aplicando em F(Y,t) = QY + R, temos que,

I1F(Y, t)]l2mx1 < |QY l2mx1 + [|Rll2mx1 < [|@Qll2mx2m || |2mx1 + || Rl|2mx1

mas Y € E, dai ||Y||2mx1 < 7. Entao a desigualdade acima fica,

IF(Y ) [[2mx1 < 7]|Qll2mxam + || Rll2mx1
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Sabemos que M, M, € C'(]0,00);R), particularmente em [0, 7], consequente-
mente todas as entradas da matriz —B sao limitadas por uma constante e
portanto, ||Q| < c¢. Em relagao a matriz R, todas as suas entradas, em valor

absoluto, sao iguais a
|(f (@), wi)l < |fllws| = [f]

entao,

[F(Y, )] <c+[f] = m(t)

note que my(t) é integravel em [0, 7], pois ¢ é constante e f € L*(0,T; H). Por-
tanto, a EDO (2.17) satisfaz as condicoes de Carathéodory, logo existe uma

solugao u,,(t) em [0,t,), Vm e Vt, <T.

2.1.2 Estimativas a Priori

Como a primeira equagao (2.7) do sistema do problema aproximado é valida

para todo w;, j = 1,2,--- ,m, segue por linearidade que
(i (1), v) + M ([[um (8) ) (v (£), v) + Mi([Jum ()[17) (wm(t), v) = (f(t),v)  (2.18)
¢é valida para todo v € V,,.

Estimativa I

Tomando v = u},(f) na equagao (2.18) e observando que

(Aum(£), 1 (£)) = ((um (), (1))

obtemos:

(e (1) (1)) + M ([t (0)1*) (i (), 13 (8))) + M ([ () 1) (i (£), 05, (£)) = (F (), w3 ()

note que:
(1), (1)) = 5 (0), (1) = 5t (1)
(01,10 (11)) = (1) (1)) = 5 ()]
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Assim a igualdade anterior pode ser reescrita como:

1d )
S )+ M (8))

(f(8), upn(t))

thHum( M + M|l (B)1°) (um (t), w () = (2.19)

Seja

= /0)\ M(s)ds

_ lum (0 [ (8)]1>
M(y|um(t)||2):/ M(s)ds > / mods = mo|lun,()|> > 0 (2.20)
0 0

dai segue

entao pelo teorema fundamental do cédlculo e fazendo y = ||u,,(t)||* temos:
d [— d (Y 5
=[] = £ [ s = M) = Ml 0)
pela regra da cadeia obtemos:
S (un(®)IP) = M 2 2.21
7 M ([[um(B)1) = M(||wm ()] ) (0] (2.21)

usando (2.21) em (2.19) segue:

d / 2 d/\ 2 _ /
Tl @OF + 2 M ([[um(0)[1%) + 2Ma([[um () [*) (), w3, (1)) = 20/ (1), 13, (1))

integrando-se de 0 a t < t,, < T obtemos:
[ it + [ ST unls) s = [ 250515 -
/0 O (it () ) (), (5))
da,
[ (O + M ([ (D)]2) = [t (0)[2 + M ([ (0)2) + / 97 (s), l(5))ds —
/0 DMt (5) ) (), 1, (5))
ou seja,
[ (8)* + M (um(B)]) < 5, ()] + M([|um(0)]) + / 2(F(s), (s +
/0 DM i () (5), 1 (5)) s
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como 0 <my < M;(A) <m) VA > 0 temos que

/0 210 ([t (3) 2] (e (5), e (3)) s < / 2 (tm(s). ()P

logo
o (O + T (Jum(®)?) < [t (0)% + T ([fum(0)]?) + / 21(f(s), ()]s +
- / 2 (tm(s), ()]s

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+1?, resulta

que:
!, ()] + M (||t (t) / |f(s 2ds—i—/ lul ( 2ds+m1/ |t ()] ?ds +
t
- / s (5)]2ds + tam? + N([ltom]2)

Note que nas equagoes (2.8) e (2.9) do sistema do problema aproximado

temos as covergéncias

Uom — ug em D(A)

Ul — UL €MV
e como D(A) — V — H, entao

Ugm — Ug eMm V

Uy, — U em H

portanto, devido ao fato de que M e C°([0,+00); IR) temos as seguintes con-

vergéncias em R:

[uomll — lluoll Logo |Juoml|* — ||uol|?
[wim| = |us| logo |uipm | = ui]?

M ([[om]I*) — M (||uo]l?)

assim, existem constantes positivas c;, o, c3 e ¢4 independentes de m e ¢, tais
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que:
M(Jluom|?) < @
lurn? <
t t
m, / um(s)Pds < s / it (s) [2ds
0 0
T T
/ Fs)ds < / ellf(s)|Pds < e
0 0
dai

O + 3E(Jun (O <c+/ o)+ [ o)+ [ o)l <

t
(1w / () Pds + 3 ||um (s)[7ds <c+c5/<|u ()2 + um(s)[2)ds

em que c=c;+cy+cq € c5= max{(l +m)), c3}.

Substituindo (2.20) na desigualdade anterior temos:

[ (O + molum (D] <+ 05/0 ([ ($)* + [l ()]1)ds

e fazendo ¢s = min{l,my} segue:

t
c Cs
|17, ()] + [ (1) ]| < - +/ (lr () + lwm () (%) (=) ds
6 0 Ce
tomando ¢(t) = |ul,(t)]* + ||um(t)|* temos, usando Gronwall, que:
tc c
p(t) = [u, () + [[um (B < celo =" = cese’

ou seja

i, (1) < cr, Ym, Yt € [0, 1) (2.22)

|lum(t)]| < cs, Ym,Vt € [0,t,,) (2.23)

Com as estimativas (2.22), (2.23) e usando o teorema de Carathéodory,
podemos prolongar a solugao u,,(t) ao intervalo [0, 7| e posteriormente tomando

0 supremo essencial temos:

(Um)meN é limitada em L*(0,T;V)
(uly), N € limitada em L*(0,T; H)
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Estimativa II
Tomando v = Au/,(t) na equagao (2.18), obtemos:
(i (£), Aug (£)) 4 M ([[ 1 (0) ) (At (£), Au, (2)) + (2.24)
My ([ ()11 (m (£), Ay, () = (f (), Aug,, (1)) ’

temos que:

1d

(1), Au (1) = (0 (0), (1) = 3 (1)
(Aut (1), At (1)) = 5 A (1)

(1), A (1)) = (i (0), (1)) = 5 (O

usando estes resultados em (2.24) obtemos

d ! 2 2 d 2 2 d 2 __ /
g O+ M([lum 1) 2 | A (O + My (JumO7) 2 lun @O = 2(( (), u,(1))

temos também que:

M(Hum(t)||2)%|Aum(t)|2 + 1\41(||um(15)Hz)%||um(t)!|2 = %{M(Ilum(t)Hz)\Awn(t)\2 +

My ([0 (8)1) 1 (B} — %[2\4(!%(15)Hz)]lz‘lum(t)l2 - %[Ml(llum(t)lf)]IIUm(t)H2

usando o resultado anterior deduzimos que,
%Il%(t)ll2 + %{M(Ilum(t)||2)|Aun~b(1t)|2 + My ([ ()2 [um ()17} = 2((F (1), 13, (1)) +

d 2 2, d 2 2

21 M (lum Q)] Awm (O + — (M (Jum () lwm (1)

Agora usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+0?
resulta:

%Il%(t)ll2 + %{M(||um(1f)||2)|Aum(t)|2 + My([lum @) lum 117} < IO +

[l (B + %[M(Ilum(t)||2)]|Aum(t)|2| + I%[M(Ilum(t)||2)]||um(t)||2

ou seja,

%HI%@)IF + M ([[ttn (D) A (8) * + M ([t ) e (07} < NN + [l (B +
[ M7 (et () 11%) 121t (), 15, (D)) At (£)* + [ M (|11 (£)]1*) 2 (2t (8), 25 () 120 (£) ]
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como ||u,,(t)|| varia no compacto [0,c* e M’', M| sao continua, tem-se
M (lum(I*)] < e1 e [M{(Jlum()]*)] < ez Ym, ¥t € [0, T]

pela estimativa (2.23) e usando as desigualdades de Cauchy-Shwarz e a ele-

mentar 2ab < a? + b?, obtemos:
2 ((wn(t), w ()] < 2l ()il ()] < N (O + g (DI < €5+ [ur, ()]
usando os dois dltimos resultados acima, deduzimos que
%{Hu;n(t)ll2 + M ([lum (O A () + M ([ (O ()7} < @) +

i (17 + eales + lur, ()] Aum (B)* + eales + llun, (O 1] llum (O < IO +
(1 + c16) [ ()I°] + cxcal Au (1) [* + %2Hu;1(t)||2|z4um(t)|2 + cacac”

fazendo ¢y = cic3, ¢5 = cac3c® € cg = max{cy, $, (14 c2¢?)} segue que

%{Il%(t)ll2 + M ([[n ()| Avn (8) * + M ([t (1) [ (0 [7} < @) +
ol At (£)* + ||, (0)]I7 + 2| v (8) [, (D)]1%] + €5

usando a desigualdade 2|a|?|b* < (|a]+ |b])? e tomando ¢(t) = | Au,, (t)|* + [Jul, (1) ||?,

temos:

%{llu;(t)ll2+M(llum(t)!\2)\Aum(t)\2+M1(Hum(t)!\2)!\um(t)|l2} < IF O +estcslo )+ (1)°]

integrando de 0 a t esta tltima desigualdade, obtemos
T T
s (11 + M ([l () 1) | At ()7 + M (i ()1 [ ()] < /0 1£(t)|I*ds +/0 csds +

t
06/0 () + (8)*]ds + urm||* + M (Juom|1*) | Attom|* + Mi(|[uom )| om 1 *

Sabemos que ug,, — uy em D(A), uy, — u; em V e como D(A) — V — H
entao ug, — ug em V, logo M(||uom||*) — M(||uol]?) em IR, pois M € C*(]0, +00)).
Ora, Aug,, — Aug em H, dai |Aug,,|* — |Aug|? em IR, portanto M (||ug.||*)|Aven|? —
M ([luol*)| Auol* em R. Analogamente, M (||[uom|®)l|uoml|® — Mi([luoll*)lluoll* em R

e como [ € L*(0,T;V), tem-se entao que [ é limitada e sendo c;T constante,

também é limitada. Dessa forma, existe uma constante positiva c; tal que

T
sl + M ([[om]*) | Attom|* + M ([[tom|1*) 1uom |* + 05T+/ If ()P ds < ¢z, ¥m, VL.
0
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e dai segue-se que

s (N7 + M ([ (1) At ()2 + My ([t () [ ()] < 7 + 06/0 [o(t) + o(t)*]ds

usando as hipdteses (H.1) e (H.2) na desigualdade acima, obtemos

[ (I + o] A (8) [ + 11 [lum (B)[* < 7 + 06/0 [(t) + o(t)*]ds

ou seja,

s ()7 + 120 A (1)]* < €7 + 06/0 [(t) + o(t)?]ds

Fazendo cg = min{l,my} temos que

t

T8 o) + o(t))ds

o(t) = [Jun, (7 + [Aum(t)]? < =+
Cs (€8 Jo

observe que ¢(t) é continua em [0,7] e nao-negativa. Entao existe 0 < 7y < T’

tal que p(t) < ¢y, Vm e Vt € [0, Tp]. Logo,

|Aum(t)| S C11, Vm, Vt € [O,Tg] (226)

portanto, tomando o supremo essencial temos:

(ul,) é limitada em L*(0,Ty; V) (2.27)
(Au,,) é limitada em L*(0,Ty; H) (2.28)

como (u,,) € limitada em L*(0,Ty; V), logo concluimos que:

(um) € limitada em L*(0,Ty; D(A))
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Estimativa ITI
Tomando v = u/,(1) na equacio (2.18) obtemos:
(t (£), i, (8)) + M ([ (0)[7) (At (8), w77, (£)) + Ma([[eemn (O)1]) (i (8), v (8)) = (f(8), (1))
ou seja,
2Juiy, () + 2M (g (0)]1%) (A (8), vz, (£)) + 2M1 ([t ()12) (i (8), wr (£)) = 2(f (), wr (1))
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a t, obtemos
2/0t [up (5)Pds < 2/0 IM(Ilum(s)||2)||Aumis)llua(s)lds+
2/0 IMl(Ilum(s)||2)|Ium(s)ll%(s)lols+2/0 £ (3)um(s)lds

notemos que 2ab < a* + b*> que equivale a 2%&6 = 2(v2a)(F5b) < 20* + §b?, dai

Sl

t t
0 0

1 t 1 t 1 t T
L / W (s)2ds + / () 2ds + - / ol (5)Pds + 2 / F(s)ds
2 0 2 0 2 0 0

2 / () 2ds < 2 / 13 ([t () [2)]| At () [P + 2 / [0 (o ()] 1t (5) s +

Das estimativas (2.27) e (2.23) e do fato de que M, M; € C'([0, +>0)) conclui-

mos que existe uma constante positiva ¢, independente de m e t, tal que

t t
2/ |ul” (5)]?ds < ¢+ §/ lul” (s)]*ds
0 2 Jo

ou seja,
1 t
5/ [u (5)]2ds < ¢ ¥m, Vt € [0, T}] (2.29)
0
logo
(u) é limitada em L*(0,Ty; H) (2.30)

BAHIA, Marcio Aldo Lobato. PPGME/UFPA



2.1.3 Passagem ao Limite 50

2.1.3 Passagem ao Limite

Das estimativas anteriores temos

(Up,) € limitada em L>(0,Ty; D(A))
(u,,) € limitada em L*(0,Ty; V)
(u”) é limitada em L*(0,Ty; H)
usando o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki e observando que L*(0,Ty; H)

é Hilbert, podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos a de-

notar por (u,,) tal que:

U, — w em L>(0,Ty; D(A)), fracox (2.31)
u, —u em L>(0,Ty; V), fracox* (2.32)
u — " em L*(0,Ty; H), fraco (2.33)

usando o fato de que L>(0,7; D(A)) — L*(0,T; D(A)) e (2.31), segue que
Uy — u em L*(0,Ty; D(A)), fraco
isto é,
(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0,Ty; L*()), (2.34)
da convergéncia (2.33), deduzimos que

(u! W) — (u",w), Yw € L*(0,Ty; H), (2.35)

Convergéncia dos termos nao-lineares
Por (2.31), (2.32) e pelo fato de que L>°(0, Ty; X) — L*(0,Tp; X) com X Hilbert

segue que

(Un) é limitada em L*(0,Ty; D(A))
(ul,) é limitada em L*(0,Ty; V)
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pelo lema de compacidade de Aubin-Lions, com By = D(A), e B = B; =V,
podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos denotando por
(1), tal que w, — u forte em L2(0,Ty;V) e daf [[un(8)]| — [u(®)]] em L(0,Ty). E

passando a uma subsequéncia (u,,), se necessario, temos que
um () ||* — |Ju(t)||?, quase sempre em [0, Ty
sendo M continua, temos
M([lum(®)1*) — M(|lu(®)]]*), quase sempre em [0, Ty] (2.36)

além disso, de ||u,(t)]|? < ¢ segue que M (|lu,(t)||?) < 7 sendo T = mazx{M(\) :
0 <\ < |lun(t)]|*}, portanto V 0(t) € L?(0,T;) temos de (2.36)

M ([[um ()[1)0(t) — M([[u(t)[*)6(t), quase sempre em [0, Ty

note que:

M{lun ) <7 = | "M (8)]2)0(0)dt < @ / oty <@

pois 0 € L*(0,Ty) C L'(0, Tp).-
Desses dois tltimos resultados, e usando o teorema da convergéncia domi-
nada de Lebesgue, obtemos
To To
M(Jun®)[?)0(t)dt — [ M(|lu(®)|*)0(t)dt V8 € L*(0,Tp)
0 0

ou seja,
M(lun®)?) = M(|lu(®)]*) em L*(0,Tp) (2.37)
de (2.34) segue que
(Aup(t),v) — (Au(t),v) em L*(0,Tp), Yv € V,,, com mqy fizo (2.38)

usando (2.37) e (2.38), concluimos V6 € L*(0,T;) e Yv € V,,, que
To To
i M ([[en (O)[1*) (Aum (1), v)0(t)dt — i M ([[u(®)[1*)(Au(t), v)0(t)dt

Se, em particular, consideramos 0 € D(0,7T,) C L*(0,T;) obtemos

M ([[wm (O*) (Aum(t),v) — M([u(@)l*)(Au(t), v) em D'(0,To); Vv € Vi, (2.39)
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e como V,, é denso em V logo Vv € V.

De maneira analoga temos
Mi(|lum@®1?) = Mi(lu®)]?) em L*(0, Tp) (2.40)
e também
(U, w) — (u,w), Yw € L*(0, Ty; L*(2)), (2.41)
e de (2.41) segue que
(U (t),v) — (u(t),v) em L*(0,Ty), Yv € Vi, com my fizo (2.42)
portanto de (2.40) e (2.42) obtemos
My ([lum (1) (wn(t),v) — Mi((lu®)])(u(t), v) em D'(0,To); Yo € Vi, (243)

e como V,, é denso em H logo vale para todo v € H.
Multiplicando (2.18) por 6(t) € D(0,T;) e integrando de 0 a Tj, temos:

To

/Oo(u;;(t),v)ﬁ(t)dth i M (||t (1) [1?) (At (1), 0)0(t)dt + (2.44)

To To

Ml(Hum(t)||2)(um(t)av)ﬁ(t)dt:/ (f(8), v)0(t)dt

0 0

tomando o limite na expressao acima, quando m — +o0o e usando (2.35), (2.39)
e (2.43) temos V0 € D(0,Ty) C L*(0,Ty) e Vv € V

To

/Oo(u”(t),v)e(t)dt+ i M (|Ju(t)]|*)(Au(t), v)0(t)dt +

To To

Ml(IIU(t)Hz)(U(t%U)H(t)dt:/ (f(1),v0)0(t)dt

0 0

note que:

| o = . p0 i - [ o000 = G.0.00)

i M ([[u(®)]*) (Au(t), v)0(t)dt = (M ([Ju(t)[|*) (Au(t), v),0(t))

To

My (Ju()]*) (u(t), v)0(t)dt = (My([lu(t)]*)(u(t), v), 0(t))

0

/0 (P, 000 dE = (F(0),0),60(2)
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logo

d

(2 ((2),0),0(0)dt) + (M(|[u(®)*) ((u(?), 0)), 0(6)) + (Ma([[u(@)[) (ul?), v), 6(0)) =

((f(t),v),0(t)) YO(t) € D(0,Ty) Yv eV
dai

%(U’(t),v) + M(Jlu®)*)((u(t), v) + Mi(Ju®)?)(ult),v) = (f(£),v)

em D'(0,Tp) e Vv €V

2.1.4 Condicoes Iniciais

De resultados anteriores temos que

u € L*(0,Ty; D(A))
= L2(0, To; V)
u” € L*(0,Ty; H)

e usando resultado de regularidade, concluimos que

u € C°[0, Ty); V)
u' € C°([0,Ty); H)

de forma que, u(0) e u/(0) fazem sentido. Considere 6 € C'([0,Tp]), com 6(0) = 1
e 0(Ty) =0 e v € H(Q). Como

ul, — u em L*(0,Ty; V) (2.45)
segue que,
() = ((u', w)), Yw € L*(0,Tp; V)

Tomando w(t) = 0(t)v, v € V e integrando de 0 a Ty, temos

/0 (), 0))B(8)dE — / (@ (), 0))oct)dt
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isto é,
[ oo [ S, 16)

usando a integrando por partes em ambas as integrais de (2.46), resulta

—((um(O),v))—/o O((um(t),v))H’(t)dt*—((U(O)w))—/o (), )0t (247)

de (2.31), obtemos que

/0 (i (), 0))pdt — /0 (u(), v))pdt, Yo € V.¥p € L0, Th)

((um(0),v)) = ((u(0),v)), Yo eV (2.48)
U (0) = ugm — ug em D(A) — V
entao

((um(0),v)) — ((ug,v)),Yv € V (2.49)
de (2.48) e (2.49), obtemos
((u(0),v)) = ((uo, v)), Yo € V

portanto u(0) = wuo.
Para provarmos que u/(0) = u;, usamos as convergéncias (2.9) e (2.32), e

procedendo de forma analoga, temos
((u'(0),v)) = ((u1,v)),Vv € H

logo u/(0) = uy.
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2.1.5 Unicidade

Considere u e v fungoes de [0, 7] em L?(f2) soluges do nosso problema (2.1)

nas condi¢oes do Teorema, e considere w(t) = u(t) — v(t). Entao,

w e L>(0,Ty; D(A)) (2.50)
w' € L=(0,Ty; V) (2.51)
w” € L*(0,Ty; H) (2.52)

w”(t) + M(Jlu(t)[|*) Au(t) — M([lv(0)]*) Av(t) + My([Jut)|]*)u(t) -
My(Jlo(®)[*)v(t) =0 (2.53)
w(0) =0 e w'(0) =0

somando e subtraindo os termos M (||u(t)||*)Av(t), M(||u(t)]]*)v(t) em (2.53); e

agrupando os termos comuns como Aw(t) = Au(t) — Av(t) obtemos:

w(t) + M([lu(®)|*)Aw(t) + [M([Ju(®)]]*) = M(Jv(@)]]*)]Av(t) + Ml(llu(t)||2)w(t)+(2 54)
[My([[u(®)[?) — Mi(|Jo(®)[[*)]v(t) = :

sendo M, M; € C*([0,+00)) podemos usar o Teorema do Valor Médio em (2.54)

para obter

w” () + M([[u(®)]|*) Aw(t) + M () [lu®)I* = [lv@)[*]Av(E) + M ([Ju®)*)w(t)+ (2.55)
Mi(&)[llu@)* = l@)FJo(t) =0 '

em que & e & pertencem ao intervalo aberto com extremidades |[u(t)||? e ||v(t)|?.
Pela regularidade da solugao obtida, podemos fazer o produto interno de (2.55)

com 2w’ € L*(0,T;V) pois w' € L>=(0,T;V) — L?(0,T;V) portanto
(w"(t), 2w'(t)) + M([Ju(t)[|*)(Aw(t), 20" () + M (&) [lu®)[I* = [[0(®)[P](Av(t), 2w (2))
FMy([Ju(®)|?) (w(t), 20 (1)) + My (&) [Ilu®)” — [lv@) ) (v(t), 2w/ (t)) = 0
ou seja
;\w ()] + M(IIU@)Hz)%llw(t)ll2 +2M' (&) [[[u(®)|” = [o(@)]P](Av(t), w' (1)) +
1(|IU(t)!|2)%\w(t)\2 + 2M; (&) [[lu®)* = (o (@) ") (v(t), w'(£)) = 0
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
%IW'(t)I2+M(IIU( t)[? )—IIW( )P+ My (Jlu(t)]® ) w(t )P <
< 2[M"(E)I[([[u)] = o@D Uu@) + [lo(t )II)HAU( )[w'(t)] + (2.56)
+2[ M1 (&)[[ (@) = o@D {lu@® + o@Dl ()] |w'(#)]
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note que v,u € L>(0,7y; D(A)) e D(A) — V — H dai

Hu@I = o] < [lu() = v@)] = [[w@)]
@l + llo@I] < [lu@)] + lv@]] < &

| M (&)[|Av(t)] < <o

[ My(&)[v(t)] < e

assim aplicando em (2.56) resulta que

%Iw’(t)l2+M(IIU( t)|* ) @I + My([lu@)? ) cw()f <
2cokl|w(B)][[w'(t)] + 2Cl’fllw( M ' ()]

tomando ¢, = max{2cyk, 2c,k} e aplicando a desigualdade elementar 2ab < a? + b?

segue que
d o 2y d 2
W @OF + (@) 2 [w®1 + My ()] ) Sw()f <
eaolllw(®)[* + ' (t)]7]

dai,

%{Iw/(t)l2 + M([Jlu@®) ") w®)* + Ml(HU(t)||2)|w(t)|2} < ex{llw®)]* + [w' ()"} +
+|M’(!|U(t)||2)\\%HW)IWHw(t)!|2 + IM{([[l@*)1= ||U( WP lw(®)]* =

ex{llw(®)I* + [w'(0)1} + 2/ M ([Ju@) )1 ((ult), v/ (¢ )))|||w( 0+

2| M ([[u@®) I (), ' ()| [w(t)|?

novamente usando Cauchy-Schwarz e 2ab < a® 4 b?, segue que

%{W(t)l2 + M ([[u(®)*)[[w@® + My (lu@)[*)|w®)?} < eo{lw®)]|* + [w' ()P} +
2| M (Jlu@®) )l + ' @1 w1 + 2 () [ @)1 + 1 @) [w ()]
sendo u € L=(0,Ty; D(A)) entdo u € L>(0,Ty; V). Dai seque que ||u(t)|? varia
em [0,¢2] e como M’ e M! sdo continuas, entdo [M’([u(t)||?)| e [M!(|lu(t)|?)| sdo
limitadas em RR. Temos também que ' € L=(0, Ty; V) logo:
LU OF + MO )+ My ()P} <
e lw®)|? + [w' (@) *} + callw(®)|]? + eslw ()]
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ou ainda
%{Iw’(t)\2 + M([[u()*)[Jw@* + M ([lut)[*)|w @)} <
collw(t)[|? + calw! (#)]* + esw ()]

tomando c¢; = max{cs, cg, 2} na desigualdade anterior e integrando de 0 a t,

obtemos
' ()] + M([lu() ) lw)]* + M (lu®)[|}) @) [* < ' (0)] + M([[u(0)[[*)lw(0)]|* +
My ([|u(0)[[*)[w(0)* + 07/0 [[[w(s)[]? + [w(s)|* + |w'(s)|*]ds

de (2.53), e das hipé6teses sobre M e M; temos

[w' () + mollw(®)||* + ma [w(®)|* < e /Ot{Hw(S)H2 +Jw(s)[* + [w'(s)|*}ds

ou seja,
W' ()] + lw @) + ()] < ;—72 i [lw(s)II* + [w(s)]* + [w'(s)[*)ds

com my = min{1, mg, m;} e usando a desigualdade de Gronwall (note que a = 0),
concluimos que
W' ()] + [Jw(®)[* + Jw(t)]* = 0

dai segue que |w(t)| = 0, ou seja, w(t) = 0. Logo, u(t) = v(t), Vt € [0, Ty]. |

Corolario 2.1.1 (Aplicagao). Considere V. = H}(Q), H

= L?(Q), com Q um aberto
do R™, limitado e com fronteira T reqular, entio A = —/A, D(

A) = HY(Q) N H*Q) e
obtemos:

1. u € L0, Ty; Hy (Q) N H*(Q))

2. u' € L™(0, Ty; Hy(S2))

3. u" € L*(0,Ty; L*(Q))

4. i(U’(t), v) + M([Vu(t)[*)(Vu(t), Vo) + Mi(|Vu(t)]*) (u(t), v)

dt
em D'(0,Ty),Yv € Hy ()

Il
—~
—
—~
~
N—

<
S~—

5. u(z,0) =ug e u'(x,0) = uy, comx € Q.

Demonstracao: Imediata. Basta utilizar o Teorema 1
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Capitulo 3

Solucao Global

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solucao fraca global
para o problema de Cauchy abstrato descrito em nossa introdugao acrescido
de uma dissipagao forte Au/(t). Essa dissipagao é que nos permiti obter esse
tipo de solugao, bem como fazer o estudo do comportamento assintético (nao
serd abordado nesta dissertacao). O procedimento adotado para obtengao da

solucao é analogo ao que foi feito no capitulo anterior.

3.1 Teorema 2

Assim o problema de Cauchy da introdugao recebe a seguinte reformulagao:

u' + M(|A2ul?)Au+ My (|[A2u?)u + Au = f
u(0) = ug (3.1)
u'(0) = uy
sendo que as condicgoes sobre o operador A sao as mesmas estabelecidas no
capitulo 2, bem como as condigoes sobre as funcoes M e M;. Assim, se T' > 0

é um numero real fixado, porém arbitrario, entao temos o seguinte resultado

que assegura a existéncia de solucao fraca global para o problema (3.1).

Observacao 3.1.1. Estamos denotando por ((, )),|| - |l e (, ),| .| o produto interno e

norma dos espacos V e H, respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sejam M e M, funcoes satisfazendo as mesmas hipoteses estabelecidas
para o Teorema 2.1.1.. Se ug € D(A), uy € V e f € L*(0,T;V), entdo existe uma

inica fungao vetorial u : [0,T] — H tal que,
ue L>=(0,T;D(A)) (3.2)

u' € L0, T; H)N L*(0,T;V) (3.3)
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u" € L*(0,T; H) (3.4)

d%(u'(t%?f) + M([[u(®)]1*) ((u(t), v) + Mi([[u(®)[I*) (u(t), v) + (@' (t),v)) = (f(t), v) (3.5)
no sentido de D'(0,T),Yv € V

u(0) = ug e u'(0) = uy (3.6)

Demonstracao: Novamente fazemos por etapas.

3.1.1 Solugoes Aproximadas

Considere {w,} N uma base hilbertiana de H constituida de vetores préprios
do operador A e {)\,,}VEN os seus valores préprios correspondente. Tome V,, =
[wy, wy, ...,w,] 0 subspago vetorial de dimensao finita gerado pelos m primei-
ros vetores {wi,ws,...,wy,}. Assim, obtemos o seguinte problema aproximado

associado a (3.1):
Determinar u,,(t) € V,, com u,,(t) = zm:gjm(t)wj (z) e sendo os g;,, de classe C?,
determinados de modo a satisfazer, Vj?: 1,2,3,...,m, o seguinte sistema:
(i (£), w5) + M ([t (0)*) (A (), w5) + My (i () (i (8), w05) + - (3.7)
(Au,, (1), w;) = (f (), w5)

U (0) = ugm = Z agw, — ug em D(A) (3.8)
v=1

u, (0) = Uy, = Zﬁluwy —u em V (3.9)
v=1

o qual também possui sulogao. Para justificar a existéncia de solugcao do pro-
blema aproximado procedemos de forma analoga ao que foi feito no capitulo
anterior.

Note que as convergéncias acima sao devidas a densidade de V,, nos espagos

D(A) e V. Por outro lado sabemos que:

Un(t) =Y gum(t)w, € Vi,
v=1

Uy (t) = Zg;m(t)wu € Vi
v=1

U () =Y gh(bw, € Vi
v=1
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e
At (1) Zgum (Aw,) = igum(tmwu eV,
Zg )Wy, w5) = g (1) (3.10)
(Au ng (@0, w)) = A (2)
Zgym (Aw,) = Zng(t)Awa € Vi
v=1
logo

M ([[m (1) (Avmn (8), w5) = M ([[um(6)]*) Zgum v(wr; wj)]

dai obtemos
M ([t ()1 (At (£), ) = M ([t (£)[1*) X g () (3.11)

de maneira analoga para

M ([l (8)II7) (um(t), w5)

temos
My (|t (D7) (i (8), w5) = M ([ () 1*) g (1) (3.12)
agora fazendo t =0 em u,,(t) = Zgym(t)wl, eu,(t)= Zgl’,m(t)wy, segue que:
v=1
= Zg,,m(O)w,, = Z QoW = Uy, dai g,m,(0) = ag, (3.13)
= v=1
= Zg’m(o)w,, = Z Brw, = ury, dat g, (0) = 5y, (3.14)
v=1 v=1

Assim usando (3.10),(3.11),(3.12),(3.13) e (3.14), as equagbes do problema

aproximado ficam V 7 =1,2,....m:

G () + XM ([ () 1) g5 (E) + Mi([um () gim(t) + X g (£) = (F(£), w;)
gim(0) = ay;
9im(0) = B

Note que as m equacoes no sistema acima equivalem a uma EDO do tipo
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Y’ = F(Y,t) que satisfaz as condigoes do teorema de existéncia de Carathéodory,

de fato:
g®) + AMMun®Pgn®  + Mm@ + Mgt =
A ®) MmO gan(®) + MmO gen(t) + Aaghn(t) =
o) 4 A (P 4 M (P 8+ Almt) =
’ gm(0) = an ;5 91,00 = [n

9om(0) = g 5 95,(0) = [io

o) = aom 5 Gon(©) = Bim

escrevendo na forma matricial as equagoes acima, temos:

Gim(t) At 0 Gim(t)
: + M([|um(£)]1*) I ™
g;/mm(t) mx1 0 Am mxm gmm(t) mx1
1 0 Gim(t)
My (Jlum (8)]1%) : T
0 1 mxm gmm(t) mx1
Ay 0 I1m (1) (f(t), wn)
0 )\m mxm g;nm(t) mx1 (f(t)’ wm) mx1
fazendo
A1 0 ] 1 0
B = M(|lum(t)]) + My (|| (1))
0 Amo |, 0 L
A 0 [ (f(t),w1) gim (1)
P RS I
0 )\m mxm i (f(t), wm) mx1 gmm(t) mx1
Jim (1) Gim (1)
X, _ gém(t) ’ X// — gg":(t)
g;nm(t) mx1 g;/nm(t) mx1
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e também
Q1 B
Q2 512
Xo = . e X;= .
®om mx1 ﬁlm mx1

o sistema toma a forma matricial abaixo:

X"+BX+CX' =D
X(O) = XQ € X/(O) = Xl

que podemos reescrever na forma:

X'"=-BX-CX'+D
X(O) = XQ (& X/(O) = Xl

(3.15)

para transformar (3.15) em um sistema de 1* ordem, considere:

X X’ X
(8L e [E L e[
X' 2mx1 X" 2mx1 X1 2mx1

C 2mx2m 2mx1
Y (0) — Y

sendo [ matriz identidade de ordem m, 0 matriz nula de ordem m e 0* matriz

nula de ordem m x 1.

0 1 0
Fazendo F(Y,t) = [—B _Cmesz+ [ D

tema acima assume a forma de EDO desejada, que se segue:

} , temos que o dltimo sis-
2mx1

(3.16)

Y =F(Y,t)=QY + R
Yo%

Afirmacao: A EDO (3.16) atende as condigoes de Carathéodory, de fato:

i) Fixando Y, temos pela hipétese (H.1), M e M, sdo continuas, entio M (||u,,(t)|*)
e M;(||um(t)||*) sdo continua em ¢ (j = 1,...,m). Logo, —B é mensuravel em t, e
como —C é constante com relacao ¢t segue dai que também é mensuravel em ¢.
Portanto, () é mensuravel em t.

Agora para R, como f € L*(0,T;V) — L*(0,T;H) e w; € L*(Q), dai (f(t),w;) é
mensuravel, logo D é mensuravel em ¢, portanto R é mensuravel em .

ii) Fixando ¢, vamos mostrar que F' é continua em Y. Note que R é continua
em Y, pois é constante em relagao a Y. Para continuidade de QY basta mostrar

que —B é continua em Y.
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Seja IL;(Y) = gjm (j =1,...,m) a projegdo do "™ — IR que é continua. Entao

para cada t fixado temos,
Y — [lun(®)[* = ((un(t), m(1)) = (Atim(t), un(t))

Note que up(t) = gim(t)w; logo [lun ()] = D g2, M(wp,w;) = > gt e
=1 =1

=1
pode ser escrita como

Y o— Y ML)
j=1
assim,
Y o Jun(t)]

é continua para t fixo. Dai A\ M(||[un(t)]*) € Mi(]jum(t)||) sdo continuas em Y
(j =1,2,...,m). Portanto, fixado ¢, a funcao F(Y,t) é continua em Y.

iii)Seja K um compacto de E x [0,7], onde FE é o conjunto:
E={Y e R"; ||Y|gma <7vcomy >0}

Devemos mostrar que existe uma fungao real my(t) € L'(0,T), tal que:
IF (Y, E)llgems < mi(t) ¥ (Y,0) € B x [0,]

*) Denotamos por | . ||, a norma do maximo em R’

Aplicando em F(Y,t) = QY + R, temos que,
IF (Y, t)]l2mx1 < |QY |l2mx1 + [|Rll2mx1 < [|@Qll2mx2m || |2mx1 + || Rl|2mx1

mas Y € E, temos que ||Y|[2x1 < 7. Entao a desigualdade acima fica,

| F(Y, ) |l2mx1 < Y| Qllzmxzm + | Rll2mx1

Sabemos que M, M; € C*([0,);R), em particular, em [0, 7], segue que todas
as entradas da matriz —B e —C sao limitadas por uma constante. Portanto,
|Q|| < c. Em relagao a matriz R, todas as suas entradas, em valor absoluto, sao
iguais a

(£ (@), wi)| < [fllws| = 1£]
entao,

[FY, )] < ¢+ [f] = ma(t)
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note que my(t) é integravel em [0,7], pois ¢ é constante e f € L*(0,T; H). Por-
tanto, a EDO (3.16) satisfaz as condi¢6es de Carathéodory, dai existe uma

solucao u,,(t) em [0,t,,), VmeVt, <T

3.1.2 Estimativas a Priori

Como a primeira equagao (3.7) do sistema do problema aproximado é valida

para todo w;, j = 1,2,--- ,m, segue por linearidade que

(t, (£), 0) & M ([[ttn (8) %) (At (£), ©) + Ma ([t ()[1*) (s (£), v) + (At (£),0) = (3.17)
(f(t),0) '

¢é valida para todo v € V,,.

Estimativa I

Tomando v = 2u/, (t), na equagao aproximada (3.17) e observando que

(A, (1), U, () = (e (£), 13, (1)) = [z (8)]?

obtemos:
200, €)1 1))+ 2 ()] (0), 0, (O)) + 2uu O =
2 ()] (81, 18, (1)) + 2070 (1) '
note que:
200, (1), 1y (1)) = 5t (0, (1) = (1)
20t (1), (1)) = (W (0), 1 (1) = (1)
isto é,
d ! 2 2 d 2 ! 2
() Mt (0)12) (02 + 20, (1) = (319)
My () ot (61, 1 1)) 2078, 18, (1)
Seja R
J/\/[\()\): M (s)ds
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dai segue

P [leem ()] [l (£)|?
M ([l (8)[2) = / M(s)ds > / mods = mollun @I > 0 (3.20)
0 0

entao pelo teorema fundamental do cédlculo e fazendo y = ||u,,(t)||* temos:
d [— d [Y 5
=[] = 4 [ Mts)as = 2r) = (lun (o))
e pela regra da cadeia
LTl ®]2) = M (8) ) llwn @17 (3.21)
dt m - m m .

substituindo (3.21) em (3.19) e integrando-se de 0 a t <t,, <T obtemos:
[t Pas + [T s +2 [ o)1 = [ 2000606060 -
| 25 ) ). ()

dai,
[ St Pas [ S uno2ds 2 [ lPds < [ 21006) w(s)lds +
[ 2 )P 5., 5D

como 0 <my; < M;(A\) <m) VA > 0 temos que

/0 21 My (1t (5) 12) [t (), ()| ds < / 2 (tn(5). 1 (3))|ds

e aplicando na desigualdade anterior obtemos,
t d t d - t t
/ L\t (s)|2ds + / L (s [2)ds + 2 / I (s)2ds < / 21(F(s), ol ()]s +
o ds o ds 0 0
t
m, / 2 (ttm(s), e (5)) s

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar 2ab < a?+0?, resulta

/—\u \ds+/ L ()2 ds+2/ ! ( |ds</ £ (s)[2ds +
/ i (5)2ds + / ol () Pds + / i (5) Pds
0 0 0
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logo
o t t t
O + (@) 42 [ ity )Pds < [ 1)Pds+ [ i (o)Pds +
0 0 0
t t
ot [ (s) s [ ()P4 (OF + FE(Jun 0)])
0 0
note que em (3.8) e (3.9) temos as covergéncias

Uom — ug em D(A)

Ul — UL €MV
e como D(A) — V — H, entao

Ugm — Ug eMm V

Uy — U em H

portanto, devido ao fato de que M e C%([0, +00); IR) temos as seguintes con-

vergéncias em R:

[tom|| — ||uoll de onde [Jugm[|* — [Juol?
|t1m| — |u1| de onde |u1m|2 — |u1|2

M ([[omlI*) — M(|luo]l*)

assim, existem constantes positivas ¢, s, c3 e ¢, independentes de m e t, tais

que:
Mlluonl?) < o
lutml® < e
t t
ot [ un(s)Pds < e [ o)l ds
0 0
T T
| iseras < el < o
0 0
portanto

(O + T ([Jum(®)]?) + 2 / ()]s < e+ (1 + ) / () [°ds +

03/0 [ (5)1[%ds §c+65/0 (lum ()1 + llum () [1)ds
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em que ¢ = ¢, + 2 + ¢4 e ¢5 = maz{(l +m)),cs}.

Aplicando (3.20) na desigualdade anterior temos:

t t
[t ()1 + o (B) ]| + 2/0 i (s)lI*ds < e+ 05/0 ([t ()1 + [l () 1) s

e fazendo ¢s = min{l,my} segue:

[ (O + llum (D)]]* < C—C6 +/0 (Jum ()1 + ||um(8)||2)(2—2)d8

tomando ¢(t) = |ul,(t)]* + ||um(t)||* temos, usando Gronwall, que:

<5

t ¢
o(t) = [ (D)2 + [Jum(8)])? < celo ©* = cew

ou seja
lul, ()] < ¢7, Ym, VYt € [0, ) (3.22)
|lum ()] < cs, ¥Ym,Vt € [0,t,,) (3.23)
e ainda
t
/ I ()[ds < co, ¥m, ¥t € [0, ) (3.24)
0

Com as estimativas (3.22), (3.23), (3.24) e usando o teorema de Carathéodory,
podemos prolongar a solugao u,,(t) ao intervalo [0,7]. Assim, tomando o su-

premo essencial nas estimativas adequadas temos:

(Um)meN é limitada em L*(0,T;V)
(un,),eN € limitada em L>(0,T; H) N L*(0,T;V)

Estimativa 11

Tomando v = Au,,(t) na equagao aproximada (3.17), obtemos:

(U (£), At (£)) + M ([t (8) %) (At (£), A (£)) + (A, (1), A (£) - (3.25)
My ([[1tm (8)[7) (i (£), Au (8)) = (f (1), A (1))
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temos que:

(1 (1), A, (1)) = %(%(t)w‘lum(t)) (t (1), Aty (1))
(Aun(6), At (1) = 3 5 Aun (1)
(tn (), At () = (e (£), 1 (1)) = [[t1m ()
(At (1), At (£)) = | Aty (1) ]*
(tn (1), Au, () = (g, (£), 213, (£))) = [, (8)]
usando estes resultados em (3.25) obtemos
d, / 2 2 p  1d 2
77 (Um(8), At (£)) = |lug, (D)7 + M (JJun ()| Aum ()" + 5 2 [Aun ()] +

My([wn @) [wm @ = (f(2), Aun(t))
isto é,
! [2(ur (1), At (#)) + [ At (8) 2]+ 2M ([t ()]]*)| At (8) 2 + 2]y, (1) ][> +

dt
2My (||t ()P 1 (B)]* = 2(f (£), Aun(t))

integrando a dltima igualdade de 0 até t <t,, < T obtemos,
t

/0 d [2(u§n(s),Aum(s))+|Aum(s)|2} d8+/ 2M (||t (8)]|?)]| At ()| *ds +

ds 0

/0 20 ([t ()2t (5) s = / 2jul, (s) 2ds + / 2(f(s), Aty (5))ds

ou seja,
20t (), At (£)) — 21t (0), At (0)) + [ At (B)] — [ A (O) +
/0 2 ([t (3)]%)] At () P + / M ([t ()t (3) s =
/0 2[u, (s)|%ds + / 2(f(s), Aun(5))ds

dai,

Iz‘1um(15)|2+/0 2M(HM(S)||2)|z4um(f>“)\2d8+/0 20 ([[tn (3) %) | (5) | *ds <
2| (ug, (1), At (£))] + 21 (117, (0), At (0))] + | Aty (0)]* +/0 2/, (s)|1%ds +

/0 20(f(s), At (s))ds
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agora usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a elementar Q(ﬁa)(%b) <

2a® + %bQ resulta:
t t
\Aum(t)\2+2/0 M(llum(8)||2)|z4um(8)\2d8+2/0 My ([t (9)11%) [t () |Pds <
1 t
2|U§n(t)|2+§|Aum(t)|2+2|u;1(0)||Aum(0)l+|Aum(0)l2+/ 2(|ur,, (s)|Pds +
T ¢ ’
[ w@pas+ [ 1w
0 0
ou seja,
1 t t
§|Aum(t)|2+2/0 M(llum(8)||2)|z4um(8)\2d8+2/0 My ([t (8)[1?) 1t ()| Pds <
¢ T
2§, (O + 2l Aton| + [ Ao +2 [ uty(9)Pds+ [ 11(5)Pds +
0 0

t
/ |Aum(s)|2ds
0

das estimativas (3.22), (3.24) e usando as convergéncias de u;,, € ug,, podemos

concluir que existe uma constante c; tal que
t T
20u! (1)|* 4 201 || Atiom| + |Atgm|® + 2/ 2! (s)]|%ds —I—/ |f(s)|%ds < c3  (3.26)
0 0
aplicando (3.26) na desigualdade acima obtemos:
1 t
§|Aum(t)|2 <c3 +/ | Ay, (5)]%ds
0
e usando novamente o lema de Gronwall segue que:
| A, (B)] < ¢qy, Ym, YVt € [0,t,,) (3.27)
portanto, tomando o supremo essencial temos:
(Auy,) € limitada em L*(0,T; H) (3.28)
com as limitagoes (3.23) e (3.27) conseguimos mostrar que:

(Um) € limitada em L*>(0,T; D(A)) (3.29)
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Estimativa III

Tomando v = v/ () na equagao aproximada (3.17), obtemos:

(i (), 1 (£)) + M ([ (8) 1) (At (8), 2077, (£)) + M ([[tn (8) 1) (i (8), w7 (2)) +
((up (8), (1)) = (f (1), un (1))

ou seja,
2C|lUL’n(t)|2+2M(||um(t)!|2)(z4um(t),u;(t>)+2M1(||um()H ) (i (1), g (1)) +
Tl (O = 2(£(1), uin(2)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a ¢, temos

2 [ (s + [ OIF < [, O)1 +2 [ 1M )| At (5) (5] ds +
2 [ M ()P a5 i )ds + 2 [l

note que 2ab < a? +b? que equivale a 2\/_ab = 2(\/_a)(% ) < 2a® + $b?, e como
|tm(s)] < erl[um(s)]| dai

2 [ s (1 < P 2 [ 1Ml () A 5) | +
5 [ s 268 [ 1RGPl + 5 [ o) +

2 [ s+ [ o)

Sabemos que uy,, é convergente, e também que pelas estimativas (3.23) e
(3.27) e do fato de que M, M; € C'([0,+o0)) podemos concluir que existe uma

constante positiva ¢, independente de m e t, tal que
t t
3
2 [ Jui o) Pds + [, O < 5 [ lud(o)Pds
0 0

ou seja,
1 t
: / W (s)Pds < ¢ ¥m, ¥t € [0,T] (3.30)
0
logo

(u) é limitada em L*(0,T; H)

m
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3.1.3 Passagem ao Limite
Das estimativas anteriores temos
(Up,) é limitada em L*°(0,T; D(A))
(ul,) & limitada em L°°(0,T; H)N L*(0,T;V)
(u”) é limitada em L*(0,T; H)
usando o teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki e observando que L?(0,T; H) é

Hilbert, podemos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos a deno-

tar por (u,,) tal que:

U, — w em L>(0,T; D(A)), fraco* (3.31)

u, —u em L>(0,T;H), fracox (3.32)

ul —u' em L*(0,T;V), fraco (3.33)

u! — " em L*(0,T; H), fraco (3.34)
usando o fato de que L>(0,T; D(A)) — L*(0,T; D(A)) e (3.31), segue que

U — u em L*(0,T; D(A)), fraco
isto é,
(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0,T; H) (3.35)

de forma analoga, deduzimos que

(A, w) — (Au,w), Yw € L*(0,T; H) (3.36)

(! w) — (u",w), Yw € L*(0,T; H) (3.37)

Convergéncia dos termos nao-lineares
Por (3.31), (3.32) e pelo fato de que L>(0,7; X) — L*(0,T;X) com X Hilbert
segue que
() é limitada em L*(0,T; D(A))
(ul) & limitada em L*(0,T;V)
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pelo lema de compacidade de Aubin-Lions, com By = D(A), e B= B; =V, po-
demos extrair uma subseqiiéncia de (u,,), que continuamos denotando por (u,,),
tal que u,, — u forte em L*(0,T;V). Dai temos que ||u,,(t)|| — |[u(t)| em L*(0,T).

E passando a uma subseqiiéncia (u,,), se necessirio, podemos supor que
um () |I* — |lu(t)]]?, quase sempre em [0, T]
sendo M continua, temos
M (||lum @)[]?) — M(||u(®)|]?), quase sempre em [0,T)] (3.38)

além disso, de ||u,()]|? < ¢ segue que M (|lu,(t)||?) < 7 sendo T = max{M(\) :
0 <A< |lun(t)]|?}, portanto V 0(t) € L?(0,T) temos de (3.38)

M([lun(®P)O(E) — M(u(®)P)6(t), quase sempre em [0,T]
note que:
M(Jun(®)]?) <7 < / M([lum(®)]P)0(0)dt < / b(t)dt < e

pois 0 € L*(0,T) c L*(0,T).
Desses dois tltimos resultados, e usando o teorema da convergéncia domi-

nada de Lebesgue, obtemos
T T
| MUunoede [ d(luePice vo e 120,7)
0 0
ou seja,
M([lun @) — M([[u(t)|]*) em L*(0,T) (3.39)
de (3.35) segue que
(Aup,(t),v) — (Au(t),v) em L*(0,T), Yo € V,,, com mq fizo (3.40)
usando (3.39) e (3.40), concluimos V0 € L*(0,T); Vv € V,,, que
T T
| M@ A0 000 — [ M)A 000
assim mostramos para 6 € D(0,T) C L*(0,T) que

M ([l (O)*) (Aum(t),v) — M([u(t)l*)(Au(t),v) em D'(0,T); Yo € Vi, (3.41)
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e como V,, é denso em V logo Vv € V.

De maneira analoga obtemos

Mi(Jum@)I1*) = Mi(u(®)]*) em L*(0,T) (3.42)
e também
(U, w) — (u,w), Yw € L*(0,T; H), (3.43)
dai,
(U (t),v) — (u(t),v) em L*(0,T), Yv € V,,,, com mqy fizo (3.44)

portanto de (3.42) e (3.44) obtemos
M ([ (O1) (i (8),v) = My([[u()[*)(u(t), v) em L*(0,T); Vv € Vi, (345)

e como V,, é denso em H logo vale para todo v € H.

Multiplicando (3.7) por 6(t) € D(0,7T) e integrando de 0 a 7', temos:

lA u#xwfwe@xu+14 M (o (£)2) (At (8), 0)B(E)dE +
/0<Au;ﬂ<t)7v)9(t)dt+/o M1(||um(t)H2)(um(t),v)@(t)dt: (3.46)
A(ﬂmeWh

tomando o limite na expressao acima, quando m — +oc e usando (3.36), (3.37),

(3.41) e (3.45) temos

/(wm )6 w+/zww>nm%m 0)B(t)dt +
/zmen <>>ww+£cmwmwmﬁ:

/ (f(t),v)0(t)dt VY8 € D(0,T) C L*(0,T) e Yv € V.
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note que:

d

/(U”(t),v)9(t)dt=(U’(t),v)9(t)oT—/0 ('(t), 0)#"(t)dt = (= (w'(t), ), (1))

M([[u(®)]1*) (Au(t), v)0(t)dt = (M ([Ju(t)[*) (Au(t), v), 0(t))

0

/0 My ([lu(®)1%) (u(), v)0()dt = (M ([lu(t) ) (u(t), v), (1))
/ (Au'(t), 0)0(t)dt = ((Au'(1), v),0(t)) = (((/(2),v)), 0(t))

/O (f(t),0)0(t)dt = ((f(t),v),0(t))
logo

d

(2 ('(),0), 6(t)de) + (M(|[u(t)*) (Au(t), v), () + (Mr([u(®)*)((t), v), 6(1)) +

(@' (2),0)),0(t)) = {(f(t),v),6(t)) VO(t) € D(0,T) Vv eV

dai

%(U'(t), v) + M(|lu)[*)((u(t), v) + Mi([u(®)]*) (u(t), v) + ((u'(t),v)) = (f(£),v)
em D'(0,T) e Vv € V.

3.1.4 Condicoes Iniciais

De resultados anteriores temos que

ue L¥(0,T; D(A)) — L*(0,T; D(A))
u' € L0, T; H)NL*(0,T; V)
u” € L*(0,T; H)

e usando resultado de regularidade, concluimos que

u € C°([0,T); V)
u' € C°([0,T); H)
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de forma que, u(0), v'(0) fazem sentido. Considere § € C*([0,7T]), com §(0) =1 e
9(T)=0eveV. Como

ul, —u' em L*(0,T;V) (3.47)
segue que,
(g, w)) — (', w)),Yw € L*(0,T; V)
tomando w(t) = 0(t)v, v € V e integrando de 0 a 7', temos
T T
| s — [ (o
0 0
isto é,
T d Td
| Stmonena— [ Liwo.ooma (349
o dt o dt
usando a integragao por partes em ambas as integrais de (3.48), resulta

—((um(o)jv))—/o ((um(t)>v))9’(t)dt—>—((U(O)w))—/o ((u(t),v)0'(t)dt  (3.49)
de (3.31), obtemos que

/0 (U (1), v))pdt — /0 ((u(t),v))edt,Yv € V,Yo € L'(0,T)

((um(0),v)) = ((u(0),v)), Vv eV (3.50)
U (0) = wom — ug em D(A) — V
entao

((um(0),v)) = ((ug,v)),Yv € V (3.51)
de (3.50) e (3.51), obtemos
((u(0),v)) = ((uo,v)), Vv € V
dai u(0) = wuo.
Para provarmos que u/(0) = u;, usamos as convergéncias (3.9) e (3.32), e

procedendo de forma analoga, assim obtemos
((W'(0),v)) = ((w1,v)), Vv € H

logo u/(0) = uy.
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3.1.5 Unicidade

Considere u e v fungoes de [0,7] em H solugGes do nosso problema (3.1) nas

condigoes do Teorema, e considere w(t) = u(t) — v(t). Entao,

w € L>(0,T; D(A)) (3.52)
w' € L0, T; H)N L*(0,T;V) (3.53)
w” € L*(0,T; H) (3.54)

w” () + M([Ju(®)|*) Au(t) + M(|lv(t)[*) Av(t) + Mi([Jut)]]*)u(t) —
My ([[u()||P)v(t) + Aw(t) = 0 (3.55)
w(0) =0 e w'(0) =0

somando e subtraindo os termos M (||u(t)||?)Av(t), M (||u(t)]|*)v(t) em (3.55); e

agrupando os termos comuns como Aw(t) = Au(t) — Av(t) obtemos:

(t? + [M([lu(t)]?) + 1] Aw(t) + [M(IIU(lt)IF)2 - M(Hv(()t)llz)]Av(tH

M) |2)e®) + M) = M@l = (3.56)

sendo M, M; € C*([0,+oc)) podemos usar o Teorema do Valor Médio em (3.56)

para obter

(t? + [M([Ju(®)]*) + JAw(t) + M (&) [[lu(t)[|* = o(@)[[]Av(t)+

M ([Ju(®)||?)w(t) + M (&) [|[ult)]]? — [Jo@)|[*lv(t) = 0 (3.57)

em que & e ; pertencem ao intervalo aberto com extremidades [|u(t)||? e [|v(t)|?.
Pela regularidade da solugao obtida, podemos fazer o produto interno de (3.57)

com 2w’ € L*(0,T;V) pois w’' € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) portanto

(w"(8), 2w'(8)) + [M(lu(t)[*) + 1] (Aw(t), 20'(t)) + Mi([[u(®)[I*) (w(?), 2w'(1) +

M) [lu)]” = To®IP)(Av(t), 2w (1)) + Mi (&) [lu®)[* = @) *)(v(t), 20/ (t)) = 0
ou seja

%Iw’(t)l2 +[M(lu(®)]*) + 1]%|lw(t)ll2 +2M (&) [[u@®)|* = [lv()[P](Av(t), w'(t)) +

Ml(||u(t)||2)%|w(t)|2 +2M5 (&) [u(®)I* = o) 7] (v(t), w'(t)) = 0
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usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

d ’ 2 2 d 2 2 d 2

21 OF + M [u@F) + 1 [lw®)]" + Mi([[u®)]") 7w <

< 2IM" (€D lu@® = o@D (lu@l + o@D Av@)|[w'(E)] + (3.58)
2[Mi () u(I = o@D Ul + o@D (@) |w' ()]

note que v,u € L>(0,7;D(A)) e D(A) — V — H dai

@I = llo@N < flu(t) = v@) = [lw(@)]
Hu@I + oIl <T@l + lo@)] < &
[M (&) Av(t)] < e

( |
| Mi(&)l[v(@)] < ¢

assim aplicando em (3.58) temos
d / 2 2 d 2 2 d 2 /
21w @OF + [M([u@F) + 17wl + M(lu@)F) Zlw @) < 2cok|w@)lllw’ ()] +

2erklw(t)[|w'(t)]

tomando ¢, = max{2¢yk, 2c,k} e aplicando a desigualdade elementar 2ab < a? + b?

obtemos

d I 2 2 d 2
[ OF + M([u@)P) + U= lw@] + M(lu@)]*) 2 Iw()l <

callw(®)I* + |w' ()]

dai segue que

%{Iw/( B + [M([lu®)[*) + Dllw® + M ([Jult )||2)\w(t)\2} < ex{[lw®* + [0/ (O} +

M (JJu(t)]J* )II—IIU( IPHw @1 + [Mi(le@) )] ||U( WP lw(®)]* =
ea{llw(®)I* + [w ()1} + 21 ([Ju@®) )1 ((ul), ' (¢ )))|||w(1t)||2 +
2| M ([[u@®) I (), w' ()| Jw(t)]?

novamente usando Cauchy-Schwarz e 2ab < a® + b?, segue que

%{Iw’(tﬂ2 + M (@) + w1 + Mi(lu@®l*)w(®)} < ex{llw®)* + [w' (@)} +
1M (I (@l + [l O w1 + 25 (a1 A1 + [l @) o @)
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sendo u € L>(0,T;D(A)) entao u € L*>(0,7;V). Dai segue que [u(t)||* varia
em [0,c3] e como M e M’ sao continuas, entao |M'(||u(t)|?*)] e |M;(]lu(t)]|?)| sao

limitadas em IR. Temos também que v’ € L>(0,T; H) N L?(0,T;V) logo:

%{Iw’(t)l2 + [M([[u@®)*) + lw®O* + My(lu@)[I)w®)*} < ex{llw@]* + [w' (6]} +
callw()|* + eslw(t)]?

ou ainda

%{\w’(t)\2 + M (@) + llw® 1 + Mi([u@®)]*)w®)*} < csllw®)]* +
calw'(8)[* + es|w(t)[?

tomando ¢; = max{cs, ¢, 2} e integrando de 0 a t, obtemos

[w' (O + M ([u®)]1*) + Ullw@®I* + Mi([lu@) ) w®)]* < [w'(0)]* +
(M ([u(0)]%) + 1w (0)[* + M ([u(0) ") [w(0)]* + 07/0 (lw(s)I” + [w(s)* + [w'(s)*]ds

de (3.55), e das hipé6teses sobre M e M;, obtemos
t
[w' () + molw(®)||* + ma Jw(t)|* < 07/ {lw(s)I? + lw(s)] + |w'(s)[*}ds
0
tomando my = min{1, mg, m;}, temos que
t
Cr
' ()] + [lw(®)|]” + hw(t)]” < 52/0 [llw(s)I? + [w(s)* + [w'(s)[*)ds
usando a desigualdade de Gronwall (note que o = 0), concluimos que
' ()] + [lw(®)]* + [w(t)]* = 0

dai |w(t)| =0, ou seja, w(t) = 0. Logo, u(t) = v(t), Vt € [0, T].
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Corolario 3.1.1 (Aplicagao). Considere V. = H}(Q), H = L*(Q), com Q um aberto
do R™, limitado e com fronteira T' regular, entao A = —/\, D(A) = H}(Q) N H*(Q) e

obtemos:

L. w € L0, Ty; Hy (Q) N H*(Q))

cu' € L0, T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(S2))

u" € L*(0, Ty; L*(Q))

(' (1), 0) + M(|Vu(t)*)(Vu(t), Vo) + Mi(|Vu(t) ) (u(t), ) + (' (t),v)) =
),v) em D'(0,Ty),Yv € Hi(Q)

Ll

d
dt
(f(t

5. u(x,0) =ug e u'(x,0) = uy, comx € Q.

Demonstracao: Imediata. Basta utilizar o Teorema 2
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Consideracoes Finais

Ressaltamos que os resultados apresentados nesta dissertacao de mestrado,
sao inéditos e relevantes na area de EDP nao lineares em dominios limitados.
Gostariamos de destacar que as técnicas utilizadas neste trabalho, se apli-
cam a diversos problemas de EDP abstrato nao-linear, os quais pretendo dar
continuidade nos referidos problemas, visando o doutoramento em EDP. Tais
problemas foram conjecturados pelo meu orientador Prof. Dr. Jorge Ferreira,
por exemplo, estudar um sistema acoplado nas nao linearidades, e tentar ob-
ter resultados de sobre a existéncia de solucao local e Global, decaimento
exponencial e polinomial, estudar a solvabilidade do problema estudado nesta
dissertacao e do mesmo sistema mensionado acima, porém em dominio com
fronteira moével, dominios exterior e outros tipos de dominios, entre outros

problemas que irao aparecer.
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