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Resumo

CARVALHO JR., José Gracildo de. Grafico de Controle de Regressao Estrutural. 2006.
Dissertagao (Mestrado em Matematica e Estatistica)-PPGME/UFPA, Belém - PA, Brasil.

O objetivo deste trabalho é propor uma ferramenta do controle estatistico da qualidade
e de modelos de regressao com erro nas variaveis estrutural, baseado nos erros de medida
das varidveis analisadas ao longo de um processo. Desenvolveu-se ao longo deste trabalho
uma metodologia atribuida a variaveis sujeitas a erros de medida, além da proposigao de
trés estimativas para o utilizadas para a construcao e desenvolvimento dos trés respec-
tivos graficos de controle de regressao estrutural através dos resultados tedricos obtidos.
A teoria desenvolvida mostrou-se eficaz e relevante para o monitoramento de processos
onde haja erro de medicao na varidvel independente. Verificou-se também, que as esti-
mativas de minimos quadrados para o modelo classico de regressao sao inconsistentes e
viesadas, quando utilizadas no modelo com erro nas variaveis, fato pelo qual, apresentam-
se estimativas consistentes e nao viesadas para os parametros do modelo proposto. Dentre
os graficos de controle da qualidade desenvolvidos verificou-se que, quando as estimati-
vas de o utilizadas sao baseadas no erro padrao sobre a reta de regressao ajustada, no
erro padrao sobre a esperanca condicional de Y dado X e no erro padrao sobre um valor
predito da variavel dependente, que estes graficos monitoram satisfatoriamente proces-
sos relacionados as mais diversas dreas do conhecimento cientifico. Tabelas comparativas
entre estimadores classicos de regressao e estimadores admitindo-se erro de medi¢ao na
variavel independente sao apresentadas, onde se verificou a incapacidade de tais esti-
madores classicos em detectar de forma significativa os erros na variavel independente
quando o tamanho da amostra observada aumenta. Testou-se a metodologia proposta no
escopo deste trabalho em dados da literatura, assim como em dados reais, constatando-
se assim sua plena aplicabilidade. Finalmente apresentaram-se trés novas ferramentas
graficas do controle estatistico da qualidade combinado com o modelo de regressao com
variaveis sujeitas a erros de medida.

Palavra-Chave: Controle Estatistico da Qualidade, Graficos de Controle de Regressao e
Modelo Estrutural.



Abstract

CARVALHO Jr., José Gracildo de. Control Charts of Structural Regression. 2006. Thesis
(Master in Matematic and Statistic) PPGME/UFPA, Belém - PA, Brazil.

The objective of this work is to suggest a statistical quality control tool and regression
models with error in the structural variables based on the measure errors of the analyzed
variables through the process. It was developed in this work an imputed methodology
to variables submitted to measure errors besides the proposition of three estimates for
used to the construction and development of three respective control charts of structural
regression through the obtained theoretical results. The developed theory showed efficient
and relevant to the processes accompaniment where there is measurement error in the in-
dependent variable. It was also verified that the minimum square estimates to the classic
model of regression are inconsistent and biased where used in models with errors in the
variables where presents consistent estimates and do not biased to the parameters of the
proposal model. Among the developed quality control charts verified that when the used
estimates are based on standard error on the adjusted regression line, in the standard
error on the conditional mean of Y given X and in the standard error on a predict value
of the dependent variable that this charts observe processes related to several areas of
scientific knowing. Comparing tables between classic estimators of regression and estima-
tors admitting measurement error in the independent variable are presented where it was
verified the incapacity of such classic estimators in detecting of significant form the errors
in the independent variable when the observed sample size increases. It was tested the
propose methodology in this work in literature data, so as in real data. So, it was evi-
denced its complete applicability. Finally, it was presented three new graphic tolls of the
statistical control of quality combined to the regression model with variables submitted
to measurement errors.

Key Words: Statistical Quality Control, Regression Control Charts and Structural Model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Principais Consideracoes

H&a tempos os métodos estatisticos tornaram-se ferramentas relevantes nos estudos e
levantamentos de fendmenos nas mais variadas areas do conhecimento, como por exemplo:
na saude, na agricultura, na economia, nas engenharias e na administragao, contribuindo
de forma significativa para a solucao de problemas e para a melhoria e aperfeicoamento
destas areas. Em aplicagoes industriais, dentre os diversos métodos estatisticos destacam-

se a Analise de Regressao, Planejamento de Experimentos e o Controle Estatistico da

Qualidade (CEQ).

“O objetivo principal do CE(Q é monitorar o desempenho de processos ao longo do
tempo e detectar eventos incomuns que influenciam as propriedades determinantes da
qualidade do produto final. Uma vez encontradas as causas especiais responsaveis pelo
evento incomum, melhorias no processo e na qualidade dos produtos podem ser sugeridas”

(Montgomery, 2001).

O monitoramento do processo é realizado observando-se a caracteristica (variavel) da
qualidade, que é expressa na maioria das vezes em termos de uma medida, por exemplo,
o diametro de uma peca, o tempo médio de determinado servigo, e assim por diante.
Antecipar-se a diversas ocorréncias que por ventura venham a ocasionar alteracoes em
um processo, induzindo-o a uma estabilidade no sistema avaliado é de fundamental im-
portancia. Para isso, faz-se necessario, prever estes acontecimentos que certamente oneram
os custos de producao. Tais previsoes s6 poderao ser efetuadas, caso o processo analisado
tenha alguma relacao entre as caracteristicas mensuradas. Uma vez detectado o relaciona-
mento, deve-se entao encontrar uma expressao quantitativa, que revele a relacao numérica

entre fatos, e que, conseqiientemente, possa explicar os fendmenos que geralmente ocorrem.



1.1 Principais Consideragoes 2

A definicao do modelo matematico adequado que reflita a relacao existente entre os
diversos fenomenos pode propiciar a real possibilidade de interpretar a situacao, além de
significar a obtencao de estimativas e previsoes de ocorréncias futuras. Constata-se na
pratica a existéncia dessa relagao entre duas ou mais variaveis, estabelecendo-se a partir
disso um modelo entre as varidveis avaliadas no processo. O modelo de regressao linear
simples é a forma mais simples de equacionar essas relacoes, a qual pode ser formalmente

descrita em Neter et al. (1996), como
YZ:O{—f—ﬁXz—f—ZE“ i:]_,...ﬂ’L, (]_]_)

onde X é uma variavel independente, com valores fixados, Y é uma variavel dependente,
a e [ sao os parametros desconhecidos da regressao, ¢;, ....., £, S0 0s erros estocdsticos
independentes e identicamente distribuidos com média zero e variancia constante o2. Na
pratica, mesmo com os constantes avangos tecnoldgicos nos procedimentos de mensuracao,
nao ¢ realista supor que a variavel X seja medida sem nenhum erro. Neste caso, tém-
se os chamados Modelos com Erros nas Varidveis (MEV), que alguns autores preferem
utilizar somente a nomenclatura: Modelo Funcional (quando X é considerado fixo), Modelo
Estrutural (quando X é considerado uma variavel aleatéria) e Modelo Ultraestrutural (uma

combinagao dos dois modelos, dependendo da forma de apresentagao da varidvel X).

Fuller (1987) apresenta diversos exemplos deste tipo de modelo, de onde destaca-se a
relagdo entre o rendimento de milho (y) e nitrogénio disponivel na terra (z), no Estado de
Iowa, no Estados Unidos. Para estimar o nitrogénio disponivel na terra (z), é necessério
tirar uma amostra de terra do conjunto experimental e executar uma anélise de laboratorio
na amostra selecionada. Como resultado da amostragem e da analise de laboratorio, nao
se observa o valor de z, mas sim uma estimativa de z. Entao, representa-se o nitrogénio
observado pela variavel X, onde o verdadeiro valor do nitrogénio é dado por z = X + 9,
e 0; é denotado como o erro de medida introduzido na amostragem e na analise de
laboratdrio. Como é observado por Fuller (1987, pg. 2-3), é importante destacar que o tipo
de coleta dos dados de nitrogénio da terra permite duas interpretagoes dos verdadeiros

valores de z.

CARVALHO Jr., J.G. PPGME/UFPA



1.2 Importancia e Justificativa do Trabalho 3

“Numa primeira interpretacdo assume-se que os campos (setores), sdo conjuntos de
terras experimentais administrados pela estacao experimental, de forma que produzam
niveis diferentes de nitrogénio da terra, nos diferentes campos. Por exemplo, se os campos
fossem amostras aleatorias das fazendas, do Estado de lowa, entao os verdadeiros valores
de nitrogénio na terra poderiam ser tratados como varidveis aleatérias. Caso contrario,
poderiam tratar o verdadeiro, mas desconhecido, nivel de nitrogénio nos diferentes campos

como sendo fixo.” (Fuller, 1987, pg. 2-3)

Esses erros de medida tanto podem ocorrer nas variaveis dependentes como nas inde-
pendentes. No caso deles ocorrerem apenas na variavel dependente, podem ser tratadas
por métodos convencionais, sendo detectados automaticamente através dos residuos. Ja
nos casos em que os erros ocorrem também nas variaveis independentes, eles devem ser
tratados através de métodos de estimagao, diferentes dos convencionais. Segundo Almeida,
(2003), pg. 26-32, em situagoes deste tipo, os efeitos dos erros de medida sobre os esti-
madores dos parametros de regressao tornam estes estimadores inconsistentes* e viciados',

afetando também os testes de hipoteses e os intervalos de confianga.

1.2 Importancia e Justificativa do Trabalho

A importancia deste trabalho caracteriza-se devido ao fato da metodologia de regressao
com erro nas variaveis ser inovadora para a construcao de graficos de controle, diferente-
mente do que foi apresentado por Mandel (1969), com o gréafico de controle de regressao
classico e por Almeida (2003), com o gréfico de controle de regressao funcional, pelo fato,
do grafico de controle de regressao estrutural considerar a varidavel independente sujeita
a erro de medida, como sendo uma variavel aleatéria, diferentemente dos dois gréficos
de controle anteriores. Devido a este fato obtem-se assim, um monitoramento dos pro-
cessos com maior eficiéncia, do que os graficos de controle de regressao convencionais, e,
no sentido de produzir uma menor probabilidade de alarmes falsos, (alarmes estes sendo
detectados quando o processo nao esta fora de controle estatistico) que nao levam em

conta o erro de medida na variavel independente.

* Veja mais detalhes no Capitulo 2, definicio 2.2.
f Veja mais detalhes no Capitulo 2, definicao 2.3.

CARVALHO Jr., J.G. PPGME/UFPA



1.3 A Hipodtese Béasica da Dissertagao 4

Finalmente, neste trabalho serd considerado o problema reportado anteriormente em
Analise de Regressao Simples, com o uso do Modelo Aditivo Estrutural, em que tal teoria
sera combinada com a teoria de graficos de controle, para a obten¢ao de uma nova proposta
metodoldgica que identifique anormalidades nos processos, através de graficos de controle

de regressao.

1.3 A Hipotese Basica da Dissertacao

Parte-se da hipdtese de que o grafico de controle de regressao estrutural apresentara
resultados mais precisos e menos sujeitos as imprecisoes causadas pelos erros de medida

associado a variavel independente.

1.4 Definicoes dos Objetivos

1.4.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho é desenvolver o Grafico de Controle de Regressao Estrutural

(GCRE).
1.4.2 Objetivos Especificos
Os objetivos especificos desta dissertacao sao:

e Apresentar o modelo com erros aditivos nas variaveis para o Modelo Funcional,

Estrutural e Ultraestrutural;
e Apresentar estimadores consistentes para o Modelo Aditivo Estrutural;

e Apresentar o intervalo de previsao para o monitoramento da variacao média de y,

para o modelo aditivo Estrutural;

e Testar a metodologia grafica proposta no escopo do trabalho, através de exemplos

da literatura e de uma aplicagao real.

1.5 As Limitacoes do Trabalho

As limitacoes encontradas ao longo do trabalho sao apresentadas a seguir:

CARVALHO Jr., J.G. PPGME/UFPA
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e Falta de aplicativos para modelos com erros nas variaveis e de Graficos de Controle

de Regressao;

e Escassez de material bibliografico referente ao Gréafico de Controle de Regressao.

1.6 Estrutura do Trabalho

Esta dissertacao encontra-se dividida em seis capitulos, a saber: capitulos:

e Capitulo 1: apresenta a introducao, importancia do trabalho, objetivo e as limitacoes

do trabalho;

e Capitulo 2: desenvolve-se um estudo tedrico sobre, modelos com erro nas variaveis
e de graficos de controle, procurando destacar os principais autores e suas con-

tribuigoes;

e Capitulo 3: dedica-se ao estudo do Modelo Estrutural com a suposicao de norma-
lidade e o conhecimento de uma das variancias. Também sao apresentados os esti-

madores consistentes dos parametros da regressao e seus limites de confianca;

e Capitulo 4: mostra o grafico de controle de regressao, abordando-se a fundamentagao

tedrica e um exemplo prético, publicado por Mandel (1969), é apresentado;

e Capitulo 5: traz a proposicao de uma metodologia para a construgao do Gréfico de
Controle de Regressao na presenga de erros nas variaveis, denominado de (GCRE)

e aplicagoes em trés bancos de dados desta teoria desenvolvida;

e Capitulo 6: apresenta as consideracoes finais e sugestoes para trabalhos futuros.

No proximo capitulo se fard uma revisao da literatura sobre os modelos com erros nas
variaveis e graficos de controle, buscando-se dar referéncias e defini¢oes basicas sobre os

assuntos pertinentes a dissertacao.
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Capitulo 2

Revisao da Literatura

Neste capitulo faz-se uma descri¢ao da teoria do Modelo de Regressao com Erros nas
Varidveis (MEV), em seguida apresenta-se uma visao geral sobre gréficos de controle e,

conseqiientemente, o grafico de controle de regressao é apresentado.

2.1 - Idéia Geral do Modelo com Erros nas Variaveis

Toda medicao é passivel de erro, e como tal, este é o argumento mais forte para se
acreditar que eles estejam sempre presentes em qualquer processo de medicao. Da teoria
classica de regressao, sabe-se que o modelo de regressao considera que as variaveis in-
dependentes X; sao medidas sem erros e, conseqiientemente, toda a sua formulacao esta
baseada nesta idéia, e nao pode ser aplicada a modelos que contenham variaveis com
erros de medida. Segundo Miazaki e Monteiro (1993), este tipo de problema é bastante
antigo na andlise de regressao linear (ou nao linear) e ainda hoje ele continua merecendo
atencdo como mostram os trabalhos de Nascimento (1983), Fuller (1987), Cheng e Van
Ness (1999), Carroll et al. (1985) e Almeida (2003), que tratam deste tépico, denominado

de modelo com Erros nas Varidveis.

Os Modelos com Erros nas Variaveis sao uma generalizacao dos Modelos de Regressao
padrao. Supondo um Modelo de Regressao, onde as variaveis U; e y; sao quantidades nao
observéaveis e estao relacionadas através da equagao linear apresentada por Moram (1971),

como

ylza+/8Ul7 iz]‘?"'?”’ (2'1>

onde « e (3 sao parametros desconhecidos. Porém nem y e nem U sao observados direta-

mente, de modo que os valores observados sao X; e Y;, onde

)/i =1Y; + &;, 1= 17 ey N, (22)
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Ui :XZ—(SH 1= 1,...,?7,, (23)

sendo os €; e 0;, © = 1,...,n, conhecidos como erros de observacao, e considerados mutua-
mente independentes e identicamente distribuidos com média zero e variancias finitas o2

e 03, respectivamente.

A modelagem apresentada pelas Equagoes (2.1)-(2.3) leva em conta o fato de que toda
medida geralmente contém erros, quer sejam provocados pelo instrumento de medicao,
pelo operador ou por fatores externos (como por exemplo, variagdo na temperatura).
Cheng e Van Ness (1999) mostram exemplos onde varidveis com erro de medida sao
apresentadas. Almeida et al. (2001) demonstram o uso do modelo com erros nas variaveis,
mais especificamente o modelo Funcional, que é aplicado a um experimento de calibracao,
onde se propoem varios estimadores para obtencao do desconhecido valor de U. Almeida
(2003) apresenta graficos de controle aplicados ao Modelo com Erros nas Varidveis, mais
especificamente ao Modelo Funcional, onde se propoem estimadores para obtencao do
desconhecido valor de U, além de uma metodologia inédita quanto a utilizacao no Controle
Estatistico da Qualidade, combinado com o Modelo de Regressao em varidveis sujeitas a

erro de medida.

Outras denominagoes sao utilizadas para o modelo de Moram (1971) apresentado nas
Equagoes (2.1)-(2.3). Sprent (1990), por exemplo, os trata como “regressao com erros em
7r’e “regressao com erros nas variaveis”. Atualmente alguns autores utilizam somente a
nomenclatura: Modelo Funcional, Modelo Estrutural e Modelo Ultraestrutural, depen-

dendo da forma como a variavel U é apresentada.

Hwang (1986) substituindo X; = U;d;, @ = 1,...,n., na equagao (2.3), isto é, os erros

deixam de ser aditivos e passam a ser multiplicativos, apresenta o modelo multiplicativo.

Note que se pode reescrever os modelos dados nas Equagoes (2.1)-(2.3), como

ou
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onde y; =¢; — (0;, 1 =1,...,n.

Verifica-se que este nao é um modelo de regressao tradicional, pois X; é aleatério
para qualquer modelo com erros, e também X esta correlacionado com o erro v;, isto é,
Cov(X,v) = —(3c%. Caso sejam utilizadas estimativas de regressio ordindrias (minimos
quadrados) em varidveis com erros de medida, isto implicard em estimativas inconsis-
tentes. Como comprovacao desta afirmagao, sao necessarias algumas definigoes basicas da
teoria assintética, que podem ser encontradas em livros textos de Estatistica, como por

exemplo, Leite e Singer (1990) e James (1996), destacando-se

Definicao 2.1 - Uma seqiiéncia de varidveis aleatérias { X, }, n = 1, 2, 3,..., converge

em probabilidade para uma variavel aleatéria X, se para todo ntimero real € > 0,
P(|X, — X|>¢) — 0; (2.6)
quando n — oo. Notacao: X, — X ou Pi,X, = X.

Alternativamente, a Equagao (2.6) pode ser expressa como

lim P(|X, — X| <¢) =1 (2.7)
ou
lim P(|X, — X| > ¢) = 0. (2.8)

Essencialmente, X,, —— X significa que, para todo “n”suficientemente grande, X,, e X

sao aproximadamente iguais com alta probabilidade.

Definicao 2.2 - Estabelecendo #,, um estimador de um parametro, 8, baseado sobre uma
amostra de tamanho n, isto é, 0,, = 0,,(x1, ..., x,). Quando o tamanho da amostra aumenta,
a seqliéncia de estimadores, {6, }, é dita ser consistente se para qualquer constante € > 0,

tem-se que

Py(|6, — 0] > &) — 0 (2.9)

com n —— OQ.
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Segundo Almeida, (2003), Cap. 2, se 6 é um vetor, entao |§n — 0] é substituido por H@L -
0||. Por conseguinte, um estimador é dito ser consistente, quando o tamanho da amostra
cresce para 0o, a estimativa converge em probabilidade para o verdadeiro parametro.
Geralmente, considera-se consisténcia uma exigéncia minima (condigdo necessaria) para

um estimador.

No caso da estimacao de algum parametro de interesse a consisténcia implica uma
crescente proximidade entre os valores do estimador e o verdadeiro valor do parametro
com o aumento do tamanho amostral. Esta proximidade pode ser definida como uma
distancia conveniente entre o estimador e o parametro, o conceito de consisténcia esta
relacionado com a forma segundo a qual essa distancia converge para zero, quando o
tamanho da amostra cresce. “O minimo que se pode exigir de uma estatistica empregada
em alguma regra de decisao é que suas flutuagoes aleatérias diminuam a medida que o
tamanho amostral aumente ou, em outras palavras, que ela seja consistente” (Leite e

Singer, 1990).

Portanto, no modelo de regressao com erros nas variaveis, as estimativas de a e 3 obtidas

do modelo de regressao classico, por minimos quadrados dadas por

a,=Y —3,X (2.10)

~  Sxy
q

~ Sxx

_ Yo (Xi—X) (Yi-Y)
Z?:l (Xi - 7)2
Z?:l XiY; _ (Z?:l Xi> <Z?=1 Yi>

=" n n (2.11)

n n 2
Zi:l Xz2 _ (Zi:l Xz)

n n

sao Inconsistentes.
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Para provar a inconsisténcia de (2.11), deve-se considerar o modelo definido pelas
Equagoes (2.1)-(2.3), com a suposi¢ao de que a seqiiéncia independente {U;}, i=1,2,...
dos parametros incidentais (os valores de U; sao os préprios parametros associados a i-

ésima observacao) ¢é tal que a seqiiencia de varidveis aleatérias independentes

lim U = p < oo, (2.12)
no2
lim 2z U _ v < o0 (2.13)
n—-a~oo n
© 2

n 2 n .

lim | 2ziz1 Ui _ (Zizl Ul) =n < o0, (2.14)
n——=aoo n n

n

77 i—1 Vi : . o f e
onde U = z’—l, com o} conhecido e sejam X;Y;, XoYs, ... varidveis aleatérias indepen-

n

dentes com FE(X;Y;) = aU; + U? e Var(X,Y;) = 02(a® + 2apU; + 2U? + o) + UZo?,

, o Var(X,Y,) i _

i = 1,2,..., de modo que ) , ———— < 00, e assintoticamente garante-se que
n X2 n

w = h — o2. Entéo pela lei forte dos grandes niimeros de Kolmogorov, conclui-se

n
que

"X, U U
Zz:l _azl—l _/621—1 LIRS 0. (215)
n n n

Utilizando-se as Equagoes (2.12)-(2.14), juntamente com os resultados apresentados no

Apéndice A.2, tem-se que

. XzY; P
ZHT B, (2.16)
De forma similar mostra-se que
i Yi
LY v g (2.17)
n
LimXi o (2.18)
n
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e
toX?
n
Como
XY, " » Y »
Zz:l _ <Zz—1 XZ) (Zz—l K) — ap + ﬁw — (Oé —+ /6[1,) v (220)
n n n
e ) 9
noX: n ,
Zz:l i <Zzl XZ) e W+ Ug — #27 (2.21)
n n
portanto
Sxy v B (2.22)
e
Sxx o oZ + L. (2.23)
Logo
- SXY P é
== 2.24
(@1 SXX) '—> 5(£+U§)’ ( )
n C_TN\2
onde (= 2iz (Ui ~ U) , 0 que equivale a dizer que

n—1

lim (3, —3) #0,

n—-—auoo

isto é (3, ¢ inconsistente para estimar 3, conforme se quer provar. De forma similar, prova-

se a inconsisténcia de &q.

Por conseguinte, visto que, as estimativas de minimos quadrados nao sao consistentes,
elas nao sao consideradas estimativas razoaveis para os parametros do modelo com erros
nas variaveis. Assim, faz-se necessario garantir outra propriedade estatistica desejavel
para os estimadores de um parametro populacional da regressao, a de que eles sejam

nao-viesados.
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Definicao 2.3 - Denota-se GA,L um estimador de um parametro, #, baseado em uma amostra
de tamanho n, isto é, QAn = 9;(1:1, ey ). O estimador GAn ¢ dito um estimador nao-
viesado (nao-tendencioso ou imparcial) do parametro populacional de 6§ se E (GAn) =0,
para todo 6.

Pode-se afirmar que, um estimador é dito ser nao viciado, quando a esperanca (ou média)
deste estimador é igual ao seu parametro. E importante ressaltar que o estimador 0/; é

uma variavel aleatoria, isto é, ele representa uma dada féormula de calculo que fornecera

valores que podem variar de acordo com a amostra selecionada.

Segundo Almeida, 2003, pg. (30)-(31), para o modelo definido pelas Equagoes (2.1) a
(2.3), os estimadores de minimos quadrados dados por (2.10) e (2.11) sao viesados. O
estimador em (2.11) é fungao de (Sxy, Sxx). Portanto, pode-se expandir Bq em série de
Taylor até a ordem n~2 (ver, Apéndice B), em torno do ponto a = (E(Sxy), E(Sxx)),

obtendo-se assim a seguinte expansao

~ ot (Sxy — E(Sxy)) 83,1 (Sxx — E(Sxx)) 8@

Bo = fla) T 95, t 1 95x °
Jr(SXY — E(Sxy))? 9%0, ot (Sxx — E(Sxx))?* 8°3, |
2l 052, " 2l 052
9°3, L
+(Sxy — E(Sxy))(Sxx — E(Sxx))=——5c—|a + Op(n™7), (2.25)
0Sxy0Sxx
em que Sxy E(Sxy) 1574
_ L= - , 2.26
f((l) SXX’ E(SX)() Ug—i‘g ( )
03, . Bt "
8SXX|“ L +0(n™Y), (2.27)
%6,  2p¢ »
@Ia = Tro T O(n™), (2.28)
03, 1 5
é)Sxyla T +O0(n™), (2.29)
0233,
la =0 (2.30)
5%+
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ca N S 231
GSXX(J?SXY ‘o (é‘FU?)Z ’ ’
n T2
onde (= 21U 1 V) , 0%, representa a variancia de &;, i = 1,...1n, e
n —
"X, =-X) (Y=Y
Sxy = 2 ) ), (2.32)
n
n —\ 2
- (X - X
Sxx = i ( - ) (2.33)

S (i-Y)"

n

Syy = (2.34)

Logo, obtendo-se as esperancas dos momentos amostrais (ver Apéndice A.3), e aplicando-

se a esperanca na expansao, tem-se

- 3¢ 3¢

. COU(SX}/,SX)()
BB = Tron T v o

(L +03)?

5 Var(Sxx) — +0(n™?). (2.35)

Substituindo na Equagao (2.35), as equagoes da variancia e covariancia dos momentos

amostrais fornecidas no Apéndice A.3, chega-se a

EB,) =8 ( ) +0(n™). (2.36)

E—i—ag

E possivel verificar no Apéndice B, um estudo sobre as ordens de grandeza de seqiiéncias
de niimeros reais, ou seja, os termos O(.) e o(.). Note que E(Bq) # (3. Portanto, Bq é

assintoticamente um estimador viesado de (3, conforme se quer demonstrar.

Definigao 2.4 - Seja {X,,, n = 1,2, ..., } uma sequéncia de variaveis aleatérias com fungao
de distribuicao F;, e seja X uma variavel aleatoria com funcao de distribuicao F. Diz-se

que X,, converge em distribuicao para X se
lim F,(X)=F(X), (2.37)

em todos os pontos de continuidade de F.

Notagao: X, — X.
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Para Almeida (2003) a importancia desta defini¢ao é caracterizada devido a necessidade
de se estudar o comportamento da distribuicao dos estimadores em questao, a medida
que o tamanho da amostra aumenta, possibilitando com isto a construcao de intervalos de
confianca aproximados para o parametro. Porém, ressalta-se que no modelo em questao as
variaveis U; podem apresentar-se de duas formas diferentes: ou os valores destas variaveis
sao fixados como um conjunto de constantes ou supoe-se que sejam variaveis aleatérias

independentes com alguma distribuicao de probabilidade.

2.1.1 - Modelo Funcional

Cheng e Van Ness (1999) mostram que o modelo funcional caracteriza-se por considerar
os U; como constantes, resultando com isto em uma situagao onde o niimero de parametros
aumenta com o tamanho da amostra. Os U; sao denominados parametros incidentais e os
demais parametros do modelo sao chamados de “estruturais”. Conseqiientemente, neste

modelo tém-se n + 4 parametros ao todo, sendo eles a, 8,062,067 e U;, com i=1,...,n.

Considerando a suposigao adicional de normalidade, o logaritimo (#) da correspondente

fungao de verossimilhanga, segundo Bolfarine et al. (1992), é dado por

n

S - U — oS Vi (o U (2.39)

i=1 € 4=1

™

2_
9 0805

n
0= —"logo? — —
g 087 2072

e utilizando a notacao de Kendall e Stuart (1979), tem-se

2 9 s ST 5
- 6 = log o +10g0€+a—§+0—3, (2.39)
em que
1 n
S X, — U;)? 2.4
S = LU (2.40)
¢ n
1
B Y, — )2 2.41
2= 1 20V (o L) 2.41)
Pode-se reescrever (2.39) como
2
—— 0 = h(os,51) + h(oe, S2), (2.42)

n

com h(a,b) =log a + (b/a). Vé-se que h(a,0) = log (a) e quando a — 0, h(a,0) — —oo.
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Aplicando esta idéia em (2.42) verifica-se que se tem (—2/n)f — —oo, fazendo X; = x;,
com g5 — 0, 51 =0e (—=2/n)f — —o0, 0 que acarreta L (a fungdo de verossimilhanga)
ser tal que L — oo, independentemente do valor de 3. Entao, nao existe solucao de
verossimilhanca para 3. Esta situacao foi estudada por Solari (1969), que mostrou que
o ponto critico da funcao de verossimilhanca é, na verdade, um ponto de sela, e que
somente com suposicoes adicionais feitas sobre os parametros do modelo a estimagcao por

verossimilhanga serd possivel.

As suposicoes mais comuns adotadas para contornar o problema da estimacao de (3 no

modelo funcional sao

i) 0> ou o} conhecido;

(i
(i1) 02 e o} conhecidos;
2
(#ii) a razao 0—52 conhecida;
o
(

i) o « conhecido.

De acordo com Barnett (1969), a suposicao (i) recai na suposigao (iii) na estimagao de

maxima verossimilhan¢a dos parametros.

2.1.2 - Modelo Estrutural

Para Cheng e Van Ness (1999), a principal caracteristica que o modelo estrutural
apresenta é o fato de que os U; sao considerados variaveis aleatérias independentes entre
si e também de ¢; e §;, para todo i = 1, 2, ..., n. Além disso, elas devem possuir uma
determinada funcao de densidade de probabilidade (distribui¢ao), ndo necessariamente a

distribuigao normal, com média pu, e variancia 2. Portanto, tém-se seis parametros no
2

£

2

modelo «, 3, i, 02, 02 e o2

Considerando vélida a suposi¢ao de normalidade de U;, ou seja, U; ~ N (p,, 02),

1 =1,...,n, tem-se que

U, Ly o2 0 0
& NN3 0 s 0 0'2 0 ,i: ]_,...,TL, (243)
0; 0 0 0 Ug

onde N3 denota a distribuicao normal trivariada.
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Note que o par (X;,Y;) possui distribui¢do normal bivariada com vetor de médias e

matriz de covariancia dados por

2 2 2
()~ (o 25) (o™ i 2)|- (24)

Segundo Bolfarine et al. (1992), tem-se aqui um modelo nao identificavel, ja que possui

2
£

2

2) e o conjunto de estatisticas suficientes

seis parametros no modelo (o, 3, p,, 02, o3 eo

associado a distribuigao normal bivariada (X, Y) estima os cinco parametros F(X), E(Y),
Var(X), Var(Y) e Cov (X,Y). Neste caso também, os estimadores de maxima verossimi-
lhanca nao podem ser obtidos, pois como o modelo é nao identificavel, dois vetores
de parametros diferentes podem levar ao mesmo valor da distribui¢do conjunta de (X,
Y) (Fuller, 1987, pg. 30-34). Nesta situagao, é impossivel estimar consistentemente os

parametros destes dados, pois o limite de um estimador consistente tem que ser tnico.

Em virtude disto, surge a necessidade de reduzir o nimero de parametros desconheci-

dos, colocando alguma suposicao adicional, quando considera-se, por exemplo, uma das

2

2 e 0?), ou ainda, a razao das

variancias conhecidas (62 ou 02), ou as duas conhecidas (o
2
cA . g . . .
variancias —, conhecida. Fuller (1987, pg. 5-9) mostra que o conhecimento do coeficiente
o

0
2

u
(07 + 03)
eficiente representa o quanto da variabilidade de X; é explicada pela variabilidade de Us;.

de atenuagao, K, = , também torna o modelo estrutural identificavel. Este co-
Caso a suposicao adicional nao seja feita, a estimagao dos parametros sé € possivel com a

replicagao de observagoes, como ¢ visto na literatura em Bolfarine et al. (1992).

2.1.3 - Modelo Ultraestrutural

Dolby (1976) considera o modelo dado pelas Equagoes (2.1)-(2.3) com as suposigoes
de que &; ~ N(0,02), & ~ N(0,6%) e U; ~ N(u;,02), i = 1,...,n, como sendo o
Modelo Linear Ultraestrutural. Este modelo é na verdade uma generalizacao dos Modelos
Estrutural e Funcional apresentados por Kendall e Stuart (1979). Se as médias dos U;
forem constantes, ou seja, pu; = ... = pu, , 0 Modelo Ultraestrutural se reduz ao Modelo

Estrutural, visto na Subsecao 2.1.2, enquanto que se nao existir variabilidade entre os

2
u

Subsecao 2.1.1.

U; , ou seja, o7 = 0, o Modelo Ultraestrutural se reduz ao Modelo Funcional, visto na
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E ainda, pode-se verificar que os parametros do Modelo Ultraestrutural também sao nao
identificaveis, de modo que suposicoes adicionais sao necessarias para se obter um modelo

identificavel. Os procedimentos mais comumente utilizados consistem em supor que

a) As razoes das variancias dos erros, A = e v= sao conhecidas;

equ | mqw
quw | §qw

2

2 ou 0%), associados a varidvel X; ou Y; é conhecida;

b) A variancia dos erros (o
¢) O intercepto « é conhecido.

Os procedimentos mencionados anteriormente serao levados em consideragao para o
caso de A\ ser conhecido, porém v (item (a)) ser desconhecido. No caso em que o2 é
conhecido, os estimadores de maxima verossimilhanca de « e § serao inconsistentes e nao
podem ser obtidos de forma explicita, conforme é mostrado em Dolby (1976). Contudo,
a inconsisténcia dos estimadores de méaxima verossimilhanga de o e (3 nao significa que

estimadores consistentes nao possam ser obtidos.

A solugao mais comum é apresentada por Cheng e Van Ness (1991 e 1994), que afir-
mam que estes estimadores podem ser substituidos por um estimador obtido pelo método
dos momentos. Os casos especiais do Modelo Ultraestrutural (Estrutural e Funcional),
podem ser encontrados em varias literaturas, das quais destacam-se: Cheng e Van Ness
(1999), Fuller (1987), Lindley (1947), Birch (1964), Barnett (1967), Solari (1969), Moberg
e Sundberg (1978) e Gleser (1985). Visto que “A” é conhecido pode-se aplicar o seguinte

teorema:

Teorema: 2.1 Seja um Modelo Ultraestrutural com “A” conhecido e p* e s7,, sao ver-
dadeiras. Se au+syy > (0, quando os estimadores ﬁ, Q, e 0% sao consistentes, assintotica-

44 2

mente normais (para um suficientemente grande a distribuicao de probabilidade desses
estimadores tende a um modelo de probabilidade normal), com uma covariancia e dis-
tribuicdo assintética de n'/2[(@ — ), (3 — B), (62 — 02)]’ igual para
L Jerurpe —we 0
F(Oé, 67 06) = _:U’*¢ ¢ 0 ) (245>
0 0 204

onde 0 =02+ of, ¢=7{0(1+05)— [Pos}, T=0"+5,,
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B _ Sy~ NSz + {(Syy — ASua)? + 4/\3:%;,}1/2 (2.46)
254y ’ '
a=Y - 3X, (2.47)
2
A= (2.48)
05
€
~ 2n ~
e n (Syy — 2852y + F5ay)- (2.49)

n=2 " (n-2)(A )

A prova desse Teorema pode ser verificada em Fuller, 1987, pg. (32)-(34).

2.2 - Visao Geral sobre Graficos de Controle

Com a intencao de eliminar variagoes anormais em um determinado processo produtivo,
W. A. Shewhart, em 1924, propos originalmente o grafico de controle. Um gréafico de
controle consiste de trés linhas paralelas: uma linha média que reflete o nivel de operacao
do processo e duas linhas extremas denominadas limite superior de controle (LSC) e
limite inferior de controle (LIC), obtidas em fun¢ao da medida de variabilidade de alguma

varidvel do processo (Shewhart, 1931).

Graéficos de controle sao utilizados para obter-se um estado de controle estatistico e
também para monitorar processos. Estes fatos aliados a simplicidade de construgao tornam
o grafico de controle uma das ferramentas mais utilizadas do Controle Estatistico da
Qualidade (CEQ). Para Montgomery (2001), um processo s6 estd sob controle estatistico
quando as causas especiais de variagao sao eliminadas do processo, e os pontos plotados
do gréfico de controle permanecem dentro dos limites de controle. A Figura 2.1 apresenta

um exemplo de um processo sob controle estatistico.
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LsC

A A AA_ L.
ATAVAVATERSA

LiC

T — T — T
1 4 7 10 13 16
Amostras

Figura 2.1 - Grdfico de Controle

2.2.1 - A Relagao entre Teste de Hipotese e Grafico de Controle

Somente quando este grafico indicar que existe um estado de controle estatistico, a in-
vestigacao pode comecar com alguma garantia de que dados subseqiientes serao confiaveis.
Caso contrério, pode-se terminar com dados que sao intteis por serem contaminados com
os efeitos de causas especiais que emanam do equipamento de medida (Nelson, 2002).
Portanto, pode-se constatar que o principal objetivo de se aplicar um grafico de controle
é sugerir areas de investigacoes. Para aplicar um grafico de controle como um teste de

hipéteses, as hipdteses nula e alternativa sao definidas da seguinte maneira:

Hy: O processo estd sob controle estatistico

H 4: O processo nao esta sob controle estatistico.

Quando um valor observado da amostra é registrado dentro dos limites de controle, nao
se pode rejeitar Hy (hipdtese nula), e nenhuma acao corretiva deve ser adotada, pois
0 processo esta sob controle estatistico. Por outro lado, quando um valor observado da
amostra é registrado fora dos limites de controle, rejeita-se a hipdtese nula, e uma acao

corretiva deve ser registrada, visto que, o processo encontra-se fora de controle estatistico.
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A regiao de nao rejeicao de Hy serd composta pelo conjunto de todos os resultados de
uma estatistica g(z) que estejam dentro dos limites de controle. Ao se fazer uso do grafico
de controle, pode-se cometer duas espécies de erros, conhecidos na literatura como erro

tipo I (a) e erro tipo II (3).

Formalmente define-se
(a) P(g(x) ¢ (LSC, LIC) | Processo estd sob controle estatistico) = o
(b) P(g(x) € (LSC, LIC) | Processo nao esta sob controle estatistico) = f3.

Ao se concluir que o processo estd sob controle, quando ele nao estd, situagao (b),
comete-se o erro tipo II (), também conhecido como erro negligenciado, e esse erro

aumenta proporcionalmente a amplitude dos limites de controle.

Os dois erros podem trazer sérios problemas ao processo em estudo. Na situacao (a),
interromper um processo para identificar as causas de variacoes na qualidade quando essas
nao existem. E na situagao (b) a ndo constatagdo de que o processo estd fora de controle

estatistico pode levar a perda de tempo, material e dinheiro.

Existe um terceiro instrumento utilizado para descrever o desempenho dos gréficos
de controle denominado de fungao ARL ( “Average Run Length”). Define-se o ARL, como
sendo o nimero de periodos (ou tempo médio) necessario, até que eventualmente possa ser
vista uma observagao fora dos limites de controle, isto é, uma alteracao no processo. Geral-
mente, deseja-se que o ARL seja grande quando nenhuma causa especial tenha ocorrido
e seja pequeno caso o processo apresente problemas. A probabilidade de nao se detectar

uma alteragao no processo decresce a medida que se aumenta o tamanho da amostra.

Em outras palavras, ao concluir que o processo esta fora de controle estatistico, quando,
de fato, ele estd sob controle, situagao (a), comete-se o erro tipo I, com probabilidade «,
também conhecido como alarme falso. A probabilidade o de um ponto cair fora dos limites
de controle 30 é 0,27%. Quando a distancia entre os limites de controle diminui, existe
uma probabilidade maior de aumentar o nimero de alarmes falsos. Partindo-se da idéia
estatistica de que todo teste de hipotese pode ser completamente caracterizado através da
fungao poder ou alternativamente pela curva caracteristica de operagao (CCO), geralmente

utiliza-se uma destas fungoes para descrever o desempenho dos graficos de controle.
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2.2.2 - Tipos de Graficos de Controle

Almeida (2003) mostra que ha duas classes principais de graficos de controle: a de
controle por varidveis e a de controle por atributos. Os graficos de controle por variaveis
exigem medi¢oes em uma escala continua, tais como: comprimento, peso, pH e resisténcia.
J& os graficos de controle por atributos, exigem somente uma classificacao de medicgoes
categorizadas, tais como, sim ou nao, conforme ou nao conforme, defeituoso ou nao de-
feituoso. Os dados oriundos de variaveis continuas geralmente contém mais informagoes
que os dados oriundos de atributos. Conseqiientemente, dados continuos sao preferidos no

Controle Estatistico da Qualidade e sao essenciais para o diagndstico de um processo.

2.2.3 - Grafico de Controle por Variavel

De acordo com Siqueira (1997), o uso dos gréficos de controle por varidvel tem a fi-
nalidade de fornecer informacgoes para a melhoria da qualidade, sobre a capacidade do
processo, para a tomada de decisoes relativas a especificagao do produto, para tomada de
decisoes sobre o processo de producao e para a tomada de decisoes sobre pecas recém-
produzidas. Os gréaficos de controle por variavel sao extensivamente utilizados nas indus-

trias brasileiras.

Para construir um grafico de controle, necessita-se seguir os seguintes passos:
1. Selecionar a caracteristica da qualidade (varidvel) a ser controlada;

2. Definir o método de amostragem e o tamanho da amostra;

3. Coletar os dados;

4. Determinar o valor central e os limites de controle;

Os gréficos de controle para a média (X) e amplitude (R) sao os graficos por varidveis
mais utilizados na pratica por sua simplicidade algébrica. Assim, suponha que uma variavel
que seja normalmente distribuida com média ;o e desvio padrao o. Seleciona-se uma

amostra de tamanho n desta populacao, entao a média desta amostra é dada por

X o Zim (2.50)

)
n
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Da Inferéncia Estatistica sabe-se que X tem distribuicdo normal com média e desvio

padrao oz = 2 Existe uma probabilidade dada por 1 — a de que qualquer média
n

amostral fique contida dentro do intervalo

e+ (zas2) (2.51)

Sie

o

M= (Za/z)% (2.52)

Pode-se usar as Equagoes (2.51) e (2.52) como limite superior e inferior sobre um grafico
de controle para a média amostral, bastando para isso substituir z,/, por k =1,2 ou 3.
E se uma média amostral cair fora desses limites, isto é uma indicacao de que a média do
processo ¢é diferente de p (Montgomery, 2001). Nesses intervalos, a probabilidade de um
certo ponto cair fora dos limites é de 0,0027 (ou 0,00135 de cada lado), isto é, se X tem

distribuicao normal, tem-se a chance de 27 em 10.000 dos valores observados cairem fora

dos limites estabelecidos. Sendo assim, tem-se

P(X < p—30z) = P(X > pu+30z) = 0,00135 (2.53)

ou

P — 30z < X < ju+ 30z) = 0,9973. (2.54)

A interpretacao desse intervalo é que 99,73% dos itens distribuem-se em torno da média,
isto é, espera-se obter itens fora desse intervalo somente 3 veses em cada mil observagoes,
ou ainda, para cada 1000 intervalos construidos dessa mesma maneira, 997 irao conter o

verdadeiro valor da média.

2.2.4 - Idéia Geral do Grafico de Controle de Regressao

Suponha a situagao onde os pontos “plotados” em um grafico apresentam-se com certa
tendéncia ascendente ou descendente, isto pode ser atribuido a uma tendéncia normal do
processo ou anormal de variacao, tal como, por exemplo, é apresentado na Figura 2.2, que
ilustra o desgaste de uma ferramenta de corte (a fabricacao de produtos freqiientemente

envolve processos que variam de dimensao de acordo com o nimero de unidades produzi-

das).
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A medida que se aumenta a quantidade de unidades produzidas, a ferramenta em questao
desgasta-se, e o valor por ela medido, também tende a aumentar gradualmente, podendo

até alcancar o limite superior de rejeicao, quando a ferramenta deve ser substituida.

120
115
110
105
100
95 A
90 A
85
80
75

45 55 65 75 85 95
X

—LSC = Limite Superior de Controle =LC = Linha Central LIC = Limite Inferior de Controle ‘

Figura 2.2 - Grdfico de Controle de Regressao

O estudo em detalhes da combinacao da técnica convencional de graficos de controle e
a andlise de regressao, além da apresentacao de varias aplicacoes em processos adminis-
trativos, pode ser verificado em Mandel (1969). Alguns exemplos sao a previsao da neces-
sidade de trabalho e a programagcao de recursos para este trabalho; a medicao dos ganhos
(ou perdas) em horas trabalhadas; para a formulagao de uma melhoria no orgamento
anual; a avaliacao dos desvios no valor orcado; o estabelecimento de padroes flexiveis de

desempenho; e para analisar a eficiéncia das unidades organizacionais cobertas.

Alwan e Roberts (1988) propoem o uso de um grafico de controle denominado gréfico de
controle de causas especiais (GCCE). Este gréfico utiliza os residuos do modelo ARIMA

(Auto Regressivo Integrado Médias Méveis) (p, d, ¢) ao invés das observagdes do processo.

Segundo Siqueira (1997), uma vez que o valor central desse gréfico é uma reta inclinada,
sua equacao deve ser estabelecida usando-se o método dos minimos quadrados. E de posse
da equacao da reta que representa o valor central, os limites de controle do grafico podem

ser determinados conforme é feito no grafico de controle da média.
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A discussao sobre o fato de que os limites de controle em torno da linha de regressao
podem alargar-se progressivamente quando eles se afastam da média, pode ser visto em
Draper e Smith (1998). Bowdem e Graybill (1966 e 1967) apresentam um método para a
construcao de faixas de confianca sobre um intervalo de comprimento finito para modelos
lineares simples. Estas faixas de confianga, com coeficiente de confianca de 1 — «, sao
dadas por linhas retas em lugar de curvas e sao também paralelas, se a largura da faixa
for uniforme, ou trapezoidais em caso contrario. Com base nesta metodologia, Mandel
(1969) justifica a utilizagdo dos limites de controle paralelos, ou seja, de largura fixa.
Ele ainda afirma que sempre sera possivel construir limites de controle paralelos, quando
a variacao sobre a linha de regressao nao é muito grande, e também que os limites de
controle paralelos irao fornecer um controle mais rigido para as distancias extremas da

média.

Mitra (1988) destaca que o valor central do gréfico de controle de regressao é uma reta
inclinada e as linhas dos limites de controle sao paralelas a linha de regressao, e os calculos
dos seus limites sao um pouco mais complexos e mais demorados que os dos graficos de

controle convencionais.

Posteriormente, no capitulo 5, sera discutido mais especificamente este tipo de grafico,
partindo de um exemplo real discutido por Mandel (1969). Todos os graficos por varidveis
apresentados anteriormente sao utilizados para detectar grandes variagoes na média do
processo. Entretanto, vale ressaltar que existem outros tipos de gréafico de controle que sao
utilizados para capturar pequenas mudancas na média do processo, como por exemplo: o
grafico de controle para soma acumulada (CUSUM - Cumulative Sum Control Chart) e
o grafico de controle para médias méveis ponderadas exponencialmente (EWMA - Ezpo-

nentially Weighted Moving Average Control Chart).
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Capitulo 3

Modelo Estrutural com uma das Variancias
Conhecida

Este capitulo da énfase ao estudo do modelo estrutural quando uma das variancias do
erro de medicao é conhecida, e os erros de medicao associados a varidvel independente
sao aditivos e normalmente distribuidos. Também sao propostos estimadores consistentes
para os parametros da regressao e posteriormente apresentar-se-ao os limites de confianca

desses parametros.

3.1 - Estimadores dos Parametros de Regressao

No Capitulo 2 (Subsecao 2.1.2), destaca-se que a estimagao dos parametros da regressao
no modelo estrutural so sera possivel se forem feitas suposicoes adicionais aos parametros.

Uma delas é o conhecimento de uma das variancias do erro, por exemplo o73.

Para Moberg e Sundberg (1978), no caso em que o7 é conhecido, os estimadores de
maxima verossimilhanca de « e § nao sao consistentes e nao sao obtidos de forma explicita.
Contudo, isso nao significa que estimadores consistentes nao possam ser obtidos. Cheng
e Van Ness (1999) afirmam que no modelo de regressao estrutural a estimacao de « e
B é realizada, quando a variancia dos erros de medigao of é conhecida, adotando-se os
estimadores obtidos pelo método dos momentos no préprio modelo estrutural, pois os

mesmos sao estimadores consistentes.

3.1.1 - Estimadores Consistentes de o e 3

Para Cheng e Van Ness (1999), sendo o modelo Estrutural formalmente definido como

}/i:(l/—l-ﬁUi—f—Ei, (31)
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onde U; = X;—0d; e i = 1,...,n. Sendo os U; considerados variaveis aleatorias independentes
entre si e também de ¢; e de 9;, para todo i = 1,...,n; como sendo os erros de medida
normais independentes e identicamente distribuidos, ambos com média zero e variancias

constantes o2 e o3, respectivamente.

Considerando a suposicao de normalidade de U;, ou seja, U; ~ N(jy,02), i=1,...,n,

tem-se que
E; ~ N3 0 N 0 O'? 0 s (32)
5; 0 0 0 o2

onde N3 denota a distribuicao normal trivariada.

A partir do vetor (X,Y’) dado por

X L o2 + o} Bo?
()~ (o) (%o watian)] 33

e sob as suposigoes anteriores, ou seja, que o3 é conhecido, e U; ~ N(ji,,02), o sistema

de equagoes, é obtido através do método de estimacao de Maxima Verossimilhanca, como

(X = ﬁuQ
Y = a+ pX;
52
SXX = /K—q;; (34)
Sxy = 503;
(| Syy = [%02+02
ou ainda,
Syy = o% = (0% + 0%
Sxy = oxy = 5035
Sxx = 0% = o2+0} (3.5)
2
onde K, = %. Assim, a partir das equagoes (3.4) - (3.5) e supondo Sxx > 03,
Oy 0§
tém-se os seguintes estimadores
a=Y - p3X; (3.6)
> Sxy
== 3.7
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35 = @(8) = Syy — BSXY (3.8)
e
02 =Var(u) = K,Sxx = 0= “— . Sxx, (3.9)

o5+ 05
onde as estimativas amostrais sao definidas como

n

Svr =y = P 9) (3.10)

Sxx = Z (3.11)

n—l

Syy = Z (3.12)

n—1

X = % Z (3.13)

~I

= %Z (3.14)

Para que esses estimadores estejam definidos no espago paramétrico, 52 deve ser positivo.
O estimador de o2 serd positivo se Syy — BSxy > 0, isto é, se KySzaSyy — 52, > 0, ou
ainda,

Syy(Sex — 03) — 52, > 0. (3.15)

Assintoticamente nao hd restrigoes, pois 02 — 2.

Estimadores amostrais onde a condicao representada pela Equacao (3.15) é violada sao

2=0, ﬁ—S e @ definido pora =Y — ﬁX

zy
Supondo que ¢%, a variancia do erro de medida, tenha sido obtida baseado no conheci-
mento da variabilidade de processos anteriores. No entanto, Fuller (1987) apresenta uma

relacao para determinar 6%, sob a forma 65 = Sy, — S3,(S,, — 7).

Apés a fixagdo de o2, deve-se entao definir a equagao de regressao estimada, Y através

da esperanca ou média da equacao de regressao populacional, Y, utilizando

~

—Qa+ B0, i=1,..n, (3.16)
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onde os estimadores da regressao, a e [ sao obtidos através de qualquer um dos métodos
de estimacao. “No caso do modelo Estrutural com uma das variancias conhecidas, na
presenca de normalidade, os métodos de maxima verossimilhanca e dos momentos se

equivalem”.

Uma outra forma de representar o modelo de regressao com erro nas variaveis é através
da substituicao de X; na equacao de regressao X; = U; + ¢;, obtendo-se, assim, um
modelo aparentemente da forma do modelo de regressao classico com X fixo, representado
do seguinte modo

Y=a+06X;,+v;, i=1,..,n, (3.17)

onde o erro v; = g; — 0;.

Portanto, o modelo estimado é
Y =a+ BX, (3.18)
onde os estimadores da regressio @ e 3 sdo obtidos por (3.6) e (3.7), respectivamente. Além
disso, a Cov(z,v) = —fB0%, que é a grande diferenga em relagao a andlise de regressao
classica, na qual a referida covariancia ¢ nula. Um estimador nao viesado da variancia do
erro o2 é dado por
>, (Vi = V)

~2 i=1 2
5 S 3.19
Y n—2 v ( )

ou ainda

PR 3/ e e e R S 1)
v n—2 '

O modelo de regressao com erros nas variaveis Estrutural, caracteriza-se por apresentar

(3.20)

um numero fixo de parametros desconhecidos, ou seja, independe do tamanho da amostra
observada. Essa definicao é importante, pois geralmente, de forma assintética os teoremas
referentes aos estimadores de maxima verossimilhanca possuem vetores de parametros,
constantes mesmo com o aumento do tamanho amostral. Entretanto, as propriedades dos
estimadores de méxima verossimilhanga (ver, Stuart e Ord, (1991), Capitulo 18); resultam
em que E(X),E(Y),Var(X),Var(Y) e Cov(X,Y) sao consistentes e assintoticamente
Normais, ou seja, para um valor de n suficientemente grande (tendendo ao infinito), essas
estimativas amostrais convergem para os proprios parametros populacionais e tendem a

normalidade.
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Pelas propriedades gerais das estimativas amostrais (ver, Lehmann, (1983), Capitulo 6);
as estimativas de maxima verossimilhanca de E(X;), E(Y;), Var(X;), Var(Y;) e Cov(X,, Y;)

sao consistentes e assintoticamente normais, assim tém-se que

E(U) = p =" (3.21)
Sh.=0; (3.22)
0 = o’ + 3%03; (3.23)
0 2 2 2 2 2.9 | ;522 2
¢=0,0(c2 +03) — BP0} = — + 0% _ Te0ut 00 b 060“, (3.24)

2 4 4
. — 15 - — 1 1 n 1 n — \2
onde: g = limy oo [y = iMoo 7 3250 i € Sy, = 5 200 (s — 1,)*

Portanto, o vetor de estimativas de maxima verossimilhanca implica em

a o
2B -8~ N(T), (3.25)
~9 2

onde n — o0, N3 representa a distribuicao normal trivariada. . indica uma con-
vergéncia em distribuigao. N(m,I") representa respectivamente um vetor de médias “m”
e matriz de covariancias I', dada por
0+ —pd 0
[(a,B,03) = | —po o 0. (3.26)
0 0 20}

Portanto, conclui-se que 07 é assintoticamente independente de @ e B e a covariancia
assintdtica de a e B é —p¢. Conseqlientemente, pode-se mostrar que as estimativas amos-
trais Syy, Sxy e Sxx sdo assintoticamente nao viesadas (convergem em média para o
préprio parametro) para as estimativas populacionais e todas tém variancias que estao

diminuindo a uma taxa n~!.

Fuller (1987) destaca que essas propriedades possibilitam obter a distribuigao limite dos

estimadores, conforme pode ser verificado a seguir
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Seja o modelo definido pela equagao Y; = a + U; +¢;, X; = U; + 04,0 = 1,...,n;
com o2 conhecido, 02 > 0 e £ > 0. Entdo o vetor n'/2[(@ — a), (3 — 8)], em que (&, B)
sao definidos pelas Equagoes (3.6) e (3.7), convergem em distribui¢ao para um vetor de

variaveis aleatérias normais com média zero e matriz de covariancias dada por
I = a(02) % (Sxxop +0%,) +op —pu(on) (Sxxo +0%,) (3.27)
—pu(03)7? (Sxxop +0%,) (02)7% (Sxxop +0%,) |’ '
onde v; =Y, —a—X,f=¢;— ;8¢ 0x, =05, = —F03. Além disso, nIA/{(@, B)} converge

em probabilidade para I', onde

V{@.0)) = 72?{_57}5{%3}“)‘1 —g{%{f} | (3.28)
Var(@) =n'S2+ X Var(3) = ”yzv/i@ )+ 5, (3.29)
e ~
Var(B) = (SX;?E * f; %), (3.30)
onde S2 é expresso em (3.18),
Cov(@, ) = ~XV{}3} (3.31)
Gy, = —Po? (3.32)
e _
(= Z?ﬂrg[f 1_ U)z. (3.33)

A normalidade do vetor de erros (g;, 6;) permite apresentar expressoes simplificadas, para
a matriz de covariancias dos estimadores, em termos do segundo momento da distribuicao
das varidveis originais. As aproximacoes baseadas em normalidades resultantes da uti-
lizagao de distribuicoes com erros associados convergem fracamente para uma distribuicao

normal, proveniente da variancia dos erros relativamente pequenos para a variancia de X.
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A variancia da distribuicdo limite de n'/ 2(3 — () é considerada grande em relacao a
correspondente variancia do coeficiente de regressao de minimos quadrados ordinérios
construidos com X;. A diferenca é a fonte de variagao encontrada. O divisor, (Sxx — ag)
em (3.7) representa uma razao do estimador de minimos quadrados ordindrios e a variancia
de 1, é relativamente grande, tal que, a variancia sobre minimos quadrados ordinarios é

expressa de forma linear.

Utiliza-se a quantidade n'/? para padronizar o estimador de (3.7) na obtencio da dis-
tribuigao limite. Prefere-se usar o divisor (n — 1) na estimativa da variancia a qual é dada
por

Var{B} = *(n = 1) (SxxS; + F*0}), (3.34)

quando ¢ = 0 o estimador da variancia (3.34) se reduzir ao estimador da variancia de
minimos quadrados ordinarios . Baseado no mesmo argumento, utiliza-se o divisor (n — 2)
na defini¢ao do estimador (3.20). Dado nlA/(a B ) o estimador da matriz de covariancias da
distribuicdo limite de n'/?(a —a, B — ). Nao se pode considerar tecnicamente correto falar
de ‘76;“{ B }, como sendo um estimador da variancia de 3. Na verdade ele ¢ um estimador da
variancia da distribuigao aproximada de 3. E como nV {(@, 3y } é um estimador consistente

de I', segue que

t = M (3.35)
(V(B))1/?

¢ aproximadamente normal. Na pratica parece razoavel aproximar a distribuicao de “¢’por

uma t-Student’s com n — 2 graus de liberdade.

Fuller(1987) também destaca que, como as estimativas amostrais convergem em proba-
bilidade para as estimativas populacionais, pode-se expandir B em uma série de Taylor

sobre os valores populacionais, obtendo-se assim resultados similares aos das equacoes

Var(@) = X V{B} + S2(n)™", (3.36)
Var{B} = t2(n — 1) " (SxxS2 + 3%} (3.37)

(§]
Cov(@, B) = ~XV{B}, (3.38)

assegurando dessa forma a validade dessas equacoes.
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Pode-se mostrar facilmente que

2, 2 2 2, 2
Var(X) = %t e Var(Y) = Prouto: %

n n

3.2 - Estimacgao do Verdadeiro Valor de U

Considerando as suposigoes feitas para o modelo Estrutural, definido em (3.1); e seja
o2 conhecida e os estimadores de a, 3 e 02 dados por (3.6), (3.7) e (3.8), respectivamente.

Entao, pode-se escrever,

(Y;; a) = <f) Ui + (g) =1, ..n (3.39)

A estimacao de U;, onde assume-se que os Uy, sao valores de uma amostra aleatéria, ou
seja, U; é considerado uma variavel aleatoria dos valores da populagao de U. Portanto, ao

se assumir que U; é aleatério, a matriz de variancias e covariancias de (Y;, X; e U;) sera

dada por
B*al+ o2 Poi+o, Po;
Z = |Bo2+o0s5 o02+0% o2 (3.40)
Bas, o, T

Por conseguinte, sob a suposicao de normalidade, o valor esperado de U;, dado Z; é
E{U/Zi} = px + 7(Yi — p1y) +73(Xi — pa) = 1+ 92Yi + 73X, (3.41)

onde Z; = (Yi, Xi), mi = (1= 9a)pte — 72 fty, oy = @+ Bpa € (ya,73) =3 ,5(802,02)".

Usando o fato de que >.,, = (3,1)02(8,1) + 3_.., o valor esperado (3.34), pode ser
escrito como

E{Ui/Z;} = Xi = (Zi = p1z) 07 025, (3.42)

—1 o —1 o . _ o 2 / [N . . . 7
onde 0,, =2 ,, =025 = 55 = ..s = (0e5,05) . A variancia condicional de U; é dada

por
V{Ui/Z;} = o7 — (72,73) (B0, 02) . (3.43)
E importante ressaltar a possibilidade de comparacao entre o estimador
U; = a(Y; — a) + bX;, (3.44)
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quando U; é considerado como sendo uma quantidade fixa (parametro), em relagao ao
preditor (3.43), que é construido sob a suposigao de U; ser aleatério. Em ambos os casos o
estimador (preditor) é obtido através da subtracao entre um preditor de d; pelo de X;. Se
U; é fixo (constante), o preditor de J; é construido, segundo uma varidvel aleatéria v;, que
contém uma componente nao fixa. Se U; é aleatdério, o melhor preditor de d; é construido

usando o vetor aleatério (V;, X;).

Considerando U; como sendo aleatério e substituindo os parametros pelos respectivos

estimadores, o verdadeiro valor de U;, dado (Y;, X;) é expresso por

U =X, — (Zi — 2)S;L (0.5, 02) =T + %Y + 93X, (3.45)

e 7= (1-7) X - AV, G =[S S]] e )

1 3 24, 2, /3 SXY SXX SXX _Ug
(Szz,Szx) = (n— V)" (Zi — Z)(Zi — Z,X; — X). Ou equivalentemente, pode-se
reescrever (Y2,73) de maneira que

m _ {Syy Syxr[ Sxy } (3.46)

3 Sxy Sxx Sxx — o}

Portanto, a obtencao dos estimadores, requer a introducao, no preditor, de um erro
adicional com expansio em série de Taylor da ordem de O,(n~'/?). Caso se ignore a

componente adicional, um estimador da variancia do erro de predicao é

/

V{U, — U;) 2} = 02 — (025,02)S 5 (025, 03) . (3.47)

3.3 - Estimador da Variancia de Y (7;)

Considera-se o modelo definido por (2.1) - (2.4), sendo os U;,i = 1,2, ...,n, varidveis
aleatérias e os erros de medicao (g;, d;), normais, independentes identicamente distribuidos,
ambos com média zero e variancias constantes o2 e d;, respectivamente. Portanto, o modelo
estimado serd dado por

Y =a+ X, (3.48)

onde os estimadores da regressio @ e 3 sdo obtidos por (3.6) e (3.7), respectivamente.

Além disso a Cov(z,v) = —fo3.
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Um estimador nao viciado da variancia do erro o2, segundo Almeida (2003), ¢ dado por

n

I s 7 T _ 2
VaT(Y):JSZZerf_Q ) :n_QZ(Yi—Y—(Xi—X)ﬁ)
=1

o Th (i ¥ - (x, - X)5) 10

v n—2

onde 3, X, e Y sio obtidos pelas equagdes (3.7), (3.13) e (3.14), respectivamente.

3.4 - Estimador da Variancia de Y (6\%)

O modelo definido pela Equagao (3.1), sendo os Uyg, i = 1,2, ..., n, varidveis aleatérias
e os erros de medicao (g;,0;), normais, independentes identicamente distribuidos, ambos
com média zero e variancias constantes o2 e §;, respectivamente. Considerando a suposigao
de normalidade de U;, ou seja, U; ~ N (i, 02),
i=1,2,...,n, eo vetor (X,Y) dado por

2 2 9
()~ () (o™ iz (3.50)

o modelo estimado é

Y =a+ U, (3.51)

O estimador da variancia de (3.51)

62 = Var(Y,) = Var(@ + BU,), (3.52)

onde, @ = 7—@7, logo resulta que @’(}7}) = @(?—ﬁjuﬁffi), segundo Fuller (1987),
pode-se garantir que 3(7@ - BY , 0 queé resultara no estimador da variancia expresso

por

~

Var(Y,) = Var(Y); (3.53)

Finalmente, tem-se que

— o~

Var(yy) = Var(Y)
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= Var )
1
= ~.Var(Y)
( or +0?). (3.54)
onde 3%, 02, e 02 sao obtidos pelo sistema (3.5).

3.5 - Estimador da Variancia de Y, (Egt)

Dado o continuo interesse em prever o valor de uma observagao, por exemplo (Y};), a qual
refere-se ao valor de Uy, hd necessidade de mensurar a qualidade de tal previsao, em outras
palavras, a diferenca entre o valor observado Y; e o valor estimado }A/; Por conseguinte,
caracteriza-se entao, o erro de previsao }A/t Portanto, o estimador de Y; = a + BU; +¢; é
dado por Y=a+ B(Z, a partir do qual pode-se concluir que o erro de previsao é expresso
por

~

Y- Yi=¢=Y,-Y-(Y,-Y)=Y,- Y, (3.55)

Porém, ¢; ~ N(0;02) = E(e;) = E(Y;—Y;) = 0. No entanto, E(e;)2 = E(Y;—Y;)2 #£ 0,
onde E(Y; — Y;)? = @'(ei) = @“(Yi —Y;). Portanto, pelas propriedades da variancia,
Var(e;) = Var(Y;) + Var(Y;) = 2Cov(Y;, Y:) = Var(Y;) + Var(Y)),

visto que, a Cov(Y;, f/z) = 0. Obtém-se entao o estimador da variancia de ?t, a partir de

o N2
Dic1 (Yz‘ Y —(X; —X)ﬁ) N 6203—1—0?’ (3.56)

Var(,
M( )= n—2 n
sendo (n — 2) os graus de liberdade do modelo, 3, X, e Y sendo obtidos pelas Equacoes

(3.7), (3.13) e (3.14), respectivamente. E 3%, 62, e 02 sao obtidos pelo sistema de Equagoes
(3.5).
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3.6 - Erro Padrao da Reta de Regressao

Quando se estuda apenas uma varidavel, por exemplo Y, tém-se que a variacao amostral
entre cada ponto observado e a média é dada pelo desvio padrao amostral (Ver, Ramos,

et al., 2002), o qual é expresso pela raiz quadrada da variancia. Neste caso,

n—1

6 =1+/Syy = \/Z?—lm —Y)? (3.57)

No entanto, quando se estuda duas ou mais variaveis, cuja relagao é expressa por uma
equagao igual a apresentada em (3.1); O desvio padrao de Y (reta de regressao) passa
a ser o afastamento médio e minimo existente entre cada ponto observado e a reta es-
timada (Almeida, 2003) e (Mandel, 1969), e é chamado de “Erro Padrao da Reta de
Regressao”, que no caso expecifico do modelo Estrutural, um estimador pode ser dado

pela raiz quadrada de S? da seguinte forma

-~

sendo (n — 2) os graus de liberdade do modelo, B, X, e Y sendo obtidos pelas Equacoes
(3.7), (3.13) e (3.14), respectivamente.

3.7 - Erro Padrao da Reta de Regressao Estimada

A~

Caso a intencao seja estimar o erro padrao da estimativa da reta de regressao, Y;, a
raiz quadrada da variancia de Y;, devera ser calculada, ou seja, 35, que é chamado de

erro padrao da reta de regressao estimada, EP(Y;), como verifica-se a seguir,

R 2 +2 2
EPT) = )20 toe (3.59)
n

onde 3%, 02, e 02 sao obtidos pelo sistema de Equagoes (3.5).

Segundo Almeida (2003), em virtude da equagao de regressao ter sido estimada com
base em um niimero de observacoes, a variancia sobre a regressao representa uma medida

de erro com a qual qualquer valor de Y pode ser estimado de um valor observado de X.
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3.8 - Erro Padrao do Valor Predito da Variavel Dependente

Dado o continuo interesse em prever o valor de uma observagao (Y;), relativa ao valor
de (Uy), tal que, chega-se que o erro padrao de (Y;), serd expresso pela soma dos erros

padroes entre Y; e Y;, como mostra-se a seguir,

EP(Y) =/ Var(¥,) + Var(7)). (3.60)

Por conseguinte, a equagao de previsao estimada, ¢ dada com base em um erro de

previsao estimado através de

. 0N\ 2
~ Z?:l (Y; -Y - (Xz - X)ﬁ) ﬁQJZ + o2
+ =

EP(Y,) = (3.61)

n—2 n

sendo (n — 2) os graus de liberdade do modelo, B, X, e Y sendo obtidos pelas Equacoes
(3.7), (3.13) e (3.14), respectivamente, e 5%, 02, e o2 sao obtidos pelo sistema de Equagoes

(3.5).
3.9 - Intervalo de Confianca Assintoético

Essa é uma area pouco explorada dentro dos modelos com erros nas variaveis. Na
pratica, o mais comum quando o modelo é identificavel, é utilizar as estimativas con-
sistentes, que sao estimadores assintoticamente normais para construir os intervalos de

confianca.

3.9.1 - Intervalos de Confianca para os Parametros da Regressao

Intervalos de confianga assintéticos para os parametros da regressao, a e [, utilizando

as suas variancias assintoticas, sao obtidos por

P (@~ (2,2)EP@) < 0 <6+ (Zy2) EP@)) =1 - A (3.62)

P (B~ (2y2)EP(B) < B < B+ (Zy2)EP(5)) = 1- X (3.63)
onde a estimativa do erro padrao de a e  é dado pelos seus respectivos desvios padroes

assintéticos, obtido através da raiz quadrada da estimativa da variancia de a e 3, apre-

sentado por (3.29) e (3.30), respectivamente, ou seja,
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ErE———

P /@(a):\/nX Va:l(ﬁ)—l—Sg (3.64)
SxxS2 + (2o

=\/Var(B \/ngn_l . (3.65)

Para Cheng e Van Ness (1994 e 1999), para a construgao do intervalo de confianga

assintotico é necessario somente do conhecimento da probabilidade de cobertura total

[100(1 — A)] e do comprimento ou largura (Z) esperada do intervalo.

3.10 - Intervalo de Previsao Assintotico no Modelo Estrutural

Muitas veses constréi-se um modelo de regressao com a finalidade de predizer uma
variavel, por exemplo Y, de outra varidavel U. E outras veses se estd interessado somente
na relacao entre as duas variaveis. No primeiro caso, o interesse esta em predizer um novo
valor de Y, correspondente a um novo U, com certa precisao. E no iltimo caso, o interesse
é estimar « e [ com precisao. Cheng e Van Ness (1999) enfatizam que nos dois casos
sao envolvidas fungoes perdas bastante diferentes, portanto, a escolha das estimativas dos

parametros de regressao a serem adotadas, depende do objetivo a ser alcangado.

3.10.1 - Modelo de Previsao

O modelo Estrutural definido por (3.1), com os erros (g;, ;) sendo independentes, iden-

ticamente distribuidos segundo uma distribui¢ao normal. Entao a distribuicao condicional

de Ydado X é

[/ X, Us) =

1 (Y; —a — BU;)?
i exrp {— 207 } , (3.66)

de modo que E(Y/X,U) = a + Bu,, que envolve ambos os parametros, « e 3. Sendo
portanto, necessario utilizar-se dos estimadores dos parametros do modelo com erros nas
variaveis, para predicao de determinado valor de U;, por exemplo um Uy. Desta forma o
modelo de previsao é dado por

a + BU,. (3.67)
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Se o interesse é um valor de Y que seja (3.67) correspondente a um valor de U, que

“s” para indicar os elementos

nao exista na amostra. Portanto, deve-se reservar o indice
pertencentes a amostra, e deve-se introduzir um outro indice, digamos “t”, para indicar
outros valores de U. O novo valor, Uy, pode coincidir ou nao com um dos valores de U; da

amostra. Desta forma, o modelo de previsao é dado por
Y, =a+ 30, (3.68)

onde 8, @ e U sio os estimadores fornecidos pelas equagdes (3.6), (3.7) e (3.45), respec-

tivamente e onde U representa um “Vetor Aleatério”.

Devido a esse interesse constante em prever o valor de uma observagao (Y;), relativa ao
valor de U;, deve-se buscar uma medida da qualidade desta previsao, que normalmente
é dada pela diferenca entre o valor observado, Y;, e o valor estimado, Y;. Esta medida é

comumente chamada de erro de previsao. Portanto, o estimador de Y; = a + BU; + ¢; é
Y, =a+ ju, (3.69)
e o erro de previsao ¢é
Yi-Vi=e,=Y,-Y - (Y,-Y). (3.70)
Nota-se que tanto }A/t como Y;, sao variaveis aleatérias e que de acordo com as defini¢oes
feitas para o modelo (3.1); suas distribuigdes sao independentes. Portanto, diz-se que ?t é
uma previsao nao viesada do valor de Y;, porque a esperanca do erro de previsao é igual a
zero, e o quadrado médio do erro de previsao, neste caso, a variancia do erro de previsao,
é
E(Y; =Y))" = Var(e;) = Var(Y;) + Var(¥,), (3.71)
onde a 50\1)(1/1-, }Aft) = 0, logo, a variancia do erro de previsao é composta de uma parcela

apenas devido o erro ser aleatério. O estimador nao-viesado desta variancia é dado por

L (i-Y)" | Poio?

Var(Y,) = 3.72
ar(V) = ==L T2 (372)
que pode ser melhor expressa por
~\ 2
> (Vi=Y) + (n—2)(P0% + o2

n? —2n
E para avaliar essa precisao de Y; como previsao do valor da nova observacao, determina-

se o intervalo de previsao, conforme apresentar-se-a a seguir.

CARVALHO Jr., J.G. PPGME/UFPA



3.10 - Intervalo de Previsao Assintético no Modelo Estrutural 40

3.10.2 - Intervalo de Previsao no Modelo Estrutural

O intervalo de previsao para a nova observacao Y; dado [71 é dado por
Y, + (Z,2) EP(Y)), (3.74)

onde o erro padrao é obtido através da raiz quadrada da variancia, como
EP(Y,) = \/Var(Y)), (3.75)

e 0 Zy/2 ¢ o percentil da distribui¢ao normal, cujo valor mais usual é 1,96 que a maioria
dos autores arredonda para 2, dando portanto, uma cobertura de 95% de confianga. Isto
é, existe 95% de chance do verdadeiro valor de Y estar contido neste intervalo. Caso se
deseje predizer Y; dado X, neste caso a equagao de previsao estimada é obtida por (3.48)

com erro de previsao estimado através de

EHQ%ZJnZ?ME—Y)+UPJXWﬁ+v®

. 3.76
n? —2n ( )
Portanto, o intervalo de previsao dado X é da forma

Y, £ (Z2) EP(Y)). (3.77)

E importante ressaltar que o intervalo aumenta, a medida que U; se afasta da sua
média, e que ao se fazer uma extrapolacao é necessario considerar que, o modelo linear
que sera ajustado sé apresentara um 6timo comportamento dentro do intervalo coberto
pela amostra. Portanto, a de se ter cuidado ao se extrapolar para valores muito distantes

da amostra.

O conceito de intervalo de previsao é andlogo ao de intervalo de confianca, com a
diferenga de que, enquanto o intervalo de confianca faz referéncia a uma constante (o
parametro /3, ou «, por exemplo), o intervalo de previsao faz referéncia a uma varidvel

aleatéria (neste caso, Y}).
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Capitulo 4

O Grafico de Controle de Regressao

Neste capitulo apresenta-se o grafico de controle de regressao, baseado na teoria pro-
posta por Mandel (1969). Primeiramente a fundamentagao tedrica é abordada, e um exem-
plo pratico publicado por Fuller (1987), sobre a relagao entre a produc¢ao de milho e o

nivel nitrogénio no solo do estado de Iowa, é apresentado posteriormente.

4.1 - Introducao

Uma forma bastante eficiente de representar relacoes entre varidveis é através do
Grafico de Controle de Regressao, apresentado inicialmente por DiPaola (1945), que des-
creve o controle simultaneo de duas variaveis. Este tipo de grafico ainda é pouco utilizado
na literatura, por exigir do usuario a habilidade de saber relacionar as variaveis que pos-
suem uma relacao de causa e efeito. O estabelecimento errado das variaveis dependentes
(efeitos) e independentes (causas), certamente implicard na tomada de decisoes erradas. O
objetivo deste tipo de grafico é controlar uma variacao média em lugar de uma constante
(valor alvo nos graficos do tipo Shewhart), onde a linha de regressao obtida através da
equacao de regressao classica resume o relacionamento linear entre as duas variaveis de
interesse. E, em torno desta linha de regressao, é estabelecido um intervalo de confianca,
dentro do qual espera-se que o valor real da variavel dependente esteja contido com uma
certa probabilidade. Outra caracteristica importante é que os outliers neste grafico podem
indicar as observacoes onde, por alguma razao, o relacionamento comum entre as duas

varidveis de interesse nao existe.
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4.2 - Elementos do Grafico de Controle de Regressao

No grafico de controle convencional de Shewhart utiliza-se uma linha de desempenho
médio, com limites de controle superior e inferior paralelos a esta linha média. Por exemplo,
o grafico X tem a média das médias, ?, como a linha central e X + 30, como as linhas de
controle superior e inferior. A probabilidade de obtencao de um ponto fora dos limites de
controle quando o processo esta realmente sob controle é aproximadamente de 1 em 369.
Essas trés linhas sao totalmente paralelas ao eixo “2”, indicando que uma média simples

esta sendo controlada.

No caso do grafico de controle de regressao controla-se uma variacao média, que é obtida
através da linha de regressao estimada. Esta linha de regressao é chamada de linha central

(LC), e é apresentada da seguinte forma
Y, = Qg+ 3, Xs, i=1,2,3,.....m, (4.1)

onde Y é usado para representar a variavel dependente, X é a variavel independente e oy,
e (3, sao os estimadores dos parametros desconhecidos do modelo de regressao obtidos por

minimos quadrados, a partir das Equagoes (2.10) e (2.11), respectivamente.

Quanto as linhas dos limites de controle, estas sao paralelas a linha de regressao e nao
ao eixo horizontal, como é o caso do grafico de controle do tipo Shewhart. Para obter-se a
forma do grafico de regressao, a relagao entre as variaveis nao pode ser desprezada, entao,
torna-se fundamental antes de construir o grafico de controle de regressao, “plotar”’os
dados em um diagrama de dispersao, com o objetivo de confirmar se existe ou nao a
relacao linear entre as varidveis, ou ainda, verificar a existéncia de pontos que fogem

(outliers) do comportamento geral dos dados.

Assim, pontos que saem do padrao linear mostrado pelo diagrama de dispersao de-
vem ser investigados. Se esses pontos sao devidos a causas especiais, ou se normalmente
nao estiverem associados com o sistema de causas constantes, eles deverao ser excluidos
dos célculos utilizados para estabelecer o grafico de controle. Os cédlculos necessarios a
contrugao dos gréaficos de controle de regressao sao um pouco mais complexos e mais de-
morados que os dos graficos de controle convencionais. O desvio padrao para o grafico de

regressao € o erro padrao estimado (EP) da linha de regressao. Ele nao deve ser confun-
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dido com o erro padrao de um valor predito da varidvel dependente. E segundo Mandel
(1969), o erro padrao para o grafico de controle de regressao (com ou sem erro de medida

em X) é o desvio padrao estimado baseado nos desvios dos valores observados sobre a

s_\/z e ) (4.2)

onde (n—2) representa os graus de liberdade do modelo. Porém, como o objetivo do grafico

linha de regressao, ou seja,

de controle é controlar uma variagao média, que nada mais ¢ do que uma esperanca condi-

cional de Y dado X, pode-se utilizar o erro padrao, para o modelo classico de regressao,

PY;) = \/ ZXO_ Xy <7 (4.3)

onde S, é obtido pela Equagao (4.2).

dado por

De acordo com Mandel (1969) uma outra maneira de se obter linhas de controle mais
exatas ¢é utilizando-se a estimativa de (E?’) dada pelo erro padrao de um valor predito da

variavel dependente, dada por

-~ o n + 1 (XO — 7)2
EP(Yp;) = Se\/ —+ S X XP (4.4)

onde o valor de S, é obtido pela Equagao (4.2) e X é o valor particular de X no qual o
erro padrao de )A/pi é procurado e S, é obtido pela Equacao (4.2). Os limites que utilizam
as Equagoes (4.3) e (4.4) como estimativas do erro padrao, sao curvados, movendo-se para
longe da linha de regressao nos extremos, para manter a probabilidade de alarme falso

constante.

No gréfico de controle de regressao assume-se que os valores da variavel dependente Y
sao linearmente relacionados com a variavel independente X . Para cada valor especifico
X é assumido que os valores de Y sao normalmente e identicamente distribuidos, com
valor médio estimado pela linha de regressao e, com erro padrao que é independente do
valor de X, sendo estimado pelos desvios das observagoes atuais e dos valores estimados

de Y da linha de regressao.
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Almeida (2003) com base na teoria apresentada por Mandel (1969) desenvolveu gréficos
de controle de regressao aplicados a modelos com erros de medida na varidvel indepen-
dente, mais expecificamente o modelo de regressao funcional, onde a linha de regressao,
(LC), que no caso do modelo classico de regressao é representada pela Equagao (4.1), no

modelo com erro nas variaveis funcional é

Yi=a+0U;, i=1,2,3,...... M, (4.5)
onde Y é usado para representar a variavel dependente, U é a variavel independente
medida com erro e, @ e [ sao os estimadores dos parametros desconhecidos do modelo

de regressao com erro de medida, apresentados nas Equagoes (3.6) e (3.7), respectivamente.

O erro padrao para o grafico de controle de regressao, que é o desvio padrao estimado
baseado nos desvios dos valores observados sobre (LC), para o grafico de controle de
regressao sem erro em X apresentado na Equagdo (4.2), no caso da varidvel ter sido

medida com erro (modelo de regressao funcional) é dado por

EP(Y) =S, = \/ Z?:fi; 2)2, (4.6)

onde (n — 2) representa os graus de liberdade do modelo. Porém, caso o interesse seja

controlar a variacao média de Y dado X, para o modelo funcional é dado por

o\ 2 1 Sxx([/ji—Y)z 0'23
EP(K-)_\/SV (E* 1) >+m (4.7)

onde S, é obtido pela Equagao (4.6), (n — 1) representa os graus de liberdade do modelo,

o2, B, Sxx, X, ¢, sdo obtidos pelas Equacdes, (3.5), (3.7), (3.11), (3.13) e (3.33), respecti-

. 2/\ }/; o~ /\2Xi

vamente, e U; = Uéﬂ(A 4) j_ % ,
(%02 + 02

Equagoes (3.6) e (3.8), respectivamente.

1=1,2,3,...... ,n,onde @ e 02, sao obtidos pelas
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Se a intencao é obter linhas de controle mais exatas utiliza-se o E'P, no caso do modelo

de regressao funcional, dado por

EP(Vpi) = \/ 52 (1 +2 4 ngggz_ 1))( >2) + Mi (4.8)

onde S, é obtido pela Equacao (4.6), (n — 1) representa os graus de liberdade do modelo,
o3, 3, Sxx, X, £, sdo obtidos pelas Equacoes, (3.5), (3.7), (3.11), (3.13) e (3.33), respec-

27 ~ ~2
. ~ o:0(Y; —a)+o2X;
tivamente, e U; = 55(1 )A =
B2 + 52

Equagoes (3.6) e (3.8), respectivamente.

i=1,2,3,.....,n,onde & e 02 sao obtidos pelas

Para completar o gréafico de controle, é necessério decidir quao perto dos limites (superior
e inferior) se permite que o processo varie. A pergunta em relagao a proximidade dos limites
pode inspirar uma variedade de respostas, nenhuma necessariamente correta. Existem
varios fatores a serem considerados para tomar a decisao, porém todas sao orientadas de
uma maneira ou de outra, dentro dos custos da producao. Por exemplo, a utilizagao de 1o
que garante um limite estreito, com alto risco de alarmes falsos, ou 30 que garante limites
mais largos, com menor probabilidade de alarmes falsos, e este é um assunto de decisao

gerencial baseado na economia e na experiéncia do processo em questao.

Assim, pode-se agora montar os limites do grafico de controle, utilizando uma confianca
fixada k, ou seja, = ko, onde k = 1,2 ou 3 e g é um estimador do erro padrao, que pode
ser estimado pelas Equagoes (4.2), (4.3) ou (4.4), no caso do modelo de regressao cldssico.
Para o modelo de regressao com erro nas varidveis funcional ¢ pode ser estimado pelas
Equagoes (4.6), (4.7) ou (4.8). A seguir apresenta-se as possiveis variagoes de “k”, através

da Figura 4.1.
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«—68,26%
)

|« 95,46 »

99,73%

Figura 4.1 - Probabilidades Normais para pu+ ko, k = 1, 2, 3.

Portanto, a linha central e os limites de controle do grafico de controle de regressao

classico sao obtidos por

LSC =Y, + kG,

LC =Y, =, + B,X;, (4.9)
LIC =Y, — k3,

onde i=1,2,3,...,n, , e (3, sdo os estimadores dos parametros desconhecidos do modelo de

regressao obtidos por minimos quadrados, pelas Equagoes (2.10) e (2.11), respectivamente.

Para o modelo de regressao com erros nas variaveis funcional, a linha central e os limites

de controle do grafico de controle de regressao sao obtidos por

LSC =Y, + k3,

LC =Y, =&+ 38U, (4.10)
LIC =Y, — k&,

onde i=1,2 3,..n, e ﬁz é obtido a apartir da Equacgao (4.8), a e B sao dados pelas
Equacoes (3.6) e (3.7), respectivamente.
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4.3 - Construindo o Grafico de Controle de Regressao

Mandel (1969) apresenta gréficos de controle aplicados ao modelo cléssico de regressao.
Para ilustrar os passos necessarios, a construcgao do grafico de controle de regressao, utiliza-
se uma aplica¢ao mostrada por Almeida (2003), na qual o gréfico de controle é aplicado ao
modelo funcional de regressao, ao conjunto de dados apresentado por Fuller (1987), o qual
considera a relagao entre a producao de milho (Y) e o nivel de nitrogénio disponivel no solo
(X), coletada em 11 locais no estado de Iowa, nos Estados Unidos, conforme apresentado

na Tabela 4.1

Tabela 4.1 - Producdao de milho e nivel de nitrogénio no Solo de lowa, nos Estados Unidos.

Local  X(Nitrogénio no Solo)  Y(Produgao)

1 70 86
2 97 115
3 53 90
4 64 86
) 95 110
6 64 91
7 50 99
8 70 96
9 94 99
10 69 104
11 51 96

Fonte: Fuller (1987), p. 18.

Entretanto, para se obter o nivel de nitrogénio no solo se faz necessaria uma analise
quimica de uma pequena amostra do solo, selecionada de cada lote ou canteiro experi-
mental. Como resultado da analise quimica, tém-se uma estimativa do nivel de nitrogenio,
X, e nao o verdadeiro valor do nitrogénio, por exemplo, U. Neste caso, tem-se um modelo
com erro nas variaveis, formalmente definido em (2.1), (2.2) e (2.3). A forma de coleta
dos dados de nitrogénio permite duas interpretacoes dos verdadeiros valores de nitrogénio
(aleatdrio ou fixo). Para o exemplo proposto Fuller (1987), considera que os desconheci-
dos valores de U;, i = 1,2, ....,n sao fixos e que a variancia do erro de medida associado a

varidvel independente X ¢ dada por o3 = 57.
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Figura 4.2 - Diagrama de Dispersao da Produg¢ao de milho e nivel de nitrogénio no Solo de Iowa,
nos Estados Unidos, 1987.

Observando-se a Figura 4.2 nao se verifica nenhum ponto extremo (outlier). As es-

tatisticas necessarias a construgao do grafico de controle de regressao funcional, apresentam-

se na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 - Estatisticas necessdrias a construgcao do grafico de controle de regressao

funcional, com O'g = 57.

Simbolo Nome Valor Obtido
N Numero de pares de valores 11
EP(Y) Erro padrao da produgao de milho 7,710

Y Producao média de milho 97,450
Syy Desvio padrao da produgao de milho 87,670
X Nivel médio de nitrogénio no solo 70,64
Sxx Desvio padrao do nivel de nitrogénio 304,85
Sxy Covariancia entre produgao de milho e nivel de nitrogénio 104,88
l Residuo médio quadrado de U; 293,98
S2 Variancia ou residuo médio quadrético do modelo 59,44
S2 Variancia do erro 43,29
a Intercepto 67,56

B Inclinacao 0,420
EP(a) Erro padrao do intercepto 10,648
EP(A) Erro padrao da inclinagao 0,147
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Com base nos valores apresentados na Tabela 4.2, verifica-se que as condicoes de regu-
laridade quanto & Sxx > 0% e Syy (Sxx — 03) — S%y > 0 sdo atendidas. Como Sxx > o2
e Syy(Sxx —02)—S%, > 0, pode-se obter as estimativas de 3 e a a apartir das Equagoes
(3.6) e (3.7), respectivamente. Para se estabelecer a linha central do grafico de controle se

faz necessario a obtencao dos valores estimados dos U;, conforme ¢é apresentado na Tabela
4.3.

Tabela 4.3 - Nivel de Nitrogénio estimado para o Modelo Funcional com Ug = 57.

Local X (Nitrogénio Observado) Y (Producdo Observada) U;(Nitrogénio estimado)

1 70 86 64,96
2 97 115 99,88
3 53 90 53,00
4 64 86 60,10
5 95 110 96,01
6 64 91 62,36
7 50 99 54,64
8 70 96 69,47
9 94 99 90,24
10 69 104 72,26
11 51 96 54,09

Utilizando os dados da Tabela 4.3, pode-se estabelecer a equacao estimada da linha de
regressao para o modelo funcional, obtendo-se assim a linha central (LC) do Gréfico de

Controle de Regressao Funcional, da seguinte forma

LC = Y; = 67.56 + 0.420;.

Com a linha central (LC) e fixando-se o valor de k = 2, ou seja, com limites de controle
fixados em 95% de confianca, torna-se possivel a obtencao do limite superior de controle
(LSC) e do limite inferior de controle (LIC), utilizando-se a Equacao (4.10). Os Graficos
de Controle de Regressao Funcional com limites de controle fixados em 95% de confianca,
para os trés estimadores de o, apresentados nas Equagoes (4.6), (4.7) e (4.8), sdo mostrados

nas Figuras (4.3) e (4.4), respectivamente.
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Figura 4.3 - Grdfico de Controle de Regressao Funcional com O'g = 57, da Produg¢do de Milho e

~

Nivel de Nitrogénio no Solo - Estado de Iowa, 1969, com limites de 2EP(Y) = 2S5, e 2EP(Y;) =

255, respectivamente.

Os limites de um dos graficos da Figura 4.3 foram obtidos utilizando-se o erro padrao
da linha de regressao (EP(Y)), como estimador do desvio padrao o. Nota-se que todos
os pontos “plotados’ no grafico estao dentro dos limites de controle, o que mostra que
o processo de producao de milho do estado de Iowa estd sob controle estatistico. Por
outro lado, quando utiliza-se o erro padrao da linha de regressao estimada EP(}//\;), como
estimador do desvio padrao o, obtém-se limites de controle bem diferentes, onde observa-
se pontos fora dos limites de controle, indicando um processo fora de controle estatistico.
Na Figura 4.4 pode-se novamente observar um processo sob controle estatistico. Porém,
este primeiro gréfico foi elaborado utilizando como estimador do desvio padrao o, o erro

padrao da previsio (EP(Y;)) e também construfu-se um grafico comparativo entre as trés

estimativas de o.
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Figura 4.4 - Grdfico de Controle de Regressao Funcional com ag = 57, da Producao de Milho

e Nivel de Nitrogénio no Solo - Estado de Iowa, 1969. com limites de 2EP(1/}t) = 2Sf’m‘ eo

Grdfico Comparativo de Regressao Funcional com ag = 57, respectivamente.

Para mostrar a diferenca causada pela escolha do estimador de variabilidade, no grafico
de controle de regressao funcional, a Figura 4.4, destaca os limites de controle para cada
estimativa do desvio padrao o. E importante destacar que a escolha da estimativa do
desvio padrao depende muito do tipo de processo que se deseja controlar, por exemplo,
no exemplo em questao, uma boa estimativa seria a utilizacao do erro padrao da previsao,

pois conforme é mostrado na Figura 4.4 este limite é mais largo, possibilitando uma chance

menor de ocorréncia de alarmes falsos.

Pode-se perceber que a partir da Figura 4.4, que se esta iniciando o processo de controle,
deve-se optar pelos limites de controle baseados no erro padrao da linha de regressao
(EP(Y)) ou no erro padrio da previsio EP(Y;). Sendo este tltimo bem mais preciso,
ja que se trata de um estimador da variabilidade da equacao de regressao estimada, ou
seja, de uma variabilidade da média, como é recomendado nos graficos de controle de
Shewhart. Por outro lado, se o processo ja esta sob controle ha algum tempo, isto é, tem-
se um processo conhecido como “processo refinado”, entao recomenda-se utilizar o erro

~

padrao da linha de regressao estimada EP(Y;), como estimador do desvio padrao o.
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4.4 - Analisando o Grafico de Controle de Regressao

O grafico de controle de regressao, assim como o grafico de controle do tipo Shewhart
pode servir como uma ferramenta de controle e medida de desempenho. Para isto utiliza-
se 0 seguinte principio: quando as investigagoes sobre variagoes nao forem para produzir
decisoes significativas para o processo (reducao da variabilidade), aceite-as, pois estas
provavelmente sao devidas as causas comuns.

No exemplo em questao, o grafico de controle de regressao foi utilizado para manter
o controle do desempenho, isto é, o controle da producao de milho. Assim, imagina-se
que exista um local 12, onde observa-se um nivel de nitrogénio no solo igual a 80 e uma

producao de 93. Pergunta-se:
(1) Existiu um aumento ou diminui¢do na produtividade?
(2) E este desempenho é aceitavel?

Para responder estas perguntas, recorre-se ao desempenho histérico do processo. Quando
o Nivel de Nitrogénio (X = 80) é posto sobre a linha central da Figura 4.3, determina-
se que a producao serd de Y = 99,67. Neste caso responde-se a primeira pergunta (1):
observa-se, que existiu um aumento de produtividade, visto que, a produgao sofreu um
acréscimo de 6,67 a mais, ou seja, (99,67 - 93) a produgao no local 12 ficou aquém da
expectativa prevista. Logo, verifica-se que o desempenho esta acima do normal, e uma
decisao gerencial investigaria se a causa é especial ou aleatoria.

Quanto a segunda pergunta (2), recorre-se aos limites de controle da Figura 4.3, como
a produgao de milho declarada esta dentro dos limites de controle, esta “falta” (producao
inferior & esperada) pode ser aceita como normal em relagao ao desempenho histérico do
periodo.

E relevante para o processo, observar que sem a orientacao oferecida pelos limites do
grafico de controle, o responsavel pelo processo produtivo se preocuparia ao observar um
Déficit na producao de 6,67 a menos, implicando contudo em uma atitude de revisao da
situacao, com o intuito de determinar as causas basicas do processo, o que acarretaria
em um custo a mais neste processo. Ou seja, o responsavel pelo processo produtivo ao
deparar-se com uma producao inferior a estimada para aquele determinado local, julgaria

que o processo estivesse fora de controle estatistico, quando na verdade ele nao esta.
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Outro fato importante de se analisar sao pontos que caem fora dos limites de controle
superior e inferior. Por exemplo, quando um ponto cair acima do limite superior de con-
trole, isto indica que a produtividade esta significativamente mais alta do que o nivel
de desempenho estabelecido nos ultimos lotes. O que poderia ser causado devido um de-
sempenho irregular, coleta dos dados equivocada, fenomenos da natureza (tempestade,
por exemplo), equipamento de medi¢do do nivel de nitrogénio com defeito, dentre outras
causas. Por outro lado, se um ponto cair abaixo do limite inferior de controle, isto pode
indicar uma deficiéncia real na producao de milho, ou pode ser devido a erros de superes-
timacao na producao ou subestimagao na informacao do nivel de nitrogénio. Observe que
se um ponto cair fora do limite superior de controle, embora seja uma indicacao de um ex-
cepcional desempenho, é também um bom motivo para investigacao, desde que isto possa
beneficiar o responsavel pelo processo de producao a encontrar razoes e adotar praticas

que conduzam a um desempenho eficiente.

Pode-se utilizar o gréafico de controle para medir o efeito de novas técnicas de cultivo de
milho sobre a produtividade. Como por exemplo, a efetividade de programas da melhoria
da produtividade sobre o cultivo do milho, logo devido o processo de cultivo possibilitar
que se compare a quantidade esperada da producao com a producao atual, ambos antes
e depois da implementacao de novas técnicas agricolas, disponibilizando assim controle

préprio a ser emplementado sobre as variedades.

Os resultados alcangados com o grafico de controle de regressao sao relevantes para qual-

quer processo de monitoramento e aperfeicoamento da qualidade, pois 0 mesmo garante
1. Uma descricao dos elementos basicos do grafico de controle de regressao;

2. Uma revisao de estatisticas e técnicas de andlises necessarias para estabelecer e usar

este grafico;

3. Fornecer aplicacoes ilustrativas para uma variedade de problemas de gerenciamento

na producao.

Portanto, o gréfico demonstra-se bastante til para uma variedade de problemas do
gerenciamento da producao de milho e oferece possibilidades para aplicagoes em diversas

instituicoes governamentais, empresariais e industriais.
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Capitulo 5

O Grafico de Controle de Regressao Para o
Modelo Estrutural e Aplicacao

Neste capitulo o Modelo Estrutural de regressao linear com erro nas variaveis, apresen-
tado no Capitulo 3 e, a teoria de Graficos de Controle de Regressao, mostrada no Capitulo

4 sao combinados para produzir uma técnica metodoldgica efetiva de Controle Estatistico
da Qualidade (CEQ).

5.1 - Introducao

Quando os erros de medida sao relativamente grandes em comparagao com o erro
inerente do processo, reduz-se o poder do grafico de controle em detectar as possiveis
mudangas no processo, isto é, as suas causas especiais (Kanazuka, 1986). Entao se utiliza
o Modelo Estrutural, em conjunto com o Grafico de Controle de Regressao, para monitorar
essas possiveis mudancas no processo com uma maior precisao. Se existe uma relacao de
causa-e-efeito entre as varidveis, entao nao ha nenhuma razao para que quaisquer pares de
variaveis altamente correlacionadas nao possam ser “plotadas” em um Grafico de Controle
de Regressao. Em CE(Q é freqliente o uso de varidveis que sao resultantes de medigoes,
como por exemplo, diametro e volume de uma peca ou dimensao de uma ferramenta do
processo entre outros. Em resumo, qualquer que seja a forma de medi¢ao de uma variavel,
o erro de medida estara sempre presente, portanto deve ser levado em consideracao. Isto
é feito através do uso de modelos com erros nas variaveis, como o Modelo Estrutural
combinado com graficos de controle. A utilizacao de linhas de regressao é essencialmente
idéntica aos procedimentos estatisticos usados na previsao de vendas ou de controle de
producao de uma empresa. A unica real diferenca pode ser a utilizacao de linhas de limite
de controle e a idéia de CEQ, de que deve haver uma causa assinaldvel (especial) se um

ponto aparecer além destas linhas.
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Neste Capitulo, dois exemplos sao utilizados para ilustar a aplicabilidade dos Graficos
de Controle de Regressao Estrutural (Fuller, 1987 p. 18 e os dados reais de uma industria
brasileira). A eficiéncia dos estimadores do Modelo de Regressao com Erro nas Varidveis
Estrutural é avaliada em relacao aos estimadores do Modelo classico de Regressao, através
de dois exemplos da literatura (Fuller, 1987 p. 18 e Mandel (1969, v. 1, N. 1)). Os exemplos
ilustrarao a capacidade dos estimadores do Modelo com Erros nas Variaveis Estrutural,
em detectar os erros de medida na variavel independente quando a variancia da amostra
analisada aumenta, o que nao ocorre com os estimadores do modelo clédssico de regressao,
pois os mesmos nao conseguem detectar os erros de medicoes a medida que o tamanho da

amostra aumente.

Um dos exemplos baseia-se em um estudo sobre a producao de milho no solo de lowa
retirado de Fuller (1987, p. 18). Este conjunto de dados consiste de 11 locais (amostras)
onde foram verificados os niveis de nitrogénio e a producao de milho, ao qual foi aplicado
a metodologia de Graficos de Controle de Regressao Estrutural, com a intengao de moni-
torar esse processo de producao e comparou-se a eficiéncia dos estimadores do Modelo de
Regressao com FErros nas Varidveis Estrutural, com as estimativas do Modelo cléssico de

Regressao.

O segundo exemplo baseia-se em um conjunto de dados que representa uma aplicacao
vista em Mandel (1969, v. 1, N. 1). Nela apresenta-se um estudo para controlar e processar
correspondéncias nas 74 maiores agéncias de correios dos FUA. Comparou-se a eficiéncia
dos estimadores do Modelo de Regressao com Erros nas Variaveis Estrutural, com as

estimativas do Modelo classico de Regressao.

Por fim, um conjunto de dados real foi utilizado neste trabalho o qual foi obtido através
de um processo de producao de aluminio de uma industria brasileira. Os dados referem-se
as médias mensais da densidade aparente em g/cm? (Y), e do peso em Kg (X), dos blocos
de carbono (eletrodos), necessarios para a produgao de aluminio, no periodo de agosto de
2001 a janeiro de 2003. A producao desta industria baseia-se em aluminio primario, na

forma de lingote de 22 Quilos, com uma especificacao de pureza minima igual a 99,7% de

Al
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Ao longo do processo produtivo de aluminio (Al), através de eletrdlise (processo que
separa os elementos quimicos através da utilizagdo de eletricidade) da alumina (AlyO3),
o carbono (C) dos eletrodos possui a importante fungao de associar-se as trés moléculas
de oxigénio da alumina, liberando assim as duas moléculas de aluminio. O aluminio que
é liberado apds este processo é o produto final. Os eletrodos sao condutores de energia
elétrica responsaveis pela eletrdlise, nos fornos de produgao do aluminio. A densidade
aparente representa a caracteristica da qualidade mais importante dos eletrodos, visto
que, caso haja uma alta densidade aparente nos eletrodos isso acarretara um bloqueio na
conducao de corrente elétrica, o que ird impedir o processo de eletrélise necessario para
a producao de aluminio. Em contra partida, caso a densidade aparente seja baixa, isso
implicard em um alto consumo de eletrodos e um conseqiiente aumento da contaminacao

do aluminio que se produzir.

Essa industria possui um total de 985 fornos de producao de aluminio, cada forno
do processo produtivo do aluminio da industria “pesquisada”utiliza 18 eletrodos, cada
um ao custo de U$ 845,00 (Oitocentos e Quarenta e Cinco Délares) e com uma vida
média util em torno de 22 dias. Portanto, torna-se imprescindivel para a industria que
a densidade aparente dos blocos de carbono se mantenha sob controle, evitando assim
um desperdicio dessa matéria prima, o qual viria a aumentar os custos desse processo de
producao. Aplicou-se a metodologia de Graficos de Controle de Regressao Estrutural, a

este conjunto de dados com a intencao de monitorar esse processo produtivo.
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5.2 - Passos para elaboracao do Grafico de Controle de Regressao
Estrutural

Para os modelos definidos pelas Equagoes (3.1)-(3.3), com a variancia dos erros de
medicao o} conhecida. Entdo, para se “plotar” o Grafico de Controle de Regressao Estru-

tural faz-se necessério os seguintes passos (Figura 5.1):

Dados (X, Y)

Diagrama de
disperséao
(Outlier?)

sim
<4—P Investigar as causas

s Sxy A = S xv
B= —> S xx — 05
Sxx
> d=Y-8%X <
v
Ui :};1+ V;Yﬁ };3 X, Equacéo (3.58)
v
Estima--se o por: Equa(;éc (3'59
v
Obtém--se a Linha Central .
¥ =+ A0, Equacao (3.61)
v

Fixa --se o nivel de confianca

®
v

LSC=Y, +ko
Lic =Y, -ko

v

Plota-se os limites de
controle em um diagrama
de disperséo

Figura 5.1 - Fluxograma da Construgao do Grafico de Controle de Regressao Estrutural.
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5.3 Construindo o Grafico de Controle de Regressao Estrutural

5.3.1 Grafico de Controle de Regressao Estrutural para o Exemplo de Fuller
(1987).

Para ilustrar os passos necessarios a construcao do Gréfico de Controle de Regressao

Estrutural sao utilizados os dados de producao de milho e nivel de nitrogénio, apresentados

na Tabela 4.1.

Para se obter o nivel de nitrogénio no solo se faz necessaria uma analise quimica de
uma pequena amostra do solo, selecionada de cada lote ou canteiro experimental. Como
resultado da andlise quimica, tém-se uma estimativa do nivel de nitrogénio, X, e nao o
verdadeiro valor do nitrogénio, por exemplo de U. Neste caso, tem-se um modelo com erro
nas variaveis, formalmente definido em (3.1). A forma de coleta dos dados de nitrogénio
permite duas interpretagdes dos verdadeiros valores de nitrogénio (aleatério ou fixo). Para
o exemplo proposto, considera-se que os desconhecidos valores de U;, © = 1,2, ...,n sao
aleatérios (o que déd origem a um vetor aleatdrio) e que a variancia do erro de medida

associado a varidvel independente X ¢ dada por o2 = 57.

120

105

Produgéo (Y)

90

75

45 55 85 95

65 75
Nivel de Nitrogénio (X)

Figura 5.2 - Diagrama de Dispersdo entre Produgdo de Milho e Nivel de Nitrogénio no Solo -
Estado de Iowa, 1987

Analizando-se a Figura 5.2 nao se verifica nenhum ponto extremo (outlier).

Obtém-se a seguir as estatisticas necessarias a construcao do grafico de controle de

regressao Estrutural, as quais apresentam-se na Tabela 5.2.
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Tabela 5.1 - Estatisticas obtidas a partir da Tabela 4.1 para o Modelo Estrutural com ag = bhT7.

Simbolo Nome Valor Obtido
N Ntmero de pares de valores 11
EP(Y) Erro padrao da produgao de milho 7,710

Y Producao média de milho 97,450
Syy Variancia da producgao de milho 87,670
X Nivel médio de nitrogénio no solo 70,640
Sxx Variancia do nivel de nitrogénio 304,850
Sxvy Covariancia entre produgao de milho e nivel de nitrogénio 104,880

14 Residuo médio quadrado de U; 208,937
S2 Variancia ou residuo médio quadratico do modelo 59,440
o? Variancia do erro ¢ 43,290
o2 Variancia do erro U 247,854
a Intercepto 67,560
B Inclinacio 0,420
EP(a) Erro padrao do intercepto 10,648
EP(B) Erro padrao da inclinagao 0,147

Com base nos valores apresentados na Tabela 5.1, verifica-se que as condicoes de regu-
laridade quanto & Sxx > 0% e Syy(Sxx —03) — S%y > 0, sdo atendidas. Como Sxx > o2
e Syy(Sxx —02) — S%y > 0, pode-se obter as estimativas de 3 e a a partir das equagoes
(3.6) e (3.7), respectivamente.

Para a construcao do preditor (71 (vetor aleatério), ou seja, a construcao do verdadeiro
valor de U; utiliza-se a Equacao (3.45), supondo que o mesmo ¢é aleatério e com distribuicao

normal. A estimativa do vetor de médias é dada por
(:aYv ﬁX)T = <?7 7>T = (977 457 707 64)T

Baseado em (3.46), chega-se a:
%] _ [Svv Svx] [ Sxv
3 Sxy  Sxx Sxx — 0}
 [87,6727 104,8818] ' [ 104,8818
~|104,8818 304,8545 304, 8545 — 57

~ [o,3801
~ 0,6822]
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Assim, obtém-se o termo independente do modelo de estimacao do verdadeiro valor de

U;, isto é,
F1=(1-73) X — 3Y = (1-0,6822) 70,64 — 0,3801 . 97,45 = —14,5942.

Portanto, conclui-se que a equacao de estimagao do verdadeiro valor de U;, dado (Y;, X;)

e considerando U; como sendo aleatério é
U; = —14,5942 + 0, 3801Y; + 0, 6822.X;.
A partir de (3.48), obtém-se a variancia estimada do erro de predigao como
V{T; = U/ (Y, X;)} = 38,90.

Para se estabelecer a linha central do grafico de controle se faz necessario a obtencao

dos verdadeiros valores dos U;, conforme é apresentado na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 - Nivel de Nitrogénio estimado para o Modelo Estrutural com ag =57

Local X(Nitrogénio Observado)  Y(Producao Observada) Uy, (Nitrogénio estimado)

1 70 86 65,85
2 97 115 95,29
3 53 90 55,77
4 64 86 61,75
5 95 110 92,03
6 64 91 63,66
7 50 99 57,14
8 70 96 69,65
9 94 99 87,16
10 69 104 72,01
11 51 96 56,69

A partir da Tabela 5.2, pode-se estabelecer a equacao estimada da linha de regressao
para o Modelo Estrutural, obtendo-se a linha central (LC) do Grafico de Controle de

Regressao Estrutural, dada por

LC = Y; = 67.56 + 0.420;.
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Apés a obtengao da linha central (LC) e fixando-se o valor de k = 2, ou seja, com
limites de controle fixados em 95% de confianca, torna-se possivel obter o limite superior
de controle (LSC) e o limite inferior de controle (LIC).

Os Graficos de Controle de Regressao Estrutural com limites de controle fixados em
95% de confianga, para os trés estimadores de o apresentados nas Equagoes (3.58), (3.59)

e (3.61), sdo mostrados nas Figuras 5.3 e 5.4.

120 4 Lsc 120 4

115 4 . 115 4 e LsC
110 4 . 110 4 .
105 4 e 105 4 . ©
1 4 . o - LiC
8 954 % 95 - 0
90 | 90 g :
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.
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=
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3

T T T T T 70 T T T T T
45 55 65 75 85 95 45 55 65 75 85 95
Nivel de Nitrogénio (X) Nivel de Nitrogénio (X)

Figura 5.3 - Grdfico de Controle de Regressao Estrutural com ag = 57 da Produgao de Milho e

~

Nivel de Nitrogénio no Solo - Estado de Iowa, 1987. Com Limites de 2EP(Y) = 25, e 2EP(Y;) =

285, respectivamente.

Para a construcao dos limites de controle do primeiro grafico da Figura 5.3 utilizou-se
o erro padrao da linha de regressao (EP(Y')), como estimador do desvio padrao de o, ou
seja, obtem-se parte da medida de variabilidade em torno da linha central, medida a qual,
é multiplicada por uma constante “k” = 2 (95% de confianga). Pode-se perceber que todos
os pontos “plotados’ no grafico estao dentro dos limites de controle, o que demonstra um
indicativo de que o processo esta sob controle estatistico. Entretanto, o segundo grafico
utiliza-se o erro padrao da linha de regressao estimada EP(EAQ-), onde o objetivo do grafico
é controlar a variacao média de um processo, ou seja, a esperanca condicional da variavel
dependente (Y) dado uma varidvel independente (X), neste caso os limites de controle
obtidos serao diferentes dos observados no primeiro grafico. No segundo gréafico da Figura
5.3 nota-se, a presencga de pontos fora dos limites de controle, superior e inferior, isto é,
conclui-se que este processo nao esta sob controle estatistico e que esta estimativa de o
adotada (252_ ), ndo consegue gerar limites que compreendam os pontos observados neste

processo de producao.
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Na Figura 5.4 pode-se observar um processo sob controle estatistico. Para a sua constru-
¢ao utilizou-se como estimador da variabilidade (estimador do desvio padrao o), o erro
padrao da previsao (EP (ﬁ) = Sy,;), objetivando se obter linhas de controle mais exatas.
Para se verificar a diferenca gerada pela escolha, de um dos trés estimadores de o apresen-
tados, durante a construcao do Grafico de Controle de Regressao Estrutural, construiu-se
o segundo grafico da Figura 5.4, o qual sintetiza as Figuras (5.3), e o primeiro gréfico da

Figura (5.4) apresentados anteriormente.
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’ ' ’ ' ’ Limite Superior e Inferior de Controle (Yest) ——Linha Central
45 55 65 75 85 95
Nivel de Nitrogénio (X)

—— Limite Superior e Inferior de Controle (Se) —— Limite Superior e Inferior de Controle (Ypred.)

Figura 5.4 - Grdfico de Controle de Regressio Estrutural com ag = 57 da Produg¢ao de Milho

e Nivel de Nitrogénio no Solo - Estado de lowa, 1987. Com Limites de 2EP(}/;,5) = QS?pi eo

Grdfico Comparativo de Regressao Estrutural com Ug = 57, respectivamente.

E importante destacar que a escolha da estimativa do desvio padrao sera influenciada
pelo tipo de processo que se tem como objetivo controlar. Verifica-se que, ao se analisar o
segundo grafico da Figura 5.4, que o grafico construido utilizando-se o erro padrao de um
valor predito da variavel dependente, é o que melhor se aplica a este processo de producao,
visto que, dentre as trés estimativas de erro utilizadas, além deste conseguir compreender
todos os pontos observados, também produz os limites de controle mais largos, com isto,
uma eventual situagao de anormalidade (causa especial ou aleatéria), serd mais facilmente
controlada por estes limites, conseqiientemente a chance de alarmes falsos ocorrerem ao
longo do monitoramento deste processo serao menores, por tanto, a opgao por este terceiro
estimador de o é a mais adequada para o processo de produgao de milho, em relacao ao

nivel de nitrogénio disponivel no solo.
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Na Figura 5.4, caso o processo de controle esteja em seu inicio, faz-se a opgao pelos
limites de controle baseado nos desvios dos valores observados sobre a linha de regressao
(EP(Y) = S.) ou ainda na estimativa do erro padrao dada pelo erro padrao de um valor
predito da varidvel dependente (EP(Y;)). Por conseguinte, caso o processo apresente-se
sob controle estatistico hd um bom tempo, isto é, caso se verifique que o processo é
“refinado”, faz-se necessario a utilizacao do erro padrao da linha de regressao estimada
EP(}AQ), como estimador do desvio padrao o, ou seja, uma estimativa da variabilidade
da reta de regressao (variabilidade da média), o que objetiva-se em graficos de controle
que monitoram o nivel do processo, tal qual, é recomendado nos gréaficos de controle de
Shewhart. Utilizando a estimativa do erro padrao sobre um valor predito de Y, verifica-se
que o mesmo é mais preciso, visto que, é a estimativa que produz limites de controle
mais largos e portanto, menos sujeitos a alarmes falsos (supor que o processo estd fora

de controle estatistico quando na verdade ele nao estd), pois trata de um estimador da

variabilidade da equacgao de regressao de um valor predito da varidavel dependente.

5.3.2 Grafico de Controle de Regressao Estrutural para os Dados de uma
Inddstria Brasileira.

Considera-se a variavel densidade aparente (Y) e peso (X) do eletrodo como sendo
relacionadas de forma linear. Devido ao fato de que essas variaveis sao oriundas de pro-
cessos de medigoes, entao imagina-se que as mesmas apresentem erros de medidas. Logo,
a relacao entre essas duas variaveis pode ser expresso através do Modelo de Regressao
Estrutural, o qual, é definido pela Equacao (3.1). A partir de informagoes obtidas junto a
geréncia de processos dessa industria, fixa-se a variancia do erro de medida da variavel X,

em 0% = 10kg. Apresenta-se as medidas da Densidade (Y) e do Peso (X), na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3 - Dados reais fornecidos por uma Indistria Brasileira sobre a Densidade Aparente e
Peso dos Eletrodos produzidos de Agosto/2001 a Janeiro/2003

Ordem Meses/Ano X(Peso em kg)  Y(Densidade Aparente em g/cm?)
1 Agosto/2001 976 1,623
2 Setembro/2001 1004 1,685
3 Outubro/2001 973 1,611
4 Novembro/2001 982 1,659
5 Dezembro/2001 973 1,611
6 Janeiro/2002 975 1,623
7 Fevereiro/2002 993 1,676
8 Margo/2002 974 1,612
9 Abril /2002 976 1,625
10 Maio/2002 1000 1,683
11 Junho/2002 977 1,613
12 Julho/2002 989 1,645
13 Agosto/2002 995 1,677
14 Setembro/2002 984 1,643
15 Outubro/2002 985 1,626
16 Novembro /2002 979 1,619
17 Dezembro/2002 1001 1,655
18 Janeiro/2003 980 1,621

A partir dos dados de medidas da Densidade Aparente (Y) e do Peso (X), apresentados

na Tabela 5.3, gerou-se um diagrama de dispersao, dado na Figura 5.5
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Figura 5.5 - Diagrama de Dispersao entre Densidade Aparente e Peso

Observando-se a Figura 5.5 nao se verifica nenhum ponto extremo (outlier).

Obtém-se a seguir as estatisticas necesséarias a construgao do grafico de controle de

regressao Estrutural, as quais apresentam-se na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 - Estatisticas obtidas a partir da Tabela 5.3 para o Modelo Estrutural com ag = 10.

Simbolo Nome Valor Obtido
N Nimero de pares de valores 18
EP(Y) Erro padrao da Densidade Aparente 0,0012
Y Densidade Aparente Média 1,639
Syy Desvio padrao da Densidade Aparente 0,000714
X Peso Médio do Eletrodo 984,22000
Sxx Desvio padrao do Peso 106,88890
Sxy Covariancia entre Densidade e Peso do Eletrodo 0,24963
l Residuo médio quadrado de U; 85,45990
S2 Variancia ou residuo médio quadratico do modelo 0,000041
o? Variancia do erro ¢ 0,000071
o2 Variancia do erro U 96,88890
a Intercepto -0,89843
B Inclinacio 0,00258
EP(a) Erro padrao do intercepto 0,19820
EP(B) Erro padrao da inclinagao 0,00020

Com base nos valores apresentados na Tabela 5.4, verifica-se que as condicoes de regu-
laridade quanto & Sxx > 0% e Syy(Sxx —03) — S%y > 0, sdo atendidas. Como Sxx > o2
e Syy(Sxx —02) — S%y > 0, pode-se obter as estimativas de 3 e a a partir das equagoes
(3.6) e (3.7), respectivamente. Para a construcao do preditor U; (vetor aleatério), ou seja,
a construcao do verdadeiro valor de U; utiliza-se a Equagao (3.45), supondo que o mesmo

é aleatorio e com distribuicao normal. A estimativa do vetor de médias é dada por
(iy, ix)" = (Y, X)" = (1,639; 984, 22)""
Baseado em (3.46), chega-se a:
m _ {Syy SYX} - [ Sxy }
V3 Sxy Sxx Sxx — o3

0,00071 0,24963 - 0,24963
0,24963 106, 8889 106, 8889 — 10

I

 [179,635
| 0,452
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Assim, obtém-se o termo independente do modelo de estimacao do verdadeiro valor de

U;, isto é,
F=(1-73) X — 3Y = (1—0,452) 984,22 — 179,635 . 1,639 = 244, 932.

Portanto, conclui-se que a equacao de estimagao do verdadeiro valor de U;, dado (Y;, X;)

e considerando U; como sendo aleatério é

U; = 244,932 4+ 179, 635Y; 4+ 0,452.X;.
A partir de (3.48), obtém-se a variancia estimada do erro de predigao como
V{U, - U,/ (Y, X;)} = 8,19.

Para se estabelecer a linha central do grafico de controle se faz necessario a obtencao

dos verdadeiros valores dos U;, conforme é apresentado na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 - Peso do FEletrodo estimado para o Modelo Estrutural com ag =10

Local  X(Peso do Eletrodo em kg)  Y(Densidade em g/cm?)  Uy,(Peso estimado)

1 976 1,623 977,632
2 1004 1,685 1001,425
3 973 1,611 974,120
4 982 1,659 986,810
5 973 1,611 974,120
6 975 1,623 977,180
7 993 1,676 994,836
8 974 1,612 974,752
9 976 1,625 977,991
10 1000 1,683 999,258
11 977 1,613 976,287
12 989 1,645 987,459
13 995 1,677 995,920
14 984 1,643 984,840
15 985 1,626 982,238
16 979 1,619 978,269
17 1001 1,655 994,680
18 980 1,621 979,080
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A partir da Tabela 5.5, pode-se estabelecer a equacao estimada da linha de regressao
para o Modelo Estrutural, obtendo-se a linha central (LC) do Grafico de Controle de

Regressao Estrutural, dada por
LC = ¥; = —0.898 + 0.0025780;.

Ap6s a obtengao da linha central (LC) e fixando-se o valor de k = 2, ou seja, com limites
de controle fixados em 95,46% de confianga, torna-se possivel obter o limite superior de

controle (LSC) e o limite inferior de controle (LIC).

Os Graficos de Controle de Regressao Estrutural com limites de controle fixados em
95,46% de confianga, para os trés estimadores de o apresentados nas Equagoes (3.58),

(3.59) e (3.61), sao mostrados nas Figuras 5.6 e 5.7.
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Figura 5.6 - Grdfico de Controle de Regressao Estrutural com 0(% = 10 da Densidade Aparente

~

e Peso do Eletrodo. Com Limites de 2EP(Y) = 2S5, e 2EP(Y;) = 2S5
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Para a construcao dos limites de controle do primeiro grafico da Figura 5.6 utilizou-se
o erro padrao da linha de regressao (EP(Y)), como estimador do desvio padrao de o,
ou seja, obteve-se parte da medida de variabilidade em torno da linha central, medida a
qual, é multiplicada por uma constante “k” = 2 (95,46% de confianga). Pode-se perceber
que todos os pontos “plotados” no primeiro grafico estao dentro dos limites de controle, o
que demonstra um indicativo de que o processo esta sob controle estatistico. Entretanto,
ao utilizar-se o erro padrao da linha de regressao estimada EP(EAG), no segundo grafico

da Figura 5.6 onde o objetivo é controlar a variacao média de um processo, ou seja, a

esperanga condicional da varidvel dependente (Y) dado uma variavel independente (X),
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neste caso os limites de controle obtidos sao diferentes dos obtidos no primeiro gréafico da
Figura 5.6, como pode ser observado e , diferentemente do primeiro grafico, esta estimativa
de o nao conseguiu monitorar de forma satisfatoria este processo, visto que, observa-se
pontos fora dos limites superior e inferior de controle, fato o qual nao ocorre com o
primeiro grafico da Figura 5.6. No primeiro grafico da Figura 5.7 nao é notada a presenca
de pontos fora dos limites de controle, superior e inferior, como no grafico anterior onde se
utilizou outra estimativa de o, o que leva-nos a concluir que este processo esta sob controle
estatistico e que esta estimativa da variabilidade adotada (2S5, ), assim como a estimativa

adotada no grafico anterior consegue monitorar de forma satisfatoria este processo.

Na Figura 5.7 pode-se observar um processo sob controle estatistico. Para a sua cons-
trucao utilizou-se como estimador da variabilidade (estimador do desvio padrao o), o
erro padrio da previsdo (2EP(Y,) = 255,:), objetivando-se obter linhas de controle mais
exatas. Para se verificar a diferenca gerada pela escolha, de um dos trés estimadores de
o apresentados, durante a construcao do Grafico de Controle de Regressao Estrutural,
construiu-se na Figura 5.7, um grafico comparativo o qual sintetiza a Figura 5.6 e o
primeiro grafico da Figura 5.7 apresentadas anteriormente. Faz-se necessario destacar que
a escolha da estimativa do desvio padrao sera influenciada pelo tipo de processo que se
tem como objetivo controlar. Verifica-se que, ao se analisar a Figura 5.7, que o grafico
construido utilizando-se o erro padrao de um valor predito da variavel dependente, é o
que melhor se aplica a este processo de producao, visto que, dentre as trés estimativas
de erro utilizadas, além deste conseguir compreender todos os pontos observados (assim
como o primeiro grafico da Figura 5.6), também produz os limites de controle mais largos,
com isto, uma eventual situacdo de anormalidade (causa especial ou aleatdria), serd mais
facilmente controlada por estes limites, conseqiientemente a chance de alarmes falsos ocor-
rerem ao longo do monitoramento deste processo serao menores, por tanto, a opgao por
este terceiro estimador de o é a mais adequada para o processo da Densidade Aparente,

em relacao ao Peso do Eletrodo.
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Figura 5.7 - Grdfico de Controle de Regressao Estrutural com og = 10 da Densidade Aparente
e Peso do Eletrodo. Com Limites de 2EP(Y;) = 25}7]31‘ e o Grdfico Comparativo com ag = 10,
respectivamente.

No segundo grafico da Figura 5.7, percebe-se que caso o processo de controle esteja em
seu inicio, pode fazer-se a opc¢ao pelos limites de controle baseado nos desvios dos valores
observados sobre a linha de regressao (FP(Y) = S.), ou ainda na estimativa do erro

padrao dada pelo erro padrao de um valor predito da varidvel dependente (EP(}//\;))

Na Figura 5.7, ao utilizar-se a estimativa do erro padrao sobre um valor predito de Y,
faz-se a opgao pelos limites de controle baseado na estimativa do erro padrao dada pelo
erro padrao de um valor predito da varidvel dependente (EP(Y;)). Por conseguinte, caso
0 processo apresente-se sob controle estatistico ha um longo periodo de tempo, isto é, caso
se verifique que o processo é “refinado”, faz-se necessario a utilizacao do erro padrao da
linha de regressao estimada EP(S/}Z-), como estimador do desvio padrao o, ou seja, uma
estimativa da variabilidade da reta de regressao (variabilidade da média), o que objetiva-
se em graficos de controle que monitoram o nivel do processo, tal qual, é recomendado nos
graficos de controle de Shewhart. Utilizando a estimativa do erro padrao sobre um valor
predito de Y, verifica-se que o mesmo € mais preciso, visto que, é a estimativa que produz

limites de controle mais largos e portanto, menos sujeitos a alarmes falsos, pois trata de

um estimador da variabilidade da equagao de regressao de um valor predito da variavel
Y.
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Comprovou-se assim, que o grafico de controle de regressao estrutural mostrou-se uma
ferramenta de controle capaz de medir o desempenho, utilizando-se para isto do fato de
que, a partir do momento em que as variagoes ocorram, certamente em virtude de causas
consideradas comuns ou “aleatérias” (ambas originarias da variabilidade natural do pro-
cesso), estas devem ser aceitas pois considera-se que o processo esté sob controle estatistico,
ou seja, desde que as investigagoes nao sejam provavelmente para produzir tomadas de
decisoes incorretas. Isto caracteriza o principio do grafico de controle convencional e é

conhecido como principio do gerenciamento pela execucao.

5.4 Comparacao entre os Estimadores de M QO e do Modelo Es-
trutural

5.4.1 Comparacao entre os EMQO e do Modelo Estrutural para o Exemplo
de Fuller (1987).

Esta secao tem a finalidade de comparar os Estimadores de Minimos Quadrados Or-

dindrios (EMQO), com os estimadores do Modelo Estrutural, os quais sdo necessarios a

obtencao dos limites de Controle no Grafico de Controle de Regressao. A partir da Tabela

4.1 obtém-se as seguintes estimativas pelo Método do Minimos Quadrados Ordinarios.

Tabela 5.6 - Estimativas obtidas por EMQO para os dados da Tabela 4.1.

~

Estimativas & 3 EP@) EP(B) EP(Y)
Valor 73,153 0,344 9,951 0,137 7,570

A Tabela 5.7 apresenta estimativas de «, 3, FP(«a), EP() e EP(Y), para diferentes

valores de o2, para o Modelo Estrutural utilizando-se o conjunto de dados da Tabela 4.1.
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Tabela 5.7 - Estimativas obtidas a partir da Tabela 4.1 para o Modelo Estrutural com diferentes
valores de Ug.

o2 @ 3 EP@) EP(B) EP(Y)
1 73,073 0345 9951 0,137 7,571
5 72,748 0,349 9,955 0,137 7,572
10 72,329 0,356 9,966 0,137 7,574
15 71,895 0,362 9,986 0,138 7,578
20 71,447 0,368 10,016 0,138 7,584
25 70,982 0,375 10,056 0,139 7,592
30 70,500 0,381 10,107 0,139 7,603
35 70,001 0,389 10,418 0,148 7,615
40 69,483 0,396 10,457 0,144 7,631
45 68,944 0,404 10,503 0,145 7,650
50 68,385 0,411 10,557 0,146 7,672
57 67,560 0,420 10,648 0,147 7,710
60 67,198 0,428 10,693 0,148 7,728
65 66,567 0,437 10,777 0,149 7,763
70 65,909 0,446 10,872 0,150 7,803
75 65,223 0,456 10,980 0,152 7,848
80 64,507 0,466 11,102 0,154 7,899
85 63,757 0,477 11,239 0,156 7,957
90 62,973 0,488 11,394 0,158 8,022
95 62,152 0,500 11,566 0,160 8,095
100 61,290 0,512 11,757 0,163 8,178

As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram o efeito dos erros de medida sobre os estimadores de
minimos quadrados. Nota-se que o EMQO é afetado pelo erro de medida, isto é, a me-
dida que aumenta o erro associado & varidvel independente (X), diminui a capacidade dos
estimadores de minimos quadrados em detecta-los, implicando com isso em estimativas in-
consistentes, ou seja, estimativas da variabilidade cada vez mais distantes das verdadeiras
estimativas dos dados analisados. Por conseguinte, essa inconsisténcia dos estimadores de
minimos quadrados, implica que ao construir-se Graficos de Controle de Regressao uti-
lizando essas estimativas, os mesmos apresentarao limites muito estreitos, o que pode vir
a gerar a ocorréncia de alarmes falsos, ou seja, imaginar-se que o processo em anélise esta

fora de controle estatistico, quando na verdade ele esta sob controle estatistico.
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5.4.2 Comparacao entre os EMQO e do Modelo Estrutural para o Exemplo
de Mandel (1969).

Mandel (1969), apresenta um estudo para controlar e processar correspondéncias nas
74 maiores agéncias de correios dos EUA, analisando a relagao entre o nimero de homens-
hora trabalhados e o volume de correspondéncia processada. Os dados sao mostrados na
Tabela 5.8; Onde X: é a quantidade de correspondéncia manipulada (em milhoes) e Y: é

o nimero de homens-hora (em milhares).

Tabela 5.8 - Dados sobre Horas e Volume de Processamento de Correspondéncia para as
Agéncias de Correio A, B, C e D, nos anos fiscais de 1962 e 1963.

Periodo de X (Ano Fiscal Y (Ano Fiscal Periodo de X (Ano Fiscal Y (Ano Fiscal

4 semanas de 1962) de 1962) 4 semanas de 1963) de 1962)
1 157 572 1 154 569
2 161 570 2 157 564
3 168 645 3 164 573
4 186 645 4 188 667
) 183 645 ) 191 700
6 184 671 6 180 765
7 268 1053 7 270 1070
8 180 675 8 180 637
9 175 670 9 172 650
10 193 710 10 184 655
11 184 656 11 179 665
12 179 640 12 169 599
13 164 599 13 160 605

Fonte: Mandel (1969).

A partir da Tabela 5.8 obtém-se as seguintes estimativas pelo método do minimos

quadrados ordinérios.

Tabela 5.9 - Estimativas obtidas por EMQO para os dados da Tabela 5.8.

~

Estimativas & 3 EP(@)  EP(3)  EP(Y)
Valor 50,44 3,345 59,46 0,34 18,92

E com o0 mesmo conjunto de dados, apresentado na Tabela 5.8, para o Modelo Estrutural

obtém-se as estimativas mostradas na Tabela 5.10.
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Tabela 5.10 - Estimativas obtidas a partir da Tabela 5.8 para o Modelo Estrutural com diferentes
valores de Ug.

o2 @ 3 EP(@) EP(3) EP(Y)
1 46,265 3,369 59,488 0,340 18,932

28,953 3,469 60,052 0,344 18,989
10 5,826 3,601 61,948 0,354 19,183
15 -19,141 3,744 65,507 0,375 19,540
20 -42,175 3,899 71,227 0,408 20,089
25 -75,543 4,068 79,815 0,457 20,864

Os EMQO, referentes aos dados da Tabela 4.1, assim como a Tabela 5.8, vieram ratificar
o que ja havia sido discutido no “Capitulo 2”7 deste trabalho, isto ¢, comprovaram a teoria
citada anteriormente quanto a inconsisténcia dos estimadores de minimos quadrados, em
virtude da incapacidade dos mesmos em detectar os erros associados a variavel indepen-
dente X, a medida que o tamanho da amostra analisada aumenta, ou seja, a partir de que,
a variancia do erro associado a varidvel X aumenta, diminui a capacidade dos EMQO, em
detectéa-los, fato o qual nao ocorre com os estimadores do Modelo de Regressao Estrutural,
logo, conclui-se que os EMQO nao funcionam de forma satisfatoria na presenca de erros

de medida sobre tudo na variavel independente.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Recomendacoes

Objetivou-se neste trabalho a apresentacao de uma nova metodologia com o intuito
de elaborar gréaficos de controle aplicados ao modelo de regressao com variaveis sujeitas a
erros de medida, no caso a variavel independente. Para tal, combinou-se a teoria proposta
por Mandel (1969) no que se refere a graficos de controle aplicados ao modelo cléssico de
regressao, com a teoria do modelos Estrutural de regressao, apresentada por Cheng e Van

Ness (1999).

Com base nos resultados apresentados neste trabalho, pode-se comprovar que os es-
timadores obtidos através do método de minimos quadrados, mostraram-se influencia-
dos pelo erro de medida associado a variavel independente, resultando com isso em uma
diminuicao dos valores estimados da variabilidade do processo e, contudo, comprometendo
as estimativas dos limites dos graficos de controle (inferior e superior), gerando com isso
limites de controle mais estreitos do que realmente deveriam ser, ocasionando portanto,
uma baixa eficiéncia dos limites de controle do gréafico de regressao, o qual apresentara
uma alta probabilidade de ocorréncia do erro tipo I (supor que o processo esta fora de

controle estatistico quando na verdade ele nao esta).

Os limites do Grafico de Controle de Regressao, tanto com a variavel independente
medida com erro (Modelo Estrutural), tal qual, no Modelo Cléssico de Regressao, sao
influenciados pela escolha do estimador da variabilidade (), o qual se utiliza para a cons-
trucao dos limites de controle como foi possivel concluir. No caso dos modelos de regressao
erro nas variaveis (Estrutural e Funcional) apresentados neste trabalho, a estimativa do
erro padrao de previsao dada pela Equagao (3.61), produz limites de controle mais largos
do que as demais estimativas para o, implicando com isso em em uma diminui¢ao da

chance de ocorréncia de alarmes falsos.



6.1 Sugestoes Para Trabalhos Futuros 75

Conseguiu-se constatar ao longo da execucao deste trabalho que, a aplicagao em dados
reais ilustra a potencialidade do grafico de controle de regressao estrutural proposto como

ferramenta eficaz de controle da qualidade e de medida de desempenho de um processo.

6.1 Sugestoes Para Trabalhos Futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros, pode-se destacar:

e Propor uma metodologia de obtencao dos limites de controle no caso de modelos de

calibracao com e sem erros na variavel independente;
e Criar indices de capacidade do processo para os modelos com erros nas variaveis;

e Investigar e propor alternativas em modelos de regressao sem a suposicao de norma-

lidade dos erros de medida, para o estabelecimento de graficos de controle;
e Estender os resultados apresentados neste trabalho para modelos multivariados;

e Desenvolver uma metodologia de gréaficos de controle em regressao quantilica.
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Apéndice A

ANEXO

A.1 Introducao

Neste apéndice, sera apresentado a obtencao das esperancas das somas dos erros ¢; e
d;, bem como a obtencao das esperancas dos produtos destas somas, com o intuito de se
obter as esperancas e variancias das variaveis aleatorias X;,Y; e X;Y;, para todo i=1, 2,...,

n, onde as variaveis X; e Y; estao definidas no modelo (3.1).

A.2 Expansao das Somas

Pode-se observar que os somatérios a seguir podem ser expressos de forma que:

i (X = X)(Yi - Y)

1
=~ (@XL Ui+ B U+ S Uisi + 300 8+ B30, Uisi + 300, 8ie) - (AD)

—ZX X)" Z(ZMU”ZZH (> U) (A.2)

=1

—ZXY_ (X Ui+ B>, U?) (A.3)

Sy x= % (S0 Uit T ) (A5)
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n!

X1+ 4+ X0)" =)

onde ng + ...... +ng =n.

nq!ng!ngn.nk.

(Z?zl Ui€i)2 = Z UZe? 42 Z UieiUje;.
i=1

i<j=1

A.3 Obtencao das Esperancas

nl yn2 yvn3

..... Xk, (A7)

(A.8)

Para obter-se as esperancas, variancias e covariancias, necessita-se utilizar as pro-

priedades das somas das esperancas. Portanto, como ja havia sido citado anteriormente

no capitulo 3, os erros sao definidos como independentes e identicamente distribuidos com

média zero e variancias constantes. E sejam os quatro primeiros momentos finitos definidos

COo1mo:

EU}) =0y  EBU}) =02 EU}) =0l E(

Conseqlientemente, verifica-se os seguintes resultados:

Var(e;) = E(e?) — (E(g))* = 0%

Cov(g;, 0;) = E(g:6;) — E(e;)E(0;) = E(e;)E(6;) — E(e;)E(9;)

= Cov(g;0;) = 0.
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Portanto, utilizando-se as expressoes dos somatoérios da se¢ao anterior e as suposigoes

acima tem-se que:

B (ZL(Xi — X —7)> — B0 = E(Sxy):

B (ZoX) = LB (S (U + ) = L S0 B0 + S0, B6) = ol

n n

n n n

p(Sht) - DL, DL

4

2 2
Var(Syx) = 40% + % +0(n?);

2,52 2 2 2
VCLT’(Sxy) = % + ¢ (M) + O(n*Q)
n

2
e Cov(Sxy,Sxx) = 26£%7
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Apéndice B

ANEXO

B.1 Ordens de Grandeza de Seqiiéncias de Nimeros Reais: 0(.),
o(.).

B.1.1 - Introducao

Neste apéndice, serd apresentado um problema frequente no estudo dos métodos assin-
toticos consiste na comparacao de seqiiéncias de variaveis aleatérias. “A base para o
estudo desse problema é a andlise comparativa do comportamento de duas Seqiiéncias de
nimeros reais {a,},>1 € {by}n>1, quando n tende ao infinito. Nesta Se¢ao apresenta-se
alguns resultados sobre esse tema. O caso tico é aquele onde os termos gerais das seqiiéncias
de interesse nao sao dados explicitamente, mas uma ou algumas de suas propriedades é
(sdo) conhecida (s). Por exemplo, seja a, = b2, n > 1 e supoem-se que {b,},>1 seja
limitada para todo n suficientemente grande, ou mais especificamente, que existam um
nimero real K > 0 e o nimero inteiro positivo ng = ny (K), tal que, |b,| < K,V n > n.
O problema ¢ o de deduzir propriedades da seqiiéncia {a,},>1. Neste caso, é claro que,
lan| < K% Vn > ng e, consequentemente, pode-se deduzir que {a, },,>1 , também ¢ limitada
para todo n suficientemente grande. Para se estudar situagoes mais complexas convém

apresentar a seguinte definicao:
B.1.2 - Definicao
Sejam {ay, }n>1 € {by}n>1 seqiiéncias de nimeros reais, logo diz-se que

(a) a, = O (b,) se existirem um ndmero real K > 0 e um numero inteiro positivo

no = no(K) tal que |a,/by| < K,V n = no,

(b) a, = o (b,) se para todo € > 0 existir um nimero inteiro positivo ng = ng(e€) tal que

lan/bn| < €,¥ n > ny.



B.1 Ordens de Grandeza de Seqiiéncias de Numeros Reais: O(.), o(.). 80

Em outras palavras, diz-se que a,, = O(b,,) se a razao |a,/b,| for limitada para todo n
suficientemente grande e que a, = o(b,) se a,/b, — 0 quando n — oco. Em particular,
a, = O(1) se existir um nimero real K > 0 tal que |a,| < K para todo n suficientemente
grande e a, = o(1) se a, — 0 quando n — oo. Essencialmente, a Definicdo B.3 estd
relacionada com a comparagao das ordens de grandeza (ou de magnitude) de {a,},>1 €
{bn}n>1. Portanto, afirmar que a,, = O(b,,) corresponde a dizer que a ordem de grandeza
de {a,}n>1 é, no mdximo, igual a de {b,},>1 para todo n suficientemente grande, de
maneira similar, afirmar que a,, = o(b,,) corresponde a dizer que a ordem de grandeza de

{an}n>1 é menor que a de {b,},>1, para todo n suficientemente grande.” (Leite e Singer,
1990).

Exemplo:
1) n = o(n? ,poisﬁz——>0, quando n — 0.
n2
-1
(2) n=' =o0o(1), pois nT = — — 0, quando n — oo.
n
10n? 1
(3) 102 +n = O(n?), pois ——" =10+~ <11,¥n > 1.
n n
2 2
1
(4) n* = O(6n* + n), pois o <y >

6n2+n 6n2 — 6’ -

1
5 n:OnQ,poisﬁz—Sl,‘v’n > 1.
2

n? n
3 3

(6) 3n = o(n?), pois —Z = — — 0, quando n — 0.
n? n

Leite e singer (1990) apresentam o Teorema B.5 com alguns resultados envolvendo a

notacao O(.) e o(.) os quais sao bastante uteis nas aplicagoes.
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B.1.3 - Teorema

Sejam {ay, }rn>1, {bn}tn>1, {Catn>1 € {dn}n>1 seqiiéncias de nimeros reais,
(1) Se a,, = o(by), entao a,, = O(b,),

(2) Se ap, = O(by,) e ¢, = O(d,), entao:

(a) anc, = O(bpd,),
(b) |an|® = O(|ba]*), para todo s > 0,
(€) an+ cn = O(maz{|b,l,[dn]}),

(3) Se a, = o(b,) e ¢, = o(d,), entdo:

(a) anc, = o(bpd,),
(b) |an|® = o(|b,]?), para todo s > 0,
(€) an+ cn = o(maz{[bnl, |dul}),

(4) Se a, = O(b,) e ¢, = o(d,), entao a,c, = o(b,d,),
(5) Se a, = O(by,) e b, = o(cy), entao a, = o(cy).

Pode-se verificar as provas para os itens 2, 4 e 5 do Teorema B.5 em

1990, pg. (11).

Leite e Singer,

Uma extensao do estudo das ordens de grandeza de seqiiéncias de niimeros reais pode ser

verificado na forma de exemplos e exercicios, assim como ordens de grandez

de vetores em Leite e Singer 1990, pg. (9)-(14).

a de seqiiéncias
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B.2 Expansoes em Séries de Taylor.

Para Leite e Singer (1990), uma das ferramentas utilizadas com freqiiéncia no estudo
de métodos assintdticos é a aproximacao de uma funcao real f de variavel real por um
polinomio . Embora a expansao de f em série de poténcias em torno de ponto z, seja
importante sob o ponto de vista tedrico, o que realmente interessa nas aplicagoes é o

estudo do resto proveniente da aproximacao de f por um polinémio.

Dentre as possiveis aproximacoes de uma funcao f por um polindmio, segundo Leite e

Singer (1990), a que se tornar relevante corresponde ao caso em que

(a) f coincide com o polinomio em um determinado ponto o,

(b) A k-ésima derivada de f coincide com a k-ésima derivada do polinémio no ponto
xo, k =1, 2,..., n. Por exemplo, se f for derivavel no ponto x(, o polinomio P; de
grau no maximo 1, tal que, P (zg) = f(xq) e P|(x9) = f'(x0) é dado por P, = f(xg)
+f'(xo)(x — x0). Geometricamente, P; corresponde a reta tangente a curva associada
a funcao f no ponto (zo, f(x¢)). Se Dy for o dominio de f, entdo para todo = € Dy,

o resto ou erro R;(z) da aproximacao de f(x) por P;(z) é dado por

Ri(z) = f(z) — Pi(z) = f(x) = fz0) — [(w0) (7 — 20).
Entao, para todo = # x,, temos

Ri(x) . f(x) — f(zo)

(x —x0)  (z—m0)

— f'(w0),

e portanto,
R, (0
lim —1( )

oy f'(xo) — f'(w0) =0,
isto é, o resto Ry (z) tende a zero mais rapidamente que x — xg quando x — xg. Neste
sentido o polinomio P; é uma aproximacao de f em torno de xy e é denominado de
Polinémio de Taylor, de ordem 1, de f em torno de zy. Quando f”(xq) existe,
pode-se aproximar f por um polinomio P, tal que, Py(xo) = f(x0), Py(z0) = f'(z0)
e Py(zo) = ["(w0), ou seja,

f// (1’0)
2

Py(x) = f(x0) + f'(w0)(x — w0) + (z — x0)*.

CARVALHO Jr., J.G. PPGME/UFPA



B.2 Expansoes em Séries de Taylor. 83

Nesse caso, a reta tangente associada a P, coincide com a reta tangente associada a
f, no ponto (xq, Pa(xg)) = (xo, f(x0)), bem como P e f tem a mesma “curvatura’
no referido ponto. Nesse sentido, P, é uma melhor aproximagcao que P; para a funcao
f no ponto xy, e ¢ denominado Polinémio de Taylor, de ordem 2, de f em torno

de z.

Para todo x € Dy o resto da aproximacao de f por P, é dado por

Raa) = f(x) = Po(a) = f(@) = fl@o) = f'(z0)(@ = 30) = (& = w0)".

Entao, para todo = # x,

o) @)~ flao) — Fla)a — a) - =)

(x —x0)2 (x — )

e como f é continua em g, temos

lim 2@ _ 0
z—zo (x —x9)2 0

Pela regra de L’Hospital segue que

i Fa@) @) = o) = o) — wo)
T—T0 (J} - [L’O)2 T—T0 2(ZE - l’())
1 . f’(l‘) - f/(xo) " _ 1 " " _
=g Ty )| = g @) — M) =0

Conseqiientemente, pode-se concluir que Ry(x) — 0 mais rapidamente que (z — z)?

quando x — xg.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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