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Resumo

Este trabalho trata do problema de minimizar uma fungdo quadrdtica definida
positiva sobre a solugdo de um sistema de equagdes lineares, o problema denominado
de programacdo quadrdtica definida positiva. E assumido que a matriz do sistema
é retangular, de posto completo, e dessa forma o conjunto solugdo possui infinitos
vetores. A principal preocupagdo foi estabelecer uma regra que a escolha de uma base
para representar o espago nulo da matriz de restrigdes exerce sobre o desempenho dos
algoritmos de Gradiente Conjugado (CG) e Gradiente Conjugado Pré-condicionado
(PGC) . Como é bem conhecido, escolhas de bases ortogonais para o espago nulo
da matriz ndo aumentam o niimero de condi¢do da matriz reduzida enquanto a
escolha de bases ndo ortogonais aumenta. Deste modo focalizou-se as experiéncias
numeéricas principalmente com relagio as bases ortogonais. Desde que o problema
de minimizagdo com restrigdo inicial é substituido por um problema de minimizagdo
irrestrita sobre o espago nulo das restricoes, entdo os teoremas de convergéncia do
CG e PCG ainda se aplicam, e assim concentrou-se em acompanhar como a seqiiéncia
de iteragoes se aproxima da solucdo. Executou-se o mesmo problema para diversas
bases ortogonais permutando uma base ortogonal inicial obtida da decomposicio
QR para reforcar seu desempenho na seqiiéncia gerada pelos algoritmos. Entdo,
diversas conclusoes foram obtidas e vdrios problemas abertos sido apontados para

pesquisas futuras.

Palavras-Chave: Programagio Quadrdtica, Pré-condicionamento, Base Or-

togonal, Gradiente Conjugado.



Abstract

This work deals with the problem of minimizing a definite positive quadratic
function over a solution set of linear equations, the so called positive definite qua-
dratic programming. It is supposed that the matrix of the system is retangular, full
rank, and thus the solution set have infinite solution vectors. The main concern
was to establish the role of the base representation to the null space of constraint
matrix on the performance of the algorithms Conjugate Gradient (CG) and Precon-
ditioned Conjugate Gradiente PCG. As it is well known, choosing ortogonal bases
to the null space of matrix does not increase the condition number of the reduced
matrix, while non ortogonal bases does. So we focus the numerical experiments on
ortogonal bases. Since the initial constrained minimization problem is replaced to
an unconstrained minimization problem over the nullity of constraints, then the
convergence theorem for CG and PCG still applies, and so we concentrate following
how the iterate approach to the solution. We run the same problem to several dif-
ferent ortogonal bases coming from permuting vectors in an initial ortogonal base
obtained from QR decomposition to stress its rule in the generated sequence. Then,

some conclusions are made and some open problems are pointed out.

Keywords: Quadratic Programming, Preconditioning, Orthogonal Base , Con-
jugate Gradient.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho apresenta uma pesquisa sobre a influéncia da escolha de diferentes
bases para o ntcleo da matriz de restri¢des sobre a seqiiéncia gerada pelos métodos de
gradientes conjugados quando aplicados a um problema de minimizagdo quadratica

sujeita a restri¢des lineares de igualdade, ou seja

Minimizar F(x) (1.1)

sjfa  Ax=b
onde F é definida positiva, isto é, V2F(x) = G, onde G é uma matriz simétrica definida
positiva. A matriz A é uma matriz m X n, com m < n, posto(A) = m, onde a; representa

a i-ésima linha dessa matriz, e contém os coeficientes da i-ésima restricao linear:
ax =apx, + ...+ ap,x, = b;

Para GIL [Gil99] a pesquisa é um "processo formal e sistematico de desenvolvimento
do método cientifico. O objetivo fundamental da pesquisa é descobrir respostas para
problemas mediante o emprego de procedimentos cientificos". Essa pesquisa é de
caracter experimental, trata-se de demonstragao analitica e experimentagdo numérica
de comprovagdo, que significa verificagdo tedrica e comprovagdo numérica. Segundo
Gil [Gil91] "essencialmente a pesquisa experimental consiste em determinar um objeto
de estudo, selecionar as varidveis que seriam capazes de influencié-lo, definir as formas
de controle e de observagao dos efeitos que a varidvel produz no objeto".

O problema (1.1) é denominado de problema de programagdo quadrética, o qual
aparece freqlientemente, ou como um problema isolado ou como sub-problema em

métodos mais gerais para a solugdo de problemas de programagcao néo linear (DENNIS



e SCHANBEL [DS96]).

Algumas situa¢des onde aparecem sub-problemas a serem resolvidos a cada iteragdo
pelos métodos de Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado Pré-condicionado,
estdo relatados abaixo,

BORGES, FALCAO E COUTINHO [CLTB97] utilizaram o método de Gradiente
Conjugado para solugdo do problema de fluxo de poténcia em redes de transmissdo
e distribuigdo de energia elétrica comparando-o com o método de Newton-Raphson,
onde verificaram que o método de Gradiente Conjugado possui maior eficiéncia e
destacam ainda que apesar da considerdvel parcela de tempo consumida no pré-
condicionamento, o nimero de condicionamento da matriz de coeficientes passa a
ser tdo proximo a unidade que a redugdo no ntimero de iteragdes necessdrias a conver-
géncia desse método compensa o custo adicional e até acelera o método.

IGARASHI e HONNA [IH03] estudaram a convergéncia do método de Gradiente
Conjugado Pré-condicionado para um mesmo problema de microondas formulado de
maneiras diferentes. Utilizaram a formulac¢do Galerkin para campos eletromagnéticos
de alta freqiiéncia em func¢do do campo elétrico (E) e depois representaram o campo
elétrico em fun¢do dos potenciais vetor e escalar (A-V). Observaram que a matriz
elemento-finito do método (E) continha pequenos autovalores negativos que produz
uma matriz pior condicionada mesmo apds o pré-condicionamento. Por outro lado, no
método (A-V) mostrou-se que os autovalores sdo compostos por zeros e uns norma-
lizados apds o pré-condicionamento, e que a redundéncia no problema (A-V) na sua
formulacdo melhorou a convergéncia do método de Gradiente Conjugado. CHEN,
FANG, TSANG e YUNG [RSCY00] apresentaram resultados da diferenca de conver-
géncia dos métodos de Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado Pré-condicionado
no estudo aplicado ao espalhamento de wavelet incidentes em estruturas metalicas gra-
deadas. Utilizando o método de Gradiente Conjugado Pré-condicionado Multigrid
baseado em wavelet destacam o desempenho do método para ondas guiadas TE e TM
(transvers Eletric e transvers Magnetic) incidentes em superficies metalicas gradeadas,
variando-se o periodo e a largura em uma faixa dessa estrutura. Para os diferentes
métodos e diferentes erros residuais provou-se que o método de Gradiente Conjugado
Pré-condicionado é mais eficiente que o simples método de Gradiente Conjugado, o
numero de itera¢des e o tempo de processamento computacional sdo menores.

Uma motivacdo para a realizagdo dessa pesquisa é dada por COLEMAN e VERMA
[CV01] que propdem o uso do método de Gradiente Conjugado Pré-condicionado



para solucdo de problema de minimizagdo quadratica sujeita a restrigdes lineares de
igualdade considerando a escolha de uma base fundamental (Z,x,—m)) para o espago

nulo, 8(A), da matriz de restricoes,

Z= P[ BTN ] (1.2)

In—m

onde P é uma matriz de permutacdo e B é ndo singular. A matriz A é particionada em
(BIN), partes basica e ndo bésica, e I é a matriz Identidade.

COLEMAN [Col94] apresenta algumas técnicas bdasicas para a solu¢do do problema
(1.1), das quais a que motiva a realizagdo desta pesquisa é a abordagem do Espago Nulo,
onde Z,x(,—m forma uma base para o espaco nulo da matriz A (matriz de restrigdes). A
abordagem aqui utilizada é diferente daquela utilizada por GILL, et al. [PGS92] baseada
em uma aplicagdo iterativa em sistemas indefinidos, bem como da abordagem utilizada
por NASH e SOFER [NS93] que consiste em uma aproximacdo definida positiva do
problema (1.1), e também diferente da técnica usada em [Col02] baseada em regido de
confianga.

Assumindo que x, é um ponto vidvel que satisfaz as restri¢des lineares, COLEMAN
[Col94] aborda o método de Gradiente Conjugado Pré-condicionado para resolver o

sistema

Z'GZd = —=Z"VF(x,) (1.3)

onde G é uma matriz simétrica e definida positiva, VF(x,) é o gradiente da funcdo F em
xo, d ¢ uma diregdo vidvel pertencente ao ntcleo de A. Propde ainda o uso da Fatoragao
de Cholesky para o pré-condicionamento de Z'GZ.

O objetivo principal desse trabalho é estudar o efeito de diferentes escolhas de bases,
(Zux(n-my), para o espago nulo da matriz das restri¢des A, sobre o comportamento das
seqliéncias geradas pelos métodos de Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado
Pré-condicionado.

Os objetivos especificos estdo relacionados com a escolha de bases ortogonais para
representar o espago nulo da matriz das restricdes de modo que o namero de condigdes
do sistema (1.3) ndo seja aumentado pelo efeito da escolha da base. Diferentes escolhas
de base serdo realizadas permutando as colunas das bases obtidas.

Essas bases serdo obtidas da decomposi¢do QR da matriz A7, (bases ortogonais) e



do particionamento da matriz A em partes [B|N] (bases ndo ortogonais), como ja foi
citado. As dire¢Oes de busca usadas pelo algoritmo sdo as dire¢des vidveis d, que sdo
ortogonais as linhas de AT, portanto Ad = 0, ou seja, dado Q ={x e R": Ax =b}exs e
x1 + ad dois pontos quaisquer em Q, entdo Ad = 0, pois se Ax; = b = A(x; + ad), entdo
aAd = 0, Ya € R. Portanto uma direcdo d € R",d # 0, é viavel em Q) se, e somente se,
d estd no nucleo de A, d € K(A).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma, no Capitulo 2 desenvolve-se uma
revisdo de literatura sobre Tépicos de Algebra Linear, onde encontram-se definicdes
de espacgos vetoriais, matriz definida, matriz de permutacgdo, fatoracdo de matrizes,
ortogonalizagdo, norma de vetores e matrizes; procedendo-se também uma revisdo de
alguns Tépicos de Otimizagdo, minimizagdes de fungdes, convexidade e algoritmo geral
de otimizacdo. O Capitulo 3 apresenta um estudo do problema quadrético, proprie-
dades de funcdes quadraticas, a forma quadrética, condi¢des necessdrias e suficientes
de otimalidade, e a abordagem adotada para a solu¢do do problema de minimizacdo
quadrética. No Capitulo 4 desenvolveu-se exposicdo tedrica dos métodos que usam
dire¢des conjugadas e suas propriedades, apresentando algoritmos de Gradiente Con-
jugado e Gradiente Conjugado Pré-condicionado. No Capitulo 5 descreve-se como os
experimentos numéricos foram realizados e finalmente no Capitulo 6 faz-se as consi-

deracgodes finais sobre o trabalho realizado.



Capitulo 2

Revisao de Literatura

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma revisdo de literatura sobre alguns

tépicos de Algebra Linear e de Otimizacéo.

2.1 Tépicos de Algebra Linear

2.2 Espacos vetoriais

Um espaco vetorial real é um conjunto ndo vazio V munido de duas operagdes,

adicdo e multiplicagdo por escalar, tais que:

1. VueveV,entdou + v € V, isto é, a operacdo de adicdo é fechada em V, e além

disso:

@ u+v=v+uYuveV,
b) u+(w+w)=Ww+v)+wVuveweV,;
(c) Existe em V', um tinico vetor nulo, talque u +0=0+u,Vu € V;

(d) Para cada u € V, existe um tinico vetor —u € V, tal que u + (—u) = 0.

2. Se u € V e r um escalar, entdo ru € V, a operagdo de multiplicagdo é fechada em

V, isto é:

(@ r(u+v)=ru+rv,YescalarreVu,veV;

(b) (r+s)u=rs+su,V escalarreVs,ueV;



(c) r(su) = (rs)u, ¥V escalarreVs,ueV;

(d) lu=u,VueV.

2.2.1 Subespacos de um espacgo vetorial

Um subespaco W de um espaco vetorial V é um subconjunto nado vazio contido em

V que satisfaz as seguintes propriedades,

i. SeueveW,u+veWw,;

ii. Sejarum escalar,eue€ W, rueW.

O item (i) acima declara que W é fechado em relacdo a operacdo de adigdo de
vetores. O item (ii) estabelece que o conjunto W é fechado em rela¢do a operacdo de
multiplica¢do. Trivialmente W compartilha das propriedades de V', visto que W C V.

Todo subespaco W de V contém o vetor nulo. Todo espaco vetorial admite dois
subespagos, o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o préprio espago vetorial.

Exemplo:

Seja a matriz A,x, , onde

i. O espaco coluna R(A) é um subespago de R™, R(A) ¢ R";
ii. O espago linha R(AT) é um subespaco de R", R(AT) c R”;
iii. O espago nulo X(A), é um subespago de R", R(A) c R";

iv. O espaco nulo N(AT), é um subespago de R"™, X(AT) c R™,

2.2.2 Soma de subespacos

Se Sy, ..., Sk sdo subespacos de R" , entdo sua soma é um subespaco definido por

S={m+a+...+a,:a;€8S;, i=1:k}

S é dito ser soma direta se cada v € S possui uma tnica representacdo

v=a;+...+a;



com a; € S;. Neste caso escreve-se:

§=51®...05.

2.2.3 Subespacos complementares

Sejam S; e S, subespagos do espago vetorial V, entdo S; e S, sdo ditos complementares

quando:
i. V= S] @ 52,'
ii. Sl N 52 =0.

Neste caso, V é dito soma direta de S; e S, é representado por V = 5; @ S,.

2.2.4 Conjuntos geradores e dimensao

Seja S o conjunto de vetores de R", S = {vy,vs,...,v,}. O subspaco
[S] ={v=a101 + @02 + ...+ a,0,,0; €S, a; € R}

de todas as combinagdes lineares dos vetores de S é denominado subespago gerado por
S.

Se V é um espago vetorial, tal que V = [S], entdo V é um conjunto gerador de S.

A imagem (espago range) de uma matrix A € R"™" , R(A) é o conjunto gerado pelas

colunas de A, isto é,

R(A) = {Ax : x € R"} C R".
Similarmente, a imagem de AT ¢ o subespaco de R"” definido por
R(AT) = {ATy cye R C R
Seja a matrix A, , as seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

i. R(A) =[{ay,az,...a4}];



ii. RAT) = [{al,al,...al}];
iii. b € R(A) & b = Ax para algum x;

iv. a € R(AT) & a’ = xTA para algum x'.

Para uma matriz A,x,, 0 conjunto de todos m-vetores (x) tais que, Ax = 0, é deno-
minado espaco nulo de A, ou seja,

NA) ={xeR": Ax =0} C R"
Seja a matriz A, as seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

i. R(A)®RA)* = R™;

ii. Vx € R™ x pode ser escrito de maneira tinica, como

X =X1+X2,X1 € R(A) e X € R(A)J_,
iii. Sex =x; +x, € %mex:xi+x£,entéoxi = X1, Xy = Xo;

iv. Yx € R(A) e Yy € R(A)*, xTy = 0.

2.3 Produto interno

Seja V um espago vetorial. Um produto interno em V é a fungdo que associa a cada

par de vetores u, v um niimero real, denotado por (u,v) ou uTv , satisfazendo:
i. {(u,v) =(ov,u)y,Yu,veV,;

ii. {au+po,w) = au,wy+ v, w) e {w, au+pv)y =al{w,u)y+p{w,v), Yu,v,weVe

Ya,B € R";

ii. (u,u)>0,seu #0e{u,uy=0,seesomentese, u =0.



2.4 Ortogonalidade

2.4.1 Vetores ortogonais
Dados dois vetores x, y quaisquer do R”, x e y sdo ditos serem ortogonais, quando

(x,y) =0.Isto &,

xly & x'y =0.

2.4.2 Conjuntos ortogonais

Seja B = {uy, u, ..., u,} um conjunto de vetores do R". Béum conjunto ortogonal se
Vi#], <ui, u]-> = uz.Tuj = (0. Se em particular |[u]| = 1, V i, entdo B é dito ser um conjunto

ortonormal. Em outras palavras:

lsei=j
<Mi, Mj> = { . ]
Osei#j
Todo conjunto ortogonal é linearmente independente, e um conjunto de n vetores

ortonormais de um espaco V n-dimensional é uma base ortonormal para V.

2.4.3 Complemento ortogonal de subespacos

O complemento ortogonal do subespago S C R" é definido por:

St={yeR":y'x=0,YxeS}

Dado qualquer subespago S € R",S @& S+ = R", isto é,¥ x € R", x é escrito de
maneira Ginica com x = X1 + X, X; € Se x, € St . Além disso, (x1,x,) = xlTx2 = 0.

Uma colegdo de subespagos Sy, ... S, de R" sdo mutuamente ortogonais se x’y = 0,
sempreque x € S;e y € S; parai # .

2.4.4 Matriz ortogonal

Uma matriz Q,.x, qualquer é ortogonal se

QTQ =1
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QQT =In

Para uma matriz ortogonal, as seguintes afirmag¢des sdo equivalentes:

i. Q possui colunas ortonormais;

ii. Q possui linhas ortonormais;
iii. Q7' =Q7;

iv. ||Qxll, = |lx|l, para todo x € R".

2.4.5 Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja W um subespaco ndo nulo de R” com base S = {uy, u,,...,u,}. Entdo, existe
uma base ortogonal T = {wq,w;, ..., w,} para W obtida de S.

O processo de obtencdo de W consiste de duas etapas. Na primeira obtém-se uma
base ortogonal T = {vy,v,,...,v,} para W, e numa segunda fase normaliza-se os vetores
v; da base T. Escolhe-se qualquer vetor em S, por exemplo u;, e faz-se, v; = u;. Toma-se

u; € W e constréi-se v, ortogonal a v; do seguinte modo,

<Mz, Ul)
(v1,01) "

em seguida toma-se o vetor u3 € W e constroi-se v3 ortogonal a v, e v;como,

Uy = Uy —

(us, Uz) <M3, 01>
(02, Uz> (01, Ul)

e assim sucessivamente, de modo que no k-ésimo passo tem-se,

<le,v>
”":”"_Z w0y

U3 = Uz —

2.5 Matrizes

2.5.1 Posto de uma matriz

O posto linha de uma matriz A é o nimero de linhas ndo nulas dessa matriz, ap6s a
redugdo a forma escada. O posto linha de A é igual ao posto coluna de A, e, como sdo
equivalentes, trabalha-se apenas com o posto de A.
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Para uma matriz A,,x,, que possui posto(A) = r, tem-se
i. dimR(A) =7,
ii. dimN(A)=n-r,
iii. dimR(AT) =7,
iv. dimN(AT) =m —r.
Donde entdo,
i. dimR(A) + dimN(A) = n,

ii. dimN(AT) + dimR(AT) = m

2.5.2 Matriz de permutacao

Uma matriz de permutagao (P) é justamente a matriz identidade (I) com suas linhas
reordenadas. Se P é uma matriz de permutacdo, entdo pré-multiplicar A por uma
matriz de permutacdo equivale a permutar as linhas da matriz A. Pés-multiplicar a
matriz A por uma matriz de permutacado equivale a permutar as colunas de A.

As matrizes de permutagao sao ortogonais, entao

pt=p"

Um produto de matrizes de permutagdo é também uma matriz de permutacao.

Exemplo de matriz de permutacdo:

0 0 01

0100
pP=

0010

1 000

Portanto, PA é a matriz A com as linhas 1 e 4 permutadas e AP é a matriz A com as

colunas 1 e 4 permutadas.
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2.5.3 Matriz esparsa

Matrizes esparsas sdo matrizes onde a maioria de seus elementos é nula.

Exemplo:
0O 0 0030
0O 50000
E={0 0 4000
8 1000
0 0 00O

2.5.4 Matriz definida

Dada uma matriz simétrica A de ordem n, esta é dita

Definida positiva se:

i. xTAx>0 VxeR"ex #0;

ii. Todos autovalores de A sdo estritamente positivos (A; > 0);
Definida negativa se:

i xTAx <0 VxeR'ex #0;

ii. Todos autovalores de A sdo estritamente negativos (A; < 0);
Semidefinida positiva se:

i. xTAx >0 Vx € R";
ii. Todos autovalores de A sdo ndo negativos (A; > 0);
Semidefinida negativa:

i. xTAx <0 Vx e R”;

ii. Todos autovalores de A sdo ndo positivos (A; < 0).
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2.5.5 Matriz de rotagao

Uma matriz ortogonal Q,x, € uma matriz de rotacdo se ela possui a forma
[ cos(6) sen(6)
B —sen(0) cos(0)

Se y = QTx, entdo y é obtido pela rotagdo de x na dire¢do horéria por um angulo 6.

2.5.6 Matriz de reflexido

Uma matriz ortogonal Q»y, é uma matriz de reflexdo se, para algum, 0 possui a

forma

cos(0) sen(H)
sen(6) —cos(6)

Se y = Q"x = Qx, entdo y é obtido pela reflexdo do vetor x através da linha definida

)

As reflexdes e rotagdes sdo atraentes computacionalmente porque sdo facilmente

por

S = span {( cos(

sen(

NI N

construidas e também sdo usadas para introduzir zeros em um vetor por escolher
apropriadamente angulos de rotagdo e planos de reflexdo.

Exemplo [GL96]:

Supondo x = ( 1 V3 )T. Se

cos(—60°)  sen(—60°) |
sen(—60°) —cos(—60°) |

T
Entdo Q'x = ( 20 ) . Assim, fazendo uma rotagdo de —60° , zera-se a primeira

componente.

Se 0= cos(30°) sen(30°) | (¥ 1
© ST sen(300) —cos(30) |

T
Entdo Q'x = ( 20 ) . Assim, fazendo uma reflexdo de um angulo de 30° do vetor



14

X , Zera-se a segunda Componente.

2.5.7 Matriz de Householder

Seja w um vetor ndo nulo, w € R"eH,, a matriz definida por

H,=1- ( )wa (2.1)

é denominada de matriz de Householder, onde

H,, é uma matriz simétrica e ortogonal. De fato

ii.

2 T 2 T
- [I_(wTw)ww [I_(wTw)ww]
_ 4 T 2 2 T T
= 1= (g o + (7 ) (T
4 4
= I—( - )wa+( - )wa
wTw wTw
1

As reflexdes de Householder sdo modificagdes de posto 1 da matriz identidade e
podem ser usadas para especificar componentes nulas de um vetor. Ao multiplicar a
expressdo (2.1) por um vetor ndo nulo x € R", de modo que Hx seja um multiplo de ey,

tem-se

w

T T
wa:(l_wa )x:x_Zw X

wTw wTw

e Hyx € span {e;} implica w € span {x,e;}. Onde w = x + ae; fornece que

w'x = xTx + axy



15

e
wlw = xTx + 2ax; + o?
portanto
T T
xTx + ax; wrx
Hx=|1-2 x —2a e1
v xTx + 2ax1 + a2 wTw

Para que as componentes de x sejam zero, faz-se a = *||x||,, entdo

T

w
w=x=|x|,e; = Hypx = (I - ZT)x = +||x||, e1
wTw

Exemplo [GL96]:
Sejax=(3 15 1) ew=(9 1 5 1) entdo

—27 -9 —-45 -9
ww! 1] -9 58 -5 -1
wlw 54| —45 -5 29 _5

H,=1-2 logo

2.5.8 Rotac¢do de Givens

Em cédlculos onde é necessdrio selecionar um ntimero maior de elementos zeros,
rotagdes de Givens sdo mais adequadas. Estas matrizes sdo corre¢des de posto 2 da

matriz identidade do tipo

k
1 0 0 0
) 0 c s 0 1
G,k 0) = )
0 —s c - 0 k
0O --- 0 --- 0 --- 1

onde ¢ = cos(0) e s = sen(0) para algum 0. As rotagdes de Givens sdo ortogonais.
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Pré-multiplicagdes de vetores por G(i, k,0)" equivale a uma rotacdo anti-horaria de
0 radianos em um plano de coordenada (i, k).
De fato, se x € R" e y = G(i, k,0)"x, entdo

CXi—5sxx Jj=1
yi=4 sxi—cxx j=k
Xj ]'il',k

Vem desta formulagdo, que é possivel forcar y; ser nulo por,

Xi —Xk
C= —— s = ———
2 2 2 2
in +xk 11x1. +xk

Assim, o0 uso da rotacdo de Givens é uma maneira simples para introduzir zeros em

uma posicado especifica de um vetor.

2.5.9 Matriz diagonalizavel
Uma matriz B é dita semelhante a uma matriz A se existe uma matriz inversivel X
tal que:
B=X"'AX

Se B é diagonal entdo A é semelhante a uma matriz diagonal, isto é A é diagonaliza-
vel, ou seja
X'AX = diag(Ay, ..., Ay)

A é diagonalizavel, se e somente se, existem vetores xy,...,x, € ‘R" e escalares
A1, ..., Ay tais que
Axi:/\xi, i=1:n.

Isto é equivalente a existéncia de uma matriz ndo singular X = [xy,...,x,] € R" tal
que AX = XD, onde D = diag(A4, ..., A,).
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2.5.10 Norma de vetores

Uma norma de um vetor x em R” é uma fungido f : R" — ‘R, representada por
f(x) = Ix|l, onde:

i x| =0 YxeR'el|x|=0= x=0,
ii. |lax]|| = |a| ||| Yae Rexe R,

iii. ||x + y” < |lx|| + Hy” Y x,ye R

A norma-p é definida por:

1
llxpll = (lxall” + ... + IxallP)? 1 <p<oo

Na pratica, as normas mais usadas sao respectivamente:

a norma-1:

llxlly = lxal + ...+ |xal

a norma-2:

NI—=
NoI=

2 2
lelly = (laP + ... + xa)

= (x"x)",
e anorma-oo :
. v .
IXlleo = Lim (llx1[lP + ... + [lx,|I")? = max|x;| ,
p—)oo 1
quesdoanormapparap=1,p=2ep = oco.
Em R" duas normas quaisquer sdo equivalentes, isto é, existem constantes C;, C; e

Cs, tais que

Crllxlly < Collxlly < Cs il



18

2.5.11 Erros absoluto e relativo

Seja x € R” uma aproximagdo de x € R". Entdo o erro absoluto que ocorre ao se
representar x por x é dado por:

€as = [[F =]

e, se x # 0, o erro relativo correspondente sera:

O erro relativo na norma-oco pode ser traduzido em uma relagao sobre o niimero de
digitos significativos corretos em x. Em particular , se
==l
_ 10_p
lIxlloo

entdo a maior componente de x tem aproximadamente p digitos significativos corretos.

2.5.12 Norma de matrizes

Seja ||.|| uma norma vetorial no espago correspondente e uma matriz A,,x,, a norma

da matriz induzida pela norma de vetor, é definida por

A e
Allgs g = sup {ﬁ}

x#0 ||x]| R

Usando-se as normas vetoriais definidas anteriormente, tem-se:

a norma-1:
Ax
JAll, = max {u}
w0 |lxlly
a norma-2:
Ax
IAll, = max {” ”2}
x#0 | |lxll
a norma-oo:

A
Al = max { Lt

w0 l¥lle
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A norma-2 de uma matriz A pode ser obtida extraindo a raiz quadrada do maior

autovalor de ATA,

A = Amax(ATA)

Quando A é simétrica, entdo ATA = A? e a norma é o maior autovalor em médulo
de A,

IAll = max |Aj

Seja x o autovetor de ATA associado a seu maior autovalor Ay,y. Entdo,

Ax|l3 xTATAX) X7 (Amay) X
1A = max {21 gy X Cmdr_,
#0 | ||x|2 x#0 xTx xTx

O quociente

xTAT Ax
xTx

é conhecido como quociente de Rayleigh.

2.5.13 Numero de condi¢ao de uma matriz

Dado o sistema linear Ax = b, onde A é inversivel. Supondo que o lado direito é
perturbado por b + 6b e que a solugdo exata do sistema é x + Ox, tem-se:

A(x+6x) =b+ 06b

onde “6” é uma mudanca pequena no vetor ou na matriz. Entao,

(x + 6x) = A7 (b + 6b)

desde que x = A7'p,

ox=A"'b

Para medir ox recorre-se ao uso da norma de matriz induzida pela norma de vetor,

onde
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6] < [[A7]| 15wl
A perturbagdo na solugdo exata é limitada por ||A‘1|| vezes a perturbacdo do lado
direito ||6D]|.
Para determinar o efeito relativo dessas perturbagdes, nota-se que:

1BI] < A

E combinando as duas equagdes anteriores, tem-se:

Woxll _ oo
T < Al gy

Se a matriz A do sistema Ax = b é perturbada por 0A,atribui-se um procedimento

similar para

(A + 6A)(x + 6x) =

A equagdo pode ser reescrita como

ox = —A10A(x + Ox)

por esta razao

161 < [JAY|IBAIl [l + o]

ou

[|6x]]
[|x + Ox|| —

< [la7|| 1sAll

Quando a mudanga |[0A|| é considerada relativa para ||A|| tem-se

[lox]] < 1y |at] A [[0A]]
llx + ox|| — Al

A mudanga relativa na solugdo exata é limitada pelo fator ||A|l ||A‘1|| multiplicado

llobll oAl

pela perturbagao relativa J5+ ou 7.

condigdo de A e é representado por cond(A).

.O ntmero ||A]| ||A‘1|| é definido como ntmero de

Uma vez que ||| = 1 em uma norma, e [ = AA™!, segue que



21

1= < lIAI||A7

assim

cond(A) > 1

Ontmero de condigdo de uma matriz A indica o maximo efeito da perturbagdo sobre
a solucdo exata de Ax = b. Se a matriz A é mal-condicionada o nimero de condigédo de
A, cond(A), é grande. Se a matriz A é bem-condicionada o ntiimero de condigdo de A,

cond(A), é pequeno.

2.6 Fatoracao de matrizes

A fatoragdo ou decomposicdo de uma matriz é usualmente representada pelo pro-
duto ou soma de matrizes que possui uma forma especial.

Os métodos de fatoracdo tradicionais para sistemas lineares envolvem a conver-
sdo de um dado sistema quadrado para um sistema triangular que possuem alguma
solucéo.

Considerando o sistema triangular inferior, Lx = b:

i 0 X1 b1

I I X2 by
Se l11l # 0, ou seja, o determinante da matriz triangular inferior L for diferente de

zero, tem-se uma matriz ndo singular, e as incégnitas do sistema representado podem

ser determinadas seqiiencialmente, como segue

by

le
122

X1 =
Xy =

Esta é uma versdo 2 X 2 de um algoritmo conhecido como substituigdo para frente.

O procedimento geral é obtido resolvendo a i-ésima equagdo em Lx = b por x;:
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(bz‘ - 21];11 lijxj)
Li

Um algoritmo analogo para sistemas triangulares superiores, Ux = b é denominado

X; =

de substituigdo para trds. Pode-se obter x;, da seguinte forma:

(bi - Z?:Hl ui]-x]-)

Ui

X; =

2.6.1 Fatoracao LU

Supondo que uma matriz A, pode ser fatorada como

A=LU

onde L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria e U é uma
matriz triangular superior, esta fatoragdo pode ser usada para resolver sistemas do tipo
Ax = b. Substituindo A por LU, obtém-se

(LU)x =10

ou ainda,

L(Ux)="b

Fazendo Ux = y, a equagdo matricial anterior fica

Ly=5b

Como L é uma matriz triangular inferior, resolve-se diretamente para y . Uma vez
determinado y, como U é triangular superior, resolve-se Ux = y que fornecerd o vetor

procurado x. Segue o algoritmo da Fatoracao LU.

Algoritmo da Fatoragdo A = LU [Cun00].

Dada a matriz A = [a;;]
Parai=1:mn,

paraj=i:mn,



23

Ujj = ajj — Yl Lixuy;
fim
paraj=i+1:n,
J. = (2= Zich Ltw)
I ujj
fim
Fim.

Isto é possivel quando ndo é necessdria nenhuma troca de linhas, o que ocorre
quando existe um pivo nulo. Uma simples troca de linha define uma matriz de permu-
tagdo P.

Quando existe a necessidade de permutar linhas ou colunas fazemos uso das ma-
trizes de permutagdo e da estratégia de pivotamento parcial associada a fatoragao LU.

A estratégia de pivotamento parcial consiste em escolher como pivd o maior ele-
mento em moédulo, da coluna onde os elementos serdo eliminados, o que fard com que
elimine o problema da existéncia de um pivo6 nulo.

O sistema Ax = b serd equivalente a

PAx = LUx = Pb.

Resolve-se entdo o sistema triangular Ly = Pb e depois Ux = y para x. Segue o

algoritmo da fatoracdo LU com pivotamento parcial.

Algoritmo da fatoragcdo PA = LU , com pivotamento parcial adaptado de [RARL96].

Resolucdo de um sistema Ax = b, onde p representard as permutacdes realizadas
durante a fatoragao.
Célculo dos fatores
Parai=1:n
pli) =i
parak=1:(n-1)
po = la(k, k)|
r=k
parai=(k+1):n
se (|a(i, k)| > pv), faga:
po = lai, K|

r=1



fim
fim
se pv = 0, parar: a matriz é singular
fim
se r # k, faca:
aux = p(k)
p(k) = p(r)
p(r) = aux
paraj=1:n
aux = a(k, j)
atk, j) = ar, )
a(r, j) = aux
fim
fim
parai=(k+1):n

] = Ak
= akk)

a(i k) =1
paraj=(k+1):n
a(i, j) = a(i, j) - la(k, j)

fim

fim
fim
Fim.
Resolugdes dos sistemas triangulares
Resolugdo do sistema c = Pb
Parai=1:n

r=p()

c(i) = b(r)
Fim
Resolugdo do sistema Ly = ¢
Parai=1:n

soma = (

paraj=1:(-1)

soma = soma + a(i, j)y(j)
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fim

y(i) = c(i) — soma
Fim
Resolugdo so sistema Ux = y
Parai=n,(n—1):1

soma =0

para j=(+1):1

soma = soma + a(i, )x(j)
fim

Fim

2.6.2 Fatoracao de Cholesky

Um caso especial da fatoragdo A = LU, ocorre quando A é uma matriz simétrica
(A = AT), definida positiva (x’ Ax > 0, Yx # 0). Nesse caso a matriz U da decomposicdo
A=LUéU = DL". Entdo tem-se a decomposicdo de A como:

A=LDLT

onde L é uma matriz triangular inferior, e D é uma matriz diagonal com elementos

estritamente positivos. Entdo pode-se escrever que,

A=1LD:D:LT =[IT =R'R

onde L é uma matriz triangular inferior genérica, e R é uma matriz triangular superior
genérica e R é chamado fator de Cholesky de A.

Dada uma matriz simétrica definida positiva A, o algoritmo que segue para a De-
composicdo de Cholesky calcula uma matriz triangular inferior L , tal que A = LL”.

Para todo i > j, L (i, j) sobreescreve A(i, j).

Algoritmo de Cholesky [GL96].

Algoritmo de Cholesky [GL96].
Parak=1:n

a(k, k) = +Ja(k, k)
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akk+1:n,k) = ﬂ(kazj,:lg,k)
paraj=k+1:n
a(j:n,1) = aj : n,1) = a(j : n,ba(j, 0
fim

Fim

2.6.3 Fatoracao QR

P2

Toda matriz A,x,, com m > n , pode ser fatorada como A = QR, onde Q € R"™" é
ortogonal e R € R"™"¢é uma matriz triangular superior. Se A possui posto completo, as
n primeiras colunas de Q formam uma base ortonormal para R(A) e as tltimas colunas

de Q formam uma base ortogonal para R(A)*.

Teorema 2.6.1 — Se A = QR ¢é uma fatoragio QR de uma matrix A € R"™" de posto coluna
completo, e A = [ay,..,a,] , Q = [q1,...,qu] onde a;, i = 1,...,ne g, j = 1,...,m, sio
respectivamente as colunas da matriz A e Q, entdo

span{a, .., ax} = spaniq, . .., qi} k=1:n

Em particular, se Q1 = Qrux1n € Q2 = Qrumxns1:m €ntd0

R(A) = R(Q1)

R(A)" = R(Q2)

e A =QiRy com Ry = Rypxion. u

PROVA: [GL96] Comparando a k-ésima coluna de A = QR conclui-se que

k
ax = Z rigi € span{qa, . .., qil

i=1
Assim, spaniay, .., ar} € spaniq, ..., qx}. Contudo, desde que o posto de A seja igual
a n , segue que o span{ay, .., ax} possui dimensdo k e deste modo deve ser igual ao

span{q, ..., qx}. O restante do teorema segue trivialmente.
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2.6.4 Decomposicao de valor singular

Qualquer matriz A, pode ser escrita como

A=USVT,

onde U,x, é uma matriz ortogonal, V,, é uma matriz ortogonal e S,,», € uma matriz

diagonal,

S = diag (01,...04),

comp =min(m,n)eo; >0,i=1,...,p.

Os ntimeros ndo negativos {o;} sdo denominados de valores singulares de A, e
A = USVT é denominada de decomposigdo de valor singular (SVD).

Usualmente adota-se a convengdo o > 0, > ... > 7,. Deste modo 01(A) denota o
maior valor singular de A.

Se a matriz A possui posto r e r > 0, entdo A possui exatamente r valores singulares
estritamente positivos, de modo que o, >0e o,y =... =0, = 0.

No caso da matriz A possuir posto completo, todo valor singular é ndo nulo. Os
valores singulares sdo raizes quadradas dos autovalores de ATA (se m > n) ou de AAT
(se m < n). Se a matriz A é simétrica, os valores singulares sdo os valores absolutos dos

autovalores.

2.7 Sistemas lineares

Dada uma matriz A,x, € um vetor b € R"™, considera-se o problema de determinar

um vetor x € R", tal que:

Ax=0Db

Para que o sistema possua solugdo o vetor b deve estar contido no subespago gerado
pelas colunas de A. Se b C R(A) o sistema é dito ser compativel, isto é, b estd no espaco
gerado pelas colunas de A, b é uma combinacdo linear das colunas da matriz A.

Se b € R(A), entdo o sistema é dito ser incompativel (ou inconsistente) e ndo existe
combinagdo das colunas de A que gere b.

Se as colunas de uma matriz A sdo linearmente dependentes, e b C R(A), entdo
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existem infinitas solu¢des para Ax = b e, dessa forma, a representagdo de b como uma
combinacdo linear das colunas da matriz A ndo é tnica.

No caso de existirem infinitas solu¢des para o sistema linear Ax = b, se z e y sdo
solugdes desse sistema tem-se que,

Az=beAy =),

entao

Az-y)=Az-Ay=b-b=0.

Seja w = z -y, a diferenca das duas solugdes so sistema linear, entdo w deve resolver

o sistema homogeéneo

Se w é alguma solucgdo para Ax = 0 e y é alguma solucgdo para o sistema Ax = b,
entdo z = y + w também resolve o sistema Az = b.
Pode-se dizer que toda solucdo para um sistema linear Ax = b é a soma de uma

solugdo particular, xy, e uma solugdo do sistema homogéneo Ax = 0, ou seja,

X = Xparticular + Xhomogéneo,

isto é, o conjunto solugdo S é entdo

S = xp + R(A).

2.8 Autovetores e autovalores

Para qualquer matriz A,,, existe no minimo um nimero AeR e um vetor u, ndo

nulo associado tal que

(A—ADu =0, (2.2)

ou, equivalentemente,

Au = Au (2.3)
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Esta primeira equacdo (2.2) indica que subtraindo A de cada elemento da diagonal
damatriz A obtém-se uma matriz singular e a segunda equagdo equivalente (2.3) mostra
que pré-multiplicar u por A ndo altera a dire¢do de u. O valor A é denominado autovalor
de A, e o correspondente vetor u é denominado um autovetor de A.

Qualquer matriz A,x, possui n autovalores {14, ... A,,} ndo necessariamente distintos,

0s quais sdo as raizes n-ésimas da equagdo polinomial de grau n

det(A — AI) = 0.

A soma dos elementos da diagonal de qualquer matriz quadrada A (denominada

de trago de A) é igual a soma dos autovalores, ou seja,

traco(A) = Zn: a; = Zn: Ai(A).
i=1 i=1

O produto dos autovalores é igual ao determinante de A:

I, A(A) = det(A).

Multiplicando Au = Au por uma matriz ndo singular S, tem-se

SAu = S(Au) = A(Su).

Desde que S7!S = I, segue que,

SAu = SAS™'Su = SAS™(Su) = A(Su),

0 que mostra que A é um autovalor e Su é um autovetor de SAS™".

Se a matriz A é singular, existe um vetor ndo nulo x tal que Ax = 0, o que mostra
que uma matriz singular possui no minimo um autovalor zero.

Caso amatriz A seja ndo singular, todos os autovalores sdo ndo nulos e os autovalores
da A™! sdo os reciprocos autovalores de A.

Se A é uma matriz simétrica, todos os autovalores de A sdo reais. Uma matriz
simétrica sempre possui autovetores ortogonais que podem ser normalizados para
formar uma base ortonormal para o R".
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2.9 Projecoes

Seja um subespago S € R". P é uma projecao ortogonal sobre S, se

i. R(P) =S,
ii. P2=P,
iii. PT = P.

Se x € R", entdo Px € Se (I — P)x € S*.
Se P, e P, sdo projecdes ortogonais, entdo para qualquer z € R" , com z # 0, tem-se

que

(P = Py)zll5 = (P12)" (I = Py)z + (P2z)" (I - Py)z

Se R(P;) = R(P;) = S, entdo o lado direito dessa equacdo é zero, mostrando que a
projecdo ortogonal de um vetor para um subespacgo é tnico.

Se as colunas de V = [vy,... 7] sdo uma base ortogonal para o subespago S, entdo
P = VVT é a projegdo ortogonal sobre S. Nota-se que se v € R", entdo

vo’
" olo
é a projegdo ortogonal sobre S = span {v}.
Seja V um espaco vetorial e V, um subespaco de V gerado por um conjunto ortogonal

de vetores ndo nulos

S = {01,02,...,Uq} .

Define-se projegdo ortogonal Pj sobre V; como segue:

P()U =01 +...+ Qg0q,

onde

_ <vi/v>
 (v,v)

a;

Entao
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i. v — Pyv é ortogonal a todo vetor vy € V,;
ii. Po(u +v) = Pou + Pyo,Vu,veV,
iii. Py(av) = aPyv Y escalara, Vv e V.

Nota-se em (i) que v — Pyv é ortogonal a cada v;:

(0,0 = Pov) = (03, 0) — a1 (v;, 01) = ... — <Ui/ vq> = (0, 0) — @i (v;, v;) = 0.

Desde que cada v, € V, seja uma combinacdo linear de v;, satisfazendo (v;, v — Pyv) =
0, obtém-se (v, v — Pyv) = 0.
(ii.) e (iii.) seguem imediatamente da definicdo dos coeficientes ;. Por exemplo, o

coeficiente a; € Py(av) é
(@, av) _ (v, 0)
(vi, v3) (v, v;)’

que é exatamente o vezes o coeficiente a; € Pyv.

2,10 Otimizacao

Considerando o problema unidimensional de

Minimizar F(x) (2.4)

Xx€S

Pode-se maximizar uma funcédo F resolvendo simplesmente o problema de

Minimizar (—F(x))
xeS

e entdo multiplicar o valor 6timo por —1. Para um problema sem restri¢des o conjunto
S seria 0 R". Para este trabalho considera-se apenas o caso de minimizagao.

Um ponto x* minimiza F se

F(x") < F(x), VxeS

O ponto x* refere-se ao minimizador global de F € S. Se x* satisfaz
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F(x") < F(x), VxeS:x#x"

entdo x* é um minimizador global estrito.

Nem todas as fun¢des possuem minimizador global, e se possuem ndo existe uma
garantia de que serd um minimizador global estrito. A série de Taylor é muito usada
para otimizacdo, pois esta baseada em informagdes a respeito da fungdo em um dado
ponto e essas informagdes sdo validas dentro de uma vizinhanga pequena deste ponto.

Se um ponto x* satisfaz

F(x') <F(x), VxeS:|x—x'|<e

onde € é um ntimero positivo pequeno, o ponto x* é dito entdo minimizador local.

Se o ponto x* satisfaz

F(x*) < F(x), VxeS:x#+x,|x—-x" <e,

este ponto é dito minimizador local estrito.

2.10.1 Caracterizacao de um ponto de minimo

Problemas de otimiza¢do em geral envolvem minimiza¢do de uma funcdo sujeita a

restri¢Oes, tal como

e ,
Minimizar F(2) @)

onde um ponto X que satisfaz todas as restri¢des para o problema (2.5) é dito ser viavel.
Nota-se entdo que somente pontos vidveis podem ser 6timos, e que a otimalidade
em um ponto x* é definida pelo relacionamento com os pontos pertencentes a sua
vizinhanca.
Sendo x* um ponto vidvel para o problema (2.5) e V(x*) o conjunto de pontos vidveis

contidos em uma vizinhanca de x*, tem-se por definicdo que
Definicdo 2.10.1 — O ponto x* é um ponto de minimo local se existe 6 > 0, tal que
i. F(x) é definida sobre V(x*);

ii. F(x") <F(y),VYy e V(x").
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2.10.2 Convexidade

Considera-se neste trabalho o caso onde a fung¢do a ser minimizada é convexa e a
regido vidvel é um conjunto convexo.

Um conjunto S é convexo se, para quaisquer elementos x,y € S

ax+(l1-a)yeS, V0<a<l

Ou seja, se x, y € S, entdo o segmento de reta que une x e y também pertencem a S.
Todo conjunto definido por um sistema linear restrito é um conjunto convexo.

Um fungdo F é convexa sobre um conjunto convexo S se satisfaz

Flax+ (1 -a)y) <aFx)+(1-a)F(y), Y0<a<1l e x,y€S

Ou ainda, se 0 segmento de reta que une os pontos (x, F(x)) e (y, F(y)) estdo acima

do grafico da funcdo. Ver Figura 2.1.

F aF@)+1-a)FQ) F(y)
F(x)
~
X Ofx+(1—a)y y

Figura 2.1: Funcdo convexa [NS96]
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Uma funcdo F é estritamente convexa quando

Flax+(1-a)y) <aF(x)+(1-a)F(y), VYx#y, 0<a<l e x,y€S

Define-se, portanto, um problema de programagao convexa ao problema da forma:

Minimizar F(x)
xeS

onde S é um conjunto convexo e F é uma func¢do convexa.

2.10.3 Série de Taylor

A Série de Taylor é de fundamental importancia e freqiientemente usada em oti-
mizacdo devido ao fato de que se é possivel conhecer o valor da funcdo e de suas
derivadas em um ponto, pode-se calcular aproximagdes para a fun¢do em todos os
pontos pertencentes a vizinhanca deste ponto.

Considerando o caso unidimensional, sendo a funcao F continuamente diferencidvel

e dado um ponto x,, a aproximagdo de uma funcgao F pela Série de Taylor de ordem 7 é:

F(Xo + d) = F(Xo) + dF,(Xo) + %szH(XQ) +...+ %F(H)XO,

onde F"(xy) representa a n-ésima derivada de F no ponto x), d é uma varidvel. A
aproximagdo serd melhor para valores pequenos de d.
No caso de vérias varidveis, existe uma anologia ao caso anterior, pois trabalha-se

com a notagdo de vetores e matrizes, portanto:

F(xg + d) = F(xo) + d"VF(xo) + %dTV2P(x0)d +O(1 d155)

onde x e d sdo vetores e VF(x) refere-se ao gradiente da fun¢do no ponto xy, a notagdo

V2F(xo) representa a Hessiana da F em x.

2.10.4 Algoritmos para otimizacao

Os algoritmos de otimizagdo sugerem testes de parada para a procura de um ponto
6timo. Um exemplo para o caso unidimensional onde o problema é irrestrito, e se F é

derivével, o teste de otimalidade é freqiientemente baseado na condicao
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F(x)=0

Se F'(x;) # 0, entdo x; ndo é ponto 6timo e o sinal do valor de F'(x;) indica se a funcado
cresce ou decresce no ponto Xx;.

Outros algoritmos possuem uma forma mais especifica para o teste de otimalidade,
tal como:

Dado um ponto x

Para k=0,1,... n

Se F'(x¢) = 0, parar

Determinar uma solucdo estimada melhor: xi.1 = xx + axdy, onde dy é uma direcao
de procura e a; é o tamanho do passo.

Para um problema irrestrito, a dire¢do di resolve o problema de
Mini{inizar F(x; + d)
se di for uma dire¢do de descida para a funcdo F no ponto x;. Deste modo para passos
pequenos ao longo de d; o valor da func¢do decresce:

F(xy + ady) < F(xx), O<a<e

Para funcdes lineares F(x) = c'x, d; ser4d uma direcdo de descida se

cT(xe + edi) = Ty + ecldy < Ty

ou ainda, se c'd; < 0
Supondo disponivel di, determina-se o tamanho do passo a, que minimize a fung¢ao

nesta direcdo, ou seja:

Minimizar F(xx + ady)
a>0

A restricdo a > 0 é imposta para que d; seja uma dire¢do de descida.

O célculo de ady é denominado line search (procura em uma linha) porque corres-
ponde a uma procura ao longo da linha x; + adi. Ver Figura 2.2.

No caso de um problema restrito pode-se estabelecer uma importante condi¢do para

otimalidade. Dado o problema de
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Xk

Figura 2.2: Procura ao longo de uma linha - Line Search. [NS96]

Minimizar F(x)
xeS

Define-se d uma dire¢do de descida vidvel em um ponto x; € S se, para algum e > 0

Xx+adeSeF(x+ad) < F(x;)V0 < a < €.

2.10.5 Convergéncia de seqiiéncias

A maioria dos métodos de otimizagado sdo iterativos, segundo [WMW91] e [NS96],
nestes métodos uma seqiiéncia xx é gerada para estimar o ponto 6timo x*. Um mé-
todo serd praticdvel somente se a convergéncia ocorre com alguma rapidez em termos
computacionais.

Assumindo que a seqiiéncia xx converge para x*, que os elementos de x; sdo distintos

e que x; é diferente de x* para algum valor na iteracdo k; uma técnica para avaliar a
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convergéncia seria comparar a sua melhora a cada passo com o passo anterior. A

seqiiéncia x; converge com ordem r tal que

0 < lim |21 — x7]
T koo e — x|l

(2.6)
onde r é o raio de convergéncia assintética.
Se r = 1, a seqiiéncia possui convergéncia linear, se r = 2, a seqiiéncia possui uma
convergéncia quadratica.
Se a seqtiéncia x; possui ordem de convergéncia 7, a constante de erro assintética é

o valor y que é definida por

.
y = lim P = >l 2.7)
koo e = X7
Observa-se que se r = 1, y deve ser estritamente menor do que 1 para ocorrer a
convergéncia.
Se a seqiiéncia possuir convergéncia linear, o passo discreto decresce substancial-
mente em ||x; — x*|| com valor da constante de erro assintética. Se o limite em (2.7) é

zero quando r é considerado unitdrio, a convergéncia é dita superlinear.



Capitulo 3

O Problema Quadratico

Este Capitulo apresenta um estudo do problema quadratico, propriedades de fun-
¢Oes quadréticas, forma quadratica, condigdes necessdrias e suficientes de otimalidade,

e a abordagem adotada para a solugdo do problema de minimizacdo quadratica.

3.1 Forma quadratica

Seja F : K" — R, uma fun¢do e G, uma matriz simétrica, entdo
1 7 T
F(x) = 5% Gx+hx+c

é denominada de uma forma quadratica. A matriz G é denominada matriz associada
a forma quadrdtica . Se a matriz G é semidefinida positiva entdo F(x) é uma funcéo
convexa e se a matriz G é definida positiva entdo F(x) é uma funcdo estritamente
convexa. Em geral, uma forma quadratica F(x) assumird valores positivos, negativos
e zero para cada valor de x. Um exemplo simples em R? de uma forma quadratica que
nunca sera negativa é (x; — x,)%. Outro exemplo seria x% +x§, que nunca assumiréa valor

negativo, e assumird valor zero somente quando x = 0.Entao

i. Uma forma quadrética F(x) é dita ser definida positiva (G > 0) se x'Gx > 0, Vx # 0;

ii. Uma forma quadrética F(x) é dita ser semidefinida positiva (G > 0), se xTGx >0,
VYx # 0 e semidefinida negativa (G < 0), se xTGx <0,Vx #0;

iii. Se F ndo é definida nem semidefinida, entdo é dita indefinida;
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Definicao 3.1.1 - O gradiente da fungdo F(x) é dado pelas derivadas de primeira ordem de F(x),
isto é,

JF(x)
oxp
VE(x) =]
9
oxy

No caso quadratico,

VE(x) = g(x) = Gx + h.

Definicdo 3.1.2 — A Hessiana da fungio F(x) é dada pelas derivadas de sequnda ordem da

fungio e é representada pela matriz simétrica,

9%E(x) . 9%F(x)
8x% o 0x10%y,
V2F(x) = : :
PEx) | PEE)
Jx19x, 9x2
No caso quadratico,
V?F(x) = G

3.1.1 Propriedades de funcdes quadraticas

Considerando a fun¢do quadratica F(x) dada por:

1
F(x) = ExTGx +hlx+c

onde i é um vetor pertencente ao R" e G,x, alguma matriz simétrica.

Expandindo essa funcao pela série de Taylor no ponto %, tem-se que
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F&+mneﬂﬂ+afVH@+%MfV¢@m

P@4amgP@yHmWGf+m+%fde (3.1)

onde d € R", e a é um escalar qualquer.
Se a fungdo F possui um ponto estaciondrio x* entdo o gradiente de F em x" é nulo,
ou seja, VF(x*) = Gx* + h = 0. Portanto, o ponto x* deve ser solugdo do sistema de

equagdes lineares

Gx'+h=0 (3.2)

Se o sistema (3.2) é incompativel, o vetor 1 ndo pode ser expresso como uma combi-
nagdo das colunas da matriz G, logo F ndo possui ponto estacionario e nao é limitado
superior nem inferiormente. Caso o sistema seja compativel, existe um ponto estacio-
nario, o qual é tnico se a matriz G é ndo singular.

Se x* € um ponto estaciondrio, segue de (3.1) e (3.2) que,

Hf+ameF@w+%MfC¢ (3.3)

Sejam A}, j = 1 : nosautovaloresdamatrizAe u;, j = 1 : n osautovetores normalizados

correspondentes, tem-se que

GM]':/\]'M]', j:1:n.

Os vetores u; correspondentes a autovalores distintos sdo ortonormais. Quando d é

igual a u;, a equagdo (3.3) fica,

1
F(x* + au;) = F(x") + Eaz)\j

Se A é positivo, F cresce estritamente com o crescimento de |a| .

Se A; é negativo, F decresce monotonamente com o crescimento de |« .

Se A; é nulo, os valores de F permanecem constantes quando movimenta ao longo
de uma diregdo paralela a u; como Gu; = 0, além disso, F reduz-se para uma fungao
linear ao longo de alguma diregdo, desde que os termos quadréaticos da expressao (3.1)
desaparegam.

Quando todos os autovalores da matriz G sdo positivos, x* é o tinico minimo global
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de F. Neste caso, os contornos da funcéo F sdo elips6ides onde os eixos principais estdo
na direcdo dos correspondentes autovetores. Se G é semidefinida positiva, um ponto
estaciondrio (se existir) é um ponto de minimo local. Se G é indefinida e ndo singular,

x* é um ponto de sela, e F ndo é limitado superior nem inferiormente.

3.2 Otimizagao irrestrita - condi¢Oes necessarias e sufici-

entes para otimalidade.

Considerando o problema de minimizacao irrestrita a seguir:

Minimizar F(x) (3.4)
xeR"

onde F é uma funcdo de R" — R, F € C3(R").

As condigdes necessdrias para x* ser um ponto de minimo local sado:
1. VF(x*) = 0, ou seja, x* é um ponto estaciondrio, e
2. V2E(x") > 0.

Expandindo a fun¢do F em x* pela série de Taylor até a segunda ordem, obtém-se:

F(x* + ad) = F(x") + ad' VE(x") + %aszVZF(x* +a0dyd, 0<60<1 (3.5)

onde & é um escalar qualquer.
Assumindo que x* é um minimo local e supondo que ele ndo seja um ponto estaci-

ondrio, se VF(x") # 0, entdo deve existir um vetor d tal que,

dT'VF(x*) < 0. (3.6)

Todo vetor d que satisfaz a expressdo (3.6) é uma direcdo de descida para F em x".
Dado alguma diregdo de descida d, existe um escalar @ positivo tal que para todo «

positivo, a < @, obtém-se

ad " VE(x") + %a2dTV2F(x* +abd)d < 0.

Entdo toda vizinhanga de x* conterd pontos onde F tem valores estritamente menores

do que em x*, F(x" + ad) < F(x*), o que é um absurdo, logo a suposic¢do de que VF(x*) # 0
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é falsa, isto mostra que todo minimo local deve ser ponto estacionario.

No caso unidimensional, o vetor gradiente pode anular-se no ponto que ndo é um
minimo local. Se o gradiente é zero no ponto %, e este ponto ndo é ponto de minimo
nem ponto de maximo, entdo £ é conhecido como um ponto de sela.

Da expressdo (3.5), se VF(x*) = 0, entdo fica-se apenas com,

F(x* + ad) = F(x*) + %oﬁdTVZP(x* + abd)d (3.7)

Se V2F(x*) é indefinida, por continuidade, F serd indefinida para todos os pontos de
alguma vizinhanca de x*, e escolhendo |a| em (3.5) suficientemente pequeno, x* + ad
estd na vizinhanca. Pela defini¢do de matriz indefinida, d pode ser escolhido de forma
que d"V2F(x* + a6d)d < 0. Conseqiientemente, toda vizinhanca de x* conterd pontos
onde o valor da fungédo F é estritamente menor do que em x, contradizendo assim a
otimalidade de x".

Pode-se afirmar que para x* ser um ponto de minimo local estrito, as condi¢des que

seguem sdo suficientes.
1. VF(x)=0e
2. V2F(x*) > 0.

Concluimos que se V?F(x*) é definida positiva, por continuidade, F ¢ definida posi-
tiva para todos os pontos dentro de alguma vizinhanga de x*. Se |a| é bastante pequeno,
x* + ad estard dentro desta vizinhanga, por isso, para todo @ e d # 0, tem-se que
dTV2F(x* + aBd)d > 0. Da expressdo (3.7) observa-se que F(x*) sera estritamente menor
quando o valor da fungdo F para todos os pontos dentro de alguma vizinhanga de x*, e

assim x* é um ponto de minimo local estrito, ou seja, F(x* + ad) > F(x").

3.3 Otimizag¢ao com restri¢des lineares - condi¢des neces-

sdrias e suficientes

A forma geral de uma funcéo linear é

I(x)=a"x—b,

ondea € R" e b é algum escalar.
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Considera-se dois tipos de restri¢gdes lineares
1. ax — b = 0 (restrigdo de igualdade) ou ainda, a’x = b
2. aTx — b > 0 (restricdo de desigualdade) ou ainda, a’x > b

As restrigdes do tipo a’x — b < 0 equivalem a —a"x + b > 0.

Se x; é uma variavel real as restricbes mencionadas tomam a forma:
1. aTx; = b, x; é fixado em b.
2. a'x; > b, b é um limite inferior para x;.

3. a"x; < b, b é um limite superior para x;.

Os itens 2 e 3 acima sdo denominados simplesmente de limites inferior e superior,
para a variavel x;.

Neste trabalho serdo consideradas apenas restricdes lineares de igualdade.

Considerando as condi¢des de otimalidade para problemas que contém somente
restri¢Oes lineares de igualdade do tipo,

Minimizar F(x) (3.8)

s/a Ax=b

onde F é uma func¢do quadrética,
L T
F(x) = 5% Gx+h'x+c,

e A é uma matriz m X n, com m < n, posto(A) = m, az.T representa a i-ésima linha dessa

matriz, e contém os coeficientes da i-ésima restricao linear:

al.Tx =apx1+...+a,x, =b;

x* serd uma solucdo de (3.8) se F(x*) < F(x), para todo x vidvel em alguma vizinhanca
de x* e se Ax" = b.

Nao existe ponto vidvel se as restricdes sdo inconsistentes, assim assume-se que
b € R(A). Se as m linhas da matriz A sdo linearmente independentes, as restri¢des
diminuem em m os graus de liberdade da escolha do ponto x*.
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Sejam X e £ pontos vidveis das restri¢des, por linearidade tem-se A(x¥ — £) = 0, desde
que AX = be A% = b. O passo d de algum ponto vidvel para outro ponto vidvel deve ser

entdo ortogonal as linhas de A, ou seja, satisfazer:

Ad =0 (3.9)

Entdo se d é uma dire¢do vidvel com respeito as restricdes de igualdade, qualquer
passo aolongo dessa diregdo ndo viola as restri¢des, desde que A(f+ad) = A% = b. Como
o espago nulo de A tem dimensdo n — m, precisa-se obter um conjunto de geradores
para este espago e denomina-se de Z a matriz formada por esses vetores, entdo AZ = 0,
e toda diregdo vidvel pode ser escrita como uma combinacdo linear das colunas de Z.
Se d satisfaz a equacdo (3.9) pode-se escrever d = Zd,, para algum d,. Examinando a

expansdo de F pela série de Taylor em x* ao longo da dire¢do d (d = Zd,), tem-se

F(x* + aZd,) = F(x*) + ad! Z"VF(x") + %adeTZTVZF(x* +a0d)Zd.,, (3.10)

com0<0<l,eac’kR.
Se dIZTVF(x*) < 0, entdo toda vizinhanca de x* conterd pontos vidveis com valores
da funcao estritamente menores do que em x* . Assim, x* ndo serd um ponto de minimo

local. Se dIZ"VF(x*) desaparecer para todo d.,

Z'VE(x) =0 (3.11)

Isto é, o gradiente da fungdo F em x* é ortogonal ao subespaco gerado pelas colunas
de Z, que é igual ao X(A). O vetor ZTVF(x*) ¢ denominado gradiente reduzido de F em
X

Qualquer ponto no qual Z"VF(x) = 0 é denominado ponto estacionario. O gradiente
de F em x*, VF(x"), deve ser ortogonal as colunas de Z, e como as colunas de A sdo

também ortogonais as colunas de Z entdo VF(x*) deve ser paralelo as linhas de A, logo:

VF(x") =

1

m
ad; = ATA (3.12)

=1

onde A" é denominado vetor de multiplicador de Lagrange, 4;, i = 1 : m sdo as linhas

de A. Se as linhas de A sdo linearmente independentes, o vetor de multiplicador de

lagrange é tinico. Devido ao fato de que todo vetor de dimensdo n pode ser escrito

como uma combinacgao linear das linhas de A mais uma combinacdo linear das colunas
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de Z, entdo VF(x") pode ser escrito como:

VF(x") = ATA" + Zd, (3.13)

para algum vetor A" e d..
Pré-multiplicando VF(x*) por Z” e usando a expressdo (3.13), tem-se que

Z'7d, =0, (3.14)

ZIVF(x") = ZTATA+ 72774,
(AZ)"A\" + 72774,
Z'74d.

desde que Z'Z seja nao singular, a equacdo (3.13) sera verdadeira somente se d, = 0.
Desde que Z'VF(x*) = 0, a expansdo da série de Taylor da expressdo (3.10) fica:

F(x' + aZd,) = F(x*) + %azdzTZTVZF(x* + a0d)Zd., (3.15)

Por um argumento similar ao caso irrestrito, a expressdo (3.15) mostra que se a
matriz ZTV2F(x*)Z é indefinida, toda vizinhanga de x* conterd pontos vidveis com um
valor estritamente menor de F. Portanto, uma condi¢do necessaria para x* ser 6timo
para o problema com restri¢do linear é que a matriz Z"V2F(x*)Z deve ser semi-definida
positiva.

Deste modo, as condi¢des necessdrias para x* ser um ponto de minimo local sdo:
1. Ax* =b;

2. ZTVF(x*) = 0 ou, VF(x*) = ATA%;

3. ZIV2F(x")Z > 0.

Se na condicéo (3) anterior, ZTV2F(x*)Z > 0, as condicdes suficientes sdo:

1. Ax* =b;

2. Z'"VF(x*) = 0 ou, VF(x") = ATA%;

3. ZTV2F(x")Z > 0.
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3.4 Programacdo quadratica

A programacdo quadratica trata de um problema onde a funcdo objetivo é uma
quadrética, também denominado simplesmente de um problema quadrético. Consi-

derando entdo o seguinte problema de programacdo quadratica

1
Minimizar F(x) = ExTGx +hlx +c, (3.16)
s/a Ax=b
para uma matriz simétrica constante G e um vetor c¢. Sendo Z uma base para a matriz
A de restri¢des, tem-se que ZTGZ ¢é definida positiva logo a solugdo de (3.16) é tnica.

Inicia-se a solu¢do com um dado ponto vidvel x, onde o gradiente da funcéo é

gx)=Gx+h

e 0 passo d, de X para x* é a solugdo do problema

1
Minimizar F(x) = EdTGd +g(x)'d (3.17)
sfa Ad=0

Como ja foi visto anteriormente d pode ser escrito como Zd., logo pode-se obter a
solugdo do problema (3.17) resolvendo o problema irrestrito:

1
Minimizar F(x) = EdZTZTGZdZ +g()'Zd,
sfa d,eRn-m

definido pelo problema linear
7'GZd, = -7" g(x)
Assim d é dado por

d=-2(Z"G2)'Z"¢(x)

e a solucdo do problema é

X'=x+d (3.18)
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As condig¢oes de otimalidade discutidas anteriormente mantém-se, entao

g(x") = g(x)+Gd = ATA

onde A é um vetor multiplicador de Lagrange. Observa-se que se a matriz Hessiana G

é indefinida, ndo existe solugdo finita para o problema (3.16).

3.5 Abordagem adotada para a solucao do problema qua-
dratico

A abordagem adotada neste trabalho para resolver o problema

I |
Minimizge F(9 319

onde F : R" — R tem derivadas de segunda ordem continuas, A, , com m < n ,
de posto m e b um vetor do R", exige que o vetor de busca unidimensional ao longo
do qual o algoritmo usado atualiza a aproximacgdo da solucdo, deve estar no espaco
nulo de A, 8(A). Como por hipétese a matriz A tem posto m, entdo A tem m colunas
linearmente independentes e portanto posto(N(A)) = n —m o que assegura que o nicleo
de A contém vetores ndo nulos.

Seja P uma matriz de permutacdo tal que a matriz AP pode ser particionada como,

AP=(B N),

onde B é uma matriz m X n, ndo singular. Chamando de xz € R™, os componentes do
vetor x € R" correspondentes as colunas da matriz B, e xy € R"™™, as componentes de

x correspondentes as colunas de N, entdo tem-se que

Usando-se o fato de que P é uma matriz ortogonal, tem-se que

b=Ax=APP'x = ( B N)(jBJ
N

= Bxg + Nxy
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como B é ndo singular, entdo
xp = B7'b— B 'Nxy

Supondo entdo que as m primeiras colunas da matriz A sejam linearmente indepen-

dentes, e portanto pode-se particionar A como
A=(B N)
Entdo o sistema Ax = b é equivalente a
Ax=b o Bxg+Nxy =D

e portanto qualquer solugdo x de Ax = b, tem a forma

B™'b — B"'Nxy B! -B'N
X = = b+ XN
XN 0 In—m
Lembrando que N(A) = {x € R" : Ax = 0}, para ober-se uma base Z para o nucleo
da matriz de restri¢des A, considerando o sistema Ad = 0, seleciona-se um conjunto de
m variaveis cujas colunas sdo linearmente independentes, denotando-as de varidveis
béasicas e de B a matriz m X n definida por estas colunas, e as outras varidveis como

varidveis ndo béasicas e de N a matriz m X (n — m) definidas por essa outras colunas.

Em geral, a solucdo do sistema Ad=0 é obtido em termos de B e N, entdo

Ad=(B N)(;CB ]:BxB+NxN:O
N

Pré-multiplicando a equagdo anterior por B! tem-se

Xg = —B_leN

Assim o conjunto solucdo do sistema Ad =0 é
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e a matriz Z,x(1—m)

)

é uma base para o espago nulo de A, N(A).

Uma solugdo vidvel para o problema Ax = b é

)

Se x é algum ponto que satisfaz Ax = b, entdo pode ser escrito como

_ _ B -B7IN
X=x+d=Xx+Zxy = 0 + | XN

Outra maneira de obter uma base para o N(A), é pela decomposi¢do QR de A7, esta

é entdo uma base ortogonal. Fazendo
AT = QR,

onde Q é uma matriz ortogonal de dimenséao n X n, onde as m primeiras colunas de Q
geram o espaco linha de A, R(AT) e as n — m dltimas colunas geram o espago nulo de A4,
N(A).

Pode-se particionar Q da forma

Q=(Q @)

(3

onde Q; é uma matriz n X m cujas colunas geram R(AT e Q, é uma matriz n X (n — m)

cujas colunas geram N(A) e R; é uma matriz triangular superior, tem-se que
AQl = R{

AQy, =0
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Assim

Z=Q

é uma base ortogonal para o espaco nulo de A, portanto Z'Z = 1.
Se fosse o caso do uso do método de Newton, é visto que o ntimero de condigdo de

Z'GZ depende do ntimero de condigdo de Z e G:
cond(Z'GZ) < cond(G).(cond(Z))* (3.20)

A vantagem de usar a fatoracdo QR é que a escolha de Z ortogonal ndo aumenta o
numero de condicdo do sistema. A matriz Z determinada da decomposi¢do QR de AT

possui numero de condigdo, cond(Z) = 1 e portanto
cond(Z'GZ) < cond(G) (3.21)

o que implica que o condicionamento do problema original ndo é pior junto ao método
numérico iterativo. Considera-se neste trabalho a matriz G esparsa simétrica e definida
positiva.

Obtidas as bases para o 8(A), propde-se permutar as colunas das mesmas utilizando
os métodos de Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado Pré-condicionado para

encontrar a dire¢do pertencente ao N(A) e por fim encontrar a solugao dada por (3.18),

onde o objetivo principal é analisar o impacto dos métodos de gradiente sobre o com-
portamento da seqiiéncia gerada pelo algoritmo. No préximo Capitulo descreve-se os
métodos de Gradiente Conjugado.



Capitulo 4

Métodos que usam Direcdes

Conjugadas

Neste Capitulo desenvolveu-se uma exposigdo tedrica dos métodos que usam di-
re¢des conjugadas e suas propriedades, apresentando algoritmos de Gradiente Conju-

gado e Gradiente Conjugado Pré-condicionado.

4.1 Meétodo das dire¢des conjugadas

Meétodo de direc¢des conjugadas €, em geral, usado para resolver problemas quadra-

ticos do tipo

.. 1
Minimizar ExTAx +b'x+c

onde A é uma matriz simétrica definida positiva.

Definicao 4.1.1 — Dada uma matriz quadrada A, dois vetores d; e d, sdo ditos A-ortogonais,

ou conjugados com respeito a matriz A, se leAdz =0.

Nesse sentido o conceito de conjugacidade é uma generalizacdo do conceito de
ortogonalidade, isto é, se a matriz A = I, entdo o conceito de conjugacidade se reduz ao

conceito usual de ortogonalidade.

Teorema 4.1.1 — Se A é uma matriz definida positiva e dy, d, . .., d,—1 é um conjunto de vetores

ndo nulos conjugados com respeito a A, entdo este conjunto é linearmente independente.
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PROVA: Suponha que existam constantes a;,i = 0,1, ...,k tais que,

a0d0+...+akdk:O.

Multiplicando essa equagdo por A e fazendo o produto interno com d;, obtém-se

aodgAdo +...+ akd,fAdk =0, donde

ocidiTAdi =0

Visto que A é definida positiva, entdo d! Ad; > 0, donde obtém-se a; = 0,¥i=0,1,...,n—1.

]
Discute-se agora porque o conceito de conjugacidade é tdo tutil nos problemas qua-

dréticos do tipo

1
MinimizarExTAx —-bTx +¢, 4.1)

onde A é uma matriz definida positiva. A condicdo de otimalidade para esse problema
implica que minimizar esta quadrética é equivalente a resolver o sistema de equacdes

lineares

Ax =b. (4.2)

Resolver o sistema Ax = b é encontrar x que anula o gradiente da fungdo quadratica
e como a fun¢do quadratica é definida positiva, entdo g(x) = 0 é condigdo necesséria e
suficiente para otimalidade.

Seja A uma matriz definida positiva, e sejam dy, dy, . .., d,—1, n vetores ndo nulos con-
jugados com relacdo a matriz A. Pelo teorema anterior, esses n vetores sdo linearmente
independentes no R", logo formam uma base para o R", o que implica que a solucdo

x* de (4.1) ou de (4.2) pode ser escrita como,

x' = Oéodg +...+ an_ldn_l. (43)

Pré-multiplicando a relagdo (4.3) por A e fazendo o produto interno com d;, tem-se
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dl-TAX* = aodiTAdo +...+ Oildl-TAdl +...+ D(l'leAdl‘ +...+ an—lderdn—l

como d! Ad; = 0, Vi # j obtém-se

dl Ax" = aid] Ad;, logo

di Ax* 4
YT A @9
Devido ao fato de que Ax" = b, a; pode ser escrito definitivamente como
4b (4.5)
o = TAL, .

Isto mostra que os a’s e conseqiientemente a solu¢do x* podem ser determinados

por simples calculo de produto interno. Substituindo (4.5) em (4.3) tem-se

T d’b
X = leAdde +...+ mdn_l, IOgO
= dh
- g 46
* dT Ad; .

Existem duas idéias fundamentais por trds da solucdo (4.6). A primeira é a de
selecionar um conjunto de vetores conjugados com relagdo a matriz A, {do, ds, ..., du-1},
de modo que ao fazer o produto interno, todos os termos do lado direito de (4.3)
desaparecem, exceto o i-ésimo. Esse mesmo resultado poderia ser obtido tomando-se
o conjunto {dy, d, ...,d,-1} ortogonal no sentido usual.

De fato

dl.Tx* = OCOdZ-TdO +...+ aldz.le +...+ aiddei +...+ an_ld?dn_l

Devido a ortogonalidade, fica entdo que diTx* = aiddei, donde finalmente,

dlx*

:W

a;

entao
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que ndo é um resultado tdo bom quanto o obtido quando os vetores sdo conjugados
com relagdo a matriz A.

A segunda idéia fundamental é que usando o conceito de conjugacidade consegue-
se expressar 0s a’s em termos de vetores conhecidos.

Observando a relagdo (4.3) pode-se considerar que x* é obtido apds n passos onde
em cada passo acrescenta-se ao anterior o passo a;d;,
drb dlb dl b

leAdl d,‘ +...+ —dz_lAdn_l dn—l

*

=——dy+...+
T T Ad

Teorema 4.1.2 — Teorema das diregdes conjugadas.
Seja {do,dn,...,du-1} um conjunto ndo nulo de vetores conjugados em relagio a A, uma

matriz definida positiva. Para qualquer xo € R" a seqiiéncia {x;} gerada por

Xk+1 = X + O(kdk k>0 (47)
com
_glz"dk
= 4.8
W T Ad (8)
e

gk = Axk -b= VF(xk)

converge para uma solugdo vinica, x* do problema (4.1) , e no mdximo em n passos, isto é, x, = x*,
k<n.

PROVA: [Lue73] Desde que d,s sejam linearmente independentes, pode-se escrever
x" = Xg = O(()d() + Oéldl +...+ an—ldn—l (49)

para algum conjunto de «s. Se multiplicar (4.9) por A e fazer o produto escalar com dy,
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tem-se, . )
o = —dké(;;;k“) (4.10)
Seguindo o processo iterativo (4.7) de x, até x; tem-se
= x0 = apdo + ondy + . .. + Qg1 (4.11)
e por conjugacidade, segue que
dlA(* = x0) =0 (4.12)
Substituindo (4.12) em (4.10) tem-se,
o = dTA(x - xi) _ g dx (4.13)
d] Ady d] Ady
que é idéntica a (4.8).
]

Se a matriz A é semidefinida positiva e diagonal entdo, as curvas de niveis da funcao
F(x) sdo elipses cujos eixos principais sdo paralelos aos eixos do sistema, como mostra
a Figura 4.1.

Quando a matriz A ndo é diagonal, os eixos principais das curvas de niveis (elipses)
ndo sdo paralelos aos eixos coordenados e, a estratégia de minimiza¢do sucessiva ao
longo dessas diregdes conjugadas ndo mais conduz a solugdo em n iteragdes. O que é
ilustrado na Figura 4.2.

Como toda quadratica onde a matriz A é simétrica pode ser diagonalizada pode-se
recuperar o comportamento da funcdo representada na Figura 4.1. Isto é realizado
diagonalizando a Hessiana da quadréatica que é a matriz constante A. Seja

—

x=Vlx (4.14)

Onde V é uma matriz n X n definida por

V= [d()/dl/' . '/dn—lll

onde {dy, ds,...,d,-1} é o conjunto de dire¢cdes conjugadas com respeito a matriz A.

A fungdo quadratica F agora é
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Figura 4.1: Minimizac¢do da quadrética ao longo de dire¢des conjugadas sucessivas com
uma Hessiana diagonal em 7 iteragdes [NW99].

() = F(Vx) = %’T(VTAV)Y— (VIn)x + ¢

Como V é uma matriz ndo singular, V' AV é definida positiva, quando A é definida
positiva e diagonal pode-se minimizar essa fun¢do ¢ como no caso da Figura 4.1.
Pela propriedade de conjugacidade, dAd; =0, parai # j, a matriz VTAV ¢ diagonal,
pode-se entdo determinar o minimo de ¢» em 7 minimiza¢des unidimensionais ao longo
dos eixos conjugados.

Cada valor de X obtido pelas minimizagdes consecutivas ao longo das diregdes
conjugadas tem sua correspondente no espago das varidveis x por meio da equagdo
(4.14).

Quando a matriz Hessiana da funcdo é diagonal os vetores conjugados sdo exa-
tamente os vetores candnicos do sistema e portanto, cada minimizagdo ao longo das

dire¢des conjugadas fornece exatamente uma coordenada da solugdo. O Teorema do
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Figura 4.2: Minimizagdes sucessivas ao longo dos eixos coordenados ndo determinam
a solucdo em n itera¢des, para uma quadratica convexa geral. [NW99].

Subespaco Gerado, que serd apresentado a seguir, mostra que este resultado é verda-

deiro, em geral, mesmo para o caso em que a Hessiana ndo é uma matriz diagonal.

4.1.1 Propriedades de descida do método de dire¢des conjugadas

Seja Vi um subespaco de R" gerado por {dy,ds,...,dr-1}, € xpeR". O método de
dire¢des conjugadas na k-ésima iteracdo minimiza a fungado objetivo sobre a variedade
linear xo + Vi, onde Vi = [dy, d4, ..., dx1].

Teorema 4.1.3 — Teorema do Subespaco Gerado.
Seja {do,d1, ..., dk-1} , um conjunto de vetores nio nulos conjugados em relagio a matriz
simétrica e definida positiva A em R". Entdo para qualquer xo € R" a seqiiéncia {x;} gerada

por
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Xk+1 = Xx + (Xkdk (4.15)
_gzdk

=< 4.16

Qg d{ Ady ( )

possui a propriedade de que x, minimiza F(x) = 1xTAx — b"x + ¢ sobre o hiperplano x =

Xi—1 + adi_1, —00 < o < 00, bem como sobre a variedade linear xy + V.

u

A idéia fundamental da prova é que o gradiente da funcdo VF(x) ou g(x) é ortogonal

a variedade linear V. Logo quando Vi = R", VF(x) é ortogonal a R" e portanto

VE(x) = 0, que é a condigdo de otimalidade. Entdo o método converge em no maximo
1 Ppassos.

PROVA: [Lue73] Prova-se que gi é ortogonal a Vi por indugdo. Por hipétese V é

vazio para k = 0, assume-se que g é ortogonal a Vj e mostra-se que g1 € ortogonal a

Vi+1. Tem-se entdo que,

Skl = Sk + AAdy (4.17)

multiplicando a equagéo (4.17) por d; obtém-se que

dzgkﬂ = d;{gk + akd,fAdk =0

pela definicdo de ai. E parai <k

diTng = dl.T Qk + akdiTAdk
Entao:
1. d! g = 0 por hipétese da indugéo (ortogonalidade).
2. ad! Ady = 0 pelos vetores d/s serem conjugados com relagdo a matriz A.

Portanto g1 é ortogonal a Vi, 1.
|
A Figura 4.3 mostra um esquema geométrico do funcionamento do Método de
Direc¢des Conjugadas.
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JCO +Vk

gk

Xk-2

Figura 4.3: Método das dire¢des conjugadas. [Lue73]

Coroldrio 4.1.4 — No método de diregbes conjugadas, os gradientes g, k = 0 : n satisfazem

gidi=0,parai<k.

Ja a Figura 4.4 ilustra um esquema geométrico da interpretacdo do Teorema do

Subespaco Gerado.

4.1.2 Método de gradiente conjugado

O método de Gradiente Conjugado, (CG), é um método iterativo, que quando apli-
cado a minimiza¢do de uma fung¢do quadratica ou para resolver sistemas lineares possui
terminacdo finita, onde as dire¢des sdo obtidas seqiiencialmente a cada iteragdo con-
servando a propriedade de conjugacidade entre essas dire¢des. Como cada iteragdo do
método corresponde a minimizar uma quadratica sobre a variedade linear gerada pelas
diregdes ja disponiveis, entdo no n-ésimo passo o problema corresponde exatamente a

minimizar a fungdo quadratica sobre o R". E portanto x, = x*. O que hé de notével
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174
i+l

X+

AN B

\ /

Figura 4.4: Interpretagdo do Teorema do Subespago Gerado. [Lue73]

neste método de minimizagdo é que, por realizar multiplicagdes de vetores e matrizes,
requer pouco armazenamento e cada iteragdo tem um custo computacional pequeno.

Um caso particular das dire¢des conjugadas pode ser obtido usando a diregdo
dy = —VF(xy) e dai em diante tomando como direcdo uma combinac¢do da direcao
do gradiente no ponto obtido na iteracdo corrente e a direcdo usada na iteracdo an-
terior. Esta escolha tem pelo menos trés vantagens no uso do método. A primeira
vantagem é que enquanto ndo se estiver na solugdo 6tima o gradiente é diferente de
zero, o que torna o método bem definido. Segundo, a maneira de se obter gradien-
tes conjugados é essencialmente simples. A terceira vantagem é que muitas vezes o
método faz progressos uniformes na dire¢cdo de ponto de minimo da fun¢do quando a
matriz tem uma distribuicao favoravel de autovalores.

O algoritmo de Gradiente Conjugado usa como a primeira direcdo de busca a mesma
direcdo de méxima descida, isto é, dy = —=VF(x(). Depois todas as dire¢des sdo sempre
modifica¢des do gradiente na iteragdo corrente de modo que as dire¢des sejam sempre

conjugadas com todas as dire¢des anteriores.
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Algoritmo Padrdo de Gradiente Conjugado, adaptado de [Lue73]

Dado qualquer x; € R", define-se dy = —go = b — Axy
Enquanto g, # 0

Xk+1 = Xx + akdk (418)
_ggdk

= 4.19)

©T dTAd, (

Ais1 = =i+ + Prd (4.20)
ngAdk

= 4.21

P dTAdy (4:21)

Fim
onde gx = Ax;, —b.
O Teorema do Subespago Gerado garante que o gradiente VF(xx) ou gx é ortogonal

ady,d,...,di-1. Escrevendo a equacdo (4.20) para k obtém-se:

A = =gk + Pro1di—1 (4.22)

Se pré-multiplicar a equagao (4.22) por —g/A obtém-se

_gZAdk = gIZAgk - ﬁk—ldk—lAg]]; (423)
como no primeiro passo dy = —go,d1 = g1, parak = 1, quando k > 1 o segundo termo do
lado direito da equagao (4.23) desaparecera devido a propriedade de que g,_1Ag] =0,
logo

—grdi = g 8k (4.24)
isto nos permite escrever a; da equagao (4.19) como:

_ &
dTAd)

a (4.25)

ou ainda
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_ sl
dTAdy

(093

lembrando que

||g’<”2 =d; g = (gk + Prrdi—1)" gk

(4.26)

(4.27)

Usando novamente o Teorema do Subespaco Gerado, sabe-se que o gradiente VF(xy)

ou gi é ortogonal a dy, ds, ..., dr-1, por conjugacidade sabe-se que dz.TAd j=0,parai# j,

logo
dzAdk+1 = O/

substituindo a equacéo (4.20) em (4.28) tem-se:

df A(=gks1 + Pidi) =0

—d[ Agis1 + dl APdi = 0

_ d]];Ang
Pe= "4 Ad,

Por defini¢do de gradiente sabe-se que o gradiente gi.1 no ponto x.1 é:

k+1 = b — Axpn

E substituindo a equacdo (4.18) na equacdo (4.32) tem-se que:

ki1 = b — Alxx + axdy)
= b- Axk - OtkAdk

= g — axAdy

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Como as dire¢des sdo conjugadas com os gradientes em relagdo a matriz simétrica

e definida positiva A, e usando o relacionamento:
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2
gkl = gf 180 (4.34)
= (g + Ad) gt (4.35)
= (g1 gkt + e Ad)" g (4.36)
= g Qi1 + Prg; Sk (4.37)
donde
2_ T
b |G| T &l g w3
8 8k
e como
981 =0 para k=1:m-1 (4.39)
portanto pode-se escrever 5 como:
g{+1gk+l
B = —— (4.40)
81 8k

O Algoritmo Padrdo do Método de Gradiente Conjugado com as modificagdes esta

a seguir:

Algoritmo de Gradiente Conjugado com modificagdes [NW99].

Dado qualquer x, € R", define-se dy = —go Qo = Axp—be

Enquanto gx # 0

81 8k
= 4.41
= T Ad, (441)
k
Xk+1 = Xi + Oékdk (44:2)

Sk+1 = 8k + axAdy (4.43)
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T

Bi = (gk+12 Sk+1 (4.44)
81 8k

Aie1 = —8k+1 + Prdy (4.45)
k=k+1

Fim.

No caso da matriz A possuir r distintos autovalores, entdo o minimo da solugédo é
determinado em no maximo r iteracdes. Geralmente, se os autovalores da matriz A
ocorrem em r distintos agrupamentos, o Método de Gradiente Conjugado dard umaboa
solugdo do problema em r iteragcdes. A convergéncia baseada no ntimero de condicdo

da matriz A, cond(A), (calculada com relagdo a norma Euclidiana) é dada por

cond(A) — 1 * .
llxo — 7|4 - (4.46)

e = Xlla < | ——=—
\Veond(A) +1

onde cond(A) é:

cond(A) = [|All HA_1||2 - %

de modo que, A; sdo os maiores autovalores da matriz A e A, sdo os menores autovalores

da matriz A.

4.1.3 Meétodo do gradiente conjugado pré-condicionado

O método de Gradiente Conjugado funciona bem com matrizes bem condiciona-
das ou que possuem poucos autovalores distintos. Quando ndo é esse o caso, é
possivel acelerar a convergéncia deste método de Gradiente Conjugado usando um
pré-condicionamento (PCG) do sistema procurando-se melhorar a distribui¢do dos au-

tovalores da matriz A. Considerando o problema de resolver o sistema linear

Ax =0,

onde A é uma matriz ndo singular e fazendo a substituigdo de varidvel
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y=Cx, (4.47)

onde C é uma matriz definida positiva, o sistema equivalente resulta,

ACly=b (4.48)

Pré-multiplicando os dois membros da equagéo (4.48) por C™! tem-se,

C'AC'y=C"b
A matriz C deve satisfazer as seguintes propriedades:

i. C deve ser ndo singular;
ii. C"AC! deve ser bem condicionada;

iii. Os autovalores de C"!AC™! devem ter uma distribuicao favoravel.

Na fungdo quadratica F(x) = %xTAx —b"x+c, fazendo a substituigdo de varidvel por
(4.47), tem-se

F(y) = %yT(C‘TAC‘l)y —(C ')y +c. (4.49)

Minimizar F(y) equivale a resolver o sistema linear

CTACy =Cb

A convergéncia do algoritmo de Gradiente Conjugado para este problema, agora
dependera dos autovalores da matriz C"TAC™.

Procura-se escolher uma matriz C de forma que o ntiimero de condi¢do da matriz
CTAC seja muito menor do que o nimero de condi¢do da matriz A, ou seja, que a
constante da equacdo (4.46) seja pequena. Também pode-se escolher C de maneira que
os autovalores da matriz C"TAC™! sejam agrupados, pois o nimero de iteragdes para
determinar uma boa aproximacado da solu¢do ndo é maior do que o ntimero de grupos
de autovalores agrupados [NW99].

Definindo uma matriz precondicionadora M = C* = C'C e fazendo My, = g, 0
algoritmo a seguir ndo usa a matriz C explicitamente, mas a matriz M = C'C a qual é

simétrica e definida positiva por construcao.
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Algoritmo de Gradiente Conjugado Pré-condicionado [NW99].

Dado xy, e a matriz M = CC pré-condicionadora
Calcule My, = go para yo;

do=-80,k=0;

Enquanto g, # 0

_ &Y
dTAdy’

1095

Xis1 = X + oudy;
Sk+1 = Sk + Ady;

Myk+1 = Qk+1s

b = Spar Vet
iV

Axs1 = —Yks1 + Prsrdis

k=k+1;

Fim.

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Outra versdo do Algoritmo de Gradiente Conjugado Pré-condicionado é dado por

[GL96]. Dada a matriz simétrica e definida positiva A, o vetor b, e uma matriz simétrica

definida positiva pré-condicionadora M, x, € ‘R, tem-se

Algoritmo de Gradiente Conjugado Pré-condicionado, [GL96]

k=0
g0 = b — Axp
Enquanto g # 0
Resolver Mz, = g
k=k+1
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Sek=1
dl = d()
senao
ﬁk — gl?+1zk_1
giazzk*Z
A = zk-1 + Prdr-
fim
— glzﬂﬂzk‘l
Xk = il ag

X = Xp—1 + akdk
Sk = k-1 + aAdy
fim
X = Xi

E importante observar que os gradientes e as diregdes satisfazem:

gMlg =0, Vi

di(CACTHd;i =0, Vi#j.

A diferenca entre o Método de Gradiente Conjugado Pré-condicionado e ndo Pré-
condicionado em termos de esforco computacional é a necessidade de resolver os
sistemas do tipo My, = g, onde M é uma matriz simétrica e é decomposta uma tinica
vez, a partir da segunda vez o custo computacional é da ordem de n?.

Enfatiza-se mais uma vez, que para a ocorréncia do sucesso dessa abordagem, a
escolha da matriz C deve ser de modo que C"'AC™!, ou seja bem condicionada, ou
tenha autovalores agrupados. Existem vérias técnicas pré-condicionadoras, conforme
[NW99], mas a técnica que parece ser a de maior sucesso é a de fatoragdo incompleta
de Cholesky.

Conforme [NW99] a idéia fundamental para a fatoragdo incompleta de Cholesky
é seguir o procedimento de Cholesky, mas em vez de computar o fator exato (L) de
Cholesky que satisfaga A = LLT, computa-se uma aproximacao do fator, L que conserva
a esparsidade da matriz A. Usualmente, se A é ndo densa requer-se que L seja também
nao densa ou ndo mais denso que os fatores L da decomposi¢do de Cholesky da matriz
A. Tem-se que A=LLT, fazendo a escolha de C, C = L7, obtém-se M = LLT e entdo:

CTAC! =L 'AL =1
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desta forma a distribuicdo dos autovalores da matriz C-TAC™! é favoravel.
E importante observar que se for feita a decomposicdo de Cholesky de A = LLT, a
fatoracdo QR de C, C = QVT , entdo

ClACT =cTACT = (V) A(QvT) " = Q(VIART) Q" (4.57)

donde entao,

CTACT =Q(VILL'VT) QT =1 (4.58)

Quanto melhor V aproxima L melhor o problema é condicionado. Para manter a
esparsidade na decomposigdo de Cholesky da matriz A deve-se fazer [;; = 0 quando
a;; = 0, e portanto tem-se apenas a decomposicdo LLT = A.

O seguinte algoritmo produz uma decomposi¢do incompleta de Cholesky.

Fatoragdo Incompleta de Cholesky adaptado de [RARL96].

Parak=1:n
soma = 0
paraj=1:k-1
soma = soma + a(k, j) = a(k, j)
fim
r =a(k, k) — soma
ser<0

Pare, a matriz ndo é definida positiva

fim
a(k, k) = \Jr
parai=k+1:n
soma = 0
paraj=1:k-1

soma = soma + a(i, j) * a(k, j)
fim
ifa(i,k) #0
a(i, k) = (a(i, k) — soma)/a(k, k)
fim

fim
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Fim.

Se em alguma etapa r < 0, o algoritmo falha e o processo é interrompido e con-
seqiientemente a matriz A ndo é definida positiva. Se uma matriz A é definida positiva
entdo a decomposicdo de Cholesky de A retorna uma matriz triangular superior tal que
R'R = A.

No proximo Capitulo apresenta-se como foram desenvolvidos os experimentos

numéricos.



Capitulo 5

Experimentos Numéricos

Neste Capitulo faz-se a descri¢do de como foram elaborados os experimentos nu-

méricos.

51 O problema de minimizar uma func¢ao quadratica

Supondo que a solugdo do problema de

1
Minimizar F(x) = =x'Gx + hx + q, (5.1)
s/la  Ax=b 2

é aproximado pelo modelo quadrético

Mi;li%m_izar q(d) = f(x) + %V fla)'zd + %deTvz ) Zd. (5.2)

0 que permite sempre obter solugdes vidveis. Sejam ¥ e £ pontos vidveis das restri¢des,
por linearidade tem-se A(x — £) = 0, desde que Ax = b e A% = b. O passo d de algum
ponto viavel para outro ponto vidvel deve ser entdo ortogonal as linhas de A, ou seja,

satisfazer:

Ad =0 (5.3)

Entdo se d é uma diregdo vidvel com respeito as restri¢des de igualdade, qualquer
passo ao longo dessa dire¢do ndo viola as restri¢des, desde que A(% + ad) = AX =b. O
espaco nulo de A possui dimensdo n — m, precisa-se entdo obter uma base para este

espaco, sendo denominada de Z, entdo AZ = 0, e toda direcdo vidvel pode ser escrita
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como uma combinacdo linear das colunas de Z, ou seja, pode-se escrever d = Zd,, para
algum d,.

O objetivo desse trabalho é obter diferentes bases para N(A) e analisar o impacto
sobre o comportamento da seqiiéncia gerada pelo algoritmo de Gradiente Conjugado
Pré-condicionado. Essas bases provém da decomposi¢do QR da matriz AT e do partici-
onamento da matriz A em matrizes B e N (bésicas e ndo bésicas) e das permutagdes das
linhas de A obtendo novas bases por decomposicao QR, ou mais precisamente usando
o comando null(A) do software Matlab da empresa Mathworks e do particionamento da
matriz A em (BIN), que pode ser obtido pelo comando null(A,’tr”) do Matlab.

Para minimizar (5.2) é necessario resolver o sistema:
Z'V2 f(x)Zd, = =Z"V f(xr). (5.4)

Substituindo V?f(x;), no sistema ( 5.4 ), por uma aproximagado definida positiva G,

o sistema a ser resolvido fica entio:
Z'Gzd, = =Z"V f(x). (5.5)

Como as colunas da matriz Z sdo linearmente independentes e G é definida positiva,
entdo a matriz Z'GZ é definida positiva. Desse modo o sistema ( 5.5 ) possui solugdo
Unica e serd resolvido pelos métodos de Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado
Pré-condicionado. Resolver o problema sem pré-condicionador significa obter o pro-
duto ZTGZ, com o uso de pré-condicionadores serd necessario pré-condicionar a matriz
Z'GZ.

5.2 Resolucdaodo problemapelométodo de gradiente con-
jugado

Utilizou-se matrizes G esparsas com aproximadamente 75 por cento de zeros e A
com elementos entre 107 e 10°.
Supondo disponivel um ponto inicial vidvel x, que satisfaca as restri¢des lineares
de igualdade,
Axo=b (5.6)

uma base para o nticleo da matriz das restri¢des, Z, que é obtido pelas tltimas n — m
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colunas da matriz ortogonal Q da decomposigdo QR da matriz A”, e do particionamento
da matriz A em (BIN), ou ainda mais precisamente pelo comando (null(A,’ ') do software

Matlab, ou seja,

[9] = QR(AT)

onde Z
Z=0Q(¢ [m+1:n])

o

Entdo calcula-se o gradiente da func¢do a ser minimizada no ponto x,
VF(X()) = GXO +h

bem como a Hessiana projetada,
B=272'GZ

e o célculo do Gradiente projetado.
ZTVF(xo)

Resolve-se o sistema (5.5) usando método de Gradiente Conjugado adaptado para
obter uma diregdo vidvel (d, = xx), a qual deve pertencer ao nicleo de A, N(A). Para
tanto, inicializa-se xy com um vetor nulo, a tolerancia de 107, o gradiente gk = V f(x() +
ZTGZxk. Calcula-se o residuo que é anorma de g a diregdo de descida, di pelo gradiente
negativo, ou seja, dy = —(ZTGZxy + V£(xp)), onde 0 método fara o célculo do tamanho
do passo ax, do parametro f, atualizando dy e xr. Ao final das itera¢des atualiza-se o
ponto pela soma do ponto inicial xy com a dire¢do x;, (como visto anteriormente em

(3.18)), obtida no método de Gradiente Conjugado multiplicado por Z.
X = Xg + Zxx

Permutam-se de forma aleatéria as colunas de Z (ortogonal) obtendo-se novas bases
e repete-se 0 processo.

Finalmente verifica-se se as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:
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1. Ax* =b.
2. ZWVf(x) =0

Ao final o programa apresenta uma tabela, com as informagdes das iteracdes, k, os

(11 ="

respectivos residuos e as taxas de convergéncia, T .

5.3 Resolucaodo problemapelométodo de gradiente con-
jugado pré-condicionado
Considerando o problema de resolver o sistema
Z'GZd = =Z'V f(xy). (5.7)

onde Z'GZ é uma matriz simétrica definida positiva. Fazendo a matriz M pré-

condicionadora tal que M = C'C tem-se
cl(z'Gz)Cc =1 (5.8)

Computa-se a decomposigdo de Cholesky incompleta da matriz Z'GZ, obtendo
ZT'GZ = LLT, entao
Z'Gz = LL". (5.9)

Fazendo
C=L" (5.10)

Define-se a matriz pré-condicionadora M, da seguinte forma:
M=C'C=LTL"! (5.11)

Da mesma forma que a anterior, utilizou-se matrizes G esparsas com aproximada-
mente 75 por cento de zeros e A com elementos entre 107° e 10°.
Supondo disponivel um ponto inicial vidvel xy que satisfaca as restri¢des lineares
de igualdade,
Axo=Db (5.12)

uma base para o niicleo da matriz das restri¢des, Z que é obtido pelas tltimas n — m

colunas da matriz ortogonal Q da decomposi¢do QR da matriz A”, e do particionamento
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da matriz A em (B|N), ou ainda mais precisamente pelo comando (null(A,’ ') do software

Matlab, ou seja,

[9r] = QR(AT

onde Z
Z =0 [m+1:n)])

e

Entdo calcula-se o gradiente da fungdo a ser minimizada no ponto x,
VF(xp) = Gxo +h

bem como a Hessiana projetada,
B=27'GZ

e o calculo do Gradiente projetado.
ZTVF(xo)

Resolve-se o sistema (5.7) usando método de Gradiente Conjugado Pré-
condicionado adaptado para obter uma direcado vidvel (d, = x), a qual deve pertencer
ao nucleo de A, 8(A). Para tanto, faz-se a decomposi¢do de Cholesky Incompleta da

Hessiana projetada. Calcula-se a matriz pré-condicionadora
MP =L7TL™!

Inicializa-se x; com um vetor nulo, a tolerancia de 107%, o gradiente g = Vf(x) +
ZTGZxk. Calcula-se o residuo que é anorma de g a direcdo de descida, dy pelo gradiente
negativo, ou seja, dy = —(ZTGZx + Vf(xp)). Resolve-se o sistema Mz, = i, de forma
que:

zr = (MP) 'y (5.13)

Onde entdo o método fara o calculo do tamanho do passo ax, do parametro fy, atuali-
zando dy e x;. Ao final das itera¢des atualiza-se o ponto pela soma do ponto inicial x

com a dire¢do x; (como visto anteriormente em (3.18)), obtida no método de Gradiente
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Conjugado multiplicado por Z.
X = Xog + Zx

Permutam-se de forma aleatéria as colunas de Z (ortogonal) obtendo-se novas bases
e repete-se 0 processo.

Finalmente verifica-se se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
1. Ax* =b.
2. Z'Vf(x) =0

Ao final o programa apresenta uma tabela, com as informagdes das iteracoes, k, os

g1 =7l

respectivos residuos e as taxas de convergéncia, T

5.4 Algoritmo para soluc¢ao do problema quadratico

1) Calcule uma base, Z, para o ntcleo de A;

2) Calcule o gradiente da quadratica no ponto inicial vidvel, VF(xy) = Gxo + h;
3) Calcule a Hessiana reduzida, B = Z'GZ;

4) Calcule o gradiente reduzido, ZTVF(x);

5) Use os algoritmos CG e PCG para obter d = Zd,;

6) Calcule a solugdo x* = xy + d;

7) Verifique as condigdes: Ax* =be ZTVf(x*) = 0;

8) Permute as colunas de Z e repita o processo.

5.5 Relacdao das matrizes e das permutacdes utilizadas nos

experimentos numéricos

Para as bases, Z, ortogonais realizou-se dez permutagdes aleatérias das colunas da
base. O niimero de permutagdes possiveis é n! (n=colunas). As matrizes A relatadas a

seguir foram construidas de forma que possuam elementos entre 107 e 10°.

5.5.1 Matriz A com tamanho 2x7

Para os dois métodos, CG e PCG, com relagdo as bases ortogonais, verificou-se que o
produto de matriz A pela base Z ficou proximo de zero, na ordem de 107°. A condigdo
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de otimalidade, Ax = b, foi verificada de modo que Ax — b ficou também préximo de

zero, na ordem de 107°. As ordens de permutagdes das colunas realizadas foram:
1.1-2-4-3-5
2.5-1-2-4-3
3.4-1-5-2-3
4.4-2-1-3-5
5.5-4-1-2-3
6.4-2-1-5-3
7.2-3-4-1-5
8.3-5-4-1-2
9.4-5-1-2-3
10. 2-4-3-1-4

O ntimero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.00000000000000;

cond(G) = 1.344719538528939.10%;

cond(Z'GZ) = 1.102584944439224.10°.

O ntimero de iteragdes para CG foi de 6 e para PCG foi de 7.

Para a base ndo ortogonal, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
préximo de zero, na ordem de 107'%. A condigdo de otimalidade, Ax = b, foi verificada
de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem de 107°.

O ntimero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.873703898745359¢.10"%;

cond(G) = 1.344719538528939.10%;

cond(Z'GZ) = 4.793699559451190.10*.

O ntimero de iteragdes para CG foi de 14 e para PCG foi de 22.

Para ambos os métodos e todas as bases usadas os valores da fungdo mantiveram-
se 0s mesmos, sendo no ponto x; o valor 3.36692721000000.10* e no ponto solugéo,
0.03259053954595.10%.
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5.5.2 Matriz A com tamanho 5x10

Para as bases ortogonais, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
proximo de zero, na ordem de 1077, paraambos os métodos. A condicdo de otimalidade,
Ax = b, foi verificada de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem
de 1078, para 0o método de CG e 1077 para o método de PCG. Para os dois métodos as

ordens de permutagdes das colunas realizadas foram:
1.1-3-2-5-4
221-5-4-2-3
3.1-2-5-3-4
4.5-2-3-4-1
5.5-4-3-1-2
6.1-5-3-4-2
7.5-1-2-3-4
8.5-4-2-1-3
9.5-4-1-2-3
10. 3-5-1-2-4

O ndmero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.00000000000000;

cond(G) = 1.685646961620519.10°;

cond(Z'GZ) = 1.623526583064040.10°.

O ndamero de itera¢des para CG foi de 5 e para PCG foi de 6.

Para a base ndo ortogonal, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
préximo de zero, na ordem de 107°. A condicdo de otimalidade, Ax = b, foi verificada
de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem de 107!° para o método
de CG e 1077 para PCG.

O ntimero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.752541264399723.105;

cond(G) = 1.685646961620519.10°;
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cond(Z'GZ) = 3.604361461803635.10'2.
O ndamero de itera¢des para CG foi de 16 e para PCG foi de 21.
Para ambos os métodos e todas as bases usadas os valores da fungdo mantiveram-

se 0s mesmos, sendo no ponto x; o valor 5.15575867311631.10° e no ponto solugéo,
0.03943356934031.10°.

5.5.3 Matriz A com tamanho 10x20

Para as bases ortogonais, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
préximo de zero, na ordem de 10~°. A condicdo de otimalidade, Ax = b, foi verificada
de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem de 1078, para o método
de CG e entre 1077 a 1078 para o0 método de PCG . Para os dois métodos as ordens de

permutacgdes das colunas realizadas foram:
1.8-6-4-1-2-3-9-10-5-7
2.10-9-1-5-8-7-2-3-4-6
3.2-7-5-4-8-6-3-10-1-9
4. 2-7-3-1-4-9-8-10-5-6
51-8-7-5-2-4-10-9-3-6
6.4-6-5-1-9-7-8-10-2-3
7.1-5-9-8-6-2-7-10-3-4
8.7-10-3-2-1-5-6-8-9-4
9.3-5-6-10-4-9-2-8-7-1
10. 5-8-9-1-2-10-6-4-7-3

O ntimero de condi¢do das matrizes Z, G e ZT'GZ foram:
cond(Z) = 1.00000000000000;

cond(G) = 2.026135983191580.10°;

cond(Z'GZ) = 1.57071321694447.

O ntimero de iteragdes para CG foi de 7 e para PCG foi de 27.

Para a base ndo ortogonal ndo houve convergéncia.
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Para ambos os métodos e todas as bases usadas os valores da funcdo mantiveram-
se 0s mesmos, sendo no ponto x; o valor 2.49663368431454.10% e no ponto solugéo,
2.28475770214419.108.

5.5.4 Matriz A com tamanho 20x50

Para as bases ortogonais, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
préximo de zero, na ordem de 107, A condicdo de otimalidade, Ax = b, foi verificada
de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem de 107¢, para o método
de CG e entre 107® a 1077 para o método de PCG . Para os dois métodos as ordens de

permutagdes das colunas realizadas foram:

1. 7-3-8-25-10-6-24-29-11-27-21-2-30-22-18-1-5-13-12 -
28—26-4-20-15-23-14-17-16-19-9

2.7-20-10-26-3-2-27-24-6-4-29-14-21-25-11-5-19-12-18 -
1-15-13-17-30-28-9-23-22-8-16

3.20-14-17-3-5-15-28-18-1-30-7-27-13-19-24-16—-22 - 21 —
9-25-2-6-12-10-11-29-23-4-26-8

4. 7-22-30-12-5-29-17-4-9-11-1-26-20-15-25-10-19-6-21 -
2-13-16-23-24-18-28-27-8-14-3

5.4-28-5-20-17-30-29-6-27-12-9-1-3-13-16-11-15-26-24 -
14-19-2-8-25-10-22-18-7-23-21

6. 5-2-9-28-20-21-3-6-19-13-25-7-26-24-15-17-30-12-29 —
8-4-27-23-16-22-11-14-10-18-1

7.2-20-15-22-14-26-28-24-18-4-6-19-21-30-23-1-25-16 -
12-8-13-17-29-5-27-10-3-9-7-11

8.1-7-3-12-8-23-4-25-6-13-11-29-26-2-28—-10-19-9-5-
21-15-18-27-20-24-16—-17-22-14-30

9.28-25-15-3-23-27-17-18-24-11-30-9-29-22-5-7-2-12 -
26-14-6-13-21-4-20-10-16-19-1-38
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10. 20-16-24-27-10-13-8-25-5-28-26-12-9-18-19-30-29-17 -
11-15-22-1-6-14-3-4-7-23-21-2

O namero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.00000000000000;

cond(G) = 1.432201801491824.10°;

cond(Z'GZ) = 8.244408255539313.107.

O ntimero de iteragdes para CG foi de 13 e para PCG foi de 60.

Para a base ndo ortogonal ndo houve convergéncia.

Para ambos os métodos e todas as bases usadas os valores da fun¢gdo mantiveram-

se 0s mesmos, sendo no ponto x; o valor 1.03824063872315.10” e no ponto solugéo,
0.00939750149232.107.

5.5.5 Matriz A com tamanho 50x100

Para as bases ortogonais, verificou-se que o produto de matriz A pela base Z ficou
préximo de zero, na ordem de 107™°. A condicdo de otimalidade, Ax = b, foi verificada
de modo que Ax — b ficou também préximo de zero, na ordem de 107, para ambos
os métodos. Para os dois métodos as ordens de permutagdes das colunas realizadas

foram:

1. 37-18-34-13-27-6-35-46-47-3-31-29-36-5-26—-12-41-45—-
28—42-49-40-1-15-48-43-11-38-25-32-9-7-19-33-17-30 -
16-4-23-21-44-2-8-39-20-14-10-50—-22 —24.

2.27-49-29-36-38—-48-18-23-35-19-30-42-4-11-39-16-45-6—
28—-41-22-25-37-26-31-8-5-3-40-34-32-1-2-13-15-33 -
44-9-14-46-24-20-21-12-50-17-10-43 - 47 -7.

3.11-15-3-19-2-22-27-32-5-4-42-28-45-23-39-24-36—-25-
7-20-50-44-35-30-41-31-37-13-8-38-18-14-29-16—-46—-33 —
26-10-21-9-6-43-47-49-1-34-48-40-17-12.

4. 28—-31-43-29-12-18-48-39-45-27-3-24-37-21-23-22-32 -
42-33-41-19-2-35-36-4-5-46-47-44-7-30-10-11-9-15-
40-14-6-20-34-49-17-38-8-16-13-50-25-26—1.
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5.28-50-11-45-5-21-4-48-32-24-36-20-7-37-14-46—-39-33 -
35-25-47-34-18-8-41-13-6-9-15-17-3-16-49-22-26-23 -
44 -27-43-31-42-30-2-40-19-10-38-12-1-29.

6. 38—9-11-29-50-36-2-4-49-41-1-18-7-31-35-39-34-30-
44-43-26-17-24-19-12-6-16-10-23-13-22-40-3-21-15-33 -
25-48-46—-8-27-37-20-5-32-47—-42-28 - 14 - 45.

7.26-36-35-9-28-30-31-2-40-22-24-1-6-16—-7-14-42-25—
46-48-49-38—-33-20-3-8-11-29-13-19-32-27-44-23-34-15-
41 -45-21-37-12-10-4-18-43-17-39-5-50 — 47.

8.9-29-50-23-8-40-19-49-14-39-38-18-21-20-33-15-42-11-
25-32-12-7-48-22-47-6-45-36-5-24-3-34-43-10-30-16 —
26-28-37-1-13-4-31-44-27-46-35-41-17-2.

9.48-50-8-3-49-10-16-9-14-22-37-20-43-39-32-4-25-45-
11-7-47-12-35-27-44-40-46-21-42-13-38-18-41-5-36-30—
31-24-19-15-29-23-6-2-17-1-33-28 - 26 — 34.

10. 27-16-10-37-17-15-35-44-48-13-25-47-18-26-34-14-11 -
32-43-36—-45-23-4-39-28-42-40-21-24-50-2-46-31-49-30 -
8-1-5-6-33-22-19-29-41-12-3-38-9-20-7.

O ntimero de condicdo das matrizes Z, G e Z'GZ foram:

cond(Z) = 1.00000000000000;

cond(G) = 1.929887307895277.10°;

cond(Z'GZ) = 6.169111208978302.10°.

O ntimero de iteragdes para CG foi de 18 e para PCG foi de 230.

Para a base ndo ortogonal ndo houve convergéncia.

Para ambos os métodos e todas as bases usadas os valores da fun¢gdo mantiveram-
se 0s mesmos, sendo no ponto x; o valor 1.02390875887600.10'° e no ponto solugéo,
0.00002577636305.10™°.

Todos os resultados dos experimentos numéricos encontram-se em disquete que
acompanha esta dissertagao.

Os significados das expressdes abaixo sdo:

k = ntimero de iterac¢des;
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valor fx, = valor da fung¢do no ponto inicial;
valor fx; = valor da funcdo no ponto solugao;
Xo = ponto inicial;

x = solugdo x*;

% = taxa de convergéncia;

ZTgrad = condicdo de otimalidade (ZTVF(xy));

Ax — b = factibilidade, condicdo de otimalidade Ax = b;
cond(G) = numero de condicdo da matriz G;

cond(Z) = ntmero de condicdo da matriz Z;

cond(Z'GZ) = ntiimero de condicdo da matriz Z'GZ.



Capitulo 6

Conclusoes

Durante a experimenta¢do numérica os seguintes fatos relevantes foram observados

relativamente ao comportamento das seqiiéncias geradas pelo algoritmos.

¢ Quando a matriz Z cujas colunas formam uma base para o espaco nulo da matriz

das restri¢des A, é ortogonal, o niimero de condi¢gdes do sistema
Z'Gzd, = -Z"VF(x;)

ndo piora, e na préatica, na maioria dos casos, melhora;

e Quando a base para o espago nulo da matriz das restri¢gdes A ndo é ortogonal o

nimero de condi¢des do sistema sempre aumenta;

e Quanto menor for o ntimero de condi¢do da Hessiana da funcdo objetivo, G,
melhor é a performance dos algoritmos. Esse fato é mais evidente quando a

escolha da base recai sobre uma base ortogonal;

e Quando é usado o algoritmo PCG para obten¢do do ponto de minimo, mantida a
mesma base, hd, em geral, um aumento no ntimero de itera¢des para a obtencdo
de uma aproximacédo da solugdo com o mesmo critério de tolerancia, devido ao

fato de estarmos usando uma decomposicao incompleta de Cholesky;

e Os métodos do tipo gradientes conjugados pré-condicionados tém sucesso em
geral quando

L'Z'GzZL T~ 1,
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e Nos casos onde a dimensdo do espaco nulo da matriz das restri¢des é grande a
aritmética de ponto flutuante utilizada tem grande importancia na capacidade do
algoritmo em gerar dire¢bes conjugadas. De fato, nesses casos, mesmo usando
o algoritmo PCG, ha uma evidente deterioragdo na performance do algoritmo,

devido a qualidade das dire¢des conjugadas obtidas;

¢ O uso de diferentes bases ortogonais parecem ter pouca importancia no desem-
penho dos algoritmos de CG e PCG com a abordagem utilizada nesse traba-
lho. Sugere-se para trabalhos futuros o uso de diferentes abordagens de pré-
condicionamento, [NW99], bem como na escolha de bases para a nulidade da

matriz das restri¢des.
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