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Resumo

Em varias situagfes precisa-se calcular os autovalores e os autovetores de uma
matriz dada por um produto de matrizes. Um exemplo particular desse problema ocorre
numa situacdo muito especial no ambitoAtalise Multivariada quando precisa-se me-
dir a relacéo linear entre dois conjuntos de variaveis aleatorias. Esse problema é deno-
minado, no campo da Estatistica, Aedlise de Correlacdo Candnica é formulado
como um problema de determinacdo do autositema de um produto de cinco matrizes,
m = mymomzmyms, ondem € uma matriz simétrica e definida positiva. Como este tra-
balho foi motivado pelo problema de andlise de correlacdo canbnica, sera considerado aqui
o problema de achar o autosistema da matriz m,mymsmyms, ondem €é simétrica e
definida positiva. Assumi-se também que todas as matrizes sdo quadradas néo singulares,
mi = my, mI = my, ems é simétrica e definida positiva. Como é sabido da literatura,
sem € uma matriz simétrica e positiva definida, entdo o problema de calcular os autova-
lores é bem-condicionado. Infelizmente ndo se pode afirmar o mesmo quando se trata do
problema de calcular os autovetores. De fato pode-se mostrar que até mesmo para matri-
zes diagonais, a introducéo de pequenas perturbacdes podem resultar uma grande variagao
em seus autovetores. Isto ocorre frequentemente com autovetores associados com autova-
lores com algum tipo de agrupamento. Uma idéia, objetivo dessa dissertacao, que parece
ser util para contornar esse problema de mal-condicionamento é calcular o autovalor e o
autovetor associado, sem o resultado da multiplicacao indicada emn;momszmyms.

Experimentos numéricos aleatodrios serdo apresentados ao final.
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Abstract

In many situations we need to calculate the eigenvalues and eigenvectors of a
matrix which are given as a product of matrices. For instance, this happens, in particular, in
a very especial situation in the domain of multivariate analysis, when we need to measure
the linear relationship between two sets of random variables. This problem, that is called
in the field of statistic as the canonical correlation problem, is formulated as the problem
of finding the eigensystem of a product of five matrices= mymomsmyms wherem is
symmetric and positive definite.

Since the analysis that follows has been motivated by the problem of canonical cor-
relation, we are going to consider here the problem of finding the eigensystem of a matrix
m = myimomsmyms Wherem is symmetric and positive definite. We also assume that
all the matrices are square nonsinguta, = m,, my = ml, andms is symmetric and
positive definite.

It is well known from the literature that if2 is symmetric and positive definite, then
the condition number of the problem of finding an eigenvalue can be bounded, that is, the
problem is well-conditioned. Unfortunately, we do not have the same result for the cor-
responding eigenvector problem. In fact, it can be shown that even for diagonal matrix, a
little perturbation in the entries of matrix can result in a large variation of its eigenvectors.
This happens frequently with eigenvectors related to eigenvalues with some kind of clus-

tering. An idea that seems to be useful to get around this problem of ill-conditioning is to
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calculate the eigenvalue and the eigenvector associated without performing the indicated
multiplication inm = mymomszmyms.

In this work we define a 5-block matrix/, a 3-block matriX}” and a 2-block matrix
N, whose eigensystems are related to the eigensystem afd then we calculate the
eigensystem ofn using the eigensystems of,of W or of N. Furthermore, we reduce
m = mymamsmams tom = AAT, whereA = mymams’®, and then, we find eigensystem
of m using the singular value decomposition4A4MNumerical random experiments will be

reported in the end.
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Capitulol - Introducéo

1.1 Descricao do Problema

Em diversas situagdes reais tem-se o problema de determinar o autosistema de uma
matriz dada por um produto de matrizes. Um exemplo particular desse problema ocorre na
Andlise Multivariadamais precisamente rinalise de Correlacdo Candniaggue tem por
objetivo identificar e quantificar as associacfes lineares entre dois conjuntos de variaveis
aleatdrias. A formulacdo dessa analise culmina com o problema de achar o autosistema
de uma matriz, simétrica e definida positiva, resultante de um produto de cinco matrizes.
Como este trabalho foi motivado pelo problema de andlise de correlacdo candnica, sera
considerado aqui o problema de achar os autovalores e autovetores associados da matriz
m = mymomszmyms,ondem é uma matriz simétrica e definida positiva. Sera assumido
também gue todas as matrizes sdo quadradas néo singuldres,m;, m! = m, e que

ms € simeétrica e definida positiva.

1.2 Objetivo

O objetivo desse trabalho é expor e contornar o problema de mal-condicionamento
do célculo dos autovetores, determinando o autosistema, d&m o resultado da mul-
tiplicacdo indicadan = m;momsmyms. Serd definida uma matrix/ de cinco blocos ,

uma matrizi¥ de trés blocos e uma matri¥ de dois blocos, cujos autosistemas estao



relacionados com o autosistemae, entao, calcula-se o autosistemandeusando os au-
tosistemas dé/, We N. Além disso, o calculo de: sera reduzido para = AAT, com
A= m1m2m§/2, e 0 autosistema de sera calculado através da decomposicao de valor

singular da matriz.

1.3 Justificativa

Na Area de Geréncia de Produc&o e Logistica, quando se aborda a otimizacéo de Siste-
mas Produtivos, é freqliente depara-se com problemas que envolvem grande quantidade de
dados. Assim, € provavel que ocorram inexatiddes na coleta desses dados, quer por peque-
nos erros de medida ou por arredondamentos. Uma vez introduzidos no método de calculo,
esses erros podem trazer resultados bem diferentes daqueles que seriam obtidos, caso os
dados de entrada fossem de melhor qualidade, comprometendo a confiabilidade nos resul-
tados. No caso especifico deste trabalho, embora se saiba que o problema de achar os auto-
valores de matrizes simétricas e definidas positivas é sempre bem-condicionado, 0 mesmo
nao pode ser afirmado no que diz respeito ao problema de achar os autovetores, eis que pe-
guenas perturbacgdes inseridas na matriz podem fazer com que os autovetores calculados

sejam bem diferentes dos reais. Além disso, o custo de processamento de grande quanti-



dade de dados € alto e, assim, deve-se sempre procurar processos de célculo que demandem

menor tempo de processamento.

1.4 Metodologia

Inicialmente foi feita uma pesquisa bibliografica para se ter acesso aos principais e
mais recentes resultados sobre o método de célculo do autosistema da matriz que define
o problema de correlacdo canbnica. Apods concluida a revisdo bibliogréafica, fez-se uma
analise critica dos métodos utilizados e, entdo, foram introduzidos novos métodos. Com a
comprovacao tedrica dos novos métodos, elaborou-se uma estratégia para a experimentacao

numeérica e entdo confrontaram-se os resultados.

1.5 Organizacéo

O trabalho esta organizada em quatro partes. No segundo capitulo, desenvolve-se uma
Revis&o de Literatura sobfi@picos da Algebra Lineanecessarios para a compreensao e
desenvolvimento do objetivo principal do trabalho e aborda-8e&ise da Correlacdo
Canodnica que serviu como motivagao para o desenvolvimento do tema principal desta dis-
sertacao, pois ai surge um exemplo de aplicacdo do calculo do autosistema da matriz que é
dada pelo produto de cinco matrizes com caracteristicas peculiares. Uma nova abordagem,
para a resolugcédo do problema de achar o autosistema daquela matriz, a qual é dada pelo
produto, é entdo proposta no terceiro capitulo, na sdgddlovo Método Numérico para o

Célculo de Autovalor e Autovetor de Produto de Matrid¢a secadexperimentos Numeri-



cosdo terceiro capitulo é apresentada a elaboragao dos experimentos numéricos aleatorios.

Ao final, sdo apresentados a concluséo e os resultados dos experimentos numeéricos.



Capitulo 2 - Reviséo de Literatura

2.1 Topicos da Algebra Linear

2.1.1 Normas de Vetores

A norma de um vetor enR™é uma funcdo f : R® — R, representada comgp

() = [|z[|, onde:

(i) |z[|>0YVzeR" (x| =02 =0),
(1) Nz +yll <zl + lyll V x,y € R™ (desigualdade triangular) e

(i) x| = |of |z| Va € R,Vz € R™.

Uma classe usual de norma de vetor sdo as nognaa$inidas por

|zl = (| 21]” + -+ ] a7 1 < p<oo.
Destas normas, as mais usadas sao:
anormai:

lzlly = 2l + -+ [ 2l

a normaz:

lzlly = (2] 4+ 2l 2 = (2T2) 2 (1)



€ a hormaec:

Il = max {]ail}.

Outras propriedades de interesse séo:

(iv)  Desigualdade de Caushy-Schwartz'y) < ||z, ||y, -

(v)  Todas as normas r®" séo equivalentes, isto € , k¢, e ||-|| ; sdo normas eR",
entdo existem constantes positivase ¢, tal que ¢, [|z||, < |[|z[| ; < e [|2]|,, para todo

r € R™

2.1.2 Erros Absoluto e Relativo

Supondo qué € R"™ seja uma aproximacao dec R", entdo o erro absoluto come-

tido ao se representarpor z € dado por:

€abs = |7 — |

e, ser # 0, o erro relativo correspondente sera:




O erro relativo na normae pode ser traduzido em uma relacdo sobre o niumero de digitos
significativos corretos em. Em particular , se

~

7 — |

X ~ 1077
[

entdo a maior componente déem aproximadamengedigitos significativos corretos.

2.1.3 Normas de Matrizes e de Transformacdes Lineares

SejaA uma transformacéo linear de um espaco vetdfigom uma normd-||,, em

um espago vetoridl” com uma normg-|| ;. . Para cada vetor ndo-nulemV, o quociente

A ()l

[Vl

mede a ampliacdo causada pela transformataderifica-se que, em um espaco qualquer

V' de dimensadinita, este quociente ndo se torna arbitrariamente grande e atinge seu
valor maximo para um determinado vetorSendo assim, o referido quociente pode ser
limitado pelo nimero correspondente aquele valor maximo atingido, o qual denominamos
desupremo Se osupremdor de valor baixo, entdo todo vetoitera seu tamanho reduzido
por A, enquanto que se o supremo for de valor alto, alguns vetdes&io seus tamanhos
muito aumentados pot. Por analogia com as normas de vetores que medem o tamanho de

um vetor, denomina-se este nimero, o supremopd@a da transformacagl , ou seja,

Al = sup{M}.

oo U vl

PROPRIEDADES:
SejamV, W e Z espacos vetoriais 4 , B e C transformagodes lineares dleem IV,

deV emWV e deWW em Z, respectivamente, entao:



@) A@w < IAllvw Iy

() | Ally. = 0 sendo||Afly.;, = 0 se e somente sé (v) = 0 para toda ,
(¢i) |k Ally.yw =1kl [ Al paratodos os escalares

() A+ Bllyw < [Allyw +1Bllvw

(0)  NCBlly, 2 <llCllw, 2 IAlly,w €

(vi) || |lyy =1, 0ndeZ (v) = v paratodw emV.

Aqui trata-se do espaco vetori@l' e das transformacdes lineatdsdefinidas pelo
produto matricial A (z) = Az. Assim, sdo consideradas as normas de transformagoes
induzidas pelas normas de vetoige§, , ||-||, e ||-||, sobre as transformacgdes lineares defi-
nidas por matrizes.

Seja a matrid,, . ,, € a transformacéo linear @&&'emR™ definida porA (z) = Ax.
Representando-se ppH||, , || A, e ||Al|., as normas correspondentes da transformagéo
A induzidas e usando as normas vetoriais apropriadas tanto para o d@&hinimo para

o contradominidk™, é possivel demonstrar que :

|Az] Z’”
— 14\ .
||AH1 - I{glgf){ { H$||1 } lén]a%(nil‘azj‘ ) (2)
_ [Az]l o _ 3
14]lo = max { ol J =8, > laij] e (3
j=1
A
1A, = max {—” x”?} ou
270 (|l

|All, = [méx. autovalor dgA™ A)] /% _ valor singular méx.del. 4)



Como este Ultimo resultado é mais usual, serda feita a seguir sua comprovacan.oSeja

autovetor ded” A associado a seu maior autovalqy,... Entéo,

||AH2 — max HAI’H; — max xTATA:L. _ Z'T ()\max) T N
? z#0 z#0 max s

[Eds #t =z

e nenhum outra produzira um valor maior para esta razéo, como sera mostrado. A matriz
simétricaA” A possui um conjuntéq , -, ..., ¢, } de autovetoresrtonormaise todo vetor

x pode ser escrito como combinacao linear desses autovetores. Assim,

2T AT Az (eiqit . +cnqn)T (c1A1 g1+ o+ Ccnhnqn)
vl (c1 g1+ +cngn) (€1 g1+ +Cngn)

e comog; ¢; = 0, entdo,

eTATAx  efh + ..+,
Tr el 4.4

Esta razdo € conhecida coruiociente de RayleighO Quociente de Rayleigh
atinge seu valor maximo, igual g,,.., quando todos os coeficientesao iguais a zero
exceto aquele que multiplice, ., € atinge seu valor minimo, igual\g,;,, quando todos 0s
coeficientes: sdo iguais a zero exceto aquele que multipAga . Portanto, para qualquer
vetorz # 0, obtém-se

2T AT A x

T x

Amin de (AT A) < < Amax de (AT A) . 5)

Outra norma de matriz de uso comum na algebra linear é a norma de Frobenius. A norma

de Frobeniugao é induzida por norma de vetersua definicdo € dada pela expressao

||A||F = (6)

ondea; ; representa o elemento da ésima linha ej — ésima coluna da matrizA.
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2.1.4 Inversas de Matrizes Perturbadas

Sabe-se 0 quao importante é perceber que, em virtude da inexatiddo de dados, pode-
se trabalhar com vetores ou matrizes que sofreram pequenas perturbacdes de seus valores
exatos. Um dos problemas que a introducdo desses erros pode causar é que uma matriz
perturbada A + 0 A) seja singular, quando de fato a matriz verdaddirado o é. Para
pequenas perturbacdes, pode-se identificar estas possibilidades, conforme seré visto no
lema a sequir.

LEMA DE BANACH : SejaP uma matrizaxn e ||-|| uma das normas de operadores.
Se||P|| < 1, entdol + P € ndo-singular e

» 1
I+ P) Hﬁl_—HPH (7)

<
L+ [P
DEMONSTRACAO [NOB96]: Sabe-se qué + P é n&o singular se e somente se
a Unica solugédo pard + P) x = 0 € x = 0. Agora supondo qué/ + P) x = 0 com
r = —Px, neste caso, tem-gg:|| = ||—Px| = ||Pz| < ||P|| ||z]|, mas comd|P|| < 1,

isto é uma contradicdo, a menos queeja nulo, e portantd, + P) 'existe. Ainda, se

(I+P)"'=B,tem-sel =B(I + P)=B+BP e
L= =B+ P)[| < B[+ P[ < IB]| (L+ [P

entado

1
—57 < 18]l
L+ [P

ComoB = I — BP segue também que

Bl = [l = BP| <1+ ||BP|| < 1+|B]|P]
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e assim

1
1—|lP|

1B <
TEOREMA : SejamA e A matrizesn x n com A ndo singular g|-|| uma das
normas de operadores. $&A) A7'|| < 1ou(]|A~' (§A) || < 1), de maneira particular

<||5AH < HA—1H_1>, entdoA + 0 A é ndo singular e
A+~ < (1= [|@a) A7) A7 ®)

DEMONSTRACAO [NOB96] : ComoA é nao singular pode-se escrevies 6 A =

(I + P)A,comP = (§A) A~'. Pelolema de Banackabemos quél + P) é néo singular

e
I+ P)7 < = 1P ou 7+ )7 < (1= fl5a) A7)
como
A+ P) =+ Pt AT,
entao
I+ P <+ 7 a7
e

I+ P = [l + 647 < (1= [y A7) {147

2.1.5 Nudmero de Condic&o de Matriz

Como é de conhecimento, erros de medida ou arredondamento podem trazer sérios
problemas na solucdo de sistemas lineares. Alguns sistemas sdo mais sensiveis a introdu-

¢cao desses errosperturbacdées que outros. Uma maneira de medir essa sensibilidade
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€ determinar emmero de condi¢dda matriz do sistema, sobre o qual versa o teorema a
seqguir.

TEOREMA : SejaA uma matrizm x n e sejal|-|| uma das normas de operadores
e sua norma vetorial correspondente. Sejaméo-singular ec uma solucao delx = b.
Supondo uma perturbacao da mattiznudando-a pard + 46 A e uma perturbacao no vetor
b mudando-o paré+ 6b e que essas perturbacdes fagamudar para:+4dz. Considerando

ainda,|(6A) A7Y| < 1. Entao,

b <aree- (Sl B ©
onde
M= [1—||(84) A7) (10)
e
c(A)=| A||| A"|| é o nimero de condigao. (11)

DEMONSTRAGAO [NOB96]: Considerando qug(sA) A~'|| < 1 e o teorema
enunciado sobre agversas de matrizes perturbad@gmdemos afirmar qué + 0 A é nao-
singular, assegurando dessa forma que a solugaoéx do problema perturbado existe.

Agora, introduzindo erros na matrize no vetomn, tem-se
(A+JA) (x4 ox) = b+ b,

qgue produz
(A+0A) bz =b+ 0b— Az — §Ax = 0b — 6 Az,
entao

ox = (A+0A)" (6b— 6 Ax)
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l62]| < [|(A +64) 7| 1|(6b — §Az)]| -

Mas pelo teorema enunciado sobreragrsas de matrizes perturbadas
A+~ < [(1 = @4y A )] 47

ou No presente caso
ICA+ o)~ < Mfla7].

Portanto, pode-se escrever

loz|l < M - [[ATH[ (lldo]l + I6A] ll])

que dividindo pot| A|| ||=|| resultaM <M-|A AT <

b, 1641
]

LAzl [[A]

). Como

Az = bel Al ||z|| > ||b|| entédo finalmente obtém-se

6z (Habu HMH)
< M-e(A)- (1o, oA
G-l

Se a perturbacadA de A for suficientemente pequena, a constahfeestara proxima

el
x|

introduzidas en! e emb, sera pequena, g€ A) ndo for demasiadamente grande. Portanto,

de 1 e portanto a mudanca glo nas incognitas, devida as pequenas perturbacdes
para um valor de (A) moderado, as equacdes sel@omn-condicionadad?orém um valor
dec(A) grande ndo implica necessariamente que as equagdesrsajasondicionadas.

Outra forma de observar o significado do nimero de condicao € através do teorema
enunciado sobre asversas de matrizes perturbad&omo foi visto, sed é ndo-singular
entdoA + 0 A é ndo-singular para todod com||§A|| < |[A~!| ", ou seja, com

oAl _ 1
[ TATTAT]
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PortantoA + 0 A é ndo-singularsempre que

64 _ 1
A~ e

ou de outra forma, sd + J A é singular,entédo

54 _ 1
Tl = c(A)

resultando uma cota inferior pat@A) . Na verdade pode ser mostrado que

1 . [|6A] L }
= min{ —— tal queA + j Aé singulary . (12)
c(4) { IA]
. . 0A
Logo ¢(A) é grande, se e somente se existe uma maingular A + A com H

pequeno.

2.1.6 Condicdo de Autosistemas

Aqui descreve-se o problema do tamanho das perturbacdes dos autovalores e autoveto-
res causado por perturbagdes graomo sendo um problema dendi¢caodos autovalores
e autovetores dd. Assim sera visto o importante teorema a seguir.
TEOREMA DO CIRCULO DE GERSHGORIN : Cada autovalok de uma matriz

B, « » satisfaz pelo menos uma das desigualdades

|>\—b”‘ S?”Z’? Onderi: Z |bm| (z:l,,n) (13)
i=1
J#i
Ou seja, cada autovalor pertence a pelo menos um dos discos comiGemn@ior; no
plano complexo (figura 1, Circulo de Gershgorin).

DEMONSTRACAO [NOB96]: Seja\ um autovalor da matrif3,, . , € T, x1 O

autovetor associado, ent&#x = A\x e (B — Al) z = 0, ou seja,



15

b1 — A b12 Tt b1y, 1 0
bay byo — A - bay, X2 0
bnl bn2 e bnn - /\ Ty 0
que produz
(by1 — AN z1 4+ bioxe + +  binzy = 0
ba1xy + (b — ANz + +  baap = 0
+ + + =
bnlxl + bngxg + + (bnn — )\) Ty — 0
ou
biozy + - + bz, = (A=bn)z
b1 + bon-1Tn1  + bz, = (A —by)
: + + - + =
bnlxl + + bnnflxnfl = ()\ - bnn) T

Somando as equacdes, obtém-se

j=1
i

Agora supondo que;, € o maior elemento do autovetorenta# < 1 paratodoj e

Ty
pode-se escrever

(A — i) Zbkj Z 4

j=1
itk
gue leva a

n

X = bl [kl < ) bl |21,

j=1
i#k
dividindo ambos os membros ppr;| , obtém-se

n

{L‘j _
|)\—bkk| < Z ’bkj‘ ‘l’_k' < Zl |bkj‘
j=

j=1
ik j#k
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ou

n
’)\—b”| <r; com r; = Z ’bij|7 (izl,...,n),

j=1

JF

como ilustrado a seguir.

1.Circulo de Gershgorin

Além disso, € possivel provar que se a uniag discos for disjunta dos restantes,
entdo ha precisamengeautovalores de3 nesta unido dog discos.
Para um estudo preliminar da condi¢ao de auto-sistemas, analisaremos um caso muito

particular, porém ilustrativo, quandbé uma matriz diagonal. Seja a matriz

a1 0 0 0

entdo seus autovalores serfip= a;; para: = 1,2,...,n , COm 0S autovetores corres-
pondentes iguais aos vetores coluna unitarjoAssim, o interesse é saber o que acontece
guando se perturba a matiz mudando-a paral + A, sendo que)A representa uma

matriz compequengerturbacdo. Aplicando o teorema @ershgorintem-se que 0s au-
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tovalores da matriz perturbada+ 6 A pertenceréo aos discos

n

|(aii + 5&12) - )\| S Ty — Z |5aij| 5 (Z = 1, ,n) s
j=1
j#i
mas como foi visto, os elementos diagonaisde A sdo os proprios autovalora@sou seja,

a;; = A; , logo pode-se escrever
’()\Z -+ (SCL”> — )\| <r, e entéo]/\i — )\l <r + ’(SCL”| , (Z = 1, ,n) .

O valor der; + |da; ;| pode ser limitado pelo maximo das somas dos valores absolutos de

linhas, que € a norm@ A|| _ . E assim pode-se concluir que
A = Al < I0A]l (14)

e, portantops autovalores de uma matriz diagonal sédo sempre bem-condicion&los.
gue diz respeito aos autovetores de uma matriz diagonal, a analise é mais complexa. Os
exemplos praticos nos mostram que podemos esperar que uma matriz diagonal com auto-
valores distintos e bem separados tenha autovebm@scondicionadosQuando os au-
tovalores séo repetidos ou muito proximos entre si, espera-se que a matriz diagonal tenha
autovetoresnal-condicionados.

Agora, sera analisado um caso mais complexo, o de uma matrizque possua um
conjunto den autovetores independentes.

TEOREMA : Seja uma matri#i,, . , com o conjunto{z, ..., z,,} independente de
autovetores e com 0s respectivos autovalages., ),,. Supondo um numerp e um vetor
unitariov (||v|| = 1, onde]|-|| representa as normdsl||, , ||-||5 , ||-||..), como aproximagoes,

respectivamente, de um autovalor e de um autovetor da mbg&ieconsiderando aindaa
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guantidade pela qual e v deixam de fazer parte do auto-sistema, ou seja,

Av=pv+1r ou r = Av — . (15)
SendoP = ( z; --- =, )amatrizdos autovetores, entdo pelo menos um dos autova-
lores)\; de A satisfaz
i =l < rlHIPIHEPH] (16)

Se P é unitaria(em particular, seA é real simétrica ou hermitiana ou normagntao pelo

menos um dos autovalorasde A satisfaz
A =l < lrlly - 17)

DEMONSTRACAO [NOB96]: Como A tem um conjunto linearmente indepen-
dente den autovetores, entdd = PAP~!ondeA é a matriz diagonal cujo — ésimo

elemento diagonal &;. Portantor = Av — uv pode ser reescrito como
r=PAP v — v = (PAP_1 —1 ,u) v=~"P (AP_1 — P_l,u) v

ou seja,

r=PA—-pul)P v
Seu for um autovalor ded, é imediata a verificacdo do teorema, uma vez que para algum
i de A, |\, — ] = 0.Sep ndo for um autovalor del, entdo(A — 1 I') é ndo singular e

v=PA—pl) Py,

que produz

ol < WA = w127 Il
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ou
L< P =) P
Como(A — i 1)~ é uma matriz diagonal, entdo
A — )| = mas 5 — ™ = [min A, - ]
e pode-se escrever
min [A; — g < [|r[[|P]] || P~]]
Logo |\, — | < |Ir|| || P] || P~ se verifica para algumy; como pretendia-se demonstrar.
Além disso, se” é unitaria,P~'sera unitaria ¢ P|, = |P7!||, = 1, e entdg\; — u| <
|||, , como também pretendia-se demonstrar.Este teorema pode ser utilizado para estudar

a condicdo de autovalores, ou sejaus®r tomado como um autovalor associado a um

autovetorv da matriz perturbadd + 0 A, com|jv|| = 1, entéo
(A+dA)v = v

Av — pv = —0Av

r=—0Av
[l < [I6A[[ [[v]]
7] < [J0A]l.

Pelo teorema, para algumde A, vale |\; — u| < |I7|| | P]| ||P7} , entdo
i — ul < NISAILIPI P -

Se P é unitaria(em particular, seA é real simétrica ou hermitiana ou normagntao pelo

menos um dos autovalorasde A satisfaz

|Ai — | < |GA]].
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E portantoos autovalores das matrizes hermitianas sao sempre bem-condicionados.

2.1.7 Decomposicéo Espectral

Denomina-se espectro de uma mattiao conjunto de seus autovalores. A descri¢ao
do espectro feita a seguir € conhecida coeetsema espectrgdara matrizes simétricas, que
€ demontrado em [NOB96]. Sendy, .. , uma matriz simétrica, entdo pode-se enunciar as

seguintes propriedades:

(1) A possuin autovaloreseais ,contando com as multiplicidades;

(1) O auto-espacgo correspondente a cada autowaiem dimenséo igual a multipli-

cidade de\ como raiz da equacao caracteristica;

(1i1)  Os autovetores correspondentes a autovalores distintos séo ortogonais, bem como,

0S respectivos auto-espacos;

(=7v) A matriz A é diagonalizavel por matriz ortogonal.

Agora, suponhad = PA PT tal que as colunas de?, »,, = [uy -+ u,| Sejam
formadas pelos autovetores dee que os autovalores correspondentes- - , A, formem

a diagonal principal da matriz diagonal. Assim, pode-se escrever

A=PAPT

M oo 0 uid
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uf
Uy
ou
A=)\ (u1u1T)+---+ An (ununT), (18)

gue representa decomposicao espectrde A, isto porqueA é decomposta em partes
definidas por seu espectrautovalore$. Os termos\; (uzuZT) , (t=1,---,n), s&o ma-
trizesn x n deposto 1 a exemplo da matria, (u 1u1T) , onde cada coluna é multipla de

u. Observamos ainda que §e;|| = 1, cada matriz(uiuiT) € uma matriz de projecao,

eis que, para cada vetoremR" tem-se(ui uiT) £ COMO sua projecao sobre o subespago
gerado por; . A idéia que norteia a decomposicao espectral pode ser estendida para ma-
trizes retangulares. Neste caso, 0s vetores usados na expansderEm oS autovetores

das matrizesiAT e AT A.

2.1.8 Decomposicéo de Valor Singular

A decomposicéo de valor singular € embasada na propriedadaldr absoluto de
um autovalor\ de uma matriz simétric® mede a quantidade que estica ou encurta um

determinado autovetor associadod SeB x = Az e|z| = 1, entdo
[1Bz|| = [[Az] = [Al lz]] = [A]

Sendo)\; o autovalor de maior modulo, entdo um autovetor unitario associaitholicara
a direcdo na qual o efeito de esticar/el& maior, ou seja, 0 comprimento & € maximo
quandozr = v, e sera de|B v;|| = |A1| .Uma descricdo de; e A, similar a essa, sera

feita a seguir para matrizes retangulares.
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Seja uma matriz,, » , (supondom > n), entdoA” A é simétrica e pode ser dia-
gonalizada por uma matriz ortogonal. Supordg, ..., v, } uma base ortonormal paRt
, consistindo nos autovetores dé A e )\, ..., \,, , 0S autovalores associado&ntéo para
0 <1< n,tem-se
A || = (Av)" (Avy) = vl AT A,

comov; € um autovetor del” A pode-se escrever
A wil* = o] (\wi)

masuv; € um vetor unitario, logo
1A wi* = A

portanto os autovalores d&’ A sdo todoseais e ndo-negativo@ssim, pode-se supor um
ordenamento decrescente dos autovalored’dé, tal quel; > Xy > --- > )\, > 0, ou
dos quadrados damlores singularesle A, 02 > 0} > --- > 02, eis queg, = V.

TEOREMA : Supondofvy, ..., v, } , uma base ortonormal paRd’ , consistindo em
autovetores del” A, ordenados de tal forma que seus respectivos autovalores associados
satisfacam\; > X\, > --- > )\, e queA possua valores singulares ndo-nulos.

Entéo {Avy, ..., Av,}é uma base ortonormal para o espaco colunald®(A)) e o
posto deA ér.

DEMONSTRAGAO [LAY97]: Como v; e \; v; S&0 ortogonais paria# j, tem-se
(Av))" (Avj) = v ATAw; = ol (A v;) =0

entdo {Avq, ..., Av,} € um conjunto ortogonal. Considerando que os comprimentos dos

vetoresAuvy, ..., Av,, s&o dados pelos valores singularesAde que existem valores sin-
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gulares ndo-nulos, sendb; # 0 se e somente de< i < r,entdoAuvy, ..., Av, SA0 vetores
linearmente independentes e pertencem ao espaco coluha de

Por ultimo, qualquey pertencente a® (A) , por exemplay = Az, pode ser escrito
como

y=Axr =cAvi + -+ ¢, Av, + ¢, 1 Avpyy + - + Aoy,
ou
y=clAvi+---+c¢Av, +0+---4+0

portantoy pertence ao SpapAuvy, ..., Av,} , mostrando assim quAuy, ..., Av,.} é uma
base ortogonal par® (A) e consequentemente questo de A = dim R (4) = r .A
forma mais confiavel computacionalmente de se estimar o posto de uma matriz de gran-
des dimensdes é contar o numero de valores singulares ndo-nulos , neste caso, se o valor
singular for extremamente pequeno, este é considerado nulo.

TEOREMA : Seja A,, « , uma matriz de posta Entdo existe uma matriz,, ., =

D 0 : . o L .

( 0 0 ) tal que os elementos diagonais Be, . S&0 0s primeiros valores singulares
deA, o, > 0, > --- > 0, > 0, e existem matrizes ortogondis, « ,, € V,, x », tais que
A=UxVT

DEMONSTRACAO [LAY97]: Sejam \; e v; como no teorema anterior , de tal
forma que{Auv, ..., Av,.} seja uma base ortogonal para o espaco colund,dg (A).

Normalizando cadalv; obtemos uma base ortonornat, ..., u, } , como adiante

1 1
= AU,‘ = —A’UZ‘
[ Avi o

i

Us

gue resulta
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Estendendo para uma base ortonorfnal ..., u,,} deR™ e considerando as matrizes or-

togonaisl = (uj ug «++ upy) € V= (v1v9 -+ v,), tem-se

AV = (Avy -+ Av, 0---0) = (o -+ 10, 0---0).

Considerandd e X como define-se anteriormente , obtém-se

op O 0 0 0
0 oy 0 0 0
UY = (ug ug -+ Up) o 0 --- o, 0 0
o 0 --- 0 0 0
0 O 0 0 0
ou
US = (wo, - wo, 0 -~ 0 )=AV.

E entdo send® uma matriz ortogonal, obtém-se

UsVT =AVvVT = A (19)

Observa-se que as matriz€se V' n&o sdo unicamente determinadas goporém osr

primeiros elementos diagonais Hesdo seus valores singulares.

2.1.9 Decomposicao de Valor Singular Reduzida

Se Y possuir linhas ou colunas nulas, entdo pode-se obter uma decomposicdo mais

compacta paral. Considerando a notacéo estabelecida anteriormente e particionando as
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matrizeslU = (uy - u, -+ Up) eV =(vy ---v, -+ v,), Obtém-se

A=UxVT7T
D 0 vr
A:<Ur Um—v')( 0 0) ( VnT—r>
A=U,DV]}. (20)

Essa fatoracédo é denominaticomposicao de valor singular reduzida.

2.1.10 Inversa Generalizada ou Pseudo-Inversa

Suponha que a matriz,,,, de postor possua uma decomposicao de valor singular
A=UxVT como, >0, > --- > 0, > 0. Entdo, representa-se pdr e denomina-se
deinversa generalizadau pseudo inversa de Moore-Penrasenatrizn x m, determinada

por

AT =VetUuT, (21)

D1 0

0 O 0 0

dicbes, observa-se que! é uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais sdo 0s

TXT

ondeY = ( D0 ) como definido anteriormente 2t = < ) .Nestas con-

inversos dos primeiros valores singularesdg 0 < o; ' <o, ' <--- <o,

— Yr

PROPRIEDADES :
(i) AA*A= A,
(i) ATAA* =Ate

(i1s) AAT e AT A sdo hermitianas.
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Além disso, a inversa generalizaddé unicamente determinada pér, emboral/ e
V, usados na decomposi¢ao de valores singulares, ndo sejam necessariamente Unicos.

Agora, com a definicdo daseudo-inversgyode-se generalizar o nimero de condicéo
c=|AJ| A7, definido anteriormente. Para o caso4leser uma matriz retangular,
tem-se

c=A|| At (22)

Considerando os primeiros valores singulares dé ordenados de tal forma qug >
o, > --- > o, > 0, obtém-se consequentemente os valores singularels deeguindo
0 < 01‘1 < 02‘1 < ... < o, Assim, levando em consideragdo os conhecimentos ja

expostos neste trabalho, pode-se escrever

I A= [Anax deA”A] V2 =6, deA, (23)
| A" || = [uin deATA] 2 =571 ded e (24)
A 1z 5
o +1| _ max _ Ymax
C_HAHHA H_ ()\min> B O'min' (25)

2.1.11 Formas Quadraticas e Autovalores

Denomina-se de forma quadratica &h uma funcaa) deR"” emR"™ , definida por

Q (z) = 27 Az, ondex é um vetor d&R™ e A,, .., € uma matriz simétrica. Considerando

NGE

n
a; ; a representacéo dos elementosid@ode-se também escrev@r(z) => ij Tilj.
i=1

a
j=1

E possivel distinguir vérias classes de formas quadréaticas pelo tipo de valores que estas

assumem quandovaria emR" :

Positiva definidase (x) > 0 para todar # 0,
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Negativa definidae( (z) < 0 para todar # 0 e

Indefinidase( () adquire valores tanto positivos quanto negativos.

Além disso, é denominadaositiva semidefinidae @) (z) > 0 para todoz, e
negativa semidefinidse@ (z) < 0 para todar .

TEOREMA : SejaA uma matriz real simétrica x n. Entdo,A é positiva definida
se e somente se todos 0s seus autovalores sao positivos .

DEMONSTRACAO [STR93]: SeA é positiva definida e sk é um autovalor del,
entdo, para qualquer autovetor dessociado a, tem-sex” Az = \z7z = A |||, que
produz

2T Ax

A= 5 > 0.
Il

Reciprocamente, supondo agora todos os autovalorelspiesitivos e um conjunto orto-

normal de autovetores associadas, ..., z,, }. Sendar um vetor ndo nulo eR”, entéox
pode ser escrito como
r =012+ ... + T,

n
ondeq; = 27x; parai =1,2,...n e . (a;)” = ||z|* > 0. Ent&o,
=1

w7 Ax = (yzy + ... + oznxn)T (i Aixy + .o+ apApzy)

n

v Ax = Z ()% \;

=1

logo,
2T Az > (min \;) ||z]|> > 0 (26)
e, portanto,A € positiva definida.Se todos autovalores aaatriz simétricaA forem ne-

gativos, entdoe- A serd positiva definida e por conseguidtseranegativa definidaSe os
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autovalores del tém sinais diferentes, ent&bé indefinida pois se\; for positivo com o
autovetor associado,, tem-sex] A z; = \zlx; = A\ ||z1]]> > 0, em contrapartida se,

por exemplo\, for negativo, entda) A z, = hox )z = Ao ||z2||” < 0.

2.1.12 Raiz Quadrada de Uma Matriz

SejaX uma matrizp x p definida positivacom a decomposicéo espectral

p
E : T
Y= )\ieiei
=1

e a matriz dos autovetores normalizadgs,, = (e1 ez --- ¢, ), entdo tem-se
p
=) Nee =PAPT (27)
=1
M 0 - 0
0 X --- 0
ondePT’P=PPT =] e A = L com),; > 0.
0 0 - A
Assim,
"1
YP=PAPT =) —e €] 28
2y (28)
desde que
(PAPT) (PAT'PT) = (PA'PT) (PAP")=PP" =1
Considerando ainda que
\/)\_1 0 - 0
A2 0 Vg - 0
0 0 - /A p
entéo,
p
V2 ="/ Aieel =PA/PT (29)
=1

PROPRIEDADES :
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(i7)

(iid)

29

(zv/2)" = x1/2 (xV2 ¢ simétrica) ,

21/2 21/2:2’

bS]

- 1 .
(x7)7 =3% = eI = P A2 pTondeA~/2 é diagonal com @ —
i=1 i

, 1
ésimo elemento—— ,

(iv)

Vi

21/2 2—1/2 — 2—1/2 21/2 =Je 2—1/2 2—1/2 — y-1 Ondez—l/Z — (21/2)_1 ]
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2.2 Analise de Correlacdo Canonica

2.2.1  \etores e Matrizes Aleatérias

Séao denominados matriz aleatoria ou vetor aleatorio, a matriz ou vetor cujos elementos
sdo variaveis aleatorias. O valor esperado € dado pela matriz ou vetor cujos elementos sao
os valores esperados de cada variavel aleatéria. Especificamente para uma matriz aleatéria
X ={X},,,,tem-se

E(Xn) E(X12> E(le)
E(Xgl) E(X22) E(XQP)

E(an) E(an) E(an)
onde

o0 v o), se X;é variavel aleatdria continua
AR com fungéo de densidade de probabilidgde; ).

E(X;;) = Z_OO () seX; é variavel aleatéria discreta
Ti gilTi) com fungé&o de probabilidadg(z;) .

todo x;

Dois resultados importantes, envolvendo a soma e produto de matrizes, sdo obtidos di-
retamente da definicdo do valor esperado de uma matriz aleatéria e das propriedades da

esperanca de uma variavel,
EXi+Y)=EX)+E()) e E(cX)) =cE(X)).

SejamX e Y duas matrizes de variaveis aleatdrias de mesma dimensée, /e matrizes

conformes, constituidas por constantes. Entdo, valem as propriedades:
E(X+Y)=E(X)+E(Y)

E(AX B)=AE(X)B (30)
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2.2.2  \Vetor de Médias, Matriz de Covariancias e Matriz de
Correlacéo.

X; (i =1,2,...,p) seja uma variavel aleatéria com sua prépria distribuicdo marginal de

probabilidade. As médias marginaise varianciag;; sdo definidas como

p=E(Xi)

e
0i = E(X; — ;)*,

onde

* 25 fi(wi)da; seX;é uma variavel aleatoria continua

L ammm com fung&o de densidade de probabilidgde; ).
Hi = Zx () seX; é variavel aleatoria discreta

v P 9T com fungé&o de probabilidadg(z;) .

e

> (2 — 1) filws)da: seX,;e uma variavel aleatdria continua
) - TiT M) Jilte)G%e com funcéo de densidade de probabilidgde;).
o = Z(f"’ C ) gilm) seX; e variavel aleatoria discreta

4= com funcéo de probabilidadg(x;) .

(31)
O comportamento de algum par de variaveis, X;), componentes do vetd¥, é descrito
por sua funcéo de probabilidade conjuntaneeadida da associacéo lineantre elas é dada

pela covariancia,

oir = E[(Xi — ;) (Xi — p13,)] (32)
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ou seja,

( [e ] o]
/ / (x; — 1) (e — pg.) fiw (x4, xp)dz; dxy , S€X; € X, SA0 variaveis

aleatorias continuas com funcdo de densidade de probabilidade, =),

Oik =
Z Z(xi — ;) (@) — 1) gin (x5, 25) , seX; e X, séo variaveis
Yz i Vax k

aleatorias discretas com fungéo de probabilidadéz;, zy.),

(33)
sendoy; ey, (i, k=1,2,...,p), as médias marginais. Quando= k , a covariancia
torna-se a variancia marginal.

Generalizando o comportamento coletivo das variaveis aleatias, = X, ou, e-

quivalentemente, do vetot = ( X; X, --- X, )T é descrito pela funcédo de densi-
dade de probabilidade conjuntdz) = ( x1, z2, ..., ;) .
Na pratica, f (z) é freqientemente uma fungdo multivariada de densidade normal.

SeP [X; < x; e X} < x4, probabilidade conjunta, pode ser escrita como produto das cor-

respondentes probabilidades marginais , tal que,
PIX; <zeX, <z =P[X; <x;] P[X} <z

para todos os pares de valongsr,, , entdoX; e X, sao ditas estatisticamentalependen-
tes.QuandaX; e X, s&o variaveis aleatorias continuas com densidade conjuinta, ;)

e densidades marginafgz;) e fx(x ), a condi¢cdo de independéncia torna-se

fir(xi, o) = fi(ws) fr(xn)

para todos os paré€s;, z;). As p variaveis aleatorias continuas§ X, X, sdo, estatisti-

.....

camente, ditamutuamente independentsa densidade conjunta pode ser fatorada como

f12...p ( Ty, T2, ---,Ip) =fi (551) fa ($2) ---fp (xp)
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paratodag—nuplas ( z1, x9, ..., x,) . Aindependéncia estatistica tem uma implicagéo im-
portante para a covariancia, pois a fatoragdo anterior implica que a covariandia de)
seja nula. Entad;'ov (X;, Xj) = 0 seX; e X; sé@o independentes. A reciproca, em geral,
ndo é verdadeira pois existem situagdes em@ue(X; X;) = 0, mas X; e X, ndo séo
independentes. Assim, pode-se definaoeficiente de correlacéo lineantre um par de

variaveis(X;, X;) , como sendo o quocientg,, dado por

oF)
Pix = m )
onde
oir = Cov (X; X)) = E(Xi — ;) (Xie — ) , (34)
o = Var (X;) = E(X; — ;)°
e

ok = Var (X)) = E (X — m,)* . (35)
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2.3 Correlacao Canonica

2.3.1 Introducao

A andlise de correlacdo candnica tem como objetivo identificar e quantificar as asso-
ciacOes lineares entaois conjuntogle variaveis aleatdrias. No desenvolvimento dessa
analise, determina-se primeiramente o par de combinacdes lineares, uma de cada conjunto
de variaveis, com maior correlacao; em seguida, determina-se um segundo par de combi-
nacdes lineares de maior correlagéo entre todos os pares nao correlacionados com aqueles
selecionados inicialmente, e assim por diante até-oésimo elemento sendp x p a
ordem da matriz de correlacdo. Uma aplicacdo dessa analise ocorre em processos de pro-
ducdo continua, quando se-deseja prever o comportamento de um conjunto de variaveis
a partir do conhecimento prévio de um outro conjunto de variaveis. Considerando-se um
desses conjuntos como um conjunto de variaveis independentes, e o outro como um con-
junto de variaveis dependentes, e, se existe uma relacado linear entre esses conjuntos, entéo

pode-se calcular a magnitude dessa relacéo, a qual denominamalagéo candnica

2.3.2  Variaveis Canoénicas e Correlacdes Canbnicas

Para o desenvolvimento deste tema vai-se admitir, como exemplo, o estudo das medi-
das de associacgéo entre dois conjuntos de variaveis aleatérias, cada qual com sua prépria
distribuicdo de probabilidade marginal. O primeiro conjunto é denominadoa®smposto
de variaveis aleatoria¥;, (i = 1,2, ..., p), € 0 segundo d&, composto de varidveis ale-

atoriasY;, (j = 1,2,...,q). Assumindop < ¢ e representando 0s conjuntos como vetores
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aleat6rios tem-se:
X Y;

X = : e Y = :

X

» Y.

q

Assim, os vetores dos valores esperados das variaveis aleatOrias seréo representados por

E(Xy) E(Y1)
EX)=| e BY)=| : |,
E(X) E(Yy)
onde para cada elemento, tem-se
o - Fil)da se X,é variavel aleatoria continua
- Ti Ji\Ti )0 com funcéo de densidade de probabilidgdde; ),
E(X;) = Z i) seX; é variavel aleatoria discreta
Ti Gi\Ti) s com funcéo de probabilidadg(x;) ,

Yx,;

e 0 equivalente par&(Y;). As medias marginaig,; e j.,; sdo dadas pqi,, = E(X;) e

n,; = E(Y;) e os vetores das médias marginais séo entdo representados por

E(Xy) Foa
pe = E(X) = : =1
E(Xp) Hzp
e
E(Y1) Hoy1
py =EY) = : ={
E(Yy) o

Como essa analise recai sobre dois conjuntos de variaveis alea&fGeias, para determi-
nar as medidas de dispersdo de todas as interrelagdes entre as variaveis dos dois conjuntos,

€ necessario considerar conjuntamente os vefor@¥, em um Unico vetoZ, como segue,

X4 A
Y Yi Zp+1
Y, Z

p+q
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Logo o vetor das médias marginais fica

_ e\ _ [ EX)
w=sa)=( 1) =567 ) )
ou seja,
E(Xy) K M
B | e (]
E(W) Hy1 Hopt1
B(Y,) » by

Como ja vimos, a matriz das covariancias das variaveis componenfesata dada por

CoV(Z) = B |(Z =) (Z -], (37)
ou seja,
[ Xl - Mwl 1
X, — My
E Yf—:uylp (Xl_:u:rl Xp_ﬂmp }/Vl_lll/yl }/;]_H’yq)
L\ Yo = Hyg ]
gue produz

(X _ux1)2 (X Mxl)()( —U ) (X Mxl)( Myl)“: (Xl_uxl)’(Yq_uyq)

- uxo O-n) G ios) )
t, uyl)(X 1) ( uyl)(X —u) - u) (K—uJ,IXYq—uyq)

b ) o)) G i) Gn)

ou, equivalentemente,
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(Zl"lvll)z (Zl_l’l’l)(Zp_Mp) (Z1_“1)(Zp+1_up+1) (Zl_ul)(Y,qu_upw)

t + L] '

[ '

[ '

E (Zp_up)(zl_ul) (2le )2 @p_up)(zp+l_“p+l) Qp_up)&wq_“pw)

p
Qpl_uptl)(ll_ul)‘.. (Zp+1_“p+1)(Zp_“p) (Zpﬂ’_upﬂ)z (Z,,H—HPH)(ZM_MM)

. v
+

L t
.

3
b

&M - MM)(Zl - Ml) o (ZM - HP+’q)(Zp B up) &PW B “M)(Zwl B up+1) o (Zp+q : qu)z

Considerandoo;x = E[(Z; — u;)(Zx — px)] € o = E(Z;—pr)?, obtém-se

oin - O1p Oip+1 " Olpig

COV(Z)=% = Opt """ Opp Opp+l " Oppiq
Op+1,1 " Op+lp Op+lp+l “°° Optlptq
Opt+ql " Optgp Optgp+l " Optqptq

Comoo;x = E[(Z; —ur)(Zx —ug) € igual ack; = E[(Zx — ux)(Z1 — py)], para

(I,K =1,2,....(p+ q)), entdoX é uma matriz simétrica e pode-se escrever

o1 - O1p O1p+1 " Olpig
0'1 « . O' 0' 1 « . O'
COV (Z)=% = p Pp P+ g
O1p+1 *°° Oppt+l Opt+lp+l " ° Optlptq
Olp+q " Opptq Opt+lptq “°° Optgptg

Como ja visto, o coeficiente de correlaggq é definido em fungéo da covariancig, e

das variancias;; e ok, por

OIK

PIKk = F/— — -
011/ OKK

O coeficiente de correlacdo mede a magnitude da associacgao linear entre as variaveis ale-
atorias componentes do vetdre por consequéncia entre as variaveis do vatoentre
as variaveis do vetadr” e entre as variaveis do vetar e Y. Considerando-se a matrizde

coeficientes de correlagéo dada por



Oy . Glp Glp+1 611”11
011 011 VGII \/Gpp \/611 \/Gp+1p+1 VGII \'Gerqurq
Glp . GPP Gpp+1 . GPP+/I
p - VGII GPP \/GPP Gpp \/GPPVGPHPH GPPVGP+qp+q
C51p+1 c5pp+1 c5er1er1 c5p+lp+q
\ 011 '\/Gp+1p+1 \/Gpp '\/0p+1p+1 '\/Gp+1p+1 '\/op+1p+1 '\/Gp+1p+1 '\/Gp+qp+q
61p+q . Gppw Gp+1p+q . Gp+qp+q
Vcll \/Gp+qp+q \/Gpp \/Gp+qp+q \/Gp+1p+1 \/0p+qp+q \/Gp+qpfq\/6p+qp+q
ou
1 e plp p1p+1 e p1p+q
p= Pip 1 Ppp+1 " Ppptg _ ( P11 P12 >
Pip+1 " Ppp+1 1 Pptiptq P21 P22
Pip+q ~°° Ppptq Pptiptq 1
e a matriz D'/? dos desvios padrio
T, 0 0 0
0 o 0 0

D1/2:

0 0 VO 0 ’
O T 0 0 V O—P+qp+q

entdo, é facil verificar que

D1/2pD1/2 -y

p= (DV3)'s (DY)
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Isto é,% pode ser obtida d®'/2 e p, assim comop pode ser obtido dE. Reconsiderando

a matriz de covariancias particionada por quatro blocos, conforme a seguir

E11 212
Y=
< Y1 oo >
observa-se que:

(1)  As matrizesy;; e ¥y, SA0 Simétricas.
(i7)  As matrizest;, e X5 N80 S0 necessariamente simétricas ou quadradas.
(ii7) A matriz¥,, é igual transpostada matriz X, ou sejay;, = X1 .

(=v)  As variancias-covarianciagentre os pares de variaveis componentes do vetor

(conjunto).X estdo contidas na matriz;,ouseja, Cov (X) = 33 .

(v)  As variancias-covarianciaentre os pares de variaveis componentes do vetor

(conjunto)Y” esté@o contidas na matriz;,,ouseja, Cov (V) = ¥qs .

(vi)  Ascovarianciasentre os pares de variaveis de diferentes vetores (conjuntos), uma
variavel deX e uma variavel d& estdo contidas na matriz de “covariancia cruzada”

Y12 0u, equivalentemente, ei,; , ou sejalov (X,Y) = X3 0uCov (X, Y) = Xo;.

Entdo, os elementos de;, ou ¥»; medem a associacdo entre os dois conjuntos.
Quandop e g séo relativamente grandes , a interpretacdo coletiva dos elemenigs de
ou Y»; € normalmente dificil de ser feita. Isto ocorre freqlientemente nas combinacdes
lineares de variaveis que sao de interesse e Uteis para finalidade de previsdo e compara-

¢do. A principal tarefa da andlise de correlac@o canénica é resumir as associacdes entre
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0s conjuntos de variaveis eY em termos de uma escolha cuidadosa de poucas cova-
riancias (ou correlagdes ) preferencialmentggsovariancias d&,,. As combinacdes

lineares fornecem um resumo das medidas de um conjunto de variaveis .

SejamU =a’X e V =b'Y para algum par de vetores de coeficientes b .

Entdo tem-se
U=d'X = U:(a1 az -+ a )

U:a1X1+a2X2 + -+ CLpo
E(U) E (a1X1 + CLQXQ -+ CLpX

EU) = (a1 B (X1) + ax BB (Xo) + -+ + a,F A1flgy + Aoflyy + -+ Gpily,)

=
EU)=(a1ay --- a )a .
:uzp

Var(U) = Var (a1 X7 + a2 Xo + -+ a,X,
Var(U) =a” Var (X) a
Var(U) = al Yqa (38)

Equivalentemente, demonstra—se ainda que

Var(V) = b" Ly9b

Cov (U, V') = a’ $p,b. (39)
Devemos procurar os vetores de coeficiente$ tal que a correlacao

Cov(U,V)

VvV Var(U) \/ Var(V

Corr (U, V) =

(40)
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ou

Corr (U,V ) = @’ Sib (41)
\/CLT 211@ \/bT 222[)

seja a maior possivel.

Serdo seguidas as seguintes definicoes:

(1) O primeiro par de variaveis canonicas é o par da combinacéo linesy, com

variancias unitarias e que maximiza a correlaaor (U, V );

(¢7) O segundo par de variaveis candnicas € o par da combinacao lip&ay com
variancias unitarias, o qual maximiza a correlaCaor (U, V'), entre todas as escolhas

nao correlacionadas com o primeiro par de variaveis canonicas;

(17i) O K-ésimo par de varidveis canonicas é o par da combinagéo liredr, com
variancias unitarias, o qual maximiza a rela¢ader (U,V ), entre todas as escolhas

nao correlacionadas com &5 — 1 pares de variaveis canfnicas anteriores .

A correlacao entréd — ésimo par de variaveis canonicas € chamaddsde ésima
correlacéo candnica

A demonstracéo do teorema a seguir da o detalhamento necessario para a obtencéo
das variaveis candnicas e suas correlagdes.

TEOREMA : Supondo os vetores aleatorias,, ) € Y(,«1) conforme ja definidos
anteriormente com > ¢, Cov(X) = 211, Cov(Y') = 39, € Cov(X,Y) = ;5. Supondo
ainda que a matri¢'ov(Z) = X temposto completoSejam as combinagdes lineares dadas

porU=a"X eV=10"Y, ondeaq,«1) € b4x1) SA0 0s vetores de coeficientes, entao,
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rrﬁx Corr(U,V) = pj (42)
€ atingida pelo primeiro par de variaveis canonicas,
Uy=a!/X eV, =0blY (43)
ou
Ur=e/ 21_11/ X e Vi=f" E2_21/ Y. (44)
O k-ésimo par de variaveis canbnicds=+ 2, 3, ..., p, dado por
Uy = ¢/S°X e V= fIs,/?,
maximizaCorr (U, Vi) = p;, entre aguelas combinagdes lineares ndo correlacionadas

com osK — 1 pares de variaveis canonicas anteriores. Aqti> p3> > ... > p»* s8o 0s

autovalores d&,;"/ *S1, 33, £, 5., eey, e, ..., ¢, A0 autovetores associados (Os va-

loresp; 2, p32, ..., p;* s8o também gsmaiores autovalores d&, /%y, 211151555, * com

0s correspondentes autovetorgs, fs, ..., f, sendo cadd; proporcional 322‘21/ 222121‘11
€; .

As variaveis canfnicas tém as seguintes propriedades:

(1) Var(Uy) = Var(Vy) = 1;
) Cov(Uy,Up) = Corr(Uy,Ur) =0, K #L;
(tii)  Cov(Vy, Vi) = Corr(Vi, V) =0, K #L;

(iv)  Cov(Uy,Vy) = Corr(Uy, V) =0, K #L
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parakK,L =1,2,3,...,p.
DEMONSTRACAO [JON88]: Supondd;; e ¥, matrizessimétricas e ndo singu-

lares,e usando o conceito de raiz quadrada de uma matriz, obtém-se:
1/2w1/2
Y = 211/ 211/

_ —1/2w—1/2
Z3111 = Z311 / E11 /

c= 2111/2
a= Zﬂl/Q c,
e similarmente
b=3n,"d . (45)

Deve-se, entdo procurare b que torne a correlacéo

Corr (U, V) = @ T b (46)
\/ (IT Ena \/ bT Eggb

a maior possivel, ond& = o’ X e V = b1'Y .Substituindd?? e 2.45 em2.46, obtém-se

A YRR YD Sl
vV clev dbd '

Corr (U, V) = (47)

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz,
(a"9)" < (a"a) (579)
obtém-se
(a78) < (") " (57) .

Observando que a igualdade ocorre quam@gproporcional & ou vice-versa e aplicando

essa desigualdade ao numerador2etii, obtém-se
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~1/2 ~1/2 ~1/2 ~1/2 —1/2 ~1/2
ST211/§12222 // 4 = (CT211/§12222/ E22/ 2‘2,1211/ 5)1/2 (@ d )"
ol s ol oY g B
que produz

.

1/2
o 21—11/2 Y1y 22_21/2(1 < <CT \21—11/2 Sio 22_2122121—11/21 c) (dT d)1/2, (48)

-~

Desde que a matriz resultante do prod@z‘d)fll/2 Yo Doyt 22121’11/2> é simétrica , de

ordem p , com autovalores\; > X\, > ... > )\, > 0 e autovetoresey, es,..., e, , €Ntdo

(TS Te' T ) e
max = A,

c#0 cl'e

que produz
T (2;11/ 2 S gy T B 2) c= Mele,

onde), é o maior autovalor déZl’f/Q Ss By 2212{1”2> , ec 0 autovetor normalizado
e1 correspondente, ou seja,

el (2;11/ 2 S St S 5 2) e1= M elen,
e portanto,

el (2;11/ 2 S 8551 o1 87 2) e = A (49)
Substituindo este resultado en8, tem-se
1/2

el Y2 By, 2d < (M)V2 (dd) 7,

gue por sua vez substituido @n7, resulta

_ _ 1/2 1/2
maxCorr( Uy, Vi) = er 2111/2 212 2221/2d — (M) / (dT d) =/ A
ab ’ v eTe ./ dTd 1-(dT d)"? ’
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ou

maxCorr (al X, bl Y )=/ A\ = pi. (50)

a,b

Verifica-se ainda que a igualdade em8 ocorre quando
I e 8y, 2d = (M) (d" d)l/z ;
e isto assegura quké proporcional a
(22;1/ 258 et 261> . (51)

A maximizac&o da correlac3o indicada pdi0 é atingida para = X,/ 2, ¢ = £, %e;

1/2

e b proporcional %2221/22221/2 DI 61] uma vez qué = ., >d ed é propor-

cional a 2.51, onde o sinal é selecionado para dar uma correlacdo positiva. Considerando

b= _1/ f1. Agora partindo express&o49, tem-se
<Z_1/2 212 222 2212111/2> €1 = )\161,

se multiplicar ambos os membros [((EQQ 2212111/2> , Obtém-se

(2‘1/2 Sor O 1“) (21‘11/2 Yo Dgpl T8 2 ) — N (2‘1 2%, 2‘1/2> B
2_1/2 221 Z 1/2 E 1/2 212 222 2212 ( _1/2 221 / >€1
o 1/2 Sy 211 Yo Oy, 1/2 o 1/22212 1/2 < -1/2 Sy 3 /2) e

%

[2;;/ ED I Sl 3 St 2} (z V2, n 2 61) Y (z;;/ 2 Sy 32 1) (52)
logo, se(\;,e;) é um par de autovalor e autovetor éIE 21555 Sy 2 2 ) entio
(A1, f1) € um par de autovalor e autovetor @21/222121‘1121222}” 2] ,ondef, é aforma

normalizada de(Z;;/QEQlEff/zel), ao quald é proporcional; o sinal d¢ é escolhido
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para dar uma correlacéo positiva. Assim tem-se demonstrado que

T
U =alX = (2;11/2 el) X = eIy V2x

T
Vi =blY = (22;1/ 2 fl) Y = 75,2

U, e Vi constituem o primeiro par de varidveis candnicas e sua correlagéo é

Conclui-se ainda que

(U1)
(Uh)
Var (Ul) = 2111/ €1 211 (Z;ll/ 61)
Var (U,) = TS5 2050 e
Var (Uy)) =el' T e; =el ¢
Var (Uy) =1

e de maneira similar

Var (Vi) =1.

Observa-se também qug e uma combinacéo linear arbitraridd X = IS/ ?X nao

sdo correlatas, se

T
0= Cov (Ul, [cTz;f/ 2X]> — Uy [cTz;f/ 2x] = Ty 28,55 2 = e

ou seja,el e c sdo ortogonais. N& — ésima etapa requer-se quel e e ..., ex_1 A

maximizacao

max =X\ (c=ep,k=1,2....p—1
cleiez...ep1 cr' e ( ’ 145 P )
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produz
(2072055 ) e = AT

parac L ejey...,ex—1 , € €m2.47, obtem-se

Ty T CTEl_ll/ 221222_21/ “d \/_
Corr (U, V) =Corr (a" X,b'Y) = < VA
vclendld

com a igualdade pawa= e, ou a = X,/ > e, b = £,/ f, , como antes.

PortantolJ, = e 5,/ 2X eV, = fT S5, %Y s80 ok — ésimo par candnico e eles

tem a correlagéo

V= pi

Embora néo seja requerido, explicitamente, gueeja ndo correlacionado, tem-se
Cov (Vi, Vi) = [ S0 *Sn%0 2 fu = T fL = 0, sek # L < p.
Também,
Cov (U , Vi) = el 5,2 Sy 55,2 =0, sek # L < p,

desde qug é um mltiplo de(e{ I Y IR ) por2.52.
Se as variaveis originais componentes do v&téwrem padronizadas, obtemos o ve-
tor Z° . A determinacéo d&° pode ser feita efetuando-se o produto da inversa da matriz

dos desvios padridi)l/ 2) - pelo vetor(Z — ), j& definidos anteriormente. Entéo,

78 = (DV?) (2 - p),



que produz,
1
0 0 0
01 1
: Xl = gy
1 .
0 0 0
ZS — Opp 1 XP /La:p
0 0 - - ... 0 Yi— o,
vV Optipt :
: 1 Yy =ty
0 0 0  p——
V Up+q p+q
ou seja,
Xl — My
0_11
Xp - :uwp
S _ Opp
z° = }/1 - Myl
V Up+1p+1
Yg — 11y,
V Jp+qp+q
Ira se usar também as notacdes
zZ5.
Z3 7Z8
o % |-(5)
Z, z
zy,

Assim, a matriz das covariancias désera dada por
Cov (ZS) =p= (D1/2)—1 > (D1/2)—1 ’

gque produz a matriz covariandizv (Z°) , dada por :

48
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1 o Pip Pip+1 " Plp+g
p: plp 1 ppp+1 ppp+q — ( pll p12 >
Pip+1 " Ppp+1 1  Pptlptq Pa1 P22
Pip+q " Ppptq Pptiptq - 1
Agora, as variaveis candnicas podem ser reapresentadas por :
Uv=al 2% = el pi 23 53
k= 0y 4x = € Py X (53)

Ve =bT28 = fTp1%25 .
Aqui, Cov (Z35) = pyy, Cov (Z ) = Py, Cov (25, Z ) = p1p = P, €ep € fr S0 0S

~1/2 - ~1/2 ~1/2 - ~1/2 -
autovetores dE{Pn/ Pio s o1 P11 > e <1022/ Par P11 P12 P2’ ) , respectivamente.

As correlagbes canonicag,;, satisfazem
Corr (Ug Vi) =pp K =1,2,..,p

ondep;” < p3” < ... < p3’ séo os autovalores néo nulos da ma@izfmpmp;;pmpﬁlm),

ou equivalentemente c(ep;;/ 2 0oL P11 Propos” 2). Nota-se que

a;{ (X - Mm) = 0k (Xl - uwl) + ...+ QAkp (Xp - M:):p) )

ou seja,
( Mxl) ( pr)
af (X — ) = api\/011——2 L /T
Vo R ow
ondeo; = Var(X;), ¢ = 1,2,...,p. Portanto, os coeficientes canénicos para as varia-

(Xi — py)

veis padronizadag,; =

, Sdo simplesmente relacionados com os coeficientes

canonicos aderidos as variaveis origindis. Especificamente, s&. é o vetor de coe-
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ficientes pard — ésima variavel candnicd/; , entéoa; D}{ ? & o vetor de coeficientes
para ak — ésima variavel candnica construido a partir das variaveis padronizagas

Aqui, D}{Q € uma matriz diagonal com— ésimo elemento diagonal igua)/o;; . Simi-
larmente pl Déé * é o vetor de coeficientes para as variaveis candnicas construido a partir

do conjunto de variaveis padronizadé$ . Neste casoD,

/* & uma matriz diagonal com
i — ésimo elemento igual &/ o;; = v/ Var (;). As correlagdes candnicas séo inalteradas
com a padronizacdo, embora a escolha dos vetores de coeficignéds, ndo sera unica
se pi = P
O relacionamento entre os coeficientes canbnicos das variaveis padronizadas e 0s co-
eficientes candnicos das variaveis originais seguem a especial estrutura dd]ﬁ]a{t%i‘zm
I I i <ou p;11/2p12p2‘21p21p1_11/2>. Por exemplo, se’ é o vetor de coeficientes
para ak — ésima principal componente obtida de, entdoa! (7 — ) = o} D'/22Z° mas
nds ndo podemos inferir qué D'/ ? é o vetor de coeficientes paka- ésima principal

componente derivada ge



Capitulo 3 - Material e Método

3.1 Um Novo Método Numérico para o Calculo de Autovalor
e Autovetor de Produto de Matrizes

3.1.1 Introducéo

Como ja foi visto na secéo anteriar ANALISE DE CORRELACAO CANONIG#
guer a determinagao dasitovalorese autovetoresdo produto de matrizes, antes represen-

tado por
S50, B Oa 217 ? (ou equivalentement,y Sy 7' S S50 %)
e no caso da padronizacéo das variaveis originais, por

i 2p1s st P i’ (ou equivalentementey,” py piit p1a P 2).
Em qualquer caso, o problema de correlagdo canénica € formulado como um problema
de determinar o autosistema do produto de cinco matrizes, o qual doravante passara a ser
representado pon = m;momsmyms, ondem € uma matriz simeétrica e definida positiva.
Sabe-se que se a matrizé simétrica e positiva definida, o nUmero de condicéo do proble-
ma de determinar um autovalor depode ser cotado superiormente, ou seja, o problema é
bem-condicionado. Infelizmente este resultado ndo é valido para o correspondente proble-
ma de determinar o autovetor, pois 0os autovetores nao sédo func¢des continuas das entradas

de uma matriz. De fato, pode-se mostrar que, até mesmo para uma matriz diagonal, a
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insercao de pequenas perturbacées em seus elementos podera causar uma grande variacac
em seus autovetores. Isto ocorre freqientemente com autovetores associados a autovalores
com algum tipo de agrupamento, porém observa-se que também pode ocorrer em casos em
gue os autovetores estdo associados a autovalores distintos e bem espacados. Este fato pode
trazer sérios problemas na interpretacdo dos resultados da andlise da correlacdo canbnica
entre dois conjuntos de varidveis. A razao para tais problemas é que as compenentes

e f; (sendo cadgf; proporcional aE;;/ 222121‘11@,-), respectivamente, dos autovetoegs

e fr da matrizm, estdo estreitamente relacionadas com as componentes dos vetores de

coeficientes das combinacdes lineares),eis que, como ja visto

a=37""e eb=3,""f

E como, a maxima correlacdo desejada

max Corr(U,V) = pi,

€ atingida pelo primeiro par de variaveis canénicas,

Uy =a/ X =¢el E;ll/QX eVi=0b/Y =f" 2521/2Y ,

entdo, sendo o problema de calcular os autovetores mal-condicionado, pode-se encontrar

valores para os coeficientes das combinagdes lineares muito diferentes dos verdatteiros
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€, em sistema produtivo, a interpretacao dos resultados poderia levar a potencializacédo de
acOes que narealidade deveriam ser reprimidas e vice-versa e dessa forma a tomar atitudes
de gerenciamento e controle, totalmente equivocadas. Sendo assim, apresenta-se a seguir
novas alternativas que procuram pelo menos minimizar o problema de mal-condicinamento

do calculo dos autovetores da matriz= m;msmsmms.

3.1.2 Caracterizacao da Matriz Produto (m )

Tendo em vista a motivacdo deste trabalho estar centradaalise da correlacéo
candnica,sera considerado aqui o problema de determinar 0 autosistema dammatriz
mimamsmams, ondem € uma matrizsimétricae definida positivaSera considerado ainda

que:

(i)  amatrizm; € igual transpostada matrizm,, ms = m! ,
(i) ~ amatrizm, € igual transpostada matriz ms,, my = ml e

(197)  todas as matrizes s@do singulare® m; € simétrica e definida positiva.

3.1.3 Construcao da Matriz de Cinco Blocos (1 )

Seja a matriz\/ de cinco blocos definida por

ms
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ondemy, mq, m3, my € ms SA0 Matrizes como definidas anteriormente, entdo existe um
estreito relacionamento entre os autovalores/de os autovalores de, como sera de-
monstrado a seguir.

TEOREMA: Se\ é um autovalor dé/, entdo)\’® é um autovalor der.

DEMONSTRACAQ: Sendo) um autovalor dé\/, entéo existe um vetor

T
r = ( Tr1 T2 X3 T4 Ts )
nao nulo tal que

ms T Ty
My X2 T2
ms T3 =\ XT3
mo Ty Ty
mq Ty Ty

Desde queénsrs = AL, MaX1 = Ao, msTy = )\ZL’3, MoZs = ALy, MLy = )\[E5 ,
tomando a equacée;r; = Ar; € multiplicando-a, & esquerda, consecutivamenterpor

ms, My € my, obtém-se

msmsIs = )\ (m4x1)
maMmsxs = )\21‘2
_ /\2
mgmymsTs = (m3$2)
mamamsxs = N3
3
maoMmszmmyaMmsTs = A (m2x3)
moMmzmigMmsls — )\41'4
4
mimamamymsrs = \* (myzy4),
e finalmente

Mo 3MmMyimsls — )\51'5.

RESULTADOS:

e A matriz M tem pelo menos um autovalor real.
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e Se) é um autovalor dé/, entdo)\® é um autovalor den. Como os autovalores de

m s&o todos reais, entad € um nimero real e, portantd € real.

e Comop(\) = det (M — AI) tem graubn, € como todo autovalor d&/ é real ,
entdoM tem no maximar autovalores distintos, cada um desses autovalores é um

real, e satisfaz e satisfaz a relag&o= «, ondea € um autovalor den.

Uma questao natural que aparece é, se dado um autaval@iquer den, existe um
autovalor\ de M tal quea = \°. Se isso for verdade ent&o, todo o autovalorndpode
ser encontrado calculando-se os autovalore®/dEm particular, pode-se obter o maximo
autovalor den por meio da matriz\/. O teorema a seguir d4 uma resposta a essa questao.
TEOREMA: Se«a € um autovalor de: entdo existe um autovalor dede M tal que
N = a.

DEMONSTRACAOQ: Sejac um autovalor den e sejay 0 autovetor associado, isto

‘S'D\

mv = ov.
Agora, seja\ um autovalor de\/ associado ao autovetor= (xy, zy, x3, ¥4, x5) . ENt&0 0
T -
vetorz = (21 2 23 2z 2z ) definidocomo:

1

Z1 = Xmg)?};
1
Z9 = Fm4m5v;
1
3 = Fm3m4m5v;
1

2y = Fm2m3m4msv;

25 = U,



56

é um autovetor dé/ associado ao autovalartal que)\’ = «,e portanto, dado qualquer

autovalora dem, existe um autovalos de M, com3° = a.

ms T T

my o) o)
ms T3 =\ T3

ma Ty Ty

my T5 Ty

Entao

mgsls — )\I’l,
Myl = ATo;
msro = )\.%3,
MmoZs = ATy €
M1y = AT5V.

Comomsv = Az, entao

1 .
T = Xm5v,
1 .
T2 = 3MyMs5V;
T3 = /\%mgm4m5v e
1
Ty = Fm2m3m4m5v.

Fazendo-se as substituicdes adequadas, obtém-se

My, = §m4m5v = Mmymsv = )\2:52;
M3xy = /\%mgm4m5v = mgmamsv = \>x3;
moXs3 = %m2m3m4m5v = MoM3Miy M5V = )\41'4 e
mixyg = %m1m2m3m4m5v = M1MoM3MyMsV = )\51).

Logo
1 1
—Mmsv S Msv
my 1 ?m4m5v 1 Fm4m5v
ms —masmamzv | A —mamgmsv | (54)
my Fm2m3m4m5v Fm2m3m4msv

v (%
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3.1.4 Invertibilidade de M

Outra boa caracteristica da matfiz é a de que tendo seus blocos posto completo, a
matriz M também o tera e, entdo, s@@o singularAssim, matriz inversa/—! de M sera

dada por

M = my" , (55)

onde a existéncia da inversa é uma consequéncia direta da invertibilidade de cada fator do
produto que resulta a matnz = m momszmyms.

De outra forma tem-se;:

MM t=1,

ou seja,

ms my'
my m?jl
ms m;l =1
mo ml_l
my m5_1
tal que
m5mg1
m4mg1
mamsy * =1
mgmgl
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3.1.5 Autosistema Relacionado com a Matriz M

Muitas propriedades da matrlZ sdo compartilhadas com as matrizes obtidas a partir

de M, usando rotagfes de sentido horario. Assim, constréi-se a matriz

my
ms
M, = ma
mq
ms

onde, dando um tratamento similar ao dado para mafripode-se demonstrar que
__ 5
Mo M3MmMymmsly — A Xy,

ou seja, tem-se a mesma relacdo autovalor-autovetor que antes, porém agora o autovetor é
x4 A0 INVeés ders.

Sendo a matrid/s,

obtém-se agora
__\5
MiMaMsMams T3 = \° T3.

Considerando a matrik/,

ma

de novo obtém-se o mesmo tipo de relacéo,

m1meoMsmymes o — )\5 To.
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Finalmente, considerando a mathiz,

obtém-se
_\5
M1MaMsMams T1 = A° X1,

Sera verificado, mais adiante, que os autovalores de todas as mafrizesl,2,3,4,5, sdo
sempre 0S mesmos e que somente 0s autovetores mudam. Este fato ir4 possibilitar obter

um melhor condicionamento para o problema de autovetor.

3.1.6 Decomposicao de Valor Singular dé/

A decomposicéo de valor singular dé pode ser obtida a partir da decomposicéo de
valor singular dos blocos:; com: =1,2,3,4,5. Sejan, = U;%;V; , parai =1,2,3,4,5, a

decomposicédo de valor singular de cada um dos blogate M, logo pode-se escrever

UsXsVs
UsXisVy
M = Us2zVs
UsXia Vs
Ui Vi
entdo para a matriZ definida como
Us
Us
U= Us
Uz
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e para a matriz” definida como

Vi
Vs
V= V5
Vi
Vs
tem-se
M=UxvT
ondeY é a matriz
21
2o
Y= Y3
2
s

Desde qué/ e V sejam matrizes unitariasX é diagonal, entdd/ = UXV7T é a decom-
posicéo de valor singular d&/. Assim, a decomposicao de valor singulardepode ser
obtida com um custo igual a soma dos custos para obter as decomposicées de valor singular

de seus blocos. Agora, observa-se que

T
my
i
MT = mi (56)
my
My
e entdoM M 7 sera
msml
m4m4T
MMT = mgm:{
mgmg
mym?

Observa-se também que para caéal, 2, 3,4 tem-seM; M,” dado por

mam?
T
msmsg
T _ T
M4M4 = maoimns s
mlm{
msmsg



m3m3T
T
T T
M3M3 = m1m1 R
msml
T
m4m4
mam?
mlmlT
MM = msmi e
m4m4T
T
mym?T
msmi
MM = mam?
77’L3’fn§1
7’712771%1
Desde o espectro dd; M,” é dado por

5
MMM = kglA(mkmg), i=1,2,..5,

entdo, todas as matrizé$ M,", i = 1,2,3,4,5 tém o0 mesmo nimero de condigéo.

3.1.7

Reducéao do Produton = my.ms.mg.m4.ms ao Produto
m = Bm3BT.

Seja o produten = m;mymsmyms como anteriormente definido. Come; = m! e
m4 = mi , entdo pode-se escrever

m = ml.mg.mg.mg.mf,

ou seja,

m = (my.ms) .ms. (my.my)"
entao,

m = B.mg.BT,

61
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onde,

B = Tm1.My.

3.1.8 Construcdo da Matriz de Trés Blocosl{/).

Com um procedimento similar ao usado na construgéo da matriz de cinco blocos

pode-se agora construir a matrizde trés blocos:

BT
W = ms
B

TEOREMA: Se\ é um autovalor d&V, entdo)\® é um autovalor de.

DEMONSTRACAO: Sendo) um autovalor déV, entdo existe um vetor

T
r = ( Tr1 T2 X3 )
nao nulo tal que
BT T T
ms ) = T2
B T3 T3

Desde queBTxs = \xy, msx; = A\ve, Bxs = A\x3, tomando a equacdB’z; = \z; e
multiplicando-a, a esquerda, consecutivamenteppe B, obtém-se

mgBT$3 =\ (mgl'l)

mgBT$3 = )\21'2

BmsB x5 = \? (Bxy)

(Bm3BT) T3 = )\31‘3

e finalmente

mas = Nxs . (58)
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3.1.9 Reducao do Produton = m.ms.ms.m4.ms ao Produto
m = AAT.

Seja o produton = mymaymsmyms cOMO anteriormente definido, entdo usando o
conceito deRaiz Quadrada de uma Matrizecao 2.12), pode-se reescrever este produto
como

/2 1/2
ms’ T omy.ms.

m — ml.mQ.mé
Mas como j& foi observado anteriormente, = m! , m4 = ml ems é umamatriz simé-

trica e definida positivalogo fazendo as substituicdes adequadas, obtém-se

T
m = ml.mg.mé/z. <m§/2> S(mo)" . (my)"

ou seja,
. 1/2 ( 1/2>T
m = 1mi.mo.Mmg .| M71.1M2.M3 y
entao,
m=A.A",
onde,
A= ml.mg.mé/z. (59)

3.1.10 Construcdo da Matriz de Dois BlocosK)

Com a mesma idéia usada na construcéo da métrite cinco blocos e da matri¥’

de trés blocos, pode-se construir uma nova matriz simétfida dois blocos,

()

ondeAd = ml.mg.m:l))/ 2, cujos autovalores e autovetores estdo intimamente relacionados

com o0s autovalores e autovetores da maitriz mmomsmqms,
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TEOREMA: Se\ é um autovalor dé&V, entdo\? é um autovalor den.
DEMONSTRACAO: Sendo)\ um autovalor deV, entdo existe um vetor

[ET

(21 @)

[« 7)) (5),

Desde qued’zy, = \z;, Ax, = \z,, tomando a equacad’ z, = \z; e multiplicando-a,
a esquerda, pot, obtém-se

nao nulo tal que

AATzy = X (Azy)

AAT 2y = N2y
e finalmente

mzy = N1y .

(60)

3.1.11 Decomposicao de Valor Singular da Matri\.

Como ja foi visto nas secdes 2.8 e 2.9, a decomposicao de valor singular da4natriz
€ dada por

A=UxVT,
entao,

m=AAT = [UsVT [UsVT]" =us(VvTV)STUT =U [£57] U T

mU=U [£x7],

o 0 -+ 0

0 0—% o0

m (U, ey U] = [Ug, ...y Uy L ,
0 0 o2
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2 .
mu; = o u;, (1=1,2,...,n),
ondes? sdo os autovalores de, com os respectivos autovetoreslados pelas colunas de
U. Esta abordagem permite achar o autosistema,desando apena$ e sua decomposicéo

de valor singulard = UX VT,

3.1.12 Relacgao entre o Autosistema d¥& e a Decomposicao de Valor
Singular de A.

Existe uma estreita relacdo entre o autosistem& @ea decomposicéo de valor sin-
gular deA, conforme serd verificado pelo teorema a seguir.

T

TEOREMA: SejaN = ( ) ,onde A € uma matriz quadrada com decom-

A
posicdo de valor singulat = UXVT, ondeU = (uy,...,u,), V = (v1,...,0,)€ 8 =
diag ( 04, ...,0,) . Entdo 022n autovalores déV sdo iguais ato; com 0s autovetores uni-
tarios corres ondentesl— Vi

DEMONSTRACAO: ComoN é real e simétrica entdl tem um conjunto com-
pleto de autovalores e autovetores e todos seus autovalores sédo reais.useautovalor

de N com autovetor correspondentg entao
N’LUi = )\iwi,

ou seja,

que produz,

@(5) - (61)
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SendoA = UX VT a decomposicédo de valor singular deentdo tem-se
Av, = ou;, 1=1,2,...,n€

ATUi = 0;V;, 1= 1, 2, o, n.
Logo pode-se obter uma solucédo para o sistema 3.61 , fazendo:

2
(Cl) w; = UZ',’U)Z( ) = uie)\i = 0y,

(b)w-l) = vi,w?) = —ue\; = —0;.

Donde se conclui que os autovaloresNesédo+o; e 0s autovetores correspondentes séo
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3.2 Experimentos Numéricos

3.2.1 Geracéo das Matrizesn;.

Para os experimentos numeéricos, optou-se por gerar randomicamente as matrizes
mq, mo € ms, atendidas as caracteristicas de cada uma. Foram geradas 1200 de cada uma
das matrizesn,, m, € ms, com ordens que variaram enfree 20. Inicialmente, gerou-se
aleatoriamente uma matriz usando o comando “randn”. O comando "randn” gera matri-
zes com elementos aleatorios que obedecem a uma distribuicdo normal com as seguintes
caracteristicas: média 0, desvio padrdo 1 e variancia 1. Em seguida foram calculados os
autovalores e autovetores pelo comando “eigs”, uma rotina otimizada do MATLAB, dentro
de um loop condicional para garantir que todos os autovalores da magjam diferentes
de zero e dessa forma sua ndo-singularidade. Com a mpatiéterminou-sen; = pp’ e,
assim, obteve-sei; simétrica e definida positiva. Gerou-se a mattiz com 0S mesmos
comandos usados para criarFoi entado criada a matriz.;, como sendo a transposta da
matrizm,. A matrizm, foi gerada com a mesma rotina usada na geracéoede; e em

seguida foi criada a matriz.;, como sendo a transposta da matriz .
3.2.2 Calculo do Autovalor e Autovetor da Matriz
m = 1M ImsmgIns.

A matriz m foi obtida através da multiplicacdo das matrizeg ms, ms, my € ms
e, entdo, seus autovalores e autovetores associados foram calculados através do comando

“eigs”, escolhendo apenas o0 maior autovalor e o autovetor a ele associado.
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3.2.3 Construcdo das Matrizes de Blocos\/ , 1V e N.

As contrugdes das matrizes de bloddsWW e N foram feitas de forma similar, ou
seja, utilizou-se dos comandos basicos do MATLAB para a constru¢cdo de uma matriz
cuidando-se de inserir zeros nas entradas da matriz que ndo sédo ocupadas pelos blocos
m1, Mo, M3, My € ms NO caso da matrid/ ; B, ms e BT , no caso da matrizl’ e A e
AT no caso da matri. As matrizesB e A foram determinadas efetuando-se, respectiva-

mente, as multiplicagde8 = m;.my e A = my.ma.ms/>.

3.2.4 Célculo dos Autovalores e Autovetores das Matrize® , W e N.

O calculo do maior autovalor e autovetor associado de cada uma das méafridés

e N seguiu uma rotina similar aquela usada no caso da matriz

3.2.5  Célculo do Autovalor e Autovetor da Matrizm = AA” pela
decomposicao singular ded.

Tendo em vista as caracteristicas do prodditdy, o maior autovalor e autovetor as-
sociado den foram aqui calculados através da decomposicéo de valor singular Ale
decomposicao de valor singular defoi feita utilizando-se o comando “svd” do MA-
TLAB. Assim, o maior autovalor de: foi determinado elevando-se ao quadrado o maior
valor singular deA, e o autovetor, associado aguele maior autovalor, foi tomado como
sendo a coluna da matriZz correspondente ao maior valor singular na decomposicao de

valor singulard = UXV7T.
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3.2.6  Perturbacéo das Matrizes

Por conta do interesse em verificar o desempenho das matrizes W, N e A, na
obtencao do autosistemawle introduziram-se perturbacdes aleatoérias que variaram da or-
demde 10° a 10!, em cada uma das matrizes M, 1, N e A. Em seguida, calcularam-
se 0 maior autovalor e autovetor associado destas matrizes, ja perturbadas, aplicando-se os

mesmos métodos utilizados nas matrizes nao perturbadas.

3.2.7 Precisao Numérica

O software MATLAB trabalha com precisdo numérica na ordemétaasa decimal
para os céalculos numéricos, no entanto optou-se por apresentar os resultados com a impres-
séo até & casa decimal, sem prejuizos a interpretagao.
Os resultados impressos referem-se aos autovetores normalizados referentes ao maior
autovalor, obtidos para as matrizes M, W, N pela fatorizagdo de Arnoldi (comando
“eigs” do MATLAB) e, de novo, paran através da decomposi¢do de valor singular de
A . Embora tenham sido “rodados” 1200 experimentos, foram apresentados somente os

resultados mais representativos.
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3.2.8  Analise dos Resultados Experimentais

Como exemplo apresenta-se a seguir a analise dos resultados do experimento da matriz

teste 036.

m mpert M Mpert
0.603443 0.599307 0.603443 0.606465
0.391589 0.392700 0.391589 0.392352
0.571131 0.573798 0.571131 0.567412
-0.236334 -0.237505 -0.236334 -0.234639
-0.316970 -0.317750 -0.316970 -0.318196

w Wpert N Npert
0.603443 0.550788 -0.603443 -0.605566
0.391589 0.367021 -0.391589 -0.392725
0.571131 0.633272 -0.571131 -0.568334
-0.236334 -0.267718 0.236334 0.234877
-0.316970 -0.298699 0.316970 0.317627

A Apert
-0.603443 0.571022
-0.391589 0.369291
-0.571131 0.560700
0.236334 -0.233486
0.316970 -0.410680

Os vetores designados por, M, W, N e A, referem-se ao autovetor associado ao maior
autovalor den, respectivamente, determinados por: efetuando-se o produto das cinco ma-
trizesm,; , através da matriz de cinco blocos, através da matriz de trés blocos, através da
matriz de dois blocos e finalmente através da decomposicao de valor singdl&irddo-

dos experimentos esses autovetores resultaram-se iguais, com excec¢ao de algumas compo-
nentes que tiveram seus sinais trocados por conta do sentido de aproximacao das iteracdes
do algoritmo adotado. Os vetores indicadosQ¥,+, Mpert, Wiert, Npert € Apert represen-

tam os autovetores, associados aos maiores autovalores, calculados apds as perturbacées

das matrizes e obtidos pelas cinco alternativas de célculo do autosistemaptesenta-
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das no trabalho. A analise deve ser feita comparando-se as componentes dos autovetores
calculados com e sem as perturbagdes inseridas. Os resultados apresentados foram esco-
lhidos dentre aqueles que mostraram a mairimal-condicionada. Assim, nestes casos,
observa-se que as componentes do autovetor dem menores preturbacdes sédo as deter-

minadas pela alternativa de se usar a madtfide cinco blocos.



Capitulo4 - Conclusoes

E possivel calcular os autovalores e autovetores da matnze aparece na Anélise

de Correlagcdo Canonica, sem efetuar o produto indicade,m,.ms.ms.m4.ms.

Os autovalores e autovetoresidgpodem ser obtidos através do autosistema de uma

matriz de 5 blocod/, definida por:
ms
my
M = ms
mg
ma

Os autovalores dé/ e m estdo relacionados pela equagde- o® ondea é um
autovalor deM e A é um autovalor den e, 0s autovetores de sao obtidos das
ultimasn componentes dos autovetores/deonden € a ordem das matrizes;

(i=1,2,3,4,5).

Quando a matrizn € mal-condicionada, observa-se que o calculo de seu autosistema

€ melhor condicionado quando determinado através da nidtde cinco blocos.

O ganho em estabilidade quando se utiliza a mdifidleve-se ao fato de que

evitando o calculo do produt@;.ms.m3.m4.m5 a propagacao de erros € diminuida.

O custo de se usar a matrilZ € o aumento de complexidade do calculo nessa
alternativa em relacdo ao célculo direto do autosistema da magietuando-se a

multiplicac&om;.msy.mz.mgy.ms.
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Se a matrizn for estavel ou medianamente estavel, pode-se calcular o autosistema
da matrizm através da matrizl’ de trés blocos)N de dois blocos ou pela
BT
decomposicao de valor singular da matdizSendolV = | mg ,com
B

T
B:ml.mgeN:<A 4 ),Com14:7711.7712.771;/2

Os autovalores d& e m esto relacionados pela equagde: 5° ondes3 € um
autovalor ddV e A\ é um autovalor den, e 0s autovetores da matriz sdo dados
pelas ultimas: componentes dos autovetoresifiesendon a ordem das matrizes

m; (i = 1,2,3,4,5).

Os autovalores d& e m estéo relacionados por= ~? onde~ é um autovalor
de N e A é um autovalor den, e 0os autovetores de sdo dados pelas ultimas

componentes dos autovetores/de

SendoA = UXVT a decomposicéo de valor singular.des o; um valor singular
de A entdo,c? é um autovalor den e, os autovetores da matriz séo dados pelas

colunasu; da matrizU.
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As perturbacfes decorrentes da ma qualidade dos dados de entrada sao mais
significativas que as perturbacdes decorrentes da instabilidade dos algoritmos

utilizados.

Propostas para Trabalhos Futuros

E importante, na continuidade dos estudos, que se pesquise a propagacéo de erros,
tanto na constru¢cdo como no calculo do autosistema das mairizes W e N.

Além disso, estudar qual o impacto de instabilidade nas matrizes causado pelas
perturbacgdes inseridas por imprecisdo dos dados ou por instabilidade do algoritmo

adotado.

Outra sugestéo é o estudo da aplicacdo da andlise de correlcdo candnica para
identificar e quantificar as associacdes lineares entre 0s conjuntos de variaveis
aleatdrias envolvidas no processo de usinagem de Misturas Asfalticas para

Pavimentacéo.
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Apéndice A - Rotina Para os
Experimentos Numericos

A seguir é apresentada a rotina, comentada, utilizada no MATLAB para produzir os
experimentos NnUMEricos.
clear;
for mat=1:2
% Define a dimenséo da matriz quadrada mk (por exempl§ dedem)
Lm=5;
% Define 0 nome do arquivo de saida
FILENAME1=sprintf('%s%03d%s%02d%s’,/matriz’,mat,-’,Lm,avn.txt’);
fidl=fopen(FILENAMEZ1,w");
% Define a perturbacdo da matriz quadrada mk (por exemplo da ordem_a)s 10
pert=13e-5;
% Inicializa a variavel de teste para verificar se a matriz
% randdmica criada atende as condi¢des para a Matriz p
testep=1,;
% Cria um loop Condicional para que a matriz p seja ndo-singular
% e desta forma m3=p*TRANSPOSTA(p) seja positiva definida
while testep~=0
% Define uma Matriz quadrada com valores randémicos para

% criar a matriz p



p=randn(Lm);

% Define a opgdo para nao plotar as saidas intermediarias do
% calculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V3 e autovalores D3 para a Matriz m3
[Vp,Dp]=eigs(p,Lm,LR’,opts);

% Teste os autovalores de m3 para garantir que esta seja

% uma Matriz positiva definida

ttp=0;
fori=1:Lm

if Dp(i,i)~=0.0;
ttp=ttp+1,

end

end

if ttp==Lm;

%disp('"OK - p N&o Singular’;

testep=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz p € nao-singular
end

% Gear m3 positiva definida

m3=p*p’;% Inicializa a variavel de teste para verificar se a matriz
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% randdmica criada atende as condi¢des para a Matriz m1
testem1=1,;

% Cria um loop Condicional para que a matriz m1 seja

% nao-singular

while testem1~=0

% Define uma Matriz quadrada com valores randémicos para
% criar a matriz m1

ml=randn(Lm);

% Define a op¢éo para nao plotar as saidas intermediarias do
% calculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V1 e autovalores D1 para a Matriz m1
[V1,D1]=eigs(ml1,Lm,LR’,0opts);

% Teste os autovalores de m1 para garantir que esta seja

% uma Matriz Nao Singular

ttm1=0;

fori=1:Lm

if D1(i,i)~=0.0;

ttm1=ttm1+1,;

end

end

if ttml==Lm;
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%disp('OK - m1 Nao Singular’);

testem1=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz m1 € ndo-singular.
end

% Define a matriz m5 como a transposta de m1

mb=m1l’;

% Inicializa a variavel de teste para verificar se a matriz

% randdmica criada atende as condi¢bes para a Matriz m2
testem2=1,

% Cria um loop Condicional para que a matriz m2 seja

% ndo-singular

while testem2~=0

% Define uma Matriz quadrada com valores randémicos para
% criar a matriz m2

m2=rand(Lm);

% Define a opcao para ndo plotar as saidas intermediarias do
% calculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V2 e autovalores D2 para a Matriz m2
[V2,D2]=eigs(m2,Lm,LR’,0opts);

% Teste o0s autovalores de m2 para garantir que esta seja



% uma Matriz Nao Singular

ttm2=0;

fori=1:Lm

if D2(i,i)~=0.0;

ttm2=ttm2+1,

end

end

if ttm2==Lm;

%disp('OK - m2 Nao Singular’);

testem2=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz m2 é n&do-singular
end

% Define a matriz m4 como a transposta de m2
m4=m2’;

% Imprime os valores das matrizes m1, m2 e m3 para verificacdo
fprintf(fid1,'%s\n’,Matriz m1 utilizada’);
fori=1:Lm

forj=1:.Lm

fprintf(fid1,%14.8f",;m1(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,"\n’);

81



end

fprintf(fid1,'%s\n’,Matriz m2 utilizada’);
fori=1:Lm

forj=1:.Lm
fprintf(fid1,'%14.8f",m2(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,"\n’);

end

fprintf(fid1,'%s\n’,Matriz m3 utilizada’);
fori=1:Lm

for j=1:Lm
fprintf(fid1,%14.8f',;m3(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,"\n’);

end

% Calcula a Matriz m
m=m1*m2*m3*m4*m5;

% Imprime os valores da matriz m para verificagdo
fprintf(fid1,'%s\n’,Matriz m utilizada’);
fori=1:Lm

for j=1:Lm

fprintf(fid1,%14.8f",m(i:i,j:));
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end

fprintf(fid1,"\n’);

end

% Define a opcao para ndo plotar as saidas intermediarias do
% célculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula o maior autovalor e autovetor associado para m

tic

[Vm,Dm]=eigs(m,1,LR’,opts);

toc

Vmmax=Vm(1:Lm,1:1);

% Imprime 0s autovetores e autovalores da matriz m
fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz m utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,Dm);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz m utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,Vm);

% Perturbando a Martiz m no elemento m(Lm:Lm,1:1) com uma perturbacéo
% pert=13e-5.

mpert=m;

mpert(1:1,Lm:Lm)=mpert(1:1,Lm:Lm)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor associado para mpert

[Vmpert,Dmpert]=eigs(mpert,1,LR’,0opts);
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Vmpertmax=Vmpert(1:Lm,1:1);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz m perturbada utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,Dmpert);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz m perturbada utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,Vmpert);

% Cria uma Matriz de zeros, mO

mO=zeros(Lm);

% Define a dimensé&o da Matriz em bloco M

LM =5*Lm;

% Cria a Matriz em bloco M

M=[mO mO mO mO m5;m4 m0 m0 m0 mO;mO0 M3 MO MO MmO;mO0 MmO m2 m0 mO;m0 mO m0 m1 mOJ;
% Define a opcao para ndo plotar as saidas intermediarias do

% calculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para M

tic

[VM,DM]=eigs(M,1,LR’,opts);

toc

VMmax=VM((4*Lm+1):LM,1:1);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz M utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,DM);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz M utilizada’);
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fprintf(fid1,%14.8A\n’,VM);

% Perturbando a Martiz M no elemento m(LM:LM,1:1) com perturbacéo
% pert=13e-5

Mpert=M;

Mpert(1:1,LM:LM)=Mpert(1:1,LM:LM)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Mpert
[VMpert,DMpert]=eigs(Mpert,1,LR’,0pts);
VMpertmax=VMpert((4*Lm+1):LM,1:1);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz Mpert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,DMpert);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz Mpert utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,VMpert);

LB=3*Lm;

B=m1*m2;

% OBS.: m=B*m3*TRANSPOSTA(B)

Bt=B’;

W=[mO mO Bt;m3 m0O mO;m0 B mO0];

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para W

tic

[VW,DW]=eigs(W,1,LR’,opts);

toc

VWmax=VW(2*Lm+1:LB,1:1);
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fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz W utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,DW);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz W utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n",VW);

% Perturbando a Martiz W no elemento W(LB:LB,1:1) com perturbagéo
% pert=13e-5

Wpert=W;

Wpert(1:1,LB:LB)=Wpert(1:1,LB:LB)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Wpert
[VWpert,DWpert]=eigs(Wpert,1,LR’,opts);
VWpertmax=VWpert(2*Lm+1:LB,1:1);
fprintf(fid1,'%s\n’,Autovalores para a Matriz Wpert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,DWpert);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz Wpert utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,VWpert);

% Extrai a raiz quadrada da matriz m3

m3r=sqrtm(m3);

A=m1*m2*ma3r;

LA=2*Lm;

At=A;

N=[mO0 At; A mO]j;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para N



tic

[VN,DN]=eigs(N,1, LA, opts);

toc

VNmax=VN(Lm+1:LA,1:1);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz N utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,DN);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz N utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VN);

% Perturbando a Martiz N no elemento N(LA:LA,1:1) com perturbagéo
% pert=13e-5

Npert=N;

Npert(1:1,LA:LA)=Npert(1:1,LA:LA)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Npert
[VNpert,DNpert]=eigs(Npert,1,LR’,opts);
VNpertmax=VNpert(Lm+1:LA,1:1);
fprintf(fid1,'%s\n’,Autovalores para a Matriz Npert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,DNpert);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz Npert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VNpert);

%  OBS.: m=A*TRANSPOSTA(A)

% Calcula a decomposicdo de valor singular para a matriz A,

% UA matriz de autovetores ortonormais para A
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% VA matriz de autovetores ortonormais para A

% SA matriz diagonal com valores singulares de A, sigma

tic

[UA,SA,VA]=svds(A,1);

toc

VAmax=UA(1:Lm,1:1);

DA=SA*SA;

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovalores para a Matriz A utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,DA);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz A utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VA);

% Perturbando a Martiz A no elemento A(Lm:Lm,1:1) com perturbacao
% pert=13e-5

Apert=A;

Apert(1:1,Lm:Lm)=Apert(1:1,Lm:Lm)+pert;

% Calcula a decomposicdo de valor singular para a matriz Apert,

% UApert matriz de autovetores ortonormais para Apert

% VApert matriz de autovetores ortonormais para Apert

% SApert matriz diagonal com valores singulares de Apert, sigma
[UApert,SApert,VApert]=svds(Apert,1);

VApertmax=UApert(1:Lm,1:1);

% Determina-se o0 maior autovalor de m elevando-se ao quadrado o maior valor
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% singular de A

DApert=SApert*SApert;

fprintf(fid1,'%s\n’,Autovalores para a Matriz Apert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,DApert);

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores para a Matriz Apert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VApert);

% Normalizando os autovetores (autovetores unitarios)
Vmmax=Vmmax*(1/norm(Vmmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz m utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,Vmmax);
Vmpertmax=Vmpertmax*(1/norm(Vmpertmax));
fprintf(fid1,'%s\n’,Autovetores normados para a Matriz mpert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,Vmpertmax);
VMmax=VMmax*(1/norm(VMmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz M utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,VMmax);
VMpertmax=VMpertmax*(1/norm(VMpertmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz Mpert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VMpertmax);
VWmax=VWmax*(1/norm(VWmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz W utilizada’);

fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VWmax);



VWpertmax=VWpertmax*(1/norm(VWpertmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz W utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n",VWmax);

VNmax=VNmax*(1/norm(VNmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz N utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VNmax);
VNpertmax=VNpertmax*(1/norm(VNpertmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz Npert utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’,VNpertmax);

VAmax=VAmax*(1/norm(VAmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz A utilizada’);
fprintf(fid1,'%14.8f\n’, VAmax);
VApertmax=VApertmax*(1/norm(VApertmax));

fprintf(fid1,'%s\n’, Autovetores normados para a Matriz Apert utilizada’);
fprintf(fid1,%14.8f\n’,VApertmax);

% Finaliza a impressao das saidas no arquivo

fclose(fid1);

% Finaliza looping para célculo das matrizes
clear;
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Apéndice B - Resultados Experimentais

m
0.183945
-0.482623
-0.709496
0.326745
-0.350846

w
-0.183945
0.482623
0.709496
-0.326745
0.350846

m
0.006382
0.283398
0.373219
0.355144

-0.808842

w
-0.006382
-0.283398
-0.373219
-0.355144
0.808842

Matrizes 5x5

Matriz de teste 007

mpert M
-0.182445 0.183945
0.482760 -0.482623
0.709698 -0.709496
-0.326838 0.326745
0.350946 -0.350846

Wpert N
-0.183988 -0.183945
0.495497 0.482623
0.712246 0.709496
-0.298089 -0.326745
0.352818 0.350846

A Apert
-0.183945 -0.185867
0.482623 0.489903
0.709496 0.717001
-0.326745 -0.324389
0.350846 0.325776

Matriz de teste 026

mpert M
0.005933 -0.006382
0.283399 -0.283398
0.373220 -0.373219
0.355145 -0.355144
-0.808844 0.808842

Wper‘t N
0.006406 0.006382
0.283390 0.283398
0.373059 0.373219
0.355171 0.355144
-0.808907 -0.808842

A Apert
0.006382 -0.006368
0.283398 -0.283220
0.373219 -0.372546
0.355144 -0.355023
-0.808842 0.809268

Mpert
-0.183922
0.482181
0.709319
-0.327768
0.350868

NpeTt
0.183915
-0.481987
-0.709359
0.328118
-0.350732

Mpert
-0.006523
-0.282995
-0.374337
-0.354987
0.808534

Npert
-0.006323
-0.283423
-0.370650
-0.355777
0.809736



m
0.603443
0.391589
0.571131

-0.236334

-0.316970

w
0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970

m
-0.214448
-0.672946
0.515092
0.025444
0.484963
w
0.214448
0.672946
-0.515092
-0.025444
-0.484963

Matriz de teste 036

mpert M
0.599307 0.603443
0.392700 0.391589
0.573798 0.571131
-0.237505 -0.236334
-0.317750 -0.316970

Wpert N
0.550788 -0.603443
0.367021 -0.391589
0.633272 -0.571131
-0.267718 0.236334
-0.298699 0.316970

A Apert
-0.603443 0.571022
-0.391589 0.369291
-0.571131 0.560700
0.236334 -0.233486
0.316970 -0.410680

Matriz de teste 065

mpert M
-0.213479 0.214448
-0.673071 0.672946
0.515194 -0.515092
0.025442 -0.025444
0.485108 -0.484963

Wper‘t N
0.205563 0.214448
0.669902 0.672946
-0.514419 -0.515092
-0.024310 -0.025444
-0.493718 -0.484963

A Apert
0.214448 0.219096
0.672946 0.680298
-0.515092 -0.520334
-0.025444 -0.026118
-0.484963 -0.466650

Mpert
0.606465
0.392352
0.567412
-0.234639
-0.318196

Npert
-0.605566
-0.392725
-0.568334
0.234877
0.317627

Mpert
-0.214059
-0.672839
0.515066
0.025379
0.485314

Npert
-0.215963
-0.673401
0.515203
0.025729
0.483524
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m
-0.330782
0.127838
0.101145
0.856578
-0.360950
w
0.330782
-0.127838
-0.101145
-0.856578
0.360950

m
0.013336
0.016957
-0.952033
-0.200328
-0.230298
w
-0.013336
-0.016957
0.952033
0.200328
0.230298

Matriz de teste 067

Mpert M
0.331476 0.330782
-0.127806 -0.127838
-0.101122 -0.101145
-0.856356 -0.856578
0.360856 0.360950

Wpert N
0.331136 0.330782
-0.128857 -0.127838
-0.101657 -0.101145
-0.856833 -0.856578
0.359510 0.360950

A Apert
-0.330782 -0.332295
0.127838 0.129057
0.101145 0.101111
0.856578 0.859695
-0.360950 -0.351604

Matriz de teste 098

mpert M
-0.000010 -0.013336
0.017242 -0.016957
-0.952543 0.952033
-0.200356 0.200328
-0.228520 0.230298

Wpert N
0.016143 -0.013336
0.015621 -0.016957
-0.949479 0.952033
-0.198019 0.200328
-0.242432 0.230298

A Apert

0.013336 0.005941
0.016957 0.024022
-0.952033 -0.969727
-0.200328 -0.213113
-0.230298 -0.116623

Mpert
0.330774
-0.127788
-0.101063
-0.856573
0.361008

Npert
-0.330310
0.126995
0.101620
0.856290
-0.362226

Mpert
-0.014235
-0.015346
0.950129
0.198326
0.239759

Npert
-0.013133
-0.017110
0.952269
0.200567
0.229109




m
-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008
w
0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008

m
-0.089750
-0.060340
0.347183

-0.214015
-0.906623

w

-0.089750
-0.060340
0.347183

-0.214015
-0.906623

Matriz de teste 128

Mpert M
-0.129962 -0.130451
-0.046711 -0.046707
0.338621 0.338593
0.545585 0.545552
0.754056 0.754008

Wpert N
0.130711 -0.130451
0.046640 -0.046707
-0.338275 0.338593
-0.545662 0.545552
-0.754031 0.754008

A Apert
0.130451 0.130452
0.046707 0.046707
-0.338593 -0.338593
-0.545552 -0.545553
-0.754008 -0.754007

Matriz de teste 134

mpert M
-0.094300 -0.089750
-0.060272 -0.060340
0.347164 0.347183
-0.214331 -0.214015
-0.906098 -0.906623

Wper‘t N
-0.074033 0.089750
-0.061237 0.060340
0.343455 -0.347183
-0.207896 0.214015
-0.910817 0.906623

A Apert
-0.089750 -0.087792
-0.060340 -0.060376
0.347183 0.345824
-0.214015 -0.212961
-0.906623 -0.907580

Mpert
-0.130535
-0.046690
0.338480
0.545592
0.754017

Npert
-0.129903
-0.046882
0.338958
0.545311
0.754103

Mpert
-0.089572
-0.060344
0.347177
-0.213940
-0.906661

Npert
0.082636
0.061201
-0.345551
0.212122
0.908308
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m
-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583
w
-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583

m
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146

-0.734582

w
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582

Matriz de teste 140

mpert M
0.359888 0.362339
0.089008 0.088974
-0.433373 -0.432902
-0.492765 -0.492229
-0.657213 -0.656583

Wpert N
0.361028 -0.362339
0.091733 -0.088974
-0.436605 0.432902
-0.492030 0.492229
-0.654619 0.656583

A Apert
0.362339 -0.365272
0.088974 -0.087963
-0.432902 0.437665
-0.492229 0.498863
-0.656583 0.646857

Matriz de teste 168

mpert M
0.602824 -0.603262
0.206056 -0.205977
0.157383 -0.157312
0.171220 -0.171146
-0.734886 0.734582

Wper‘t N
-0.601910 -0.603262
-0.203222 -0.205977
-0.160487 -0.157312
-0.173721 -0.171146
0.735166 0.734582

A Apert
0.603262 -0.603236
0.205977 -0.205412
0.157312 -0.157963
0.171146 -0.171865
-0.734582 0.734454

Mpert
0.364589
0.089163
-0.431581
-0.490196
-0.657701

Npert
0.361507
0.087216
-0.432600
-0.493281
-0.656686

Mpert
-0.603265
-0.205984
-0.157305
-0.171140
0.734580

Npert
0.603296
0.206048
0.157250
0.171079
-0.734563
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m
0.025041
0.454619

-0.424459
0.560047

-0.546696

w
0.025041
0.454619

-0.424459
0.560047
-0.546696

-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008
w
0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008

Matriz de teste 187

Mpert M
0.024957 0.025041
0.454620 0.454619
-0.424460 -0.424459
0.560048 0.560047
-0.546698 -0.546696

Wpert N
0.024772 -0.025041
0.454563 -0.454619
-0.424488 0.424459
0.559971 -0.560047
-0.546810 0.546696

A Apert
0.025041 -0.025578
0.454619 -0.455036
-0.424459 0.424714
0.560047 -0.560656
-0.546696 0.545501

Matriz de teste 228

mpert M
-0.129962 -0.130451
-0.046711 -0.046707

0.338621 0.338593
0.545585 0.545552
0.754056 0.754008
Wper‘t N
0.130711 -0.130451
0.046640 -0.046707
-0.338275 0.338593
-0.545662 0.545552
-0.754031 0.754008
A Apert
0.130451 0.130452
0.046707 0.046707
-0.338593 -0.338593
-0.545552 -0.545553
-0.754008 -0.754007

Mpert
-0.025116
-0.454686
0.424437
-0.560051
0.546649

Npert
-0.023696
-0.454481
0.424659
-0.559577
0.547196

Mpert
-0.130535
-0.046690
0.338480
0.545592
0.754017

Npert
-0.129903
-0.046882
0.338958
0.545311
0.754103

96



m
-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623
w
-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623

m
-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583
w
-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583

Matriz de teste 234

mpert M
-0.094300 -0.089750
-0.060272 -0.060340
0.347164 0.347183
-0.214331 -0.214015
-0.906098 -0.906623

Wpert N
-0.074033 0.089750
-0.061237 0.060340
0.343455 -0.347183
-0.207896 0.214015
-0.910817 0.906623

A Apert
-0.089750 -0.087792
-0.060340 -0.060376
0.347183 0.345824
-0.214015 -0.212961
-0.906623 -0.907580

Matriz de teste 240

mpert M
0.359888 0.362339
0.089008 0.088974
-0.433373 -0.432902
-0.492765 -0.492229
-0.657213 -0.656583

Wper‘t N
0.361028 -0.362339
0.091733 -0.088974
-0.436605 0.432902
-0.492030 0.492229
-0.654619 0.656583

A Apert
0.362339 -0.365272
0.088974 -0.087963
-0.432902 0.437665
-0.492229 0.498863
-0.656583 0.646857

Mpert
-0.089572
-0.060344
0.347177
-0.213940
-0.906661

Npert
0.082636
0.061201
-0.345551
0.212122
0.908308

Mpert
0.364589
0.089163
-0.431581
-0.490196
-0.657701

Npert
0.361507
0.087216
-0.432600
-0.493281
-0.656686
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m
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146

-0.734582

w
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696

w
0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696

Matriz de teste 268

mpert

0.602824
0.206056
0.157383
0.171220
-0.734886

Wper‘t
-0.601910
-0.203222
-0.160487
-0.173721
0.735166

A
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582

|
|

M
-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582

N
-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582

Apert
-0.603236
-0.205412
-0.157963
-0.171865
0.734454

Matriz de teste 287

mpert

0.024957
0.454620
-0.424460
0.560048
-0.546698

Wpert
0.024772
0.454563
-0.424488
0.559971
-0.546810

A
0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696

|
|
|

M
0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696

N
-0.025041
-0.454619
0.424459
-0.560047
0.546696

Apert
-0.025578
-0.455036
0.424714
-0.560656
0.545501

|
|
|
|
|
|

Mpert
-0.603265
-0.205984
-0.157305
-0.171140
0.734580

Npert
0.603296
0.206048
0.157250
0.171079
-0.734563

Mpert
-0.025116
-0.454686
0.424437
-0.560051
0.546649

Npert
-0.023696
-0.454481
0.424659
-0.559577
0.547196



Apéndice C - Resultados Experimentais

m
0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271
w
0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271

Matrizes 10x10

Mpert
0.101059
-0.216587
0.209538
0.107200
-0.258453
-0.144865
0.104775
0.513346
-0.562219
-0.457278

Wpert
-0.103807
0.215431
-0.208754
-0.106121
0.258502
0.145667
-0.103856
-0.513803
0.562019
0.457479

A

-0.101170
0.216583
-0.209534
-0.107198
0.258452
0.144862
-0.104773
-0.513342
0.562213
0.457271

Matriz de teste 378
M

0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271
N
0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271
Apert
0.101603
-0.216727
0.209344
0.107087
-0.258664
-0.144810
0.104749
0.513842
-0.562607
-0.456074

Mpert
-0.101179
0.216548
-0.209563
-0.107206
0.258467
0.144899
-0.104762
-0.513321
0.562199
0.457295

Npert
0.100532
-0.216685
0.209925
0.107447
-0.258308
-0.144860
0.104933
0.513087
-0.562160
-0.457523




m
0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264
w
-0.115926
-0.098329
0.085886
0.196866
0.854505
-0.137798
-0.263748
0.086722
-0.127058
0.297264

Matriz de teste 485

mpert
-0.115903
-0.098330
0.085886
0.196867
0.854507
-0.137798
-0.263749
0.086722
-0.127058
0.297264
Wpert
-0.115303
-0.098793
0.085707
0.197487
0.854565
-0.136928
-0.264437
0.085456
-0.126518
0.297206
A
0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264

M
0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264
N
0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264
Apert
-0.116210
-0.098612
0.086143
0.197516
0.856930
-0.138046
-0.264649
0.086794
-0.127341
0.288382

Mpert
0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196867
-0.854505
0.137798
0.263749
-0.086720
0.127057
-0.297264

Npe'rt
0.115860
0.098451
-0.085850
-0.196943
-0.854475
0.137694
0.263874
-0.086473
0.126972
-0.297340
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m
0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920
w
0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920

Matriz de teste 515

mpert
-0.540933
0.235575
-0.146399
0.489688
-0.333211
0.104967
0.461973
-0.179305
0.056508
-0.140920
Wpert
-0.540926
0.235599
-0.146396
0.489661
-0.333215
0.104948
0.461994
-0.179306
0.056515
-0.140938
A
0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920

M
-0.540931
0.235576
-0.146399
0.489688
-0.333212
0.104968
0.461974
-0.179305
0.056508
-0.140920
N
0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920
Apert
-0.540947
0.235577
-0.146405
0.489709
-0.333224
0.104977
0.461984
-0.179308
0.056506
-0.140710

Mpert
0.540931
-0.235575
0.146399
-0.489689
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920

Npe'rt
0.540931
-0.235577
0.146399
-0.489686
0.333211
-0.104966
-0.461975
0.179306
-0.056509
0.140921
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m
-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840
w
-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840

Matriz de teste 528

mpert
-0.369411
-0.111020
-0.202822
0.567851
0.184693
0.105549
0.186240
0.086535
0.512513
0.370842
Wpert
0.369527
0.110768
0.202721
-0.567717
-0.185112
-0.105454
-0.185973
-0.086600
-0.512483
-0.371039
A
-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840

M
0.369421
0.111020
0.202821
-0.567849
-0.184692
-0.105549
-0.186239
-0.086535
-0.512511
-0.370840
N
0.369421
0.111020
0.202821
-0.567849
-0.184692
-0.105549
-0.186239
-0.086535
-0.512511
-0.370840
Apert
-0.369406
-0.111035
-0.202833
0.567855
0.184673
0.105555
0.186250
0.086527
0.512502
0.370849

Mpert
-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840

Npe'rt
0.369419
0.111023
0.202824
-0.567851
-0.184689
-0.105550
-0.186241
-0.086534
-0.512510
-0.370838
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m
0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140
w
0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140

Matriz de teste 572

mpert
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140
Wpert
0.098840
-0.097669
0.235657
0.451582
-0.034319
0.216009
0.262738
0.708673
-0.301107
-0.107138
A
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140

M
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140
N
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140
Apert
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451582
0.034318
-0.216010
-0.262738
-0.708670
0.301106
0.107151

Mpert
-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140

Npe'rt
0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140
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m
0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024

-0.002951

-0.393364
0.213121
0.345037

-0.497713

w
0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024

-0.002951
-0.393364
0.213121
0.345037
-0.497713

Matriz de teste 588

mpert
-0.010045
-0.257740
-0.240236
-0.025795
-0.554893
0.002839
0.393170
-0.213219
-0.345338
0.497868
Wpert
-0.021432
-0.257113
-0.246678
-0.031963
-0.561056
0.005511
0.394022
-0.209219
-0.340430
0.491760
A
-0.012081
-0.257512
-0.240581
-0.026019
-0.555024
0.002951
0.393364
-0.213121
-0.345037
0.497713

M
0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024
-0.002951
-0.393364
0.213121
0.345037
-0.497713

N
-0.012081
-0.257512
-0.240581
-0.026019
-0.555024
0.002951
0.393364
-0.213121
-0.345037
0.497713

Apert
-0.014478
-0.254774
-0.239610
-0.030378
-0.550612
0.003758
0.391413
-0.212828
-0.337892
0.510575

Mpert
0.012168
0.257354
0.240681
0.026201
0.554956
-0.003009
-0.393544
0.213256
0.344794
-0.497779

Npe'rt
0.009881
0.257837
0.239109
0.023747
0.553926
-0.002275
-0.392670
0.213261
0.346961
-0.498793
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105

Apéndice D - Resultados Experimentais
Matrizes 15x15

m
-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897

w
-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897

Matriz de teste 624

mpert

0.284672
-0.562493
0.260133
-0.143837
-0.048074
0.150400
-0.180402
0.286246
-0.208429
-0.078530
-0.339567
0.040021
0.151750
-0.366974
0.224892

Wpert
-0.284368
0.562653
-0.260153
0.143708
0.048108
-0.150431
0.180299
-0.286159
0.208901
0.079014
0.339413
-0.040246
-0.151806
0.366736
-0.225039

M
0.284587
-0.562510
0.260138
-0.143840
-0.048071
0.150405
-0.180407
0.286252
-0.208435
-0.078534
-0.339574
0.040024
0.151755
-0.366984
0.224897

N
-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897

Mpert
0.284577
-0.562508
0.260139
-0.143846
-0.048071
0.150401
-0.180408
0.286250
-0.208446
-0.078542
-0.339586
0.040020
0.151758
-0.366983
0.224886

Npert
0.284629
-0.562491
0.260135
-0.143851
-0.048073
0.150410
-0.180411
0.286271
-0.208374
-0.078460
-0.339593
0.039995
0.151746
-0.367007
0.224885




m
0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376

A
0.284587
-0.562510
0.260138
-0.143840
-0.048071
0.150405
-0.180407
0.286252
-0.208435
-0.078534
-0.339574
0.040024
0.151755
-0.366984
0.224897

Apert
0.284563
-0.562356
0.260069
-0.143793
-0.048072
0.150390
-0.180367
0.286206
-0.208331
-0.078451
-0.339493
0.040005
0.151697
-0.366912
0.225930

Matriz de teste 803

mpert
-0.241336
0.383276
0.228651
-0.076237
0.045512
0.391462
-0.408235
0.189248
0.051312
-0.147754
-0.105477
-0.182862
0.453866
-0.106493
0.304327

M
0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376

Mpert
-0.240784
0.383330
0.228681
-0.076256
0.045463
0.391500
-0.408299
0.189291
0.051329
-0.147775
-0.105479
-0.182918
0.453932
-0.106480
0.304374
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w
-0.240784
0.383331
0.228682
-0.076254
0.045462
0.391508
-0.408286
0.189290
0.051336
-0.147774
-0.105489
-0.182905
0.453937
-0.106486
0.304376

‘4/bert
0.241711
-0.378557
-0.224407
0.072756
-0.047966
-0.392937
0.407493
-0.186579
-0.048909
0.154136
0.113629
0.178938
-0.454939
0.109254
-0.308334
A
0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376

N
-0.240784
0.383331
0.228682
-0.076254
0.045462
0.391508
-0.408286
0.189290
0.051336
-0.147774
-0.105489
-0.182905
0.453937
-0.106486
0.304376
f4pert
0.240664
-0.383408
-0.228821
0.076316
-0.045823
-0.391290
0.408088
-0.189186
-0.051317
0.147498
0.105163
0.182740
-0.453690
0.106321
-0.305581

]Vbert
-0.240707
0.384722
0.229811
-0.077449
0.046060
0.391195
-0.408839
0.189669
0.051755
-0.145746
-0.103151
-0.183651
0.453270
-0.105747
0.303371
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Apéndice E - Resultados Experimentais

m
0.007219
0.090298
0.317091

-0.021551

-0.265015
0.256272

-0.000380

-0.020381
0.050790
0.361108
0.027598
-0.109883
0.170741
0.223329
-0.275096
0.042743
-0.155186
0.070428
-0.492356
0.425035

Matrizes 20x20

Matriz de teste 1107

mpeTt
-0.007194
-0.090301
-0.317090
0.021549
0.265014
-0.256272
0.000379
0.020378
-0.050790
-0.361109
-0.027602
0.109880
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155185
-0.070427
0.492356
-0.425036

M
-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598

0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035

Mpert
-0.007218
-0.090300
-0.317091
0.021550
0.265015
-0.256271
0.000380
0.020379
-0.050789
-0.361109
-0.027600
0.109882
-0.170741
-0.223328
0.275096
-0.042743
0.155185
-0.070428
0.492356
-0.425035




w
-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598
0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035

Wpe'rt
-0.004654
-0.097346
-0.309792
0.018169
0.268900
-0.254278
-0.008650
0.019458
-0.054016
-0.353610
-0.023732
0.103172
-0.170246
-0.230794
0.278055
-0.038910
0.160417
-0.074626
0.491737
-0.428290

A
-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598
0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035

N
0.007219
0.090298
0.317091
-0.021551
-0.265015
0.256272
-0.000380
-0.020381
0.050790
0.361108
0.027598
-0.109883
0.170741
0.223329
-0.275096
0.042743
-0.155186
0.070428
-0.492356
0.425035

Apert
-0.007457
-0.089710
-0.317666
0.021844
0.264767
-0.256450
0.000978
0.020485
-0.050555
-0.361595
-0.027775
0.110440
-0.170775
-0.222822
0.274863
-0.042972
0.154840
-0.070135
0.492388
-0.424728

Npert
-0.007669
-0.089181
-0.318164
0.022101
0.264529
-0.256591
0.001511
0.020574
-0.050338
-0.362008
-0.027934
0.110927
-0.170793
-0.222353
0.274639
-0.043173
0.154521
-0.069867
0.492391
-0.424563

109



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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