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Resumo

Neste trabalho classificamos problemas de bifurcacao Zs-equivariantes de corank 2 até co-
dimensao 3 via técnicas da Teoria de Singularidades.

A abordagem para classificar tais problemas é baseada no processo de reducao a forma
normal de Birkhoff para estudar a interacao de modos Hopf-Pontos de Equilibrio.

O comportamento geométrico das solucoes dos desdobramentos das formas normais obtidas

é descrito pelos diagramas de bifurcacao e estudamos a estabilidade assintética desses ramos.

Palavras-chave: Problemas de Bifurcacao Zs-Equivariantes de Corank 2, Interagao de Modos

Hopf-Ponto de Equilibrio, Forma Normal de Birkhoff.



Abstract

In this work we classify the Zy-equivariant corank 2 bifurcation problems up to codimension
3 via Singularity Theory techniques.

The approach to classify such problems is based on the Birkhoff normal form to study
Hopf-Steady- State mode interaction.

The geometrical behavior of the solutions of the unfolding of the normal forms is described

by the bifurcation diagrams and we study the asymptotic stability of such branches.

Keywords : Z,-Equivariante Corank 2 Bifurcation Problems, Hopf Steady-State Mode

Interaction, Birkhoff Normal Form.



Introducao

O objetivo deste trabalho é classificar problemas de bifurcacao de corank 2 com Zs-simetria
usando técnicas de Teoria de Singularidades. Este estudo foi motivado pelo processo de redugao
a forma normal de Birkhoff e estudo da interacao de modos Hopf - Ponto de Equilibrio.

A referéncia principal é o livro Singularities and Groups in Bifurcation Theory, Vol. 11 de
Martin Golubitsky, Ian Stewart and David G. Schaeffer [2].

O Capitulo 1 trata dos conceitos basicos de Teoria de Singularidades e da Teoria de Bi-
furcacao que serao utilizados.

No capitulo 2 apresentamos o processo de reducao a forma normal de Birkhoff, que é um
processo para simplificar sistemas de equacoes diferenciais ordindrias através de mudancas
de coordenadas polinomiais e fazemos um exemplo desse processo de redugao. Além disso,
definimos interacao de modos e caracterizamos a interacao de modos Hopf-ponto de equilibrio.
O principal resultado nosso é a Proposigao (2.5.1) que estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre pontos de equilibrio hiperbdlicos e érbitas periddicas hiperbdlicas do sistema original e
da forma normal de Birkhoff modulo termos de ordem suficientemente alta. Para finalizar este
capitulo, estudamos a estabilidade de pontos de equilibrio e 6rbitas peridédicas e associamos esses
conceitos com a estabilidade dos ramos de solucoes dos desdobramentos das formas normais
obtidas no Teorema de Classifica¢ao.

O capitulo 3 trata da classificacao dos problemas de bifurcacao Zs-equivariantes de corank
2. Definimos as Zs-equivaléncias, os Zo-espacos tangentes e apresentamos resultados sobre
determinacao finita, problema do reconhecimento envolvendo os termos de ordem alta e teoria de
desdobramentos. O resultado central deste capitulo é o Teorema de Classificacdo que estabelece
formas normais para tais problemas de bifurcacao até codimensao 3. Para a demonstracao desse
teorema utilizamos mudancas de coordenadas explicitas e técnicas da Teoria de Singularidades.

Para finalizar, no Capitulo 4 fazemos a descricao geométrica, com detalhes, dos desdo-
bramentos das formas normais obtidas através dos diagramas de bifurcacao, determinamos as

variedades de transicao e estudamos a estabilidade dos ramos de solugoes através dos sinais dos
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autovalores da matriz Jacobiana desses desdobramentos.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Singularidades e
Teoria de Bifurcagao que usaremos no decorrer deste texto, como é o caso de germes de
aplicagoes diferenciaveis e os pré-requisitos para estudo dos problemas de bifurcacao equivari-

antes.

1.1 Germes de Aplicacoes Diferenciaveis

Sejam F = {f : R" — RP| f é de classe C*} e f1, fo € F. Dizemos que f; ~ fy se existir
um aberto W C R™ contendo a origem, tal que fi|w = fo|w. Esta é uma relagao de equivaléncia

em JF e podemos definir o conjunto quociente

Euw =L = (/11 € F}.

Quando p = 1, escrevemos simplesmente &,. Cada classe de equivaléncia desta relagao é

chamada germe na origem. Para simplificar, omitimos a classe de equivaléncia e denotamos
Enp =4/ (R"0) — R’} e & ={f:(R"0) — R}

Definindo naturalmente em &, as operagoes de adicao, produto por escalar e produto, segue
que &, tem estrutura de dlgebra real comutativa.

O conjunto &, , ¢ um &,-médulo e o conjunto &, é um anel local sendo
Mn:{f€€n|f(0):0}

o seu ideal maximal.

Quando conveniente, denotamos &, por &, e M,, por M, z = (x1,...,x,).
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Notacoes:
i) Denotamos um ideal de &, gerado por py, ..., px € &, por

< Diy...,Dk >¢g, OU, simplesmente, por < py,...,pg > .

ii) Denotamos um subespago vetorial real de &, gerado por p, ..., px por
R-{p1,.- e}

iii) Seja f : R™ x R* — RP uma aplicacdo diferencidvel, com (z,y) € R" x RF,
(x,y) = (x1,...,Tpn,Y1,---,Yk). Denotamos por (D, f)(zo,yo) a matriz jacobiana p X n

dada pelas derivadas parciais de f com relagao a z1, ..., x,, calculadas em (xg, yp).
Lema 1.1.1 (Hadamard). Se f € M, entao existem germes ay, as, ...., a, em &, tais que
f(x) = ar1(z)xy + ... + an(2) 2y,
onde (z1,...,x,) € R™

Demonstragao. Ver [10], padg. 100. [ |

Pelo Lema de Hadamard segue que
Mn =< T1y...,Tpn >¢, -

isto é, M,, é o ideal gerado pelas projegoes p; : (R",0) — R, p;(z1,...,x,) =25, i =1, ...

A k-ésima poténcia de M,, é dada por
MF =<2 | a=(ar,...,0n) EN" ¢ |a|=Fk >,
sendo x% = z{'...x8" e |a| = a1 + ... + ay,.

Lema 1.1.2 (Nakayama). Sejam [, J ideais em &, com [ finitamente gerado. Entao,

IcJ<—ICcJ+M,I.

Demonstragao. Ver [1], pdg. 71. [ |
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1.2 Codimensao de um Ideal

Nesta se¢ao definimos codimensao de ideais e apresentamos um resultado que caracteriza

os ideais de codimensao finita.

Definicao 1.2.1. Um subespaco vetorial I C &, tem codimensao finita se existe um subespago
vetorial de dimensao finita V' C &, tal que I + V = &,. Caso contrario, I tem codimensao

infinita. Denotamos que I tem codimensao finita por codI < oo.
Todo ideal I C &, é subespago vetorial real em &,.

Proposicao 1.2.1. Um ideal I C &, tem codimensao finita se, e somente se, existe um inteiro

k tal que M C I.

Demonstracao. Ver [1], pag. 75. [

Definicao 1.2.2. Seja I C &, um ideal de codimensao finita. O espago vetorial normal a I é

o subespaco vetorial de dimensao finita I+ gerado pelos mondmios que nao pertencem a I.
Proposicao 1.2.2. Se I C &, é um ideal de codimensao finita, entao I + I+ = &,.

Demonstracao. Ver [1], pdg. 83. [ |

Em geral, I N I+ # 0 pois considerando em &, por exemplo, o ideal I =< z2 + 3%, 2y >

temos que

IF=R-{l,2,y,2*,y*} e IN T+ =R - {2 +¢°}.
1.3 Problemas de Bifurcacao
Seja g : (R" x R,0) — R™. Consideremos o sistema de equagoes diferenciais ordinérias
t+g(x,\)=0 (1.1)
Os pontos de equilibrio sao as solucoes da equagao

g(x,\) =0. (1.2)

Uma solugdao de g é um par (zg, Ag) tal que g(xg, A\g) = 0.

Para cada A, seja n(A) o nimero de = s para o qual (z, ) é uma solugao de (1.2).
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O par (xg, Ag) é ponto de bifurcagdo se n(\) muda quando A varia em uma vizinhanga
suficientemente pequena de \g. Se o Teorema da Funcao Implicita é véalido para g, entao em
uma vizinhanga suficientemente pequena de xy temos que g(x,A\) = 0 pode ser resolvida em
funcao de A de maneira tnica. Assim, nao ocorre bifurcacao.

Logo, (xg, Ag) é ponto de bifurcagao se
g(xo, M) =0 e (Dg)(xg, No) = 0. (1.3)

Por translagao, podemos tomar (zg, Ag) = (0,0).

O conjunto solucao de g dado por
S ={(x,\) €e R" xR|g(z,\) =0} (1.4)
¢ chamado de diagrama de bifurca¢ao de g e g(x, A\) = 0 é chamado de problema de bifurcacao.
Exemplo 1.3.1. Consideremos o problema de bifurcagao g : (R x R,0) — R dado por
gz, \) =2 - Ar =0 (1.5)

Observamos que (0,0) é um ponto de bifurcagao, pois em uma vizinhanga da origem pas-
samos de uma solugao de (1.5) para trés solugoes. Neste caso, o diagrama de bifurcacao de g é

dado por
x

A <0 Ao >0

Figura 1.1: Pitchfork.

1.4 Grupos de Lie

Consideremos GL(n), o grupo de todas as transformacoes lineares invertiveis de R" em R”
ou, equivalentemente, o grupo das matrizes n X n sobre R nao singulares. Se M, (R) denota
o conjunto das matrizes n x n sobre R, entdao GL(n) C M,(R) é aberto em M,(R) onde em
M, (R) estamos considerando a topologia induzida pelo isomorfismo entre M, (R) e R"*. Desta

forma, GL(n) é um espago topolégico e podemos dar a seguinte definigao.
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Definigao 1.4.1. Um grupo de Lie é um subgrupo fechado de GL(n).

Muitas vezes grupos de Lie sao definidos de maneira mais geral, sendo estes chamados de
grupos de Lie lineares. Entretanto, como trabalhamos com grupos de Lie compactos, esta
definigao é suficiente devido a propriedade de que todo grupo de Lie compacto no sentido mais
geral é homeomorfo a um grupo de Lie linear.

Apesar de termos definido grupo de Lie como subgrupos fechados de matrizes, as vezes,
trabalhamos com conjuntos que, desde que sejam isomorfos a algum conjunto satisfazendo a

Definigao (1.4.1), também serao chamados de grupos de Lie.

Exemplo 1.4.1. O grupo ortogonal O(n) = {A € M,(R)| AA* = 1,)} é um grupo de Lie.
De fato.

i) Temos que O(n) C GL(n) é subgrupo, pois
A, B € O(n) = (AB)(AB)' = A(BB")A' = AA" = I, = AB C O(n).

ii) O(n) C GL(n) é fechado, pois tomando a aplicagdo continua ¢ : Gl(n) — Gl(n) dada
por ¢(A) = AA" temos que O(n) = ¢~*(I,,). Dessa forma, O(n) C GL(n) é fechado.

Portanto, O(n) é um grupo de Lie.

Exemplo 1.4.2. O grupo especial ortogonal SO(n) = {A € O(n)|detA = 1} é grupo de Lie.
De fato.

i) Temos que SO(n) C GL(n) é subgrupo, pois
A, BeSO(n)= A, BeO(n) e detA=detB=1= AB € O(n)e
det(AB) = det(A)det(B) =1.1=1= AB € SO(n).

ii) SO(n) C GL(n) é fechado, pois considerando a aplica¢ao continua det : O(n) — R dada
por A +—— det(A), temos que SO(n) = det™*({1}). Logo, SO(n) C GL(n) fechado.

Portanto, SO(n) é um grupo de Lie.

Observacao.

No caso n = 2,
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cosf —senb
SO(2) =< Ry = | 0<6<2r
senfl  cosf
Podemos verificar esta igualdade impondo a uma matriz genérica Ay as condicoes AA! = I,
e det(A) = 1. Observamos ainda que a aplicacao ¢ : SO(2) — S! dada por ¢(Ry) = 6 é um

isomorfismo. Logo, S' é um grupo de Lie.

Exemplo 1.4.3. O grupo ciclico Z,, = {a’;i =0,...,n —1 e a™ =1} é um grupo de Lie.
De fato.
Tomando (Rzxk) = {RM, k=1,...,n— 1}, temos que Z, e (Rzx) sao isomorfos. Além

n

disso, (Rzxx) € Gl(n) é finito e, portanto, fechado. Segue que Z, é um grupo de Lie.

Exemplo 1.4.4. O grupo multiplicativo Zy = {1, -1} é isomorfo a {I,,,—I,,} C GL(n), onde

I,, é a matriz identidade n x n, n > 1.

Definicao 1.4.2. Um grupo de Lie é compacto se for compacto como subconjunto do R™

(devido ao isomorfismo entre M, (R) e R™).

Definicao 1.4.3. Seja I' um grupo de Lie e V um espaco vetorial de dimensao finita. Uma
aplicagao
p:I'xV — V

(v,v) — y-v

é uma acdo de I' em V se
a) p é continua,

b) para cada v € Iy - (v1 +v2) = v-v1 + 702, € v (aw) = a(y - v), para quaisquer
V1,02, VEV e €R,

¢) dados 71,72 € I', 71+ (92v) = (1172) - v, para qualquer v € V.

Exemplo 1.4.5. A agao de S' = SO(2) em C dada por

(0,2) — €z

Definicao 1.4.4. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita n e I' um grupo de Lie

atuando em ambos os espacos. Dizemos que V e W sao I'-isomorfos se existe um isomorfismo

d:V — W tal que
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(v - v) =7 * 2(v),
paratodoyel'ev e V.

Definicao 1.4.5. Seja I' um grupo de Lie atuando em um espago vetorial V. Um subespago

W C V é I'-invariante se para todo w € W e~ €', temos v-w € W.

Definigao 1.4.6. Seja I' um grupo de Lie. Uma agao de I' em V é irredutivel se os tnicos
subespagos T'-invariantes sao {0} e V' . Dizemos ainda que um subespaco W é irredutivel se é

[-invariante e a acao de I' sobre W é irredutivel .

1.5 [I'—Invariancia e ['— Equivariancia
Definicao 1.5.1. Seja I' um grupo de Lie compacto atuando em um espaco vetorial V.

1. Uma aplicagao f : V — R é chamada ['-invariante se

paratodoxr € Vevyel.

2. Uma aplicacao g : V — V' ¢é chamada I'-equivariante se

9(y-x) =7 -g(z),
paratodox € Vevyel.

Exemplo 1.5.1. Sejam I' = Zy e V =R. Uma acao de Z; em R é dada por

e Se p: R — R é um polindmio Zs-invariante, entao p possui apenas parcelas com

poténcias pares em x. Logo, p(x) = h(z?), para algum polinémio h.

e Se ¢ : R — R é um polinémio Zs-equivariante, entdao q(—z) = —q(z), isto é, ¢ possui
apenas parcelas com poténcias impares de z. Logo, ¢(r) = h(z?*)z, para algum polinémio

h.



1.5. T—INVARIANCIA E T'— EQUIVARIANCIA 18

Exemplo 1.5.2. Seja S' = {# € R|0 < 0 < 27} agindo em R? ~ C da maneira usual
0-2=¢e"%2 para 6eS.
Se f é um polinomio Sl-invariante em C, mostramos que existe um polindmio
h:R — R tal que
f(z) = h(z2). (1.6)
De fato.

z+ 7z 22—z
e = —1
5 Y 2

Tomando z = = + 1y, temos x = . Supondo que f é um polinémio,

podemos escrever f(z) =) a,2?, entao

z2+zZ z—Z

¥
1) =St = S |54 23] = S o
Dessa forma, escrevemos f como um polinémio nas coordenadas z e Z, isto €,
f(z)= Z (032" 2" (1.7)

com a3 € C. Supondo que f assume valores reais, f = f e obtemos Qap = QBa-

De (1.7),

f(ewz) = Z aag(ew)o‘(e_w)ﬁzaiﬁ = Z aaﬁew(a_ﬁ)zaiﬁ. (1.8)
Como f(ez) = f(z) como polinoémios, seus coeficientes devem ser idénticos, ou seja, devemos
ter
op = Uape @D, (1.9)
Note que (1.9) é védlida para todo 6 € S* se, e somente se, & = 3 ou a5 = 0.
Assim, se um polinomio f ¢ S'-invariante segue que
f(2) =22 aaa(22)°,
com .o € R.
Se h(z) =Y anar®, entdo (1.6) esta satisfeita.
Definicao 1.5.2. A acao de I' em V é absolutamente irredutivel se as inicas aplicagoes lineares

sobre V' I'-equivariantes sao multiplas da identidade.

Denotamos por

()
ﬁ(f‘) ={q:V — V| ¢ é aplicacdo polinomial I' — equivariante};
0)y={f:(V.0) — R| f ¢é I —invariante};

()

={g:(V,0) — V| g é I — equivariante}.
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Temos que P(I') e E(I") sao anéis, 3(1“) ¢ um médulo sobre o anel P(I") e ?(T) é um

moédulo sobre o anel E(T).

Defini¢ao 1.5.3. Um subconjunto finito B = {u;(x), us(x), ..., uy,(z)} de P(I") é uma base de
Hilbert de P(I') se para todo p € P(I'), existe h : R™ — R tal que

p(x) = h(uy(x), us(x), ..., upy(x)).

Definicao 1.5.4. Dizemos que os polinémios {g1(z), g2(2), ..., g-(x)} geram o médulo ﬁ(lﬂ) se
para todo g € 7_3>(F) existem fi(z), fo(x), ..., fr(x) tais que

9(x) = i(@)g1(x) + fo(x)ga(2) + ... + fr(2)gr(2).

Exemplo 1.5.3. Uma base de Hilbert para P(Zs) ¢ u = z*. Um gerador do médulo 3(22)
sob o anel p(Zs) é g(z) = .

Teorema 1.5.1 (Hilbert-Weyl). Se I' é um grupo de Lie compacto atuando em V', entao

existe uma base de Hilbert finita para o anel P(T").
Demonstracao. Ver [2], pag. 46. [ |

Teorema 1.5.2 (Schwarz). Sejam I' um grupo de Lie compacto atuando em V e
Uy, ..., us uma base de Hilbert para o anel P(I'). Entao, para toda f € E(I') existe h € &
tal que

f(:E) = h(ul(x)> u2(l’), cey ’LLS(.T))
Demonstragao. Ver [2], pdg. 46. [ |

Teorema 1.5.3 (Poénaru). Sejam I' um grupo de Lie compacto atuando em V e
91(x), g2(x), ..., g-(z) geradores do médulo dos polindémios I'-equivariantes 3(F) sobre o anel

P(I'). Entao, estes também geram o médulo ?(F) sobre o anel £(T") .
Demonstracao. Ver [2], pag. 51. [

Exemplo 1.5.4. Consideremos S* agindo em V' = C como no exemplo (1.5.2). Vamos mostrar

que toda aplicacao S'-equivariante g tem a forma
9(2) = p(22)z + q(22)iz (1.10)

onde p e ¢ sao funcoes reais S'-invariantes.

Seja g : C — C um polinomio S'-equivariante. Podemos escrever g como
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9(z) = 2 bz,
onde b;; € C. A condicao de I'-equivariancia pode ser reescrita como
g9(z) =v"'g(y),
a qual, as vezes, é mais conveniente usar. Neste caso I' = S', entdo
g(2) = €73 bjel=Rifzizk = S~ pel=h=1ib ik,
Consequentemente, b, = 0 a menos que j = k + 1. Assim,
9(2) = 3 by k(22)"2

e g tem a forma (1.10), onde

p(y) =Y Re(bpi1)y"
q(y) = Z Im(br1)y"

Agora, basta aplicar o Teorema de Poénaru para obter o resultado desejado.

1.6 Subgrupo de Isotropia e seus Subespacos de Pontos

Fixos

Definicao 1.6.1. Definimos um problema de bifurcagao I'-equivariante como um germe

g:(V xR,0) — V TI'-equivariante satisfazendo as condigoes:
i) g(0,A) =0,
ii) (D.9)(0,0) =0,
. . H
Denotamos o conjunto de tais problemas por & , .
Seja ' um grupo de Lie atuando em um espaco vetorial em V.
Definicao 1.6.2. O subgrupo de isotropia de I' de um ponto x € V' é o subgrupo

Y, ={cel|o-z=uz}
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Definicao 1.6.3. Dado ¥ C I' subgrupo, o subespaco de pontos fizos de ¥ é o subespaco

vetorial de V

Fiz(¥)={ze€eV]|oc-x =2V o€ X}

A orbita de uma acao de I' em x € V' é o conjunto

Iy ={y-z|yeT}

Seja f : V — R I'-invariante. Se f anula-se em x, entao

foy-z)=~-flz)=~7-0=0.

isto é, f anula-se em toda orbita I',. Este calculo mostra que nao podemos distinguir equacoes
simétricas (I-equivariantes) por pontos de uma mesma Orbita. Dessa forma, conjunto de
solugoes da equacao g(x, ) = 0 é preservado pela simetria.

Estabelecemos uma relagao entre os subgrupos de isotropia de pontos em uma mesma orbita

da seguinte forma: dados dois ponto x e 7 - z numa mesma 6rbita, .., = yX,7 L.

Definicao 1.6.4. Seja ¥ C I' um subgrupo e v € I', entao

¥yt ={yoy o€ X}
¢ um subgrupo de I' chamado subgrupo conjugado de 3.

Seg: (VxR,0) — V éum problema de bifurcagao I'-equivariante para cada A, (0, A) é sem-
pre solugao de g(x, \) = 0. Neste caso, o subgrupo de isotropia de 0 é I'. Em geral, em um pro-
blema de bifurcagao pode ocorrer o aparecimento de outras solugoes = # 0 satisfazendo 3, < T.
Denominamos este fenomeno de quebra de simetria espontanea, onde o termo espontanea que
dizer que g continua [-equivariante. Dessa forma, obtemos uma o6rbita de solugoes com sub-

grupos de isotropia conjugados menores que I'.

1.7 Lema dos Ramos Equivariantes

Definicao 1.7.1. Um conjunto S de germes é genérico para uma propriedade P se existir um
numero finito de desigualdades () envolvendo um nimero finito de derivadas de g na origem

tal que g € S se, e somente se, g tem a propriedade P e g satisfaz as desigualdades em Q).



1.7. LEMA DOS RAMOS EQUIVARIANTES 22

O Lema que enunciamos a seguir estabelece um critério para a ocorréncia de quebra de
simetria para determinados problemas de bifurcacao. Este teorema afirma que, genericamente,
problemas de bifurca¢ao com I'-simetria admitem solugoes correspondentes a todos os subgrupos

de isotropia ¥ com dim Fix (X) = 1.

Teorema 1.7.1 (Lema dos Ramos Equivariantes). Seja I' um grupo de Lie atuando em

um espago vetorial V. Suponhamos que:
i) a agdo de I" em V seja absolutamente irredutivel;
ii) g € ?(%A) um problema de bifurcacao satisfazendo (D,g)(0,\) = ¢(\)1g, onde ¢/(0) # 0;
iii) Seja ¥ C I' um subgrupo de isotropia tal que dim Fix (X) = 1.

Entao, existe um tnico ramo de solugbes para a equacao g(x, A) = 0 tal que o subgrupo de

isotropia de cada solugao neste ramo é .

Demonstragao. Ver [2], pag. 82. |



Capitulo 2

Bifurcacao na Interacao de Modos

Hopf-Ponto de Equilibrio

2.1 A Forma Normal de Birkhoff

A idéia principal da forma normal de Birfhoff é simplificar um sistema de equagoes diferen-

ciais ordindrias da forma

i— f(x)=0, f(0)=0, z€R", (2.1)

usando sucessivas mudancas de coordenadas polinomiais para zerar varios termos na expansao

de Taylor de f de ordem k. Mais precisamente, seja

f(@) = fil@) + hi(@) + g (@), (2.2)
onde fk(x) é uma aplicacao polinomial de grau menor que k, h, é um aplicacao polinomial
homogénea de grau k e g1 indica os termos de ordem alta de grau k41 ou maior.

A principal questao é como simplificar hj através de mudanca de coordenadas feitas em
(2.1) deixando fi(z) inalterado. Como os termos de grau maior que k nao impdem vinculos, o
processo é recursivo, ou seja, o processo € feito termo a termo mas, em cada etapa, os termos de
ordem alta sao mudados. Assim, nao podemos fazer a n-ésima etapa sem ter feito a anterior.

Consideremos a mudanca de coordenadas da forma
z=y+ Pu(y), (2.3)

onde Py é uma aplicacao polinomial homogeénea de grau k.
Entdo, & =y + (D, Py)y = (I + D, Py)y.

Nas novas coordenadas, (2.1) torna-se
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(I +DyPr)y— fly+ Pi(y)) =0,
(I+(DyP))y = f(y+ Puly)).

Logo,
g =(I+(DyPy))" f(y + Pu(y)). (2.4)

Temos que (2.4) pode ser reescrito, médulo os termos de ordem alta, como

y= U= (Dybp))f(y+ Prly)) + fy) (2.5)

Nosso objetivo ¢é colocar o membro direito de (2.5) na forma (2.2), calculando (2.5) médulo

termos de ordem alta. Fazemos
felz) = L(z) + fu(x) (2.6)

onde L é a parte linear de f e f; consiste dos termos de grau entre 2 e k — 1.

Como P, contém somente termos de grau k, segue da expansao de Taylor que

fe(y+ Pe(y) = fely) + fi(y),
hi(y + Pi(y)) = ha(y) + he(y).

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos

gy = — (DyPr)[L(y + Pe(y)) + fe(y + Pe(y)) + h(y + Pe(y)] + 9r(y),
y=L(y) + fr(y) + he(y) + L(Pi(y)) — (DyPr) L(y) + Ge(y)-

O que fizemos acima foi mudar hy(z) da equagao antiga para hy(y)+ L(Px(y)) — (DyPr) L(y).

Assim, qualquer termo homogéneo de grau k em f da forma

L(Pi(y)) — (DyPr) L(y)

pode ser eliminado de (2.1) por mudanga de coordenadas do tipo (2.3). Além disso, esta
mudanca de coordenadas nao perturba os termos de grau menor do que k.
Seja P o espaco das aplica¢oes polinomiais homogéneas de grau k. Definimos a aplicacao

adjunta ady, por

ady, : Pr, — Py
Py — L(Pi(y)) — (DyPr) L(y).
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Esta aplicacao é uma transformagao linear. Assim, os termos na expansao de Taylor de f
que podem ser eliminados por este processo sao precisamente aqueles que estao no subespago

adp(Py) C Py. Para cada k, escolnemos um subespaco complementar G, C Py, tal que
Pr = G, ® Im (ady). (2.8)
Dessa forma, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 (Poincaré- Birkhoff). Seja L = (D, f)(0) e escolhemos um valor para k.
Entao, existe uma mudanca de coordenadas polinomial de grau k tal que, nas novas coordena-

das, o sistema (2.1) tem a forma

Y=Ly + 9+ .+ gy) +7.(v)

onde g; € G; e gi(y) indica os termos de grau maior ou igual a k+1.

Denominamos o sistema

& = L(x) + ga() + ... + gr() (2.9)

de forma normal de Birkhoff truncada de ordem k de (2.1).

A dinamica da forma normal de Birkhoff truncada estd relacionada, mas nao é idéntica a
dindmica local do sistema (2.1) em torno do ponto de equlibrio x = 0. A questao de determinar
precisamente o tipo de dinamica, por exemplo, solugoes de equilibrio, 6rbitas periddicas, toros,
chaos e outras mais complexas que sao preservadas na k-ésima ordem de truncamento para
algum k é ainda aberta.

No nosso estudo mostramos que pontos de equilibrio e 6rbitas periddicas estao em cor-
respondéncia biunivoca.

Outro problema que surge é o do resto nas expansoes efetuadas, mas na nossa andlise
utilizamos técnicas da Teoria de Singularidades e nossos problemas sao de codimensao finita,
ou seja, os germes podem ser representados pelo seu polinomio de Taylor de alguma ordem.
Mais detalhes sobre germes finitamente determinados estao no Capitulo 3.

Observamos que o processo de redugao a forma normal de Birkhoff é um tipo especial de

equivaléncia de Contato (ver(2.4)).

Exemplo 2.1.1. Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferencias ordindrias

2.10
y=g(z,y) (210
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2
onde f,g € M(Ly) )

01
0 0

Para encontrar a Forma Normal de Birkhoff para o sistema (2.10), o primeiro passo sera

Neste caso, a linearizagao é L =

eliminar todos os termos quadraticos de f e g. Para isso, consideramos a seguinte mudanca de

coordenadas
x u U, v
_ N p(u,v)
Y v q(u,v)
onde p,q € /\/l%w). Fazemos P = (P, Q) € (DP) = (D(u,U)P)'
Logo,
x w
_ +(DP) (I+DP)
i 0 v v

Substituindo em (2.10), temos

T U v+ u—+p,v+
N oasop [ M) - A flu+p q)
Y v 0 g(u+p,v+q)
U v+ u+p,v+
=(I+DP)! 1 + ([ +DP)! flutp %)
v 0 glu+p,v+q)
U U u+p, v+
—(I-DP)|L I O I SR
v v q g(u+p,v+q)
U
= + My
D)
U 0 1 u ’U _U’U,
aw(P)=1| " | =PI _ P _ [ @
q v 0 0 q Qu Qo 0 —Vqy

Precisamos determinar quais termos quadraticos podem ser removidos por escolhas

apropriadas de p,q. Como p, q € M? () , podemos escrever

p(u,v) = au® + buv + cv?,
q(u,v) = du® + euv + fv?.
Assim,
q — vp, = du® + (e — 2a)uv + (f — b)v?
—vq, = —2duv — ev?.

Consequentemente,
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P U uw uw
ady, =d +e +(f—b) —2a
—2uv —v? 0
Logo,
u? 0 v? uv
Imad;, = : ; ) ).
—2uw v? 0 0

Portanto, Im ad; tem dimensao 4 e seu complemento tem dimensao 2, formado por duas

aplicagoes quadréticas linearmente independentes das que pertencem a Im(ady). Uma escolha

0 u?
simples para seu complemento ortogonal é e com det # 0.
u? auv a —2

Escolhemos a = 1. Qualquer outra escolha com « # —2 é possivel.

Procedendo de maneira andloga, para determinar quais os termos ciibicos podem ser elimi-

0 u?
nados, obtemos nesse caso que (Imady)* = ( : ).

u3 U2U

n

(u,0) © tratar os termos de grau maior que trés

De maneira geral, podemos tomar p,q € M
da mesma forma.

Recordamos que

-
ad; p _ q Pu
—Uqy
. —UPy .. <U> 0 ’
Assim, elimina . Como —wvgq, € (v), estd sempre no complemento
0 0 u"
ortogonal de Im ady,
q
u" u"
Para ¢ = u", obtemos . Segue que ¢ linearmente independente
—novu"” u" v
1 1
com este gerador porque det =—(n+1)#0.
1 —n
. 0 0 .
Finalmente, o restante dos termos , , etc. podem ser obtidos
v un72 U3un73
1 -1, n—1+1 = q q
usando ¢ = ——— v tu , para n — [ > 2. Entao, = eq € (v)
n—I_1+1 gy vl
UPy

que podem ser eliminados usando
0
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Entao, em qualquer ordem existem duas aplicagoes polinomiais linearmente independentes
no complemento ortogonal da imagem de ady,, que sao

0 u"

u™ n—1

Portanto, para qualquer ordem N, o campo de vetores inicial pode ser colocado na forma
n

. N N
U v U 0
_ N+1
- + Zan n-1 + Zﬁ" n + M(u,v)'
n=2 n=2

) 0 VU U

Podemos reescrever o sistema como

N
uw=uv+ Zanu" + ./\/lg:;;
n=2

N N
T SISES Ve
n=2 n=2

ou

U=v +U2 (u +MN+1
pr—2() + M) (2.11)
0 = ulqn_o(u) + uvry_o(u) + M?[ﬁ%

onde pj;, g; e r; sao polinomiais de grau j em w. Podemos simplificar mais um pouco, para

akuk

obter py_s = ry_o. Para cada ordem k > 2, acrescentamos
Bru® 4+ agouF!

Concluindo, até ordem N podemos reescrever
N-2
2 2 k
upN—2(u) =u E Qk+2)U",
k=0

N-2
wPqn_o(u) = UQZﬁ(kH)uk-
k=0

Simplificando, (2.11) torna-se

o ) N+1
U=v+u pN—Q(U) + M(u,v) (212)
0 = ulqn_o(u) + uvpy_o(u) + M?[ﬁ;

Esses célculos em casos mais complexos sao feitos usando dgebra computacional (ver [17]).

H& vérias escolhas possiveis para o complemento G, em (2.8). Entretanto foi provado por
Elphick et al. (ver [15]) que existe uma escolha canoénica, em nosso caso, na qual os elementos
de G, comutam com um grupo a um parametro S de aplicacoes definidas em termos da parte
linear L de f.

Definimos, agora, o grupo S. A parte linear L = (D, f)(0) age em R" e temos um conjunto

de transformacgoes a um parametro
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R = {exp(sL')|s € R}.
O conjunto R é um grupo, pois
exp(s1L').exp(saL’) = exp((s1 + s2) L"),

mas nao é necessariamente um subgrupo de Lie, pois este pode nao ser fechado (ver [2], pag.
286).
Seja S o fecho deste grupo em Gl(n), ou seja,

S = R = {exp(sLt)}.

Entao, S sendo subgrupo fechado de GL(n) é um subgrupo de Lie.

Denotamos Py (S) como o conjunto dos p € Py, tais que p comuta com S.

Teorema 2.1.2 (Elphick et al). Para k > 2,
Pr = Pr(S) ® Im (ady). (2.13)

Este teorema diz que os termos que nao podem ser eliminados pelo processo de Birkhoff sao

exatamente os termos S-equivariantes. Para provar o teorema (2.1.2) precisamos de dois lemas.

d
Lema 2.1.1. i) ad(p(x)) = —EG_SLp(e‘SLxﬂs:O.

i) adp(p) = 0 se, e somente se, p comuta com S. Isto é, Pr(S) = Ker (ady,).

Demonstracgao.
L d
i) ettp(ettn) = —emH[L(p(ez)) — (Dap)(e) L(e*x)] = —e*[ady(p) (")),
Calculando em s = 0,
d
adp(p(x)) = —Ee’SLp(eSLx)lszo. (2.14)

ii) Pelo item (i), se p comuta com S, entao ady(p) = 0. Reciprocamente, (2.14) implica que
se adr(p) = 0, entao e *Lp(e’lr) é uma fungao constante de s. Consequentemente, igual

ao seu valor quando s = 0 que é p(z). Portanto, p comuta com S.

|
Vamos agora definir um produto interno em Pj. que é o conjunto das aplicagoes polinomiais

p:R® — R" de grau k.
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Primeiro, definimos o produto escalar a ser usado. Sejam o = (ai,ag,...,q,) €
B = (B, Bay ..., B) multi-indices e % = 11 25°2..2,%" e 27 = 1M 2y%..2,”" 0s mondomios

associados. Definimos
(2%, 27) = §4p0! (2.15)

Usamos (2.15) e linearidade para definir um produto interno em Py. Sejam p = (py, .., pn)

eq=1(q,...,qn) em Pg. Definimos

n

({(p,q)) = Z (pj, q;)- (2.16)

Jj=1

Temos que para a, b € R

(ax® b2’y =0, se a#p3 e

{ax®, b2’y = abay!...a) se a = .
Exemplo 2.1.2. Sejam 1 =x, 20 =y, k=3 ¢

p(z,y) = (2%y + 3y°, 22° — 3xy?),
q(z,y) = (=32° + *,22° — 2%y + 2y?).

Entao,

(@) = (z%y + 3%, =32 + 4°) + (22° — 3wy?, 20° — 2%y + xy?).
((p,q)) = 3y, 9°) + (22°, 22%) — (Bwy?, xy®) = 3.3! + 4.3! — 3.2! = 36.

Podemos definir ( , ) de uma maneira um pouco diferente e, consequentemente, (( , )).

Reescrevemos (2.15) como

Segue da linearidade que

(p(z), a(2)) = p (ai ai> /)

Exemplo 2.1.3. Sejam p;(z,y) = 2%y + 31> e q1(v,y) = =323 + ¢y e z = (v, y). Entao,

(i) ) () oo ()
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Assim,

p1 (3) (—32° +3°) =
Y

0
() (3 (8 (B)nea () comes(3) w-sson

Agora, se py(z,y) = 223 — 3xy? e g2, y) = 22 — 3%y + zy?, temos

n () -2 () () ()

Logo,
0 3_ 9.2 2\ _ AN _ 0 0\*,
(L) s =22 -5 (2) (2) o
=431 -32! =18
Lema 2.1.2. Eziste um produto interno ({ , )) em Py tal que
{{adL(p), a)) = ((p, adr:(q))) (2.17)
para todo p,q € Pk.
Demonstragao.
Sejam (( , )) o produto interno definido em (2.16) e A : R” — R™ linear invertivel.
Afirmamos que
i) {( Ap(r),q(2))) = ((p(x), A'q(2))) (2.18)
it) {(p(Az),q(x))) = ((p(z), g(A'z))) (2.19)

para todo p,q € Pi. Segue que

iit) ((e~*'p(eta), q())) = ((p(x), e (e x))).

Para verificar (2.18), como p, ¢ sao somas de monémios do tipo (0, ...,0,z%,0...,0) = z%¢; é
suficiente provar o resultado para p(z) = 2%; e q(r) = 2Pe,,, onde |a| = |3| = k e ¢; é o vetor
unitario na i-ésima direcao.

Seja A = (a;;) e usando (2.16), temos

((Alae;),aen)) = (a3 ayer,a’en)) = 3 ay (e, 2% = g (a®,2%).
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Analogamente,

((z%;, Al(zPen))) = a§m<xﬂ, %) = api{x®, 2P).

Logo, (2.18) ¢é verdadeira.

Para provar (2.19), fazemos a seguinte mudanga de coordenadas = x(y) = A'y. Assim, se

g(y) = f(z(y)) = f(A%y) entdo, V,g(y) = V. f(A'y)A". A linearizacao de g(y) é (V,g(y),v).
Logo,

(Vaf(Ay), Alv) = (AV.. f(A'y), v).

Consequentemente, V,g(y) = AV.f(z). Formalmente, V, = AV, e, portanto,
Ai

! : 0
v, ;:; Ojvy, ou ainda, - = A7 2
waa)a) = [o (57 ) 1) s
() )-(2)
Logo,
o ate = o (52 ) 1) oo = o (55 ) a9 1 (2.20)
= [ (52 ) 14| Lo = o) ata'a) (2.21)

Agora, segue de (2.18) e (2.19) que

(e L Peta), Qo)) = (pleta),e ™Y q(a))) = ((P(@),e Qe a))).  (222)

Derivando (2.22) com relagao a s, calculando em s = 0 e usando o Lema (2.1.1), obtemos

%Iszo<(6‘SLP(€SLCE),Q(ﬂf)>> = ((—ad(P(2)), q(x)))
d%ls=o<<P(fr), e~Fq(e'x))) = ((P(x), —ady (q(x)LY))).

Portanto, (2.17) é verdadeira. [ |

Usando os dois lemas anteriores, podemos demonstrar o Teorema (2.1.2).

Demonstragao do Teorema (2.1.2).

Pela Férmula Alternativa de Fredhom,
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Im (A) = (ker A%)*
para qualquer transformacao linear de um espacgo vetorial V' nele mesmo. Portanto,
Im (ady) = (ker (ady,)")* = [ker (adp:)]*
A segunda igualdade segue do lema (2.1.2). Consequentemente,
Pr = Imady, & ker (adp:)

Agora, pelo Lema (2.1.1), ker (adr:) = Pr(S). [ |

2.2 Interacao Hopf-Ponto de Equilibrio

Definicao 2.2.1. Um modo é uma autofuncdio da equagdo linearizada & + (D, f)(0,0)z = 0

que tem autovalor com parte real nula, isto é, qualquer autovalor ou é zero ou 1magindrio puro.

Uma interagao de modos ocorre quando, no minimo, dois modos linearmente independentes
existem para o mesmo valor do parametro de bifurcacao.

Vamos estudar a interacao de um modo com autovalores imaginarios puros +wi, chamado
bifurcacao de Hopf e outro com autovalor nulo, chamado solucao de equilibrio. Denominamos
este fendomeno como interagao Hopf-ponto-de-equilibrio.

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias
v+ g(v,\) =0, vER® e AER, (2.23)

tal que ¢(0,0) =0 e (D,g)(0,0) é uma matriz 3 x 3 que tem autovalores 0 e £wi, onde w é um

numero real positivo. Observamos que para A = 0, v = 0 é solugao para o sistema (2.23).

00 0
Da algebra linear, existe uma matriz invertivel A tal que Ag,(0,0)A ™ =1 0 0 —w
0 w 0

w

a(t) = éAi) (é) _ —iAg (v (E) ,)\) _ —iAg(Alu(t), \).

1
Fazendo f(u,\) = —;Ag(A‘lu, \), temos

Seja u(t) = Av (i) Entao,

a(t) + fu,\) =0 (2.24)
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00 O
1
onde (D,)(0,0) = —A(D,g)(0,004 = L= | 0 0 1

01 O
Pelo processo da forma normal de Birkhoff vamos definir o grupo

S = {exp(sLt)|s € R}.
Temos que,

1 1 1 1 1
exp(sLt) = I + (sL') + E(SU)2 + §(sLt)3 + E(sLt)4 - g(sLt)E‘ + a(sLt)6 +h.o.t

e
(L9 =L e (L) = (L2
segue que
t t 1 t\2 1 t 1 t\2 1 t 1 t\2
exp(sL') =1+ (sL') + E(SL ) — g(sL ) — E(SL )+ a(sL )+ a(sL )°+h.o.t
0 00 0 0 0
Y Y (O 0010 |+(s—nsdy iy 0 0 1
B 2! 4! 6! 3! 5!
0 01 0 -1 0
1 0 0 0 0 0
=1 0 coss O +1 0 0 sen s
0 0 coss 0 —sens 0
Portanto,
1 0 0
S = 0 coss sens ||s€ER,. (2.25)
0 —sens coss
‘ COSS sens
Lema 2.2.1. O grupo S é isomorfo a S' = { R, = |s e R
—sens cos s
Demonstracao.
0
Consideremos a aplicacao ¢ : S — S dada por, ¢(R,) = . Vamos mostrar que
0 R;

¢ é um isomorfismo de grupos. De fato,

(i) ¢ é um homomorfismo, pois dados R, e Ry, em S! temos
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SO(RM)(P(RSQ) = = = @(Rissz)'
0 R 0 R, 0 R R,

(ii) E f4cil ver que ¢ ¢ bijetora e, portanto, invertivel.

Segue de (i) e (ii) que ¢ é isomorfismo de grupos. [

Pelo Teorema (2.1.2), a forma normal de Birkhoff para o sistema (2.23) pode ser escolhida
comutando com o grupo S!, onde a acio deste grupo no R3 é a rotacao no plano u;u, deixando
g fixo.

Se u = uy + iuy, segue do exemplo (1.5.2) que as fungoes S'-invariantes sao geradas por ug
e ull = u? +u3. Do exemplo (1.5.4), segue que as aplicagoes S'-equivariantes sao geradas sobre
o anel dos invariantes por (1,0,0), (0, u1,uz) e (0, —ug, uy).

Logo, a equacao da forma normal é dada por

1 0 0
Z+p| 0 | +q]| vy |+7r| —uy | =0 (2.26)
0 Uy Uq

onde p, ¢ e 7 sao fungoes de ug, u? + u3, A\. Como f(0,0) = 0, segue que

P(0) = puo(0) = 4(0) = 0, € r(0) = L. (2.27)

O sistema (2.26) é vélido para qualquer ordem finita.

Os sistemas (2.24) e (2.26) s@o equivalentes como Equagoes Diferenciais Ordindrias, mas
existem termos de ordem alta que nao podem, em geral, ser removidos mesmo que 0 processo
possa ser efetuado até qualquer ordem. No nosso caso, para pontos de equilibrio e orbitas
periddicas isto nao é importante como mostraremos na secao sobre estabilidade de solugoes. Os
termos de ordem alta nao podem ser ignorados para dinamicas mais complexas. Além disso,
como ja observado, nossos problemas sao de codimensao finita.

Para estudar o sistema (2.26) vamos introduzir a seguinte mudanga de coordenadas:
T = U,
U + tug = yew.
Entao, y? = u} + u3. Segue que

‘T(t) = UO(t> = —p(UO,U% +u§)/\) = _p(xay27/\)7

2yy = 2(urtly + ugtly) = 2uy (—urq + ugr) + 2us(—uzq — uyr) = —2y°q.
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Logo, y + yq(z,y*, A) = 0.

Para 6, temos
ife” = —(ty + iug) — (ug + zug)E

: 1 :
[—u1q + uor + i(—usq — uyr)| + §(u1 + iug)q

(ug — duy)r.

LLIEFER =R | =

1
(ugr —iugr) = —
Yy

Assim, 0 + r(z, 42, \) = 0.

Podemos reescrever as equacoes do sistema em termos de z,y, A como

& + plz,y*,N) =0
g+ alz,y? Ny =0 (2.28)

0 + r(z,y% N\ =0.

Como as variaveis x, y independem de 6, podemos resolver separadamente o sistema

it paat ) =0 (2.29)
g+ az,y* Ny =0 (2.30)
e em seguida determinar 6. A solucdo do problema original é Y'(t) = (x(t), y(t)e?®). Quando
y = 0, a solugdo envolve apenas z, que é ug, isto é, se x é um ponto de equilibrio de (2.29),
entao (z,0) é um ponto de equilibrio do sistema original. Quando y # 0, devido a r(0) = 1,

6 # 0, assim 6 varia com o tempo e ye® contribui com uma solucao periédica nao constante.

Como uma fungao as equagoes em (2.29) e (2.30), tem a forma
gz y, A) = (p(z, 4%, A), alz. y*, Ny), (2.31)

onde, usando (2.27),
p(0) = pz(0) = ¢(0) = 0. (2.32)

Agora (2.31) e (2.32) tem a forma geral de um problema de bifurcacio em R? de corank 2

com Zs-simetria, onde a acao é dada por
(l’, y) (l’, _y) :
Escrevemos, as equagoes para pontos de equilibrio e solugoes periddicas mais explicitamente:

y=0, p(x,0,\) =0 (pontos de equilibrio),
y#0, plz,y*, ) =q(z,y°,\) =0 (solucdes periédicas).
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2.3 Estabilidade das Solucoes de Bifurcacao

2.4 Preliminares
A existéncia de pontos de equilibrio e érbitas periddicas para a equacao original
-+ f(u,\) =0, u=(up,u,us) € R? (2.33)

é baseada na forma normal de Birkhoff obtida

1 0 0
z—i—p(uo,u?—f-u%,)\) 0 —|—q(u0,u%+u§,/\) U1 +T(UO,U§+US,/\) —U2 = 0. (234)
0 U Uy

Por mudancas de coordenadas, préximas da Identidade, descritas no processo de reducao,

a equagao (2.33) ¢ transformada na equacao (2.34) até qualquer ordem finita.

2.5 A Aplicacdo de Poincaré de uma Orbita Periédica

Seja g pertencente a uma 6rbita periédica M de (2.33) para algum valor A\g de A. Consideramos
uma secc¢ao plana ¥ interceptando M transversalmente em ug. Observamos que devido ao fato
de que ¥ deve ser uma superficie pequena transversal & M e sendo f(7g, Ag) tangente a M,
podemos tomar o plano ortogonal a f(g, \g) passando por %gy. Por exemplo, tomamos ¥ como a
intersecgao de uma pequena bola centrada em @y com o plano de equagao (u—7ag)- f (g, Ag) = 0.

Queremos solugoes muito préximas de g, por isso consideramos pontos em uma vizinhanca
pequena ao redor de ug. A interseccao é um disco pequeno centrado em g e perpendicular ao
vetor f(tg, Ag). Desta forma, existe uma vizinhanga U de Uy em X tal que qualquer vy € U
estd numa orbita de (2.33) que encontrard ¥ novamente em vy, pela primeira vez. Isto segue
da continuidade do fluxo ® de (2.33) com relagao as condigoes iniciais.

Recordamos que o fluzo de (2.33) é uma aplicacao (t,ug, A) — ®(t,ug, A) definida em ¢ tal
que P(t,7g, A) é uma solugao de (2.33) com condicao inicial ®(0,%g, Ag) = ug. Observamos que
para equagoes autonomas, como (2.33), o tempo inicial pode ser escolhido como t = 0. Como
M é periddica, digamos de periodo T', temos @ (T, U, Ag) = To.

Portanto, qualquer v suficientemente préximo de ug sera encontrado por alguma orbita em
algum tempo t proximo de T. Explicitamente, para cada v suficientemente préximo de g,

existe uma tnica condigao inicial vy(v) e um tempo t(v) tal que ®(¢(v),vo(v), Ag) = v. Isto é
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verdadeiro para todo v € Y. Assim, definimos uma aplicacao

Im:Uc»— X por
H(Uo):’Ul.

Esta aplicacdo é chamada aplicagdo de Poincaré para M. Como (T, g, \) = Up, entao Uy

¢ um ponto fixo de II.

Figura 2.1: A Aplicacao de Poincaré

A aplicacao de Poincaré de uma orbita peridédica discretiza o tempo continuo da dinamica
de (2.33). Dado vy préximo da érbita periddica M, vy € 2, v; = II(vg) é o valor de u na érbita
0 » V0 ) 0
comecando em vy apés interceptar X pela primeira vez. Temos que vy = II(vy) é o valor ap6s
duas voltas, ete. Dessa forma, podemos entender o comportamento de drbitas proximas a érbita
bl bl
periddica analisando a dinamica discreta da aplicacao II : U — X. Pontos fixos correspondem

a orbitas periédicas do campo vetorial dado por (2.33).
Exemplo 2.5.1. Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

i =z —y—x(x®+y?),
y —x(@* +y°) (2.35)
y =r+y—y@®+y?).

Como pode ser verificado, o circulo M de equagao x* +y* = 1 é uma érbita periddica de (2.35).

Escolhemos o ponto %y = (1,0) em M e tomamos a intersec¢ao transversal
Y= {(z,y) e R*z>0,y=0}

Ficara claro a partir dos calculos a seguir, porque neste exemplo podemos tomar > tao grande

como a secgao plana.
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Se x =rcosf ey =rsend, entao

2 2 2
= 4y

0 = arctan (ﬂ) :

T

Assim, podemos reescrever (2.35) em coordenadas polares como

ro= r(l—r?),

H = 1.

com r(0) =rg e 0(0) = by.

A primeira equagao pode ser resolvida e a solucao do sistema é dada por

r(t) = [1 + (% — 1) e_2t} i ,

0(t) =t + 6.

(VI

Neste caso, a aplicacao de Poincaré I : ¥ — ¥ é dada por

(rg) = [1 + (rig - 1) 6_47T:| _%.

Observamos que para ry = 1, obtemos II(1) = 1, correspondendo a érbita periddica I" (ver

Figura 2.2).

Figura 2.2: A Aplicacao de Poincaré

Definigao 2.5.1. Um ponto de equilibrio u é hiperbdlico se os autovalores da diferencial (D, f)
tem parte real nao nula.
Um orbita periddica é hiperbolica se para todo ponto u ao longo da drbita, os autovalores

de (Dz1I) nao estao no circulo unitario, isto é, se a é autovalor de (DgII), entdo ||a| # 1.
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Observamos que as dinamicas de (2.33) e (2.34) ndo sao, necessariamente, topologicamente
equivalentes (ver [16] e [17]) mas, existe uma correspondéncia biunivoca (bije¢ao) entre pontos
de equilibrio hiperbdlicos e solugoes periddicas hiperbdlicas de (2.33) e (2.34).

E muito diffcil achar uma prova geral para a correspondéncia entre as solugoes. Na literatura,
isto é feito, caso a caso, usando ramos de solucoes e mostrando que existe uma bijecao entre
eles, modulo perturbacoes de ordem alta.

A idéia da Proposicao (2.5.1) é a seguinte: temos dois sistemas de equagoes diferenciais (2.33)
e (2.34) que s@o equivalentes por contato, portanto, solugoes de equililibrio estao em bijecao.
Queremos explorar a estrutura de (2.34) e sua forma truncada até uma ordem arbitraria, porém,
finita. Queremos mostrar que pontos de equilibrio hiperbdlicos e érbitas periddicas hiperbdlicas
de (2.33) e (2.34) estao em correspondéncia biunivoca.

A estabilidade da respectivas solugoes coincidem.

Proposicao 2.5.1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre pontos de equilibrio hiperbdélicos
e orbitas periddicas hiperbdlicas de (2.33) e a forma (2.34) médulo os termos de ordem sufi-

cientemente alta. Além disso, a estabilidade das solugoes coincidem.

Demonstracao.

Vamos analisar o caso dos pontos de equilibrio. Seja g(u, A) + h(u, ) a forma normal de
Birkhoff correspondente ao campo vetorial f de (2.33), onde g representa a parte S'-equivariante
em (2.34) e h os termos de ordem arbitrariamente alta, digamos de ordem n.

Podemos escrever h como h(u, A) = |u|"h,(u, \), onde |u| é a norma de u e h,, é uma funcao
de classe C*° que depende da escolha arbitraria de n.

Suponhamos que (u(s), A(s)) seja um ramo de solugoes hiperbdlicas de g préximo ao ramo
original , isto é, g(u(s), A(s)) = 0 com (u(0),A(0)) = 0. Vamos mostrar que obtemos um ramo
de solugoes para g(u, \) + h(u, A) = 0, perturbando (u(s), A(s)).

Consideremos G(u, A, €) = g(u, \) + € hy,(u, A). Como g(u(s), A(s)) = 0 e (D, g)(u(s), A(s))
é invertivel, pois estamos considerando (u(s), A(s)) um ramo de solugoes nao degeneradas de g,

pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos encontrar um ramo

(s, €), A(s))

tal que G (u(s,€), \(s)) = 0, para |e| < ¢ e (u(s,0), X(s)) = (u(s), A(s)).
Se encontrarmos €(s) tal que

[a(s, )" = €(s),
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substituindo em G obtemos

= g((s), A(s)) + h(a(s), A(s)),
tal que s — (u(s, €(s)), A(s)) é o ramo perturbado.

Para encontrarmos €(s) tal que [u(s, €)|" = €(s), notamos que como s é pequeno (u(s), A(s))
estd proximo do ramo original de solugoes e, assim, podemos aplicar o Teorema da Funcao
Implicita a

H(e,s) = |u(s,e)|” —e =0,
calculando a derivada em e.

Para o6rbitas periddicas, temos que utilizar a aplicagdo de Poincaré. Seja g(u, \) o campo
vetorial de (2.34) truncado até certa ordem.

Pelo processo de reducao a forma normal de Birkhoff, os campos g + h e g coincidem até
qualquer ordem finita. Como esses campos sao de classe C'°, por continuidade, os campos e
suas derivadas estao préximos para pequenos valores de u (a origem é o ponto de equilibrio).

Sejam M uma orbita periédica hiperbdlica do campo vetorial truncado g e ug € M o ponto
correspondente a t = 0. Construimos a aplicacao de Poincaré em torno de uyg.

O ponto ug é ponto fixo de II, pois M é uma Orbita periédica. O ponto fixo g € solugao
da equacao H(u) = w— II(u) = 0 . Esta raiz ¢ isolada, pois M é hiperbdlica e a derivada
Dy H (ug) = (I — Dy 11(wg) é invertivel.

De fato, se M é hiperbdlica, os autovalores de DzIl(ug) nao estdo no circulo unitério.
Suponhamos que (I — Dz I1(7g)) nao seja invertivel. Entao, o sistema (I — Dy I1(7g))v = 0 tem
uma solucao nao trivial v. Dessa forma, v é um autovetor com autovalor 1, o que é impossivel.

A aplicacao de Poincaré II,, para o campo vetorial nao truncado ¢ uma perturbacao pequena
de IT e, assim, a equagdo para o ponto fixo de II,, H,(u) = w — II,(u) = 0, é uma pequena
perturbacao de H(u) = 0.

Agora, estamos no mesmo caso anterior para pontos de equilibrio. Temos duas equacoes
H(u) =0e H,(u) = 0 com H e H, préximas, bem como suas derivadas. Pelo Teorema da
Funcao Implicita, existe um zero z,, para g, e consequentemente, um ponto fixo para II,,.

O resultado sobre estabilidade segue, pois conjuntos hiperbédlicos tem estabilidades invari-
antes sob pequenas pertubacoes.

Lembramos que podemos transformar o campo vetorial (2.33) no campo vetorial (2.34) até
qualquer ordem suficientemente alta necessdria para obter uma bijecdo entre o conjunto de

zeros e os autovalores hiperbdlicos da linearizagao. [
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2.6 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Defini¢ao 2.6.1. Seja g um ponto de equilibrio de (2.33). Dizemos que Ug é assintoticamente

estdavel se

a) existe uma pequena bola B(ag,r), r > 0, de raio r em torno de ug tal que toda solugao

comecando na bola converge para uy quando o tempo tende para o infinito;

b) para toda bola B(ug, ), r > 0, existe uma bola B(ug,7), onde 0 < ¥ < r, tal que toda

solucdo comecando em B(ug, ) permanece em B(Wg, ) para todo tempo t > 0.

Defini¢ao 2.6.2. Um ponto de equilibrio de (2.33) é estdvel se ele satisfaz somente a condi¢ao

(b) de estabilidade assintética. Dizemos que o ponto de equilibrio é instével se nao é estavel.

No préximo teorema enunciamos um critério importante para verificar estabilidade as-

sintotica.
Teorema 2.6.1. Seja u um ponto de equilibrio de (2.33).

a) Se todos os autovalores da matriz Jacobiana (D, f) tem parte real positiva, entdao u é

assintoticamente estavel.
b) Se um autovalor da Jacobiana (D, f) tem parte real negativa, entdo u é instavel.

Demonstracao. Este é um resultado classico. Mas, na literatura, por exemplo ver ([20],
pag. 267), as condiges para estabilidade assintética e instabilidade sdo dadas em termos dos
autovalores da matriz Jacobiana do campo vetorial para Equagoes Diferenciais Ordinarias do
tipo & = g(u). No nosso caso, g(u) = —f(u, \) e, consequentemente, a mudanga nos sinais para

as condigoes sobre os autovalores. |

2.7 Estabilidade de Orbitas Periédicas

No préximo exemplo, mostramos o item (a) de Definigao 2.6.1 pode nao ser satisfeito, ou
seja, quaisquer duas érbitas comecando arbitrariamente proximas dos pontos iniciais, podemos
encontrar uma sequéncia de tempos (¢, ) tendendo ao infinito quando n cresce, tal que a distancia

entre os pontos, no mesmo tempo t,, nas duas érbitas é maior que qualquer niimero positivo.
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Exemplo 2.7.1. Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias

T = —(22 +y?)y,
(z* +y*)y (2.36)
y = (z*+yH)z.
Vamos reescrever o sistema (2.36) em coordenadas polares
r = R(r,0),
0 =Q(r,0).
Se x =rcosf e y =rsenf, segue que
2 = 2?4
f = arctan <E> .
x
entao _
& =1cosf —rfsend = R(r,0)cosd — Q(r,0)rcosfrsenb,
j  =rsend +10cosf = R(r,0) senf + Q(r, O)r cos O r sen 6.
Como
xi =rR(r,0)cos? — Q(r,0) xy,
yy = rR(r,0)sen?0 + Q(r,0) xy.
temos que 7 = xT + yy.
Além disso,
. 1 yr—ay 1 . :
1 (1) 2 72 (0o = 2y).
Dessa forma, obtemos
r =0,
(2.37)
0 =r?
As solugbes de (2.37) iniciando em (79, ) podem ser escritas, explicitamente, como
r(t =7y,
0 ’ (2.38)

0(t) =0y+rat.
Assim, o espaco de fase é constituido de érbitas periddicas circulares que dependem do raio.
2m

O periodo de cada solugao representadas pelos circulos de raio r =19 é T' = —;
,

A distancia cartesiana d entre dois pontos (r1,6;) e (r2,0,) é dada por
d? = (r1cos ) —rycosby)® + (r1senf; — rosenfy)® = (11 —19)% 4 2r119[1 — cos(0; — 6,)]. (2.39)

Assim, podemos avaliar a distancia entre duas solucoes iniciando em (¥, 6%) e (19, 63) usando

(2.38) e substituindo em (2.39). Logo,
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d*(t) = (r} —r9)* + 2r{ri[l — cos((6Y — 63) + (r} — r)t)].

Como ) # ), o termo 1 — cos[(6) — 69) + (r) — r9)t] oscila indeterminadamente entre 1 e
—1. Dessa forma, d(t) assume todos os valores entre |r{ — r9| e ¥ +rJ. Portanto, a distancia
entre dois pontos de cada uma das duas érbitas no mesmo tempo t alcancara indefinidamente

04,0
T+ Ty

Defini¢ao 2.7.1. Uma 6rbita periddica M de (2.33) é assintoticamente estdvel se ela satisfaz

as seguintes condigcoes

a) existe uma vizinhanga pequena aberta U de M tal que toda solugdo comegando em U

converge para M quando o tempo tende ao infinito,

b) para toda vizinhanca pequena aberta U de M existe uma vizinhanga menor aberta V' de

M tal que toda solugao comegando em V' permanece em U para todo tempo positivo.

Defini¢ao 2.7.2. Uma 6rbita peridédica M de (2.33) é instdvel se nado satisfaz a condigao b) de

estabilidade assintdtica.

Como para pontos de equilibrio, existe um critério para verificar estabilidade assintotica e
instabilidade de orbitas peridédicas usando autovalores da aplicacao de Poincaré em torno de

uma 6rbita peridédica. Esta aplicacao, em geral, é impossivel de ser calculada explicitamente.

Teorema 2.7.1. Seja M uma drbita periddica de (2.33) e II uma Aplicacao de Poincaré para

M.

a) A orbita periddica M é hiperbdlica se os autovalores da jacobiana (DzII) nao estdo no

circulo unitério.

b) Se todos os autovalores de (D7 II) estao estritamente no interior do circulo unitério, entao

M é assintoticamente estavel.
¢) Se um autovalor de (DzII) esta fora do disco unitario, entao M é instavel.
d) Os resultados anteriores independem da escolha da Aplicacao de Poincaré para M.

Demonstragao. Ver [20], pag. 376.
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2.8 Estabilidade das Solugoes de (2.34)

Vamos analisar a estabilidade das dérbitas de (2.34). Por mudangas de coordenadas

T = Ug

, (2.40)
wy + iug = ye't
podemos transformar o sistema (2.34) em
(G4 (a2 \) =0
7+ yq(z,y?,\) =0
9 +yqz, 47, A) (2.41)

9+T(:E,y2,)\) =0
r(0) = 1.

\

A dinémica de (2.41) é determinada pela do sistema

&+ p(x,y*,A) =0
J+yq(z,y? A) =0 (2.42)
p(0) = p(0) = ¢q(0) = 0.

Observamos que

a) As bifurcagdes dos pontos de equilibrio de (2.34) préximos ao ponto de bifurcagao estao
em correspondéncia biunivoca com as bifurcagoes dos pontos de equilibrio préximos ao

ponto de bifurcacao do tipo (zg,0) de (2.42).

b) As bifurcacoes das drbitas periédicas de (2.34) préximas ao ponto de bifurcacao estao em
correspondéncia biunivoca com as bifurcacoes das érbitas periddicas préximas ao ponto

de bifurcacgao do tipo (z¢,yo) de (2.42).

Vamos analisar, entdo, a estabilidade das solugoes de (2.34). O teorema a seguir, afirma
que a estabilidade dessas solugoes segue da estabilidade correspondente ao ponto de equilibrio

(.130, yo) de (242)

Teorema 2.8.1. a) Um ponto de equilibrio (zg,y) do sistema reduzido (2.42) é assinto-
ticamente estavel se, e somente se, a érbita correspondente de (2.34) é assintoticamente

estével.

b) Um ponto de equilibrio (xg,yo) do sistema reduzido (2.42) é instével se, e somente se, a

érbita correspondente em (2.34) é instavel.
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Demonstragao.

a) Suponhamos que (zo,yo) seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de (2.42)
e M a correspondente 6rbita periddica de (2.41), consequentemente de (2.34). Recordamos que
via (2.40) e (2.41), as solugoes de (2.42) dao origem as solugoes de (2.34). Precisamos verificar
que as condigoes a) e b) para pontos de equilibrio (zg,yo) implicam nas condiges a) e b) das
solugbes correspondentes de (2.34). A segunda parte da definigdo de estabilidade assintética
significa que todas as Orbitas comegando suficientemente proximas de (zg,yo) permanecem
préximas de (zg,yo). Isto implica na segunda condi¢do de estabilidade de érbitas periddicas
para M, pois = e y representam a amplitude dos dois modos de u. A amplitude total \/m
permanece limitada em torno de M.

A outra condigao é sobre a convergéncia para (g, yo) € M quando o tempo tende ao infinito.
Existe uma vizinhanga U de (zo,yo) tal que todas as solugoes iniciando em U convergem
para (zo,y0). Novamente, isto significa que as amplitudes de (2.41) convergem para (xo, %),
consequentemente, M atrai qualquer 6rbita de (2.41) comegando em U.

Reciprocamente, podemos inverter o argumento tomando a interseccao das vizinhancas de
M mencionadas na Definigao (2.7.1) de estabilidade assintética de M em R* com o plano
R? x {0}. Essas intersecgoes dao as vizinhancas de (g, 39) necessdrias na defini¢ao (2.6.1) de
estabilidade assintdtica de (z,yo). Assim, a estabilidade assintética de M implica na estabili-
dade assintética de (xg, yo) provando a implicacao inversa.

b) Com argumentos anédlogos, obtemos a conclusao.

2.9 Funcao de Poincaré e Estabilidade

Nesta secao, estabelecemos uma relagao entre a linearizagao de um ponto de equilibrio de (2.42)
e a linearizagao da aplicagao de Poincaré das correspondentes 6rbitas periddicas de (2.41).

Primeiro, construimos a aplicacao de Poincaré. Denotamos

v=(z,y) e
F(v,X) = (p(z, ¥, N), q(z, 4, \)).

Seja ¢(t,v) o fluxo de (2.42) tal que ¢(0,v) = v. Notemos que

¢+ F(p,A) =0 (2.43)
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para todo tempo ¢.
Devido ao fato de A manter-se fixo, podemos ignorar, a partir de agora, a dependéncia de

¢ em \. Assim, a solugao da ultima equacao de (2.41) é dada por

0(t) =6y — /0 r(¢1(s,v), da(s,v), N)ds.

Vamos considerar 6, de 0 até —27, para a érbita toda. Seja ¥ C R?x {0} uma pequena sec¢ao
em torno da origem . Como r(0) = 1, ¥ pode ser escolhido de modo que r seja estritamente
positivo (e até mesmo limitado fora de 0) para (v,0) € X.

Assim, podemos definir £(v) como sendo o primeiro valor de t tal que

t(v)
/ F(61(5,0), (s, v), A)ds = 2.
0

Entao, ® : ¥ — R? x {0} definida como

o~

®(v) = ¢(t(v),v), (2.44)

é a aplicag¢ao de Poincaré ao longo de qualquer érbita peridédica pequena de (2.41) com condi¢ao

inicial (vg,0) € X, onde vy é um ponto de equilibrio de ®.

Teorema 2.9.1. Seja vy um ponto de equilibrio de (2.42), a linearizagdo de ® em v, é igual a

exponencial da linearizacao de (2.42) em vy para o tempo ().

Demonstracao.
Para calcular a derivada de ® em vy, usamos a Regra da Cadeia para derivar (2.44). Para

a primeira componente, obtemos

-~

(Du®)(10) = T2 (Fo0), 1) o) + (Do) E(0), o) (o).

Uma relagao andloga vale para a segunda componente. Como ¢, = —F(¢, ) e F' anula-se no

ponto de equilibrio (£(vg),vg), temos

(Du®1)(v0) = (Duh1) (t(v), v0),

(Dy ®2)(v0) = (Dyp2)(t(v), vo).

Usando (2.43), derivando em relagdo a v e calculando em vy, obtemos

(¢u(v0)) + (DEF)(¢) Dugp(vo) = 0 (2.45)

para todo t. Observamos que



2.10. INVARIANCIA DA ESTABILIDADE SOB EQUIVALENCIA DE CONTATO 48

o(v) = v = (%qbg(vo) = 7.

Estas igualdades continuam verdadeiras para o tempo fixo %\(v) Dessa forma, a equacao

(2.45) representa a equacao linear com coeficientes constantes
v + (DF(vg))v = 0.

Esta equacio tem como solucio a exponencial de —(DF)(vg) até o tempo #(vp).
Este resultado mostra que a estabilidade assintética de M para (2.41) é a mesma de vy para

(2.42). m

2.10 Invariancia da Estabilidade sob Equivaléncia de Con-

tato

Mostramos que a estabilidade de pontos de equilibrio de (2.42) correspondem a estabilidade de
pontos de equilibrio e 6rbitas periddicas de (2.33). De fato, estudamos as formas normais de
(2.42) sob equivaléncia de contato. Justificamos, agora, que tal estabilidade é invariante sob

essa equivaléncia.

Proposicao 2.10.1. (a) O determinante da matriz Jacobiana de (2.42) é invariante sob equi-
valéncia de contato. Em particular, pontos de equilibrio instaveis com determinante ne-

gativo sao invariantes sob equivaléncia de contato.

(b) Os autovalores das solugdes de (2.42) no plano y = 0 sdo reais e seus sinais sao invariantes

sob equivaléncia de contato.

Demonstracao. Estes resultados independem do parametro de bifurcacao \, pois envolvem
as derivadas em z = (z,v).
Sejam g(z) = T(2)f(X(z)) dois germes equivalentes por contato. Usando a Regra da

Cadeia, a derivada de g é dada por
(D:9)(2) = (D:.T)(2) f (X (2)) + T(2)(D-f)(X(2))(D-X)(z).

Como estamos analisando a estabilidade de pontos de equilibrios de (2.42), temos que nesses

pontos g(z) =0 = f(X(z)). Logo, as derivadas estao relacionadas por

(D:9)(2) = T(2)(D.f)(X(2))(D:X)(2). (2.46)
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(a) O resultado segue direto de (2.46). Temos que o determinante de D,g é o produto do
determinante de D, f com os determinantes de T e D, X que sao positivos.
(b) Quando y = 0, todas as matrizes em (2.46) sao diagonais. Portanto, o resultado segue

porque T e D, X tém entradas positivas nas suas diagonais.



Capitulo 3

Problemas de Bifurcacao

Zo-Equivariantes de Corank 2

3.1 Preliminares
Sejam
Ewyn = {f : (R* xR,0) — R?} (3.1)

o conjunto dos germes em duas variaveis padrao e um parametro de bifurcacao e
Ex={A:(R,0) — R}

o conjunto dos germes na variavel .
A simetria em nosso problema ¢é dada pelo grupo multiplicativo Z; = {—1,1}. A seguir

definimos uma acao de Z, sobre R2.

Definicao 3.1.1. Seja
0: 7y x R — R?

dada por
9(17 (SL’,y)) =1 (SL’,y) = (ﬂ?,y),

9<_17 (l’,y)) =-1- (ZE,y) = ($7 _y),

para todo (z,y) € R?.

A 6rbita de um ponto (z,y) € R? é dada por

Z2 : ($,y) = {(l’,y), ($, _y>}
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Temos trés tipos de érbitas:
a) Ly - (Oa()) = {<07 0)}7
b) Para z 7£ 07 Lo - (LU,O) = {(1:70)}7

C) Para Ty 7é 0, Ly - (l’,y) = {(ZL’,y), ([E, _y>}

Logo, as ébitas tém um ou dois pontos.

3.2 Problemas de Bifurcacao Zs;-Invariantes e
Zo-Equivariantes
Definicao 3.2.1. Denotamos

g(xvy,)\)(ZQ) = {f : (RQ X R,O) — R | f(l’, Y, /\) = f(a?,y, )‘)}

o conjunto dos germes Zs-invariantes. Este conjunto tem estrutura de anel.

Consideremos
ﬁ
g (m,y,)\)(ZQ) = {g . (RZ X R? 0) - RZ ’ g(iL’, Y, )‘) =-1- g(:v,y, )‘)}
o conjunto dos germes Zsy-equivariantes que tem estrutura de médulo sobre o anel £, 1)(Zs).

Temos que © = = e v = y? é uma base de Hilbert para Ezyn)(Zs) e, pelo Teorema de
Schwarz, f(z,y,\) = p(u,v, A), onde p € En v n), i5t0 €, Egyr)(Z2) = Ewpn)-
Seja g um germe Zg-equivariante, g(x,y, \) = (g1(z,y, A), g2(,y, A)), satisfazendo

g(l” -, )‘) = (gl(xa —-Y, )‘)7 92(95, -Y, )‘)) = (g1<£L', Y, )‘)7 _92<x7 Y, )‘)) (32)
desta forma gi(z,y, ) = p(u,v,\) e ga(,y, A) = q(u, v, \)y. Logo,
9(x,y,A) = (p(u, v, M), q(u, v, \)y) (3.3)

que denotamos por g = [p, .
Observacao: E importante notar que nao existe acao na variavel padrao x e no parametro
de bifurcagao A. Os problemas de bifurcagao sdo de corank 2 porque a equacao reduzida (3.3)

tem duas variaveis padrao.

Definicao 3.2.2. Definimos
Moy (Za) =A{p € Ey)(Z2)|p(0,0,0) = 0},

— —
M(l’yy,A)(Zﬁ = {g €& (:c,y,k)(Z2)| g(o’ 0, 0) = (Ov O)}
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Pelo Lema de Hadamard, M, 1) (Z2) = (u,v, A)e, , -
Se g € /\—/l)(x,y,,\) (Z3), segue que g(x,y, ) = (p(u,v, ), q(u,v, \)y) onde p(0,0,0) = 0. Pode-
mos escrever

g = (ufi +vfa+ Afs, qy)

com f17 f27f3 G g(xvyv)‘)(Z2)

Portanto,

M(l"’yv)\) (Z2) = <(U,, O), (U7 0)7 (>\7 O) (07 y)>5(1’y7>\>(22)-

3.3 Zo- Equivaléncias

Sejam f,g : (R? x R,0) — R? problemas de bifurcacao Zs-equivariantes. Dentro do
estudo do problema de bifurcacao queremos classificar os germes segundo a Zs-equivaléncia,

que definimos a seguir.

Definicao 3.3.1. Dizemos que f é Zs-equivalente a g, denotamos por f ~ g, se existem uma

matriz invertivel S = S(x,y, A) e um difeomorfismo Z(z,y, \) = (X (z,y, ), A()\)) tal que

9(x,y,A) = S(z,y, N f(X (2,5, A), A(Y))

onde
X(0,0,0) = (0,0), A(0) =0, A/(O) > 0,
X(z, =y, A) = =X (2,9, ), (3.4)
1 0 1 0
S(JZ, Y, /\) = S(ZE,y,/\)7 (35)
0 -1 0 —1
A eé,.

Além disso, impomos que S(0,0,0) e (D) X)(0,0,0) sejam matrizes diagonais com entra-

das positivas.

No caso em que o difeomorfismo A é a funcao identidade, dizemos que f e g sao Zs-fortemente
equivalentes e denotamos por f ~¢ g.

A restrigao (3.4) implica que X comuta com o grupo Zs, ou seja, X € ?(%%,\)(Zﬁ. A
restrigao (3.5) impode a S uma condigdo que possibilita que a equivaléncia definida acima tenha
a seguinte propriedade: “Se f é um problema de bifurcacao comutando com o grupo Zs e se g
€ Zo-equivalente a f, entdo g comuta com Zs.” As outras restri¢oes tem a ver com a orientacao

das solugoes do problema de bifurcacao.
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Denotamos por £ (292 (Z2) o conjunto das matrizes 2 x 2 que satisfazem a condigao (3.5).

Consideremos IC%2 o conjunto de todas as Zy-equivaléncias, ou seja,
K2 = {(S,X,A)| S € Eryry (Za), X € Epuyy(Za) e A € &)
Dados (57, ®1), (S2,P2) € /C%Q, onde ®; = (X1,A1) e &3 = (X5, Ay), definimos
(S1, @q) * (S2, @) = (S1(S2 0 Py), Py 0 Py).

Com essa operacao (lC%Q, tem estrutura de grupo.

*)
A agao do grupo IC%2 em g(x,y’,\)(Zg) ¢é dada por

@ IC%2 X gzx,y,)\) (ZQ) E— (S_‘Ex,y,)\) (Z2)
e((S,X,A),9) = Sgo(X,A).

Para simplificar, denotamos uma Zs-equivaléncia por ¢ = (S, X, A).

A partir dessa acao, podemos definir uma relagao de equivaléncia em 67(%, ) (Zs) da seguinte
maneira: f estd relacionada com g se existe ¢ € IC%2 tal que g = ¢- f, ouseja, g = Sfo(X,A).

As classes de equivaléncias sao denominadas IC%—érbitas. Assim, dizemos que f e g sao
lC?—equivalentes se eles pertencem a mesma K‘Z;Q-érbita.

Definimos um subgrupo especial de IC%Q. Consideremos a aplicagao projecao m
™ 3_/\/{(27%)\) (ZQ) X ./\;l’(x,y7/\)<Zg) X M/\ E— £QO(Z2) X ,CQO(ZQ) X ;C/\O, (36)

onde L£,°(Zsy) é a componente conexa do grupo das transformagoes lineares invertiveis de R"
contendo a aplicacao identidade e que comutam com a agao de Zs.

Esta aplicacao é definida por
(S, X, A) = (5(0,0,0), (D X)(0,0,0), A'(0)), V (S,X,A) € K.
Temos que 7 é um epimorfismo e seu kernel
U= ={(S,X,A) e K% | S(0,0,0) = I, (D2X)(0,0,0) = I, A'(0) =1}

¢ um subgrupo normal de IC%2 formado de difeomorfismos unipotentes e é chamado de subgrupo

das Zs-equivaléncias unipotentes.
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3.4 Os Espacos Tangentes a Germes Z,- Equivariantes

Nesta secao, inicialmente, caracterizamos o espago tangente restrito a um germe g

Zo -equivariante, através da acao de uma Zs-equivaléncia forte, determinando seus geradores.

Consideramos uma familia a um parametro de germes Zs-fortemente equivalentes a g, ou
seja,

G(z,y, A\ t) = S(z,y, \, £)g( X (x,y, A\, t), \) (3.7)

onde S(z,y,\,0) = I, X(0,0,0,t) =0 e X(z,y,A,0) = (z,y). Derivando (3.7) em relagao a ¢
e calculando em ¢t = 0, obtemos

G(x, Y, A, 0) = S(x, ¥, A\, 0)g(x,y, A) + (D@ g(x, v, A, O))X(x, Y, A, 0). (3.8)

Como X (z,y, A\, t) e S(x,y, A, t) satisfazem as condigdes equivariantes, 0 mesmo ocorre com

X(z,y,),0) e S(x,y,\,0), pois a derivada em questdo é na variavel t. Além disso, X anula-se
na origem, segue que X (0,0,0,¢) = 0.

Dessa maneira, definimos o espaco tangente restrito ao germe g por
RT(9,25) = {59+ (D)9 X | S € Eyn) (Z2) € X € Moy (Za)}, (3.9)

onde X° = X(0,0,0).

O uso da palavra restrito indica a construgao relacionada a equivaléncia forte. Nosso objetivo
agora é determinar a estrutura algébrica de RT'(g,Zs) e quem sdo os seus geradores.

Quanto a estrutura algébrica temos que RT'(g,Zs) é um médulo finitamente gerado sobre
o anel £, 1)(Z3). Os geradores de RT (g, Zy) sao obtidos de (3.9). Primeiro, determinamos os

geradores do médulo £ @\ (Z2). Seja

51(x7y7 )\> 52('T7y7 >‘)

S(x,y,\) =
83(1;7 Y, A) 84(1’, Y, /\)

(3.10)

Usando a condigbes (3.5), concluimos que as fungoes s; e s; sdo pares em y, enquanto sy e

s3 sao funcgoes impares em y. Podemos reescrever a matriz S na forma

727)\ 727)\
Sz, y,\) = alet’s ) ey A , (3.11)

Cg(ﬂf, y27 /\)y 64(3727 y27 >‘)

50,0,0) = ¢1(0,0,0) 0
Y 0 c(0,0,0) |
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ou seja, S(0,0,0) é diagonal e de acordo com o que foi requerido na definigdo da Zs-equivaléncia,
¢1(0,0,0) > 0 e ¢4(0,0,0) > 0.

Por (3.11), podemos escrever

10 0 vy 0 0 0 0
0 0 0 0 y 0 01

com ¢y, €, C3 € ¢4 € Egyr)(Za).

Portanto as matrizes

geram o médulo E(%%,\) (Zs3) sobre o anel £,y 1) (Zs).

Assim, dado g = (p, qy) obtemos os seguintes geradores do espago tangente restrito:

1 0 D P

— = [p, 0],
0 0 qy 0
0y P qu

= = [qv, 0],
0 0 qy 0
00 D 0

= = [0, pl,
y 0 qy Py
0 0 P 0

= = [0, 4].
0 1 qy qy

Os demais geradores de RT(g,Zy) sao obtidos da expressao (Dz)g)X.
Temos que se (D(4)g) é a matriz jacobiana de g(z,y,\) = (p(u,v,\),q(u,v,\)y) nas

variaveis = e y. Logo,

pu(u7 v, )‘) 2pv(u7 v, )‘)

(3.12)
¢u(u, v, Ny q(u,v,A) + 2vg,(u, v, \)

(D(w,y)g) (.Z‘, y? )‘) =

Observamos que X é um germe Zs-equivariante e X (0,0,0) = (0,0). Assim, segue X
pertence a JT/i(x’y,,\) (Z2).

De (D(z4)9)X, obtemos os seguintes geradores:

p’u(u7/07 )\) 2pv(u7v7 )\) u upu

= = [upm UQu]a
qu<u7 v, >\)y Q(ua v, )‘) + 2UQU (U, v, A) 0 uquy
pu(u7v7 A) 2197)(/1“[/72J7A U Upu

= = [Upua UQu]a
qu(u, v, Ny q(u, v, ) + 2vg,(u, v.X) 0 VY
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Pu(u, v, A) 2py(u, v, A) A ADu
= = [)‘puv )‘Qu]v

Gu(u, v, Ny q(u, v, \) + 20q,(u, v.\) 0 AQuY

pu(u, v, A) 2py(u, v, A) 0 20D,
= = [vpy, Vqu].

Qu(u, v, Ny q(u,v, A) + 2vg, (u, v, A) y (¢ + 2vq,)y

Portanto, os geradores do espaco tangente restrito sao
[p, 0], [vg, 0], [0, pl, [0, ¢, [upu: uqul, [vPu, VG, [APu; Aqul, [VDw, VG- (3.13)

Teorema 3.4.1. Sejam g € 5(%% »)(Zy) um problema de bifurcagao e h um germe qualquer em

67(%% »(Zs). Suponhamos que

RT (g +th,Zy) = RT(g,Z>) (3.14)
para todo t € [0, 1]. Entao g + th é fortemente Zs-equivalente a g para todo t € [0, 1].
Demonstracao. Ver [2], pdg. 172. [

No caso em que nao ha equivaléncia forte, ou seja, existe o difeomorfismo A atuando no

parametro de bifurcacao A, o Zy-espaco tangente de g, denotado por T'(g,Zs), é dado por
T(g, ZQ) = {Sg + (D(Ly)g)X + A ’ S e E(zyN) (ZQ),X € M(x’y,)\) (Zg) el e 5)\}, (3.15)

e ¢ um moédulo sobre o sistema de anéis {E¢, 4.0 (Z2), Ex}
Usando (3.9) e lembrando que A é um difeomorfismo em A, podemos reescrever a expressao

(3.15) da seguinte forma:

T(g,Z2) = RT(g,Z2) + Ex{gr) = RT(g,Z2) + Ex{[pr, ] }-
Quando a origem nao é fixada, definimos o espago tangente estendido
Tu(9.%2) = {Sg + Doy )X + A | S €€ (ry) (Z2). X € € (ay)(Z2) © A€ &)
que é um moédulo sobre o sistema de anéis {E(;,1)(Z2), Ex} gerado por

[70]’ [QU,O], [Ovp]v [O’Q]v [puacIu]? [UmeQv]? [p)\>Q)\]'

Definicao 3.4.1. O espaco normal estendido é definido por

—

Ne(ga ZQ) = g(m,y,A)(ZQ)/Te(gv ZQ)

A Zsy-codimensdo de um germe g € fjix’y, 3 (Z3) é definida por
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cod(g,Zs) = dimg N, (g, Zs2).

O espaco tangente a L{f ? no seu elemento identidade, denominado espaco tangente unipo-

tente, é definido por

d
T(Z/{%2> = {%Uth—o |Ut - U? e L{g = ]_} , (316)

onde
Z/{t<5(7, Y, >‘) - (gt(xa Y, /\)7 )’Zt(m7 Y, )‘)) Kt()‘»

satisfaz
i) §t(0, 0,0) é unipotente, isto é, §t(0,0,0) —I+T,(T)"=0 e §0(m,y, A) =L
i) (D X0)(0,0,0) =1+ M, (M)™ =0, Xo(x,y,)\) = (x,y) e X,(0,0,0)=0.  (3.17)
i) Ag(\) =X, (Da(A))(0) =1, A, (0) =0.

Fazemos T = M = 0.

Segue que

1. Sy(x,y,\) = I + tS(x,y,\) + o(t) onde S(z,y,\) = %St(xa Y, A)e=o-

~ d ~
2. Xt(m7y7/\) = (%,y) +tX(‘T7y7 >\) + O(t) onde X(l’,y, )‘) = EXt(m7y7/\)|t=0‘

3. A(A) = A+ tA(N) + o(t) onde A(X) = %T\t(x)m.

Usando as condigoes (3.17), temos que S Eg(x,y,A) (Zy), S(0,0,0) =0, X € /\;l(x,y,)\)(zg),

Portanto,

TWU) = {(S,X,A) € K%15(0,0,0) = 0, X € Muyn(Zs), Dy X)(0,0,0) = 0, A'(0) = 0,

Y= MA}
(3.18)

Para g € 67(3;,%”(22), 0 Zsy-espago tangente unipotente a g, denotado TU(g,Z,) é andlogo

ao descrito em (3.7) e, portanto, dado por

Nosso objetivo agora é encontrar os geradores de T'U(g, Zs), onde g = [p,q] € 67(1,“) (Z3).
De (3.18) e fazendo os célculos semelhantes ao que foi feito para o Zs-espago tangente

restrito, segue que os geradores de TU(g, Z2) sao

[up, 0], [vp, 0], [Ap, 0], [qv, 0], [0, p], [0, ug], [0, qv], [0, gA], [u*Pu, U2 qu)s [VDu, Vu], [N*Duys N2qu],
[vupy, vugy), [V?py, V2qu], [ANUpy, Mgy ], [A?pa, A2qn].
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3.5 Determinacao Finita e o Problema do Reconheci-

mento

Para qualquer germe f, denotamos por j*f o polinomio de Taylor de f de ordem k ou k-jato
de f.

Um germe f € gix’y’,\)(Zg) ék— K%z—determmado se para todo germe g € é%y,)\) (Zy) com
gkg=gFf ¢ leQ—equivalente a f.

Um germe ¢ finitamente K%Q—determinado se é k — K%Q—determinado para algum inteiro k.

Existe uma relagao entre um germe ser finitamente determinado e ter codimensao finita

como mostra o teorema a seguir.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Determinagao Finita). Um germe f € é?(w,,\) (Z5) é finitamente
K %Q-determinado se, e somente se, tem IC%\&—Codimenséo finita.

Demonstragao. Ver [12]. [ |

O problema do reconhecimento trata de estabelecer quando um germe g € (S_‘Ex,y)\)(ZQ) é
Zo-equivalente a uma forma normal dada. Resolver o problema do reconhecimento significa
estabelecer explicitamente um nimero finito de igualdades e desigualdades polinomiais a serem
satisfeitas pelos coeficientes de Taylor dos elementos da classe das Zs-equivaléncias. O Teorema
(3.8.1) resolve o problema do reconhecimento para problemas de bifurcacao Zs-equivariantes

em duas varidveis padrao e um parametro de bifurcagao de codimensao menor ou igual a trés.

3.6 Submodulos Intrinsicos e Termos de Ordem Alta

Definicao 3.6.1. (a) Um ideal I C &y (Z2) ¢ intrinsico se f(X(x,y,))) € I para todo

f € I e toda mudanga de coordenadas Zs-equivariante X (x,y, \).

— -
(b) Um submédulo J C &gy 0)(Z2) ¢é intrinsico se ele é invariante por Zy-equivaléncia, isto

é, se ¢(g) € 7, para todo g € T e para toda Zs-equivaléncia ¢ = (S, X, A).

Definicao 3.6.2. Seja V' C 6_';%%,\)(Z2). Definimos a parte intrinsica de V', a qual denotamos

por itr(V'), como sendo o maior submédulo intrinsico de 5_';7% A(Zs) contido em V.

é
Lema 3.6.1. 1. Somas e produtos dos M, 4 x)(Z2), <A>€(m,y,>\)(z2) e <,U>g(1',y,k)(22) em & (540 (Zs)

sao intrinsicos.

2. Para todo ideal intrisico I C &(;40)(Z2), 0s submédulos [1, I] e [v], I] sao intrisicos.
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3. O submoédulo [I4, I5] é intrinsico se

(a) I e Iysdo ideais intrinsicos,
() I, C I
(¢c) (v)I C L.

Demonstracao.

Seja X = (A(u,v,\), B(u,v, \)y) com A(0) >0, A,(0) >0e B(0) > 0.

1. a) Mostremos que M, 1) (Zy) ¢é intrinsico. Para toda f € My (Zs), seja
g(x,y,\) = f(X(z,y,\), A). Temos ¢(0,0,0) = f(0,0,0) =0e

g(l’, —-Y, >\) = f(X(J:a -V, )\>7 )‘) = f(A(u7 -0, )\>7 —B(U, v, )\)7 /\)
= f(X(:Ea Y, )‘)7 )‘) = g($, Y, )‘)
.
Portanto, M ;1) (Z2) é intrinsico.
b) Mostremos que (Mg, , \ ). Seja [ € (Mg, , @) - Entdo, f(z,y,\) = h(z,y, M)A,
onde h € Eyr)(Zs).
Como nao ha simetrias em A segue que f(X (2,9, A) € Egy.x)(Z2) e pertence ao ideal

<)\>g(z,y,/\) (ZQ) :

Portanto, (Mg, , ,z,) ¢ intrinsico.

¢) Mostremos que o ideal (v)g, | (z,) ¢ intrinsico.

Como v = y?, temos que se g(z,y,\) = h(z,y, \)v, entao

uo X = A(u,v, \)
uwo X = B(u,v,\)*v
Seja f € (V) @)- Entdo, f(z,y, Nh(z,y, \v, h € Eyr)(Z2). Assim,
FOX (0 0), A) = (A, 0, 0), Bl 0, Ay, ) B, 0, A0
Dessa forma, f(X(iB, Y, A)? )\) < <'U><‘:(z7y7)\)(Zz) € f(X(ZE, -y, )‘)7 >‘) = f(X(.’L', Y, )‘)7 >‘) €,

portanto, f(X,\) € Euyr)(Zs).

Portanto, o ideal (v) é intrinsico.

2. Toda Zs-equivaléncia tem a forma g — So (X, A). Entao, para mostrar que J é intrisico,
basta mostrar que ele é invariante pelas transformagoes,
(@) g — go(X,A)

3.19
() g —  Sg. (319)
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Seja g = (p,qy) = [p,q] e X = [a,b], entdo

go (X, ) = (p(X,A), q(X, A)b) (3.20)

A forma geral de uma matriz S GE(I’W\) (Zs) é
10 0y
S=C +D +FE +F
0 0

onde C, D, E, F € 4y (Zs), C(0) >0e F(0) > 0.

Assim,

C Dy P

Slp,q] =
Ey F qy

= [Cp+ Dqu, Ep + Fq|.

Mostremos que [I,I] é invariante pelas transformacoes (3.19) e, portanto, intrinsico

quando [ ¢ intrinsico.

De fato, se g € [I,I], entdao p € [ e g € I. Entao, p ~ p(X,A) e como [ é intrinsico segue
que p(X,A) € I. Analogamente, temos que yq(X,A) € I. Logo, [p(X,A),q(X,A)] €
[I,1].

Resta mostrar que [/, I], é invariante pela transformagao (3.19-b). De fato, como p € I
e C(0) > 0, temos que Cp € I. Da mesma forma, podemos concluir que Fgq € I.
Observemos que I é ideal sobre &, ,\(Zs2) e D, E,v € &£ ya(Zs). Logo, Dqu e Ep
pertencem a I. Segue que [Cp+ Dqu, Fq+ Ep| € [1,1]. Portanto, [I,I] é intrinsico.

De maneira andloga, podemos mostrar que [v/, I] é intrinsico.
3. Seja J = [I, I5] um submodulo intrinsico de 5@7%,\)(22).

a) Se p € I, entao [p,0] € J. Como J ¢ intrinsico, entdo [p(X,A),0] € J, logo
p(X,A) € I;. Portanto, [; é intrinsico. De forma similar, mostramos que I, é

intrinsico.
b) Seja p € I e suponhamos [p,¢] € I. Entao,
Slp.ql = [Cp+ Dqu, Ep+ Fq] € [I1, I].

Logo, Ep + Fq € I, e como Fq € I, segue que Ep € I, para todo E € £,y x)(Zs).
Em particular, para E = I, p € I,. Portanto, I; C I5.
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c) Seja[p,q] € [I1, 2], entdo S[p, q| = [Cp+ Dqv, Ep+ Fq| € [I1, Is]. Logo, Cp+Dqu €

Iy, Dgquv € I;. Como D é um germe qualquer Zo-invariante, segue que (v)lo C I;. B

O conjunto dos termos de ordem alta de um germe é dado por

0(9, %) = {p € Euy)(Zs) |[h£p ~ g,Vh ~ g} (3.21)
onde ~ denota Zs-equivaléncia.

Proposigao 3.6.1. Para cada g € 6_'233,%)\)(22), o conjunto p(g,”Zs) é um submdédulo intrinsico

de g(w,y,k) (Z2).
Demonstragao. Ver [2], pdg. 205. [ |
Teorema 3.6.1. Seja g € c‘ij (Z3) de Zs-codimensao finita. Entao,
itrTU (g, Z2) C (g, Z2)
Demonstracao. Ver [8], pdg. 108. [

Corolario 3.6.1. Seja p € itrTU(g,Zs). Entao, g + p é Zy-equivalente a g.

3.7 Teoria do Desdobramento Z,-Equivariante

Seja g € 57(17%)\) (Z3) um problema de bifurcacdo. A aplicacdo G : (R* x R x R*,0) —
R? é um Zy-desdobramento com k parametros o = (au,...,a) se G(x,y,\,0) = g(z,y,\) e
G(z,—y,\,0) = =G(z,y, \).

Defini¢ao 3.7.1. i) Sejam H(x,y, A, 3) e G(x,y, A\, @) desdobramentos Zs-equivariantes de

g com [ e k parametros, respectivamente. Dizemos que H fatora-se através de G se

H(z,y, A B) = 5(x,y, A, B) G(X (2,4, A ), AN, B), A(B)) (3.22)

onde S(z,y,1,0) = I, X(2,5,1,0) = (2,), S €€ wyn (Za), A(N0) =X, A0) =0 e
H
X 6 g(r,y,)\)(Z2)-

ii) Um Zsy-desdobramento G de g é versal se todo Zs-desdobramento H de g fatora-se através

de G.
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iii) Um Zs-desdobramento versal G de g ¢ miniversal se G possui um nidmero minimo de

parametros.

Teorema 3.7.1 (Teorema do Desdobramento Miniversal Zs-equivariante). Seja g € giz,y, 3 (Zs)
um problema de bifurcacao e G € 5(33,3,,,\,04) (Z2) um desdobramento com k parametros de g.

Entao G é versal se, e somente se,

Etwyn) (Z2) = To(9, Zy) + R - {Goay (x4, A, 0), ... G (2, 5, A, 0) }.

Demonstracao. Ver [2], pdg. 233. [

Coroléario 3.7.1. Sejam g € 4‘,7(%%)\) (Zy) e W C 6_’21,%,\) (Z3) um subespago vetorial real tal que

—

Ewyn(Za) =Tu(g, Zs) & W.

Sejam py(z,y, A), ..., pr(z,y, \) uma base para W. Entao,

k
G(z,y, N a) =g(z,y,N) + Y ajpi(z,y, ) (3.23)
j=1

¢ um desdobramento miniversal de g.
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 3.7.1. |

Observamos que o nimero minimo de parametros no desdobramento (3.23) é a Zy-codimensao

de um germe Zs-equivariante definida anteriormente.

3.8 O Teorema de Classificacao

No Teorema de classificacao a seguir, todas as derivadas sao calculadas na origem e ¢; = +1,

1 =1,...,4, sao os sinais das respectivas derivadas citadas na tabela.

Teorema 3.8.1. (Teorema de Classificacao) Seja g(x,y) = (p(u, v, A), q(u, v, \)y) um problema
de bifurcacao Zs-equivariante. Se a Zo-codimensao de g é menor ou igual a trés, entao g €
Zo-equivalente a uma das formas normais dadas na tabela abaizo se, e somente se, g satisfaz

as respectivas condi¢oes das tabelas (3.1) e (3.2).
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Forma Normal Condigoes de Definicao

hi = [e1u? + 20 + €3, 4] —

hy = [e1u® + €20 + €3, €41 Puu =0

hs = [e1u? + €202 + €3\, e4u] Py =10

hy = [e1u® + 620 + mA?, e3u + €4\, m # 0, —¢ pA=0
hs = [e1u® + €2v + €3\, mu? + eqv],m # 0, €1€2¢4 qu =0

Tabela 3.1: Condigoes de Definicao

Forma €1 €9 €3 €4 Parametro Modal
Normal

ha Do PA Gu -

Puu

ha Puuu Do P Qu -

hs | Puu | Povds —2Pun@udv+Puudy | PA Qu -

hy Puu Do Qu | esinal(@rpuu—qupur) | M = 61%

hs Puu Po px | essinal(qupx — qapy) | m = 63%

Tabela 3.2: Condicoes de Definicao

A Zs-codimensao de cada germe e seu respectivo desdobramento miniversal estdio na tabela

(3.3).

Forma Desdobramento Codimensao
Normal

hy [€1U2 + €30 + €3\, €4u + Oé} 1

ha [€1U3 + €0 + 3\ + fu, equ + Ct] 2

hs [e1u? + €202 + €3\ + PBv, equ + A 2

hy le1u? + €av + pA® + 3, €3u + €4\ + @ 3

hs, [e1u? + €20 + €3\, mu? + Bu + e4v + @ 3

Tabela 3.3: Desdobramentos Miniversais
Demonstragao.

Seja g(x,y) = (p(u,v,\),q(u,v,\)y) um problema de bifurcacido Zs-equivariante, isto é,
g € Zg-equivariante, ¢(0,0,0) = (0,0) e (D,g)(0,0,0) = 0. Da condigao (D,g)(0,0,0) = 0,

segue que p,(0,0,0) = 0. Para encontrar um germe f Zsp-equivalente a g consideramos uma
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Zs-equivaléncia genérica f = Sgo (X, A).

Podemos estudar a Zs-equivaléncia em duas etapas
[ =go(X,A) (3.24)

e, em seguida,

f=5f (3.25)

onde S, X, A sao dadas de acordo com a definigao de Zs-equivaléncia.

Segue de (3.24) que se f' = [p/,¢] e X(z,y,\) = (a(u,v, ), b(u,v, \)y), temos

P(u,v,\) = pla(u,v, ), 0?(u,v, \)v, A(\))
q (u,v,\) = qlau,v, \),*(u, v, \)v, A(X))b(u, v, \).

Para facilitar as nossas contas, podemos escrever

p'=p, com p(u,v,A)=p(a(u,v,),b*(u,v,\)v, A(A))
q/ = A-b? com a(u7 U? )\) = q(a'(u7 U? A)? bz(’“? /U’ A)U7 A(A))'

Fazendo o desenvolvimento de Taylor até a terceira ordem de p’ em torno da origem e

igualando ao desenvolvimento de Taylor de p, obtemos:

° =0
e p, =0;
o P, = pubj;
o p/)\:p/\A/;

® Dy = QiPuu

Dy = bopuw + 4puboby + 2a0pusb? + aZpuys;
o o = A%pan 4+ DA 4 205pin A + 3Py
® Dy = GuPuulo + @uPusbf + 2puboby;

/ / .
o Dy = auPur\ + ayPuuay;
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p;;)\ = 2pvb0b)\ + a)\puvbg + avpu)\A/ + Ay Py A\ + b%pm/\/
pf/uuu = 3auupuuau + a/ipuuu7

pi;m) = 12avpuvbobv + 6pvb0bvv + Bbépuvvav + 6pvb12; + bgpvvv + a%puuu + 3puvb(2)a'vv + 12b?)bvpvv +

3az2)puuv b% + 3a’U'UpU/U,a/’U;

P = A2poon + SN DA + 3axapuinN + 3axpuaN’ + 3ayapuwas + paAN” + 3A%punay +
3a§\puu)\Al + a)‘gpuuu;

Phoww = GoPuuvg 02 Punu o+ 2P0 b} + G Db+ 2P5 00D+ 400 P bobu + 200 Pun O+ G P
p;u,\ - 2a'u)\puuau + QyuPun @) + aipuu)\Al + aipuuua)\ + auupu)\A/;

p;q))\ = 2p’v bub)\ + 2aupuvb()b/\ + Ay Pun Ao + 2pvb0bu)\ + auA/puv)\b?) + Ay Ay Py AN + QGApuvbObu +
auavpuu)\A, + PuuQpQy) + au)\puvb(z) + pu)\A,auv + a)\bgpmwau + 2b0bupv)\A/ + Puu@XAyy;

Do = 40, Duvboby + 4, Duyboby +4030uDuw + 0y Puve @ + 204,04 Dby + 20Dy + Gy Pun @ +
@D + 4Pubobuy + 4pububy + 2Py

pr/u)\)\ = aupu)\A” + Alzpuk)\au + 2auA,puu)\a)\ + 2pu)\A/au)\ + 2au)\puua)\ + AXAPuuy + aipuuuau;

piw)\ = 4a}\puvbobv + bépvv)\A/ + 4bgbx\pvv + 2avpuuav)\ + 4a’vpuvb0b)\ + 4pvbvb)\ + a?)puuua)\ +
a%puuAA, + 2av b(%puuv a)+ QyyPun @) + 2puv b%av)\ + bépuvv a;+ 4]% bObv)\ + 4bO bvpv)\A/ + avvpuAA/ +
Qb%A/puv)\av;

p;)\)\ = %Pu)\A” + 2pvb§\ + b%pv/\A” + Al2pu/\)\av + AXAPuulo + QPuAA/%)\ + aipuuvb(z) +
2b8A/puv)\a)\ + 4bOb)\pv)\A/ + 2pvb0b)\)\ + ag\puuuav + A,2pv)\)\b8 + 4G/Apuvb0b)\ + 2ava)\puu)\A/ —+

2.
2puua>\av)\ + A\ Puw b();

Analogamente para ¢’

q = 0;
(LIL = Quaub();
¢, = boqua, + b3qu;

¢\ = bogp N + boguan;
q;u = 2QUaubu + boaiQUu + bOgua’uu;

q'im = bUa%Quu + bOQuavv + QGUQuUbg + ngfuv + 6qvb(2)bv + QbUQUGU;
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o ¢hy = 20Ap A + 2baquax + b0a3 Guu + boGuary + 2b0argur A’ + boA qan + bogr A

® ¢y = DuGuay + 30uGub5 + quauby + D00y Guuty + €uGunby + boquuy;

o ¢ = by A + buquar + quayby + boayGuuay + boguaux + boaygua';

® ¢y = rGuob+D0ayGuuan+00Guaun+3¢ub50A 4oty qur N +b5quaN +bygaN +by quar+brquay;
® G = D0Gu i + D00 Guu + 3000 unGuu + 3¢uaubuy + 3bua quu + 3DuGuauu;

b q'imv = 3b8quvav + 3avv£]uvbg + 3b0avauuav + ngUUU + 18@quvb(2)bv + 15bébquv + 3a12;quuvbg +
boquavvv + bOG%Quuu + 9%5(2)5% + 18bOQ1}b12) + BbUUQUGU + 3bva'12JQuu + 3bvquavv;

® ¢ = 3boaxrquuar + boquaa + bo A qn + 3boargu " + 3boa3 N quun + 3boA2quanan +
3boaAAGuAN 4 3bo N N + b0 a3 Guuw +bogr A 43033 a N + 3670 Guar + 30203 Guy + 3bAGuary +
6bxarGualN + 30AA"2qax + 3DagaA”;

b qam; = bOQuUQUuav + yboaiquuuav + 2bOGUQuuQuU + 6bOQUbi + Ay Quo bg + bOQu&uuv + aiQqubg +
6auquvb(2)bu + 3QUb?)buu + buuQuav + ZQUaubu'u + 2bua/u%mav + 2buQuauv + b’uazquu + b’uq'uauu;

L q:w)\ = bOaZQU,uua)\+bOGuUQuAA,+2b0auQuuau/\+b0auu%m@)\+b0a3Quu/\A/+bOQUauu)\+buuQ)\A,+
ybuuQUa)\ + 2quaubu)\ + 2buau%ma)\ + 2buQuau)\ + Qbuauqu)\A/ + b)\aZQuu + b)\Quauu

b q1/w>\ = bqu)\A, + QUaubv/\ + bu)\quav + buvqua/\ + quvbgau/\ + bOQu@uv/\ + buQuav)\ + vauau)\ +
yb)\Quauv + 3bu)\qvb(2) + 6bOQUbub)\ + SGUqub(Q)b)\ + 3bgbqu>\A/ + 3a)\Q1wbgbu + aungquaA +
a'uAIqu)\bg +0 Qua Ay Ay ) + bOQu)\A/auv + bOQuua/\auv + bvauCZuua)\ + bvauQUAAI + b)\auCZuuaU +

bDauavquuua/\ + bﬂauA,Quu)\av + boauQuuaUA + buaUQUua'/\ + buavqu)\A/;

b inv = QUaubvfu + 6anuvb(2)bu + 6auqub3bv + QQwa(%auv + bOQua'uvv + bSquvau + Qquuuavauv +
6QUb%buv + 12b0vaubv + bOauagQuuu + 2aub8Quuvav + 5bébuQUv + bOCLUUQuuau + buagQuu + buQuavv +
20u0quy + 2by0yGuuy + 2byGuu;

b q'i,)\)\ = QuaubAA+26AauQuuaA+2b)\quau)\+2b)\&uqu)\A/+b0a)\)\QUuau+b0aua§\QUuu+2boauA/quuAa)\
+ boayqua " + bogquauay + bOA,2QUA)\au + 2boqur N ayx + 2b0quuaragy + buag\QUu + buquaxy +
2buaxqur N+ Dy N> oy + buga A + 20,0 + 2buxGuay;

® G\ = 6b36quA’ + bSqu’ + DAGQuGuo + b0GQuuor + Doy Quax + DAG2 Qo + béqmaA + b A A+
2buxGu o 200 Gu o+ 2Gun b aor+ 65 b5 DA+ 5052 Guo + 200 0 Guun b+ D002 A Guun Do G oy Guur+
D07 A Quur +00@ouqur N 60y GuubFoA + 205N uon @y + 260007 Gun @y + 607G D50y + 2Dy @y Guuar +
2byayqur" + 12boqy by by
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bt QLAA - a)\)\qubg + bOQuav)\)\ + bvq)\AH + bvag\quu + vaua')\)\ + va/2q>\/\ + bg%/\/\” + ag\bSQuuv +
AIQQU)\)\bg + b)\)\QUav + 2b)\QuaU/\ + 6b0qvb§\ + vaAQzLa}\ + QbUAqAA/ + 3va(2)b>\>\ + GGAQUvbgb)\ +
603bAGuAN 4 2600y arGua N + 2boquaN apy + 2b0Quuaray + 20xayquuar + 265N quoran +
bo%ai%uu + bOGUQUAA” + bOAIQQu)\Aav + boak)\Quuav + 2bva>\qu)\Al + QbAGUQU/\A/;

Assim, para obtermos o produto final se f = [p”,¢"], equivalente a g resta multiplicar a

51 S
expressao [ = [p/,¢'] por Loy , COI S1, Sg, 83, 54 pertencentes a £,y 1)(Zs2), ou seja,
83y S4
s1 S2y Y
f = Sf, = , = Sl[plao] +82[q,7),0] +33[07p,] +54[anl]
S3Y  S4 ay
Logo, f = [p”,q"] onde
P = s1p' + s2q'v (3.26)
e
q" = s3p’ + s4q. (3.27)

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor das fungoes s;, ¢ = 1, ..., 4 do seguinte modo
Si = 8) 4 SiuU + SV + S A + ooy T =1,...,4.

Novamente fazendo o desenvolvimento de Taylor até a terceira ordem, em torno da origem,

em ambos os membros das expressoes(3.26) e (3.27), obtemos
® po=0;
o py=s"p,:
o Py =s1"p),:
o P} = s1°p);
® Dy = 251D, + 517D
o Py = 51"Ply + 252°q, + 251,p);
o iy = s1°Phy + 25101
® Qi = 3510l T 3510l + 51 D

® pgvv = Slop;v + 2820(]; + 251'L)p;;
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o P = 51%Phan + 3500P) T 3515050
d pZuv = Slop:ﬂw + Sl’l)p’/u/ll, + 281up2w + 281uvp;L + Sluupi; + 252uqf,u + SQOQ:W;
o p!' =51 APy T 251uP T+ 25100P) + S1uubh;
UUN 1 Puun 12Pyu 1uPun 1urPy TuuP)>
.p// — g0y +s /—|—S I—{—SOI—I—S /+8 /—|—S /—l—S /—{—S ’—{—S /.
UV 1 pu'u)\ 1>\puv 1’!)pu)\ 2 qu)\ 2>\qU 2uq/\ 1up'u)\ 1u)\pv 1uvp)\ 1’!})\pu’
L pgvv = 51”19;@ + Slvfup{u + Slop;wv + 2511;172”; + 251uvp€; + 2820%:1; + 2521)(]; + 2S2uq;7
.p// :SO/ + s ,+28 /—l-S /+28 /.
UAN 1 Puxx 1uPx 1AD) 12Dy 12Puns
o !\ = 2500\ + 259,\q, + 259,05 + s10P, + 251,05 + 51°D) 1 + 251,00 + S1puPh;
VU 2 qv)\ 2)\Qv 2Uq)\ 1>\va 1’Upv)\ 1 pvv)\ 1v>\p'u 11}’Up)\7
o iy = 81D F 52000 F 250005 S0, F 25104P) + 2510, + S1uPAn
® pgv = Slvp; + Slopgw + SZOq; + Slup;;;
o Pl = S1aDl, + s1aPy + 51D

"o __ 0,/ 0,/ / /.
® Dy = S2 Q) T S1 Pyx T S1APy T S10P);

° q =0;

o g, = sa"q, + 53°D};

o q, = s:"q, + s3°D,;

o ¢y = 54"qx + 55°pa;

o qll, = 53"Pl, + 254,0) + 23,0, + 54°¢,,;

o gy = 254,q, + 53°Dl,, + 253,10, + 54°¢;

o iy = 54°%\ + 250005 + 55°Dhy + 253,\1);

© Gy = 53" Dl T 3540l + 3530y + 35400l + 51U + 3530

® Q1 = 38300 + 354y, T 53 Dl + 383000, + 54°Q, + 35400,

o @i = 54%Gon + 35000h + 353005 + 35004 + S3"D AN + Bs3p AN

L qzuv = S40Q;uv + 830p;m; + 341;(];” + 53vp;u + 254uq1/w + 253up;w + 254uv£]; + 253uvp; + 54uuQ4y +

/.
S3uuby)
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bt QZU)\ = 54)\q1/,m + SSAp;u + 284uQ;LA + 2$3up{u)\ + 234u/\Q1/¢ + 2S3u)\p; + S4uuQ£\ + S3uupl)\ + S4Oq;u)\ +

0, .
83 puu)\?

! _ / / 0./ / / / / / /
® Guvx = Saulyy T Saur@y T S4 Quox T S4uny T Stun@ T S32Puv T S30Pun T S30APy T Sarqyy T

/ / ! / 0,/ .
Sayp Gy + S3uPux + S3urPy + S3uvP) + s3 Puwvxs

b q;/m; = 253uvp£; + S4uq1/w + 530p2m, + S4vvq1/L + 340(]1/”;1; + 2$4uvq1/; + 233vp;w + Svap{u + 234vq1/w +

/.
S3uPyvs

® ¢l = S3Guan 254,005 2830005 + S3anbl 2540 0ox + S3uD5 T 283uaPh F SauGhn + 53 Dian T

/
Saanqy,

b QZUA = 2331,)\]3; + $3vvp/)\ + 830p;v)\ + S40Q7/Jv)\ + 84/\(]1,)1) + 2341)(]:;)\ + S3Ap;v + 283Up’/0>\ + 2541}/\(]1,) +

/.
84’0’UQ)\7

o ¢\ = 842G\ F S3aD, + 2830aPA + 83D x T Saandl + 28400 0A + 28400 x + SauGhn + 283400, +

83’Up/)\A
® Gy = Saul, + Saudy + S3u0% + 3.0, + 53°pu + 542,
o ¢y = 54\ + Saxnql, + Saudh + 532Dl + 3P + 53°Dn;
o gy = 84"+ 837Ply + 830D, + 83,0% + 5aaqy, + Saudhy

Agora, substituindo os valores dos p’s e ¢’s nas expressoes acima obtemos

o p,=0;

o py = 51"pubg;

o i = s1"pA;

® Py = 5100 Puu;

o p!' = 51%2puy + 451°puboby + 51°0iDus + 251°AuPunbE + 252 b0qua, + 25:°03q, + 251, pubE;
o Py = 5103 puu + 51°Apox + 2512 arpin’ + s1°9pAA" + 25 pr /s

ol = 5120y Puntey + 251 puboby + sloOaupuvbg + 550qua,bo + slupvbg;

"o / 0 ! 0 .
® Dux — SlupAA + s51 aupu)\A + S1 Ay Prun@N;
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o o\ = 520 N +59°b0Guax~+51°axpuubi+51°aupur N 4251 °p,boba+ 5102 ppa N + 512 @y puuar+
s1aDubg + s1,pAN;

" _ 2 3 0 .
® Dwuu — 331ua'upuu + 5100, Puvu + 351 Ay Puu Qo s

o Py = 352°63quy + 3b052° a2 quy + 652 a0 quuby + 1852°¢,b5by + 3b952° Gy, + 6bysa,qua, +
652, oD + 652 by quaty + 351,02 Puy + 1251, Puboby + 351,04 Pww + 651, G0 Pusb + 1251 aypusboby +
35120203 Puue + 51°05Duvs + 351°AuPuntos + 1251°03bupuy + 651°pubobuy + 351%Puubiaen +
351°08 Puvo @y + 651°D,02 + 51°a3 P + 35140P0b2;

o P = 51°03Puun + 51°Apany + 351%arpuuay + 51°pa A" + 351%axpur A + 351 ON paa A +
351%puaNayy + 381%3/\']3%,\ + 3519A2panax + 3spopaN + 3S1>\<l§puu + 3S1§\p>\>\ +
6510axPur N’ + 351 AN

g p/u/m; - Qslopvbi + Sloaipuuuav + 2310aupuuam) + 2310pvb0buu + Slopuuavauu + Slopuvbgauu +
Sloaipuuvb?)+4310aupuvb0bu+51va3puu+251ua'upuuav +451upvb0bu+281uaupuvb%+Sluupvb(2)+

252OQuaubu + 2b0£2uQuau + bOSQOQUauu + b0320aiquu;

1" _ 0 0 0,2 1 0 / 0,2 2
® Diwx = S1 Puul)Qyq, + 251 Ay Py Qu + S1 aupuu)\A + S1 pu/\A Ay, + 5170y Puuau + S1AGy Pun +

251, yDuA N + 251,0uDuuar + S1uPAN;

® Py = b0S2,quax + 51,0xPuubf + S1u,00PuAN + 51,05pa N + 51,00Puu@r + 51°CuPuutor +
51°pwbftun + 51°Puurtus + 51PN aw + 51°0uPuuur + S12GuPuuls + S12GuPuub]
+ S10@uPuAN + $1,0uPuur + $2 b + 52°byquan + boS2°quaun + boSarGuay + bosa, A +
592 Guaubx + 251,0uboby + 251°pububx + 251°pubobur + 2517Puboby + S1APUbG + S1uePA N +
b052° A Guu@r+b052° G Gua N +51° 0 0A PG F51 OGN Duwr @ +51° Ao Puur N 451 aADE P s+

251%00bypor N + 251°auDuvboby + 251°a\puyboby;

o Py = 51°0uPuulon + 51°0007 Pur + 51°03Puve@u + 20052° Gy 4 20052, Guu + 200524 Gutn +
259°0uquobly + 451uPuboby + 251,0uDubl + 451°Pububy + 251°Pusbituns + 251 Puntouy +
451y bobus 1451 03bu oy +251 5 GuDun o451, Pobobu+251 0Py b 425200 Gy +6.52°b,, 4, b+
2520 quuby + $1,06Pv0 + S1u05Pun + 2524000 + 251,40P0b5 + 451000 Puvbobu + 451°@uPunboby +

0 0 2.
2b032 Ay Guu Ay + 251 au&vpuuvbm

o 'y = 25:%pwNauwy + 251°a,a)pun N + $1°0,03 D0 + $1°N*pusaan + $1°@upunary +
51°@uPurn N + 281°Puurauy + $1,03Puu + 1. AP + 251,00 + S1,DAN" + 251, N +

/ .
251)\aupu)\A + 251)\aupuua)\u
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o Plon = 51°02N Puur + 51°020APuwn + 51°08Puvvr + 51°05Puur N 4 512 purN Gy + 51°Punan +
A51°030apws + 251°0upuuton + 251°punbiass + 451°pubobun 4 252D, p N + 255°b,quan +
255 b7 quy+451\Duboby+251 30 Pun D251, 0APub +251, Gopur N +451,pubobr+251,05pua A+
251 @ Punr+451"Dpbybr+252° 03 qua N +6.52° 4, b5 b +252° A quo b +20052° Gu@or 4200525 qu i+
2bo52, AN + 2b052,Gur + S120ePuu + S130GPue + St + 2500G0b] + 251,0pubF +
451%0bupia’  +  251%0ANpuray + 4si%aupucboby + 251°apaapund  +
2b052° Ay qual\' + 20052° Ay Guuan + 451°axPuvboby;

o Pl = S1DAN + 51,03Puu + s1,M%pax + SLDob + 251D + 251°p b3 + 51°0003 Py +
sloaibgpuuv + sloA’mebg + s1%ppun N + 810532%,\/\" + 51°Apuanas + 51%a,puuary +
bo52° a3 Guu D052 A" 400 52" A Gan-+D052" Guaan+51° Puwbgar 251" puu@raun +251 °pubobin+
251)oPur N +4513Duboba+251 305 Purns +251 \QoPuu@i+251,07Pur N +2b0 525 g A+2bo 525 quar+
2513aAPunl + 282 DAGAN 4 252°0aquan 4 251°apapur’ + 251 abipuna A + 2b0520axqur A +
451°bobapoa N + 251°ayaxpl, A + 451°axDuuboby;

* gy =0;

* ¢ = siquaubo;

* ¢ = s3boquay + s903qs + s3pub3;

o ), = 5502 Puu + 255Guauby + 26054, Guty + boS3quun + b05502 quu
ol = $3aZpuu + 255quauby + 26054, Qutu + bo53Guun + bosa2 Guu;

g Q:;/y = 2S3vpvb(2) + bosga%}%m + Sgbg(hv + bOSQQUGUU + 232%%1;58 + 632qvb(2)bv + 2b0£4yQuav +
234qub8 + 232%%% + Sga?}puu + 233%]%1)53 + Sgbépvv + 4Sgpvb0bv;

o ¢\ = 255b\qa N +253b\quax+boSa3 Guu+boSTA 2 @ox+boSTaAN +2bgsSarguaN +bos)quay+
200N + 200827 quax + SIA*Drx + a3 Pun + 285 puin N + SIDAN" + 283, DA N;

b Q'ZU = Sgaupuua'v + Sgaupuvb(% + 2sgpvb0bu + SgbUQUav + 382bu%}b(2) + SZQUaubv + bOSQQUauU +

b0 S uGuutn + 304 Guwb3 + boS1,quay + boS1uquan + S14qub3 + 3,000

g QZ)\ = Sgaupuua)\+Sgaupu)\A/+52buCD\AI+SgbuQua>\+591quaub)\+b032au%wa)\+b032auQu)\Al+

b0S9Guaur + boSaaGuau + boSa N + boSayquanr + Sz PAN';
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g QZA - bosgav%u&/\ + SQGAqubg +b032%(Ju>\A/+3591qq;b(2)bA +bOSEQuav)\ + Sgbgqv)\Al +bOS4AQUav +
84xqu + boSau A+ DoSa,quar + sGbu A + 53D, quax + $30Aqua, + 3P’ + sSUEP A’ +
Sgavpuua)\ + 28gpvb0b)\ + Sga)\puvb(% + 53)\p1}b2 + 53vp)\A/;

0

b qzuu = SSg@uupuu@u + Sgagpuuu + 333ua3puu + 3b052auUQuuau + bOSQQuGuuu + bOSQ&ZQUuu +
3b054uquauu + 3b054ua12LQUu + 360£4uuQuau + SSQQUaubuu + 6bu£4u£]uau + SbUSQQUG/uu

+ 3byS3a2 Guu;

® ¢y = $I00Guon + 3530uPuntn + 3830Duvey + 38502Duunbl + 355auuPunbl + 653pubobey +
125353buPoy + 3540uqubly + 351,030 + 653,0uPusbl + 1253,puboby + S3bPsss + 305 Punu +
353,02Puu + 659Pub7% + 353,00Dv0 + 3534,P0b] + D0SIAS Guuu + D05 Guuve + 125500 Puvboby +
959G,03bsy + 38803 Quuwts + 158308buGuy + 3D0SapeGun + 38%uequay + 684u00quubE
+ 300540 Quluy + 1854,Gubaby + 385Guubi vy + 185%a4,Guubaby + 35502 Guunbl + 3by85a2 Gy, +
3b,50Gu vy + 60y51,qu@y + 3005500 Guu vy + 18b053GuD2 + 3b05400) Guu;

® ¢ = 3850Puntn+6537axpua N +353apur A +355a\pur A"+ 355 A pan A +3s5a3puun A’ +
353Apuaran + 5305 Duuu + SIPAN" + SGAPpasn + 353303Puu + 353APAN” + 353\ A%pax +
353N +0088Guan +boSTAP o+ boS§aAN" 4 bo 503 Guun + 30 ST GAN + 3b0 54303 Guu +
3bosax A2 qan + 3bosaaqa N + 3boSarquary + 3605303 GuualN’ + 3bosSaaqua N + 3bxsiquary +
3bAsYAax + B0asGA” 4 6bosaraaquaN + 3590xaquar + 3bosingr A + 3bosaanguan +
350N 4 6bxsingaN + 6brsaAquan 4 3br5903Guu + D05 Guuar + 6bxsGarquaN +

3b0sIA2qurrax + 3bosSarqual;

® Gy = S3Puuloluu + Sauu@obly + $3Puvboun + S§aE0EPww + S3%A Py + 2530uDunun +
253, 0uPuuly + 253,0uPuvDy + 483,Duboby + 288Dbobuy + S3,05Du + S30uPubG + 253,07 +
boS4p05Guu + D0S10u@uto + 53buuuts + DoS§Gutuun + 902 Guunbl + buS§qutuu + $30uuusbl +
by830s Guu + D0SauQuun + D053 UGuuay + D083 Guuny + 4850uPunboby + 260810 Guuy +
2W0S4u0Gutu + 2buStoGutu + 20uS1uGus + 2buSiuGutn + 2b054u0uGuuto + 6bosq,b% +
265900 Guuto + 3590b5bun + 25440uGuubo + 65304 Vboby + 654,Gubobuy + 2buS§quauy +

232Quaubuv + 2b082auv(}uuau;

® Uty = 53PuuxCuu + S3PuAN Qo+ 8505 N Pun + 8507 AP+ 25300 Pun@un F 283, GuPuut +
253, @uPur N+ 53y PAN + 833@uPuu + 0053CuuGualN + OxS3Gu G + Dx890% Guu + DoS 10 Quar +
89Duu AN + 83buu@uan 4 b059Guuur + 00547 Guun - b05axCuGuu + D08 10u@rN 4 bo5907 Guunan +
0053, UGy ax + D082 Guur N + 26088 a, quuan\ + 2951, AGuy + 20,850 qua N + 204540 Gu @y +
2buSau DA+ 2buS10,Guar + 26054, qutun + 259Gu0ubur + 204u530uGuutr + 2b450Guaun +

Qb)\séluquau + 2b034uauquua)\ + 2b084uCLUQU>\A/;
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® Gy = S30uPuuluor + S3°Pun@ruy + 55Puululur + 5330uPuuly + S3u0uPuulx + 534 0uPun@r +
8300uPuAN + SIPAN Gy + 59Puebtun + 520 @by + S37GuPubl + 53500 + 30PN +
33 DN + 83, 02DoA N + $3,07Duwbl + 285Dubobu + 253Dububy 4 2835Pubobu + 283, puboby +
8305y Puur N + 30305 Punv@u + S50, N PupabG + 850uarPuuuy + bySaaquau + buss@ A +
buS1u@ur + busiquaun + bu8§auGuuar + buSau@ A + bySauquan + br51¢uauy + Dos1quaun +
DoSauGutor + DoSauuun + DoS1urGuas + DoSau@uqurad’ + bo8§auGuuaor + Dosiauqua’ +
boS4xCuGuuty + buSanquay + boSsp® N + boSsupquar + bosg%mavau)\ + S4ua,\CIuvbg +
D059 000N Guunu + D050y Guutn + D050 N Guur@u + br550uGuuty + brS4,Qubn + DrS1Guts +
bys§au@ual’ + DoSarGuiuw + $9Guubiaun + S4x0uGuoly + 590u05quuAN + DoSayaugua N +
D05 4100 Guu@r+ 51, b3 GuaN +D05 407 Gu i+ 53bu0 N+ 590303 Quus G005 40 0 Gu @A+ 5340 Gubor+
89bu0 quar+830urGu o+ by 850, GuaN +Dy 88 quaun D0 8300 Quur+283a0 Puvbobr+25300 by pur N +
25%ax\puvboby + 6b05q,bubx + 354,qub2bx + 35504 Guubaby + 35962bugua N + 3saxg.vbob, +
3542qwb3by + 359burqub?;

® Gy = S30uPuulon + 830u05Puy + $30ua Py + S1ub3Gu0 + 2830,0uPuuty + 253Puuyluy +
253000 Pubf + 453uPuboby 283, Punl +453,P0bobu +253Punbianv +455p,buby +45305bupuy +
453Pub0bun+25 400G b3 530 05P oo+ 53000 Punt25300P6 DG +005 4007 Guu 00540 Gu o +54° Gu by +
D054 Qs O+ D059 Qv+ D830 G+ D089 GGy D0 S 410 Gu @+ D89Gy + 300 Gu @+
254000 Guuby + 6844,qu03by + 20,5300 Guuy + 2850400 DunbE + 4850, Puyboby + 4834 Puyboby +
204515 Guly + 28904y Guay + 120085¢,buby + 65804 Guwbibs + 2830003 Guuw @y + 284,00 Qb3 +
2005300 Quuty + 2bu83Guuw + 260S10qutus + 2008400 Guto + 2buS1,quy + 2byS4,quay +
20081 CuGuuty + 65400 @y b3y + 654,005y + 250000 qun b + 65360300 + 55905buGuv

o iy = 30PN + 580,03 Puuu + 300N *Pury + S50uDuutrr + 25DuaN @un + 253,a7pua N +
259Puurur + 2537 CuPuu + 28330uPur N + 83, DAN" 4 53,05 Pun + 83, N Pax + 283,02 +
DoSauA” + Dosauquary + DoSaarGuau + bus§aZquu + busiA? @ + busipA” + busiguany +
quu%b,\x + boSZA’Qunau + boSiauqu” + boSZanuuau + bosgaiq'uuuau + boSiquauM +
D054u03Guu + boSauN*Px + 2580uarPuir N + 20052, AN + 2005452 Gubn + 200547 Gubur +
2buSanqAN 4204547 Qu@x +253DunqA N 4-259DurGur + 202543 Gulu + 20254, GAN 420354, Guar +-
20089quauy  + 2008%GuaN s+ 20083axGuuaun  + 200850 N quunay  + 2b0S4uaxqualN

+ 2b0S4xAuQuu@x + 26054300 Gur N + 203530, Guuar + 202850, Gur N + 2b,83arqua';

L QZUA = 34/\bSQUv+3gaAbépuvv+3ga5A/puu)\+5ga12;a)\puuu_'_Sgpu)\A,avv+SgbéA,pva+sgpuuakavv+
2541))\(]1)178 + 45gpvb0bv)\ + 4Sgb(3))b)\pvv + 25gpuvbgav)\ + 45gpvb'ub/\ + 253,\%]71“;53 + 453)\pvbobv +
2337;%]%/\1\/ + 2S3vb(2)pv>\A, + 4S3vpvb0b)\ + 283va>\puvb3 + 2sgavpuuav>\
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+ 253, 0uPuulr + 53305Pww + 8320oPuu  53uuPAN + 283,\PubF + 5400 Guuv@r + 300 Gua N +

b083GuaN avy 4 D053a7Guua N+ b089quu@rGo + DoSawe@uan + bosswe®A’ + i N

+ 59Du0 Quan 4 Dx5302 Guu + 0259 Gu vy + 05307 Quuu@r + b0 54202 Guu + b0 53Gubuur + boSaxqutvw +

2530\ D5Punw o + 2045900 Guu@r 4 20450, GuaN' + 453b0bypur A’ 4 45507Dunboby 4 45500 Pusboba

+ 283, N'puab? + 26x84,Guty + 283Guubiay + 655q,bobox + 5805bAGws + 254700 Qb +

12b053Gubybx 4 260530 Guuor + 26054000 Guu@r + 2005 140 QurN + 2605 4, Guor + 2b05 403 quts +

259007 Gu @y +2by 84 Guaur 2Dy 543 Gu@y+2by S4y G 204 840 Guar 28300 N quuabi+658 a0, ¢y bE0A+
2890, 0\ Quunby + 65507quubiby + 653030, + 6543qub3by + 254,axquubo + 654,G,03bx +

254,b0qua s

® G = 50D+ 5300 A Pura 550003 Duun 5305 Dor N 530305 Do+ 5300 Pur N +5305 A pura+
$9PuVboaAN + 8300 Puutrn + 25330 Pur N 4 255Dua N Gox +253)\D5PoA N + 53,pA N + 4533y bobr +
253)\a/\puvb(2)+253va)\pu)\A/+25gpvbob/\)\+253/\avpuua)\+25gpuua)\av)\+S3vA/2p/\)\+53va§\puu+
S3Pob3 + 253p0b% + 285,aPAN + bosiauqua” + Dosfaaguuas + si05qunA" + s§aXquun by +
890 Guvly 4 8GN quanbi + D089 qutorn + 0054003 Guu + 0054 N Gax + boSauGaN” + DoSauGuay +
boSaarquay + siquuav + bwiaiquu + vaZA/ZCb\,\ + bvsiqAA” + vaZQUGM + 5082/\/2%)\,\% +
005303 Quun@ot200547 00 Quu@r+255a\D3 DA N +2550, A Pruurar+485a\Dusboba+45500brpua A+
202530 Quu @A +2b2 530, Gua N +3 53¢ b5 DAN+25400A Guo D6 542G biDAF254) b5 qur A +6bo 55 g, 05+
2b05axGuton + 26054 @A + 200540quax + 2590 ADAN + 250D Aquan + 2005402 +
2005302 Guu@or + 20059GurN aux + 20,58a3GuaD + 20,545 GAN + 2b,843Gua@n + 26283Guaun +
200543GQuy + 20054, AN + 26384, quan + 285ar N quoaby + 65503bAqua N + 65%arqu,b2by +

QbosgaAAl(quA% + 2()084)\&7}(]“)\/\/;

As expressoes acima, do desenvolvimento de p” e ¢”, nos dao o germe equivalente a g de forma
genérica. Pela Zs-equivaléncia temos algumas condigoes sobre os coeficientes que aparecem nas

expressoes acima, ou seja, temos ag > 0, by > 0, po = qo = 0, 5. > 0, 5, > 0 e A’(0) > 0.
i) Forma normal h;

Para obter a forma normal hy, zeramos os coeficientes do desenvolvimento de Taylor acima,

/!

restando pi

. DY, Dl o, Mostramos a seguir que os termos zerados sao de ordem alta. Igua-

lando os coeficientes restantes a +1, obtemos
a) py = s1°p,by = 1 = |pv|b02510 =1,

b) Py =s:"mAN(0) =+1 = 5"pa|A(0) =1,
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C) pZu = Sloaupuu = =1 - Sloau|puu| - ]->

d) qgu = 840Quaub0 ==+l = 340|QU|aubO =1.

Resolvendo estas equagoes obtemos

1
a) 8(1) b_%‘pv"
b) A(0) =~
5(1)|PA|
1
c) a; =
S(NPW|
1
d) s =
) ! IQu’aubO

Substituindo os valores acima nas expressoes p, py, pi., € ¢.,,, concluimos que

g1 = sinal(pyy), €2 = sinal(p,), €3 = sinal(py) e €4 = sinal(qy)-
Como ja foi observado anteriormente, todas as derivadas sao calculadas na origem
Portanto,
hi = [e1u® + €2v + €3, €4u).

Vamos agora determinar os termos de ordem alta para a forma normal h; obtendo os
geradores do espago tangente unipotente.

De (3.18), temos os seguintes geradores:
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c1 = leutevu + esul, 0],

ey = [e1uPv + e2v* + e3v), 0],
cs = [e1u X 4 € + €302, 0],
cq = [equv, 0],

cs = [0, equ® + eqv + €3],

ce = [0, equ?],

cr = [0, equv],

cs = [0, equl],

co = [2e1u°, e4u?],

c10 = [261uv, €4v],

c11 = [Beu?, ex\?],

c12 = [eavu, 0],

c13 = [eav?, 0],

c14 = 620, 0],

Ciy5 — [63)\2, 0]

Podemos reescrever estes geradores de forma mais simples. Fazemos as seguintes trocas

261
Cio < Clo—,
€2
Cg < Cg — Cg,
€Gu
C11 < C11 — —C15.
€3

obtemos assim, os seguintes geradores

EIE) = [07 €40, 0]7
é;) = [2611{,2, 0]7

5ﬁ = [0, 64)\2].
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Podemos ainda fazer as simplificagoes:

u €3

Cl < C — 7Ci2 — —Ciqa — (13,
2 €9
€3

Cg < C2 — UC12 — 6—014 — (13,
2

C3 < C3 — 509 — C14 — C15,

€1 €y __
Cs < C5 — —C¢ — —C10-
€4 €4

Eliminando os geradores redundantes, ficamos com a seguinte lista:

c1 = lesul, 0],
ca = [equv, 0],
cs = [0, €3],

¢ = [0, equ®, 0],
cro = [0, eqv],
c1s = [e20%,0),
c12 = [€2)0, 0],

s = [e)2,0].

Simplificando esses geradores, temos que

TU<h17ZQ> - [M?

U,V A

) —+ <U7 /\>M(u,v7/\)7 M%u,v,)\)]’

que é um submddulo intrinsico de acordo com o Lema (3.6.1).

Assim, pelo Teorema (3.6.1),
@(hl) ) ZtrTU(hl? ZQ) = [M?u,v,)\) + <U’ )\>M(“7v’>\)’ M%u,v,)\)L
ou seja,
[M?U,U,A) + <U7 /\>M(u,v,)\)7 M?u,v,/\)]

sao de ordem alta para hy.
é
Observamos que J\/l:()’u7v7/\) - & @y (Zo) CitrTU(hy, Zy) C TU(hy,Zs) C Te(hy, Zs), ou seja,
0 Zo- espaco tangeste estendido tem codimensao finita e, portanto, o germe h; é finitamente

determinado.
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Para determinar o desdobramento miniversal da forma normal A, obtemos os geradores do

espaco tangente estendido,

c1 = [eu? + ev + €3, 0],
¢y = [equw, 0],

cs = [0, u® + v + €3],
cq = [0, equ],

cs = [2€61u, €4,

cg = [€9v, 0],

Cr = [63, 0]

Simplificando esses geradores temos
Te(ha, Zp) = ([u?,0], [0, 0], [0, A], [0, ul, [2e1u, €a], [0, 0], )e, , s (z) + ([€s, O],
Note que,
2611, €4] = [2€1u, 0] + [0, €4].

Assim, se [u,0] € T.(h1,Zs), entao [0,1] € No(hy, Zs).
Pelo Teorema (3.7.1),

G1 = [e1u? + 620 + €3\, equ + a

¢ um desdobramento miniversal para h; e codgz,hy = 1.
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11) Forma normal hs

Do desenvolvimento de Taylor, obtemos

puu - 5? a’i Puu,

/N __ 0 2
pq) - Slp’U b[)7

1 0 /
Py =sipA,

0, 13
S,qr\baDy
— Zbg% _ S49\0P
P
—S5%9,b0G2 Pua
q;’u - 4D 20%uP + S4auQuu
DA
Para obter a forma normal hs, fazemos
a) pZu = S?Gipuu = =1 — |puu‘au2510 = 17
b) py = sip,bf = £1 = s%p|bg =1
c) p{ = sIpN = +1 = 5N|p\| =1,

DAY
d) ¢ = sibjq, — % =41 = [ (qpr — po)| = [pal-

Resolvendo estas equacoes, obtemos

1
a) s = :
b a2|pul
1
b) b2 = )
O SVpl
1
c) N = —5—.
s7[pal
d) 32 — |p)\|

b3lqupr — ol

Substituindo os valores acima nas expressoes pl, pi, pi., € ¢,, concluimos que

g1 = sinal(puw), €2 = sinal(py), €3 = sinal(py) e €4 = sinal €3(quPr — @Py)-

Temos ainda que

0 0,2
—S54 QAb Qy Pun
"o U 0,2
qU/u, - p}\ + 84 GUQuubO-

b CL2 uuw uu
e substituindo a expressoes obtidas acima, segue que ¢, = 0 u(3p,\q DPu)
Pablaupy — aapl

Ipa| €, portanto,
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|[Puul|upr — @rpo]

que é o parametro modal para a forma normal hs, onde m # 0, €1€2¢4.

Portanto,
hs = [e1u? + €2v + €3\, mu? + €4v).

Para determinar os termos de ordem alta para a forma normal hs = [e;u?eav+€3\, mu?+€4v),

obtemos os seguintes geradores para TU (hs, Zs)

c1 = [eiu® 4 evu + ezul, 0],

¢y = [e1uPv + e2v® + e3v), 0],
cg = [e1u X 4 € + €372, 0],
¢y = [muv + egv*uw, 0],

cs = [0, eu’ + e + €3],

ce = [0, mu’® + equv),

cr = [0, mutv + €407,

cg = [0, mu’X + eqv)],

co = [2e1u%, 2ma®],

c10 = [261uv, 2muw),

c11 = [2e1uN?, 2mA%u,

c12 = |[€vu, €qvul,

c13 = [eav?, €407,

c1a = [eav? ), eqv )],

C1y5 — [)\2, O]

Da mesma forma como fizemos para hy, podemos simplificar estes geradores e obter uma nova

lista de geradores dada por
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c1 = [esuA, 0],
¢ = [ez\v, 0],
s = [0, e1u” + €20 + €3],
& = [0, me),
cr = [0,2e407],
cs = [0, mu*)],
o = [2e1u°, 0],
c10 = [0, kuv,
12 = [evu, 0],
c13 = [e2v*, 0]
1 = [0, €307,

C/_B = [63)\2, 0]
Segue desses geradores que
TU(h5, Zg) = [M?u,v,)\) —+ M(um,)\) <U, /\>, M?u,v,)\) + M(um,)\) <U, /\>]

Assim, pelo Teorema (3.6.1) temos que [M?WM\) + Muw ) (U, A), ./\/li()’um,)\) + M) (v, N)]
sao os termos de ordem alta para hs.

Observamos que M?u,v«\) . ?(x,y)\) (Zs) CitrTU (hy,Zs) C TU (hs,Za) C Te(hs, Zs), ou seja,
0 Zs- espago tangeste estendido tem codimensao finita e, portanto, o germe hs é finitamente
determinado.

Vamos determinar um desdobramento miniversal para a forma normal hs. Os

geradores do espacgo tangente estendido nesse caso sao
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c1 = [e1u® 4 ev + €3, 0],
ey = [mutv + ev?, 0],

cs = [0, e1u” + €20 + €3],
cy = [0, mu* + 0],

cs = [2e1u, 2mul,

ce = [€av, €40,

Cr = [63, O]

Simplificando esses geradores, obtemos
c1 = ey’ 4 v, 0],
co = [muv + ev?, 0],

C3 = [0, €1U2 + €20 + 63)\],

Cr [63, O]
Como,
[2e1u, 2mu) = [2€1u, 0] + [0, 2maul,
—€2 —€2
[—2v, mu?] = [—20,0] + [0, mu?].
€4 €4

Se [2€yu, 0], [;—?U,O] € T.(hs,Zs), entao [0, 2mul, [0, mu?] € N.(hs, Zs).
Finalmente, obtemos que N, (hs, Zy) = ([0, u], [0,v?], [0, 1]). Logo, pelo teorema (3.7.1),

G5 = [e1u? + 6av + e3\, mu? — Bu + eqv —

¢ um desdobramento miniversal de h; e codz, hs = 3.
Para os demais casos, seguimos o método classico descrito acima usando as respectivas
condicoes de definicao. Por isso, omitiremos os calculos. Repetimos a construcao no caso 5,

para enfatizar a presenca do parametro modal m. |



Capitulo 4
Diagramas de Bifurcacao

A descricao geométrica das formas normais obtidas no capitulo 3 e seus respectivos desdobra-
mentos sao feitos através dos diagramas de bifurcagao. Dado um problema de bifurcacao g, o
diagrama de bifurcacao associado é dado pelo conjunto de zeros de g.

Paralelamente, estudamos a estabilidade das solugoes através dos sinais dos autovalores
da matriz Jacobiana do desdobramento de cada forma normal. Os sinais ++ correspondem
as solugdes assintoticamente estaveis. Os demais sinais as instaveis (ver Proposigao (2.10.1),
Capitulo 2).

Recordamos que u = x e v = y?. Trabalhamos com x e y ou u e v conforme conveniéncia.

Seja G(z,y, A\, a, B) = (p(z,v,\, @, B), q(z,v, \, @, B)y) = [p(z,v,\, @, B), q(,v, \, a, B)] um
desdobramento das formas normais nos parametros « e f3.

Existem dois tipos de solugoes da equagao G(x,y, A\, a, 3) = 0:

e y=0 e p(z,0,\ a,3) =0 com subgrupo de isotropia Zs e correspondentes aos pontos

de equilibrio.

e p(z,u, N\, ) = q(x,v,\,a, ) = 0 com subgrupo de isotropia trivial e correspondentes

as solugoes periddicas.

4.1 Bifurcacoes Genéricas

Bifurcagoes genéricas sao bifurcagoes que persistem sob pequenas perturbacoes. Ha trés tipos

de bifurcagoes genéricas:

1. Uma dobra ao longo de Fix (Z,):
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FO:{ (Oé,ﬂ) GRQM?(%’,O,)\,O{,ﬁ) :px(xa()?)\aaaﬁ) =0 }7

2. Uma bifurcagao do Fix (Z,) para Fix (1):

P:{(a’ﬁ) €R2| p(x707)\’a7/6) :q(x’()?A?a?ﬁ):O }’

3. Uma dobra ao longo de Fix (1):

Pz P
4z Qo

F:{<a7/6) €R2|p<I7U7A7a7/6):q(‘rJUJA7a7/6) = (‘rJ/U?A7a7/6) :0 }'

4.2 Variedades de Transicao

Definicao 4.2.1. Uma wariedade de transicao é uma variedade algébrica no espaco dos
parametros de desdobramento onde existe uma singularidade de codimensao maior ou igual

al.

Existem trés tipos de variedades de transicao. Primeiro, quando existe um germe de bi-

furcacao Zs-equivariante de corank um na origem, isto é,

St ={(a,B3) € R*|p(0,0,0,a, 3) = 0}.
Segundo, quando a bifurcacao genérica torna-se degenerada. Neste caso, temos

(i) um ponto de bifurcacao em Fix(Zs):
BO = {(CK?ﬂ) e ]R2 ’p(x707)\’a7ﬂ) :px($7O7A7a7ﬁ) :p)\<x707>\7&76) = 0}7
(ii) um ponto de hysteresis em Fix(Zs):

HO = {(OQB) € Rz |p(x,07)\,0675) :pm(x707A7a76) :prz(x707)\’a7ﬁ) = 0}’

(iii) a coincidéncia de uma dobra em Fix(Z3) e um ponto de bifurcagdo em Fix(1):

T ={(e,8) €R?|p(2,0, A, 0, f) = pa(,0, N, 0, ) = q(,0,\, , §) = 0},

(iv) a coincidéncia de dois pontos de bifurcagao em Fix(1):
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Pz DPx
Qe 49X

‘7 (a7/8)€R2|p('%‘707>\7a7/8):q<x707)\7a7ﬂ):0: (x707)\7&7/6> J

(v) a coincidéncia de uma dobra em Fix(1) e um ponto de bifurca¢ao em Fix(1):

Q= (a,0) € R |p(,0, 0,0, 8) = q(w,0, Ao, ) = | 77 1 | (2,0, 0, 0,8) =0 5,
4z Qv
(vi) um ponto de bifurcagao em Fix(1):
2 Pz DPv Dx
B =q(a,0) e R [p(z,v, A, 3) = q(z,v, A, o, §) = 0, rank (z,0,\ e, 8) <1, ¢,
dz qv  4x
(vii) uma hysteresis em Fix(1):
Hy = {(0,0) € R |p(z,0.00,0) = qlz.vha8) = |70 P [@oha8) =0,
dz Qv

da(p, q)(w,w) € Im(d(p,q))},

onde d(p, q) representa a Jacobiana em (z,y) da aplicacao (z,y) — (p,q), w # 0 esta

em seu nucleo e dy(p, q) representa sua derivada de segunda ordem.

Finalmente, quando duas bifurcagoes genéricas ocorrem para o mesmo valor de A\. Temos:

(a‘) D(JTO7 FO) = {(avﬁ) € IR2| Elxl 7£ T2, p(xlvoa )\7(1/75) :p$<x1a07/\7a75) = p(x2707>‘aaaﬁ) =
px($270, )\,O&,ﬁ) = 0}7

(b) D(JT07P) = { (CY?ﬂ) € R2‘ E|-731 7& T2, p('%boa)‘aa?ﬂ) :px(xlaoa )\,Ck,ﬂ) :p<x27oa)\7&aﬁ) =
q(z2,0,\, 0, 3) =0 },

(C) D(fo7f) - {(Oé,ﬁ) S R2| p('TlJO?)‘va7ﬁ) - px(x1>07>\70476) = p(x%va)\?a?ﬁ) =
Pz Do
qz Qo

Q(Z'Q,U,)\,Oé,ﬁ) = (.Q?Q,U,)\,Oé,ﬁ) = 0}7
(d) D(R P) = { (CV?ﬁ) € IR2| EI1”1 7& T2, p(xla0>A7avﬁ) = Q(xbOa)\aaaﬁ) :p(ﬁg,o, )\,Ck,ﬁ) =
Q(Z'Q,O, )‘7057ﬁ) =0 }7

(e) D(P,F) = { (,8) € R?| p(x1,0,\,a,8) = q(z1,0,\,a,8) = p(x2,v, N\, 3) =
Pz Po
dz Gu

Q(.CEQ,/U,)\,CY,ﬁ) = (-7:27@7)\7aaﬂ) 20}7
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(f) D(‘/T;F) = { (Oz?ﬁ) € R2| El(xhvl) 7£ ($2,U2),p($1,v,>\,a,ﬁ) = q(xl,v,)\,oz,ﬁ) =

px p’U pl‘ p’U
(xh v, Aa «, ﬁ) = p('r% v, )‘7 «, 6) - Q(.T27 v, >\7 Q, 6) = (x27 v, >\7 Q, ﬁ) =
QCC qU q$ q’U
0}.
Os diagramas de bifurcagao estao no espago (A, z,y).
Yy x
A
4.3 Diagramas de Bifurcacao
e Cilculo dos autovalores de (D, ,)G)(z,y, A, a, 3) = (DG)(x,y, A\, a, 3).
Temos
px(l.?v?A?a?ﬁ) 2yp’l](x7v7)\7a7/8)
(DG)(ZL‘,y,)\,O!,ﬁ) = .
yqx(‘/’E‘? /U7 >\7 Oé, /6> q(‘rJ U? A? a’ /8) +2/Uq'U<x7/U7 A? a?ﬁ)

Para solugoes com Zs-isotropia, temos

p:l'(‘/L‘7O7A?a7/8) 0

DG)(z,0,\, a, B) =
(DG)(x a, 3) . 2.0 0.8)

Assim, os autovalores de (DG)(x,0, A, a, 3) sao p(z,0,\, o, B) e q(x,0, \, o, 3).

Para solugoes com isotropia trivial,

p.’f(x7/U7 )\,O{,ﬁ) 2yp'l)(‘r7v7 A7057/8)

DG x? y7 >\7 a{7ﬁ =
( >( ) ny(:L‘7 /U’ A? a? /B) 2/Uq'l)(x7v7 A? a? 5)

Entao,

tr(DG>(‘r7 y’ >\7 af? 6) = px(’x7 v? )\7 O{, /8) + 2qu<x7 U’ >\7 a? B)
det(DG)(x,y, A, a, §) = 2[pa (2,0, A, @, B)qu(@, v, A, @, B) = qu(, 0, A, @, B)po(, 0, A, @, B)] v,
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Subgrupo de Solugoes Autovalores
[sotropia
ZQ y:p($a07)\7avﬁ>:0 px(xvovAvaaﬁ>;q(xa07)\vavﬁ)

tT(DG) = Pz + 20qy

1 p(x7U7A7a7/8):q(x7v7>\7a76)20
det (DG) = 2[pa:Qv - QIpv]v

Tabela 4.1: Solugoes e autovalores de G = 0.

Para simplificar a notagao nas tabelas, a matriz Jacobiana com derivadas nas variaveis x e
y do desdobramento G(zx,y, A, «, 3) serd denotada por DG.

Podemos construir a seguinte tabela:

Os sinais dos parametros dos desdobramentos obtidos na Tabela (3.3) do capitulo 3 s@o
alterados, por conveniéncia, para reduzir o numero de possibilidades dos sinais que sao anali-

sados.

4.4 Diagramas de Bifurcacao da Primeira Forma Normal
O desdobramento da primeira forma normal é uma aplicacao G; : R? x R x R — R? dada por
Gi(z,y, A\, @) = (€127 + 620 + €3\, e4(z — @)y).

Vamos analisar o caso em que ¢; =1 e e3 = —1. Assim,
Gi(z,y, N\, a) = [22 + ey — N, es(z — ).

Quando a = 0, temos

Gi(z,y, \) = [22 + 1> — \, 4] (4.1)

Na Tabela (4.2) estao as solugbes do problema G; = 0, e os resultados dos autovalores

respectivos, quando e =1 e ¢4 = —1.
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Subgrupo de Solugoes Autovalores
[sotropia
z, y=20 2x
A\ = 22 €4
1 =0 tr DG; =0
=y’ det DGy = 4

Tabela 4.2: Solugoes e Autovalores.

Como a soma dos autovalores ao longo do ramo com isotropia trivial deve ser zero e produto

positivo, segue que os autovalores ao longo deste ramo devem ser imaginarios puros.

Tomando e = 1 e ¢4 = —1 obtemos os seguintes sinais para os autovalores ao longo da ramo

de solugoes com Zs-isotropia:

Subgrupo de Isotropia | Solugoes | Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
=0
Z Y x>0 +—
A =22
x <0 —+
=0 e
1 , (74) imaginarios puros
=Y

%

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacao.

Na Tabela (4.3) estao as solugdes do problema G; = 0 quando a # 0 e os sinais resultados

sobre os respectivos autovalores.
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Subgrupo de Solugoes Sinais dos Autovalores
Isotropia
. y=20 2x
=12 es(r — )
1 =« tr DG, = 2z
A = a? + ey? det DG, = —4eqey

Tabela 4.3: Solucoes e autovalores para Gj.

Neste caso, temos a variedade de transicao
Sr={aeR|p(0,0,0,a) =0} = {a € R}.
Suponhamos que a # 0. Temos as seguintes possibilidades:

(a) 62:1664:1.

Para o > 0, temos

Subgrupo de Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
[sotropia
y=0
Lo a<x ++
A\ =22
0<z<a +—
x <0 ——
T =«
1 +—
A= a?+y?

Se a < 0, entao
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Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
y=0
ZQ x>0 ++
A =22
a<z<0 —+
T <« ——
T =«
1 —+
A =a?+y?
+ot
(b) 62:16642—1.
Para a > 0, temos
Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
=0
Lo 4 o< +-—
A = 22
<z <a ++
<0 —+
T =«
1 e

Para a < 0,
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Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
=0
Z Y x>0 4o
A\ = 2?2
a<zr<0 —_—
T <« —+
=«
1 __
A =a?+y?
+_
(c) g=—lee =1.
Quando a > 0, temos
Subgrupo de Isotropia Solucoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
y=0
Lo a<x ++
\ = 22
I<zr <« +-—
r <0 ——
=«
1 +ot
A=a?—?
++
+

Para a < 0,
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Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
y=0
Z2 x>0 ++
A =22
a<z<0 —+
r<a ——
=«
1 _
)\ — 042 o yQ
— ++
(d) €y = —1le €4 = —1.
Quando a > 0, temos
Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
=0
Lo 4 o< +-—
A = 22
<z <a ++
<0 —+
=«
1 +—
_|__
+_

Para a < 0,
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Subgrupo de Isotropia Solugoes Intervalos de x | Sinais dos Autovalores
=0
Z Y r>0 +—
A\ =22
a<z<0 ——
<o —+
=«
1 —+
A =a?+y?

4.5 Diagramas de Bifurcacao da Segunda Forma Normal

O desdobramento da segunda forma normal é uma aplicacao G : R? x R x R? — R2, dada por

Gy(z,y, N\, a, B) = (e12° + €2y + €3\ + Bu, e4(z — a)y).

Vamos analisar o caso em que ¢ =1, ¢ =1 e €3 = —1. Assim,

GQ(may7)\>Oéaﬁ) = (x?) +v—A— ﬁx,q(x - &)y)

Na Tabela (4.4) estao as solugoes do problema G2 = 0 e os resultados sobre os autovalores

respectivos.
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Subgrupo de Solugoes Autovalores
[sotropia
z, y=0 322 — 3
A=a3— Bz es(r — )
| T=a tr (DGy) = 32% — 3
= a3 — Ba+ y? det (DGy) = —¢4

Tabela 4.4: Solucoes e autovalores.
Vamos analisar o caso em que €4 = 1, isto é,
Gy(z,y, N\, B) = (23 +v — X = Bz, (z — a)y).
Temos, neste caso, as seguintes variedades de transicao:

(a) S;={(a, ) € R*|p(0,0,0,,3) = 0} = plano «a 3.

(b) HO:{<Q’5) €R2|p(m707A7a’ﬂ>:px(x7O’A7a7/8) :pa)x(m707A7aaﬁ):O}'

Resolvendo essas equagoes, obtemos

\=2% — Bz,
2 —-03=0 =A=p=2=0.
6z = 0.

Logo,
H" = {(a, 8) € R?| B =0}.

(C) I: {(a7/3) ER2|p(x7O7)\7a7/3) :pﬁ(x707)\7a7ﬁ> IQ(‘%?O?A?a?ﬁ) :0}'

Entao,

\ =23 — [,

—a,
322 - 3=0, =

= 302
z—a=0.

Portanto,

T ={(a,B) € R? 3 = 3a?}
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(d) D(‘//TO’P) = {(&7/8) € R2 | 3 | 7é X2, p('xlvoa )\705/6) :px(w1a07)\7a75) :p(xQ,O,)\,Ol,ﬁ) =
Q('Q:ana )‘70575) = 0} ASSima

(

)\:x?_ﬁxla

322 — 3 =0,

A\ = a3 — B,
L Ty — Q.

Da segunda equagao obtemos que x3 = 3 [gualando a primeira e a terceira equagao

deste tltimo sistema, obtemos

x} — 2y — Blzy — x2) = 0 => (21 — 2)[(2] + 25 + 122) — B] = 0.

Substituindo xy = o e 23 = 3 na ultima expressao, obtemos

2
g—f—(f—i—aml—ﬁzo:am:gﬂ—aQ.

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos

4 )
552 — 55062 + C¥4 = 0 (42)
Logo,
B =3a?
502 +a?
_ 3
b= 5 — 01;
9 5= 1042
Portanto,

D(F*,P) = {(a, B) € R?| B =30 ou B — zoﬂ}.

Na Figura (4.2) representamos as variedades de transi¢ao para este caso.
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Figura 4.2: Variedades de transicao.

(1) Regiao (1): § < 0.

Subgrupo de Solugoes Autovalores Intervalos | Sinais
I[sotropia de z
=0 32 —
Lo Y g T > o +4
\=2a% — fBx e
r<a +—
T =q« tr (DGy) = 322 —
A=ad — Ba+y? det (DGy) = —1
+
+_
+_

(2) Regioes (2) e (3): o < — §
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Subgrupo de Solugoes Autovalores Intervalos de x Sinais
Isotropia
=0 32? —
Lo Y ‘ g r <« +—
=23 — fx T —
a<z<— g ++
p p
3 <z < 3 +
p
> J—
T 3 ++
1 r=a tr (DGy) = 3z% — 3 n
A=a—pPa+y?*| det (DGy) =—1
(3) Regiao (4): —\/E <a< \/E
3 3
Subgrupo de Solucoes Autovalores Intervalos de = | Sinais
Isotropia
=0 32 —
\=23— [z Tr— 3
—\/g <r <o ——
s
<z < — —
a<x \/g +
p
T > 3 ++
= tr (DGy) = 32? —
1 r =« r(DGy) =3z* — [ L
A=a—pa+y? det(DGy) =—1
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(4) Regides (5) e (6): —\/g < \/g <.
Subgrupo de Solugoes Autovalores Intervalos de x | Sinais
Isotropia
=0 3% —
ZQ Y ﬁ r << — g +—
A =23 — Bz T — o 3
5 5
3 <r < 3
g <zr<« +—
T > ++
= tr (DGy) = 322 —
1 r =« r(DGy) = 32° — 3 L
A=a—pBa+y? det(DG,) = -1
A anélise dos sinais para ¢, = —1 é andloga, dessa forma omitimos as tabelas e exibimos

apenas os diagrams de bifurcacao.
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Figura 4.3: Diagramas de bifurcacao para ¢4 = —1.
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4.6 Diagramas de Bifurcacao da Terceira Forma Normal

Um desdobramento da terceira forma normal ¢ uma aplicacdao G35 : R? x R x R? — R?, dada

por
Gs(z,y, N\, a, B) = (127 + €20 + €3\ + Bv, eq(x — )y).
Vamos analisar o caso em que €; = 1 e €3 = —1, assim
Gs(z,y, A\, @, B) = (22 + e2(y* — By?) — N ea(x — a)y). (4.3)

Na Tabela (4.10) estao as solugdes do problema G3 = 0 e os resultados sobre os autovalores

respectivos.
Subgrupo de Solucoes Autovalores
Isotropia
=0 2
Zs Y !
A =12 er(r — )
1 T =« tr (DG3) = 2z
A= a? + eyt — By?) det (DG3) = 2vereqs (5 — 2v)

Tabela 4.5: Solugdes e autovalores de (4.3).

O segundo ramo em Fix(1) é simétrico em rela¢do a y. Consideramos y > 0.

1. Fix(Z,). Os sinais dos autovalores sao dados por z e €;4(z — «). Eles mudam de sinal em
x =0 e x = q, respectivamente. Temos que considerar a > 0 ou a < 0. O sinal de ¢

dobra o numero de casos mas somente muda o sinal de um dos autovalores.

e Quando a > 0:

eg=11]¢€=-1
x <0 —— —+
O<z<a| +- ++
T >« ++ +—

Tabela 4.6: Intervalos de x e sinais dos autovalores.

e Quando a < 0:
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e, =1e,=-1
r<a« —— —+
a<r<0| —+ ——
x>0 ++ +-

Tabela 4.7: Intervalos de z e sinais dos autovalores.

2. Fix(1). O sinal do trago da Jacobiana é dado por z e o sinal do determinante por
264(8 —2y?). Como em Fix(1), * = o, o sinal de x depende de a. O determinante muda
de sinal em y? = 5" Temos que considerar se 3 > 0 ou se # < 0. O sinal de ey¢4 dobra o

numero de casos, mas somente muda o sinal do determinante.

e (3> 0. Recordamos que estamos considerando y > 0. Podemos construir a tabela:

O<y<\/§ y>\/§
€60 >0, 0 < 4+ +—
€64 >0, <0 —— +—
66 <0, 0 < @ +— ++
€264 <0, aa <0 +— ——

Tabela 4.8: Intervalos de y e sinais dos autovalores.

e 3 < 0. Neste caso 3 — 2y < 0. Os sinais dos autovalores dependem do sinal de ez,

e a, conforme a Tabela (4.9).

6264>0,0&ER +—

€2€4>O, a>0 | ++

66, <0, 0< @ | ——

Tabela 4.9: Sinais dos autovalores .

Os pontos de méximo e minimo do ramo A = a? + e (y* — By?) sdo determinados pela
variedade de transigao D(F°, F).

Quando €5 = 1, as variedades de transicao sao dadas por:

(a) St ={(a,3) € R|p(0,0,0,cr) = 0} = planoa 3.
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(b) Z={(a,8) € R?|p(z,0,\, o, B) = po(,0, A\, 0, ) = q(z,0,\, v, ) = 0}.

Assim,
\ =22,
20 =0, — egxr=a=0.
r=a«

Logo,

Pz Do
(c) Q= {(a,8) € R?[p(z,0,\, , B) = q(,0,\, v, B) = (2,0,A,a, B) = 0}.
Az Qv
Entao,
A\ =22,
€Gr =a, — ﬁ =0.
—€4ﬁ = 0.
Portanto,

Q= {(a,8) eR*| 3 =0}

(d) D(F°, F) ={(a,3) € R?| Ty # 2o, p(x1,0,\, @, B) = po(21,0,\, a0, B) = p(2,v, A\, , B)

ZQ(QTQ,U,)\,O(,ﬁ): Pe (x707)‘7057ﬁ>20}'
dz Qv

Entao,

A= a2,

221 = 0, A=z =0, A=z, =0,

A=a3tyt =gy, = 020 — | 820,

2 2
€4T9 = —Q, Oz2+%—%:0. 0 = 2.
| 8=2y"

Portanto,

D(F, F) ={(a, B) €R*|B>0e 8= +20a}.
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a=10

©) @

@ @
® ©

‘|‘/ +—
.//
K + E ++ /
@ @
4
++ ++7
© @
-
/
+ +
+— +—
® ©

Figura 4.5: Diagramas de bifurcagao para e, = 1.
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A analise dos sinais para ¢4 = —1 é andloga, dessa forma oexibimos apenas os diagramas de

bifurcagao.

Figura 4.6: Diagramas de bifurcacao para ¢4 = —1.
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A anélise para e = —1 é andloga, dessa forma omitimos as tabelas e exibimos os diagramas

de bifurcagao e as variedades de transicao.

(a) I: {(a7/3) ER2|p(x7O7)\7a7/3) :pﬁ(x707)\7a75> :q(‘%?O?A?a?ﬁ) :0}'

Assim,
\ =22,
20 =0, — rz=a=0.
T =a.

Portanto,

T ={(a,3) € R*| a =0}.

(b) Q= {(a,B) € R | p(x,0, A, a0, B) = qlz, 0, e, B) = | 1™ P | (2,0, \, 0, B) = O}
4z Qv
Entao,
A\ =22,
T = q,
3=0
Assim,

©) @

Figura 4.7: Variedades de transicao.

Para cada regiao da Figura (4.7), obtemos os seguintes diagramas de bifurcagdo quando

64:12
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64:1

Figura 4.8: Diagramas de Bifurcacao para e = —1.



4.7. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO DA QUARTA FORMA NORMAL 107

4.7 Diagramas de Bifurcacao da Quarta Forma Normal

Agora, vamos considerar o caso em que o desdobramento da segunda quarta forma normal é

dado por
Gulz,y, N\, , B) = (2% + ey + mA? — B3, (e3x — A+ a)y), m > 0. (4.4)

Na Tabela (4.10) estao as solugoes do problema G4 = 0 e os resultados sobre os autovalores

respectivos.
Subgrupo de Solucoes Autovalores
Isotropia
=0 2x
Zs Y
224+ mN =03, m>0 €31 + a — A
X 22+ ey +mA? = tr (DGy) = 2x
A =671+ det (DGy) = —2e362y2

Tabela 4.10: Solugoes e autovalores.

Vamos analisar o caso €5 = 1.

As variedades de transicao sao dadas por:

(a) Sr={(a,B) € R?| p(0,0,0,0) = 0} = {(cr, 3) € R?| 3 =0}.

(b) I: {(a7/8) EIK2| p(x70’)\7a7/8) :px(l’707>\’a’ﬁ) :(:Z('I’()?)\’a?ﬁ) :0}

Assim,
22 +mI =3,
2z = 0, = x=A=0(=0.
2mA = 0.

Logo,

1% = {(o, #) € R?*| B =0}

(c) H' = {(a,B) € R?|p(x,0,\, a0, B) = po(2,0,\, @, B) = paa(,0, N\, v, ) = 0}
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Entao,
22 +mM\ =3, = mao?
2¢x =0, — 4 =0
€3 + a = A. A=«
Portanto,

H = {(a, B) € R?| B =ma’}.

(d) T = {(e B) € R?| p(,0,\, 0, B) = ql,0, N\, 0, 8) = | = P | (2,0, 1,0, 8) = 0}.

dx  gx
Entao,
22 —mA? = 33,
€3 = —Am,
€3 +a = A, ~ o«
— 9 — 2e3hm = 0. L+m
Substituindo A e  na primeira equagao, obtemos
2 2 2
, « mao
m +m =0& p=
(1+m)? (14+m)? bep 1+m

Portanto,

Notamos que todas as variedades de transicao foram obtidas quando y = 0. Portanto,

independente do sinal de €, as variedades de transigao serao as mesmas.
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©® @ B=0

Figura 4.9: Variedades de transi¢ao para (4.4).

1. Fix(Z,). As equagoes sao y = 0 e 22 +mM? = 3, com sinais dos autovalores dados por =

e 63 — A+ a.

A equacao 2 +mA? = 3 é uma elipse se 3 > 0 e vazia se 3 < 0. Basta considerar o caso

G > 0. Assim,
Ty = £/ —mA2 para \ € [—\/g, \/g] , (4.5)

Um dos autovalores muda de sinal em z = 0. As mudancas de sinais no outro autovalor

onde 3 — mA? > 0.

ocorrem quando A = Ay proveniente da equacao e3(£+/F — mA2) — A + a = 0, ou seja,

_a® /({1 +m)B—ma
N m+1 ’

At

(4.6)

O célculo complicado é para verificar quando Ay existe e comparar com as fronteiras de

£/ ﬁ Observamos que Ay correspondem aos pontos onde Fix(1) bifurca de Fix(Z,).
m

a?, isto é, nas regioes 3, 4 ou 5.

&

. < 2
Mostremos que se A1 existe, entao |Ay|” < —.
m

A existéncia de Ay segue se > T

De fato.

Queremos mostrar que

a++/(1+m)3 —ma? ’ 16
m+ 1 =

Expandindo, vemos que

(1+m)?

(1+m)B+ (1 —m)a? £ 20/ (1 +m)B —ma2 < g



4.7. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO DA QUARTA FORMA NORMAL 110

+ 20/ (1 +m)B —ma2 < (m — 1)a* +

3. (4.7)

O lado direito de (4.6) é positivo, pois

(1+m) s (1+m) m
T Ot m=Dat> m  (1+m)

Consequentemente, (4.7) é verdadeira se

40” ((1 +m)B —ma®) < ((m —1)a® + (1+ m)ﬁ> :

Logo, temos ,
1 1
0<(1+m)2a4+—( +gn)ﬁ_2 26( +m)
m

0< (1+m)? (oﬂ—ﬁ)Z.

m

O resultado segue pois

1. Regioes 2 e 6. Neste caso, nao héd bifurcacao secundaria e a estabilidade dos dois ramos
depende de x; ou z_. O sinal do segundo autovalor e3z — A + @ nao muda e ¢é igual a
a, pois de (4.5), quando A = 0, x4 (0) = ++/3 e assim, os autovalores em (z+(0),0) sao
€37+ (0) + a. Agora, |24 (0)] = /B e nas regioes 2 e 6,

m
0<pf< a? < o’

(1+m)

Portanto, e3z4(0) nao pode alterar o sinal de .

Quando « > 0 (regiao 2), os autovalores em x, sao (++) e em z_ sao (—+).
Quando « < 0 (regiao 6), os autovalores em x sdo (+—) e em z_ sao (——).

2. Regiao 3. Neste caso a > 0 e dependendo de €3, a bifurcacao secundaria ocorre no ramo

T_e,. Isto pode ser mostrado pois a mudanca de sinal do segundo autovalor ocorre para

a £/ (1+m)3 —ma? €3
— —
m+ 1 m+ 1

Ty =e3(A\p—a) = €3 [—moz +/(1+m)3 — moz2] :

A expressao entre colchetes muda de sinal quando 3 = ma? que é a fronteira das regioes

3 e 4. Este resultado segue dos calculos:

—ma++/(1+m)p —ma®=0,

ma = /(1 +m)3 — ma?,
m*a® = (14+m)3 — ma?
(m® +m)a® = B(1+m),

B =ma?.
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Na regido 3, \/(1 + m)B — ma? < ma porque (1+m)3—ma?* < m?a?, o que implica que
B < ma?. Assim, os pontos Z4+ tem o mesmo sinal de —e3 porque ma ¢ positivo nesta
regiao.

Portanto, os sinais dos autovalores sao como se segue.

Quando €3 = 1, sobre o ramo z, nao temos mudanca nos sinais dos autovalores. Um

autovalor é x e, consequentemente, positivo e o outro é esx — A+ a. Tomando A = —4/ —,
m
temos 7, = /3 — mA? = 0 e o segundo autovalor é {/ — —a > 0. No ramo x,, os sinais
m

sao (++).

No ramo x_, as mudangas ocorrem em Ay. O primeiro autovalor x é negativo. Para o

segundo, ha trés intervalos a considerar:

o \C |—/ ﬁ, )\] , 0 segundo autovalor é positivo.
m

e )\ € [A_, )], o segundo autovalor é negativo.

e e |\, ﬁ , 0 segundo autovalor é positivo.
+ g
m

Entao, os sinais sobre z_ sao (—+), (——) e (—+).

Em Fix(1), temos que o sinal do determinante é negativo e, portanto, os autovalores tem

sinal (+—).

3. Regiao 5. Nesta regiao, a < 0. Os diagramas comportam-se basicamente como na regiao
3 com curvas x4+ mudando devido ao sinal de a. A bifurcagao secundaria ocorre no ramo
Ze;. Como no caso anterior, Tp = e3(A\y — «) e os ramos tem sinal igual a €3 porque

A —a>0.
Portanto, os autovalores sao como segue:

Quando e3 = 1, sobre x_, os sinais dos autovalores sdo (——). Sobre z, os sinais depen-

dem dos intervalos de \:

e )\ € (— %,A): (+-).

o Ae (A AL (H4).

e \c (M,\/g) (+-).
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4. Regiao 4. Nesta regido, os dois pontos da bifurcacao secundaria sao 7+ = e3(Ax — a) e

tem sinais opostos. Isto pode ser visto porque \/ (1 4+ m)B — ma? é maior em médulo que
|mal. Consequentemente, T4 terao os sinais te3. Os sinais dos autovalores sdo como se

segue quando €3 = 1.

Sobre x ., eles dependem dos intervalos de A.

e \€ (—\/g,)ur): (++).

Sobre Fix(1), reorganizando as equagoes obtemos

ey = B — (1 +m)\* + 2\ — .

Esta equacao é simétrica em y.

Dependendo de € temos uma elipse ou hipérbole. Analisamos e = 1. Neste caso,

A € [A_, \;] onde as fronteiras do intervalo sao dadas por (4.6) e o ramo é uma elipse.

O sinal do determinante da Jacobiana é dado por —ese3 = €3. No caso em que €3 = 1, 08

autovalores sao (+—).
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7 [
B &
Yo
D
S =
O o

63:]_ 63:—1

Figura 4.10: Diagramas de bifurcagao para e; = 1.
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A andlise dos demais sinais de € e €3 é analoga e fazemos apenas os diagramas de bifurcacao.

ARy

++ ++
I, -,
—F —
+-— +-—

- [ At - . T+
R o
+r+ e
ot
@ '
—Ft _—"
© AN
+_
.
€3 — 1 €3 — —1

Figura 4.11: Diagramas de bifurcacao para (e; = —1):(2? — > + mA% — 3, (e3x — A + a)y).
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4.8 Diagramas de Bifurcacao da Quinta Forma Normal
O desdobramento da quinta forma normal é uma aplicacao G5 : R? x R x R? — R?, dado por
G5<CL’, Y, >‘a «, 6) = ("L‘Q + 6292 - )‘7 (m:p2 - BCL’ + €4y2 - Oé)y), (48)

com m # 0,1,2.
Analisamos o caso € = —1, ¢, = =1, m > 2.

Dessa forma,

G5(x7y)A7a76) = (xz - y2 - )\7 (me - ﬁfﬁ - y2 - OZ)y)

Na tabela (4.11) estao as solugoes de G5 = 0 e os resultados sobre os autovalores respectivos.

Subgrupo de Solugoes Autovalores
Isotropia
7 y=0 2x
A\ = 22 ma? — Bz +
L A=a?—y? tr(DGs5) = 2x — 2y?
mz? — Br —y* —a =0 det(DG5) = —[3 + 2(1 — m)z]y?

Tabela 4.11: Solugoes e autovalores.

As variedades de transicao para este caso sao:

(a) Sr={(a,8) € R?*| p(0,0,0,0) = 0} = {(a, ) € R*| o = 0}.

(b) T ={(c,8) € R p(x,0,\, a0, ) = pa(,0,\, v, B) = q(,0, A, v, B) = 0}.

Assim,

\ =22,

ma? — Bz = a.
Logo,
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Pz D
(C) j:{(&7ﬁ)ERQ’p(l.?O?A?&?ﬁ):q(x707)\7a{7/6): * (x7O7A?a7/6):0}'
qz  gx
Entao,
A\ =22,
ma? — fr =« @xzﬂ-
’ 2m
2mx — (= 0.
Substituindo z na segunda equagao, obtemos
B =B
O M 2m<:>a_4m'
Portanto,
J = (aﬁ)ERQIQZ_—ﬁ :
’ 4m
Pz Po
(d) @={(a,B) € R?| p(z,0,)\,a, 3) = q(x,0,\, v, B) = (2,0, a, 3) = 0}.
Pv Qo
Entao,
A\ =22,
ma? — Bz = a,
s
2 —1)= =
rm—1)=0&zx m =1
Substituindo na segunda equagao obtemos
2 2 _ 2 _ _ 2
ms B :aﬁa:(m%—Z 2m) [ PR (m 2)5.
4m—1)2  2(m—1) 4(m —1)2 4(m —1)2
Assim, )
—2)p
— R2 — (m )

(d) D<Jf07‘,’r) = {(aaﬁ) S IR2| E|.CE1 7& T2, p(a:laOa)\a Oé,ﬁ) :px(xboa)\aaaﬁ) :p<l‘2,'l),)\,06,ﬁ)
Pz Do
9z 4o

= q(x9,v,\, 0, B) = (x2,v,\, 0, 3) = 0}.
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Entao,

.
A=z
21‘1 :O,
73 + €y* = 0, A=x1 =0,

< 2 2y — ﬂ
ma3 — By + €2y = a, Ty = m
B =2y,
—2x9 4+ 2may — 3= 0.

\

2

Substituindo y? por €73 na equacao mx3 — By + €2y* = a, obtemos

= mas — BTy + €75 <= a = 13(m — &) — [To.

Agora, temos duas possibilidades:

(i) Se e = —1 temos y?> = x3. Substituimos o valor de z, na ultima expressao, e
obtemos , , ,
p p —B
S A (S S A
ey PG T ey T im-1)
Portanto,

2

0 20 P
D(F,F’) {(a,ﬁ) ER a= 4(m—1)}'
(ii) Se e; = 1, temos y* = —x3. Logo, x5 = 0. Portanto, D(F, F°) =

Na Figura (4.12) representamos as variedades de transigdo para o caso em que m > 2.

AW

Figura 4.12: Variedade de transicao.
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Os ramos relativos a Fix(1) podem ser escritos como

v = ma® — Bz — a,

A= (1—-m)2*+ Bx+ a.

O comportamento dos autovalores ao longo desses ramos dependem das regioes do plano

(o, B).

1. Fix(Zy). Os sinais dos autovalores sao dados pelos sinais de z e mz® — Bz — a. Eles

_ BE B+ dma

mudam de sinalem x =0 e x4 = , respectivamente. Para que x4 exista

2m
2

devemos ter 32 + 4ma > 0, ou seja, o > ——.

4dm

e Sea>0,r_<0<ux,,
52

e Se —— <a<0,0<xr_<zy, B>00u
4m

e r_<ux,<0,8<0.

2
Analisamos o caso o < I (regides 4, 5 e 6). Os sinais dos autovalores sao
m

oz <0: (—+),
o x>0 (++).

Quando « > 0, temos as regioes 1 e 9. Os intervalos de x com os sinais dos autovalores

Sao

2
Quando ~am < a <0, >0 (regides 2 e 3). Os intervalos de x com os sinais dos
m

autovalores sao
o £ <0: (—+),
e 0<x<uz_: (++),
o r_<z<umy: (+-),

oz, <z (++).
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2
Para —f— <a<0e <0 (regides 7 e 8), temos
m

o v <uz_: (—4),
o x_<x<uwy (——),
o x, <x<0: (—4),

o z>0: (++).

2. Fix(1). Se 3% + 4ma > 0, existem dois ramos bifurcando de Fix(Zs).

B+ /5% + dma
2m

— 2 —
A=z onde 7, =

(S

B —/03?+4dma

A=22 onde z_ =
2m

Estudamos, agora, a estabilidade dos ramos. Temos
tr(DGs) = o —y* =z —ma® + fr —a = —ma® + (1 + Bz — a
det(DGs) = —[B+ 2(1 — m)z].

Observamos que det(DG5) = 0 fornece a dobra (turning point) nesses ramos. Assim,

g

TP = B = 1)

se ele existe no ramo.

Notemos que se 32 + 4ma < 0, o ramos é parametrizado por z € R.

m— 2

Mostremos que xrp > x4 se a < —B2H, £ > 0, isto é, nas regides 3, 4 e metade
m —

da 5.

Temos

mﬁ > /(2 +4dmae >0,
52
(m —1)?
B%m(2 — m)
(m —1)?

> 32 +dma,

> dma.
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(m=2)
4(m —1)%

m — . , .
Analogamente, x7p < x_ se o < —[32 4( 5» 3 <0, isto é, nas regices 6, 7 e a outra

(m—1)

Consequentemente, o < —(3?

metade da regiao 5.

Analogamente, aos casos anteriores analisamos as solucoes em cada regiao. Observamos

que det(DG5) nos ramos x4 é dado por
det(DG5) = —5 + 2(m — 1)$Ci =

[—6 £ (m —1)/[? + 4ma/]

e o sinal do trago depende dos sinais de x4 em cada regiao.

1
m

T —

A==
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++

++ Tt
+_

Figura 4.13: Diagramas de bifurcacgao.

A andlise dos demais sinais é analoga, dessa forma omitimos os cédlculos e exibimos as

variedades de transicao e os diagramas de bifurcacao.

(a) & =—-1,0<m < 1.
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B=0
@ = gn=tp’
@ = i\ ® Y y
@ & a=0
© @
®

_ —4p?
a= 4m

Figura 4.14: Variedades de transicao.

++

++
++ Tt
+— g
®
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++

(b) e =—1, m < 0.

_52

~ 4m

= 4(m 1)

oL

Figura 4.15: Variedades de transicao.

-
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£t ++ 44
@ g D ©

+

++

++

—
<
— -

++
++ ++ 7 o

(c)ea =1, m > 0.
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6=0
@ @
a=0
© @
® €
@
o= ZT; = 4(?7:711)2 B2

Figura 4.16: Variedade de transicao para m > 2.

m > 2 0<m<?2
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4+ ++ ++

o

O<m<?2 m > 2
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(d) ea=1,m <0.

D a= 20
@ @
© 6) a=0
® ‘_ @
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++ +

— 7
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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