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RESUMO

As técnicas de controle disponíveis necessitam de modelos capazes de representar as
características dinâmicas dos sistemas físicos. A modelagem matemática de tais sistemas
nem sempre é viável quando se refere a sistemas de alta complexidade. A identificação
de sistemas apresenta-se como uma alternativa na obtenção de modelos aproximados.

É possível realizar a identificação de modelos nos domínios do tempo e da freqüência.
Este trabalho apresenta um estudo comparativo entre metodologias de identificação no
domínio da freqüência, onde o modelo estimado Gn

e (s) tem seus parâmetros ajustados
tomando-se como critério de ajuste a minimização de uma função custo baseado em
norma quadrática. Este critério permite aproximar os pontos da resposta em freqüência
do modelo estimado com os respectivos pontos de resposta em freqüência medidos no
sistema real.

Os procedimentos que serão abordados para determinar os coeficientes do modelo es-
timado neste trabalho foram apresentados em (LEVY, 1959), (VALLE, 2005), (ARAÚJO,
2006) e (WULHYNEK, 2002). Para as metodologias apresentadas em (LEVY, 1959) e
(ARAÚJO, 2006) foram propostos aperfeiçoamentos com os quais se obteve resultados
satisfatórios. Esses aperfeiçoamentos englobam a normalização do vetor de freqüências
ω, a aplicação do escalonamento com pivoteamento parcial na resolução do sistema de
equações lineares em substituição ao cálculo da pseudo-inversa e a utilização dos pólos
estimados por essas duas técnicas na solução analítica do cálculo da posição ótima dos
zeros.

Ao término do trabalho são apresentados cinco exemplos acadêmicos e um exemplo
utilizando os dados de um modelo real de um sistema elétrico de potência de grande
porte (New England). Os exemplos abordam diferentes possibilidades de sistemas e
visam avaliar e comparar o desempenho das metodologias abordadas.
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ABSTRACT

The available control techniques need models capable to represent the dynamic cha-
racteristics of the physical systems. The mathematical modeling of such systems nor
always is viable in more complex systems. The identification of systems is presented as
an alternative in the attainment of approached models.

It is possible to apply identification in the time domain and frequency domain. This
work presents a comparative study between methodologies of identification in the fre-
quency domain, where the estimate model has its adjusted parameters being overcome
as adjustment criterion the minimização of a cost function based on quadratic norm.

The procedures that will be boarded to determine the coefficients of the estimate
model in this work presented in (LEVY, 1959), (VALLE, 2005), (ARAÚJO, 2006) and
(WULHYNEK, 2002). For the methodologies in (LEVY, 1959) and (ARAÚJO, 2006)
perfectionings had been considered with resulted satisfactory. These perfectionings are
the normalization of the vector of frequencies, the application of the scheduling with
partial pivoteamento in the resolution of the system of linear equations in substitution
to the calculation of pseudo-inverse and the use of the polar regions estimate for these
two techniques in the zeros analytical calculation.

At the end of the work are presented six examples of application. The five The
six first ones are academics, which approach different possibilities of systems. The last
example displays the comparison of the methodologies using the data of a real model of
an electrical power system (New England).
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1 INTRODUÇÃO

O modelo de um sistema é a representação física, gráfica ou matemática de observa-

ções feitas no mundo real de acordo com um certo padrão. Conforme (CORRÊA, 2001),

a modelagem de sistemas é de vital importância para o desenvolvimento da ciência e da

tecnologia. A evolução do conhecimento científico ao longo dos séculos vem se apoiando

em regras e leis matemáticas que descrevem fenômenos físicos observados na natureza.

Existem vários tipos de modelos para representação do comportamento de sistemas.

O ato de dirigir um veículo, por exemplo, pode ser comparado com a utilização de modelos

mentais de sistemas físicos, usados naturalmente pelas pessoas em tarefas do cotidiano.

Um motorista que dirige pela primeira vez um certo automóvel, inicia identificando o

sistema, ou seja, obtém um modelo mental para o mesmo, a fim de ajustar suas ações

para o controle do automóvel. Várias outras situações do cotidiano podem ser citadas

como exemplos de utilização de modelos.

A modelagem matemática de sistemas adquire importância especial na solução de

problemas de engenharia. Através de modelos matemáticos pode-se predizer o compor-

tamento de um sistema, possibilitando a realização de simulações, sob diversas condições

de operação. Com isso, pode-se ajustar controladores e/ou estudar formas de melhorar

o desempenho do sistema através de simulações com seus modelos.

Na prática, a obtenção de modelos que reproduzam exatamente o comportamento de

um sistema é algo impossível. Contudo, os modelos que se aproximam do comportamento

do sistema observado em uma determinada aplicação, mesmo em uma faixa de operação

limitada, podem ser satisfatórios. Deste modo, não existe somente um modelo para um

determinado sistema, mas diversos para o mesmo. Nem sempre o que melhor se aproxima

do comportamento de um sistema é o mais adequado. A escolha do modelo depende da

aplicação em que o mesmo será utilizado.

1.1 MOTIVAÇÃO

Para se obter bons resultados no controle de sistemas reais, depende-se basicamente

do conhecimento prévio das características dinâmicas desses sistemas. Em outras pala-

vras, depende-se do conhecimento de um modelo matemático que represente fielmente o

comportamento do sistema.
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A construção de modelos matemáticos confiáveis é possível com o entendimento da

dinâmica do sistema. Tais modelos têm a finalidade de ajudar o homem a melhor entender

um fenômeno e a empregá-lo a seu favor.

O modelo matemático de um sistema pode ser obtido de várias formas. A mais co-

mum consiste em desenvolvê-lo partindo das leis físicas que regem a dinâmica do sistema.

Entretanto, as leis físicas básicas envolvidas na dinâmica do processo, nem sempre são

diretamente aplicáveis, pois em muitos casos surge a necessidade de determinação de

parâmetros difíceis de medir. Em sistemas muito complexos, a modelagem baseada nas

leis físicas do processo normalmente torna-se inviável, já que nem todas as relações entre

as diversas variáveis e nem tampouco todas as grandezas físicas envolvidas são conheci-

das. Portanto, para se obter a precisão necessária no modelo é preciso que as grandezas

possam ser medidas direta ou indiretamente.

É nesse contexto que surge a Identificação de Sistemas. O modelo matemático é

construído numericamente a partir da resposta a uma entrada conhecida. Para isso,

aplica-se uma entrada na planta e mede-se a resposta com uma taxa de amostragem

constante. Os sinais produzidos de entrada e de saída são armazenados para futuro

processamento de um modelo. Os modelos matemáticos calculados através deste processo

conseguem reproduzir as características dinâmicas e estáticas do sistema original. A

identificação surge como uma ferramenta alternativa, e mais prática, para a obtenção de

um modelo matemático aproximado, adaptado a um determinado ponto de operação do

sistema. Apesar desse tipo de modelagem ser ajustado de forma numérica, os resultados

produzidos possuem bons graus de precisão.

De acordo com (AGUIRRE, 2004), três considerações simplificadoras são normal-

mente levadas em conta, quando se refere à identificação de sistemas:

• Linearidade: o sistema é considerado linear em uma região próxima do ponto de

operação observado;

• Invariância no tempo: a dinâmica do sistema não varia significativamente ao longo

do tempo considerado;

• Concentração de Parâmetros: as variáveis de interesse do sistema variam apenas

com o tempo, e não com o espaço.

As técnicas de identificação utilizam, como ponto de partida, os dados de entrada e

de saída medidos no sistema que se deseja modelar. Conforme (CORRÊA, 2001), tais

18



dados são denominados dados de identificação e são obtidos através da medição da res-

posta do sistema y(t) a uma excitação pré-determinada na entrada u(t). A qualidade

do modelo calculado estará diretamente ligada com as características do sinal de excita-

ção. O modelo só reproduzirá as características do sistema se este estiver adequadamente

excitados pelo sinal de entrada. Portanto, a Identificação de Sistemas consiste, conceitu-

almente, em observar os sinais de entrada e de saída de uma planta física e, após tratá-los

matematicamente, gerar um modelo que represente o comportamento dinâmico que foi

observado na planta.

A identificação pode ser realizada no domínio do tempo ou da freqüência. No domínio

do tempo, uma seqüência numérica é obtida como resposta do sistema a um típico sinal

de entrada (pulso, degrau, etc). Alguns parâmetros na resposta transitória do sistema são

medidos e utilizados como massa de dados para a identificação do modelo do processo.

No domínio da freqüência, os dados necessários para a identificação são, normalmente,

os pontos da curva de resposta em freqüência do sistema físico, sendo estes usados no

cálculo da função de transferência estimada.

As duas formas de identificação apresentam resultados bastante eficientes, porém

(PINTELON, 1997) cita seis vantagens do procedimento de identificação no domínio da

freqüência:

• Facilidade de redução do ruído: o ruído surge como freqüências que não foram

excitadas na entrada do sistema. Assim, é possível distinguí-lo e reduzir o seu

efeito na saída do sistema.

• Redução do volume de dados: muitas amostras no domínio do tempo são substi-

tuídas por poucas linhas espectrais.

• Utilização a DFT (Discrete Fourier Transform): no cálculo do espectro, o erro tem

função de distribuição de probabilidade normal.

• Estado inicial: ao contrário da identificação no domínio do tempo, a identificação

no domínio da freqüência não precisa estimar o estado inicial do sistema, pois o

sistema é analisado em regime permanente;

• Validação do modelo: quando se usam excitações periódicas, os pontos da função

de resposta em freqüência podem ser bem estimados;

• Facilidade em combinar dados de diferentes experimentos: o levantamento da res-

posta em freqüência de um sistema pode ser feito através de vários experimentos
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combinando seus resultados.

Tanto no domínio do tempo, como no domínio da freqüência, a estimação de parâ-

metros e a validação do método são fases importantes na identificação de sistemas. A

estimação consiste em determinar os parâmetros de uma dada estrutura, permitindo que

o modelo reproduza o comportamento do sistema original. A validação é a confirmação

que todas as dinâmicas presentes nos dados de identificação utilizados foram modeladas,

isto é, serve para avaliar quanto o modelo representa fielmente a dinâmica do sistema

original.

Conforme descrito em (WULHYNEK, 2002), a resposta em freqüência de um dado

sistema pode ser obtida utilizando um procedimento experimental. Porém, na prática,

segundo (AGUIRRE, 2004) existem algumas desvantagens neste tipo de implementação,

que são:

• nem sempre é possível aplicar sinais senoidais ao processo a ser identificado;

• o teste experimental requer uma longa duração;

• para cada freqüência de teste é necessário esperar que o sistema entre em regime

permanente.

Além disso, os sistemas reais são geralmente não-lineares, o que acarreta distorções

das senóides observadas na saída. Uma senóide distorcida, devido as não-linearidades,

é composta pelo sinal na freqüência fundamental adicionado a sinais com freqüências

harmônicas. Em outras palavras, se a Transformada de Fourier for aplicada a estes

sinais, faixas adicionais do espectro serão encontradas, além das componentes referentes

ao sinal de entrada. Este efeito, observados nos sinais, pode ser minimizado limitando-se

os valores das amplitudes das senóides de entrada. Em contrapartida, as amplitudes

das respostas decrescem proporcionalmente, gerando dificuldades nas medidas, exigindo

maior precisão dos sensores e ampliando o efeito do ruído.

1.2 HISTÓRICO DOS TRABALHOS EM IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS NO IME

Os trabalhos apresentados no IME abordaram a identificação no domínio do tempo

e no domínio da freqüência, apresentando diferentes soluções para o problema da identi-

ficação. Devido a grande diversidade nos métodos aplicados, os trabalhos tiveram classi-

ficações distintas para cada uma das abordagens.
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Para identificação no domínio do tempo foi desenvolvido em (MOISÉS, 2000) uma

metodologia para o ajuste de modelos lineares em sistemas não-lineares, com a finali-

dade de, posteriormente, permitir a realização do controle de sistemas industriais sem a

necessidade do prévio conhecimento do modelo matemático da planta. A identificação

do modelo foi realizada com base nos parâmetros de Markov, obtendo-se uma matriz

que, uma vez escalonada, permitia a estimação dos coeficientes do numerador e deno-

minador da função de transferência do modelo identificado. Abordou-se também nesse

trabalho o ajuste de controladores PID, os quais são calculados por métodos numéricos

de otimização, visando robustez em estabilidade e desempenho.

Em (SODRÉ, 2002), apresentou-se também uma metodologia de identificação no

domínio do tempo, mas utilizando Conjuntos Geradores Otimizados (CGO) para a de-

terminação do modelo estimado. O cálculo dos coeficientes da expansão foi realizado por

métodos de programação não-linear.

A identificação no domínio da freqüência consiste na utilização de sinais senoidais

da forma Asen(ωit), aplicando-os na entrada do sistema a ser identificado. Operando

na região linear, sinais de saída da forma Bsen(ωit + φ) serão gerados como resposta.

As freqüências ωi são previamente escolhidas em uma faixa de interesse. Medidas de

amplitude B e de fase φ do sinal de saída permitirão determinar a resposta em freqüência

Gf (jω). Estes dois vetores, ω = [ω0, ω1, ω2, ..., ωn] e Gf (jω), serão os dados empregados

nas metodologias de identificação, ou seja, os dados necessários para a identificação são

os pontos da curva de resposta em freqüência do sistema físico.

Os trabalhos realizados no programa de pós-graduação do IME, utilizando as metodo-

logias de identificação a partir da resposta em freqüência foram apresentadas em: (WU-

LHYNEK, 2002), (MAGALHÃES NETO, 2005), (VALLE, 2005) e (ARAÚJO, 2006).

Essas metodologias foram aplicadas a sistemas lineares, invariantes no tempo e de parâ-

metros concentrados, supondo-se ainda a inexistência de conhecimentos prévios de suas

dinâmicas.

Em (WULHYNEK, 2002), a metodologia de identificação consiste em estimar a fun-

ção de transferência por um modelo Gn
e (θ, s), escolhendo-se previamente a ordem n e o

conjunto de funções v(s), cuja expansão será utilizada como espaço solução do problema

formulado. Entre as funções v(s) escolhidas, foram adotadas as funções de Laguerre,

bem como os Conjuntos Geradores Otimizados (CGO). O vetor de parâmetros θ é então

ajustado de maneira a minimizar o critério adotado. Neste trabalho foram estudados

4 subproblemas, que abordam as expansões citadas utilizando a norma dois e a norma
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infinito como critério de ajuste para o cálculo do custo.

Em (MAGALHÃES NETO, 2005), foi realizada a identificação de modelos lineares

e não-lineares no domínio da freqüência aplicada a sistemas aeronáuticos. Os dados

utilizados na identificação foram extraídos experimentalmente, a partir de ensaios em

vôo. A metodologia de identificação proposta em (LEVY, 1959) foi aplicada a uma

aeronave caça F-16 e em um míssil ar-ar genérico.

Em (VALLE, 2005), aborda-se tópicos de aplicação de sinais discretos no tempo em

sistemas lineares. Essa metodologia de identificação utiliza dados de resposta determi-

nados pela aplicação da Fast Fourier Transform (FFT). Com estes dados, um modelo

estimado na forma de expansão em Conjunto Gerador Otimizado (CGO) é calculado

iterativamente, via imposição de pólos e cálculo analítico da posição ótima dos zeros. O

modelo estimado tem seus parâmetros ajustados tomando-se como critério a minimização

de uma função custo. Este critério busca aproximar pontos da resposta em freqüência do

modelo aos respectivos pontos de resposta em freqüência do sistema obtido via FFT. Caso

o ajuste desejado não seja alcançado, poderá ser calculado um novo modelo estimado e

otimizado. O método de otimização utilizado foi o BFGS, com busca unidimensional de

Wolfe.

Por fim, em (ARAÚJO, 2006), foram realizados novos algoritmos de identificação

dos tipos caixa-preta e caixa-cinza para sistemas lineares variantes no tempo (LPV - Li-

near a Parâmetros Variáveis) e não-lineares comumente tratados como sistemas lineares

não-estacionários ou quasi -LPV. Os algoritmos são baseados no emprego de amostras

discretas dos sinais de entrada e de saída da planta física nos domínios do tempo e da fre-

qüência. O processo clássico de escalonamento de ganhos apresentado em (PELLANDA,

2001), foi aperfeiçoado através do desenvolvimento de um método de escolha sistemática

de um conjunto de pontos de síntese, a fim de melhor aproximar o modelo não-linear

da planta em toda a sua faixa de operação. No trabalho em (ARAÚJO, 2006), também

foram desenvolvidas novas metodologias de escalonamento de ganhos baseadas na reali-

mentação de estados e na estrutura estimação-controle para algumas classes de sistemas

não-estacionários.

1.3 POSICIONAMENTO, OBJETIVOS E ESCOPO DO TRABALHO

As metodologias abordadas nesse trabalho utilizam a identificação no domínio da

freqüência. São aplicadas a sistemas SISO (Single Input Single Output) estáveis, lineares

em torno de um ponto de operação e de parâmetros concentrados, dos quais não se te-

22



nham informações prévias a respeito de suas dinâmicas. A aplicação em sistemas MIMO

(Multiple Input Multiple Output) é uma extensão possível, bastando aplicar individual-

mente os procedimentos de identificação em cada par entrada-saída.

Para os sistemas físicos que não admitem entradas oscilatórias, é possível empregar o

método de identificação a partir da aplicação de FFT (Fast Fourier Transform) em cima

de um par de sinais de entrada e saída. A aplicação de FFT foi realizada por diversos

autores como (NINNESS, 1996), (PINTELON, 1997) e (AGUIRRE, 2004).

Um vetor de freqüência arbitrado ω = [ω0, ω1, ω2, ..., ωm]T ∈ Rm é aplicado ao modelo

conhecido, gerando um conjunto de dados de resposta em freqüência em (1.1), referente

ao sistema real a ser identificado.

Gf (jω) = [Gf (jω1) Gf (jω2) ... Gf (jωm)]T ∈ Cm (1.1)

O conjunto de dados é formalmente definido, para m valores de freqüências selecio-

nadas, expressas como pares ordenados da forma: {(ωi, G(jωi)); i = 1, ..., m}.
A partir deste conjunto de dados, os algoritmos abordados tem como principal obje-

tivo calcular uma função estimada de ordem n, Gn
e (s), tal que sua resposta em freqüência,

Gn
e (jω) melhor se aproxime, segundo um critério de custo, de Gf (jω), que foi medida

em um sistema real. A aproximação entre as referidas respostas em freqüência para cada

elemento do vetor ω é dependente de um ajuste nos parâmetros de Gn
e (s). O ajuste é

determinado pela função custo adotada de acordo com:

J = ‖Gf (jω)−Gn
e (jω)‖2

2 (1.2)

A minimização dessa função custo é utilizada como critério de ajuste do modelo a

ser aproximado, ou seja, a norma 2 aplicada a diferença entre os m pontos discretos

pertencentes ao conjunto de dados de resposta em freqüência disponível pelo sistema

real {(ωi, Gf (jωi)); i = 1, ...,m} e pelo modelo estimado {(ωi, G
n
e (jωi)); i = 1, ..., m}.

Esse trabalho tem como objetivo realizar um estudo comparativo com alguns dos

métodos existentes na área de identificação, trazendo algumas contribuições sem contudo

ter a pretensão de extinguir o assunto. Estas metodologias e seus aperfeiçoamentos

utilizam algoritmos iterativos, que calculam e ajustam um modelo estimado de acordo

com a minimização da função custo adotada.
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A contribuição mais significativa deste trabalho trata do estudo e a aplicação do

método de Levy em alguns exemplos acadêmicos, buscando adaptar a metodologia e

combinar a sua aplicação com outras já consagradas e, por fim, fazer uma comparação

dos resultados.

Para o método de identificação proposto em (LEVY, 1959) foram detectadas dificul-

dades na metodologia quando os dados eram referentes a sistemas com ordens superior

a 5. Constatou-se que a medida que aumenta-se a ordem do sistema, a quantidade de

freqüências amostradas e os valores absolutos das freqüências no vetor ω, as matrizes

ficam mal condicionadas induzindo erros no método. Em alguns casos, esse mal condi-

cionamento juntamente com os erros de manipulação algébrica, durante a resolução do

sistema de equações lineares, impossibilitam a geração de um bom modelo estimado por

este método. Para melhorar o condicionamento das matrizes avaliadas, foi proposta uma

normalização do vetor de freqüências. Para diminuir os erros numéricos por manipulação

algébrica, utilizou-se o escalonamento com pivoteamento parcial durante a resolução do

sistema de equações lineares em (2.43).

Para a técnica de equações-diferença na freqüência proposta em (ARAÚJO, 2006), os

erros numéricos por manipulação algébrica, na maioria dos casos, eram grandes quando se

determinava a solução do sistema linear apresentado em (2.69). Para diminuir esses erros

foi proposto o escalonamento com pivoteamento parcial, com o qual obteve-se melhores

resultados para os custos, como também em relação ao ajuste dos diagramas de resposta

em freqüência dos exemplos apresentados no capítulo 3.

A metodologia de identificação por imposição de pólos e cálculo analítico da posição

ótima dos zeros, proposta em (VALLE, 2005), foi apresentada nesse trabalho para fins

de comparação. O conceito do cálculo analítico da posição ótima dos zeros utilizando

pólos já definidos, é umas das contribuições desse trabalho para o método de Levy e para

o método de equações diferença na freqüência. Portanto, as metodologias das seções

2.2 e 2.5 usam os métodos originais apresentados, respectivamente, em (LEVY, 1959)

e (ARAÚJO, 2006), sendo propostos a eles a normalização do vetor de freqüências, o

escalonamento com pivoteamento parcial, como também o cálculo analítico da posição

ótima dos zeros. Em cada um dos casos são utilizados os pólos calculados pelos métodos

correspondentes.

Para o problema da identificação, apresentado em (WULHYNEK, 2002), que uti-

liza a expansão da base de Laguerre e o CGO como conjuntos solução, foi proposta a

normalização do vetor de frequência.
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A apresentação das metodologias, dos aperfeiçoamentos e dos resultados encontram-

se nos próximos três capítulos dessa dissertação.

O Capítulo 2 descreve os métodos de identificação estudados bem como apresenta

os aperfeiçoamentos propostos por este trabalho. Primeiramente é feita a descrição do

método de identificação de (LEVY, 1959) e suas modificações. Em seguida, é apresen-

tado o método de imposição de pólos e ajuste da posição ótima dos zeros, propostos

em (VALLE, 2005). Posteriormente, descreve-se o método (ARAÚJO, 2006) baseado em

equações-diferença na freqüência e seus aperfeiçoamentos. Por fim, apresenta-se a iden-

tificação utilizando a expansão por base de Laguerre e Conjuntos Geradores Otimizados

(CGO) de acordo com (WULHYNEK, 2002).

O Capitulo 3 é destinado a aplicações e comparações dos métodos de identificação

e seus aperfeiçoamentos. Inicia-se com exemplos teóricos diversificados, em que foram

escolhidos modelos que possam representar sistemas reais. A aplicação das metodologias

de identificação em dados relativos a um experimento prático é apresentada no final desse

capítulo.

O Capítulo 4 contempla as conclusões como também as sugestões para trabalhos

futuros.
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2 DESCRIÇÃO DOS MÉTODOS

O propósito deste capítulo é descrever os métodos de identificação já mencionados e

que serão abordados no desenvolvimento desse trabalho.

Primeiramente, será apresentado o método de identificação de Levy (LEVY, 1959).

A seção seguinte mostrará os aperfeiçoamentos propostos para o método de Levy utili-

zando a normalização do vetor de freqüências, o cálculo da posição ótima dos zeros e o

escalonamento com pivoteamento parcial empregado no cálculo da solução de sistemas

de equações lineares. A terceira seção mostrará o método de identificação baseado na

imposição de pólos e o ajuste da posição ótima dos zeros, conforme (VALLE, 2005). Na

seção seguinte será apresentado o método baseado em equação-diferença na freqüência

(ARAÚJO, 2006), e os aperfeiçoamentos propostos. Para finalizar este capítulo, será feita

a descrição da técnica de identificação utilizando Conjunto Gerador Otimizado (CGO),

conforme apresentado em (WULHYNEK, 2002).

2.1 MÉTODO DE LEVY

Esse método foi proposto em (LEVY, 1959), e considera que a resposta em freqüên-

cia do sistema seja representada por uma expressão algébrica. A expressão desejada, que

representa o modelo em função de transferência do sistema, é uma relação de dois polinô-

mios. O método estima os coeficientes desses polinômios através da solução numérica de

um sistema de equações lineares. Os parâmetros presentes nessas equações são estimados

a partir da relação de variação de amplitude e de fase dos sinais de saída e de entrada ao

longo da faixa de freqüências.

As partes real e imaginária dos dados de resposta em freqüência de Gf (jω), são

tratadas separadamente. Considera-se que esses dados possam ser aproximados como

resposta em freqüência do modelo Gn
e (s) a ser identificado, que corresponde a razão de

dois polinômios de ordem n dependentes da variável complexa s de acordo com:

Gn
e (s) =

a0 + a1s + ... + ansn

1 + b1s + ... + bnsn
(2.1)

Os vetores de coeficientes a = [a0, a1, ..., an] e b = [b1, ..., bn] são determinados por

intermédio da resolução do sistema de equações lineares, que será definido nesta seção.
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Uma seqüência de freqüências é escolhida, de modo a cobrir todo o domínio da faixa

de resposta do sistema gerando o vetor ω = [ω0, ω1, ω2, ..., ωk, ..., ωm]. Fazendo s = jω

em (2.1) é possível reescrevê-la na forma:

Gn
e (jω) =

a0 + a1(jω) + ... + an(jω)n

1 + b1(jω) + ... + bn(jω)n
(2.2)

Os coeficientes do numerador e do denominador da função Gn
e (jω) em (2.2) são

decompostos em parte real e parte imaginária, originando (2.3), a qual também pode ser

escrita como a relação de dois polinômios, N(jω) e D(jω), no domínio da freqüência.

Gn
e (jω) =

α + jωβ

σ + jωτ
=

N(jω)

D(jω)
(2.3)

onde:
α = a0 − a2ω

2 + a4ω
4 − ...

β = a1 − a3ω
2 + a5ω

4 − ...

σ = 1− b2ω
2 + b4ω

4 − ...

τ = b1 − b3ω
2 + b5ω

4 − ...

(2.4)

e ω · β representa um vetor cujos elementos são formados pelo produto dos elementos

correspondentes de ω e β.

Deseja-se ajustar o modelo Gn
e (s) de maneira que:

Gn
e (jω) ∼= Gf (jω)

para ω ∈ ω e ω = [ω0, ω1, ..., ωm]. Essa aproximação é alcançada através da minimização

de uma função custo, definida pela distância entre Gf (jω) e Gn
e (jω).

O ajuste do modelo é realizado por intermédio de uma função erro ε(ω) definida

como:

ε(ω) , Gf (jω)−Gn
e (jω) = Gf (jω)− N(jω)

D(jω)
(2.5)

Desenvolvendo (2.5):

D(jω) ε(ω) = D(jω) Gf (jω)−N(jω) (2.6)

ou ainda,

D(jω) ε(ω) = A(ω) + j B(ω) (2.7)

onde A e B são funções dependentes do vetor de freqüências ω e dos coeficientes

a0, a1, ..., an, b1, ..., bn.
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O próximo passo consiste em estabelecer uma norma da função custo:

E , ‖D(jω) ε(ω)‖2
2 = ‖A(ω) + j B(ω)‖2

2 (2.8)

cuja minimização permitirá a determinação dos coeficientes do modelo.

Assim, com base nas expressões (2.3), (2.5) e (2.8) obtem-se:

E =
m∑

k=0

[A2(ωk) + B2(ωk)] (2.9)

para uma dada freqüência específica ωk dentro da banda de freqüências do modelo a ser

estimado.

De acordo com (2.6) e (2.7):

A(ω) = Re [D(jω) Gf (jω)−N(jω)]

B(ω) = Im [D(jω) Gf (jω)−N(jω)]
(2.10)

onde Re[ ] e Im[ ] representam, respectivamente, a parte real e a parte imaginária do

argumento.

Dado que Gf (jω) , Y (ω) + jI(ω) e usando a seguinte notação: Yk , Y (ωk), Ik ,
I(ωk), N(jω) = α + jωβ e D(jω) = σ + jωτ obtém-se por substituição em (2.10):

A(ω) = Re[(σ + jωτ)(Yk + jIk)− (α + jωβ)]

B(ω) = Im[(σ + jωτ)(Yk + jIk)− (α + jωβ)]
(2.11)

Assim, é possível reescrever (2.9) como:

E =
m∑

k=0

[(σkYk − ωkτkIk − αk)
2 + (σkIk + Ykωkτk − ωkβk)

2] (2.12)

A próxima etapa será calcular todas as derivadas parciais de E, em relação aos

coeficientes ai e bi, igualando-as a 0 (zero), obtendo assim as equações para a solução

otimizada. Logo, num caso com n = 4 tem-se:

α = a0 − a2ω
2 + a4ω

4

β = a1 − a3ω
2

σ = b0 − b2ω
2 + b4ω

4

τ = b1 − b3ω
2 + b5ω

4

(2.13)

As derivadas parcias tomam as formas a seguir:

∂E

∂a0

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂a0

(−a0 + a2ω
2
k − a4ω

4
k)]
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∂E

∂a0

=
m∑

k=0

[−2(σkYk − ωkτkIk − αk)] (2.14)

∂E

∂a1

=
m∑

k=0

[2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂a1

[ωk(a1 − a3ω
2
k)]]

∂E

∂a1

=
m∑

k=0

[−2ωk(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.15)

∂E

∂a2

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂a2

(a0 + a2ω
2
k − a4ω

4
k)]

∂E

∂a2

=
m∑

k=0

[2ω2
k(σkYk − ωkτkIk − αk)] (2.16)

∂E

∂a3

=
m∑

k=0

[2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂a3

(−ωk(a1 − a3ω
2
k))]

∂E

∂a3

=
m∑

k=0

[2ω3
k(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.17)

∂E

∂a4

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂a4

(−(a0 + a2ω
2
k − a4ω

4
k)]

∂E

∂a4

=
m∑

k=0

[−2ω4
k(σkYk − ωkτkIk − αk)] (2.18)

∂E

∂b0

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b0

(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Yk] + ...+

+2ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b0

[(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Ik]]

∂E

∂b0

=
m∑

k=0

[2Yk(σkYk − ωkτkIk − αk) + 2Ik(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.19)

∂E

∂b1

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b1

[ωk(−b1 + b3ω
2
k − b5ω

4
k)Ik] + ...+

+2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b1

[ωk(b1 − b3ω
2
k + b5ω

4
k)Yk]]

∂E

∂b1

=
m∑

k=0

[−2ωkIk(σkYk − ωkτkIk − αk) + 2ωkYk(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.20)
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∂E

∂b2

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b2

[(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Yk] + ...+

+2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b2

[(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Ik]]

∂E

∂b2

=
m∑

k=0

[−2ω2
kYk(σkYk − ωkτkIk − αk)− 2ω2

kIkωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.21)

∂E

∂b3

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b3

[−ωk(b1 − b3ω
2
k + b5ω

4
k)Ik] + ...+

+2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b3

[ωk(b1 − b3ω
2
k + b5ω

4
k)Yk]]

∂E

∂b3

=
m∑

k=0

[2ω3
kIk(σkYk − ωkτkIk − αk)− 2ω3

kYk(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.22)

∂E

∂b4

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b4

[(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Yk] + ...+

+2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b4

[(b0 − b2ω
2
k + b4ω

4
k)Ik]]

∂E

∂b4

=
m∑

k=0

[2ω4
kYk(σkYk − ωkτkIk − αk)− 2ω4

kIk(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.23)

∂E

∂b5

=
m∑

k=0

[2(σkYk − ωkτkIk − αk)
∂

∂b5

[−ωk(b1 − b3ω
2
k + b5ω

4
k)Ik] + ...+

+2(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)
∂

∂b5

[ωk(b1 − b3ω
2
k + b5ω

4
k)Yk]]

∂E

∂b5

=
m∑

k=0

[2ω5
kIk(σkYk − ωkτkIk − αk)− 2ω5

kYk(ωkτkYk + σkIk − ωkβk)] (2.24)

O próximo passo é a aplicação de um mapeamento linear nas variáveis αk, βk, σk e τk

de forma que se possa isolar os termos envolvendo os coeficientes a0, a1, b0 e b1 utilizando

as seguintes transformações de variáveis:

αk = a0 − α′k
βk = a1 − β′k
σk = b0 − σ′k
τk = b1 − τ ′k

(2.25)
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Uma vez anulando todas as derivadas parcias, e substituídos os valores de αk, βk, σk

e τk, conforme transformação de variáveis dada em (2.25), tem-se:

∂E

∂a0

=
m∑

k=0

[−2(σkYk − ωkτkIk − αk)] = 0

m∑

k=0

b0Yk =
m∑

k=0

[a0 − α′k + Ykσ
′
k + ωkIkb1 − ωkIkτ

′
k] (2.26)

∂E

∂a1

= 0

m∑

k=0

ωkb0Ik =
m∑

k=0

[ω2
k(a1 − b′k) + ωkIkσ

′
k − ω2

kYk(b1 − τ ′k)] (2.27)

∂E

∂a2

= 0

m∑

k=0

ω2
kb0Yk =

m∑

k=0

[ω2
kYkσ

′
k + ω3

kIk(b1 − τ ′k) + ω2
k(a0 − α′k)] (2.28)

∂E

∂a3

= 0

m∑

k=0

ω3
kb0Ik =

m∑

k=0

[−ω4
kYk(b1 − τ ′k) + ω3

kIkτ
′
k + ω4

k(a1 − β′k)] (2.29)

∂E

∂a4

= 0

m∑

k=0

ω4
kb0Yk =

m∑

k=0

[−ω4
kσ

′
kYk + ω5

kIk(b1 − τ ′k) + ω4
k(a0 − α′k)] (2.30)

∂E

∂b0

= 0

m∑

k=0

[b0(Y
2
k + I2

k)] =
m∑

k=0

[Yk(a0 − α′k) + ωkIk(a1 − β′k) + σ′k(Y
2
k + I2

k)] (2.31)

∂E

∂b1

= 0

m∑

k=0

[ωkIk(a0 − α′k)− ω2
kYk(a1 − β′k) + ω2

k(Y
2
k + I2

k)(b1 − τ ′k)] (2.32)

∂E

∂b2

= 0
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m∑

k=0

[ω2
kb0(Y

2
k + I2

k)] =
m∑

k=0

[ω2
kYk(a0 − α′k) + ω3

kIk(a1 − β′k) + ω2
kσ

′
k(Y

2
k + I2

k)] (2.33)

∂E

∂b3

= 0

m∑

k=0

[ω3
kIk(a0 − α′k)− ω4

kYk(a1 − β′k) + ω4
k(Y

2
k + I2

k)(b1 − τ ′k)] (2.34)

∂E

∂b4

= 0

m∑

k=0

[ω4
kb0(Y

2
k + I2

k)] =
m∑

k=0

[ω4
kYk(a0 − α′k) + ω5

kIk(a1 − β′k) + ω4
kσ

′
k(Y

2
k + I2

k)] (2.35)

∂E

∂b5

= 0

m∑

k=0

[ω5
kIk(a0 − α′k)− ω6

kYk(a1 − β′k) + ω6
k(Y

2
k + I2

k)(b1 − τ ′k)] (2.36)

Cada uma das expressões anteriores contém termos que são funções dos coeficientes

a0, a1, b0 e b1 como também termos independentes. Uma notação condensada proposta

por Levy permite reescrever essas expressões sob a forma matricial cujos elementos sejam

calculados a partir da base de dados disponível no domínio da freqüência (o vetor de

números complexos correspondentes a resposta em freqüência).

Seja então a lista de substituições a serem realizadas nas equações em (2.26) a (2.36).

λh =
m∑

k=0

ωh
k

Sh =
m∑

k=0

ωh
kYk

Th =
m∑

k=0

ωh
kIk

Uh =
m∑

k=0

ωh
k (Y 2

k + I2
k) (2.37)

A substituição das relações enumeradas acima, muito embora permita a solução do

problema da identificação de forma condensada, não é trivial e por isso será mostrado a

seguir, de forma que seja extrapolada uma solução para o problema de identificação de

qualquer ordem para os polinômios do numerador e denominador.
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Sabendo-se que:

αk = a0 − a2ω
2 + a4ω

4 − ...

βk = a1 − a3ω
2 + a5ω

4 − ...

σk = b0 − b2ω
2 + b4ω

4 − ...

τk = b1 − b3ω
2 + b5ω

4 − ...

α′k = a2ω
2 − a4ω

4 − ...

β′k = a3ω
2 − a5ω

4 − ...

σ′k = b2ω
2 − b4ω

4 − ...

τ ′k = b3ω
2 − b5ω

4 − ...

(2.38)

Pode-se afirmar que, da equação em (2.26), obtém-se a expressão:

b0

m∑

k=0

Yk =
m∑

k=0

[(a0 − α′k) + (Yk + σ′k) + (ωkIkb1 − ωkIkτ
′
k)]

Ou ainda:

b0

m∑

k=0

Yk =
m∑

k=0

(a0 − α′k) +
m∑

k=0

(Yk + σ′k) +
m∑

k=0

(ωkIkb1 − ωkIkτ
′
k) (2.39)

Substituindo-se os valores de α′k, β′k, σ′k e τ ′k na equação (2.39), tem-se:

b0

m∑

k=0

Yk =
m∑

k=0

(a0−a2ω
2
k+a4ω

4
k−...)+

m∑

k=0

(Yk+b2ω
2
k−b4ω

4
k+...)+

m∑

k=0

[ωkIkb1−ωkIk(b3ω
2
k−b5ω

4
k−...)]

Substituindo as notações propostas em (2.37), na equação acima:

b0S0 = (a0λ0 − a2λ2 + a4λ4 − ...) + (b2S2 − b4S4 + ...) + (b1T1 − b3T3 + b5T5 − ...) (2.40)

Analogamente, realiza-se essas substituições em (2.27), obtendo-se:

b0

m∑

k=0

ωkIk =
m∑

k=0

[ω2
k(a1 − β′k) + ωkIkσ

′
k − ω2

kYk(b1 − τ ′k)]

b0

m∑

k=0

ωkIk =
m∑

k=0

ω2
k(a1 − β′k) +

m∑

k=0

(ωkIkσ
′
k)−

m∑

k=0

ω2
kYk(b1 − τ ′k)

b0

m∑

k=0

ωkIk =
m∑

k=0

ω2
k(a1 − a3ω

2
k + a5ω

4
k − ...) +

m∑

k=0

ωkIk(b2ω
2
k − b4ω

4
k + ...)−
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−...−
m∑

k=0

ω2
kYk(b1 − b3ω

2
k + b5ω

4
k − ...)

b0T1 = (a1λ2 − a3λ4 + a5λ6 − ...) + ...(b2T3 − b4T5 + ...) + (−b1S2 + b3S4 − b4S5 + ...)

Realizando-se o mesmo procedimento acima descrito para as demais equações de

(2.28) à (2.36), tem-se como forma resultante o sistema de equações:

b0S0 = a0λ0 − a2λ2 + a4λ4 − a6λ6 . . . + b1T1 + b2S2 − b3T3 − b4S4 + b5T5 . . .

b0T1 = a1λ2 − a3λ4 + a5λ6 − a7λ8 . . .− b1S2 + b2T3 + b3S4 − b4T5 − b5S6 . . .

b0S2 = a0λ2 − a2λ4 + a4λ6 − a6λ8 . . . + b1T3 + b2S4 − b3T5 − b4S6 + b5T7 . . .

b0T3 = a1λ4 − a3λ6 + a5λ8 − a7λ10 . . .− b1S4 + b2T5 + b3S6 − b4T7 − b5S8 . . .
...

0 = a0T1 − a1S2 − a2T3 + a3S4 + . . . + b1U2 − b3U4 + b5U6 − b7U8 . . .

b0U2 = a0S2 + a1T3 − a2S4 − a3T5 + . . . + b2U4 − b4U6 + b6U8 − b8U10 . . .

0 = a0T3 − a1S4 − a2T5 + a3S6 + . . . + b1U4 − b3U6 + b5U8 − b7U10 . . .

(2.41)

Em notação matricial:




λ0 0 −λ2 0 λ4 . . . T1 S2 −T3 −S4 t5 . . .

0 λ2 0 −λ4 0 . . .−S2 T3 S4 −T5 −S6 . . .

λ2 0 −λ4 0 λ6 . . . T3 S4 −T5 −S6 T7 . . .

0 λ4 0 −λ6 0 . . .−S4 T5 S6 −T7 −S8 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

T1−S2−T3 S4 T5 . . . U2 0 −U4 0 U6 . . .

S2 T3 −S4−T5 S6 . . . 0 U4 0 −U6 0 . . .

T3−S4−T5 S6 T7 . . . U4 0 −U6 0 U8 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...







a0

a1

a2

...

an

b1

b2

...

bn




=




S0

T1

S2

T3

...

0

U2

0

U4

...




(2.42)

MN = P (2.43)

Com o resultado obtido na equação (2.43), pode-se afirmar que, arbitrando b0 = 1

e estipulando adequadamente a ordem do sistema, o problema da identificação torna-

se a solução de um sistema de equações lineares, possível e determinado. Contudo,
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dependendo da ordem o sistema pode ser impossível, possível ou indeterminado. Na maior

parte dos problemas de identificação, a ordem do sistema pode ser obtida pela observação

dos diagramas de Bode, especificamente dos coeficientes angulares ou primeiras derivadas

dos gráficos de módulo e fase da resposta em freqüência.

2.2 MÉTODO DE LEVY ADAPTADO

Com os resultados obtidos utilizando o Método de Levy (LEVY, 1959), constatou-se

que para sistemas de ordem superior a 5, a solução da equação em (2.41) gerava um

mal condicionamento da matriz M em (2.43). Para reduzir esse efeito foram propostas

algumas medidas, que proporcionaram melhores resultados na resolução do problema.

Esses resultados podem ser analisados na tabela comparativa de custos em cada um dos

exemplos do capítulo 3. Foram propostas as seguintes medidas:

• Normalização da janela de resposta em freqüência, mapeando todas as freqüências

do conjunto no intervalo de 0 a 2rad/s. O limite superior ω = 2rad/s foi arbitrado

porque a freqüência de corte usualmente utilizada é ω = 1rad/s, sendo assim, a

faixa de freqüência analisada é maior que a freqüência de corte.

• Aplicação de escalonamento e pivoteamento parcial na resolução do sistema de

equações lineares em (2.43), em substituição ao cálculo da pseudo-inversa.

• Determinação da posição ótima dos zeros do modelo estimado, segundo o critério

em (2.50).

2.2.1 NORMALIZAÇÃO DA RESPOSTA EM FREQÜÊNCIA

Os elementos da matriz M resultam de longos somatórios. As freqüências altas

impõem valores muito grandes quando elevadas às potências maiores que 5. Isto conduz

a uma matriz inversa com valores muito próximos a zero, causando o mal condicionamento

e a imprecisão no cálculo. Para melhorar o condicionamento dessa matriz, propõe-se a

normalização da faixa de freqüência ω empregada. Para isso, o vetor de freqüências ω é

escalonado por um fator µ = 0, 5 ωmax. O novo vetor de freqüências ωN é determinado

por:

µ =
ωmax

2
⇒ ωN =

2ω

ωmax

onde ωmax é a maior freqüência contida em ω. Após determinar o modelo Gn
e (s), a

desnormalização da faixa de freqüência é realizada pela substituição da variável s por µs.
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Nesse trabalho, a janela de resposta em freqüência foi normalizada de modo que

a freqüência máxima seja 2 rad/s. Para melhor visualização, a figura 2.1, mostra a

aplicação do conceito de normalização do vetor de resposta em freqüência de um modelo

conhecido G1(s) em (2.44). Inicialmente, o vetor de freqüência tem seu valor máximo

igual a ωmax = 100 rad/s e, após a normalização, ωmax = 2 rad/s.

G1(s) =
0, 87s5 + 4, 45s4 + 15, 97s3 + 17, 58s2 + 12s + 1, 37

s5 + 5, 71s4 + 20, 98s3 + 24, 68s2 + 19, 29s + 2, 24
(2.44)
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FIG. 2.1: Respostas em freqüência do modelo G1(s) com os vetores de freqüências
original e normalizado.

2.2.2 ESCALONAMENTO COM PIVOTEAMENTO PARCIAL

O escalonamento com pivoteamento parcial é um método direto para solução de

sistemas de equações lineares da forma Ax = b. O processo de cálculo utiliza a eliminação

de Gauss, como estratégia para evitar erros de arredondamento numérico. Este método

foi também utilizado por (VALLE, 2005).

Na eliminação de Gauss, a matriz aumentada M é transformada, por meio de es-

calonamento, em outra equivalente T no formato triangular superior. Seja um sistema

Ax = b, com sua forma aumentada [M ] = [A|b]. Deseja-se com a aplicação do método

de Gauss obter uma nova matriz T da forma:
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T = [Â|̂b] =




â11 â12 â13 . . . â1n b̂1

0 â22 â23 . . . â2n b̂2

0 0 â33 . . . â3n b̂3

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . ânn b̂n




(2.45)

onde Â e b̂ são, respectivamente, A e b após o escalonamento. A solução é finalmente ob-

tida pela chamada retrossubstituição, isto é, as incógnitas são determinadas uma a uma,

a partir da última equação. Os elementos da diagonal principal de Â são denominados

pivôs. Utiliza-se os pivôs diversas vezes em operações de divisão ao longo do processo

de escalonamento. Caso estes elementos tenham valores próximos de zero ou iguais a

zero, erros devido aos arredondamentos ocorrem e serão propagados. Erros ocasionados

por estes eventuais valores dos pivôs aumentam na medida em que se aumenta a quan-

tidade de operações envolvidas. Os sistemas em que ocorrem tais erros são ditos mal

condicionados.

A estratégia para evitar os erros provocados pelo mal condicionamento do sistema é

a utilização do pivoteamento parcial durante o processo de escalonamento. Neste caso,

entre os candidatos à pivô de cada coluna, escolhe-se aquele que possuir o maior valor

absoluto.

Para exemplificar a utilização do método sejam as matrizes A e b na forma:

A =




a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
...

...
...

an1 an2 an3 . . . ann




e b =




b1

b2

b3

...

bn




e a matriz aumentada M , composta por A e b:

M = [A|b] =




a11 a12 a13 . . . a1n b1

a21 a22 a23 . . . a2n b2

a31 a32 a33 . . . a3n b3

...
...

...
...

...

an1 an2 an3 . . . ann bn




O algoritmo inicia escolhendo como pivô, aquele que possuir o maior valor absoluto

entre todos os elementos da coluna 1. Encontrado o pivô na k-ésima linha, as linhas 1 e
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k da matriz M são permutadas, tornando-a:

Mp =




ak1 ak2 ak3 . . . akn bk

a21 a22 a23 . . . a2n b2

a31 a32 a33 . . . a3n b3

...
...

...
...

...

a11 a12 a13 . . . a1n b1

...
...

...
...

...

an1 an2 an3 . . . ann bn




Uma vez estabelecido o pivô, p1 = ak1, realiza-se operações elementares entre linhas

no sentido de zerar todos os elementos abaixo do determinado pivô. Portanto, se li é a

i-ésima linha da matriz Mp, as linhas de 2 a n serão substituídas pela diferença definida

em:

l(i) ← l(i) − l(1)
ai1

p1

(2.46)

com i = 2, . . . , n. A matriz Mp passa a se chamar M1 e tem a seguinte forma:

M1 =




p1 a1
12 a1

13 . . . a1
1n b1

1

0 a1
22 a1

23 . . . a1
2n b1

2

0 a1
32 a1

33 . . . a1
3n b1

3

...
...

...
...

...

0 a1
n2 a1

n3 . . . a1
nn b1

n




onde:

a1
1j = akj, a1

ij = aij − a1j
ai1

p1
,

b1
1 = bk eb1

i = bi − bk
ai1

p1

para i = 2, . . . , n e j = 2, . . . , n.

O algoritmo de escalonamento com pivoteamento parcial é aplicado novamente à M1,

mas a partir da linha 2. O próximo pivô a ser encontrado na coluna 2 é determinado, por

aquele de maior valor absoluto, entre as linhas 2 até n. Uma vez encontrado o pivô, sua

linha é permutada com a linha 2 da matriz M1, formando a nova matriz M1
p , ou seja:

M1
p =




p1 a1
12 a1

13 . . . a1
1n b1

1

0 a1
k2 a1

k3 . . . a1
kn b1

k

0 a1
32 a1

33 . . . a1
3n b1

3

...
...

...
...

...

0 a1
n2 a1

n3 . . . a1
nn b1

n
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Os procedimentos ditados pela equação (2.46) são novamente aplicados para as linhas

de 3 até n originando a matriz M2, para a qual p2 = ak2:

M2 =




p1 a1
12 a1

13 . . . a1
1n b1

1

0 p2 a2
23 . . . a2

2n b2
2

0 0 a2
33 . . . a2

3n b2
3

...
...

...
...

...

0 0 a2
n3 . . . a2

nn b2
n




onde:

a2
2j = a1

kj a2
ij = a1

ij − a1
2j

a1
i2

p2

b2
2 = b1

k b2
i = b1

i − b1
k

a1
i2

p2

para i = 3, . . . , n e j = 3, . . . , n.

Os mesmos procedimentos seguem de forma análoga até que uma matriz triangular

superior Mn seja construída:

Mn =




p1 a1
12 a1

13 . . . a1
1n b1

1

0 p2 a2
23 . . . a2

2n b2
2

0 0 p3 . . . a3
3n b3

3

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . pn bn
n




O cálculo final consiste em determinar os valores de cada incógnita de x através do

algoritmo de retrossubstituição ditado por:

xn =
bn
n

pn

e xi =
bi
i −

∑n
k=i+1 ai

ikx
k

pi

(2.47)

para i = n− 1, . . . , 1.

2.2.3 CÁLCULO DA POSIÇÃO ÓTIMA DOS ZEROS

Após a normalização do vetor de freqüências e a resolução do sistema de equações

lineares por escalonamento com pivoteamento parcial, uma função de transferência será

estimada com base na metodologia apresentada em (LEVY, 1959). Para aplicação da

metodologia do cálculo da posição ótima dos zeros é utilizado o conjunto de pólos deter-

minados pelo algoritmo de Levy, descrito na seção 2.1 e recauculados os zeros de maneira
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a minimizar a função custo descrita em (2.50). Para determinar a posição ótima dos

zeros considera-se que o modelo Gn
e (s) esteja expandido no seguinte formato:

Gn
e (s) =

n∑

k=0

akRk(s) (2.48)

com Rk(s), k = 0, ..., n, uma função da forma:

Rk(s) =
sk

bnsn + bn−1sn−1 + ... + b1s + 1
(2.49)

Os pólos de Levy são determinados pelos coeficientes b1, ..., bn, através da metodologia

apresentada na seção 2.1. Os parâmetros a = [a0, ..., an] definem os coeficientes do

polinômio cujas raízes são denominadas de zeros ótimos para o problema.

Considerando que o polinômio característico de Rk(s) em (2.49) esteja previamente

determinado, pode-se calcular o conjunto de zeros do modelo Gn
e (a, s), que proporciona

o melhor ajuste no critério em (2.50).

min
a∈Rn+1

J(a) = min
a∈Rn+1

∥∥∥∥∥Gf (jω)−
n∑

k=0

akRk(jω)

∥∥∥∥∥

2

2

(2.50)

A solução analítica é determianda igualando-se o gradiente da função custo em (2.50)

ao vetor nulo de mesma ordem. A seguir encontra-se reproduzido o cálculo literal da

solução, de acordo com (WULHYNEK (2002)). A função J2(a) é utilizada em lugar da

J(a) para que os cálculos sejam facilitados. Como J(a) ≥ 0, não há nenhum prejuízo no

desenvolvimento da solução para J2(a). Da equação (2.50), juntamente com a definição

de norma 2 para números complexos e sabendo que o símbolo ∗ representa a matriz

complexa conjugada de mesmas dimensões do argumento, tem-se:

J2(a) =
m∑

i=0

∣∣∣∣∣Gf (jωi)−
n∑

k=0

akRk(jωi)

∣∣∣∣∣

2

2

J2(a) =
m∑

i=0

(
Gf (jωi)−

n∑

k=0

akRk(jωi)

) (
Gf (jωi)−

n∑

k=0

akRk(jωi)

)∗

J2(a) =
m∑

i=0

(
Gf (jωi)−

n∑

k=0

akRk(jωi)

) (
G∗

f (jωi)−
n∑

k=0

akR
∗
k(jωi)

)
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J2(a) =
m∑

i=0

Ψ(jωi)Ψ
∗(jωi) (2.51)

onde

Ψ(jωi) ,
(

Gf (jωi)−
n∑

k=0

akRk(jωi)

)

Como esse problema é quadrático nas variáveis ak e portanto convexo (BAZAARA,

1993), a solução ótima amin pode ser encontrada fazendo:

∇J2(amin) =

(
∂J2

∂a0

,
∂J2

∂a1

, . . . ,
∂J2

∂at

, . . . ,
∂J2

∂an

)T

= (0, 0, 0, . . . , 0, . . . , 0)T (2.52)

A derivada parcial ∂J2

∂at
para a componente at pode ser calculada por:

∂J2

∂at

=
m∑

i=0

∂

∂at

(Ψ(jωi)Ψ
∗(jωi))

=
m∑

i=0

(
∂Ψ(jωi)

∂at

Ψ∗(jωi) + Ψ(jωi)
∂Ψ∗(jωi)

∂at

)
(2.53)

As derivadas parciais ∂Ψ(jωi)
∂at

e ∂Ψ∗(jωi)
∂at

resultam, respectivamente, em:

∂Ψ(jωi)
∂at

= −Rt(jωi)
∂Ψ∗(jωi)

∂at
= −R∗

t (jωi)
(2.54)

Substituindo as equações (2.54) em (2.53):

∂J2

∂at

=
m∑

i=0

[
−Rt(jωi)

(
G∗

f (jωi)−
n∑

k=0

akR
∗
k(jωi)

)

− R∗
t (jωi)

(
Gf (jωi)−

n∑

k=0

akRk(jωi)

)]
(2.55)

Da propriedade z + z∗ = 2Re(z) = 2Re(z∗), aplicada a equação (2.55), vem:

∂J2

∂at

=
m∑

i=0

2Re

[
−Rt(jωi)

(
G∗

f (jωi)−
n∑

k=0

akR
∗
k(jωi)

)]
=

=
m∑

i=0

2Re

[
n∑

k=0

akRt(jωi)R
∗
k(jωi)−Rt(jωi)G

∗
f (jωi)

]
(2.56)

Como ∇J2(amin) = 0 ⇒ ∂J2

∂at
= 0, conclui-se que:

m∑
i=1

Re

[
n∑

k=0

akRt(jωi)R
∗
k(jωi)

]
=

m∑
i=1

Re
[
Rt(jωi)G

∗
f (jωi)

]
(2.57)
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Para que a equação (2.57) possa ser escrita na forma vetorial em (2.58), considera-se

a seguinte notação simplificada Rk(jωi) = Rk e G∗
f (jωi) = G∗

f :

m∑
i=0

Re
[

RtR
∗
0 RtR

∗
1 . . . RtR

∗
n

]




a0

a1

...

an




=
m∑

i=1

Re
[
RtG

∗
f

]
(2.58)

Repetindo-se o cálculo anterior para as demais componentes da equação (2.52), com

o índice t variando de 0 até n, obtém-se um sistema de (n + 1) equações lineares em

a da forma M N = P . Na prática, resolve-se o sistema através de escalonamento com

pivoteamento parcial, sendo essas matrizes:

M N = P

m∑
i=0

Re




R0R
∗
0 R0R

∗
1 . . . R0R

∗
n

R1R
∗
0 R1R

∗
1 . . . R1R

∗
n

...
...

...

RnR∗
0 RnR∗

1 . . . RnR
∗
n







a0

a1

...

an




=
m∑

i=0

Re




R0G
∗
f

R1G
∗
f

...

RnG∗
f




(2.59)

onde Rk , Rk(jωi), para k = 0, ..., n e i = 0, ..., m. A implementação computacional de

(2.59) pode ser facilitada por:

M = Re{RsnT Rsn∗}
P = Re{RsnT G∗

f}
(2.60)

onde Rsn é uma matriz de dimensão (m + 1)× (n + 1) com a forma:

Rsn =




R0(jw0) R1(jw0) . . . Rn(jw0)

R0(jw1) R1(jw1) . . . Rn(jw1)
...

...
...

R0(jwm) R1(jwm) . . . Rn(jwm)




(2.61)

2.2.4 ALGORITMO PARA A METODOLOGIA DE LEVY ADAPTADA

A solução para o método de Levy é analítica e a implementação do algoritmo é

relativamente simples. Por esse motivo, o fluxograma simplificado na figura 2.2 apresenta
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a metodologia proposta por Levy, já com as adaptações incluídas. As linhas tracejadas

representam os caminhos seguidos pela metodologia aperfeiçoada, enquanto os caminhos

em linhas contínuas são os seguidos pela metodologia original.

A cada iteração desse algoritmo, o custo da função de transferência estimada Gn
e (s) é

calculado. O custo é formado pelo k-ésimo conjunto de pólos e seus respectivos zeros óti-

mos e o modelo final é dado pela expansão do Conjunto Gerador Otimizado apresentado

em (2.48).

Para melhor entendimento, o fluxograma será dividido em blocos numerados e as

descrições desses blocos estão expostas a seguir:

• 1 - Determinação de um conjunto de dados normalizados

{(ωni, Gf (jωni)); i = 0, ...,m}. Conhecendo a resposta em freqüência do sis-

tema real Gf (jω) e o vetor de freqüências correspondente ω, obtém-se o conjunto

de dados normalizados utilizando a rotina para normalização.

• 2 - Preparação das matrizes M e P em (2.43) e redução do sistema de equações

para determinar a matriz N , que é formada pelos coeficientes do modelo estimado.

Para a solução desse sistema de equações lineares foi inserido o escalonamento com

pivoteamento parcial.

• 3 - Utilização dos pólos obtidos pelo método de Levy e cálculo analitico das posi-

ções ótimas dos zeros. Assim, é determinado o melhor conjunto de zeros a serem

selecionados para Gn
e (s), segundo o critério (2.50).

• 4 - Obtenção do custo da função estimada Gn
e (s) a cada conjunto de pólos e zeros.

Esse custo é formado pelo k-ésimo conjunto de pólos determinado pelo método de

Levy e seus respectivos zeros calculados analiticamente. Para o cálculo do custo

de uma função estimada por essa metodologia utiliza-se a critério apresentado em

(2.50).

• 5 - Determinação do modelo estimado final que apresenta o menor custo entre os

modelos testados para uma determinada ordem n arbitrada.
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n = 1

Método de Levy

n = n + 1

Início

Fim

{(wi, Gf(jwi)) i = 1,..., m}

J < Jmin

n > nmax

S

N

S

N

Modelo estimado final

1

2 3

4

5

{(wni, Gf(jwni)) i = 1,..., m}

Cálculo analítico dos
zeros ótimos

Modelo de
ordem n

FIG. 2.2: Fluxograma simplificado para a metodologia de Levy aperfeiçoada.
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2.3 MÉTODO DE IMPOSIÇÃO DE PÓLOS E AJUSTE DA POSIÇÃO ÓTIMA DOS

ZEROS

Esse método foi desenvolvido em (VALLE (2005)). Os modelos estimados são gerados

por uma expansão do Conjunto Gerador da forma:

Gn
e (s) =

n∑

k=0

akRk(s)

Essa metodologia é, basicamente, um algoritmo computacional. A idéia principal que

norteia esse algoritmo está relacionada com a possibilidade de se determinar, analitica-

mente, segundo o critério em (2.50), a posição ótima dos zeros de um modelo, de acordo

com a metodologia apresentada na seção 2.2.3, considerando que as posições dos pólos já

estejam definidas. Escolhida a ordem do modelo, o algoritmo varia iterativamente as po-

sições dos pólos no semiplano s da esquerda e, para cada um desses conjuntos, determina

as posições ótimas dos zeros correspondentes. O modelo que apresenta o menor custo de

ajuste entre os testados é mantido armazenado. Esse custo é comparado com os custos

dos demais modelos que serão calculados nas iterações seguintes, variando-se as posições

dos pólos.

Para sugerir os pólos da função a ser estimada, utiliza-se o método de imposição de

pólos. Estes pólos são arbitrados pelo método e inseridos na função Gn
e (s), levando-se em

consideração algumas informações do sistema real a ser identificado. Estas informações

também facilitarão e agilizarão a varredura do semiplano s da esquerda na busca das

melhores posições.

Conforme mencionado em (VALLE, 2005), o diagrama de resposta em freqüência de

um sistema possibilita a identificação de algumas de suas características, como a largura

de banda, o pico de ressonância, as margens de ganho e de fase e as demais freqüências

relevantes. Neste método foram utilizadas como informação para a imposição dos pólos,

somente os picos de ressonância apresentados na resposta em freqüência medida. Atra-

vés destas informações são determinadas as partes imaginárias para um vetor de pólos

complexos P c. Uma vez estabelecidas as partes imaginárias de alguns pares de pólos é

iniciada a determinação de suas respectivas partes reais. Como foi comentado na seção

2.2.3, esta determinação ocorre de modo iterativo procurando minimizar a função custo

J(a). Em outras palavras, calcula-se o custo a cada iteração, variando-se a parte real dos

pólos complexos uilizando um passo previamente arbitrado e escolhe-se o vetor P c, que

minimiza o custo dentre todos os calculados a cada passo.
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O algoritmo responsável pela imposição e determinação do melhor vetor de pólos para

o modelo Gn
e (s) é denominado estimador. Caso o sistema não tenha modos oscilantes,

então o algoritmo estimador busca, também de forma iterativa, apenas por pólos reais.

O vetor de pólos reais encontrado é denominado P r.

O vetor de pólos final do modelo Gn
e (s) é representado no algoritmo, conforme a

expressão (2.62). Este vetor contém os pólos complexos conjugados P c, os quais acres-

centam informações dos modos ressonantes do sistema, além dos demais pólos reais P r.

P =

[
P c

P r

]
(2.62)

O fluxograma da figura 2.3 foi dividido em blocos numerados. Esses blocos mostram

as subrotinas utilizadas na implementação. As suas descrições são apresentadas a seguir:

• 1 - Determinação a partir de um conjunto de dados inicial

{(ωi, Gf (jωi)); i = 0, ..., m} de um número limitado de máximos e mínimos

de Gf (jω). Uma vez determinadas as freqüências de ressonância do sis-

tema, o conjunto inicial de dados é reduzido a um novo conjunto de dados

{(ωl, Gf (jωl)); l = 0, . . . , k; m > k}, o qual contém todos os pontos notáveis e

os demais pontos eqüidistastes necessários, visando melhorar o ajuste do modelo

estimado.

• 2 - Determinação iterativa do melhor conjunto de pólos e zeros a serem selecionados

para Gn
e (jω). Para isso, recebe-se o conjunto de dados reduzido {(ωl, Gf (jωl)); l =

0, . . . , k; m > k} e com essa massa de dados aplica diversas vezes os cálculos da

função custo definida na equação (2.50). Em cada freqüência de ressonância deter-

minada pelo algoritmo, a parte real de cada par de pólos complexos conjugados é

variada numa faixa de valores arbitrados e executa-se o cálculo da posição ótima

dos zeros e do custo. O objetivo é encontrar a parte real, dentre todas as testadas,

que leva ao menor valor para a função custo.

• 3 - Obtenção do custo da função Gn
e (s) a cada conjunto de pólos e zeros. Esse custo

é formado pelo k-ésimo conjunto de pólos e seus respectivos zeros ótimos. Para o

cálculo do custo de uma função estimada por CGO, monta-se a matriz Rsn(jωi),
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definida na equação (2.61) e a partir dos cálculos analíticos obtém-se o vetor N , de

acordo com M N = P em (2.59).

• 4 - Determinação do modelo final estimado para a ordem n escolhida, que pode

ser obtido de duas maneiras. Na primeira, impõe-se pólos iterativamente para o

sistema e calcula-se seus respectivos zeros até que um valor mínimo desejado para

o custo seja alcançado. Na segunda, a solução anterior é utilizada como ponto

de partida do algoritmo de otimização em 5, de maneira que a função estimada e

otimizada proporcione, para a mesma ordem n, um valor de custo ainda menor.

• 5 - Otimização do modelo utilizando BFGS (BAZAARA, 1993), com busca unidi-

mensional por Wolfe (BERTSEKAS, 1995).

Início

Fim

{(wi, Gf(jwi)) i = 1,..., m}

Imposição de pólos e
cálculo analítico dos zeros

Cálculo do custo

Modelo estimado final

Otimização

1{(wl, Gf(jwl)) i = 1,..., k}
para m>k

2

3

4

5

FIG. 2.3: Fluxograma simplificado para a metodologia de imposição de pólos e cálculo
analítico da posição ótima dos zeros.
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2.4 MÉTODO BASEADO EM EQUAÇÃO-DIFERENÇA NA FREQÜÊNCIA

Essa metodologia de identificação foi apresentada em (ARAÚJO, 2006). Aborda a

identificação visando as vantagens quando são combinados os três tipos de modelagem:

modelagem caixa preta, caixa branca e caixa cinza. A técnica proposta atua nas mo-

delagens onde as grandezas físicas/químicas que caracterizam a variação paramétrica da

dinâmica da planta podem ser medidas, como saídas naturais ou a partir de um sensori-

amento aumentado do sistema. É uma técnica paramétrica que permite a identificação

de modelos quasi -LPV e uma classe de modelos não-lineares. Um recurso dessa técnica

é a utilização de um parâmetro monitorado como argumento de uma função. Essa me-

todologia foi desenvolvida com o auxílio da série de Taylor, determinando os coeficientes

mediante a aplicação da técnica dos mínimos quadrados.

Esse trabalho apresenta três novas metodologias baseadas na busca de um modelo

que minimize o custo quadrático representativo do erro de estimação. Duas dessas pos-

sibilidades são apropriadas para a identificação de modelos LTI (Linear Time Invari-

ant) e a outra é aplicável a uma classe de sistemas não-lineares, fornecendo modelos

não-estacionários do tipo quasi -LPV. Em ambos os casos, foram empregadas técnicas

desenvolvidas para sistema SISO (uma entrada e uma saída) não tendo sido considerada

a presença de ruído nas medições amostradas. As técnicas desenvolvidas apresentam

solução analítica ao problema de minimização do erro de estimação.

Para a identificação de sistemas lineares foram apresentadas duas técnicas. A pri-

meira técnica se baseia na transformada z e na função de transferência discreta. Utilizam-

se amostras discretas dos dados temporais de entrada e de saída da planta. O resultado é

a identificação dos coeficientes da função de transferência discreta e, consequentemente,

seus pólos e zeros. Na segunda técnica, emprega-se a resposta em freqüência da planta

para a determinação dos coeficientes da função de transferência no domínio contínuo.

Contudo, o problema consiste em obter uma função de transferência, discreta ou

contínua, de um sistema tipo caixa-preta para entradas e saídas contínuas no tempo. É

possível determinar uma função de transferência (FT) referente a dinâmica do sistema

estudado a partir da obtenção da resposta em freqüência G(jω) de uma planta linear ou

de um modelo linearizado em um ponto de operação numa planta não-linear, conforme

aborda (ADES, 2005).

Considere a dinâmica de uma planta representada pela FT Gn
e (s), na forma:

Gn
e (s) =

a0 + a1s + ... + ansn

1 + b1s + ... + bnsn
(2.63)
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Os coeficientes do modelo em (2.63) são ajustados com o auxílio da técnica dos

mínimos quadrados. Deseja-se identificar um modelo que minimize a função custo (2.64),

que é obtida através da norma dois da diferença entre a resposta em freqüência do modelo

real e da resposta em freqüência do modelo estimado.

J(a, b) = ‖Gf (jω)−Gn
e (a, b, jω)‖2 (2.64)

onde Gn
e (a, b, s) é da forma em (2.63) e ω = [ω0 ω1 ... ωm]T ∈ Rm+1.

O vetor ω contém as freqüências selecionadas para a identificação do sistema, as quais

podem estar espaçadas de forma logarítmica. Os vetores a e b representam os coeficientes,

a serem ajustados da função de transferência identificada e Gn
e (s) é o modelo estimado.

Dado que a resposta em freqüência Gf (jω) é conhecida, (2.63) pode ser particulari-

zada como:

Gf (s)|s=jωi
= Gf (jωi) =

a0 + a1(jωi) + ... + an(jωi)
n

1 + b1(jωi) + ... + bn(jωi)n
(2.65)

Adotando a seguinte notação Gjωi
, Gf (jωi) e partindo de (2.65):

Gjωi
[1 +

n∑
p=1

bp(jωi)
p] =

n∑
q=0

aq(jωi)
q

n∑
q=0

aq(jωi)
q −Gjωi

[
n∑

p=1

bp(jωi)
p] = Gjωi

(2.66)

Como i ∈ {0, 1, ...,m}, a equação (2.66) pode ser escrita de forma matricial como:

M̂N̂ = P̂ (2.67)

onde:

M̂ =




(jω0)
0 (jω0)

1 . . . (jω0)
n Gjω0(jω0)

0 Gjω0(jω0)
1 . . . Gjω0(jω0)

n

(jω1)
0 (jω1)

1 . . . (jω1)
n Gjω1(jω1)

0 Gjω1(jω1)
1 . . . Gjω1(jω1)

n

...
...

...
...

...
...

...
...

(jωm)0 (jωm)1 . . . (jωm)n Gjωm(jωm)0 Gjωm(jωm)1 . . . Gjωm(jωm)n




49



N̂ =




a0

a1

...

an

−b1

−b2

...

−bn




e P̂ =




Gjω0

Gjω1

...

Gjωm




No sistema em (2.67), as matrizes M̂ e P̂ possuem elementos complexos. A fim

de evitar problemas numéricos, sugere-se que as equações formadas por cada linha des-

sas matrizes sejam separadas em parte real e parte imaginária, dobrando o número de

equações, mas garantindo que as variáveis calculadas sejam reais.

Sendo assim, as novas matrizes M̂ , N̂ e P̂ são definidas como:

P̂n =




Re{Gjω0}
Im{Gjω0}
Re{Gjω1}
Im{Gjω1}

...

Re{Gjωm}
Im{Gjωm}




= M̂n N̂n (2.68)

onde P̂n ∈ R2m, N̂n é o vetor dos coeficientes a ser determinado e

M̂n =




Re{(jω0)
0} . . . Re{(jω0)

n} Re{Gjω0(jω0)
0} . . . Re{Gjω0(jω0)

n}
Im{(jω0)

0} . . . Im{(jω0)
n} Im{Gjω0(jω0)

0} . . . Im{Gjω0(jω0)
n}

Re{(jω1)
0} . . . Re{(jω1)

n} Re{Gjω1(jω1)
0 . . . Re{Gjω1(jω1)

n}
Im{(jω1)

0} . . . Im{(jω1)
n} Im{Gjω1(jω1)

0} . . . Im{Gjω1(jω1)
n}

... . . . ...
... . . . ...

Re{(jωm)0} . . . Re{(jωm)n} Re{Gjωm(jωm)0} . . . Re{Gjωm(jωm)n}
Im{(jωm)0} . . . Im{(jωm)n} Im{Gjωm(jωm)0} . . . Im{Gjωm(jωm)n}
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Em (ARAÚJO, 2006), sugere-se a pseudo-inversa como solução do sistema em (2.65),

isto é:
M̂T M̂N̂ = M̂T P̂

N̂ = (M̂T M̂)−1M̂T P̂

N̂ = M̂ †P̂

(2.69)

2.5 MÉTODO APERFEIÇOADO BASEADO EM EQUAÇÃO-DIFERENÇA NA

FREQÜÊNCIA

Analogamente ao que foi apresentado na seção 2.2, também serão sugeridos aperfei-

çoamentos a metodologia de identificação original na seção 2.4. O escalonamento com

pivoteamento parcial é utilizado para a solução do sistema de equações lineares (2.65),

em substituição ao cálculo da pseudo-inversa em (2.69). Além disso, propõe-se o reposi-

cionamento dos zeros de acordo com a metodologia proposta na subseção 2.2.3.

O aperfeiçoamento dessa metodologia contribuiu para o alcance de melhores ajustes

no modelo calculado diminuindo os valores da função custo em (2.64) quando comparados

aos resultados da metodologia original. Esses custos poderão ser observados nas tabelas

comparativas em cada um dos exemplos abordados no Capítulo 3.

A técnica de identificação abordada pela metodologia de equação-diferença na fre-

qüência é analítica, o que facilita a implementação do algoritmo.

O fluxograma apresentado na figura 2.4 mostra a implementação dessa metodologia

e seus devidos aperfeiçoamentos. Como apresentado nos fluxogramas anteriores, este

também será dividido em blocos numerados. Como pode ser observado, a figura 2.4

é praticamente igual a figura 2.2, com exceção do bloco 2. Este bloco na figura 2.4

apresenta a metodologia de equação-diferença. Nessa metodologia as matrizes M̂ e P̂

em (2.69) são determinadas e o sistema de equações lineares é solucionado inserindo o

escalonamento com pivoteamento parcial para obter a matriz N̂ . A matriz N̂ contém os

valores dos coeficientes que determinam o modelo estimado. A semelhança das figuras

2.4 e 2.2 é conseqüência da aplicação das mesmas contribuições às duas metodologias.
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n = 1

Equações-diferença

n = n + 1

Início

Fim

{(wi, Gf(jwi)) i = 1,..., m}

J < Jmin

n > nmax

S

N

S

N

Modelo estimado final

1

2 3

4

5

{(wni, Gf(jwni)) i = 1,..., m}

Cálculo analítico dos
zeros ótimos

Modelo de
ordem n

FIG. 2.4: Fluxograma simplificado para a metodologia de equação-diferença na
freqüência.

2.6 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO CONJUNTOS GERADORES OTIMIZADOS

(CGO)

Para utilização dessa técnica, considera-se que os dados sejam referentes a sistemas

lineares, ou que pelo menos, possam ser linearizados em torno de um ponto de operação

de interesse. Quando se considera a linearização em torno de um ponto de operação, a

função de transferência do modelo linearizado é o resultado da metodologia aplicada.

Para identificação do modelo serão utilizados como dados o vetor de freqüências

ω = [ω0, ω1, . . . , ωm]T formado por m freqüências que serão aplicadas na entrada do

sistema a ser identificado e o vetor das respostas em freqüência do sistema físico real

Gf (jω) = [Gf (jω0), Gf (jω1), . . . , Gf (jωm)]T , nas m freqüências do vetor ω.
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Considera-se Gn
e (θ, s) uma função de transferência estimada de ordem n da forma:

Gn
e (θ, s) =

n∑
i=1

θivi(s)

sendo v(s) = {v1(s), v2(s), . . .} um conjunto de funções de transferência cuja expansão

permita gerar o espaço solução do problema tratado e θ = [θ0, θ1, . . . , θn] um vetor de

parâmetros a ser ajustado.

Essa metodologia se divide em duas partes. A primeira consiste em estimar a função

de transferência por um modelo, Gn
e (θ, s), escolhendo-se previamente a ordem n e o con-

junto de funções v(s). Na segunda parte da metodologia, ajusta-se o vetor de parâmetros

θ de maneira a minimizar o seguinte critério:

J(θ) = ‖Gf (jω)−Gn
e (θ, jω)‖ (2.70)

Em (WULHYNEK, 2002), foram abordados quatro subproblemas de identificação

no domínio da freqüência variando o conjunto solução e a função de ajuste para o cálculo

do custo. Para o conjunto solução foram utilizadas a expansão por base de Laguerre e o

CGO. Como funções de ajuste para o critério de custo foram utilizadas a norma dois e a

norma infinito da diferença vetorial entre os pontos conhecidos da resposta em freqüência

do sistema real e os pontos da resposta em freqüência estimada pelo modelo.

A diferença no ajuste entre as normas mencionadas é que a norma 2 contempla o valor

médio das ordenadas dos pontos considerados. Os pontos mais discrepantes em relação a

maioria, acabam não influenciando a curva de ajuste. No caso da norma infinita, todos os

pontos são considerados, pois considera-se o critério da minimização da maior distância.

Em contra-partida, a curva de ajuste parece ficar menos ajustada em relação aos pontos

fornecidos que a norma quadrática.

O primeiro subproblema, chamado N2BL, considera a norma dois no critério de

custo e emprega a expansão das funções de Laguerre como conjunto solução. Essas

funções foram amplamente utilizadas por diversos autores da área de identificação como

(NINNESS, 1996) e (VRIES, 1998).

Essas funções formam uma base ortonormal do espaço H+
2 e possuem a seguinte

forma:

Lk(s) =

√
2c(s− c)k−1

(s + c)k
para k = 1, 2, . . . (2.71)

onde c > 0 é um parâmetro pré-determinado. Neste procedimento, os pólos da função
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de transferência estimada de multiplicidade k da base de Laguerre, sempre se localizarão

no plano s em s = −c, atuando apenas nos zeros. A manipulação da posição dos pólos

serve para inserir informações previamente conhecidas do sistema. Assim, se algum pólo

dominante for conhecido, este será utilizado como uma informação importante para a

estimação. Caso nenhum pólo seja conhecido, a determinação do valor do parâmetro c

pode ser obtida arbitrando uma ordem n e escolhendo uma faixa de valores de c a ser

analisada. Para cada valor de c calcula-se o custo em (2.72). Escolhe-se então o valor de

c que obteve o menor custo.

Como a expansão da base de Laguerre contempla apenas as funções de transferên-

cia estritamente próprias, adicionou-se ao conjunto a componente L0 , 1, permitindo

também a determinação de funções de transferência bipróprias. Esse novo conjunto foi

denominado Conjunto de Laguerre Estendido. A função de transferência estimada passa

a ser obtida pela seguinte expansão de funções:

Gn
N2BL(s) =

n∑

k=0

θkLk(s)

onde n é a ordem do modelo estimado e θ = [θ0, θ1, . . . , θn] o vetor de parâmetros a ser

ajustado.

O problema assim definido é convexo em relação ao vetor de parâmetros θ. Portanto,

dada uma expansão de ordem n do Conjunto de Laguerre Estendido o critério em (2.72)

é convexo em relação ao parâmetro θ.

JN2BL(θ) =

∥∥∥∥∥Gf (jω)−
n∑

k=0

θkLk(jω)

∥∥∥∥∥
2

(2.72)

JN2BL é convexo em θ ⇔ o domínio de JN2BL é convexo e para dois pontos θ1 e θ2

quaisquer do domínio de JN2BL:

JN2BL(λθ1 + (1− λ)θ2) 6 λJN2BL(θ1) + +(1− λ)JN2BL(θ2), ∀λ ∈ [0, 1] (2.73)

A primeira parte é direta pois θ ∈ Rn, e Rn é convexo. A segunda parte é demonstrada

desenvolvendo-se o lado esquerdo de (2.73) e utilizando-se a desigualdade triangular.

Detalhes em WULHYNEK (2002).

O ponto de mínimo de JN2BL(θ) deve atender:

∇JN2BL(θmin) = 0
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Aplicando a definição de ‖ · ‖2 em (2.72) e usando J2
N2BL no lugar de JN2BL:

J2
N2BL =

m∑
i=1

∣∣∣∣∣Gf (jωi)−
n∑

k=0

θkLk(jωi)

∣∣∣∣∣

2

(2.74)

onde m é o número de amostras medidas. Mas:

|G(jωi)|2 = G(jωi)G
∗(jωi) (2.75)

sendo G∗(jωi) = G(−jωi). Aplicando (2.75) em (2.74) e, em seguida, realizando a

derivada parcial em relação a uma componente θg:

∂J2

∂θg

=
m∑

i=1

2Re

[
−Lg

(
G∗

f −
n∑

k=0

θkL
∗
k

)]
(2.76)

Note que a notação foi simplificada, sendo G∗
f = G∗

f (jωi), Lk = Lk(jωi) e J = JN2BL.

Igualando-se (2.76) a zero e refazendo as contas para as demais componentes, resulta em

um sistema de equações lineares da forma:

M̃ Ñ = P̃ (2.77)

com

m∑
i=0

Re




L0L
∗
0 L0L

∗
1 . . . L0L

∗
n

L1L
∗
0 L1L

∗
1 . . . L1L

∗
n

...
...

...

LnL∗0 LnL∗1 . . . LnL∗n







θ0

θ1

. . .

θn




=
m∑

i=0

Re




L0G
∗
f

L1G
∗
f

. . .

LnG∗
f




(2.78)

A solução desse problema consiste em resolver o sistema em (2.77), que é possível

e determinado. A solução para o problema N2BL é analítica e a implementação do

algoritmo é simples, consistindo apenas em montar as matrizes M̃ e P̃ em (2.77), resolver

o sistema para determinar as incógnitas θmin e calcular o custo correspondente.

No segundo subproblema, denominado N2CGO, utilizou-se o mesmo critério em

(2.72), porém seu conjunto solução é uma expansão do seguinte Conjunto Gerador:

vi(s) =
1

s + di

para i = 1, 2, . . . (2.79)
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onde di são os pólos a serem determinados. A função de transferência estimada é obtida

por:

Gn
N2CGO(s) =

n∑
i=1

θivi(s) (2.80)

Nesse subproblema, as posições dos pólos e dos zeros são ajustadas de maneira a

minimizar o critério em (2.70), resultando o nome de Conjunto Gerador Otimizado.

Como na expansão em (2.80) não são contemplados os pólos múltiplos, optou-se por

substituir a forma em (2.80) por:

Gn
e (s) =

a0 + a1s + ... + ansn

1 + b1s + ... + bnsn

onde o vetor a = [a0 . . . an] ajusta a posição dos zeros e o vetor b = [b1 . . . bn] determina

a posição dos pólos. A grande vantagem do uso deste conjunto é que para uma solução

de determinada ordem, o custo deverá ser menor do que o obtido pela expansão da base

de Laguerre. Ou ainda, para um certo valor de custo a ordem da solução obtida por

N2CGO será menor ou igual a do N2BL.

A determinação dos pólos, no subproblema N2CGO, recai num problema não con-

vexo. Embora a dificuldade na solução desse problema seja maior que no N2BL, a van-

tagem se refere à possibilidade de obter soluções melhores ajustadas para uma mesma

ordem. Não foi possível encontrar uma solução analítica para esse problema devido às

dificuldades algébricas. A minimização da função de custo em (2.81) é feita através de

um método numérico de otimização. O método adotado foi o BFGS (Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno)(BAZAARA, 1993), utilizando o algoritmo de busca unidimensional de

Wolfe (BERTSEKAS, 1995). O método BFGS utiliza o gradiente da função custo para

a determinação das direções de busca.

JN2CGO(θ) = ||Gf (jω)−Ge
n(θ, jω)||22 (2.81)

Aplicando a definição de norma 2 em (2.81) e utilizando a propriedade (2.75), a

derivada parcial da função custo em relação a uma componente ag do numerador e bg do

denominador corresponde, respectivamente:

∂J

∂ag

=
1

J

m∑
i=1

Re
[−(−jωi)

n−gK(jωi)
]

(2.82)

∂J

∂bg

=
1

J

m∑
i=1

Re

[
(−jωi)

n−gN∗K(jωi)

D∗(jωi)

]
(2.83)
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com

K(jωi) =
(G(jωi)D(jωi)−N(jωi))

D(jωi)D∗(jωi)

onde J , JN2CGO e N∗ = N∗(jωi) para facilitar a notação.

De (2.82) e (2.83), chega-se a ∇J :

∇J =
1

J

m∑
i=1

Re [QK(jωi)] (2.84)

Q =




−




(−jωi)
n

...

1







(−jωi)
n−1

...

1




N∗(jωi)

D∗(jωi)




(2.85)

A figura 2.5 apresenta o fluxograma simplificado do método adotado para solucionar

o subproblema N2CGO. Para melhor entendimento, o fluxograma foi dividido em blocos

numerados que representam:

• 1 - Dados de entrada: conjunto de m freqüências e suas respectivas respostas em

freqüência (ωi, G(jωi)); ordem máxima nmax das estimações do CGO a serem pes-

quisadas; e o parâmetro a a ser empregado nas soluções do problema N2BL, que

serão utilizados como pontos iniciais. Para cada ordem n de 1 até nmax, o algo-

ritmo executa a rotina de pontos iniciais em 2 que por sua vez executa a rotina de

otimização através do controle de restart.

• 2 - Pontos iniciais: recebe a ordem n do bloco 1 e submete cada um dos n+2 pontos

iniciais às rotinas de otimização. Cada um desses três pontos iniciais é submetido

a otimização, e resultam em três soluções. A solução que possuir menor custo J

é escolhida para essa ordem. Todas as três soluções são armazenadas para serem

empregadas como pontos inicias da próxima ordem.

• 3 - Otimização: reinicia as rotinas de otimização enquanto a variação do custo de

duas saídas consecutivas for maior ou igual a 5×10−14. Para reiniciar as rotinas de

otimização, o vetor de parâmetros obtidos θ é apresentado como novo ponto inicial.

Essa rotina é executada para cada ponto inicial recebido do bloco 2.
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• 4 - Função custo: implementa o cálculo da função custo em (2.81) e do gradiente

em (2.84) para um determinado vetor de parâmetro θ. Assim, a rotina BFGS

acessa o bloco 4 para determinar a direção a ser pesquisada e, a rotina de busca

unidimensional de Wolfe determina o menor custo JN2CGO naquela direção.

• 5 - Modelo estimado: determina o modelo final estimado e otimizado para uma

determinada ordem n que tem o menor valor de custo encontrado.

n = 1

Pontos iniciais

n = n + 1

Início

Fim

{wi, Gf(jwi)}, nmax  , a

J < 5x10 -14

n > nmax

S

N

S

N

Rotinas de
otimização

Controle de restart

Cálculo do custo
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Modelo estimado final

1

2 3

4
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FIG. 2.5: Fluxograma simplificado do método adotado para solucionar o subproblema
N2CGO.

Em (WULHYNEK, 2002), foram ainda propostos dois outros subproblemas, deno-

minados NIBL e NICGO.

O subproblema NIBL (norma infinita e base de Laguerre) é semelhante ao primeiro,

onde o conjunto solução é gerado pela expansão da base de Laguerre. A diferença está

58



no critério a ser minimizado, que neste caso emprega-se a norma infinita de acordo com:

JNIBL = ‖G(jω)−Ge
n(jω)‖∞ (2.86)

que pode ser reescrita como:

JNIBL = sup
ωi, para i=1,...,m

|G(jωi)−Ge
n(jωi)|

Para esse problema, dada uma expansão de ordem n na Base de Laguerre Estendida,

o critério em (2.86) também é convexo em relação ao parâmetro θ. Novamente a solução

ótima pode ser encontrada em: ∇JNIBL = 0

Uma solução analítica não foi encontrada devido a dificuldades algébricas. A so-

lução também foi por intermédio de algoritmos numéricos de programação não linear

(BFGS/Wolfe). A inexistência do gradiente levou a utilização de um subgradiente, ou

seja:

J(θ) = ‖G(θ, s)‖∞ = sup
ωi∈ω

|G(θ, jωi)| =

= |G(θ, jω0)| =
√

G∗(θ, s)G(θ, s)|s=jω0 = H(θ, s)|s=jω0

ξ[J(θ)] =

(
∂H(θ, s)

∂θ0

. . .
∂H(θ, s)

∂θn

)∣∣∣∣
s=jω0

(2.87)

onde ξ é o subgradiente utilizado para a determinação da direção de busca pelas rotinas

de otimização.

Aplicando-se (2.87) em (2.86), resulta:

ξ[J ] =
1

J
Re

{
L∗(s)

(
L(s)T θ −G∗(s)

)}∣∣
s=jω0

com L(s) =
[

L0(s) L1(s) . . . Ln(s)
]T

, onde Lk(s) foi definido em (2.71), θ =

[θ0 . . . θn]T é o vetor de parâmetros a serem ajustados e J = JNIBL.

Para o subproblema NICGO, utiliza-se a expansão do conjunto gerador otimizado

como conjunto solução e a norma infinita como critério de ajuste. Esse problema é não

convexo e a solução implementada foi a mesma apresentada na figura 2.5, sendo que o

custo é determinado pela norma infinito e o subgradiente ξ.
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3 APLICAÇÃO DOS MÉTODOS EM EXEMPLOS

Neste capítulo são apresentados os exemplos que têm como objetivo fornecer parâme-

tros para avaliar a eficiência dos aperfeiçoamentos propostos nos métodos de identificação

abordados, permitindo comparações entre os resultados obtidos. Tais exemplos visam

ilustrar o emprego dos métodos e seus aperfeiçoamentos, descritos no capítulo anterior.

Nos exemplos acadêmicos apresentados neste capítulo, procura-se medir a eficiência

dos aperfeiçoamentos introduzidos nos métodos, comparando os gráficos de resposta em

freqüência obtidos através dos métodos aperfeiçoados com os dos métodos originais.

No exemplo prático será utilizado, para geração de dados, o modelo do sistema New

England (BYERLY, 1978), que consiste num sistema elétrico de potência de grande porte.

Esse modelo foi contruído a partir de dados obtidos experimentalmente.

Os resultados encontrados em cada um dos exemplos podem ser analisados através

dos gráficos, bem como pelos valores expressos nas tabelas comparativas, alcançados por

cada um dos modelos calculados na função custo adotada.

Nos exemplos teóricos, o vetor de freqüências ω, utilizado para a obtenção da res-

posta em freqüência dos modelos estimados, é composto por 200 elementos equiespaçados

logaritmamente. Esse vetor, tem como limite inferior, linf = 0, 1Hz e limite superior,

lsup = 100Hz.

Aplicando o vetor ω ao modelo obtém-se a resposta em freqüência do modelo ori-

ginal Gf (jω) nesse conjunto de pontos. Estes valores serão comparados com os valores

das respostas em freqüência geradas pelos modelos estimados através dos métodos de

identificação apresentados.

As respostas em freqüência são calculadas fazendo s = jω em cada um dos modelos

originais, considerando os valores ω contidos no vetor de freqüências ω = [ωlinf , ..., ωlsup]
T .

O modelo original, representado pela função de transferência Gf (s) em cada exemplo,

tem sua resposta em freqüência traçada com o símbolo ’+’, e as respostas em freqüência

dos modelos estimados são traçadas com linhas contínuas e com ’-.’.

Em todos os exemplos a organização dos resultados será feita através das subdivisões

das figuras em janelas, cada qual representando a estimação para uma ordem arbitrada.

A nomenclatura para as funções de transferência estimadas seguirá um mesmo padrão,

que será descrito da próxima sub-seção.
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Para os métodos aperfeiçoados de Levy e equação-diferença na freqüência, em que

matrizes mal condicionadas serão escalonadas, os elementos menores ou iguais a 10−30

serão considerados zero. Esse valor foi escolhido porque os elementos das matrizes são

bem pequenos, alguns da ordem de ∼= 10−40.

Na estimação utilizando a expansão da Base de Laguerre, os pólos da função de

transferência estimada sempre se localizarão em s = −a, variando-se apenas os zeros.

Para cada exemplo é arbitrado um valor para a > 0. A solução obtida pelo método

de Laguerre, normalmente, é utilizada como ponto inicial do método CGO. A vantagem

disso é que para uma solução de determinada ordem, o custo deverá ser menor do que

o obtido pela expansão da base de Laguerre. Ou ainda, para um certo valor de custo

a ordem da solução obtida por N2CGO será menor ou igual a do N2BL. Isso não pode

ser afirmado para os demais métodos apresentados nesse trabalho. Nesses o valor do

custo, normalmente, aumenta com a ordem estimada. Os parâmentros adotados para os

cálculos por CGO foram: gradiente relativo, grel = 10−9, distância mínima entre dois

projetos, dxmin = 10−16 e número máximo de iterações, maxit = 500.

Apesar da metodologia apresentada na seção 2.6 ter abordado para o conjunto solução

as normas dois e infinito, neste trabalho será comparada somente a solução utilizando a

norma dois. Todas as metodologias apresentadas neste trabalho utilizaram a norma dois

como critério.

3.1 EXEMPLO ACADÊMICO I

O primeiro exemplo destina-se a identificar um modelo correspondente à resposta

em freqüência gerada a partir do sistema descrito em (3.1). Esse modelo se refere ao

controle da velocidade em malha fechada de um veículo terrestre não tripulado controlado

remotamente, utilizado em missões de paz pela ONU, conforme (DORF, 1998), onde:

G1f (s) =
0, 007s + 0, 014

s3 + 3s2 + 6, 007s + 4, 014
(3.1)

Os modelos identificados G12
e(s), G13

e(s), e G15
e(s) foram calculados, respectivamente,

com as seguintes ordens: 2, 3 e 5.

Conforme descrito na seção 1.3, para atender o critério de erro, é realizada uma

aproximação entre as respostas em freqüência do modelo original e do modelo estimado

para cada elemento do vetor ω. Essa aproximação depende do ajuste nos parâmetros

da função estimada, Gn
e (s), e esse ajuste é determinado pela função custo adotada. A
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minimização desta função é utilizada como critério para determinar a aproximação mais

adequada.

Como pôde ser observado nas seções do capítulo anterior, a função de ajuste adotada

para os métodos de identificação estudados é a norma 2. Utilizou-se apenas m = 200

amostras em freqüência, tendo sido aplicada a norma 2 na diferença entre os m pontos

discretos pertencentes ao conjunto de dados {(ωi, G1f (jωi)); i = 1, ...m} e seus corres-

pondentes gerado pelo modelo {(ωi, G1n
e (jωi)); i = 1, ...m}. A função de ajuste em (3.2)

representa uma medida qualitativa da diferença entre os valores de resposta em freqüên-

cia medida no sistema real e o correspondente valor gerado pelo modelo estimado, ou

seja:

J = ‖G1f (jω)−G1n
e (jω)‖2

2 (3.2)

Como a norma 2 de números complexos é definida por:

‖x‖2 ,
√
|x2

1|+ |x2
2|+ ... + |x2

m|

onde x = (x1...xm)T ∈ Cm, pode-se reescrever (3.2) na forma:

J =

√√√√
m∑

i=1

|Gf (jωi)−Gn
e (jωi)|2 (3.3)

A tabela 3.1 mostra os custos de ajuste obtidos para cada um dos modelos identi-

ficados pelos métodos: Levy, Levy normalizado, Levy aperfeiçoado, Imposição de pólos

e cálculo analítico dos zeros, método baseado em equação-diferença na freqüência e seu

aperfeiçoamento, expansão da Base de Laguerre e finalmente Conjunto Gerador Otimi-

zado (CGO), variando-se a ordem de estimação e mantendo sempre o mesmo vetor de

freqüência ω. Esses custos têm como base um critério de erro (função custo), o qual serve

como medida de precisão dos modelos gerados pelas diversas metodologias de identifica-

ção.

Os valores dos custos indicados na tabela 3.1 foram calculados utilizando-se o mesmo

conjunto de dados de resposta em freqüência, gerado a partir de (3.1), para todos os

métodos de identificação mencionados.

Para obter os resultados utilizando expansão em Base de Laguerre e CGO, arbitrou-se

a=0,0101.

Conforme pode ser observado, os melhores resultados foram alcançados pelas meto-

dologias, quando estas foram usadas com os aperfeiçoamentos propostos.
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TAB. 3.1: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação
empregados no modelo G1f (s).

G1f (s) Ordem estimada
Método 2a 3a 5a

Levy 3, 0279× 10−3 3, 0261× 10−3 2, 4067× 10−8

Levy normalizado 3, 0279× 10−3 3, 0261× 10−3 3, 1378× 10−8

Levy aperfeiçoado 2, 9324× 10−3 2, 9303× 10−3 2, 8997× 10−8

Imposição de pólos 1, 3128× 10−3 7, 8002× 10−4 4, 1557× 10−4

Equação-diferença 3, 0606× 10−3 1, 4000× 10−12 1, 8855× 10−2

Equação-diferença escalonado 3, 0606× 10−3 1, 0314× 10−13 7, 6855× 10−16

Equação-diferença aperfeiçoado 2, 9694× 10−3 9, 6946× 10−14 5, 6972× 10−15

N2-Laguerre 6, 1493× 10−3 1, 5007× 10−3 8, 7755× 10−4

N2-CGO 1, 2437× 10−3 2.7300× 10−8 1, 6092× 10−5

As figuras que serão mostradas nesse capítulo apresentam as curvas de resposta

em freqüência do modelo original e dos modelos estimados, utilizando os métodos de

identificação descritos no capítulo anterior. Para uma melhor visualização e comparação

gráfica, as curvas de resposta em freqüência obtidas através do algoritmo de identificação

têm seus pontos traçados com linhas contínuas e com linhas tracejadas e estão superpostas

às curvas representativas do modelo original, definido em (3.1), traçadas com o símbolo

’+’ nas freqüências contidas no conjunto ω. A resposta em freqüência é calculada fazendo

s = jω em (3.1) e considerando os valores de ω contidos no vetor de freqüências ω =

[ωlinf , ..., ωlsup]
T .

A figura 3.1, apresenta a resposta em freqüência do modelo original G1f (jω), junta-

mente com as respostas em freqüência estimadas pelo método de Levy, descrito na seção

2.1, e pelo método de Levy aperfeiçoado da seção 2.2 do Capítulo 2. Essa figura é sub-

dividida em três janelas, as quais representam as respostas em freqüência dos modelos

original e estimado pelo método de Levy normalizado e Levy aperfeiçoado para: (A) 2a

ordem, ou seja, G12
f (jω), G12

Levy.n e G12
Levy.a; (B) 3a ordem, ou seja, G13

f (jω), G13
Levy.n e

G13
Levy.a e (C) 5a ordem, ou seja, G15

f (jω), G15
Levy.n e G15

Levy.a.

Como pode ser observado na figura 3.1, as respostas em freqüência estimadas para as

2a e 3a ordens não seguem sobrepostas às respostas do modelos original, diferentemente

do que ocorre com a aproximação de 5a ordem. No diagrama de módulo, poucos pontos

estimados diferem da curva original. No diagrama de fase a estimação utilizando o mé-

todo de Levy aperfeiçoado para as ordens 2 e 3 tem a curva de resposta em freqüência
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defasada para a faixa de freqüência acima de 10−2. Nessa faixa de freqüência o módulo é

muito próximo de zero, assim, o critério da norma quadrática não considera essa faixa de

freqüência e a fase é ajustada apenas para freqüências mais baixas. Por não considerar

essa defasagem os valores dos custos obtidos para esses casos são baixos, mais as cusvas

de fase não estão sobrepostas. Uma solução possível para esse problema seria uma pon-

deração no critério de ajuste para as freqüências mais altas. Para o método de Levy e

seus aperfeiçoamentos, os melhores resultados são obtidos com as estimações de ordem

5.

A figura 3.2 apresenta a resposta em freqüência dos modelos, original e estimado,

G1n
f e G1n

Eq.dif . Como citado anteriormente, essa figura também é subdividida em janelas

que apresentam as estimações para: (A) 2a ordem contendo, G12
f (jω) e G12

Eq.dif , (B) 3a

ordem com G13
f (jω) e G13

Eq.dif e (C) 5a ordem com G15
f (jω) e G15

Eq.dif .

Na figura 3.2 pode ser observado o aumento da fase para o modelo G1Eqdif.a de ordem

2, quando a faixa de freqüência aumenta. Esse fato é conseqüência do mesmo problema

apresentado na figura 3.1 (A) e (B). Para o caso do método de equação-diferença na

freqüência e seus aperfeiçoamentos, obteve-se os melhores resultados com a ordem 3.

Isso pode ser constatado na tabela 3.1, onde os custos de ajuste para essa ordem são bem

menores do que os para as ordens 2 ou 5.

A figura 3.3, apresenta a resposta em freqüência do modelo original (G1f (jω)) e dos

modelos estimados pelos métodos descritos na seção 2.6, G1n
Lag e G1n

CGO. As estimações

fornecem modelos para 2a, 3a e 5a ordem, sendo apresentados nas subdivisões dessa figura

seguindo o mesmo padrão de disposição.

No diagrama de fase da figura 3.3 ocorrem desajustes entre a resposta em freqüência

estimadas e a resposta em freqüência do modelo original na faixa de freqüências acima

de 10−2. Esses desajustes ocorrem para as ordens 2, 3 e 5. Nessa faixa de freqüência o

módulo é muito próximo de zero, assim, o critério da norma quadrática não considera

essa faixa de freqüência e a fase é ajustada apenas para freqüências mais baixas conforme

apresentado nas figuras 3.1 e 3.2. O melhor modelo estimado é obtido com ordem 5

quando utilizada a estimação por CGO.

Os coeficientes dos modelos G13
Levy.a(s), G13

Eqdif.a(s) e G13
CGO(s) estimados pelos

métodos 2.2, 2.5 e 2.6 estão apresentados no Apêndice A desse trabalho.
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FIG. 3.1: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G1f e dos modelos
identificados G1Levy.n e G1Levy.a para: (A)2a ordem, (B)3a ordem e (C)5a ordem.
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FIG. 3.2: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G1f e dos modelos
identificados G1Eqdif e G1Eqdif.a para: (A)2a ordem, (B)3a ordem e (C)5a ordem.
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FIG. 3.3: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G1f e dos modelos
identificados G1Lag e G1CGO para: (A)2a ordem, (B)3a ordem e (C)5a ordem.
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3.2 EXEMPLO ACADÊMICO II

O exemplo a seguir descreve um sistema com fase mínima e apresenta um modelo

cuja função de transferência é biprópria. Os dados de entrada e saída são gerados através

do modelo, dado a seguir:

G2f (s) =
3s + 3

s + 4
(3.4)

Os modelos identificados G21
e(s), G22

e(s) e G23
e(s) foram calculados, respectivamente,

para 1a, 2a e 3a ordem.

Para o exemplo II, assim como para os demais exemplos, adota-se a norma 2 como cri-

tério de ajuste dos parâmetros da função estimada Gn
e (s). Os valores dos custos indicados

na tabela 3.2 foram calculados utilizando-se o mesmo conjunto de dados de resposta em

freqüência, gerados a partir de (3.4), para todos os métodos de identificação empregados.

Arbitrou-se a=0,0127 no cálculo dos modelos utilizando expansão em Base de

Laguerre e CGO.

Como pode ser observado na tabela 3.2 os valores dos custos foram baixos, com ex-

ceção dos obtidos pelo método de equação-diferença na freqüência. Para esse exemplo,

quando solucionado o sistema de equações em (2.69), no método de equação-diferença,

as matrizes ficaram mal condicionadas, resultando num custo elevado. Contudo, os

resultados para a metodologia de equação-diferença aperfeiçoada foram os melhores.

Analisando-se os resultados apresentados, conclui-se que para todas as metodologias ado-

tadas, os métodos aperfeiçoados obtiveram melhores resultados.

Para esse exemplo, o método de imposição de pólos não conseguiu gerar modelos

para ordem 1.

As figuras apresentam as curvas de resposta em freqüência do modelo original, so-

brepostas as curvas dos modelos estimados por cada um dos métodos já apresentados.

A figura 3.4, tem as curvas de respostas em freqüência estimadas pelo método de Levy

sobrepostas a do modelo original. A partir dos baixos valores dos custos apresentados pelo

método de Levy e seus aperfeiçoamentos na tabela 3.2, pode-se concluir que suas respostas

em freqüência ficarão sobrepostas. Os custos para o método de Levy aperfeiçoado é menor

entre eles, embora os resultados para as ordens 1, 2 e 3 serão satisfatórios para essa classe.

A figura 3.5 apresenta a resposta em freqüência para o modelo original e os estima-

dos pelos métodos de equação-diferença e seus devidos aperfeiçoamentos. Como pode ser
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TAB. 3.2: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação
empregados no modelo G2f (s).

G2f (s) Ordem estimada
Método 1a 2a 3a

Levy 2, 8871× 10−11 1, 5577× 10−11 5, 9005× 10−11

Levy normalizado 7, 7688× 10−12 8, 0043× 10−12 2, 6537× 10−11

Levy aperfeiçoado 4, 3491× 10−12 4, 9198× 10−12 1, 6339× 10−11

Imposição de pólos − 6, 3928× 10−3 4, 2945× 10−4

Equação-diferença 1, 9198× 10−14 14, 1018 13, 1840

Equação-diferença escalonado 1, 9048× 10−14 1, 2228× 10−11 4, 1307× 10−12

Equação-diferença aperfeiçoado 1, 5480× 10−14 6, 3288× 10−12 2, 5336× 10−12

N2-Laguerre 1, 5671× 10−2 2, 0077× 10−5 2, 5279× 10−8

N2-CGO 4, 3894× 10−15 3, 5724× 10−13 1, 3464× 10−10

observado, essas curvas de resposta em freqüência estão totalmente sobrepostas tanto no

diagrama de módulo quanto no de fase para os modelos de 1a ordem. Porém, para as

ordens 2 e 3, os diagramas têm as curvas de resposta em freqüência estimadas desajus-

tadas em toda faixa de freqüência para a metodologia original. É importante resaltar

que nas ordens 2 e 3, a resposta em freqüência do modelo original e do modelo estimado

aperfeiçoado estão totalmente sobrepostas.

Na figura 3.6 os diagramas de módulo e de fase para as ordens 1, 2 e 3 têm sua curvas

de resposta em freqüência completamente sobrepostas, justificando assim os baixos custos

para os métodos de identificação por Laguerre e CGO apresentados na tabela 3.2.

Os coeficientes dos modelos G21
Levy.a(s), G21

Eqdif.a(s) e G21
CGO(s) estimados pelos

métodos abordados nesse trabalho estão apresentados no Apêndice A desse trabalho.
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FIG. 3.4: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G2f e dos modelos
identificados G2Levy.n e G2Levy.a para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.

70



10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w (rad/s)

M
od

ul
o

G
f

G
Eqdif

G
Eqdif.a

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

w (rad/s)

F
as

e

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−1

0

1

2

3

4

w (rad/s)

M
od

ul
o G

f
G

Eqdif
G

Eqdif.a

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

50

w (rad/s)

F
as

e

(A) (B)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w (rad/s)

M
od

ul
o

G
f

G
Eqdif

G
Eqdif.a

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

w (rad/s)

F
as

e

(C)

FIG. 3.5: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G2f e dos modelos
identificados G2Eqdif e G2Eqdif.a para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.

71



10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w (rad/s)

M
od

ul
o

G
f

G
Lag

G
CGO

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

w (rad/s)

F
as

e

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w (rad/s)

M
od

ul
o

G
f

G
Lag

G
CGO

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

w (rad/s)

F
as

e

(A) (B)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

w (rad/s)

M
od

ul
o

G
f

G
Lag

G
CGO

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

0

10

20

30

40

w (rad/s)

F
as

e

(C)

FIG. 3.6: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G2f e dos modelos
identificados G2Lag e G2CGO para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.
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3.3 EXEMPLO ACADÊMICO III

Este exemplo determina um modelo de fase não-mínima, e estritamente própria cuja

função de transferência é de segunda ordem. O modelo que fornece os dados de entrada

e saída necessários para a identificação, é representado por:

G3f (s) =
10s− 20

s2 + 5s + 6
(3.5)

Os modelos estimados para o exemplo III são: G31
e, G32

e e G33
e. Esses modelos foram

calculados para atender, respectivamente, a 1a, 2a e 3a ordem.

Para se obter os valores dos custos apresentados na tabela 3.3, foi aplicada a norma

2 na diferença dos 200 pontos discretos pertencentes ao conjunto de dados supostamente

medidos no sistema real, {(ωi, G3f (jωi)); i = 1, ...m}, e aqueles gerados pelo modelo

estimado, {(ωi, G3n
e (jωi)); i = 1, ...m}. É importante resaltar que os valores dos custos

indicados na tabela 3.3 foram calculados utilizando-se em todos os métodos relacionados,

o mesmo conjunto de dados de resposta em freqüência gerado a partir de (3.5).

Na tabela 3.3 pode ser observado que a estimação para 1a ordem não obteve resultado

satisfatório em nenhum dos métodos propostos, porém, nas estimações de 2a e 3a ordens

os valores dos custos foram baixos. Para os métodos de imposição de pólos e expansão

por base de Laguerre os custos ficaram na ordem de ∼= 10−2 e para os demais métodos na

ordem de ∼= 10−12, com exceção da 3a ordem para o método de equação-diferença. Esse

valor será melhor justificado quando for analisada a figura 3.8 a seguir.

Para o método que utiliza a expansão da base de Laguerre os custos foram obtidos

com a = 0, 0024 para o modelo de 1a ordem e com a = 0, 0077 para os modelos de 2a e

3a ordens.

Nas primeiras janelas das figuras 3.7, 3.8 e 3.9, onde são apresentadas as estimações

para 1a ordem, pode-se verificar que as curvas de resposta em freqüência estimadas di-

ferem bastante da fornecida pelo modelo original. A partir dos custos obtidos para as

estimações de 1a ordem, esses desajustes eram esperadas. Para as demais janelas dessas

figuras, as quais representam as estimações para 2a e 3a ordens, as curvas de resposta

em freqüencia seguem sobrepostas, exceto para o método de equação-diferença, que para

3a ordem apresenta desajustes no diagrama de módulo na faixa de freqüência abaixo de

10−1rad/s e no diagrama de fase na faixa de freqüências entre 10−3rad/s e 10−1rad/s.

Nesse exemplo, utilizando uma faixa de freqüência maior, o método de identificação
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TAB. 3.3: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação propostos
no modelo G3f (s).

G3f (s) Ordem estimada
Método 1a 2a 3a

Levy 28, 7038 1, 1617× 10−10 2, 7411× 10−10

Levy normalizado 28, 7038 2, 3974× 10−11 1, 0191× 10−11

Levy aperfeiçoado 28, 7038 1, 7599× 10−11 7, 4724× 10−12

Imposição de pólos 1, 2028 1, 3699× 10−2 7, 1013× 10−4

Equação-diferença 39, 5600 2, 4432× 10−14 50, 4949

Equação-diferença escalonada 39, 5600 4, 2528× 10−14 2, 0842× 10−11

Equação-diferença aperfeiçoado 26, 4164 7, 4711× 10−14 1, 5129× 10−11

N2-Laguerre 11, 8541 2, 0946× 10−1 1, 9985× 10−1

N2-CGO 11, 8516 8, 1833× 10−12 2, 0692× 10−9

por equação-diferença para 3a ordem, apresenta pontos desajustados em algumas faixas

de freqüências, porém no diagrama de fase existem partes sobrepostas.

Na figura 3.7 utilizando a estimação pelo método de Levy e por seus aperfeiçoamen-

tos, os melhores resultados foram obtidos com os modelos de ordem 3. Nas figuras 3.8

e 3.9, os melhores modelos estimados são obtidos com ordem 2, quando utilizadas as

identificações por equação-diferença e por CGO.

Os coeficientes dos modelos G32
Levy.a(s), G32

Eqdif.a(s) e G32
CGO(s) estimada pelos mé-

todos 2.2, 2.5 e 2.6 estão apresentados no Apêndice A desse trabalho.
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FIG. 3.7: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G3f e dos modelos
identificados G3Levy.n e G3Levy.a para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.
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FIG. 3.8: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G3f e dos modelos
identificados G3Eqdif e G3Eqdif.a para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.
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FIG. 3.9: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G3f e dos modelos
identificados G3Lag e G3CGO para (A)1a ordem, (B)2a ordem, e (C)3a ordem.
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3.4 EXEMPLO ACADÊMICO IV

Este exemplo utiliza um modelo com fase mínima e bipróprio com função de trans-

ferência de sétima ordem. Os dados de entrada e saída, são gerados através do modelo

G4f (s), cujos os coeficientes exatos de seu numerador e denominador estão apresentados

na tabela 3.4.

G4f (s) ≈ 0, 1s7 + 4s6 + 90s5 + 863s4 + 4417s3 + 11761s2 + 14942s + 6958

s7 + 16s6 + 252s5 + 2476s4 + 13659s3 + 59044s2 + 131354s + 87580
(3.6)

As funções de transferência estimadas de ordem 7 para o modelo da equação

(3.6), serão representadas por: G47
Levy.a(s), G47

Eqdif.a(s) e G47
CGO(s); e seus coeficien-

tes encontram-se no Apêndice A deste trabalho.

TAB. 3.4: Coeficientes utilizados no modelo G4f (s) do exemplo acadêmico IV.

G4f Coeficientes
Ordem Numerador Denominador

s7 1, 00000000000000× 10−1 1,00000000000000
s6 4,75300000000000 1, 68200000000000× 101

s5 9, 00127500000000× 101 2, 52669100000000× 102

s4 8, 63245382500000× 102 2, 47687278800000× 103

s3 4, 41786362625000× 103 1, 365919997939000× 104

s2 1, 17618216175000× 104 5, 904440987497900× 104

s1 1, 4942803801250× 104 1, 313540179426880× 105

s0 6, 9583200225000× 103 8, 758035014250600× 104

Os modelos identificados nesse exemplo G42
e, G45

e e G47
e foram calculados, respecti-

vamente para 2a, 5a e 7a ordem.

Conforme descrito na seção 2.2, o método de Levy apresentou falhas para sistemas

com ordens superiores a 5, em conseqüência do sistema de equações em (2.41) ser mal

condicionado devido à matriz M em (2.43). Essa observação pode ser constatada a partir

dos valores dos custos obtidos na tabela 3.5 para a estimação pelo método de Levy e

pelos seus métodos aperfeiçoados. Com o método de Levy aperfeiçoado o custo diminui,

porém, não chega a apresentar um valor satisfatório.

Para o método de imposição de pólos a estimação é satisfatória nas ordens 2, 5 e

7. Para os demais métodos, os custos dos modelos com ordem 2 são elevados. Com
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exceção do método de imposição de pólos, os resultados mais satisfatórios são obtidos

com os métodos de identificação por equação-diferença escalonado e equação-diferença

aperfeiçoado, como também para o método CGO.

Para estimação utilizando a expansão da base de Laguerre utilizou-se a = 0, 026 para

a ordem 2, a = 0, 037 para a ordem 5 e a = 0, 056 para a ordem 7.

TAB. 3.5: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação
empregados no modelo G4f (s).

G4f (s) Ordem estimada
Método 2a 5a 7a

Levy 4, 4307 2, 4900 3, 4643

Levy normalizado 4, 4307 2, 4894 2, 1723

Levy aperfeiçoado 3, 2563 2, 2812 2, 0078

Imposição de pólos 2, 4395× 10−1 2, 7448× 10−2 1, 4947× 10−2

Equação-diferença 5, 5101 11, 2754 7, 8415

Equação-diferença escalonada 5, 5101 2, 0411× 10−3 1, 1397× 10−3

Equação-diferença aperfeiçoado 3, 7328 2, 0411× 10−3 1, 0867× 10−3

N2-Laguerre 3, 1217 1, 7538 1, 5577

N2-CGO 1, 9350 3, 4405× 10−4 3, 4210× 10−4

As figuras 3.10, 3.11 e 3.12, apresentam as curvas de resposta em freqüência do

modelo original, gerado pela equação em (3.6), e as curvas dos modelos identificados

pelos métodos propostos, seguindo os mesmos padrões de organização e nomenclatura

descritos na seção 3.1 desse capítulo.

Na figura 3.10, tanto para o diagrama de módulo quanto para o de fase, pontos

das curvas de respostas em freqüência estimadas estão desajustados dos pontos da curva

de resposta em freqüência do modelo original. Esses pontos desajustados ocorrem, na

maioria dos casos, na faixa de freqüência onde a curva do modelo original tem maiores

variações. Nas freqüências onde a resposta em freqüência original é mais constante, as

respostas em freqüência estimadas ficam mais próximas.

Na figura 3.11 é possível observar muitos desajustes para a ordem 2 nos diagramas

de módulo e fase, tanto para o método de equação-diferença quanto para seus aper-

feiçoamentos. Para as ordens 5 e 7 a curva do modelo original e do modelo estimado

aperfeiçoado estão sobrepostas. As curvas da estimação utilizando o método de equação-

diferença estão completamente desajustadas. Isso se deve ao fato do mal condicionamento

das matrizes ao se resolver o sistema de equações descrito em (2.69), conforme citado no
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exemplo 3.2 desse capítulo.

Da mesma maneira que na figura 3.11, também ocorrem desajustes na figura 3.12

para a ordem 2. Para as ordens 5 e 7, as estimações por CGO apresentaram resultados

satisfatórios e têm suas curvas de resposta em freqüência, no diagrama de módulo e fase

sobrepostas às curvas do modelo original.
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FIG. 3.10: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G4f e dos modelos
identificados G4Levy.n e G4Levy.a para (A)2a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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FIG. 3.11: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G4f e dos modelos
identificados G4Eqdif e G4Eqdif.a para (A)2a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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FIG. 3.12: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G4f e dos modelos
identificados G4Lag e G4CGO para (A)2a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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3.5 EXEMPLO ACADÊMICO V

Este exemplo apresenta um modelo cuja função de transferência é de quinta ordem

e biprópria. Os dados de entrada e de saída são gerados através do seguinte modelo:

G5f (s) =
0, 87s5 + 4, 45s4 + 15, 97s3 + 17, 58s2 + 12s + 1, 37

s5 + 5, 71s4 + 20, 98s3 + 24, 68s2 + 19, 29s + 2, 24
(3.7)

Os coeficientes das funções estimadas para 5a ordem, a partir das metodologias pro-

postas no capítulo 2 serão apresentados no Apêndice A desse trabalho.

Para esse exemplo foram obtidos modelos estimados nas ordens 3, 5 e 7, denominados,

respectivamene, por: G53
e, G55

e, G57
e.

A tabela 3.6, mostra a comparação dos custos obtidos para os métodos propostos

e seus devidos aperfeiçoamentos. Para a estimação utilizando expansão por base de

Laguerre, utilizou-se a = 0, 0061 para as 3a, 5a e 7a ordens.

Os custos obtidos utilizando os métodos de Levy e o de imposição de pólos foram

satisfatórios, porém, a diferença entre o método de Levy e seus aperfeiçoamentos é pe-

quena. Pode-se considerar que para esse exemplo, a matriz em (2.41) apresenta um bom

condicionamento numérico. Em conseqüência disso, não houve grandes diferenças nos

valores dos custos quando utilizados os aperfeiçoamentos do método.

Como pode ser observado na tabela 3.6 o valor do custo diminui consideravelmente

quando utilizados os aperfeiçoamentos propostos nas estimações por equação-diferença ,

exceto para ordem 3 onde o custo permanece praticamente o mesmo.

A figura 3.13 tem suas respostas em freqüência estimadas sobrepostas, porém, desa-

justadas da resposta em freqüência original. Esse desajuste ocorre para as ordens 3, 5

e 7 dentro da faixa de freqüência de ∼= 10−3rad/s à ∼= 10−1rad/s, onde surgem os picos

das respostas em freqüência do modelo original.

Na figura 3.14 aparecem os mesmos desajustes apresentados na figura 3.13, para

a ordem 3. Para as ordens 5 e 7 os desajustes são grandes para o método de equação-

diferença. Para esse caso os desajustes ocorrem em toda a faixa de freqüência empregada.

Para a figura 3.15, as diferenças ocorrem nos diagramas de módulo e de fase na faixa

de freqüência de ∼= 10−3rad/s e ∼= 10−1rad/s para a ordem 2. Para as ordens 5 e 7,

a identificação utilizando a expansão da base de Laguerre e CGO têm suas respostas

em freqüência totalmente sobrepostas às curvas originais dentro da faixa de freqüência

estabelecida.
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FIG. 3.13: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G5f e dos modelos
identificados G5Levy.n e G5Levy.a para (A)3a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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FIG. 3.14: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G5f e dos modelos
identificados G5Eqdif e G5Eqdif.a para (A)3a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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FIG. 3.15: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G5f e dos modelos
identificados G5Lag e G5CGO para (A)3a ordem, (B)5a ordem, e (C)7a ordem.
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TAB. 3.6: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação propostos
no modelo G5f (s).

G5f (s) Ordem estimada
Método 3a 5a 7a

Levy 3, 2301× 10−1 3, 9217× 10−1 4, 4602× 10−1

Levy normalizado 3, 2301× 10−1 3, 2323× 10−1 3, 2400× 10−1

Levy aperfeiçoado 3, 2045× 10−1 3, 2078× 10−1 3, 2100× 10−1

Imposição de pólos 2, 3542× 10−1 2, 4644× 10−2 2, 3918× 10−2

Equação-diferença 3, 1901× 10−1 22, 4974 36, 4344

Equação-diferença escalonada 3, 1902× 10−1 2, 2457× 10−1 3, 1714× 10−1

Equação-diferença aperfeiçoado 3, 1133× 10−1 2, 0479× 10−1 3, 0944× 10−1

N2-Laguerre 2, 3542× 10−1 2, 4644× 10−2 2, 3758× 10−2

N2-CGO 1, 3499× 10−2 1, 3499× 10−2 2, 3758× 10−2

3.6 SISTEMA NEW ENGLAND

Conforme (SILVA, 2005), o controle diversificado de um sistema elétrico de potência

(SEP) possui vital importância para as operações seguras e econômicas dos sistemas

atuais. Ele é projetado para desempenhar uma dada tarefa assumindo certas condições

operativas.

Embora o modelo de um SEP possua uma grande quantidade de entradas e de saídas,

o projeto pode ser restrito a uma função de transferência escalar ou a uma matriz de

transferência com poucas entradas e saídas, escolhendo-os de maneira que a dinâmica

fique bem representada para a análise de um problema específico.

A base de dados para obtenção dos modelos dinâmicos desse exemplo está descrita

no Apêndice B desse trabalho. Os coeficientes do modelo G6f (s), utilizado nesse exemplo

estão apresentados no Apêndice A.

Os modelos estimados para este exemplo atendem as ordens 5, 9 e 15, e o vetor

de freqüências ω utilizado para a obtenção da resposta em freqüência dos modelos es-

timados, é composto por 200 elementos equiespaçados logaritmicamente, no intervalo

[−0, 5, 1, 2]rad/s. Os limites arbitrados foram testados e esse sistema apresentou melho-

res resultados para as freqüências mais baixas.

A tabela 3.7 mostra a comparação dos custos obtidos para os métodos pesquisados

e seus devidos aperfeiçoamentos. Para a estimação utilizando a expansão da base de

Laguerre, utilizou-se a = 0, 43 para a ordem 5, a = 0, 66 para a ordem 9 e a = 0, 77 para

ordem 15.
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Os custos obtidos utilizando o método de Levy e equação-diferença apresentados,

respectivamente, em (LEVY, 1959) e em (ARAÚJO, 2006) foram satisfatórios, sendo

ainda menores quando inseridos os aperfeiçoamentos propostos nesse trabalho.

Na estimação por imposição de pólos, expansão por base de Laguerre e CGO os

custos obtidos para as ordens estabelecidas foram satisfatórios.

TAB. 3.7: Comparação dos custos alcançados pelos métodos de identificação
empregados para o modelo do sistema New England G6f (s).

G6f (s) Ordem estimada
Método 5a 9a 15a

Levy 1, 7750× 10−2 1, 4967× 10−2 3, 0205× 10−3

Levy normalizado 1, 7750× 10−2 1, 4967× 10−2 2, 8894× 10−3

Levy aperfeiçoado 1, 5678× 10−2 1, 3108× 10−2 2, 7242× 10−3

Imposição de pólos 9, 3749× 10−3 2, 3688× 10−3 1, 8734× 10−3

Equação-diferença 1, 5027× 10−2 2, 1771× 10−3 4, 2487× 10−2

Equação-diferença escalonada 1, 5027× 10−2 2, 1746× 10−3 1, 8427× 10−3

Equação-diferença aperfeiçoado 1, 1480× 10−2 1, 9928× 10−3 1, 5448× 10−3

N2-Laguerre 3, 0864× 10−2 2, 1597× 10−2 1, 9835× 10−2

N2-CGO 2, 6058× 10−2 1, 7684× 10−2 1, 8358× 10−2

A figura 3.16 têm as respostas em freqüência estimadas próximas, dentro da faixa

de freqüência estabelecida. Porém, estas estão desajustadas da resposta em freqüência

do modelo original. Este fato é observado para os diagramas de módulo considerando as

ordens 5 e 9 nas freqüências mais baixas. Para as freqüências mais altas as curvas ficam

sobrepostas. Para os diagramas de fase onde o módulo é bem próximo de zero ocorre

o mesmo apresentado no 1◦ exemplo, o critério da norma quadrática não considera essa

faixa de freqüência e o ajuste é obtido apenas para as freqüências mais altas. Para a

ordem 15 o diagrama de módulo tem suas curvas sobrepostas e o diagrama de fase com

alguns pontos desajustados nas freqüências mais baixas.

A figura 3.17 na estimação para ordem 5 o diagrama de módulo apresenta alguns

pontos das respostas em freqüência estimadas desajustados da resposta em freqüência

original para as freqüências mais baixas. No diagrama de fase existem pontos desajus-

tados para as freqüências mais baixas porém, para as freqüências acima de 100 tanto no

diagrama de módulo, quanto no diagrama de fase as curvas são sobrepostas. Para as

ordens 9 e 15 as curvas estão sobrepostas.

Na figura 3.18 os diagramas de módulo tem pontos ajustados apenas para as
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freqüências acima de ∼= 10−1,5rad/s. Para as freqüências mais altas as curvas de resposta

em freqüência estimadas e as curvas de resposta em freqüência do sistema original estão

desjustadas. O diagrama de fase apresenta apenas alguns pontos em comum entre

as respostas em freqüência estimada e a resposta em freqüência do sistema original,

considerando a mesma descrição observada na figura 3.16 para o módulo próximo de

zero.
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FIG. 3.16: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G6f e dos modelos
identificados G6Levy.n e G6Levy.a para (A)5a ordem, (B)9a ordem e (C)15a ordem.
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FIG. 3.17: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G6f e dos modelos
identificados G6Eqdif e G6Eqdif.a para (A)5a ordem, (B)9a ordem e (C)15a ordem.
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FIG. 3.18: Curvas de resposta em freqüência do modelo original G6f e dos modelos
identificados G6Lag e G6CGO para (A)5a ordem, (B)9a ordem e (C)15a ordem.
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4 CONCLUSÕES E SUGESTÕES

4.1 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou um estudo comparativo entre métodos de identificação no

domínio da freqüência, os quais iniciam-se pela escolha da ordem n da função de transfe-

rência a ser estimada Ge
n(s). Em seguida é realizado um ajuste no vetor de parâmetros,

para cada metodologia apresentada, de acordo com critérios pré-estabelecidos fazendo

com que Gn
e (s) se aproxime da função de transferência do sistema Gf (s) em m pontos

conhecidos da curva de resposta em freqüência. O critério de ajuste adotado foi a mini-

mização de uma função custo utilizando a norma dois da diferença entre os vetores da

resposta em freqüência do sistema real e da função de transferência estimada, nos pontos

m conhecidos.

Apresentou-se os métodos de identificação desenvolvidos em (LEVY, 1959), (VALLE,

2005), (ARAÚJO, 2006) e (WULHYNEK, 2002). As técnicas abordadas por (VALLE,

2005) e (WULHYNEK, 2002) foram apresentadas com intuito de comparação de resulta-

dos e as técnicas mostradas por (LEVY, 1959) e (ARAÚJO, 2006) tiveram contribuições

propostas nas metodologias originais.

Para a metodologia apresentada por (LEVY, 1959), a técnica de identificação é res-

trita a sistemas de baixa ordem e essas limitações foram diminuidas com a normalização

do vetor de freqüência e o escalonamento com pivoteamento parcial do sistema de equa-

ções lineares resultante. Para melhorar o resultado foi acrescentado a essa técnica o

cálculo analítico da posição ótima dos zeros. Esses resultados podem ser verificados nas

tabelas dos exemplos no capítulo 3.

O método de equações-diferença (ARAÚJO, 2006) foi eficiente na maioria dos exem-

plos, porém, em alguns casos, os aperfeiçoamentos propostos ao método original foram

imprescindíveis para que os resultados se tornassem satisfatórios, como pode ser obser-

vado nos exemplos 4 e 5. Para esses exemplos o vetor de freqüências quando normalizado,

abrange uma faixa de freqüências menor, acarretando um resultado mais preciso, o que

não pôde ser obtido com o vetor de freqüências original ω. A utilização do escalonamento

com pivoteamento parcial diminui a propagação de erros numéricos.

Para as metodologias de Levy, Equação-diferença e a expansão utilizando a Base de

Laguerre o problema tem solução analítica e portanto o tempo computacional é pequeno.
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Para a metodologia de Imposição de pólos e cálculo analítico dos zeros o problema é

semi-analítico o qual demanda um tempo computacional um pouco maior do que as me-

todologias citadas acima. Para a metodologia que aplica o Conjunto Grarador Otimizado

(CGO) como conjunto solução é aplicado o método de programação linear. Esse método

é iterativo e demanda um maior tempo computacional, sendo então a metodologia que

apresenta o maior tempo computacional das apresentadas nesse trabalho.

Os exemplos apresentados no capítulo 3 ressaltam resultados melhores quando com-

paradas as metodologias com os aperfeiçoamentos propostos em relação às originais. A

partir dos pólos determinados pelas metodologias aperfeiçoadas, o cálculo analítico da

posição ótima dos zeros permite reajustar os modelos estimados com valores menores da

função custo. A estimação utilizando expansão por base de Laguerre determina bons

pontos iniciais, sendo de fundamental importância para o sucesso das estimações por

CGO.

Assim, os resultados das aplicações das metodologias apresentadas dependem dos

dados fornecidos e dos objetivos a serem alcançados. As seguintes conclusões também

foram relevantes:

• A normalização do vetor de freqüências funcionou eficientemente para obtenção e

apresentação dos resultados.

• O escalonamento com pivoteamento parcial foi útil na solução de sistemas de equa-

ções lineares, pois evitou a propagação de erros numéricos.

• A solução analítica do cálculo da posição ótima dos zeros, em conjunto com os aper-

feiçoamentos propostos, ajudou muito na implementação e eficiência dos algoritmos

estudados.

• A solução analítica do problema N2BL possibilitou realizar um procedimento de

avaliação do melhor parâmetro a de Laguerre, possibilitando atingir melhores so-

luções pela metodologia por CGO;

• O método de otimização BFGS (BAZAARA, 1993) em conjunto com o de busca

unidimensional por Wolfe (BERTSEKAS, 1995), se mostraram eficientes para a mi-

nimização das funções convexas e não convexas empregadas nas técnicas abordadas

nas seções 2.3 e 2.6.

• A utilização dos pólos estimados pelas técnicas apresentadas em (LEVY, 1959) e

(ARAÚJO, 2006) em conjunto com o cálculo da posição ótima dos zeros possibilitou
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atingir bons resultados nas respostas em freqüência dos modelos apresentados nos

exemplos.

• Os exemplos teóricos forneceram parâmetros para avaliação comparativa do desem-

penho das metodologias apresentadas.

• Para o exemplo prático foram utilizados os dados do modelo do sistema New

England, que consiste num sistema elétrico de potência de grande porte. Esse

exemplo mostrou um pouco das dificuldades da modelagem de um sistema real,

com relação à ordens elevadas.

4.2 SUGESTÕES PARA FUTUROS TRABALHOS

Ao finalizar este trabalho, são propostas as seguintes sugestões para trabalhos futuros:

a) Investigar as metodologias utilizando a escala de ganho em decibel (dB). Como foi

visto, os custos devolvidos pelos critérios apresentados têm relação direta com os

valores das funções de transferência analisadas. Assim, utilizando-se uma escala

diferente espera-se que os ajustes obtidos sejam diferentes.

b) Refazer os exemplos utilizando sinais aleatórios aplicados às entradas dos sistemas

e realizar o levantamento da curva de resposta em freqüência através do cálculo

da FFT dos sinais de entrada e saída. Aplicar as metodologias apresentadas e

comparar os resultados com os atuais.

c) Aplicar uma função custo baseada em norma infinita como critério de ajuste e

comparar com os obtidos pela norma dois nos exemplos desse trabalho.

d) Aplicar a função custo de norma infinita como restrição da função custo de norma

dois e vice-versa. Essa composição permitirá, por exemplo, realizar um ajuste

segundo o critério da norma dois, restringindo-se a curva ajustada a uma distân-

cia máxima dos pontos conhecidos da curva de resposta em freqüência medida na

planta.

e) Estender os métodos de identificação apresentados para sistemas multivariáveis.

Todos os sistemas apresentados são considerados lineares em torno do ponto de

operação observado. Assim, para um sistema MIMO, aplica-se os procedimentos

para cada par de entrada e saída compondo uma matriz de transferência do sistema.
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f) Estender os métodos para sistemas multivariáveis modificando a função custo de

maneira que a identificação dos canais possam ser realizadas simultâneamente.
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6 APÊNDICES

98



6.1 APÊNDICE A - COEFICIENTES DAS FUNÇÕES ESTIMADAS

TAB. 6.1: Coeficientes do modelo estimado G13
e(s).

G13
e(s) Método

G13
levy.a(s) G13

Eqdif.a(s) G13
CGO(s)

Numerador
s3 7, 087× 10−5 4, 199× 10−16 1, 802× 10−12

s2 9, 215× 10−4 −2, 102× 10−17 −1, 481× 10−13

s1 3.012× 10−5 7, 093× 10−8 7, 093× 10−8

s0 4, 343× 10−6 4, 515× 10−10 4, 515× 10−10

Denominador
s3 1, 000 1, 000 1, 000
s2 56, 340 9, 549× 10−3 9, 549× 10−3

s1 3, 014× 10−1 6, 087× 10−5 6, 087× 10−5

s0 1, 301× 10−3 1, 295× 10−7 1, 295× 10−7

TAB. 6.2: Coeficientes do modelo estimado G21
e(s).

G21
e(s) Método

G21
levy.a(s) G21

Eqdif.a(s) G21
CGO(s)

Numerador
s1 3, 000 3, 000 3, 000
s0 9, 549× 10−3 9, 549× 10−3 9, 549× 10−3

Denominador
s1 1, 000 1, 000 1, 000
s0 1, 273× 10−2 1, 273× 10−2 1, 273× 10−2
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TAB. 6.3: Coeficientes do modelo estimado G32
e(s).

G3e
2(s) Método

G32
levy.a(s) G32

Eqdif.a(s) G3CGO2(s)

Numerador
s2 −3, 628× 10−13 −6, 453× 10−15 1, 166× 10−12

s1 3, 183× 10−2 3, 183× 10−2 3, 183× 10−2

s0 −2, 026× 10−4 −2, 026× 10−4 −2, 026× 10−4

Denominador
s2 1, 000 1, 000 1, 000
s1 1, 592× 10−2 1, 592× 10−2 1, 592× 10−2

s0 6, 079× 10−5 6, 079× 10−5 6, 079× 10−5

TAB. 6.4: Coeficientes do modelo estimado G47
e(s).

G47
e(s) Método

G47
levy.a(s) G47

Eqdif.a(s) G47
CGO(s)

Numerador
s7 3, 561× 10−1 1, 000× 10−1 1, 000× 10−1

s6 2, 302 2, 022× 10−2 5, 891× 10−2

s5 1, 889 2, 609× 10−1 1, 257× 10−2

s4 7, 858 1, 966× 10−1 3, 647× 10−3

s3 2, 288 2, 009× 10−2 3, 353× 10−4

s2 1, 04× 10−1 7, 639× 10−4 1, 237× 10−5

s1 4, 257 1, 148× 10−5 1, 838× 10−7

s0 2, 003× 10−5 4, 805× 10−8 7, 662× 10−10

Denominador
s7 1, 000 1, 000 1, 000
s6 33, 49 1, 044× 10−1 4, 914× 10−1

s5 5, 742 2, 597 7, 63× 10−2

s4 112, 9 1, 712 2, 849× 10−2

s3 7, 508 3, 017× 10−2 5, 292× 10−4

s2 3, 762× 10−1 2, 737× 10−3 4, 414× 10−5

s1 8, 428× 10−3 2, 119× 10−5 3, 472× 10−7

s0 2, 077× 10−4 6, 05× 10−7 9, 645× 10−9
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TAB. 6.5: Coeficientes do modelo estimado G55
e(s).

G55
e(s) Método

G55
levy.a(s) G55

Eqdif.a(s) G55
CGO(s)

Numerador
s5 9, 413× 10−1 8, 699× 10−1 8, 697× 10−1

s4 420, 4 5, 415× 10−3 2, 521× 10−2

s3 31, 88 −1, 105× 10−4 3, 139× 10−4

s2 1.328 −3, 959× 10−6 2, 187× 10−6

s1 81, 04 −3, 245× 10−8 6, 099× 10−9

s0 3, 196× 10−1 −6, 36× 10−11 9, 673× 10−12

Denominador
s5 1, 000 1, 000 1, 000
s4 483, 5 7, 825× 10−3 3, 051× 10−2

s3 37, 09 −1, 135× 10−4 4, 079× 10−4

s2 1.528 −4, 938× 10−6 2, 913× 10−6

s1 95, 39 −4, 271× 10−8 9, 027× 10−9

s0 5, 216× 10−1 −1, 056× 10−10 1, 584× 10−11

TAB. 6.6: Coeficientes utilizados no modelo G6f (s) - Exemplo prático.

G6f Coeficientes

Ordem Numerador (×1039) Denominador (×1042)

s62 0.00000000000000 0.00000000000000

s61 0.00000000000000 0.00000000000000

s60 0.00000000000000 0.00000000000000

s59 0.00000000000000 0.00000000000000

s58 0.00000000000000 0.00000000000000

s57 0.00000000000000 0.00000000000000

s56 0.00000000000000 0.00000000000000

s55 0.00000000000000 0.00000000000000

s54 0.00000000000000 0.00000000000000

s53 0.00000000000000 0.00000000000000

s52 0.00000000000000 0.00000000000000

s51 0.00000000000000 0.00000000000000

s50 0.00000000000000 0.00000000000000
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s49 0.00000000000000 0.00000000000000

s48 0.00000000000000 0.00000000000000

s47 0.00000000000001 0.00000000000001

s46 0.00000000000006 0.00000000000005

s45 0.00000000000049 0.00000000000038

s44 0.00000000000372 0.00000000000285

s43 0.00000000002627 0.00000000002004

s42 0.00000000017289 0.00000000013185

s41 4,75300000000000 0.00000000081156

s40 0.00000000106143 0.00000000467303

s39 0.00000000607903 0.00000002516437

s38 0.00000003247551 0.00000012666192

s37 0.00000016177021 0.00000059544912

s36 0.00000075094311 0.00000261189787

s35 0.00001305214678 0.00001067747465

s34 0.00004876964639 0.00004062461643

s33 0.00016912561021 0.00014363239499

s32 0.00054361159061 0.00047111432546

s31 0.00161730352050 0.00143094372583

s30 0.00444747479812 0.00401703656844

s29 0.01128900830545 0.01040171012215

s28 0.02641406304839 0.02479270720916

s27 0.05689684217692 0.05428187438483

s26 0.11268534846907 0.10893931471651

s25 0.20494240615406 0.19998680379760

s24 0.34184529238889 0.33511480296695

s23 0.52224955029720 0.51149998395562

s22 0.72969403841891 0.70962203434056

s21 0.93090273386205 0.89285155234164

s20 1.08231954144710 1.01647648179574

s19 1.14435358078874 1.04450288232144

102



s18 1.09759682051763 0.96616932500055

s17 0.95228201739086 0.80213124091128

s16 0.74491407504486 0.59573057951615

s15 0.52339654963292 0.39430820514728

s14 0.32889674254023 0.23159397958451

s13 0.18391585916927 0.12009891835725

s12 0.09098688598201 0.05466302440738

s11 0.03955118176484 0.02168252079093

s10 0.01498324791118 0.00743105584297

s9 0.00489780769759 0.00217724875982

s8 0.00136456452892 0.00053813134059

s7 0.00031898570921 0.00011028826288

s6 0.00006128833616 0.00001832002919

s5 0.00000940873280 0.00000239000016

s4 0.00000110758620 0.00000023387386

s3 0.00000009367938 0.00000001596183

s2 0.00000000505531 0.00000000066606

s1 0.00000000013032 0.00000000001241

s0 0.00000000000000 -0.00000000000000
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6.2 APÊNDICE B - SISTEMA NEW ENGLAND

O sistema New England (BYERLY, 1978) possui 10 geradores, 44 linhas de trans-

missão e transformadores e 39 barras, onde a máquina da barra 39 é considerada como

barra infinita 1. A figura 6.2 mostra seu diagrama unifilar.

Os geradores têm sistemas de excitação com máquinas rotativas, de resposta lenta,

ganhos baixos e que exigem valores elevados tanto para o ganho como para avanço de

fase dos estabilizadores de sistemas de potência (ESP). As cargas são representadas por

impedâncias constantes. A base de dados para obtenção dos modelos dinâmicos está

descrita na tabela 6.7:

TAB. 6.7: Constantes das máquinas do sistema New England.

Barra Base H X ′
d X ′

q Xd Xq Ra T ′
d0 T ′

q0 Xp D

30 1000,0 4,200 0,310 0,000 1,000 0,690 0,0014 10,200 0,000 0,125 4,0
31 1000,0 3,030 0,697 1,700 2,950 2,820 0,0270 6,560 1,500 0,350 9,75
32 1000,0 3,580 0,531 0,876 2,495 2,37 0,00386 5,700 1,500 0,304 10,00
33 1000,0 2,860 0,436 1,660 2,620 2,58 0,00222 5,690 1,500 0,295 10,00
34 1000,0 2,600 1,320 1,660 6,700 6,200 0,0014 5,400 0,440 0,540 3,00
35 1000,0 3,480 0,500 0,814 2,540 2,410 0,0615 7,300 0,400 0,224 10,00
36 1000,0 2,640 0,490 1,860 2,950 2,92 0,00268 5,660 1,500 0,322 8,00
37 1000,0 2,430 0,570 0,911 2,900 2,80 0,00686 6,700 0,410 0,280 9,00
38 1000,0 3,450 0,570 0,587 2,106 2,050 0,0030 4,790 1,960 0,298 14,00
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TAB. 6.8: Constantes dos Reguladores Automáticos de Tensão do sistema New England.
Barra Ka Ta Kf Tf Ke Te

30 5.00 0.060 0.04 1.000 1.00 0.250
31 6.20 0.050 0.057 0.500 1.00 0.410
32 5.00 0.060 0.08 1.000 1.00 0.500
33 5.00 0.060 0.08 1.000 1.00 0.500
34 40.00 0.020 0.03 1.000 1.00 0.785
35 5.00 0.020 0.0754 1.240 1.00 0.471
36 40.00 0.020 0.03 1.000 1.00 0.730
37 5.00 0.020 0.0845 1.260 1.00 0.528
38 40.00 0.020 0.03 1.000 1.00 1.400

1Barra utilizada como referência angular para as demais barras, podendo representar o equivalente

de um sistema de grande porte com dinâmica muito mais lenta.
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FIG. 6.1: Diagrama unifilar do sistema New England
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