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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a densidade de centro de reticulados
obtidos por meio do Método de Minkowski em subcorpos de Q((,,), com p e g primos
fmpares distintos e satisfazendo a condicao o,(p) = 0,(¢) =1 (mod 2).

O célculo da densidade de centro é feito a partir do discriminante do corpo, da norma

do ideal e da minimizacao da forma traco.

Palavras-chave: Corpos Abelianos, Corpos Ciclotomicos, Reticulados, Densidade de

Centro.

Abstract

This work aims at studying the center density of the lattices got through the
Minkowski’s Method in subfields of Q((,,), p and ¢ prime number and o,(p) = 0,(q) =
1 (mod 2).

The calcule of the center density is done using the discriminant of the field, the norm

of the ideal and the minimization of trace form.

Keywords: Abelians Fields, Cyclotomic Fields, Lattices, Center Density.



Introducao

A distribuicao de esferas de mesmo raio no espaco euclidiano de tal modo que a inter-
seccao entre duas delas tenha no maximo um ponto é chamada empacotamento esférico.
A forma de dispor essas esferas de maneira que ocupem a maior parte desse espago, ou
seja, que esta distribuicao tenha alta densidade, é um problema de grande importancia e
mereceu citagao de Hilbert, que durante um Congresso em Paris, em 1900, relacionou-o
como sendo o 18° numa lista de 23 problemas mais relevantes da época.

A partir dai, muitas teorias evoluiram, varios métodos matematicos foram descritos
com a finalidade de se obter empacotamentos esféricos com alta densidade.

Dentre os empacotamentos esféricos, despertaram um maior interesse aqueles cujo
conjunto de centros das esferas constituiam um subgrupo discreto do R™ e assim, passaram
a se chamar empacotamentos reticulados.

Tudo ficou mais interessante quando Shannon, em 1948, publicou em um artigo [10]
a estreita relagao existente entre a eficiencia dos cédigos corretores de erro e a densidade
de alguns reticulados. Com isto, passaram-se a associar o estudo dos codigos ao dos
reticulados.

Diante disto, o interesse para esse problema aumentou consideravelmente, surgiram
varias familias de reticulados, cada uma dessas visando dar uma melhor contribui¢ao no
que diz respeito a densidade de empacotamento. Varios métodos foram desenvolvidos e
dentre esses, destaca-se o descrito por Minkowski, que é baseado na Teoria Algébrica dos
Ntmeros.

O método de Minkowski, que consiste na representacao geométrica de ideais do anel dos
inteiros algébricos de um corpo de ntimeros, despertou o interesse em um nimero maior

de matematicos e os avancos apareceram naturalmente. Um ponto de grande importancia

10



Introducao 11

foram os trabalhos desenvolvidos por Maurice Craig que reproduziu o reticulado de Leech
(Ag4) através da representagao geométrica de um ideal do anel dos inteiros de Q((s9), €
com o mesmo método, obteve uma familia, que denotou por A, que assume recordes em
alguns dimensoes da forma p — 1, onde p é um nimero primo.

Nos anos de 1994 e 1995, Joseph Boutros juntamente com a participagao de outros
trés especialistas publicaram alguns resultados onde mostram que versoes particulares
de empacotamentos reticulados ja conhecidos, construidos de corpos ciclotomicos, coinci-
dem com os reticulados mais densos conhecidos e até assumem novos recordes. Apesar
de existirem infinitos corpos ciclotomicos, a restricao ao estudo dos reticulados em tais
corpos impoe limitagoes, com destaque para a dimensao. Esta restricao se justifica pela
complexidade do problema quando este é tratado em outros corpos, mesmo nos corpos
abelianos.

Estaremos interessados na densidade de centro dos reticulados, que para um ideal nao
nulo I pode ser calculada pela expressao

or2 pn
DEN (D)

onde ry é a metade do nimero de monomorfismos complexos de K em C, n é o grau
da extensao, p é o chamado raio de empacotamento do reticulado, Dk ¢é o discriminante
do corpo K, N(I) é a norma do ideal I. Assim, podemos notar que o calculo da densidade
de centro de tais reticulados envolve o calculo da norma do ideal I, que esta relacionada
com a teoria de decomposigao de ideais em uma extensao ( veja Segao 2.5), o célculo do
discriminante do corpo K (veja Segao 1.2) e o cdlculo da menor distancia do reticulado,
0 que equivale a minimizar uma forma quadratica como veremos no terceiro capitulo.

O Teorema de Kronecker-Weber ([16]) diz que todo corpo de ntimeros abeliano estd
contido em um corpo ciclotomico Q(¢,), para algum n. Assim, estudar corpos abelianos
equivale a estudar subcorpos de corpos ciclotomicos, que no caso geral ja é considerado
um estudo bastante abrangente.

Direcionamos nosso trabalho aos corpos abelianos, tendo em vista a possibilidade do
uso propiciado pela Teoria de Galois. A fim de se aplicar alguns resultados aqui descorridos

restringimos, ainda mais, o nosso interesse aos subcorpos de Q((y,), com p e g primos
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impares distintos. Diante do fato de que os reticulados de maior interesse sao aqueles
com maior densidade de centro, e com o intuito de obter tais, consideramos ainda primos
p e q que satisfazem a condigao de que a ordem de p médulo ¢ e a ordem de ¢ mddulo
p sejam impares. Dessa forma, os primos p e ¢ terao uma apropriada decomposicao em
Of. Considerando os corpos de decomposigao do primo p em Q((,), K,, e do primo ¢ em
Q(¢), K, estamos interessados no subcorpo K de Q((,,) obtido através do compositum
de K, e K.

Assim, o objetivo principal deste trabalho consiste em estudar a densidade de cen-
tro dos reticulados obtidos através de ideais do anel dos inteiros algébricos do subcorpo
K. Para isso, foi preciso estudar e compreender alguns conceitos que envolve a Teoria
Algébrica dos Ntumeros como veremos adiante.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos e, no inicio de cada um, mencionamos
os principais resultados.

O primeiro Capitulo abrange aspectos gerais da Teoria Algébrica dos Numeros. Aqui
introduzimos os conceitos de elemento algébrico, corpo de nimeros, discriminante, inteiro
algébrico, base integral, norma e traco de um elemento, entre outros. Os resultados aqui
apresentados, bem como suas demonstragoes, podem ser encontrados em [7] e [12].

No segundo Capitulo, apresentamos alguns resultados mais especificos que serao essen-
ciais para o desenvolvimento e para uma melhor compreensao do proximo Capitulo, como
os conceitos de corpos quadraticos, ciclotomicos e abelianos, a caracterizacao do anel dos
inteiros algébricos de um corpo quadratico e do corpo ciclotomico, a decomposi¢ao de
um ideal primo em uma extensao, com enfoque para extensoes galoisianas, o calculo do
discriminante dos corpos ciclotomicos e dos subcorpos de Q((,), entre outros. Apresen-
tamos também um resultado onde mostra que todo ideal nao nulo do anel dos inteiros
algébricos pode ser fatorado unicamente em um produto de ideais primos. Enunciamos
o Lema de Kummer que serda de grande importancia para o estudo da decomposigao
de um ideal primo em uma extensao. Neste capitulo optamos também por omitir as
demonstragoes, embora a cada resultado enunciado colocamos uma fonte do mesmo. No
inicio desse Capitulo, mencionamos as referéncias utilizadas para o desenvolvimento de

cada secao que compoe 0 mesmo.
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Finalizando, no terceiro Capitulo, enfocamos a partir da teoria desenvolvida nos
capitulos anteriores o objetivo principal deste trabalho. Iniciamos com as defini¢oes
de reticulado, empacotamento esférico, densidade de centro e também o Método de
Minkowski, para a obtencao de reticulados via representacao geométrica de ideais dos
anéis dos inteiros algébricos. Apresentamos uma expressao para a forma quadratica dos
corpos ciclotomicos cuja aplicacao se faz quando determinamos o raio de empacotamento
de um reticulado.

Na ultima Secao estudamos os subcorpos de Q((yy), p € ¢ primos impares distintos.
Considerando que a ordem de p médulo g e a ordem de ¢ médulo p sejam fmpares, existe
um ideal que permite que todos os parametros para o calculo da densidade de centro sejam
desenvolvidos, e ainda, constatamos que essa assume recorde, por exemplo, na dimensao
oito.

Por ser o Capitulo que contém os objetivos principais do nosso trabalho, achamos

conveniente incluir algumas demonstragoes dos resultados apresentados.



Capitulo 1

Teoria Algébrica dos Nimeros

Neste capitulo introduzimos conceitos importantes da Teoria Algébrica do Numeros,
tendo em vista fornecer uma base tedrica para o desenvolvimento dos demais capitulos,
além de fixar a notacao. Admitimos que o leitor possua conhecimentos elementares de
Algebra, que pode ser encontrado nas referéncias ([3]) e ([5]).

Fizemos um breve estudo sobre os elementos algébricos sobre um corpo, inteiros sobre
um anel e as relagoes entre eles. Definimos Corpo de Numeros e alguns de seus principais
parametros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral, Norma e
Trago de um elemento.

Optamos por omitir as demonstracgoes, embora a cada resultado enunciado é colocado
uma fonte do mesmo, que de um modo geral, pode ser encontrado em [7] e [12].

Dentre os resultados centrais, destacamos o Teorema 1.1.1, que nos d4 a caracterizagao
de um corpo de ntmeros e o Teorema 1.4.1 onde mostra que O é um Z - moédulo livre

de posto n, ou seja, admite uma base integral.

1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Seja K um subcorpo do corpo L, dizemos que L é uma extensao do corpo K e deno-
tamos por L/K uma extensao de corpos. A dimensao de L visto como espago vetorial
sobre K é chamado o grau de L sobre K e denotamos por [L : K]. Dizemos que L/K é

uma extensao finita se [L : K| é finito. Dados K C L corpos e o um elemento de L, o

14



1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 15

conjunto de todas as expressoes polinomiais em « e coeficientes em K, denotaremos por
Kla].

Dados um anel R e K um subcorpo de R, dizemos que o € R ¢é algébrico sobre K se «
é raiz de um polinomio nao nulo com coeficientes em K. Caso contrario, « é transcedente
sobre K. Se todo elemento de R for algébrico sobre K, dizemos que R é algébrico sobre
K. No caso em que R é um corpo e R é algébrico sobre K, diz-se que R é uma extensao
algébrica sobre K.

Por exemplo, o elemento o = v/5 4+ /=3 é algébrico sobre Q, pois é raiz do polinémio
X1 —4X? 464 € Q[X].

Consideremos « € L algébrico sobre K e J = {p € K[X] : p(a) = 0}. O conjunto
J contém um tinico polinémio ménico p, = X" + a,_1 X" ' + ... + ap de grau minimo.
Chamamos p, de polindbmio minimal de o sobre K, o seu grau, de grau de « sobre K e
mostra-se que é um polinomio irredutivel.

Para « algébrico temos o seguinte resultado que pode ser encontrado em ([12], pag. 23) :

Sejam L/K uma extensao e a € L, entao « ¢ algébrico sobre K se, e somente se, K ()
¢ uma extensao finita de K. Neste caso, [K(«a) : K] = Op, onde p é o polinémio minimal
de a sobre K e K(a) = K|a].

Dizemos que uma extensao L de um corpo K é um fécho algébrico de K se, L é uma
extensao algébrica de K e L é um corpo algebricamente fechado.

Vale ressaltarmos um outro resultado muito util de extensoes algébricas que pode ser
encontrado em ([12], pag. 22), onde mostra-se que sendo H um corpo, K uma extensao
algébrica de H e L uma extensao algébrica de K, temos que L é uma extensao algébrica
de Hevale [L: H|=[L: K|K: H|.

Denotamos por A o conjunto dos nimeros algébricos, que em ([12], pag. 39) mostra-se

que é um subcorpo de C.

Definimos um corpo de ntimeros como sendo um subcorpo K de C tal que [K : Q]
é finito. Isto implica que todo elemento de K é algébrico sobre Q e assim K C A. Se
K é um corpo de ntimeros, entao K = Q(ay, s, ..., a,), para finitos nimeros algébricos

A1y ...,0p.
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O seguinte teorema, conhecido como Teorema do Elemento Primitivo, nos mostra

como se da a caracterizacao de um corpo de nimeros.

Teorema 1.1.1 ([12], pag. 40) Se K ¢é um corpo de nimeros, entao K = Q(0), para

algum 0 algébrico. |

Considere, por exemplo, K = Q(+/5,V/7), entdao temos que f(X) = X> -5éo0
polinémio irredutivel de v/5 sobre Q e g(X) = X3 — 7 é o polinémio irredutivel de
/7 sobre Q. As raizes de f sdo a1 = V5 e as = —V/b e as de ¢ sdo /1 = V7, Bo = V1w

27

e B3 = v/Tw?, onde w = €3 . Devemos encontrar ¢ € Q de modo que,
ap — oy

Bi— B’
A equacao acima vale para todo ¢ € Q*, em particular, para ¢ = 1, assim

K =Q(5+ V7).

A seguir enunciaremos uma proposigao que sera util na préxima secao.

c# J#1 (1.1)

Proposicao 1.1.1 ([7], pag. 38) Sejam K um corpo, f(X) € K[X]| um polinomio irre-
dutivel e «,f raizes de f(X) em alguma extensao de K. Entdo existe um tnico

K-isomorfismo ¢ : K(a) — K(f) tal que p(a) = . u

1.2 Conjugados e Discriminantes

O discriminante de um corpo de ntimeros desempenha um papel fundamental na teoria
dos reticulados algébricos, pois como veremos nos préximos capitulos, este se relaciona
com o calculo da densidade de centro de reticulados gerados a partir de ideais.

Em relagao aos conjugados temos o seguinte resultado cuja demonstracao usa-se a

proposicao 1.1.1, acima enunciado.

Teorema 1.2.1 ([12], pag. 41) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Entdo

existem exatamente n monomorfismos distintos
o, K — C.

Os elementos 0;(0) = 0; sao as raizes em C do polinomio minimal de 6 sobre Q. n
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Consideremos K = Q(f), um corpo de nimeros de grau n e oy, ...,0, 0S MONOMOr-
fismos de K em C. Para cada o € K, definimos o polinomio caracteristico de o sobre Q
como sendo:

n n n
faX) = [[(X = ai(a)) = X" - (Z a,-(a)) X"+ (=) o). (12)
i=1 i=1 i=1

Em ([12], pag. 42), mostra-se que os coeficientes do polinomio caracteristico sao
nimeros racionais, ou seja, fqo(X) € Q(X).

n n
Dessa forma, podemos concluir que Z oi(a) e H 0;(a) sdo numeros racionais.
i=1 i=1
Como consequéncias deste resultado temos que o polinomio caracteristico f, é uma

poténcia do polindmio minimal p e os K — conjugados de « sao as raizes de p em C, cada

uma repetidas n/m vezes, onde m = Jp.

Vale lembrar que os K-conjugados de « sao os elementos «;, para ¢ = 1,...,n. Em-
bora os 6; sejam distintos (e sao os K-conjugados de ), nem sempre é verdade que os
K-conjugados de « sao distintos. Observe que os K-conjugados de & nao sao necessaria-
mente elementos de K, como também, os 6; nao sao necessariamente elementos de K. Por

exemplo, seja 0 a raiz real cibica de 3, entdao Q(6) é um subcorpo de R. Os K-conjugados

T

~ 2 _ ; ~ ~ .
de 0 sdo 0, wh e w?d onde w =e3 = S + %g Observe que w e w2 nao sao reais, logo

nao estao em Q(0).

Consideremos agora K = Q(#) um corpo de nimeros de grau n, {ai,...,q,} uma
n—upla de K e oy,...,0, os monomorfismos de K em C, definimos o discriminante

desta n—upla por:
Aoy, ..., ] = (det(o;(a;)))?. (1.3)

Considerando, por exemplo, K = Q(v/19) um corpo de nimeros e {1,v/19} C K.

Entao:

A1,V19] = | det L VD = (—2V/19)* = 76,

1 —/19

n
Tomando {f,...,3,} uma outra n-upla de K, tais que [ = Zcikai, com
i=1

cr €Q, k=1,... n, temos que
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J1(51) Ul(ﬁn)
A[617"'7ﬁn] = det . :

on(B1) - on(Bn)
= (det(cy))*(det(oi())))? = (det(cir))? Ao, .. ., ) -

No exemplo anterior vimos que A[l,/19] = 76. Agora, considerando uma outra base

de K = Q(v/19), por exemplo, {2 — /19,3 + v/19}, temos, pela observagao acima que:

2

2 -1
A2 — 19,3 +V19] = [ det A[1,v/19] = 25.76 = 1900.

Teorema 1.2.2 ([12], pag. 44) O discriminante de qualquer base de K = Q(0) ¢é racional
e nao nulo, e se todos os K-conjugados de 0 sao reais, entao o discriminante de toda base

€ positivo. |

1.3 Inteiros Algébricos

Dados os anéis S C R, dizemos que um elemento # € R é um inteiro algébrico sobre
S, se este é raiz de um polinomio monico com coeficientes em S.

Por exemplo, o elemento 6 = v/—7 é inteiro algébrico sobre Z, pois é raiz do polinomio
monico f(X) = X2+ 7. O mesmo ocorre com o elemento o = v/3 + /5, ja que este ¢ raiz
do polindomio monico p(X) = X* —4X?% —8.

Segundo a definicao, « é algébrico sobre um corpo K se satisfaz uma equagao do tipo:
an@™ + ap 10"+ Faja+ap =0,
com a; € K, a, # 0. Multiplicando esta equagao por a. !, temos:
Q" +ata, "+ 4 a taia+a tag = 0.

Portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o de inteiro

algébrico.
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Sendo [L : K] finito, entdo L é uma extensao algébrica de K. E como vimos, ser
algébrico tem o mesmo significado de ser inteiro algébrico sobre um corpo, assim podemos
usar os resultados obtidos para elementos algébricos em inteiros algébricos. Logo, para

K C Rex € R, z ¢ algébrico sobre K se, e somente se, [K[z] : K] é finito.

Observagao 1.3.1 Chamamos de B o conjunto dos 0 € R, tais que 6 € um inteiro
algébrico sobre S. Mostra-se em ([12], pag. 47) que os inteiros algébricos formam um sub-
anel do corpo dos numeros algébricos A e que se 0 € um niumero complexo satisfazendo um

polindomio monico cujos coeficientes sao inteiros algébricos, entdo 6 é um inteiro algébrico.

Assim podemos construir novos inteiros algébricos desconhecidos. Por exemplo, sabe-
mos que V5 e /3 sdo inteiros algébricos, logo, temos que V5 + \/g, 2v/3 + 805 e
(v/3)3(2 4+ v/5)2, também sdo inteiros algébricos. E os zeros do polinémio

X — (24 5V3) X0 + (V/5)X°® — 205,

também sao inteiros algébricos.

Dado um corpo de nimeros K, definimos o anel dos inteiros algébricos de K,
denotado por Ok, como sendo O = K N B.

Através do lema a seguir, mostra-se em ([12], pag. 49) que dado K um corpo de

nimeros, entao K = Q(f), onde # é um inteiro algébrico.

Lema 1.3.1 ([12], pag. 49) Sejam K um corpo de nimeros e o um elemento nao nulo

de K. Entao, para algum c inteiro nao nulo temos que ca € Ok. |

Observacao 1.3.2 Se K = Q(6), onde 6 € um inteiro algébrico, entao certamente Ok

contém Z|0], ja que Ok € um anel contendo 0, mas nao é necessariamente igual a Z[0).

Por exemplo, Q(v/21) é um corpo de nimero e \/21 é um inteiro algébrico. Mas, H;/ﬁ

¢ um zero de p(X) = X? — X — 5, logo um inteiro algébrico contido em Q(v/21), entdo

pertence a Ok e nao pertence a Z[v/21].

O critério abaixo ¢é 1til, em termos de polinomio minimal, para testar se um nimero

¢ um inteiro algébrico.
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Lema 1.3.2 ([12], pag. 49) Um nimero algébrico o € um inteiro algébrico se, e somente

se, seu polinomio minimal sobre Q tem coeficientes em 7. |

E para saber quando um inteiro algébrico é um nimero racional, temos o seguinte

resultado:

Lema 1.3.3 ([12], pag. 50) Um inteiro algébrico € um nimero racional se, e somente se,

¢ um inteiro. Equivalentemente, BN Q = Z. |

1.4 Base Integral

Sejam K = Q(#) um corpo de ntmeros de grau n e § um inteiro algébrico. Veremos
a seguir que o anel dos inteiros algébricos de K, Ok, é um Z-médulo livre de posto n,
ou seja, admite uma base a qual denominamos base integral. Dessa forma, {aq,..., o}
¢ uma base integral se, e somente se, todo «; ¢ um inteiro algébrico e cada elemento de

Ok pode ser expresso de modo tinico como,
arq + ...+ ayay,, com a; € 7.

E importante observarmos que {1,0,...,0" '} é6 uma Q - base de K, constituida de
inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de Of. Por exemplo, {1,113} é

uma Q - base de K = Q(v/13), mas nao é uma base integral.

Lema 1.4.1 ([12], pag. 51) Seja {a,...,a,} uma base de K consistindo de inteiros

algébricos. Entao o discriminante Aoy, ..., oy € um inteiro nao nulo. n

O teorema a seguir nos mostra que Ok é um Z - médulo livre de posto n.

Teorema 1.4.1 ([12], pag. 51) Todo corpo de nimeros K possui uma base integral, ou

seja, existem wy,...,w, € Og comn = [K : Q] tal que O = ZZw,-. n
i=1

Teorema 1.4.2 ([12], pag. 53) Sejam K um corpo de nimeros e oy, ..., q, elementos

de Ok. Se Alay, ..., a,] € um inteiro livre de quadrados entao {aq, ..., o} € uma base

integral. |
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1++5
9

base integral. Os dois monomorfismos de Q(v/5) em C sdo dados por:

Considere K = Q(\/S) e {1,

} uma base de K. Verifiquemos se esta é uma

01(p+Q\/5)=p+Q\/5, 02(p+q\/5)=p—q\/5.

Assim,

2

._
_l’_
S

= | det = (—V5)?2=5

O'Q(].) 02

H
+
B

. I+vo | , .
e sendo este livre de quadrados, temos que {1, 2\/_} ¢ uma base integral.

Observacgao 1.4.1 A reciproca do teorema anterior € falsa, pois existe bases integrais
cujo discriminante nao € lwvre de quadrados, por exemplo, conideremos o corpo
K = Q(v19), que tem base integral {1,419} e discriminante 76, que nao € livre de

quadrados.

Consideremos K um corpo de nimeros de grau n, Ok o seu anel de inteiros algébricos
e {aq,...,an} e {f1,...,0,} duas bases integrais de Ok. Como existe uma matriz C
n

inversivel, com entradas inteiras, tal que «o; = E cijB3;, entao, temos
j=1

Alar, ... 0] = (detC)2 AR, ..., B = (E12A[Br, ..., Bl = AlBr,- .., Bul,

pois a matriz mudanca de base é unimodular.

Desta forma, podemos observar que o discriminante de uma base integral independe
da escolha da base. Este valor comum, que denotamos por Dy, é chamado discrimante
de K e é sempre um inteiro nao nulo. Vale lembrar que corpos de niimeros isomorfos tem

o0 mesmo discriminante.

1.5 Norma e Traco

Sejam K C L corpos de numeros, [L: K] =ne oy,...,0, os K-monomorfismos de L

em C. Dado um elemento o € L, defini-se a norma e o traco de « relativamente a extensao
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L/K como sendo, respectivamente:

Np/k(a) = Hai(a) e Trik(a)= Zai(a).

Se a é um inteiro algébrico entao a norma e o trago deste elemento sao inteiros. No
contexto em que estiver explicito, a norma e o trago de « serdao abreviados por N(«a) e

Tr(a), respectivamente.

Sejam K C L C M corpos de nimeros, a, § € M e a € K. Entao valem as seguintes

propriedades:

(1) Trayi(a+ B) = Tryyx (o) + Trayx (5),
(2) Travyk(ac) = aTryy (o),
(3) Truyx(a) = [M : Kla,
(4) Ny (af) = Nagyr (). Nagyre (5),
(5) Naryx(a) = al,
(6) Nuyx(a) = Niyx(Nuyr(a)),
(7) Trayi (o) = Trp g (Tragn(a)).
Se o € L, temos:
(8) Trayk(a) = [M : L|Trp k(a),
(9) Nagjx(ar) = Niye () PFE.
A seguir um resultado que relaciona o conceito de norma com o calculo do discrimi-

nante.

Proposicao 1.5.1 ([12], pag. 53) Seja K = Q(#) um corpo de nimeros onde 6 tem
polinéomio minimal p de grau n. A Q-base {1,0,...,0"} tem discriminante
n— n(n—1)
A[L0,...,0" " = (=1)" = Niso(p'(6))
onde p' € a derivada formal de p. |

Como exemplo, considere K = Q(#), = V/5 e f(X) = X3 — 5 =irr(,Q). Entao,

A[1,0,60%) = (—1)5 Ni(36%) = —(36%)° = —27.25 = —675.



Capitulo 2

Corpos Abelianos

Neste Capitulo temos por objetivo apresentar a Teoria Algébrica dos Nimeros necessaria
a compreensao das aplicagoes a serem desenvolvidas no terceiro capitulo.

Inicialmente caracterizamos resumidamente os corpos quadraticos, que serao uteis em
exemplos posteriores e, em seguida, caracterizamos os corpos ciclotomicos. Aqui, optamos
por omitir as demonstragoes, dando assim uma visao geral desses conceitos. Embora, um
estudo mais detalhado destes resultados podem ser vistos em ([7]) e ([12]).

Na secao 2.3 falamos um pouco dos Corpos Abelianos. Aqui podemos destacar os
Teoremas 2.3.3 e 2.3.4 que serao de grande importancia no terceiro capitulo.

Ainda neste capitulo, na secao 2.4, introduzimos os conceitos de decomposicao de
ideais em uma extensao e também em uma extensao galoisiana. Aqui, também omitimos
as demonstragoes, porém esses resultados, bem como suas demonstracoes podem ser en-
contradas nas fontes citadas a cada resultado, de um modo geral, nas referéncias ([6]),
([9]) e ([12]), com excegao do Lema de Kummer que pode ser encontrado em ([1]). Dentre
os resultados centrais desta secao podemos destacar o Teorema 2.4.1, que mostra a uni-
cidade da fatoragao de um ideal em ideais primos, assim como os resultados referentes a
decomposi¢ao de um ideal em uma extensao galoisiana. Em relagao ao Teorema 2.4.7, é
valido observar que o enunciado esta diferente, pois na referéncia citada ele se encontra
dividido em dois teoremas.

Na secao 2.5, apresentamos o conceito de norma de ideal e algumas de suas

caracterizacoes.

23
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2.1 Corpos Quadraticos

Chamamos corpo quadratico a qualquer corpo de nimeros de grau 2. Os corpos
quadréticos sio da forma Q(v/d) onde d é um inteiro livre de quadrados.

Quanto ao anel de inteiros algébricos de K = Q(+/d), podemos dizer que O = Z[v/d]
se d =2 ou 3(mod4) e Og = Z[#] se d = 1(mod4).

Os monomorfismos de K em C sao dados por:
o1(a+bVd) = a+bVd; oa(a+bVd) = a—bVd.

E assim o valor do discriminante de Q(v/d) serd 4d se d = 2 ou 3(mod(4)) e seré d se
d = 1(mod4)

Exemplo 2.1.1 O primeiro corpo de nimeros a ser estudado foi o corpo de nimeros
Gaussiano K = Q(v/—1). Assim, como —1 = 3(mod4), o anel dos inteiros algébricos de
K € Z|/—1], também conhecido como anel dos inteiros algébricos Gaussianos, e temos
que seu discriminante é —4. Neste caso, os monomorfismos de K em C sao dados pela

inclusao e a conjugacao complexa, isto €,
oila+bv/=1)=a+bv/=1 e os(a+bV—1)=a—by—1.

Assim,

N(a+b/-1)=a>+b* e Tr(a+b/—1)=2a.

Mais geralmente, se K = Q(v/d) e N = Nq e Tr = Tr(K/Q), temos:
N(a+bVd) =a®> —d* e Tr(a+bVd) = 2a.

para a +bvd € Q(+/d).

Um corpo quadratico Q(\/a), onde d é um inteiro livre de quadrados, é dito real se

d > 0 e imaginario se d < 0.
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Os corpos ciclotomicos desempenham papel fundamental na Teoria Algébrica dos
Numeros. Como veremos a seguir é possivel caracterizar o anel dos inteiros algébricos

de um corpo ciclotomico e, consequentemente seu discriminante e demais parametros.

O corpo Q(¢,) é chamado n-ésimo corpo ciclotémico, onde ¢, = €2™/™ é uma raiz n-
n

ésima primitiva da unidade e ®,,(X) = H (X —(") é 0 n-ésimo polinomio ciclotomico. O
i=1
(i,n)=1
polinémio ciclotomico ®,, é um polindémio monico em Z[X] (ver[7], pag. 114), é irredutivel
sobre Q (ver[7], pag. 115) e de grau ¢(n), onde ¢ é a fungao de Euler, a qual é caracterizada

por
S

cb(pr“) = [ — Dp= .

=1

Mostra-se em ([7], pag. 110) que dado n um inteiro positivo, entao

X" —1=]]®ax).

dln
Exemplo 2.2.1 Seja, XP —1 = & - P, p primo. Assim,

XP -1

=XP 1y XP 24 4+ X+1.
1 + +...+X+

©,(X)

Mais geralmente, para as poténcias de um nimero primo p, p~ temos

r—1

XV —1=® - ®,-...-Ppr - Dy = (X' —1)- Dy,

—1

e portanto, O, (X) = XPRTY L x4 X 41O polinémio @y € obtido

da igualdade:
X 1=, - P3-Dy- Dy = (X'~ 1)(X?P+ X +1)Dy,

ou seja, Py (X) = X2 — X1+ X9 — X8+ X6 — X1+ X3 - X +1.

2.2.1 O p-ésimo corpo ciclotomico.

Nesta se¢ao veremos o traco, a norma e o discriminante de Q((,), para qualquer

2

p primo. As poténcias (p, ¢, .-

oy Cg_l também sao raizes p-ésimas da unidade, distintas

de 1, e também pelo mesmo argumento, tem @,(X) como polinomio minimal.
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Assim, temos que

Op(X)=X"""4 L+ X +1=(X-G)(X =) (X =g (2.1)
logo os conjugados de ¢, sao ¢, (z, ey Cg_l. Isto significa que os monomorfismos de

Q(¢p) em C sao dados por

0i(G) = ¢ 1<i<p—1.
Considerando um elemento geral
a=ay+al+...+ ap_2§5_2, a; € Q.
temos
oi(a) = ag + alCZ’; +...+ ap_ZC;(p_Q).
Caldulando a norma de ¢, temos,

N(G) = GG oGP
Sendo ¢, e ¢,' (1 <i < p— 1) conjugados, entdo possuem a mesma norma, assim,
N(G) = N(G) = (1) =1 (2.2)
O trago de ¢, pode ser calculado da seguinte maneira :
Tr(G)=Tr(G) =G+ +. ..+ ¢

e usando o fato que

Dp(G) =14+G+EG+... .+ =0
temos
Tr(g)=-1, Tr(l)=p—1; 1<i<p—1. (2.3)
Assim,
Tr(1—¢)=Tr(1)=Tr(())=p—1—(-1) =p. (2.4)
Sendo (,” = 1, podemos usar esta férmula para estender a equagao 2.3 para

-1, se s#0 (mod p);
TG = (25)
p—1, se s=0 (mod p).
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Para qualquer elemento de Q((,), o trago é calculado da seguinte maneira:

p—2

p—2
1=0

=0

A norma é mais complicada no caso geral, mas um caso muito 1til é o seguinte:

p—1

N1-¢)=]]a-¢)

i=1
a qual pode ser calculada colocando X = 1 na equacgao (2.1) para obter

p—1

Ni-¢g) =]]a-¢) =p (2.6)

=1

entdao, N(1 —¢,) = p.

Observagao 2.2.1 (1 — (,)Ox NZ = pZ =< p > . De fato: De (2.6) seque que :
p=(1-¢)1-¢2) ... (1=¢," ). Assim temos que p € (1—(,)Ok. Portanto < p > C (1—
() Ok NZ, (pois < p > € um ideal em Z). Para mostrarmos a outra inclusio vamos supor
que pZ & (1—C,)OxNZ C Z. Como pZ é maximal([4], pag. 24), entdo (1—(,)OxNZ = Z.

Como 1 € Z, entio 1 = (1 — (,)a,a € Ok. Entao N(1) = N(1 — (,).N(a), donde seque

que 1 = p.N(a), com N(a) € Z,0 que é um absurdo.

Observagao 2.2.2 Tr(y(l — (,)) € pZ, para todo y € Ok. De fato: Cada conjugado
yi(1 — ¢,") de y(1 — () € um maltiplo em Ok de (1 — (,). Sendo o traco a soma dos
conjugados, segue que Tr(y(1 = &) = 1n(1 — ) +1o(1 = G2) + -+ gpa(l = P 1) =
a(1-¢,), coma € Ok. Portanto Tr(y(1—(,)) € Ok (1—C(,). Sabemos que se o € um inteiro
algébrico entao o trago de o € um inteiro, deste modo, seque que Tr(y(1—C(,)) € Z. Assim,

Tr(y(1—¢y)) € ZN(1—(,)Ok. Ainda pela observagao (2.2.1) temos que Tr(y(1—(,)) € pZ.

O seguinte teorema caracteriza o anel dos inteiros algébricos de Q((,) e consequente-

mente seu discriminante.
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Teorema 2.2.1 ([12], pag. 74) (a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q((,) € Z|[(,)].

(b) O discriminante de Q((,), com p um primo impar €

(—1)P=1)/2pp=2,

Mostra-se também em ([16], pag. 11) que o anel dos inteiros algébricos de Q(¢(,) é

Z((,), onde n é um inteiro positivo qualquer. E também que o discriminante é:

ném)

Hp('

pln

Dk =

Exemplo 2.2.2 Seja K = Q((5), logo seu anel dos inteiros algébricos é Z((s) e seu

discriminante é D = (—1)®~D/25572 = 53 = 125

Exemplo 2.2.3 Seja K = Q({y), logo seu anel dos inteiros algébricos é Z((y) e seu

. . P #(4) 2
discriminante é Dy = 4 — = &= 5—2 =4
Hp<p o 21
pl4

2.3 Corpos de Niimeros Abelianos

Um corpo de nimeros K é denominado abeliano se K é uma extensao galoisiana dos
racionais e seu grupo de Galois é abeliano. Os nossos estudos sao limitados aos Corpos
de Numeros Abelianos pois ele nos oferece um ambiente de trabalho com mais opgoes de
ferramentas e os reticulados construidos nestes corpos coincidem com os reticulados mais
densos conhecidos.

Dizemos que uma extensao finita L O K é uma extensao galoisiana se 3 f(z) € K|[z]
tal que L = Gal(f, K), e dizemos que uma extensao algébrica L O K é normal se V g(z) €
K |[z], irredutivel sobre K que possui uma raiz o € L possui todas as suas raizes complexas
em L. E facil de ver que se L D M D K sao extensoes tais que L D K é galoisiana entao
L D M é também galoisiana, porém M D K nao é necessariamente galoisiana como
mostra o exemplo L = Gal(X® —2,Q), M = Q[v/2] e K = Q.

Um dos principais resultados da Teoria de Galois que sera utilizado é o Teorema

Fundamental da Teoria de Galois. Seja L/K uma extensao de corpos com grupo de
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Galois G que consiste de todos K - automorfismos de L. Seja C' o conjunto dos corpos
intermediarios M, e S o conjunto de todos subgrupos H de (G. Podemos definir duas
fungoes

p:C—8S e Y:5—C

assim, temos: se M € C entao p(M) é o grupo de todos M - automorfismos de L. Se
H € S entao ¥(H) é o corpo fixado de H. Observemos que as fungdes ¢ e 1 sdo fungdes
inversas, onde M C ¢(p(M)), e H C p(¢(H)).

Com isso podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois)([13], pag. 104) Sejam L/ K
uma extensao galoisiana de grau n, com grupo de Galois G; e C, S, ¢ e 1, definidas como
acima, entao:

(1) O grupo de Galois G tem ordem n.

(2) As fungoes p e Y sdao inversas.

(3) Se M ¢é um corpo intermedidrio entao [L : M| = |p(M)| e [M : K| = |G|/|e(M)].
(4) Um corpo intermedidrio M é uma extensio normal de K se, e somente se, p(M) é
um subgrupo normal de G.

(5) Se um corpo intermedidrio M € uma extensao normal de K entdo o grupo de Galois

de MK ¢ isomorfo ao grupo quociente G/o(M).

Da Teoria de Galois temos também que se um corpo de nimeros K esta contido num
corpo ciclotomico entao K é um corpo abeliano. A reciproca dessa afirmacao é o Teorema
de Kronecker-Weber, enunciado abaixo, o qual é fundamental para a escolha de nosso

ambiente de trabalho.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Kronecker-Weber)([16], pag. 319) Se K/Q ¢é uma extensao

finita abeliana, entao K C Q((,), para algum n € N.

Vimos que o célculo do discriminante utiliza a base integral, porém existem resultados
que fazem este calculo sem o uso da base integral. Enunciaremos a seguir um deles, o

qual é consequencia da férmula do Condutor-Discriminante.
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Os dois resultados seguintes (Teoremas 2.3.3 e 2.3.4) sao fortemente utilizados nas

aplicagoes desenvolvidas do préximo capitulo, onde estudaremos os “Subcorpos de Q((,,)”.

Teorema 2.3.3 ([8], pag. 64) Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro positivo e

K CQ((yr), [K : Q] =up’, p nio divide u. Entao,

DK:ﬂ:pv
onde
) ) pj+1 1
v=u|(j+2)p -

O teorema a seguir é de grande importancia, pois dado um subcorpo K de Q((,), ele

nos mostra quem é K, quem ¢é seu anel de inteiros algébricos e também o seu discriminante.

Teorema 2.3.4 ([15], pag. 57) Sejam K C Q((,), p: primo, r = [Q((p) : K], s = [K :

Ql, 0 = Troe,) k() e g € Z tal que o4 gera G = Gal(Q((,)/Q). Entao K = Q(f) e
Zog(0) + ...+ Zoy(0) € o anel dos inteiros algébricos de K. Além disso,

DK = :l:p[K:Q}il.

2.4 Decomposicao de Ideais

Kummer (1810 — 1893) observou que em certos anéis a fatoragao de ideais em ideais
primos existe e é unica. Estes anéis sao chamados de anéis de Dedekind, que serao
estudados a seguir.

Consideramos também a fatoracao de ideais em uma extensao e em uma extensao
galoisiana.

A seguir duas propriedades tteis:

A condicao de Cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais:

Lhchchc..CL,C...,
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entao existe algum N tal que I,, = Iy, para todo n > N, ou seja, toda cadeia ascendente
¢é estacionaria.

A condigao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel tem um
elemento maximal, isto é, um elemento que nao esta propriamente contido em qualquer
outro elemento.

Um M-médulo é dito Noetheriano se satisfaz uma das seguintes condicoes equivalentes:
(i) Toda colegao nao vazia de submédulos de M contém um elemento maximal.

(ii) Toda cadeia crescente de submddulos de M é estaciondria.
(iii) Todo submédulo de M é finitamente gerado.

Um anel C' é dito Noetheriano se, visto como C-médulo, for um moédulo Noetheriano.

Um dominio C' é chamado de dominio de Dedekind se for integralmente fechado,
Noetheriano e se todo ideal primo nao nulo de C' for maximal.

A seguir, veremos algumas propriedades do anel dos inteiros algébricos de um corpo
de nimeros, cuja demonstragao pode ser encontrada em ([12], pag. 115).

(a) Ok é um dominio com corpo de fragoes K,
(b) Ok ¢é Noetheriano,
(c) Se a € K satisfaz um polinémio monico com coeficientes em O, entdao a € O,

(d) Todo ideal primo nao nulo de O é maximal.

Logo, podemos dizer que Ok é um Anel de Dedekind
De acordo com o seguinte resultado, podemos dizer que todo ideal nao nulo de Ok se

fatora de modo tinico em ideais primos.

Teorema 2.4.1 ([9], pag. 50) Sejam C um anel de Dedekind e a um ideal nao nulo de
C. Entdo existem ideais primos nao nulos p;,...,p, de C e inteiros positivos e;, . .., e,

tais que
n
€;
a=]]¥"
i=1

e esta expressao € unica, a menos da ordem dos fatores.

Veremos agora como se da a fatoracao de ideais em uma extensao.
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Consideraremos o problema de determinar como um dado primo se decompoe em
um dado anel de inteiros. Mais geralmente, se p é um ideal primo de algum anel de
inteiros O = BN K, K um corpo de niimeros, e se L é um corpo de nimero contendo K,

consideremos a decomposicao prima do ideal gerado por p no anel de inteiros O, = BN L.

Proposicao 2.4.1 ([9], pag. 71) Sejam K C L corpos de nimeros, com [L : K| =n, p

um ideal primo nao nulo de Ok e
g
pOL =[] », (2.7)
i=1

a decomposi¢ao de pQOr em ideais primos de Orp. Entao os ideais pys sGo necessariamente

o0s ideais primos q de Op tais que qN Ok = p. |

A partir da equagao (2.7) g é denominado nimero de decomposigao de p na extensao
L/K. Notemos que, os ideais primos q acima de um dado ideal primo p sdo os tinicos
que ocorrem na decomposi¢ao prima de pQp. Os expoentes e, § com os quais ocorrem sao
chamados de indices de ramificacao e denotaremos por e(q | p). Dizemos que um ideal
primo p de Ok é ramificado em Op (ou em L) se, e(q | p) > 1 para algum ideal primo q

de O acima de p.

Teorema 2.4.2 ([6], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de O,
entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) q[pOr,

(b) 4 2> p0,,

(©) a>p,

(d) aN Ok =p,

(e) gN K =p. ]

Quando ocorre as condicoes acima, dizemos que q esta acima de p, ou p esta abaixo
de q. Mostra-se, em ([6], pag. 63) que todo ideal primo q de Oy, estd acima de um tnico
ideal primo p de Ok e todo ideal primo p de Ok esta abaixo de no minimo um ideal primo

q de OL.
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Ha outros numeros importantes associados com um par de ideais primos p e ¢, com q
acima de p. Sabemos que os anéis quocientes Ok /p e O /q sado corpos ja que p e q sdo
ideais maximais. Além disso, existe uma maneira em que Ok /p pode ser visto como um
subcorpo de Or/q. Como Ok C Op, temos que Ok em Oy, induz um homomorfismo
de anéis O — O /q, e o nicleo é Ok N q. Sabemos que O Nq = p (pelo Teorema
2.4.2, item (d)), entdo obtemos a imersao Ok /p — Op/q. Esses sdo chamados de corpos
residuais associados a p e q. Esses corpos sao finitos e assim, Op/q é uma extensao de
grau finito sobre Ok /p e seja f este grau. Entao, f é chamado de grau de inércia ou
grau residual de q sobre p e denotaremos por f(q | p).

Notemos que se p C g C usao ideais primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos

O C O C OU, entao

e(u]qle(q|p),
fwla)f(alp).

e(u]p)
f(ulp)

Teorema 2.4.3 (Igualdade Fundamental)([6], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e
qi,- .., dq 0s tdeais primos de O, acima do ideal primo p de Ok. Denotamos pore, ..., eq
e fi,..., fy 0s correspondentes indices de ramificacao e graus residuais. Entao:

g
_ _ | 9L Ok
=2 eli= [pOL' p]

i=1

Lema 2.4.1 (Lema de Kummer)([1], pag. 39) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu
anel dos inteiros algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(0). Dados um nimero primo p tal
que p nao divide [Ok : Z[0]] e f(X) o polinomio irredutivel de 6 sobre Q, entdo existem

p1(X),...,p(X) € Z[X], polinémios irredutiveis, ey, ..., e, € N*, tais que,
FX)=pi(X) . opg(X)%  (mod pZ[X]) e
(1) p; =< p,pi(0) >= pOx + pi(0) Ok sdo ideais primos de O acima de pZ,i =1,...,g;
g
(i) pOx =[] »':
i=1

(i) | 5% ]%] —op(X) = /i




2.4 Decomposicao de Ideais 34

Veremos agora como se da a fatoragao de ideais em uma extensao galoisiana.
Aqui nés aplicaremos a Teoria de Galois para o problema geral de determinar como

um ideal primo de um anel dos inteiros algébricos se fatora em um corpo de extensao.

Teorema 2.4.4 (Da Evidéncia)([0], pag. 70) Dados L/K uma extensio galoisiana com
grupo de Galois G e, q e q dois ideais primos de Oy, tais que qN Ox = q N Ok. Entdo

/

existe o € G, tal que o(q) =q . ]

Corolédrio 2.4.1 ([6], pag. 71) Sejam L galoisiana sobre K e q,q sdo dois ideais primos

acima de p, entao e(q | p) =e(q |p) e flalp) = f(a |p).

O corolario acima mostra que no caso de uma extensao galoisiana, um ideal primo p
de O fatora-se em (q;...q,)° em Oy, onde os q;'s s@o os ideais primos distintos acima
de p, todos tendo os mesmos indices de ramificacdo e e graus residuais f sobre p. Além

disso, pelo Teorema da Igualdade Fundamental, n = [L : K| = g.e.f.

Exemplo 2.4.1 Considere L = Q((g), assim O = Z[(s]. O polinémio minimal de (g
sobre Q € dado por ®g(X) = X* + 1.

A decomposicao do ideal 201, em ideais primos de Op, satisfaz:
Ps(X) = (p(X))*(mod 2Z[X]), onde p(X) = X +1

Pelo lema de Kummer temos:

(1) p=<2,p(¢s) >=<2,(s+1>=20r + (Cs + 1)Oy; sao os ideais primos de O, acima
de 27,

(i) 20 = p*,

()% 2] = 1.

Assim temos g= f=1,e=4, e 4d=gef=14.1.

Agora considerando a decomposi¢ao do ideal 3Oy em ideais primos de Op, temos :
Og(X) = p1(X).pa(X)(mod 3Z[X]), onde p1(X) = X*+2X +2 e pp(X) = X* + X + 2.

Pelo Lema de Kummer temos:

(1) pi =< 3,pi(¢) >, i = 1,2 sao os ideais primos de O, acima de 3Z,
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(ii) 30L = p1po,
ceNTOL . 71
(i) [SF : 7] = 2.
Assim temos g= f=2,e=1, e 4=gqgef=212.

Agora considerando a decomposicao do ideal 17Oy em ideais primos de O, temos:
Dg(X) = p1(X).pa(X).p3(X).pa(X) (mod 17Z[X]),

onde p1(X) =X +15,p2(X) =X +8,p3(X) =X +9 e m(X) =X +2.

Pelo Lema de Kummer temos:
(1) p; =< 17,pi(¢s) >, 1 =1,2,3,4 sao os ideais primos de O, acima de 17Z,
(ii) 1701, = p1papspa,
(iii) [S : 15) = 1.
Assim temose=f=1,g=4, e 4d=g.e.f=41.1.

Observe que o indice de ramificagcao e e o grau residual f dos ideais primos acima de

37 e acima de 177 sao iguais, conforme o coroldrio acima.

Seja L uma extensao galoisiana de K com grupo de Galois G = Gal(L/K). Para cada
ideal primo q acima de p C Ok definimos o grupo de decomposi¢ao e o grupo inercial,

que sao, respectivamente:
D=D(q|p)={oceG/o(q) =a} e

E=E(q|p)={0ce€G/o(a)=a (mod q),Va € Or}.

Ambos sao subgrupos de G e E C D, pois para = € q temos = = 0 (mod q), assim
o(x) = x (mod q) entdo o(x) = 0 (mod q), o que implica que o(x) € q, e como q é
maximal, segue que o(q) = q.

Dados q e q dois ideais primos acima do ideal primo p, temos que

D(q|p)=0oD(q | p)o".

Logo, se D < GG, para algum q entdao  D(q | p) = D(p).
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Em particular, quando G é um grupo abeliano, D(p;) depende somente de p, assim

denotaremos apenas por D(p). Como g denota o nimero de conjugados de g, entao

#G=g-# D(p) e, portanto # D(p) = g =e.f.

Agora, olhamos para os corpos fixados de D e E, denotados por Lp e Lg, respectiva-

mente. Lp é chamado o corpo de decomposicao e Lg o corpo de inércia.

Exemplo 2.4.2 Considere L = Q((21), assim O = Z((21). O polinémio minimal de (a

sobre Q € dado por
Py (X)=X"2 - X" X - X¥ 4 X0 - X' X - X 41
A decomposicao do ideal TOr, em ideais primos de Oy satisfaz:
P91 (X) = (p1(X))® - (p2(X))® (mod TZ) onde py(X) = X +3 e po(X) = X + 5,

e do Lema de Kummer, seque que:

(a) pi =< 7,pi(C1) >, i = 1,2 sdo os ideais primos de O acima de TZ,
(b) 701 = p:°ps°,

()% &l =1i=12

Assim, temos g =2,e1 = ey =6, f1 = fo = 1.

O grupo dos Q-automorfismos de L sobre Q € dado por:

G={o; (i,21) =1, i=1,...,21; 0;(Cy1) = (1"} =

= {01,02,04,05,08,0107011,013,016,01770197020}

O grupo de decomposi¢ao D(TZ) é dado por
D(7Z) = {0 € G/o(p1) = p1} = {01,04, 010,013, 16, 019 }-
Da mesma forma o grupo de inércia é
E(7Z) ={o € G/o(x) =z (mod p,),x € Or} = {01, 04,010,013, 016, 019}

Teorema 2.4.5 ([6], pag. 100) Sejam L, K, Ok, O, p,q, G, D, E, e, f e g como acima.

Entao temos o sequinte diagrama:



2.4 Decomposicao de Ideais 37

grau indice de ramificag¢ao grau de inércia

L q
Lg qE

f 1 f
Lp qp

g 1 1
K p

n

O teorema a seguir estabelece certas condi¢oes maximais e minimais para o corpo de
o o~ . / .
decomposigao, considerando agora K o corpo fixado por um subgrupo H C G. E mais,
. . , . , / / , s . .
seu anel dos inteiros algébricos é O = BN K ep = qN O € o unico ideal primo

abaixo de g.

Teorema 2.4.6 ([6], pag. 104) Com as notagdes acima, temos:

(a)Lp € o maior corpo intermedidrio K contendo K tal que e(p’ | p) = f(p | p) = 1;
(b)Lp € o menor subcorpo K', tal que q € o unico ideal primo de Oy acima de p';
(c)Lg € o maior subcorpo K', tal que e(p’ | p) = 1;

(d)Lg ¢ o menor subcorpo K', tal que q ¢ totalmente ramificado sobre p’, (isto ¢,

e(alp)=[L:K]). n

Seja K/Q uma extensao galoisiana de grau n, sabemos pelo Teorema da Igualdade

Fundamental que n = e.f.g, onde e é o indice de ramificagao, f é o grau residual de
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qualquer ideal primo p; C Ok e g é dito nimero de decomposi¢cao do ideal primo p em
K/Q.

Observamos que a partir do Teorema da Igualdade Fundamental existem varios tipos
de decomposicao de um ideal primo p. Indicaremos abaixo alguns casos:
(a) O ideal primo p; de Oy, i =1,..., g, é totalmente ramificado em L/K, se g = f; =1
e e =n.
(b) O ideal primo p; de Op, i@ = 1,...,g, é totalmente inerte em L/K, se f; = n e
g=-e; =1.
(c) O ideal primo p; de O, i = 1,..., g, é totalmente decomposto em L/K, se g =n e

e; = fi=1

Exemplo 2.4.3 Sejam K = Q((;7) e O = Z[(7]. O polinémio minimal de (; sobre Q é
dado por
(X)) =X+ X+ X+ X+ X2 X +1

A decomposi¢ao do ideal TOk em ideais primos de Ok satisfaz
D7(X) = (X +6)° (mod TZ)

Assim temos g = f =1 e e = 6, ou seja, o ideal 1O € totalmente ramificado. O ideal

30k decompoem-se em ideais primos de Ok satisfazendo
Pr(X)= X0+ XP+ X+ X3+ X2+ X +1 (mod 37).

Logo, temos g =e =1 e f =6, logo o ideal 30k € totalmente inerte. Agora tomando a

decomposicao do ideal 290k em ideais primos de O temos:

O7(X) =pi1(X)...ps(X) (mod 29Z), onde

Logo temos g =6, e e = f = 1, portanto o ideal 290 € totalmente decomposto.
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Em relagao a decomposicao de ideais temos também o seguinte resultado:

Teorema 2.4.7 ([6], pag. 72 e 112) Seja K wum corpo de nimeros. Uma condi¢ao
necessdaria e suficiente para que um ideal primo pZ de 7 se ramifique em Ok € que p

divida Dy .

Vimos que o discriminante do corpo K = Q((,) é Dy = £pP~2, assim, pelo teorema

anterior temos que o dnico ideal primo que se ramifica em Og = Z[(,] é pZ.

O numero de ideais acima de um primo em um corpo ciclotomico Q(¢,) é dado pelo

seguinte resultado:

Teorema 2.4.8 ([2], pag. 32) Seja p um primo que ndo divide n. Entdo o nimero r, de

é(n)
on(p)’

ideais primos distintos acima de p em Q((psp) € 1) = onde o,(p) € a ordem de p

maodulo n.

2.5 Norma de um Ideal

Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel dos inteiros algébricos e a um ideal
nao nulo de Ok. Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade do quociente Ok /a

e denotamos por N(a). Em outras palavras,
(@)
N(a) = # <—K) .

Assim, N(a) ¢ um nimero inteiro positivo.

Podemos caracterizar a norma também pelo seguinte resultado:

Teorema 2.5.1 ([12], pag. 126) Sejam K wum corpo de nimeros de graun e Ok o seu
anel dos inteiros algébricos. Entao,
(a) Todo ideal a C Ok com a # 0 tem uma Z-base {a, ..., an};

(b) A norma de um ideal nao nulo a de Ok satisfaz:

Alaq, ..., ap) 12

Dy

Y

N(a):’

onde Dy € o discriminante de K. (]
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Veremos agora, através do seguinte resultado, que a norma de ideais é multiplicativa.

Teorema 2.5.2 ([12], pag. 127) Sejam K um corpo de nimeros e a , b ideais nao nulos

de Og. Entao

E conveniente introduzir ainda um outro uso para a palavra “divide”. Se a é um ideal
de Ok e b um elemento de O tal que a |< b >, entao escrevemos também a | b e dizemos

que a divide b. E claro que a | b se, e somente se, b € a.

Teorema 2.5.3 ([12], pag. 129) Seja a um ideal de Ok, a # 0.
(a) Se N(a) é um primo, entao a é um ideal primo,
(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a),

c) Se a ¢ um tdeal primo que divide um primo p, entao
(c) p q primo p, ,
N(a) = p™,
onde m <n, o grau de K. |

Em particular, o item (c¢) do Teorema 2.5.3, pode ser escrito do seguinte modo: para

todo ideal primo nao nulo p de O, temos que, N(p) = p/, onde f é o grau residual de p
7

(@)
e p o0 unico numero primo de p. De fato, como [—K : —Z} = f, entao resulta que O /p
p

tem p/ elementos.



Capitulo 3

Representacao Geométrica de Ideais

Neste Capitulo definimos, primeiramente, o que é empacotamento esférico, reticulado,
densidade de empacotamento, densidade de centro, entre outros. Estaremos interessados
nos reticulados algébricos que sao obtidos pelo Método de Minkowski, como veremos na
Secao 3.2.

Veremos que a expressao da densidade de centro para esses reticulados envolve
parametros importantes da Teoria Algébrica dos Numeros, tais como discriminante de
um corpo, norma de um ideal e a forma traco.

Diante da dificuldade de minimizar a forma quadratica, optamos por restringir nos-
sos estudos aos subcorpos de Q((p,), com p e ¢ primos impares distintos. Para primos
satisfazendo certas condigoes apresentamos cotas inferiores para a densidade de centro
dos respectivos reticulados.

Por ser o Capitulo que contém o objetivo principal deste trabalho achamos conveniente
incluir algumas demonstracoes dos resultados aqui apresentados.

Neste Capitulo podemos destacar o Teorema 3.2.1, onde mostra que a representagao
geométrica de um ideal é um reticulado, a Proposicao 3.2.1, para o calculo de distancias
no reticulado gerado por um ideal e o Corolario 3.4.1, que sera importante para a escolha

de nosso ideal.

41
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3.1 Reticulados

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A um subanel de
Kewvy,...,v., r <n, vetores linearmente independente de V. Denominamos A-reticulado

(ou simplesmente reticulado) com base {vy,...,v,} ao conjunto de elementos da forma
r=av; + ...+ a0, com a; € A.
Em qualquer citacao de reticulado, vamos supor que
V=R", K=ReA=7.

A distribuicao de esferas de mesmo raio em R" de tal modo que a interseccao entre
duas delas tenha no méximo um ponto é denominada empacotamento esférico. Ja um
empacotamento reticulado é um empacotamento esférico em que o conjunto dos centros
das esferas constituem um subgrupo discreto do R”, ou seja, formam um reticulado A
de R™. Definimos a densidade de um dado empacotamento como sendo a proporc¢ao do
espaco R™ coberto pela uniao das esferas.

Introduziremos agora os elementos basicos que possibilitarao obter uma expressao para
a densidade de um empacotamento.

Denominamos

n
Ry={z€R"|z=> Av;, 0< )\ <1, AR}
i=1
a Regidao Fundamental de um reticulado A C R™ associada a base = {v1,...,v,}.
Podemos observar que a Regiao Fundamental depende da escolha da base do reticulado.
Fazendo

n .
Ui:(vil,...,vin)eR s Z:17.._7n

o volume de Rg, v(Rg), ¢ o médulo do determinante da matriz

V11 V12 ... Uip

V21 V22 ... Ugn

Unt Un2 ... Upn
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a qual é denominada matriz geradora para o reticulado A.

O volume da Regiao Fundamental, R, independe da base, pois a matriz mudanca de
base é invertivel, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante +1. Logo, faz sentido
definir o volume de A como sendo o volume da Regiao Fundamental, e denotaremos por
v(A) e vale |det(Mp)|.

Temos interesse apenas pelo empacotamento associado ao reticulado A cujas esferas
tenham raio maximo. Assim, o maior raio possivel para distribuir esferas centradas em

cada ponto do reticulado A e obter um empacotamento é denominado raio de empacota-

mento (p), o qual é dado por A*g"”, onde
Apin = min{| v |; v € A, v # 0}.

Assim, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.
Denotamos a densidade de um reticulado A, ou seja, a densidade de

empacotamento com esferas de raio p, associado a um reticulado A, por:

volume de uma esfera de raio p

A(A) =

volume do reticulado

O volume de uma esfera n-dimensional de raio p é

(e

A densidade de centro dada por 6(A) = ;%

é outro parametro importante em empa-

cotamentos reticulados

3.2 0O Homomorfismo Canonico

Sejam K um corpo de ntimeros de graune o; : K — C, ¢ =1,...,n, os monomor-
fismos de K em C. Dizemos que o; é real, se 0;(K) C R, caso contrario, dizemos que o; é

imaginario.
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Quando todos os monomorfismos de K sao reais, dizemos que o corpo é totalmente
real e quando todos os monomorfismos de K sao imaginarios dizemos que o corpo K é
totalmente imaginario.

Podemos definir o homomorfismo canonico, o qual é usado para descrever reticulados
de posto n em R"” originados de um ideal ordinédrio nao nulo do anel dos inteiros algébricos
de K, da seguinte maneira:

Dados K um corpo de nimeros de grau n, r; a quantidade de monomorfismos reais

e 2ry a quantidade de monomorfismos imaginarios, podemos ordenar os monomorfismos

o1,...,0, do seguinte modo:
015+ 50p50p41, Ory+15 -+ -5 Opy4rgy Orytrg
onde oy, ...,0,, sao os monomorfismos reais e os demais imaginarios. Assim definimos o

homomorfismo candnico

oxg : K — R"

por

O-K(a) = (01 (Oé), sy Oy (OZ), R60T1+1(a)7 Imgrl+1 (Oé), SR R60T1+T2 (a)a Imar1+f2 (OJ)),

onde Re(z) e Im(z) representam as partes real e imaginaria do nimero complexo z,

respectivamente.

Exemplo 3.2.1 Sejam K = Q(v/11) com Q-base {1,v/11} e os monomorfismos de K em

C, 01 e 09, onde

o1 (a—i—b\/ﬁ) =a+b/11; a,b e Q.
09 <a+b\/ﬁ> =a—bV/11; a,b € Q.

Entao para

z=a+b/11 € K, a,beQ

temos

ok (x) = (o1(z),00(x)) = <a +bV11,a — b\/ﬁ)
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Exemplo 3.2.2 Sejam K = Q(a) onde a € R satisfaz a* — 2 = 0. Os conjugados de

2

a = V2 sio a,aw, aw?, aw® onde w € a raiz primitiva quarta da unidade. Um elemento

de K, por exzemplo x = a + ba + ca? + da?, onde a,b,c,d € Q, € levado a R* de acordo

com
ox(x) = (o1(z),02(x), Reos(x), Imos(x))
= (a+ba+ca®+da?, a—ba+ca® —da®, a—ca?, ba—da?).
Teorema 3.2.1 ([9], pag. 56) Sejam K wum corpo de nimeros de grau n, o1,...,0, 08

monomorfismos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n com Z-base (2;)1<i<n-

Entao, o (M) € um reticulado em R™ com volume v(ox(M)) = 27" |det(o;(x;))] -

Demonstragao:
Sendo {z1,...,x,} uma base de M, mostraremos que {ok(z1),...,0x(x,)} é uma

base de o (M). No caso em que K é totalmente real,

ok (z;) = (o1(x4), ... on(xy)), i=1,...,n
Seja
o1(xr1) ... on(x) o1
D = : : = : (ry oy, = (oi(x})).
o1(zn) .. on(zh) On

Aplicando as propriedades de determinante em D, obtemos
detD = det(o;(z;)).
Por outro lado, sabemos que

Alzy, ... 2] = (det(oi(z5)))>.

Logo

(detD)? = (det(oi(x;)))* = Alzy,...,z,] # 0, (ver Teorema 1.2.2),
implicando que ok (x1),...,0x(x,) sdo vetores linearmente independentes sobre R. Por
construcao o (r1),...,0k(x,) geram o (M) logo {ok(z1),...,0k(x,)} é uma base de

ok (M) e, portanto, ox (M) é um reticulado.
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Para o caso em que K ¢ totalmente imaginario, provamos com argumentos similares
que ok (M) é um reticulado.
Mostremos agora que v(ogx(M)) = 27"2|det(o;(z;))|, quando K é totalmente ima-

gindrio. Nesse caso

ox(z;) = (Reoy(x;), Imoy(z;), ..., Reoy,(x;), Imo,,(z;)), i =1,...,n.
Seja
Reoi(x1) Imoy(zq) ... Reop,(x1) Imo.,(xq)
D =
Reoy(z,) Imoi(x,) ... Reo.,(x,) Imo.,(z,)

Sabemos que Re z = (z+%) e Im z = 5-(z—%), deste modo somando & cada coluna
de ordem fmpar a coluna seguinte previamente multiplicada por “i”, e multiplicando as
colunas de ordem par por —27 e a cada uma delas adicionando a coluna anterior, obtemos

a matriz

o1(z1) o1(x1) ... op(z1) op(x1)

S
[

o1(Tn) o1(xn) ... on(xn) ony(x,)

Como detD = (2i)"".detD; e G; = 0,1, entao
v(og(M)) =|detD |=|(2i)7"| . |detD;| = 27", |det(o(z;))] -

u

Vimos anteriormente que O é um Z—modulo livre de posto n e que se a é um ideal
nao nulo de Ok entao a é um Z—modulo livre de posto menor ou igual a n. Como o
indice de a sobre Ok é finito, temos que a é um Z—modulo livre de posto n, também.
Assim, pelo Teorema 3.2.1, ok (a) é uma reticulado, denominado realizagcdo geométrica do

1deal a.

Exemplo 3.2.3 Sejam K = Q(v/11) e Og = Z[V11]. Sendo ry = 0, temos:

(0w (M)) = |det Vit :‘—Nﬁ‘zwﬁ
1 V11
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Exemplo 3.2.4 Sejam K = Q(v/—13) e O = Z[v/—13]. Sendo ro = 1, temos:

v(og(M)) = 27" |det bVl :%|—2\/—13} = |vV-13| = )\/ﬁz

1 —v/-13

= V13

Teorema 3.2.2 ([9], pag. 57) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, com discrimi-

nante Dy e a um ideal nao nulo de O. Entao,
v(ok(a)) =272 |Dg|2.N(a)

Demonstragao:
Seja {x1,...,x,} uma base do ideal a e como Ok C K, segue do Teorema 3.2.1 que

v(ok(a)) =272 |det(o;(x;))| . Por outro lado, temos
Alzy,... 2,2 = |Dg|2.N(a) e Alx,... 2] = (det(oi(z;)))’

Logo
v(ok(a)) =27"2.|Dg|2.N(a)

|
A expressao para a densidade de centro do reticulado ok (a), é dada por
2r2pn
dog(a) = ———.
| Dic| > N(a)
|

Podemos medir distancias em o (K) C R" da seguinte forma:
Proposigao 3.2.1 ([11], pag. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Entao
lox(z)]” = cx Trio(aT)

onde

1, se 1o =20;
Cg =

1/2, se 1y =0.
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Demonstragao:
No caso em que r, = 0, isto é, K é totalmente real, para z € K e og(z) =
(o1(x),...,0n(x)), segue que :

lox(z)]> = 02(2)+...4+0,2(2) = 01(2®) +. . . +0n(2?) = 01(2T) + . . .4+ 0,(2T) = Tr(aT)

Agora, suponhamos r; = 0, ou seja, K totalmente imaginario. Entao para x €

K, n=2ryeok(x)=(Reo(x),Imoi(z),...,Reo,(x), Imo,,(x)), temos:

|ok(z) P = oi(x)or(e) + ...+ oz(x)on(x) = or(x)or(z) + ... + on(z)on(T) =

= 01(2T) + ... + o (27T)

Sendo
Tri/g(2T) = 01(2T) + ... + o0 (2T) + 71 (2T) + ... + T2 (27)
e
7.(a7) = 0u(aT), Vi=1,..., g
segue que
Trig(aT) =2 (o1 (aT) + ... + on (27)) .
Portanto
(@) = %.TTK/Q(m).

A seguir apresentamos uma expressao para a funcdo trago no corpo Q((,), para n
qualquer, o qual é uma forma quadratica, e sua minimizacao, embora é o trabalho mais
dificil, constitui um de nossos objetivos. Esta expressao sera utilizada no momento em que
calcularmos o parametro ¢ na férmula da densidade de centro, como veremos na proxima

secao.

Teorema 3.2.3 ([14], pag. 60) Dados

s s B(n)—1
n=[[p" P=]]poK=0Q%) Ok =Z¢]ex= Y b,
=1 =1

J=0
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temos que:
p(n)—1 (P)—1
. 2n | (P , '
TricjelaT) = 5 —(2) Yo U HuP) Y Amd((i, P)p((i, P))|
j=0 i=1
onde ¢ € a funcao de Euler, p € a fungao de Mobius e A; = bobj + bibjy1 + ... +

bmflfjbmfl,jzl,...,m—l |

3.3 Os Reticulados Algébricos

Nesta segao, estudaremos a densidade de centro dos reticulados da forma ok (/) onde

I satisfaz a seguinte propriedade:
Propriedade 3.3.1 [ € um ideal ordindrio de Ok, I #0 e
o(l)=1, Vo € G=Gal(K/Q), ou seja, o(x) € I, Yx € I.
Uma consequéncia da propriedade acima é o seguinte

Lema 3.3.1 Sejam I um ideal satisfazendo a Propriedade 3.5.1 e x € I, entdo:

Tri(z) =0 (mod r),

onde ré um gerador de I NZ.

Demonstragao:
Seja I C Ok um ideal satisfazendo a Propriedade 3.3.1, entdo o(x) € I, Vuz € I.
Assim,

n

Triig(z) = Zai(x) €el, Vxzel.

i=1
Logo Tri/g(x) =0 (mod I). Por outro lado, T'rgg(x) € Z, deste modo

T?‘K/Q(l') elNZ=rk.

Portanto, Trgg(x) =0 (mod 1) onde r é um gerador de I N Z. m
Notemos que se I # {0}, entdo I N7Z # {0} e para x € I temos N(z) € I.
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Exemplo 3.3.1 Sejam K/Q uma extensio galoisiana com G = Gal(K/Q) e Ok o anel
dos inteiros algébricos de K. Se p € um nimero primo de Z tal que pOx = (p1...psPy - - - Ps)S,

tomando I = py...p, entdo I = p,...p, e o ideal I1 tem a Propriedade 3.3.1, conse-

quentemente

Tri(aT) € IINZ = pZ.

Vimos que a expressao para a densidade de centro dos reticulados o (I) é dada por

Sow(D) = ——L (3)
OK = ———. .
|Dic| 2N (1)
Sabemos que p = smin {|ok(z)|; 0+# x € I} e da Proposicao 3.2.1 segue que
lox(z)]” = cr T o(aT)
Logo, tomando
t =min{Tri(2z); 0 #x€l,} (3.2)
temos .
n C?( z
— —tQ .
P on
Substituindo a expressao encontrada para p™ em (3.1), obtemos
QTQC%t%
d(ox(I) = ———F—r.
2" D |2 N(I)
Notemos que: QTQCI% = 1. Deste modo,
()2
d(ox (1)) ) (3.3)

B |DK|%‘N(I>

Como vimos, um dos parametros que envolve o célculo da densidade de centro de
um reticulado ok (I) é o parametro t, que consiste no menor valor ndo nulo que a forma
quadratica assume. Diante da dificuldade em obtermos ¢, optamos por restringir os nossos

estudos aos subcorpos de Q((,,) onde p e ¢ sdo primos distintos.
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3.4 Subcorpos de Q((,,)

Nesta secao faremos uso de alguns resultados da Teoria de Galois, deste modo supomos
que o leitor tenha um conhecimento prévio deste assunto, o qual pode ser encontrado nas
referéncias ([4] e ([5]).

O resultado a seguir é muito importante para a construcao dos nossos exemplos.

Teorema 3.4.1 ([6], pag. 263) Sejam L uma extensdo galoisiana de K e M uma ex-
tensao de K em C. Entao LM ¢é galoisiana sobre M e H = Gal(LM /M) €é imerso no
G = Gal(L/K) pelos automorfismos de G restritos a L. Além disso, a imersao € um

isomorfismo se, e somente se, LN M = K.

Demonstragao:

Seja L = K[a]. Entao LM = M|a] o qual é galoisiano sobre M, pois os conjugados
de a sobre M estao entre os conjugados de « sobre K, os quais estao todos em L.

Existe um homomorfismo ¢ de H em G, obtido pelos automorfismos o de G restritos
a L, e o nucleo é facilmente visto por ser trivial. Se ¢ fixa M e L ponto-a-ponto, entao
ele fixa LM ponto-a-ponto.

Finalmente consideremos H a imagem de H em G, H' fixa o corpo LNM = K, pois o
corpo fixado por H é M e pelo Teorema da Correspondécia de Galois H = Gal(L/MNL).
Entdo H = Gal(L/K) se, e somente se, LN M = K. ]

A seguir, mostraremos alguns resultados que possibilitarao uma melhor caracterizagao

dos nossos ideais.

Teorema 3.4.2 ([2], pag. 70) Sejam L = Q((y), K um subcorpo de L, q e q ideais
primos de Ok e Or, respectivamente, ambos acima de qZ, Dk (q) e Dp(q) os respectivos

grupos de decomposicio de q e q e T a conjugacio complexa. Entdio,
g€ Dr(q) <=7 € Dk(q).

Demonstragao:

Seja 0; € Dg/(q) definido por ;(¢,) = ¢,
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Para cada 0, € Dk(q) existem ¢ — 1 extensoes o, ; de D (q). Cada o;; é definido por

seu valor em (,,. Sejam u e v tais que 1 = pu + qv. Deste modo, segue que

Uiaj(Cpq) = Ji,j( £;+qv) — ZT;’;L]'-HIW'

Assim @ € Dy (q) se, e somente se, existem i, j tais que
puj +qui = —1 (mod pq),
que equivale a
puj + qui = —1 (mod p);
e
puj + qui = —1 (mod q).

A segunda condicao vale sempre, ja que j pode assumir qualquer valor nao nulo médulo

g. Quanto a primeira, esta equivale a @ € Dk (q), o que conclui a prova. |

Corolario 3.4.1 ([2], pag. 71) Sejam L = Q((p,), 9 um ideal primo de O acima de
qZ, D1(q) o grupo de decomposi¢do de q, & a conjugagdo complexa e 0,(q) a ordem de q
modulo p. Entao

o € Dp(q) <= 0,(q) = 0 (mod 2).

Quando p e ¢ satisfazem as condigdes o,(p) = o0,(q) = 1 (mod 2), isto é,

o ¢ Dr(q) e d & Dy(p) entdo existem em Z[(,,] as decomposicoes em ideais primos

pOr = (pipa. .. pPiD2--- )P e qOr= (g2 - 401 - .- G5)*

q—1 _ _p—1
20a) €7 T 2ogp))

Temos particular interesse no ideal

onde s =

I'=pipa-. - prqaga---gs

Sejam L = Q((,,) com p, g primos impares distintos onde o,(p) = 0,(¢) = 1 (mod 2),

Ky € Q(G); Ky € Q(G), com by = [Q(G) « K, I = [Q(¢) = Kp]. Visto que [K, : Q] = 2,
K, :Q]=2se K,NK, =Q entao [K : Q] = 4rs.
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e

Q(¢)

N
A

Q
Figura 2: Diagrama dos subcorpos de Q({p,)

@(Q}q)
l

Devido ao fato de o4(p) = 0,(q¢) = 1 (mod 2), temos pelo Coroldrio 3.4.1 que a con-
jugagdo complexa @ nao estd contido no grupo de decomposicao Dy (p) e nem em Dy(q).

Assim, o ideal primo pZ se decompoe em Op, da forma pOg, = pip2...psp1p2...bs,

analogamente, ¢Or, = qiq2...q,q1G2...q,. Agora, cada ideal p; e q;, i = 1,...,s,

2s.
7

j=1,...,r, se decompoe em Ok da forma p;Ox = P e q;0x =

Tomemos I = PPy... P,Q1Q5...Q,. Como II tem a Propriedade 3.3.1, temos que:
se x € I entdo Trg q(aT) € ITNZ = pgZ, ou seja, t=pgh, h € N. Sabemos, pelo
Teorema 3.2.3, que Ty (xT) ¢ par. Sendo Trq(2%) = 1Trpq(2T), e como [ é fmpar,
entdo 17 /o(¢T) também é par, logo, t = 2hpg, h € N.

Do Teorema 2.3.4, temos que Dy, = gt

e Dk, = p* 1, como K, e K, sao
linearmente disjuntos (isto ¢, K,NK, = Q e possuem discriminantes relativamente primos)
temos Dy = ¢2*~ V¥ pr=12  (yer[16], pag. 11). Como a norma é multiplicativa temos

que N(I) = p°q". Para os valores de t, N(I) e Dk acima obtidos, a expressdo (3.3) da

densidade de centro sera dada por:

(K:Q]

S(ow(I)) = (%) = (g)ws

Exemplo 3.4.1 Sejam L = Q(C), K13 = Q(¢3), Kz C Q(Ci3) tais que [K3 : Q] =
4, [K13: Q] =2 e K = K3K3, logo [K : Q] =8.
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Q(Cao
3

/ )\
Q(¢s) K Q(¢i3)

\KB/ | \Kg/
S

A

Assim temos, 30k, = p1pap1p2 € 130k,, = q1q1, pois & ¢ Dr(3) e 7 ¢ D (13), ja

que 013(3) = 03(13) = 1(mod2). Logo a decomposicio de cada p; e q; em O € da forma
p:0x = P?, ou seja, 30k = (PLP,PLP,)%. Da mesma forma 130k = (Q10Q1)*.

Tomemos o ideal I = P,P,Q, C Ok. Sendo II um ideal que satisfaz a Propriedade
3.3.1, temos que para x € I, t = 39.h; h € N. Como a forma quadrdtica obtida para o
Trgsg no Teorema 3.2.3 € par, seque que t > 2.39. Tomando t = 2.39 seque que h = 1,

asstm
4
S(ox(I)) = (%) — 0,0625.

Esta ¢é o recorde para a dimensao 8.

Podemos considerar outros corpos que satisfazem as condigoes acima citadas e obter
reticulados com a mesma densidade de centro de Eg (reticulado com maior densidade de
centro na dimensao 8). Por exemplo:

Sejam p = 7 e ¢ = 29, temos que 0,(p) = 0,(¢) = 1 (mod 2). Basta tomar K, o
subcorpo de Q((a9) de grau 4 e K, a extensao quadratica contida em Q((r).

Sejam p = 5 e ¢ = 11, temos que 0,(p) = 0,(¢) = 1 (mod 2). Basta tomar K, o
subcorpo de Q((11) de grau 2 e K, o préprio Q(¢s).

Sejam p = 5 e ¢ = 31, temos que o4(p) = 0,(¢) = 1 (mod 2). Basta tomar K, o
subcorpo de Q((31) de grau 2 e K, o préprio Q((s).

Em todos os casos, o corpo K = K,K, tem grau 8. Resolvendo de modo andlogo ao

exemplo anterior, tomemos h = 1 e obtemos a densidade de Ej.
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