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Resumo

Desde a descoberta de Stanley de que o modelo esférico é o limite de dimensionali-
dade de spin infinita do modelo de Heisenberg classico, este tem atraido mais aten¢ao
do que meramente ser uma alternativa ao modelo de Ising. Como é bem conhecido,
o modelo esférico classico contradiz a terceira lei da Termodinamica. Este defeito
pode ser corrigido através de uma quantizacao do modelo. Nesta tese, escolhemos
a proposta de Obermair que permite o controle das flutuacoes quanticas através do
parametro g. Em particular, utilizamos o modelo esférico quantico de spin como lab-
oratorio da influéncia das flutuagoes quanticas sobre o comportamento magnético
e termodinamico da rede hipercibica d-dimensional e das cadeias AB e AB, an-
tiferromagnéticas. A cadeia AB,; tem como motivagoes experimentais polimeros
ferrimagnéticos e compostos de oxocupratos, dentre outras.

Através da andlise de observaveis como magnetizacao, susceptibilidade, compri-
mento de correlacao e funcoes de correlagao obtivemos no caso da rede hipercibica
que o modelo apresenta quebra espontanea de simetria a temperatura finita e para
o estado fundamental (7" = 0). Através de cdlculos detalhados dos observéveis
mencionados acima pudemos obter os expoentes criticos associados as transi¢oes de
fase térmica e quantica (I = 0) da rede hipercibica d-dimensional. Verificamos
também que o calor especifico em baixas temperaturas nao viola a terceira lei da
termodinamica, e também confirma que o sistema possui um “gap”finito no espectro
para qualquer g finito. Para o caso da cadeia AB, o estado fundamental antiferro-
magnético é obtido com a presenca, e posterior anulamento, do campo magnético
staggered e nas auséncias de flutuagoes térmicas e quanticas e de campo uniforme.

Por outro lado, o modelo esférico na cadeia AB,; apresenta estado fundamental
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ferrimagnético para ¢ = 7' = h = 0 mesmo na auséncia de campo staggered. En-
tretanto, apesar das cadeias AB e AB; nao apresentarem transicao de fase térmica
ou quantica, os valores locais de spin da cadeia AB podem apresentar um compor-
tamento antiferromagnético de curto alcance para flutuagoes térmicas e quanticas
pouco intensas e baixos valores do campo magnético uniforme quando compara-
dos com os do campo magnético staggered; no caso da cadeia AB,;, destacamos
comportamento ferrimagnético de curto alcance para fracas flutuagoes quanticas e
térmicas e campo magnético baixo. Esses comportamentos antiferromagnético e fer-
rimagnético desaparecem com o aumento das flutuacoes térmicas e quanticas ou da
presenca do campo magnético. Tais resultados foram confirmados pelo comporta-
mento assintético das funcgoes de correlagao.

Finalmente, obtivemos que os comportamentos em baixas temperaturas do modelo
esférico quantico podem ser comparados com aquele da cadeia Heisenberg quantica
X X7, através da andlise de observaveis como entropia e calor especifico. Além
disso o calor especifico demonstra que o modelo possui um “gap” finito no espec-
tro para qualquer g finito, fato este confirmado pelo decaimento exponencial com
a distancia das funcoes de correlacao. A termodinamica de altas temperaturas do
modelo esférico quantico se assemelha a de um oscilador harmonico quantico, cuja

freqiiéncia depende da temperatura e do parametro quantico g.
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Abstract

Since Stanley’s discovery that the spherical model is the limit of infinite spin
dimensionality of the Heisenberg classical model, its has attracted more attention
than merely being an alternative to the Ising model. It is well known that the clas-
sical spherical model contradicts the third law of thermodynamics. However, this
drawback can be fixed through a suitable quantization of the model. In this thesis
we choose the proposal by Obermair that allows the control of quantum fluctua-
tions through the parameter g. In particular, we use the quantum spherical spin
model as a laboratory for studying the influence of quantum fluctuations on the
thermodynamic behavior of the hypercubic d-dimensional lattice and the AB and
AB, antiferromagnetic chains. The ABs chains have experimental motivation on
ferrimagnetic polymers and oxocuprates, among others.

Through the analysis of observables such as magnetization, susceptibility, corre-
lation length and correlation functions we have obtained, in the case of hypercubic
lattices, that the model presents spontaneous symmetry breaking at finite tempera-
ture, as well as at the ground state (7" = 0). Detailed calculation of the mentioned
observables has provided the critical exponents associated with the thermal and
quantum (7" = 0) phase transitions. We have also verified that the low-temperature
specific heat does not violate the third law of thermodynamics and also confirms
that the system presents a finite gap in the spectrum for any finite g. For the AB
chain, the antiferromagnetic ground state is obtained in the presence of a nullifying
staggered magnetic field and in the absence of thermal and quantum fluctuations as
well as uniform field.

On the other hand, the spherical model on the ABs chain presents ferrimagnetic
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ground state at ¢ =T = h = 0 even in the absence of staggered field. However,
although AB and AB; chains do not present thermal or quantum phase transition,
the local spin average of the AB chain may display short-range antiferromagnetic
behavior for weak thermal and quantum fluctuations and low uniform magnetic field
when compared to the staggered one; conversely, in the ABy case, we have found a
short-range ferrimagnetic behavior for weak thermal and quantum fluctuation and
low magnetic field. These antiferro and ferrimagnetic behaviors disappear for more
intense thermal and quantum fluctuations and in the presence of a field. Such results
have been confirmed by the asymptotic behavior of the correlation functions.
Finally, we have obtained that the low-temperature behaviors of the quantum
spherical models can be compared to that of the X X7 quantum Heisenberg chain,
through the analysis of the specific heat and entropy. Moreover, the specific heat
demonstrates that the model displays a finite gap in the spectrum for any finite
g, in agreement with the exponential decay of the correlation functions. The high-
temperature thermodynamics of the quantum spherical model is similar to that of
the quantum harmonic oscillator, whose frequency depends on the temperature and

the quantum parameter g.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo esférico foi proposto por Berlin e Kac [1] como uma alternativa ao
modelo de Ising. Entretanto, a descoberta de Stanley [2] de que o modelo esférico
¢ o limite de um modelo de Heisenberg classico com varidveis de spin de dimensao
infinita tem atraido um interesse extra para o modelo esférico. De fato, como o mod-
elo esférico é soluvel, ele tem sido utilizado para o entendimento de sistemas tais
como antiferromagnetos [3], incluindo interagdes competitivas [4] e pontos de Lif-
shitz [5], fendmenos criticos, incluindo sistemas com interagoes de longo alcance [6,7]
e consideragoes topolégicas [8], efeitos de spin e carga no contexto do modelo de Hub-
bard [9], e sistemas desordenados [10], incluindo vidros de spin [11] e modelos de
campo aleatério [12].

No capitulo 2, vamos apresentar o modelo esférico classico ferromagnético em re-
des hipercibicas, que foi a proposta inicial de Berlin e Kac [1]. Inicialmente vamos
discutir, resumidamente, o procedimento necessario para obter a energia livre do
modelo esférico, seguindo os argumentos de Joyce [6]. Em seguida, vamos obter

a equacao para o potencial quimico, que representa a restricao esférica. De acordo



com Pathria [13], vamos reescrever a equagio de uma maneira apropriada para com-
paracoes nos préximos capitulos. Podemos obter solucoes da equagao para o poten-
cial quimico em diversos regimes de interesse, conforme indicado por Thompson [7].
Com estas solucoes, podemos obter o comportamento critico de diversos observaveis,
tais como magnetizagao, susceptibilidade, e calor especifico em dimensoes onde ex-
iste uma transicao de fase, isto é d = 3,4,.... Através destes cdlculos podemos
obter, com o objetivo de comparacgoes futuras, os conhecidos expoentes criticos do
modelo esférico classico d-dimensional.

Como é bem conhecido, o modelo esférico cldssico contradiz a terceira da lei da ter-
modindmica em baixas temperaturas [1]. Este defeito pode ser corrigido através de
uma versao quantica do modelo. Existem diversas maneiras de quantizar o modelo
esférico; a nossa escolha recaiu sobre a proposta de Obermair que é a mais uti-
lizada [14-17,19]. Esta quantizagdo permite, entre outras coisas, o controle das
flutuacdes quanticas através de um parametro (g). O modelo esférico quantico
tem sido utilizado para estudar sistemas como vidros de spin [14], propriedades
termodinamicas [15], transicoes de fase quanticas em redes hipercibicas [17], in-
cluindo efeitos de tamanho finito [18] e campo aleatério [19] e acoplamentos ferro-
magnéticos com campo transverso [16]. No capitulo 3, vamos apresentar o modelo
esférico quantico ferromagnético em redes hipercibicas. Através da diagonalizacao
do Hamiltoniano do modelo, obtivemos a energia livre de Helmholtz e a equagao
para o potencial quimico. Através da solucao da equacao para o potencial quimico,
podemos obter o comportamento critico do modelo esférico quantico tanto para
transigbes térmicas (d = 3,4, ...) como quéanticas (d = 2,3,...). Através da anédlise
do comportamento critico de observaveis como magnetizacao, susceptibilidade, com-

primento de correlagdo e calor especifico reobteremos os expoentes critico obtidos
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por Vojta [17] através de um célculo mais detalhado e preciso dos observéveis men-
cionados anteriormente. Salientamos que o estudo das transi¢oes quanticas tem
atraido bastante interesse atualmente, tanto da perspectiva tedrica como da exper-
imental. Do ponto de vista tedrico, temos a introducao de novos conceitos, tais
como, temperatura de coeréncia, no contexto de férmions pesados; comportamento
diferente de um liquido de Fermi, em sistemas eletronicos na regiao critica quantica;
e transicoes de primeira ordem no estado fundamental; entre outros. Sob a ética
experimental, o estudo de sistemas em escalas préximas do tamanho atomico, tais
como, nanotecnologia e computagao quantica, ressalta a importancia das transicoes
a temperatura nula. Além disso, também apresentaremos o cédlculo das func¢oes de
correlacao e analisaremos o comportamento do modelo em baixas temperaturas, ver-
ificando a correcao da discrepancia do modelo esférico classico em relacdo a terceira
lei da termodinamica.

No capitulo 4, vamos estudar com mais detalhes o comportamento do modelo
esférico quantico antiferromagnético em uma dimensao, onde o modelo nao apre-
senta transicao de fase térmica (7" # 0) ou quantica (g # 0). Apesar disso, obser-
vamos que através da presenca de um campo magnético staggered e da auséncia de
campo magnético e de flutuagdes térmicas e quanticas o modelo apresenta quebra
espontanea de simetria. Este resultado foi obtido através da andlise de observaveis
como magnetizacao, susceptibilidade, comprimento de correlacao e funcoes de cor-
relacdo. Ressaltamos ainda que o comportamento do modelo esférico quantico em
baixas temperaturas permite comparagoes com o modelo de Heisenberg anisotrépico
(modelo X X Z), através da andlise de observaveis como o calor especifico, entropia
e funcgoes de correlagao.

No capitulo 5, vamos apresentar o modelo esférico antiferromagnético quantico na
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cadeia ABs,, que constituiu o objetivo inicial desta tese. As motivacoes experimen-
tais da cadeia AB, incluem [20] polimeros inorganicos ferrimagnéticos, nos quais
os sitios A (B) podem representar um dtomo de metal (ligante) [veja Silvestre e
Hoffman na Ref. [20] para possiveis realizagoes| e compostos de oxocupratos, onde
os sitios A (B) representam dtomos de cobre em uma cadeia trimérica [veja Drillon
et al. na Ref. [20]]. Apesar de todos os esforcos empreendidos em estudos sobre
a cadeia AB; no contexto de modelos tais como Hubbard e ¢t — J [24], Heisenberg
quéntico [25], Heisenberg cldssico e Ising [26], a influéncia das flutuagdes quanticas
quando comparadas com efeitos de temperatura e campo magnético ainda nao foi
bem compreendida. Nosso objetivo é usar o modelo esférico quantico como labo-
ratorio para o estudo da influéncia das flutuacées quanticas, através do parametro g,
no comportamento magnético da cadeia AB;. Obtivemos que o modelo esférico ap-
resenta uma transicao de fase apenas para o estado fundamental do modelo esférico
classico a campo nulo. No entanto, dependendo da maneira escolhida para atin-
gir este unico ponto critico (9 = T = h = 0) temos comportamentos diversos de
obervaveis tais como a susceptibilidade e o comprimento de correlacao. O aumento
das flutuagoes térmicas e/ou quanticas faz com que a magnetizacao do modelo apre-
sente um comportamento tipicamente paramagnético. No entanto, para flutuacoes
térmicas e quanticas pouco intensas os valores locais de spin podem apresentar com-
portamento ferrimagnético de curto alcance. O comportamento ferrimagnético é car-
acterizado por um aumento rapido da magnetizacao da célula para baixos valores do
campo magnético. Este comportamento ferrimagnético desaparece com o aumento
da intensidade das flutuagoes térmicas e/ou quéanticas ou do campo magnético, fato
este confirmado pela analise dos comportamentos assintéticos das fungoes de cor-

relacdo. Finalmente, analisamos o comportamento do modelo esférico em baixas
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e altas temperaturas através da andlise de observaveis como o calor especifico e a
entropia.

A comparagao com os resultados dos capitulos 3 e 4 para os modelos esféricos
quanticos ferro e antiferromagnético na cadeia AB, respectivamente, permite ob-
servar algumas similaridades, tal como a eliminagao da discrepancia com a terceira
lei da termodinamica em baixas temperaturas, ao lado de distincoes relevantes.
Por exemplo, enquanto no modelo esférico quantico antiferromagnético AB a que-
bra espontinea de simetria sé ocorre na presenca de um campo magnético stag-
gered e auséncia de campo magnético uniforme, bem como de flutuagoes térmicas e
quanticas, observamos que a topologia ABs; induz um ordenamento ferrimagnético
de longo alcance no estado fundamental sem flutuagoes quanticas e sem campo
magnético uniforme mesmo na auséncia de campo magnético staggered. Além disso,
e também em contraste como os modelos esféricos quanticos AB, obtivemos que
uma ordem ferrimagnética de curto alcance se sustenta na regiao de baixos campos
e flutuagbes térmicas e quanticas pouco intensas do espago de parametros {g,7’, h},
conforme indicado pela andlise das fungoes de correlacao e das médias locais de

magnetizagao.
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Capitulo 2

Modelo Esférico Classico
Ferromagnético em Redes

Hipercubicas

2.1 Introducao

O modelo esférico surgiu com a proposta alternativa de Berlin e Kac ao modelo
de Ising para spins [1]. Em 1947, antes de propor o modelo esférico, Kac tentou
substituir as varidveis discretas de Ising (4+1/2) por varidveis continuas. Esta tenta-
tiva, que passou a ser conhecida como modelo Gaussiano, possui uma temperatura
critica para qualquer dimensao. Entretanto a funcao de particao do modelo nao
existe para temperaturas menores que a temperatura critica. Para evitar este prob-
lema Kac permitiu que as variaveis fossem reais, mas impos que as variaveis de spin

ficassem restritas a uma esfera cuja dimensao é o nimero de varidveis de spin do
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Ny

Figura 2.1: Representacao esquematica do modelo esférico. Os pontos pretos repre-
sentam duas varidveis de spin de Ising e o circulo duas varidveis de spin do modelo
esférico.

modelo:

528t = . (21)

onde N é o nimero de spins do modelo e i indexa varidveis de spin diferentes.
Com este modelo Berlin e Kac [1] conseguiram uma solugao exata com temperatura
critica a partir da dimensao d = 3. Com isto, obteve-se uma alternativa ao modelo
de TIsing, que possui solugdo exata apenas em d = 2 [27] na auséncia de campo, e
solugoes aproximadas em dimensoes superiores.

Em uma tentativa de simplificar a matematica apresentada por Berlin e Kac,
Lewis e Wannier [28] introduziram o modelo esférico médio. Neste modelo as

varidveis obedecem a uma restricao média:

S5t =1 (2.2

K3
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2.1 Introdugao 8

Desta forma o modelo esférico médio tem uma relacdo com o modelo esférico pare-
cida com a que o ensemble gra-canénico tem com o ensemble candnico. Basta
perceber que a soma da Eq. (2.2) se parece com uma restricdo ao nimero de
particulas, tanto que Lewis e Wannier introduziram um potencial quimico (u) as-
sociado a esta restricdo. Deste ponto em diante sempre estamos nos referindo ao
modelo esférico médio como modelo esférico. E importante destacar que o modelo
esférico médio apresenta algumas discrepancias em relagao ao modelo esférico, sendo
a mais importante o fato do modelo esférico médio s6 obedecer o teorema de flu-
tuagao-dissipacao [29] mediante cdlculo cuidadoso da susceptibilidade e das fungées
de correlacgao.

Apesar de ter sido criado como uma alternativa ao modelo de Ising, o modelo
esférico apresenta semelhancas com o modelo Heisenberg. O fato que estabeleceu
isto foi a descoberta de Stanley [2] de que o modelo de Heisenberg com dimensao
25 + 1 = oo é equivalente ao modelo esférico. Este fato atraiu muito interesse
para o modelo esférico, ja que ele pode ser entendido como a primeira aproximacao
de uma expansdo 1/S de uma solugdo obtida a partir do modelo de Heisenberg.
Como o modelo esférico é exatamente solivel, ele tem sido utilizado para entender
a termodinamica de diversos sistemas, tais como antiferromagnetos [3], incluindo
interagoes competitivas [4] e pontos de Lifishitz, fenémenos criticos, incluindo sis-
temas com interagoes de longo de longo alcance [6,7], andlises topoldgicas [8], efeitos
de spin e carga no contexto do modelo de Hubbard [9], sistemas desordenados [10]
tais como vidros de spin com intera¢do de alcance infinito [11] e modelos de campo
aleatério [12].

Afora o interesse peculiar do modelo esférico no que diz respeito ao estudo de pro-

priedades magnéticas, existe o interesse pela técnica de “esfericalizacao”como um
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2.2 Modelo Esférico 9

meio de entender o mecanismo termodinamico de uma transicao de fase. Como ex-
emplo temos estudos tedricos sobre interagoes dipolares [30], teoria de eletrélitos [31],

gds esférico na rede [32] e generalizagoes do modelo esférico [33].

2.2 Modelo Esférico

2.2.1 Energia Livre e Condicao Esférica

Vamos considerar o caso em que as variaveis de spin estao localizadas em sitios
de uma rede hipercibica d dimensional. A posicao de cada sitio é expressa por
R=mné +...+ nq€y, onde {€1,...,€;} é a base candnica de R? e {ny,...,n4}
pertencem a Z.

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados para o caso de interacoes fer-
romagnéticas de primeiros vizinhos. Estes resultados ja sao bem conhecidos na
literatura [6,7] e irdo servir como referéncia ao longo da tese. Considere que o valor
da interagao ferromagnética entre primeiros vizinhos é —J, J > 0, e que o sistema
estd submetido a um campo magnético uniforme e constante H ou em unidades de

energia h = p.srH, onde p.rr é 0 momento magnético efetivo de Bohr. Sendo a

varidvel de spin em um sitio I descrita por S, o Hamiltoniano do sistema é dado

por
H=-3 >, SgSp—h) Sg+u) (S5—7) (2.3)
<R,R'> R R
onde < ... > indica uma soma sobre primeiros vizinhos e u é o potencial quimico

associado a restricao esférica:

N
8% = - (2.4)
R
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2.2 Modelo Esférico 10

e N é o numero de sitios da rede.
Seguindo os argumentos de Joyce [6], considere a transformada de Fourier da rede
hipercubica:

Sp= 1/\/]VZ eiE'ESE, (2.5)
k

onde k = Zle(Qw/N)viéi, V1y...,0g =0,...N — 1 e a unidade de rede (distancia
entre primeiros vizinhos) é a = 1. Note ainda que S _; = S]i:., ja que as variaveis de

spin (Sj) sdo reais. Substituindo no Hamiltoniano, Eq. (2.3), obtemos

N
H = —ZJES_ESE—hVNSO-i-/LZS_ESE— Z,u, (2.6)
k k

P— . - = * - = -
onde J; = Zi:l,_._,dJCOS k;. Usando S_jp = SE e J; = J_; podemos reescrever o

Hamiltoniano como

N
H= 22(# - JE)|SE|2 + (= Jo)ISo|* — hV NS, — Vs (2.7)

k>0

onde a soma ¢ feita de maneira que se +k esta incluido entao —k nao esta. Agora

definimos novas varidveis reais (zj,y;) através das seguintes definigoes:
Sg = (1/\/5)(%—5 + Z'yl-c‘), k #0,

(2.8)
So =9, Yo =0.

Ap6s esta transformacao o Hamiltoniano, Eq. (2.3), assume a seguinte forma diag-

onal:

N
H = (= Jp)(ag+9p) = W Nao + (u= Jo)zg — . (2.9)

k>0
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2.2 Modelo Esférico 11

Nesta forma podemos calcular a funcao de particao do sistema :
7 = /Hdsﬁe—ﬁff, (2.10)
R

onde = 1/T, pois assumimos kg = 1. Antes do cédlculo note que para diagonalizar
o Hamiltoniano, Eq. (2.3), fizemos uma sequéncia de transformagoes unitdrias:
[1zdSz = 11z dSg = Tl dS3dS; dSo = [lzso dzzdyz dzo. Entdo, a funcao de

particdo pode ser escrita como

Z:/de,;dy,;dxoe_ﬁH. (2.11)

k>0

. . . o0 _ 2 2 ~
Finalmente, com o uso da identidade f_oo dre 9t = \/1/q e /a5 funcio de

DT ) e

Em conseqiiéncia, a energia livre de Helmholtz se escreve:

T p—J: Nh? Nu
F=_ 1 k) — - 2.1
22;“<7ﬁ ) i-J 4 (2.13)

particao resulta:

Usando a energia livre acima podemos escrever a restrigdo esférica, Eq. (2.4),

como OF/0u = 0:

T Nh? N
+ = —. 2.14
27y a1 (214
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2.2 Modelo Esférico 12

Note que a equacao s6 pode ser satisfeita se o somatoério em k for positivo, pois caso
contrario o somatdrio pode divergir, o que nos leva a condicao p > max J; = Jo = dJ
para o potencial quimico. Utilizando a identidade:

1 o

- = / dze **, 2z >0, (2.15)

4 0

e seguindo os argumentos de Pathria [13], podemos reescrever a restrigao esférica,

Eq. (2.14), como:
T Nh? _ N
= N el = 2.1
2/0 dze” Ze i—dn? 1 (2.16)

O somatério em k£ pode ser transformado em uma integral usando a férmula de

Euler-Maclaurin no limite N > 1:

Ze‘]” NH/ gt coski (2.17)

E utilizando a representacdo integral: Iy(a) = [*_ 2£e**7 onde I,,(a) é uma fungdo
de Bessel modificada do primeiro tipo, podemos escrever a restricao esférica, Eq.
(2.14), de uma maneira compacta e 1til para analise posterior:

T h? 1

: /0 dae () + g = (2.18)

Primeiro note que se a integral acima convergir quando p = dJ, entao o sistema
ird apresentar uma temperatura critica 7.. Abaixo desta temperatura o campo
magnético h deve ser nulo, ja que o denominador do segundo termo deve-se anular

quando p = dJ. A primeira pergunta que iremos fazer é para qual dimensao a
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2.2 Modelo Esférico 13

seguinte integral converge:

/0 " dze I (Jo)]". (2.19)

A funcao modificada de Bessel do primeiro tipo é bem comportada em torno de

z=0: I)(0) ~ 14 122, e possui a forma assintGtica

T

I()(ZE) ~ m,

(2.20)

para grandes valores de z. Entdo podemos garantir que para o intervalo [1,00),
Iy(x) ~ (e*/v/2mz). Desta maneira a convergéncia da integral, Eq. (2.19), é garan-
tida através de
0o —(p—d])z

/1 de, (2.21)
e a tltima integral converge, no caso em que y = dJ, apenas para d/2 > 1. Portanto,
a integral converge, no caso de u = dJ, para d = 3,4, .... Desta forma sé é possivel
definir uma temperatura critica para d > 3, ja que em p = dJ a energia livre do
modelo, Eq. (2.13), possui uma dependéncia ndo-analitica em p (especificamente

um corte de ramo do tipo logaritmo).

2.2.2 Potencial quimico

Nesta secao vamos analisar o potencial quimico para temperaturas acima e abaixo
da temperatura critica.
(A) T <T.

A temperatura critica é definida através do uso da Eq. (2.18) parah =0e u = dJ,

resultando em
1

e = ™ de(e (o))

(2.22)
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2.2 Modelo Esférico 14

Para temperaturas ligeiramente abaixo de 7, podemos considerar que a integral na
Eq. (2.18) é determinada por seu valor para p = dJ, obtendo a seguinte equagao
para o potencial quimico:

T h? 1

T 1 2.2
T, T dp—die 4 (223)

Resolvendo a equagao obtemos:
p=dJ+h(1=T/T,)?, (2.24)

para temperaturas ligeiramente inferiores a 7.
B)T = T..

Para temperaturas ligeiramente maiores que 7, temos que analisar o comporta-
mento da integral na Eq. (2.18). Neste caso, seguindo os argumentos de Thomp-

son [7], é conveniente reescrever a integral na forma:
R(p) = /OO e~W=dNe(e=JT 1 (1)) dda. (2.25)
0
A derivada, OR/0u, pode ser expressa como
R'(u) = — /00 ze~W=dNT (=2 [ (Jx))dx, (2.26)
0

e uma andlise similar a realizada na Eq. (2.21) mostra que a derivada converge em
= dJ apenas para d/2 —1 > 1, 4. e.,d =5,6.... Desta forma é necessirio uma
andlise mais delicada para d = 3,4. Consideramos, inicialmente, o integrando de
(2.26) no regime Jz < 1. Observamos, a partir das expansoes de Iy(Jz) e da fungao

gama incompleta, que tal termo dd uma contribui¢do ndo-singular a R'(1). Por outro
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2.2 Modelo Esférico 15

lado, a contribui¢do do regime oposto Jx > 1 pode ser analisada considerando o
limite inferior de integracao como [k(u — dJ)]™!, com o fator numérico k > 1, e o
limite assintético Iy(Jx) ~ e’%/v/2wJz. Nesse caso, observamos, via integracao por

partes, que:

e ! d\Y?
R ~ 00 o () - anyon, s (22

Para o caso d = 4 a integragao por partes produz o seguinte resultado:

(2:)2 (%)4 In[d]/(p—dJ)], p—dJ. (2.28)

RI(N) ~ e—(l/n—l)

No desenvolvimento a seguir, adotaremos x = 1; na andlise do coeficiente da
susceptibilidade na regiao critica, estimaremos o valor de x em comparacao com 0s

resultados de Joyce [6]. Com base nas Eqgs. (2.26)-(2.28), podemos escrever que

e ! d \¥?
R~ R ~ i () (- anfan?™, (29)

para d = 3;

(4/2m)"e™" (p— dJ)

R(y) = R(dJ) ~ —= —

In[(p—dJ)/dJ], (2.30)

R(p) — R(dJ) ~ R'(dJ)(u — dJ), (2.31)
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2.3 Magnetizacao e Susceptibilidade
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d=5,6,..., j4d que R'(u) converge em p = dJ. Utilizando a defini¢do de R(u) na

Eq. (2.18), podemos reescrever a equacao para o potencial quimico como

T B 1
SRt e T T

Como T 2 T., podemos afirmar que

R(y) — R(dJ) ~ ——

or, "

(2.32)

(2.33)

onde 7 = (T/T.—1). Substituindo a equagao acima nas Egs. (2.29)-(2.31), obtemos

o resultado desejado para o potencial quimico:

42 dJ 1/(d/2-1)

(n—dJ) ~dJ |e(d/2 —1)(2n/d) (r)V/@2=b " g =3,

2T,
B N (dJ/2T.)e(m/2)*r _

(n=dJ) ~ ] e 4= 4
u—dJ ! d=>5,6,....

~ RN

2.3 Magnetizacao e Susceptibilidade

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Para estudar a magnetizacao vamos primeiro escrever as variaveis de spin em

termos das variaveis que diagonalizaram o Hamiltoniano do sistema, Eq.

Primeiro considere a transformada de Fourier:

Sg=1/VNY_ [¢*fs; + e Rgz) +1/VNSy;

k>0

(2.9).

(2.37)
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2.3 Magnetizacao e Susceptibilidade 17

introduzindo as varidveis xj, yz, obtemos

Si=V2INY [m,;cos (F- R) — ygsin (k- B)| + 1/v/Na. (2.38)

k>0

O valor médio do spin é obtido através do seguinte procedimento:

1 _
(Sa) =+ / 1145z | Sze™™". (2.39)
i

Utilizando a identidade: [ ze~ "t = (p/2a) /7 /a €”’/**, obtemos o resultado
desejado:
h

M =(Sq) = 50—y (2.40)

(A) T < To.
Temos que p = dJ+h(1-T/T,)~/?, conforme a Eq. (2.24). Entio a magnetizacio
¢ dada por

M = %\/1 —T/T,. (2.41)

Observamos que o expoente critico, definido por M ~ (1 — T/T,)?, vale 8 = 1/2
para d=3,4,....
(B) T = T..

Invertendo a Eq. (2.40), para obter u em funcao de M, obtemos

h
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2.3 Magnetizacao e Susceptibilidade 18

Substituindo o valor de M na restri¢do esférica, Eq. (2.32), obtemos a seguinte
equacao:

T 1

A equagao acima pode ser transformada em uma equacao de estado. Para isto basta

eliminar p através da Eq. (2.42):

T h T,
24 Ty ¢ -
M* + 2R(dJ +3 ) 5 R(dJ) = 0. (2.44)

Em seguida, utilizando as Egs. (2.29)-(2.31), obtemos as seguintes equaces de

estado:

odJ ]/ @21)

h~ 24 |(2m/d)"e(d)2 = 1) M (M? + (1/0)r)? =3
(2.45)
(2dJ/T.)(2/7)*eM (M? + (1/4)7)
h =~ 2d d=14 2.4
0 (247 T) @/m) e (0P + (/)7 ! (2.46)
€
h%LM[MQ—i—T/ZI] d=5,6,... (2.47)
—Tch(dJ) ’ (g ’
onde 7 = (T /T, — 1). Para T = T,, obtemos as seguintes relacoes:
od.J11/@/2-1)
h~2dJ |(27/d)¥?e(d/2 — 1) o M@= g =3 (2.48)
(2dJ/T.)(2/m)*eM?
hoe2dd [(2dJ/T,)(2/7)%eM?]’ a=4 (2.49)
€
h 4 3, d=5,6 (2.50)
—Tran™ 4=56- .
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2.3 Magnetizacao e Susceptibilidade 19

Note que o expoente critico &, definido por M ~ h'/% ¢ § = (d +2)/(d — 2) para
d=3,0 =5parad=4,5,.... Como esperado aparece uma dependéncia logaritmica

na dimensao critica superior, d = 4 [7].

2.3.1 Susceptibilidade

Para obter a susceptibilidade, derivamos a Eq. (2.40) com respeito a h:

1 h o
= - 9K 2.51
X T ou—dl)  2(u—dJ)2on (2:51)

(A) T <T..
Neste regime a susceptibilidade ¢ infinita [6].
(B)T > T..
Utilizando os resultados obtidos para o potencial quimico nas Egs. (2.34)-(2.36),

podemos obter os seguintes assintoticos para a susceptibilidade a campo nulo:

[,ﬁe{[2(1*n)]/[(2*d)ﬂ]}}
2dJ

x(h=0) ~ [e(d/2 — 1)(2r/d)/2(dgj21,)) /@77 r-2la-2)
d=3,
(2.52)

In [e(/%=D(d.] /2T,)e(n/2)*7]

x(h = 0) ~ [e= /5= /(24d.7)] 7L d=4, (2.53)

(dJ/2T.)e(r/2)*
x(h =0) ~ %&U)T_l, d=5,6,..., (2.54)
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2.4 Funcoes de Correlacao 20

onde 7 = (T/T. —1). Note que o expoente critico vy, definido por x(h =0) ~ 777, é
v=2/(d—2)parad=3e~y=1parad=4,5,.... Como d = 4 é a dimensao critica
superior, temos uma dependéncia logaritmica assinalando este fato [7]. Comparando
o coeficiente obtido na Eq. (2.52), 1/(73€?), com o obtido por Joyce [6], 27/(87?),

obtemos a seguinte equacao para k:

K= (%) e/, (2.55)

cuja solucao é k ~ 12,463.

2.4 Funcoes de Correlacao

Para calcular a correlagao vamos primeiro multiplicar a expressao obtida para a

magnetiza¢do na Eq. (2.38) para dois sitios distintos:

2 — — — — — —
SpSp = N ZZ [x,;xﬁcos (k- R)cos(p- R') + yzyysin (k - R) sin (5'- R')
k>0 P>0

+ @ Z [a:,;xo cos (k- R) — Yo sin (k- é’)}

N £
E>0
3] = 1
+ Z [yﬁ‘mo cos (p'- R) — yzzosin (p'- R’)} + ng
>0
2 I a3 ] g =g —
_ NZZ [x,;yﬁcos (k- R)sin (p- R') + Zpy; cOs (7- B)sin (k- R)| .
k>0 7>0

(2.56)
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Para obter as fun¢oes de correlacdo do modelo basta calcular as médias abaixo:

<SR*SR*,) = %/ﬁSﬁSﬁ,e_ﬂHHdSﬁ. (2.57)
R

As integrais resultantes podem ser feitas com os seguintes resultados auxiliares para

integrais gaussianas multiplas:

f:rlee_“(m%”%)dxlde =0, 3 # 2o, (2.58)

[ a2emoe™tbe gy = \/gew‘la [(1/2a) + (b°/4a%)] . (2.59)

Com os resultados acima podemos obter as fungoes de correlagao do modelo:
(S5Sa) — (S (Sa) = =3 = cos[F - (B — FY)] (2.60)
RPR RINPR N - 20— J5) ) :

onde a soma é realizada para todos os vetores k da primeira zona de Brillouin. E
possivel transformar a soma sobre varidveis d-dimensionais em uma integral de uma

variavel através dos seguintes argumentos. Primeiro considere o seguinte resultado:

1 o
- = / e dx, z>0. (2.61)
4 0

Com o resultado acima, podemos escrever:

d
T (PPl o ik :
> s e R = [T [ [ eEs | e
Q(N_JE) 0 i=1 | g
]

k
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2.4 Funcoes de Correlacao 22

Considere agora o limite NV > 1. Neste limite podemos transformar as somas sobre
as componentes k; do vetor k utilizando a férmula de Euler-Maclaurin. Desta forma

podemos reescrever o lado direito da equacao como

dk; T
ik (R R’ / .7 Zk (R R’ , 2.63
N Z 2(p — J* H 2(p—Jg) (263)

onde usamos que J; = J_j para reescrever o segundo termo da Eq. (2.60) em termos

de uma exponencial em vez do cosseno. Finalmente, utilizando a identidade:

1 T
P dHe’”9+“ cos (6) — / dhe***? cos (nf) = I,(a), (2.64)
™ ™ Jo

onde I,(a) é a fungao de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem n, e as Egs.

(2.62) e (2.64) na Eq. (2.60), obtemos o resultado desejado:

d
Lo T [
G(R, B') = (SpSp) — (Sp){Sm) = 5 / e e T [e /"L, (Jx)],  (2.65)
0 i=1
onde R — R' = ZZ 1 M.
(B) T = T..
Fazendo a mudanca de varidveis y = (u — dJ)x na integral acima podemos trans-

formar a integral da seguinte maneira:

d

m/o dyeyg [e 9/WaD L (Jz/(u—dJ))]. (2.66)

— T
G(R,R) =
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2.4 Funcoes de Correlacao 23

Para 4 — dJ podemos usar o assintético da fugdo modificada de Bessel do primeiro

tipo [34]:
e“_%
I(z) ~ —=—, (2.67)
2rx
e a integral:
/ g lem a0 = 2(?)"/21{”(2\/%), Rej > 0,Rel > 0, (2.68)
0

onde K,(x) é a fungdo modificada de Bessel do segundo tipo, com v = 1 — d/2,

B = g’ r? = 2?21 n? e ¢ = (u/J) — d, para obter

- T 1\ (@272 .
G ) = gy () Koo (). (2:69)

onde & = ﬁ =1/4/2(p/J — d) é o comprimento de correlagdo do modelo.

Substituindo a forma assintética da funcao de Bessel modificada do segundo tipo,

K,(z) ~ ‘/%e_z, T — 00, (2.70)

na Eq. (2.69), obtemos:

- = T
1N~ —r/¢
G(R, R 2£(d—3)/2(27r7~)(d—1)/2je ,

T — 00, (2.71)

confirmando que £ é o comprimento de correlacao. Existe uma relacao interessante
entre o comprimento de correlagao e a susceptibilidade y ~ &2 [13]. Esta relagao
mostra que o modelo esférico guarda algumas semelhancas com o modelo Gaussiano,
j4 que neste modelo & ~ 1/\/T —T.ex ~ 1/(T—T,) [35]. Lembramos que no modelo

gaussiano as flutuacoes de cada variavel sao relevantes, mas as flutuagoes entre elas
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2.4 Funcoes de Correlacao 24

sao desprezadas. No modelo esférico, entretanto, as flutuacoes entre varidveis s6 sao
irrelevantes a partir da dimensao critica superior (d, = 4).
Para T = T, temos u = dJ e portanto ¢ = 0 na Eq. (2.68). Substituindo o

assintotico da fun¢ao de Bessel modificada do segundo tipo:

K,(z) ~ 5 (=), z—0, v>0, (2.72)

onde I'(z) é a fun¢do Gama, na Eq. (2.69), obtemos

T((d-2)/2)T, 1

G(R, R) ~ A(m)d2]  pd-2

d=34,..., (2.73)

onde podemos identificar o expoente critico n definido por G(ﬁ, R") ~ \ﬁ—ﬁ’|_(d_2+"),
como 1 = 0 para d = 3,4,.... Sendo assim, o modelo apresenta correlacdes de longo

alcance na temperatura critica.

2.4.1 Comprimento de correlacao

O comprimento de correlacao do modelo obtido na se¢ao anterior:

E=1/y/2(p/J — d), (2.74)

pode ser combinado com os resultados obtidos para o potencial quimico, Eqs. (2.34)-

(2.36), para obter comportamentos assintéticos em T 2 T,. De fato, obtemos

¢ ~ (2d)2 [e(d/2 — 1) (2n/d)2(dJ/2T,)] P D) g3 (2.75)

(d7/2T )e(r/2)* 1" ),
In[(dJ/2T,)e(m/2)*T] ’

£~ (2d)71? d=4, (2.76)
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£~ /T JR(dI)T 2, d=5,6,..., (2.77)

onde 7 = (T/T. — 1). Note que o expoente criitico v, definido por & ~ 777, é

v=1/(d—2) parad=3,ev =1/2parad=4,5,.... Como é caracteristico em
uma transi¢ao de fase, a dimensao critica superior é marcada por uma dependéncia

logarftmica [7].

2.5 Entropia e Calor Especifico

Utilizando a energia livre F', Eq. (2.13), e a condicao esférica, Eq. (2.14), podemos

obter a entropia:

oF N

1
S:—a—T:N+51nT—§§1n(u—J,;), (2.78)

onde a soma é feita sobre todos os vetores da primeira zona de Brillouin. Utilizando

este resultado podemos obter o calor especifico:

95 N |~ T | Om
C=Tor=1 Z%u—J,;) o (2.79)

k

Usando a restriciao esférica, Eq. (2.14), podemos reescrever a equagdo acima na

forma:
N N ou

C:g—[z—m]m

(2.80)
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Consequentemente, o calor especifico a campo nulo é determinado por

Ch=0)==—-—"2E. (2.81)

(A)T <T.,.
Para T <T. e h =0, a Eq. (2.24) implica em p = d.J, e portanto

_ % (2.82)

e

Conforme observamos o modelo contradiz a terceira lei da termodinamica quando
T — 0. Um resultado esperado, ja que o modelo nao possui nenhuma caracteristica
quantica. Conforme veremos nesta tese, a introducao do carater quantico corrige
esta falha.
B)T = T..

Utilizando os resultados obtidos para o potencial quimico nas Eqs. (2.34)-(2.36),
podemos obter resultados assintdoticos para o calor especifico através do uso da

equacao Eq. (2.81):

Clh=0)~ 5 - % e 1(d/2 — 1)(@n/d)2(dJ/2T,)) D r-a-n/a-2)
(2.83)
d=3,
Oh = 0 N NdJ (dJ/2T.)e(m/2)* J—4 584
( - ) ~ 5 o 4Tc ln[(dJ/ZTC)e(ﬂ./Q)zLT]’ -5 ( . )
o N N d=56,..., (2.85)

2 T RTPRT)’
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onde 7 = (T'/T.—1). Como vemos o calor especifico apresenta uma descontinuidade

em 1T = T, para dimensoes maiores que a dimensao critica superior d = 4. Na

dimensao critica superior temos uma tipica dependéncia logaritmica, e para d = 3 o

calor especifico se comporta para T 2 T, como C ~ 77% onde a = (d — 4)/(d — 2).

Com este 1ltimo resultado podemos construir a seguinte tabela de expoentes

criticos:

Expoente d=3 d=4 d=5,6,...
o" (d-4)/(d-2) | 0 (*) | O(descontinuidade)
B 1/2 1/2 1/2
) 2/(@d2) | 109 1
) (d+2)/(d-2) | 3 (*) 3
v 1/(d-2) 1/2 (%) 1/2
n 0 0 0

Onde (*) indica a tipica dependéncia logaritmica na dimensao critica superior.

Observamos que as relacoes de escala :

a+28+y =

f+vy =

v(2=-mn) =

2

I

B9,

s

sao sempre observadas [2], assim como a relagao de hiper-escala:

2 —a=dv.

(2.86)
(2.87)

(2.88)

(2.89)
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Capitulo 3

Modelo Esférico Quantico de Spin

em Redes Hipercubicas

3.1 Introducao

Nos ultimos anos tem se intensificado a busca por modelos e sistemas que exibam
transicoes de fase a temperatura nula, as chamadas transicoes de fase quanticas.
Neste sentido o estudo de Hertz sobre transicoes quanticas no contexto de ferro-
magnetos intinerantes é tomado como modelo [36]. Neste trabalho o conceito de
hiper-escala foi reformulado, pois devido a presenca das flutuagoes quanticas o sis-
tema se comporta como se sua dimensao fosse aumentada por um expoente dinamico
z. Desta forma as relagoes entre os expoentes criticos sao modificadas, em relagao
a uma transicao de fase térmica, de modo a que a dimensao efetiva do sistema seja
d + z, em lugar da dimensao real d. A dimensao critica superior se torna entao
d =4 — z. Sendo assim, a versao quantica de um modelo que apresenta transicao de

fase em d = 3,4, 5 quando induzida por temperatura pode apresentar uma transicao

28



3.2 Modelo Esférico Quantico 29

quantica em 7" = 0 em dimensoes mais baixas. Desta maneira, uma versao quantica
do modelo esférico pode ser muito 1util para um estudo de transicoes quanticas. De
fato o modelo esférico quantico ja tem sido estudado para o entendimento de vidros
de spin [14], propriedades termodinamicas [15] e ferromagnetismo incluindo estudos
com um campo tranverso [16]. Além disto o modelo esférico quantico foi estudado
por Vojta [17] no contexto de transi¢oes quanticas, incluindo efeitos de tamanho
finito [18] e de campo aleatério [19]. Nestes trabalhos Vojta encontrou que o mod-
elo esférico, com interagoes de curto alcance, possui um expoente dinamico z = 1.
Sendo assim, o modelo esférico quantico apresenta uma transicao a temperatura
nula em d = 2. Neste capitulo vamos reapresentar os resultados de Vojta, de uma
maneira apropriada a comparacoes futuras. Vale salientar que a presenca do carater
quantico faz com que a contradicao do modelo esférico classico com a terceira lei da

termodinamica seja corrigida.

3.2 Modelo Esférico Quantico

3.3 Energia Livre e Condicao Esférica

Para introduzir o carater quantico no modelo esférico vamos seguir a proposta
sugerida por Obermair [38]. Para isto, além de definir as varidveis de spin (Sj) em
cada sitio R = 2?21 n;€; da rede hipercibica d-dimensional, vamos definir momentos
conjugados (Pg) as varidveis de spin. Estas quantidades satisfazem as seguintes

relagoes de comutacgao:

[SR‘,SR‘,] == 0, [PR‘, PR‘,] == 0, [SR‘,PR‘,] == iéR,RI, (31)
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3.3 Energia Livre e Condicao Esférica 30

onde dg g € a delta de Kronecker. As propriedades dos campos de spin descritas
acima fazem o modelo esférico quantico mais parecido com rotores quéanticos [37] do
que com operadores de spin usuais, como os utilizados no modelos de Heisenberg.

O Hamiltoniano do sistema se apresenta como

92132—— 3 5i8 hZS +MZS ~1/4), (32

<R,R">

onde g ¢é a constante do acoplamento quantico que mede a intensidade das flutuagoes
quanticas, J > 0 é a constante do acoplamento ferromagnético entre sitios primeiros
vizinhos, h é o campo magnético em unidades de energia e < ... > indica uma
soma restrita a sitios primeiros vizinhos. Observamos que para garantir a presenca
de uma dindmica quantica o termo com Py foi introduzido na Eq. (3.2). Esta
escolha nao é unica e é determinante para o comportamento quantico do modelo,
entretanto, é a escolha mais usual, conforme pode ser observado nas Refs. [14-17,
19]. Desta maneira, o parametro varidvel g controla a importancia das flutuacoes
quanticas responsaveis pela dinamica quantica. Além disso, podemos identificar g
com o inverso da constante de acoplamento quantico de um modelo sigma nao-linear
quantico de simetria O(n) no limite n — oo, cuja realizagdo O(3) partilha o mesmo
comportamento, em baixas energias, que o modelo antiferomagnético de Heisenberg.

A restricao esférica:

Ssh = (33)

é garantida pela presenca do potencial quimico u. Observamos que os valores médios
de spin podem variar continuamente sem limites superiores e inferiores, diferente-
mente do que aconteceria se estivéssemos tratando de varidaveis que obedecessem as

regras de comutacdo de SU(2). Para diagonalizar o Hamiltoniano, Eq. (2.3), vamos
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introduzir os operadores de criagéo (a%) e destruicdo (ajz) através das relacdes:
1.9
Sz = —(=)"*(az+dly), 3.4
B = ) e+ o) (3.4
—i 20
PR' = —(—)1/4(aé—a%), (35)

V2' g

onde estes operadores obedecem as regras de comutagao candnicas de bésons:

lagagl =0, [akal]=0, [agal]=6;4. (3.6)

Substituindo as transformacoes acima, Egs. (3.4) e Eq. (3.5), no Hamiltoniano, Eq

(3.2), obtemos

H = 3y (ahag +1/2) = () S o+ o) — 1

2
B %

R
J g t t bt
1 ﬂ Z (aéag,+aﬁ,a§+aéa§,+aﬁaﬁ).

<R,R'>

E conveniente definir a transformada de Fourier:
1 iR
az = TN Z e “ay, (3.8)

onde os operadores ag, a% obedecem as mesmas relagoes de comutacao, Eq. (3.6),

que os operadores a, a% ja que a transformagdo Eq. (3.8) é canonica. Substituindo
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a transformagio acima no Hamiltoniano, Eq. (3.2), resulta que

= /29 Z an — /29 Z a_pap + aiEa;%)

N g\ t pN
Y S h Yon— —
V5 G ao + aph+ gy ~

d . . : - "
onde J; = J Y ., cos (k;) é a transformada de Fourier da interacao ferromagnética

(3.9)

entre primeiros vizinhos. Definindo agora operadores (e seus hermiteanos conjuga-
k:

dos) que garantem a conservacao global do momento

1 1
Ap, = \ﬁ(ai& +a_gp), Ap.=-—=(a;—a_p), (3.10)

O Hamiltoniano, Eq. (3.9), é reescrito na forma:

N N
= /29u Z AT A +A* Ap )+ QgME—MT
F>0

- N g
V21> ﬁ(ﬁi —Ap +he)—y 5(@)1/4(% +ap)h.
E>0

(3.11)
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Para diagonalizar o Hamiltoniano, Eq. (3.11), vamos utilizar os modelos tipo A,

descritos no apéndice B. Introduzindo os operadores (e hermiteanos conjugados):

1 J) 1 1
ary = S(1= )1+ ——=) A + (1 - )AL, (312)
2 2u 1_ Ik 1—
21 2u
1 J, 1 1
we = (1= a4 JAes = (1—- ——=——)AL, |, (313)
2 2u 1 — /1 A
21 2u
1 J 1
o (=2 1+ Jag + (1 — ———)a} (3.14)
2 2p 1— o /1 _ o
B 2u 2u
- VN2 ( g )1/4 h
2(u— dJ) 29(pn—dJ)’
podemos diagonalizar os Hamiltoniano, Eq. (3.11), como segue:
H= Zw,;(alara,; +1/2) + Zw,;(a}%_a,g_ +1/2)
E>0 E>0 (315)
Nh? N
t Y
1/2) — —— &~
+ (U()(OZOOJQ + / ) 4([L — dJ) 4 5

onde wp = /2g(p — Ji) sdo as freqiiéncias naturais do modelo.

Com o Hamiltoniano, Eq. (3.15), podemos obter a termodinamica do modelo.

Para tal considere a funcao de particao:
Z = Tre™PH, (3.16)

onde Tr indica o traco de um operador. Como o modelo consiste de osciladores

harmonicos quanticos desacoplados e todas as transformacoes que levaram a Eq.
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(3.15) sdo candnicas, podemos obter a fungdo de partigio:

2
Z = L m T (1 - e ), (3.17)

k

assim como a energia livre de Helmholtz do modelo:

o Nh? N
F:TZln(l—eﬁk)_m—'uT. (3.18)
P

Com o uso da energia livre, Eq. (3.18), podemos reescrever a restricao esférica,

Eq. (3.3), através de OF/0u = 0:

Nh? N
4

Ty (3.19)

g Wi
E coth B—£ +
— 2wi 2
k
Para que as freqiiéncias naturais do modelo sejam reais, temos que impor: u >
max J; = dJ. Com o uso das transformacoes a seguir, podemos reescrever a Eq.

(3.19) de uma maneira 1til para andlise posterior. Primeiro considere a expansao

da cotangente hipérbolica em fracoes parciais:

o0

1 2x
the = — - 3.20
cothx :r+nz_;:v2+n27r2’ (3.20)

o qual permite reescrever a restricao esférica na forma:

T [ - 22,2 Nh? N
- d 1 2 —(2n%T?n%z)/g —uT J-x - 3.21
2/0 w( T ) z,;:ek Tiu—ary 1 G2

n=1
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Agora, utilizando a defini¢do da terceira fungio teta de Jacobi: ¥3(q) = ¥3(q, z = 0),
¥3(g, 2) = .00 g™ e*™*, obtemos a restricao esférica reformulada:
h2

T [ 22 1
il —px —(2n*T?x) /g d_ . =
5 /0 dre "5 (e ) [Io(Jz)]” + il 1 (3.22)

Note a semelhanga entre as Eq. (3.22) e Eq. (2.18), em particular a fun¢ao teta de
Jacobi, incorporando explicitamente a correcao quantica ao modelo, ja que g = 0
implica 93 = 1. Note também que a integral tem problemas de convergéncia para
i = dJ e, para analisarmos, vamos considerar a integral na Eq. (3.22) em dois casos:
T #0eT =0. ParaT # 0, temos que o problema da convergéncia da integral
aparece no limite x — oo, ja que tanto a funcao eliptica quanto a funcao teta sdo

integraveis em torno da origem. De fato, temos que

1
Ip(z) ~ 1+ Za?, r—0 (3.23)

T _
~(2r?T%2) /g p—uz d |9
s (e ) e [Iy(Jz)] ~ 4 /WT%, z — 0, (3.25)

e desta forma a integral na Eq. (3.22) converge para x — 0. Para x — oo, temos:

e ainda:

e
Iy(x) ~ , X — 00 3.26
I3(q) ~ 14+2¢, q—0, (3.27)
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e desta forma obtemos

22 e~ (n—dJ)z
95 (e_(2” T Wg) e[ Iy(Jz))d ~ S (3.28)
(2mx)?
e a integral s6 converge em u = d.J, apenas para d = 3,4, .... Observe que se y = dJ

a energia livre do modelo, Eq. (3.18), apresenta uma freqiiéncia natural nula e,
portanto, a energia livre apresenta uma dependéncia nao-analitica em relagao a pu.
Sendo assim, podemos definir uma temperatura critica 7, apenas para d = 3,4, .. ..

Para o caso T' = 0, podemos usar o assintético, Eq. (3.24), para reescrever a

integral na condicdo esférica, Eq. (3.22), como

Vorz
O comportamento do integrando préoximo da origem é dominado pelo assintético:

IRICL) (3.30)

Vv (2rx 2nx’

€ para r — 0!
el e

2mx (2mx)d+l

(3.31)

Utilizando os assint6ticos acima, podemos observar que a integral na Eq. (3.22) é
finita em p = dJ apenas para d = 2, 3,.... Sendo assim, podemos definir uma con-
stante de acoplamento critica g. a7 = 0 parad = 2,3, .... J4 que para g = g, existe
uma frequéncia natural nula no modelo [w(k = 0)], isto acarreta um comportamento

singular na energia livre, Eq. (3.18).
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3.3.1 Potencial Quimico

Primeiro vamos analisar o potencial quimico para temperaturas abaixo e acima
da temperatura critica T, # 0. Fazendo h = 0 e 4 = dJ na Eq. (3.22), obtemos a

temperatura critica:

1
2 [ dady (e CrTE 9) (e~ Iy (J) )4

Te(9) (3-32)

Podemos obter valores numéricos para os casos extremos da equacao acima, con-

forme tabela abaixo:

d| g.(T=0) Tc(9=0)

2 | 0.6048910247J -

3| 1.205759447J | 0.9891940061J
4

5

1.747053325J | 1.613596654J
2.266683576J | 2.162053476J

A Eq. (3.32) descreve uma linha critica em d # 1 e no caso d = 1 s6 resta um ponto
critico.
(A) T <T.

Para temperaturas um pouco abaixo de T,, a integral na Eq. (3.22) é dominada
pelo seu valor em p = dJ, e desta forma obtemos a seguinte equagao:

T h? 1

A solucao da equacao acima é dada por:

p=dJ+ (h/\/1—T/T,). (3.34)
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(B)T > 1T..

Podemos definir a integral na equagao Eq. (3.22), como
R(u) = /0 " dwe 1y (e T (1 ()Y, (3.35)
e a derivada R'(u):
R'(p) = — /0 h ze P95 (e~ BT T 9) (Lo(Jx))?. (3.36)

Utilizando o mesmo argumento que garantiu que R(u) converge para d = 3,4,.. .,
podemos garantir que R'(u) converge para d = 4,5,.... Entdo temos que analisar
a integral R'(u) com cuidado para d = 3. Consideramos, inicialmente, o integrando
de (3.36) no regime Jr < 1. Observamos, a partir das expansoes de Iy(Jz) e
¥3(e~@™°T*0)/9) que tal termo d4 uma contribui¢io nio singular a R'(u). Por outro
lado, a contribui¢ao do regime oposto Jx > 1 pode ser analisada considerando o
limite inferior de integracio como [k( — dJ)]™", com o fator niimerico £ > 1, e o
limite assintético Iy(Jz) ~ e’*/v/2mJx. Nesse caso, observamos, via integracio por

partes, que:

. g\ 42
R'(p) ~ — [e-/m /271 Iy <%) (dJ/(pp—dI)F 2, —dJ. (3.37)

Para o caso d = 4 a integragao por partes produz o seguinte resultado:

R'(p) ~ 6(1/”1)% (%) In[dJ/(u—dJ)], u— dJ. (3.38)
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Assim como feito na Seccao 2.2, adotaremos x = 1 no desenvolvimento a seguir; na
andlise da susceptibilidade na regiao critica, estimaremos o valor de x em comparagao

com os resultados de Joyce [6]. Com base na Egs. (3.36)-(3.38), podemos escrever:

Rl - R@) =~ s () Pl anpn, @)

em d = 3;
R(w - R@)) ~ =P sl - /e, (30

em d = 4;
R(y) — R(dJ) ~ R'(dJ)(u — dJ), (3.41)

em d =5,6,..., ja que R'(u) converge para pu = dJ.

1

Utilizando a restricao esférica %R(,u) ~ 1, obtemos os seguintes resultados para

o potencial quimico:

dJ 1/(d/2-1)
(n—dJ) ~dJ e(d/2—1)(27r/d)d/2ﬁ (r)Y@= g =3 (3.42)
(dJ/2T.)e(m/2)*r
—d)) ~ =4 4
(= d]) ~ A Ty ety = (3.43)
1
—d =5,6,... A4
w—dJ —2TCR’(dJ)T’ d=5,6,..., (3.44)

onde 7 =T/T, — 1.
(C) 9 5 9.(T =0).

Para valores de g ligeiramente abaixos de g.(7" = 0), a integral na restri¢ao esférica,
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Eq. (3.29), é dominada pelo seu valor em g = g,:

1 /g h? 1
S B T A4
4\ g. * Ap—dJ)? 4’ (3.45)

[ 2
=dJ+hy ——. 3.46
. 1—-9/gc (3.46)

cuja solucdo para g < g, é

(D) g 2 9.(T =0).

Podemos definir a integral na restrigio esférica, Eq. (3.29), como

00 I (] d

R(u) = / dx e‘“zM, (3.47)
0 2rx

e a restri¢ao esférica fica escrita como /g/4R(u)+ (h?/(4(n—dJ))?) = 1/4. Os mes-

mos argumentos que garantiram a convergéncia de R(u) em d = 2,3, ..., garantem

a convergéncia da derivada R'(u):

R'(u) = — /000 dx:re”“”M, (3.48)

2rx

emd=223,....

Consideramos, inicialmente, o integrando de (3.48) no regime Jx < 1. Ob-
servamos, a partir das expansdes de Iy(Jz) e da fungdo gama incompleta, que tal
termo d4 um contribuigdo nio-singular a R'(u). Por outro lado, a contribui¢do no
regime oposto Jx >> 1 pode ser analisada considerando o limite inferior de in-

tegragao como [k(u — dJ)]™!, com o fator numérico k > 1, e o limite assintético
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Iy(Jz) ~ e’®/+/2mJz. Nesse caso, observamos, via integragio por partes, que:

—3/2 _ (d—3)/2
R(p) ~ — [ef(l/nfl)} ldt+1)/2-1 (dJ) (d/Qﬂ_)d/? <M dJ) Cu—dJ,

eV 2 dJ
d=2.
(3.49)
Em d = 3 o0 mesmo tratamento fornece o resultado:
1
R(p)~—e V) In[(u—dJ)/d]], p—dJ, d=S3. (3.50)

dem? J3/?

Assim como feito na Secao 2.2, adotaremos k = 1 no desenvolvimento a seguir; na
analise da susceptibilidade na regiao critica, estimaremos o valor de x em comparagao

com os resultados de Chamati et al. [18]. Com base nas Eqgs. (3.48)-(3.50),

2

R(p)—R(dJ) ~ RNy

B (d—1)/2
(d/2m)4/? (“ deJ> . u—dJ, d=2, (3.51)

3 w—dJ uw—dJ
— R(dJ) ~ — | d d=3. .52
R~ R ~ — e (P (M) v a3 (s

Utilizando R(p) — R(dJ) ~ —ﬁ (9/9. — 1), obtemos os resultados desejados para

o potencial quimico:

de |2mdJ
—dJ ~dJ | —
8 [ 8V 9

2/(d-1)
(27T/d)d/2] 2@ s dl, d=2, (3.53)
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—dJ 2 |7 2¢ [J
“dJ %l% g—T]/ln l% g—T], p—dJ, d=3. (3.54)

Como R'(u) converge em d = 4, obtemos

R(p) — R(dJ) ~ R'(dJ) (i — dJ), (3.55)

e portanto:
1

R -
. 4/ R(d])

(3.56)

onde 7 =g/g. — 1.

Conforme observamos o potencial quimico possue comportamento distintos acima,
e abaixo da temperatura (7,) ou constante do acoplamento quantico (g.). Em par-
ticular o potencial quimico independe (depende) do campo magnético acima (abaixo)
da temperatura critica, fato que indica que o modelo deva apresentar susceptibil-
idade divergente apenas para temperaturas (constantes do acoplamento quantico)

ligeiramente superiores a T, (g.).

3.4 Magnetizacao e Susceptibilidade

Para proceder ao calculo da magnetizacao e da susceptibilidade, primeiro vamos
escrever as variaveis de spin do modelo em termos das varidveis que diagonalizaram
o Hamiltoniano do sistema, Eq. (3.11). Reescrevemos Sz em termos dos operadores

de criagao e destruigao:

_ 1 (g ).
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em seguida, introduzindo a transformada de Fourier do modelo, obtemos

_ 1 g\ iR iRt

24 ~

A conservacao global do momento é explicitada através das definigoes:

~—

/4, Lo
Sz = \/1—N <i> > (ag +AL ) cos(E- B

2
7%

L (i)l/ By (A +AL ) isin (i - ) (3.59)

onde ' indica no somatdrio acima que, se k estd incluido, entdo —k nao esta. Agora,

utilizando os modelos tipo A descritos no apéndice B, obtemos o resultado desejado:

1/4 o
Sz = \/_Z( = J~> cos(k-R)(oz,;++a£+>

fz ( " >1/47;sin (E }:’:) (Of,-c*_ + a;%_) (3.60)

1/4
v Gata) (ored) + 5

Podemos ainda utilizar as seguintes médias térmicas:
1 _sn
(A) = ETr(A,«e )

11 f: (1 — e P ) (| A [ny)e~Permr = 0,

r n,=0

(3.61)
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pois a média quantica (n,|A,|n,) é nula, pois o operador A, nio conserva o nimero
de bésons do sistema e, portanto, ndo comuta com o Hamiltoniano, Eq. (3.15).
Na equacdo acima, r = {k+,k—,0}, A, = {az,,0;_, a0} e w, = wp. Da mesma

maneira temos que (Af) = 0. Deste modo, obtemos a magnetizacio:

h
M= (Sz) = m (3.62)

Para o caso antiferromagnético o sinal de J na equagao acima é invertido, destruindo
o polo presente na equacao e com isso a possibilidade de quebra espontanea de
simetria. Entretanto, através da presenca de um campo mangético staggered este
pélo é recuperado, conforme demonstrado nas Eqs. (4.32) e (4.33) do capitulo 4.
Consequentemente o comportamento critico € o mesmo para os dois casos.

Vamos agora analisar os regimes de temperaturas abaixo e acima da critica.
(A) T <T..

Com o uso da Eq. (3.62), podemos reescrever a restricdo esférica para valores
ligeiramente abaixos de T, Eq. (3.33), como

T 1
+M?=—. (3.63)

Resolvendo a equagao acima para a magnetizacao, obtemos

M= %\/1 —T/T,. (3.64)

Observamos que o expoente critico 3, definido por M ~ (1-T/T.)?, é 8 = 1/2 para
qualquer dimensao onde exista transicao a temperatura finita.

(B) T > T,.

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.4 Magnetizacao e Susceptibilidade 45

Utilizando a defini¢do expressa pela Eq. (3.35) e a magnetizagdo, Eq. (3.62),
obtemos

5+ M? = T (3.65)

Invertendo a equacao da magnetizagao para obter o potencial quimico, temos

h

Combinando as Egs. (3.65) e (3.66) obtemos a equacao de estado,

T h 5 1
§R (dJ + W) +M° = 1 (3.67)
Utilizando a temperatura critica %R(dJ )= i, a equacao de estado pode ser escrita
€como
T h T,
M? + = — ) -= = .
+ 2R<dJ+2M> 2R(dJ) 0, (3.68)

onde 7 =T/T, — 1.
Combinando os resultados, Egs. (3.39)-(3.41), e a equagdo de estado acima, obte-

mos

h~2dJ |(2n/d)¥%e(d/2 — 1) M(M?+r/4) 1 @2-1" g =3 (3.69)

9.1 V/1/21]
-

[(2dJ/T,)(2/m)*eM (M? + 7/4)]

b 2 Ted T e T (3.70)
4 9 _
b g MOP + 7)., =46 (3.71)
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No caso em que T =T, (7 = 0), as equagbes acima resultam:

h ~ 2dJ [(27/d)*?e(d/2 — 1)(2dJ/T.)] VIR ppas/a-2 g =3 (3.72)

(2dJ/T.)(2/m)%e 3

Jln [(2dJ/T.)(2/m)%eM?] "’ ) (3.73)
e
_TCRI(dJ) ’ — 4,0,.... .

Observamos que o expoente critico &, definido por M ~ h'/% vale § = (d+2)/(d—2)
emd=3ed=3emd=4,5,..., com a esperada dependéncia logaritmica na
dimenséo critica superior (d = 4).
(C) 9 < 9.(T=0).

Utilizando a equagdo da magnetizagdo, Eq. (3.62), e a restricio esférica, Eq.

(3.45), podemos obter uma equagido para a magnetizacao:
1 /g o 1
4/ =+ M =- 3.75
4 gc + 47 ( )

1 _ 1 [ 1-g/g.
M—2 1 \/g/gc—2 714—\/5%' (3.76)

Observamos que o expoente critico 3, definido por M ~ (1—g/g.)?, é 8 = 1/2 para

cuja solucao é

qualquer dimensdo onde exista uma transicdo quantica (g, # 0).
(D) 92 ge.
Utilizando a defini¢do para R(u), Eq. (3.47), e a equagdo para a magnetizagao,
Eq. (3.62), obtemos
g/ () R(u) + M? = 1/4. (3.77)
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Agora invertendo a Eq. (3.62) em favor de p, obtemos a seguinte equagio de estado:
g/(4)R(dJ +h/(2M)) + M? = 1/4. (3.78)

Combinando os resultados obtidos nas Egs. (3.51), (3.52) e (3.55) com a equacgdo

de estado, Eq. (3.78), obtemos os seguintes resultados:

2/(d-1)
h o~ 2dJ [de\/(deJ) /gc(27r/d)d/2] M(M? +7/8)2@ D g=9  (3.79)

8me? M(M? +7/8)
h~ 2dJ VJ/ge , d=3 (3.80)
3 *n {[(87r2e) 31/ T [ge(M? + T/s)]
4 9 _

onde, agora, T = g/g. — 1. Os resultados acima para g = g, sdo:

/(d=1)

h~ 2dJ [de\/(27rdJ) /gc(27r/d)d/2} i

MY g =9 (3.82)

8mle 8r2e JV Y s
h ~2dJ 3 vV J/g. 4 In 3 VI g M M, d=3 (3.83)

4
T~ VR (d)

Observamos que o expoente critico d, definido por M ~ h'/% ¢ § = (d +3)/(d — 1)

h M3, d=4,5,6,.... (3.84)

emd=2ed =3 parad= 3,4,..., com a esperada dependéncia logaritmica na

dimensdo critica superior (d = 3).
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3.4.1 Susceptibilidade

A susceptibilidade do modelo pode ser obtida derivando a Eq. (3.62) para a

magnetizagao com respeito ao campo magnético h. Esta operacao resulta em

1 h ou
XE S —dn) = dip <%) ' (3.85)

Em particular a susceptibilidade a campo nulo é

x(h=0) = m. (3.86)

(A) T <T..

A susceptibilidade neste regime ¢ infinita.
(B)T > T..

A susceptiblidade a campo nulo, Eq. (3.86), apresenta comportamentos distintos
na regiao préoxima da temperatura critica, no que diz respeito a dimensao do modelo.

Substituindo os resultados obtidos para o potencial quimico, Eqs. (3.42)-(3.44),

obtemos
{20-w)/[(2—d)s]} L
x(h=0) ~ [Iie - } [e(d/? . 1)(27T/d)d/2(dj/2Tc)] 1/(d/2—-1) T_Q/(d_Q)’
d=3,
(3.87)
In [e/5=D(d.J /2T, 2)*
X(h = 0) ~ [e /5D /(2d.7)] = @I 2Telm /2 ] (3.89)

(dJ/2T.)e(n/2)" T
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1.

x(h=0)~ Wa

d=5,6,. .. (3.89)

onde 7 = T/T. — 1. Observamos que o expoente critico definido por x ~ 777, é
v=2/(d—2)emd=3ey=1emd=4,5,..., com a esperada dependéncia
logaritmica na dimensao critica superior (d = 4). Comparando o coeficiente obtido

na Eq. (3.87), 1/m3¢?, com o obtido por Joyce [6], 27/(87?), obtemos a seguinte

K= (%) e/, (3.90)

equacao para K:

cuja solucao é k ~ 12,463.
(C) 9 < 9.(T=0).
A susceptibilidade neste regime ¢ infinita.
(D) g 2 9.(T =0).
Neste regime podemos obter o comportamento assintdtico da susceptibildade a
campo nulo préximo de g.. Para isto utilizamos os resultados das Egs. (3.53)-(3.56)

em conjunto com a susceptibilidade a campo nulo, Eq. (3.86). Os resultados séo

72/

{20-r)/[(1-d)sl} g
(& e
x(h =0) ~ [

s |5 Ve e fa)?

] —2/(d-1)

(3.91)
d=2,

(b =0) ~ %}D (% \/ﬁ) n{[(x%) /3 TJgryr™, d=3, (3.92)

~4./g.R'(dJ
X(h:O)N\/Q_—(), d=4,5,... (3.93)
T
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onde 7 = g/g. — 1. Observamos que o expoente critico v, definido por x ~ 777,
évy=2/(d-—1)emd=2ey=1emd=3,4,..., com a esperada dependéncia
logaritmica na dimesdo critica superior (d = 3). Comparando o coeficiente obtido
na Eq. (3.91), 1/(e*n3), com o obtido por Chamati et al. [18], 1/(167?), obtemos a
seguinte equagdo para k:

_ 1 2/k
K= (16) e2/", (3.94)

cuja solucao é k =~ 1,295. Note que este valor de xk para o caso quantico é cerca
de dez vezes menor que o valor correspondente para o caso classico, Eqs. (2.55) e
(3.90). Isso indica que, no caso classico, o regime intermedidrio dos integrandos das
Egs. (2.26) e (3.36) d4 uma contribuicdo relativamente maior do que o integrando

de (3.48) no caso quantico.
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3.5 Funcoes de Correlacao

Para obtermos as fungoes de correlagao, primeiro vamos utilizar a Eq. (3.60) para

explicitar o produto de duas variaveis de spin:

—

1 - o
SpSp = — (i> ZZ [ak+ap+ + ak+ .+ oz~ t + a,-c.+a;+] cos (k- R) cos (7 R)

. 1/2 ! !
VA — — —
(i) E E [ahaﬁ_ + aha;;_ + a£+aﬁ_ + al;ra;;_] cos (k- R)sin (p- R)
E 7

—

1/2 7 !
i) ZZ [a,;_ap~+ +op_« —|—ozq oy +a~ a;rﬂ] sin (k - R) cos (p'- R)

!

1 g 1/2 T t L o
+ —\/§N <@> Z [aooéicur + Qo + apo, + aanJr] cos (k- R)
k

: 1/2
L . f P toy ] =
JiN < ) E [aoakf + agay_ +agap +apar_ | sin (k- R)

-

h — —
N k-
TN (= o) & ( 20— J~> (op, + e, ) con B
h - = h?
+1 ar +o. |Jsin(k-R)+ ——.
2N (i~ Jo) ( 2(u - J~) porof )snE-R)+ =g

(3.95)
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Considere agora as médias térmicas de dois operadores:

(AIA) = Tre "

R (3.96)
- [H(l - eﬂ‘w)] Z (nrns‘AIAS|nrns)e*ﬂwrnre*/3wsns’
r n1=0,n2=0,...

onde A, = {ag oz, a0}, 7 = {k+,k—,0} e w, = wi. Como a média quéintica vale

(n.ns| ALAInn,) = 6, 4nr, a Eq. (3.96) resulta:

)
ATA) = —75 :
(Arl) = g0 7 (3.97)

e de maneira analoga obtemos as outras médias de dois operadores:

8y s€7r
efur — 17

(AA) =0, (AlAly=0, (A,Al)= (3.98)

Com o uso das médias, Egs. (3.97) e (3.98), na Eq. (3.95), obtemos o resultado

desejado:

G(R, ) = (53S) — (S7) (S5) = 1 O 5 coth (5°F) cos (F - (7 — )
E

Eo

(3.99)
Utilizando a expansao da cotangente hipérbolica em fragoes parciais, Eq. (3.20), e

o resultado da Eq. (2.15), podemos reescrever a fungao de correlagao G (ﬁ, R )

LT [ - 1 Lo
G(R ) = /O dady (-0 ¢ 57 e cos (R - (R~ 7)) (3100)
kE
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Utilizando a féormula de Euler-Maclaurin para N > 1, podemos reescrever o ultimo

termo da integral Eq. (3.100) como
1 Jex _ik-(R—R') : "dki jucosk:
NReZe e ~ H —e  cos ks, (3.101)
7r
B i=1 70

e utilizando o resultado da Eq. (2.64) obtemos uma férmula bastante 1util para a

fungao de correlagao:
G(R,R') = —/ dzvs (e‘(27 *1 2w)/9> e I I I,.(Jx) (3.102)
’ 2 ‘ ’

onde R — R' = ZZ 1 M.
(B) T > T..
Fazendo a mudanga de varidveis y = (u—dJ)z na integral da Eq. (3.102), obtemos

d

S o T o 272
G(R. ) = dz s < (2n2T%y )/(g(u—dJ))) —(u/(u—d.J))
1) 2(u—dJ)/o ’ LG =
(3.103)
Utilzando os seguintes assintéticos:
n?
e’
I(a) ~ , I — 00, (3.104)
V2rzx
Hg) ~ 1,— q¢— o0, (3.105)
vélidos quando p — dJ, T — T, e a integral da Eq. (2.68), obtemos
5 = (T)]) 1\ r
G(R’ R/) — 2(27T)d/2 E K(d—?)/? E s (3106)
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onde 12 = 3% n?e ¢ = \/%d) = 1/4/2(u/J — d), sendo £ o comprimento de cor-
relacao do modelo.
Para r > 1, podemos utilizar o assintético da Eq. (2.62) na Eq. (3.106) para

obter:

5 5 (T/J) -
G(R,R') ~ 2§(d—3)/2(27rr)(d—1)/26 & r = oo, (3.107)

o que identifica & como o comprimento de correlacao do sistema.
Para obter o valor assintético da Eq. (3.106) em 7' = T, basta utilizar o assintético
da Eq. (2.72):

I'((d=2)/2)(Te/J) 1

G(Ra RI) ~ 4(7T)d/2 rd—2’

d=3,4,.... (3.108)

Observamos que o expoente critico 7, definido por G(ﬁ, ﬁ’) ~ |ﬁ — ﬁ’\_(d_””), é
n=20.
(D) 9 2 9.(T = 0).

Em T = 0 podemos utilizar o assintético 93(q) ~ /—7n/Ing,q¢ — 1, para escrever

a funcao de correlacao:

o d
g / dpe-tia iz Ini(J2) (3.109)
0

2rx .

Para obtermos o comportamento assintético da Eq. (3.109) para valores préximos

de g = g, fagamos a mudanca de varidveis y = (1 — dJ)z na Eq. (3.109):

o d
2 Jo 21w Vip—dJ
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Utilizando a Eq. (3.104) na Eq. (3.109) e a integral Eq. (2.68), obtemos

(d—1)/2
G(R, Ry = W\/(Z‘Jw (%) K12 (2) , (3.111)
onde & = ﬁ =1//2(p/J - d).

Note que a Eq. (3.111) difere da Eq. (3.106) essencialmente pelo fato de na
primeira d — d + z, onde z = 1 é o expoente dinamico do sistema, e pela mudanca
(T/J) — m . Fato este que pode ser obtido das freqiiéncias naturais do sistema,
considerando p = dJ e k — 0: w; ~ /2g9(p—dJ) + gJk*> ~ \/gJk ~ k*. Este

resultado confirma o expoente dinamico sendo z = 1.
Para verificarmos que £ é comprimento de correlagao do sistema basta utilizar o

assintético da Eq. (2.62) na Eq. (3.111) para obter

D Dt \/g/‘] —r
G(R,R) ~ SE @2 (g Y €, (3.112)

Este resultado confirma que £ é o comprimento de correlagao do sistema.
Em seguida podemos considerar o limite em que g = g.. Sendo assim, usando a
Eq. (2.72) na Eq. (3.111) obtemos o resultado:

g:./JT((d—-1)/2) 1
Ar(d+1)/2 rd1°

G(R,R') ~ (3.113)

O resultado acima confirma que o expoente dinamico é z = 1 e que 0 expoente

n=20.
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3.5.1 Comprimento de Correlagao

Seja no ponto critico em temperatura finita (7,) ou na transi¢ao quantica (g.), o

comprimento de correlagao do modelo nas vizinhancas da transicao é

P (3.114)

V2(p/T —d)
Em particular, note que sempre temos a relacdo x ~ &2, entre a susceptibilidade e
o comprimento de correlacdo [13].
B)T = T..
Com o uso das Eqs. (3.42)-(3.44) e da Eq. (3.114) podemos obter os seguintes

resultados:

¢~ (2d)7V2 [ (d/2 — 1) (2 /d)2(dJ/2T,)] T p D) g =3 (3.115)

L (@I2T)e(n/2)t P .,
£~ (2d) /{ln[(dJ/2Tc)e(7r/2)4T]} T2 d=4, (3.116)

E~ /T JR ()T Y2, d=5,6,..., (3.117)

onde 7 = T/T. — 1. Obervamos que o expoente critico v, definido por £ ~ 77" é
v=1/(d—2) parad =3 ev =1/2 parad = 4,5, ..., com a esperada dependéncia
logaritmica na dimensdo critica superior (d = 4).
(D) g 2 9.(T =0).

Combinando as Egs. (3.53), (3.54) e (3.56) e a Eq. (3.114) para o comprimento
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de correlacdo, obtemos os seguintes resultados nas vizinhancas de g.:

e~ o | VERan om0y

~1/(d-1)
V2d ]

rT/ g =, (3.118)

1 [In {[(WQG)/3] \/WT} 1/2 ~1/2
. V2 g =3, (3.119)
Vad | [(7e)/31y/T/se

£~ \/—2J\/§R'(dj)7—1/2, d=4,5,... (3.120)

onde 7 = g/g. — 1. Observamos que o expoente critico v definido por & ~ 777, é

v=1/(d—1) parad=2ev =1/2 parad = 2,3,..., com a esperada dependéncia

logaritmica na dimensao critica superior (d = 3).

3.6 Entropia e Calor Especifico

Podemos obter uma expressao para a entropia derivando diretamente a expressao

Eq. (3.18) conjuntamente com a restrigao esférica, Eq. (3.19):

— oF — BU‘)E —Bwz
S——a—T—Zeﬂwﬁ_l—;ln(l—e 7). (3.121)

-

De maneira andloga podemos obter uma expressao para o calor especifico a partir

da expressao Eq. (3.121):

08 Pk (Buwg)? g O
_ _ S99 122
¢ TaT Z ePvr — 1 L w% oT (3.122)
k

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.6 Entropia e Calor Especifico 58

Note que a expressao para o calor espécifico possui um fator com a aparéncia de
bésons livres multiplicado por um fator com uma derivada do potencial quimico
semelhante & expressao Eq. (2.79).

(A)T<T,.eh#0.

Como a freqiiéncia natural do sistema pode ser aproximada por

wp & \/2g9(p—dJ) (1+ (J/(4(p — dJ)))k?), (3.123)

podemos obter uma expressao para o calor especifico e para a entropia em baixas
temperaturas e campo magnético finito. Primeiro considere o termo dominante em

baixas temperaturas para a entropia, Eq. (3.121), e o calor especifico, Eq. (3.122) :

S~ Buge i, T KT, (3.124)
Wi
C~ > (Buwp)’e™™i, T<T.,. (3.125)
Wi

Em seguida transformemos a soma em k£ em uma integral, utilizando a férmula de

Euler-Maclaurin para N > 1:

™ dk;
S ~ NH/ ﬁ(ﬁwg)e*ﬂ%, (3.126)
i=1Y "7
(™ dk
C~ NH/ T;(ﬁwg)e_ﬂwﬁ. (3.127)
i=17~T

Em baixas temperaturas, ou  — 0o, o fator gaussiano nas integrais, Eqs. (3.126)

e (3.127), s6 é aprecidvel para valores préximos de k= 0, onde, de acordo com o
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resultado da Eq. (3.123) a freqiiéncia natural do sistema tem um minimo. Sendo

assim, podemos substituir os integrandos nas Eqgs. (3.126) e (3.127):

Vs

/s ) d
S ~ NBv/2g(p — dJ)e PV 29n=d]) ( / 9 s ) , T<T., (3.128)

—7/s

w/s N d
C ~ N(B/2g(u— dJ))*e PV 29D (/ %e“” ) , T<T, (3129)
—7/s

onde s = W(G/T), o = (T =0,h #0) e ® = /29(pp — dJ). Finalmente,
fazendo a integral restante para s — 0o, obtemos o comportamento desejado em

baixas temperaturas:

% - D<%>l_d/2exp (-%), (T/.J) = 0, (3.130)
% N D<%>2_d/2exp (—%), (T/.J) = 0, (3.131)
D = \/Ir(uo)J — )

Note que a dependéncia com a temperatura da entropia, Eq. (3.130), e do calor
especifico, Eq. (3.132), é composta de uma dependéncia tipica de um modelo de
Einstein [T~2exp (—©/T)] e de um modelo de onda de spin (7%2). Esta dependéncia
mista é fruto do comportamento da freqiiéncia natural do sistema para baixos valores
de k: w ~ © + Bk?, a qual possui um “ gap” © tipo modelo de Einstein, e um termo
quadratico tipo onda de spin. Observamos que existe uma dependéncia similar no

modelo Heisenberg ferromagnético quantico em uma dimensao [44].

(B) T >T..
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A expressdo para o calor especifico, Eq. (3.122), pode ser utilizada para obter o
comportamento do calor especifico a campo nulo nas vizinhancas da temperatura
critica T.. Considere primeiro o limite de temperaturas abaixo de 7,. Neste caso

utilizando a Eq. (3.34) temos:

P V2= 3204 (d ] — J5)

< ~
OT ST~

wE

(3.132)

ja que na situacao de campo nulo o potencial quimico independe da tempearatura
para valores abaixo de T,. Para temperaturas ligeiramente superiores a 7., o termo

que contém uma derivada na Eq. (3.122) se torna relevante:

1 PV 32944 ] — Jz) Op

> ~Y < p—
C(T ~J TC) C(T ~ Tc) Z 2(dJ _ J]_c’) eﬂ 29(dJ—JI;) B 1 8T
wr v (3.133)
op
—CO(T<T)— .

Utilizando o resultado acima, Eq. (3.133), e os resultados obtidos para o potencial

quimico, Egs. (3.42)-(3.44), obtemos

CTzT,)-C(TSTe) ~ —% le(d/2 — 1)(27r/d)d/2(dJ/2TC)]2/('172) y
@0/ g3
(3.134)
AdJ  (dJ)2T.)e(n/2)*
> _ < ~ _
C(rzT.)-CTsT) T, In[(dJ/2T.)e(n/2)*r]’ d=4, (3.135)
€
A
> _ < O _
CTrzT)-CTsT) STERd])’ d=5,6,...,, (3.136)
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onde 7 = T/T, — 1. Note que o expoente «, definido por C ~ 77% é a =
(d—4)/(d—2) para d =3 e a =0 para d =4,5,..., com a esperada dependéncia
logaritmica na dimensao critica superior (d = 4).

Reunindo os resultados obtidos, podemos escrever a seguinte tabela de expoentes,

para a transi¢ao a temperatura finita:

Expoente d=3 d=4 d=56,. ..
a (d-4)/(d-2) | 0 (*) | 0(descontinuidade)
B8 1/2 1/2 1/2
v 2/(d-2) 1(%) 1
5 (d+2)/(d-2) | 3 (%) 3
v 1/(d-2) | 1/2 (%) 1/2
0 0 0 0

e para a transi¢do quantica (7" = 0) temos:

Expoente | d=2 d=3 | d=45,...
z 1 1 1
8 1/2 1/2 1/2
Y 2/(d-1) | 10 1
5 (d+3)/(d-1) | 3(%) 3
v 1/(d-1) | 1/2(%]| 1/2
n 0 0 0

Onde (*) indica uma dependéncia logaritmica na dimensao critica superior. Ob-
servamos que acima da temperatura critica superior os expoentes sdao todos gaus-

sianos [35], e abaixo da dimensdo critica temos que os expoentes podem ser obtidos
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a partir dos expoentes a temperatura finita fazendo d — d + z. Como os expoentes
a temperatura finita sao os mesmos expoentes obtidos no modelo esférico classico,

notamos que a prescricao de Hertz [36] se aplica neste modelo.
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Capitulo 4

Modelo Esférico Quantico

Antiferromagnético na Cadeia AB

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar o modelo esférico na cadeia linear. O
capitulo serve como preambulo para o proximo, onde iremos apresentar o modelo
esférico em uma cadeia um pouco mais rica topologicamente, a cadeia ABy. Além
disto vamos apresentar o modelo esférico em uma cadeia antiferromagnética, pois o
proximo capitulo tratard do modelo esférico na cadeia AB, ferrimagnética.

Em uma dimenséo é conhecido que o estado antiferromagnético classico (Néel)
¢ instavel diante das flutuacoes quanticas, apesar da teoria de onda de spin pre-
ver a existéncia de excitagoes sem massa, que nao se comportam como bésons de
Goldstone [39]. Esta falha da teoria de onda de spin levou Haldane [40] a propor
que as cadeias de spin inteiro em uma dimensao possuem um “gap”, enquanto as

de spin semi-inteiro nao possuem “gap”. No modelo esférico temos que apesar da

63
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correlacao independer da distancia nas auséncias de flutuagoes quanticas e térmicas
e da presenca do campo magnético uniforme e staggered, os valores locais de spin
sao nulos. Desta forma, apesar da susceptibilidade e do comprimento de correlacao
divergirem nesse limite, 0 modelo nao apresenta ordem de longo alcance. Apenas a
presenca do campo magnético staggered conjuntamente com as auséncias do campo
magnético uniforme e das flutuacoes térmicas e quanticas garantem a existéncia da
ordem de longo alcance. Para todo o regime restante o modelo apresenta ordem de
curto-alcance, induzida pela presenca do campo magnético staggered. Essa ordem
de curto alcance se mantém até que o campo magnético uniforme supere o campo

staggered ou as flutuacoes térmicas e quanticas se tornem muito intensas.

dsr2

A B A B A B A B

Figura 4.1: Representacao esquemdtica de um estado antiferromagnético da cadeia
AB. d/2=1/2 é a constante de rede da cadeia.

4.2 Modelo Esférico Antiferromagnético

No caso de interacoes antiferromagnéticas de primeiros vizinhos o Hamiltoniano

do modelo é

H= Z Y SS hZS,ﬁhZ iA—Sip) +uz . —1/4), (4.1)

<ia,jpB>
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onde o indice latino 7 = 1, ..., N indexa uma célula da cadeia AB, o indice grego a =
A, B indexa um sitio da cadeia AB, < ... > indica soma sobre primeiros vizinhos,
J > 0 é a constante de acoplamento antiferromagnética de primeiros vizinhos, h é o
campo magnético uniforme, A’ é o campo magnético staggered, ambos em unidades
de energia, g é a constante de acoplamento quantica e p é o potencial quimico

associado a restrigao esférica:

> (Sh) = N/4; (4.2)
1o’
P,, é 0o momento conjugado associado a variavel de spin S;,, de maneira tal que as

seguintes relagoes de comutacao sao obedecidas:
[Sias Sjsl = 0, [Pia; Pjg] =0, [Sia, Pjg] = i0ij0ap- (4.3)

O campo magnético staggered foi introduzido para que os valores locais de spin
tenham um comportamento adequado para comparagao com o caso ferrimagnético
discutido no préximo capitulo, conforme veremos adiante.

Introduzimos os operadores de criacao e destruicao abaixo

1/ g\ T
Sia = E(@) (Gia + ajy), (4.4)

—Z 2/1, 1/4 1
Ha = E (?) (a'z'a - aia)a (45)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Modelo Esférico Antiferromagnético 66

onde [a;q, ] = 0, [ia, a;'.ﬂ] = §;j00p. Substituindo as Egs. (4.4) e (4.5) acima na

Eq. (4.1), obtemos o seguinte Hamiltoniano:

N
H = /2gp—5 + /294 > (alsaia + afgain) — p(N/4)

J
+ 1 g/(2p) Z(CL}A%‘B + a}Ba'i—HA + aiaaip + aipai1a + h.c.)

7

ho(g\" b W g\ P
— % ( ) Z(am%—am +%4 +aiB) + % (—) ;(am — ;B +aiA - aiB).

) & 2u
(4.6)

Introduzindo a transformada de Fourier

2 o 2
aja:\/NZe“”aka, kZN—;;V, v=1,...,N/2-1, (4.7)
k

bem como a transformacao que torna explicita, a menos de um fator global, a

simetria de troca entre os sitios A e B da cadeia:

7,bk = (a,kA + €7ik/2ak3), (48)

o = o), (4.9)

(aga — e~

Sl S

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Modelo Esférico Antiferromagnético 67

e substituindo as transformacoes Eqgs. (4.7)-(4.9) na Eq. (4.6), obtemos a seguinte

forma para o Hamiltoniano:

H = \/agi, — py + VI9n S0 (1 + T/ () bl + /2gn Y (1 T/ (44)) 8
k k
1/4
+201) é]_;(¢kwk — ¢_ox + h.c.) — hy/N/2 (%) (wo + 1/;3)
k

1/4
9 f
VN (Z) )
(4.10)
onde Jy = 2J cos (k/2) é a transformada de Fourier da interacao antiferromagnética

do modelo. Podemos ainda tornar explicita a conservacao global do momento através

da seguinte transformacao:

1 _ 1

AT = e, A= pWem ), k0 (41
1 _ 1

O = JZtow O = p6e—du), k#0, (412)

(4.13)
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e obter a seguinte forma para o Hamiltoniano Eq. (4.10):

H = \/agi — py + aan Y0 (0 + 5/ (4) [(Af) A0 + (a0)ag)]

k>0

+ 30 (1= B/ () [0 e + (e )6

k>0

+ Z;—Z [(Al(c‘f‘))? _ (A](c—))z _ ((_)I(:'))Z + (@SC_))Q n h.c.}

k>0

+ V200 (1 + Jo/ (41)) ¥ito + /291 (1 — Jo/ (411)) dYo
To o 0 1/4 / 1/4
- ne) - A (L) ot i) 1V (L) (00 o)
(4.14)

Finalmente, podemos utilizar os modelos de transformacao de Bogoliubov descritos

no Apéndice B.1, para introduzir os seguintes operadores:

of? = 50/ ) [ (1 0 g 22) ) A

o (1= (L4 e/ 2) ™) (A

= 50— ) (14 (- ) ) 6

+o (1= (1= /) ) e,

o0 = 5 (1 o/ i) [ (1 (1 o 20) ) wa

(1= (U Jo/(2) )]

—1/2 g A —3/4
— VTR (L) ),
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Bo = %(1 o+ Jo/ ()" | (14 (1= Jo/(21)7"?) 69

(1= (1= Jo/(2) %)}

—12( 9 e —3/4 11
/N2 20n) /(@) (1 Jo/(2)) K,

onde o0 = +. Com as transformagoes Egs. (4.15)-(4.15), o Hamiltoniano, Eq. (4.10),

assume a forma diagonal:

H=Y w. [(a(+))To¢(+) + 1/2} __NEE
- bR A(p+J) (4.15)
4.15
N2
(Nt g 4 qy9] - NH)® N
onde
( (
a,(:r), k>0 ,(CH, k>0
ax=Say, k=0, B=48, k=0 (4.16)
ol k<o \ﬂ,(c_), k<0,
\
e
Wke = V/29(p + o J cos (k/2)), (4.17)

o = &, representam os dois modos dispersivos da cadeia AB.
Como as transformacoes que nos levaram ao Hamiltoniano, Eq. (4.15), sao

canonicas, podemos expressar as variaveis de spin em termos dos operadores descritos
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na Eq. (4.16). Introduzindo a transformada de Fourier na Eq. (4.4), obtemos:
1 g 1/4 ] .
Sia = — (—) apa + a4 | cos (kj
J \/N 2’“ ; | kA_ ( )
; p 1/4 ) )
t . .
+ —= | = aga — a; 4| sin (kj) (4.18)
7 () B la=els
1 g 1/4 ) O
Sipg = — <—) agg + a.p| cos (kj
J \/N 2#’ ; i kB_ ( )
; p 1/4 ] .
+ — | = axp — a, 5| sin (kj). 4.19
\/N (2u> ; I kB kB | ( ]) ( )

Agora, utilizando as transformagoes, Eq. (4.8) e Eq. (4.9), que explicitam a simetria

de troca entre os sitios A e B da cadeia, obtemos,

Sia= —— ( d )1/4 > "Wk + ) cos (k)

+ (L) " S (@ + (e 8
- (%)/ S (0" (- sin 1)
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e (2) s o

TN =
1/4
+ ﬁ (%) > (@) + (#-)") cos (k)
1 (9 o _ sin (ki
VoYY (2u)/kz>o(¢k Psin (k) (4.20)
- (L) T - @) sin )
1/4
+\/%(%) (Yo + (o))
1/4
1/4
S () (wnet vos)cos k(i +1/2)
1/4
* ﬁ (%) D (W) + (o)) cos (k(j +1/2))
; 1/4
poae (L) S vea)sin (kG + 1/2)
; g\ il
() T = o) sin k(G + 1/2)
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k>0 (4.21)

Por outro lado, invertendo as transformacoes Eqgs. (4.11),(4.12),(4.15)-(4.15) e sub-
stituindo o resultado nas Eqgs. (4.20) e (4.21), obtemos,

1 g 1/4 '
Sin= U 2 (QM " Jk) (0" + (a}”)") cos (k)

1/4
\F;(munh) (e = (7)) sin k)
1 p 1/4
+\/W<2u+Jo> (00 + (e0)')

1/4
; <2u Jk> (5;@ B (B’E_))T) sin (kj) (4.22)

h 4
2 + J() 2,LL J()
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1 g S + :
Sip = \/N,Z:O (2M+Jk> (04,(C )—|-(a,(c ))T)cos (k(j+1/2))

7 g 1/4 _ - . .
+ \/NZ% <2u+ Jk) ok — (o)) sin (K(j +1/2)

+ o (5 )”4(a0+<a0>f)

1/4
- <L> (B + (B5)) cos (k(j +1/2))

1/4
- =Y () GGy )

h I
+ .
2/,1, + JO 2[1, — J()

1/4
- = (5ls) G+ @+

Observamos que as Eqs. (4.22),(4.23) diferem entre si por trés fatores: o campo
staggered, uma, diferenca de sinal nas expressoes envolvendo os operadores [ e
uma fase adicional de k/2 para os senos e cossenos da Eq. (4.23). No primeiro
caso, a diferenca é devido ao fato de termos dado preferéncia aos sitios A quando
apresentamos o Hamiltoniano, Eq. (4.1). O segundo fator é devido a escolha que
fizemos para introduzir as transformacoes definidas nas Eqs. (4.8) e (4.9), pois
caso tivéssemos dado preferéncia aos sitios B o sinal (—) estaria na Eq. (4.22).
Finalmente, a diferenca de fase de k/2 na Eq. (4.23) é devida ao fato do sitio B
estar a uma distancia de d/2 do sitio A, conforme descrito na Fig. (4.1).

Podemos definir médias térmicas através do uso do operador densidade de estados:

1
p= Ee*“’, Z = Tre PH, (4.24)
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onde 8 = 1/T, T é a temperatura do sistema e Tr indica o trago sobre todos os
estados do sistema. Com o uso do Hamiltoniano, Eq. (4.15), podemos escrever o

operador densidade de estados, Eq. (4.24), na forma

;
— H(1 _ e*ﬂwr)e*ﬂwr’)’r’)’r’ (4.25)

T
onde v, = {oz,(si), ﬁ,(ci), ap, fo} e as frequéncias associadas a cada um destes modos
bosonicos sdo: w, = {wgy,wk ,wWos,wp}. Com o operador densidade de estados,

Eq. (4.25), podemos calcular as médias térmicas de um operador:

<%"> = Tr(pfy,):O, (4'26)

(W = Tr(py)) =0, (4.27)

que sao nulas pois o Hamiltoniano do sistema H, Eq. (4.15), é quadratico nos oper-
adores 7,. Desta maneira, os operadores acima nao preservam a base de autoestados
de H e, sendo assim, o resultado das médias é nulo. De forma andloga, podemos

calcular as médias de dois operadores:

(wys) = Tr(pyys) =0, (4.28)
(vihy = Tr(pyial) =0, (4.29)
5
T . T _ rSs
</YT’YS> - Tr(p'Yr’Ys) - eﬂwr _ 17 (430)
(l) = Tr(pnt) = S (431)
T/s TIls e,Bw'r‘ _ 1’

onde o resultado nao nulo é obtido para os operadores que preservam a base de

autoestados do Hamiltoniano, Eq. (4.15). Sendo assim, a média do operador que
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conta o nimero de bésons no modelo resulta na distribuicao de Bose-Einstein.
Com os resultados das Eqs. (4.26) e (4.27), podemos obter os valores locais do

spin em cada sitio e a magnetizagao da célula:

h 4
(Sa) = (Sia) = ST 20— ) (4.32)
h 4
(Sp) = (Sip) = S ) (4.33)
h
Meey = (Sa) + (Sp) = TEk (4.34)
Podemos entdo obter a susceptibilidade da célula através de
Xeell = 6](.;4;:” = (Mj‘ 7 (M_:J)th—z, (4.35)
e no caso de campo magnético nulo, temos
1
Xeet(h = 0) = A (4.36)

Como p > J, para garantir a existéncia do modo de frequéncia w;_ =

V29[ — J cos (k/2)], obtemos que Xeeu(h = 0) < 1/2J, com Xen = 1/2J para

g =T = h =h'=0. De maneira analoga, a susceptibilidade a campo nulo do estado
fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético é dada por x = 1/(272J),
a qual ja exibe correcoes de flutuacoes quanticas.

Na auséncia do campo magnético staggered, observamos que os valores locais de
spin e a magnetizacao, Eqs. (4.32)-(4.34), apresentam um comportamento para-
magnético. A presenca do campo magnético staggered mantém o cardter param-

agnético da magnetizacdo da célula como se pode obervar na Fig. 4.2(b). En-
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tretanto, induz um comportamento antiferromagnético nos valores locais de spin,
fazendo os spins dos sitios A se alinharem em um sentido oposto aos dos sitios B.
Como se pode observar na Fig. 4.2(a), acima de certo valor caracteristico (h ~ 2.26.J
para h' = J) o efeito do campo magnético uniforme supera a tendéncia do campo
staggered de alinhar os spins antiferromagneticamente. Por outro lado, o comporta-
mento da magnetizacao é caracteristicamente paramagnético, inclusive com a tipica
dependéncia linear para campos menores que o campo staggered e saturagao ape-
nas para (h/J) — oo, conforme mostrado na Fig. 4.2(b). Este comportamento
difere daquele obtido por Griffiths, Fig. 3, Bonner e Fisher, Fig. 18 [41], para
magnetizacao a T' = 0 do modelo Heisenberg antiferromagnético, o qual satura para

campo finito e apresenta singularidade na susceptibilidade a campo nulo [41].

0.6 1 ——
_,‘._._.-_-_..'.—n . I
04- 1 a‘f&) i
o
o
0.2 =0.6f / 6 |
N o |
0 E 0.4} %7) ol 7 |
4 ‘ ‘ ‘

-0‘2 0y / % o035 T 152 |
0.4k | : |
0 R |

hJ

Figura 4.2: (a) Spin médio nos sitios A(— O —) e B(—[O—) e (b) magnetizagao da
célula em fungao de h/J para g =0.05J, T =0e h' = J.

A partir dos resultados das Egs. (4.28)-(4.31), podemos obter as fun¢oes de cor-
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relacdo do sistema:

(SiaSja) = (Sia)(Sja) = %Zk:[ 9 oth (&;H)

2w+

+5 9_ coth <&;’“_>] cos (k(i — j)), (4.37)

(SipSip) — (SiB)(SjB) = Jifg::[zwgﬁ coth (ﬂ“;“)
+25k_ coth <5°‘;’“‘>} cos (k(i — j)), (4.38)
(SiaSj) — (Sia)(SjB) = %; [zng coth <&;k+>

~ 9 coth (ﬁzk_)}cos(k(i—j+1/2)).(4.39)

2wk_

Através dos resultados acima, em especial as Eq. (4.32) e (4.33), vemos que o
modelo esférico antiferromagnético nao permite uma regiao onde os valores locais
de spin possam ter um comportamento antiferromagnético a h’ = 0. Apesar disso,
a funcao de correlacao entre spins de sitios A e B tem sinal negativo para quaisquer
{9, T, h,h'}, como explicitado em seguida.

Para analisarmos os comportamentos assintéticos das fungoes de correlacao, vamos

utilizar a férmula de Euler-Maclaurin:

Z%Zg W%, N>1, (4.40)
k,m m -
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-3
%10° 3x10

_37 _3
Ix10 2x10 AA ¢ BB
10| 1x10°f :

0 R A e e
N AB @

'3 L L L

Ix107 i 5 % 4 -Ix10 I 2 3 4

h/J gl

Figura 4.3: Cumulante entre spins A em células primeiro-vizinhas [ sitios A (=),
sitios B (— @ —) e sitios A e B (-00-)] (a) em fungao de h/J para g =T = 0.05J e
h' = J e (b) em fun¢ao de g/J para T = h = 0.05J e h' = J.

de maneira tal que a funcdo de correlagio na Eq. (4.37) torna-se

ka,m

_ / 7 gﬁ") coth [%ﬁww)] cos [2(j — 1)),

onde as duas bandas dispersivas agora sao representadas por w(f) = v/2gu + 2gJ cos 0.

; ; :l ) J co lw CoS | — 1) =
(Su5i2) = (S5 =5 [ 37 5 coth | ) sl ) "

Com um argumento andlogo, podemos reescrever as formulas das Eqgs. (4.38),(4.39)

como

<SiBSjB> - <Sz ><S] > — / T df df g

20 do g

9 coth B,Bw(@)] cos {[2(j — i) + 1]6}.

(SiaSj) — (Sia)(Sjn) = /0 2m 27 2w(0)
(4.43)
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Agora, considerando a seguinte funcgao:

Veceoth (v/c(a + beos b))

Y(a,b,c,0) = : 4.44
(,6,¢,) va+bcosf (4.44)
e sua série de Fourier
Y(a,b,c,0) = ZAn(a, b, c) cos (nf), (4.45)
n=0
T de
Ay, b,¢) = (2 = 6,0) / ¥ (0,0, 0) cos (n0), (4.46)
a2 2m
podemos reescrever as Eqs. (4.41)-(4.43) como
1 2u 2J g
(SuuSia) = Su)(Sin) = 5040wy (0 7 5) o (aan)
1 20 2J g
(SiwSie) ~ (SadSiad = S +b5)Aws (20 5) . (@)
1 o 2J g
(SiaSjp) — (Sia)(Sjp) = FAsG-on <?,7,E)- (4.49)

Conforme observamos na Fig. 4.3, a correlacao entre os sitios A e B é sempre nega-
tiva. Isto se deve ao fato de que esta é a correlacao entre sitios de subredes diferentes
que estdo acopladas por um acoplamento antiferromagnético (J > 0), equanto as
outras correlacoes sao entre sitios de uma mesma subrede. Note que a correlagao em
fungao de g/J, Fig. 4.3(b), apresenta um méximo para valores pequenos de g/J,
enquanto a correlagdo em funcdo de h/J decresce monotonicamente quando h/J
aumenta, Fig. 4.3(a).

Os coeficientes de Fourier A,(a,b, c) podem ser calculados usando a expansao da
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cotangente hiperbdlica em fracdes parciais:

o0

1 2x

s=1

1 1 > . s
c+dcosf Nz (1+2$_Zl ((C/d)— \/W) cos(sﬁ)) ,c>d>0,
(4.51)

de tal maneira que obtemos

o0 [(as/b)— (as/b)2—1]n

An (a,b,¢) = (2= 60) (-1)" ) N :

onde a; = a + (s?°72)/c. Utilizando as Eqs. (4.47)-(4.49), podemos reescrever a

(4.52)

restrigao esférica, . (Sz,) = N/4, como

A N h2 N (hl)Q _1
T AT T Ap-TR 4

(4.53)

Vamos, em seguida, proceder a analise de alguns casos limites.
(I) g > {J, T, h,h'}.

Primeiro vamos considerar o coeficiente Ag:

T & 1
M=o 2 ST =T (454
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onde y; = /2/(gu)7Ts. No limite g — oo, temos que ys.1 — ys — 0, de modo que

podemos utilizar a férmula de Euler-Maclaurin para obter

1 * d 1
Ag ~ — i/ LA (4.55)
2\ 2p ) o 1+y? 2\ 2u

Substituindo o resultado, Eq. (4.55), na restri¢ao esférica, Eq. (4.53), obtemos,

w29, g>{J,T,hn}. (4.56)

Consideremos agora, o caso do coeficiente de Fourier A,, n # 0. Como y ~ 2g >

J, podemos obter

Ao (=80 ()Y (4.57)

§=—00

onde y, = 1/2/(gu)7Ts. Como ys.1 — ys — 0, no limite ¢ — oo, podemos utilizar

a férmula de Euler-Maclaurin para obter

L/J\"2 [* dy
A~ (2= 60 (== (L) 2 . 458
e-sa-y (1) 2 [T (4.58)
Utilizando o resultado: [~ (14?% = Z[(2r — 3)11/(2r — 2)!1], obtemos o comporta-

mento assintético de A,, quando g > {J, T, h, h'}:

Substituindo as Eq. (4.55) e (4.59) nas Eqs. (4.47)-(4.49), observamos que o decai-

mento espacial do tipo lei de poténcia na razao (J/4g) das fungoes de correlagdo no
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limite g > {J, T, h, h'}:

1/ 7\ (43 — i) — 1)
(SiaSsa) — (Siad{Sa) ~ - (—) DR A B,
1/ J\99 (435 — ) + 1)1 '
(Susym) = Sy ~ -1 () GO
(ID) T > {J, g, h, b'}.
Nesse limite, o coeficiente de Fourier Ay torna-se
T <~ 1
Ag ~ — . 4.61
7 2u s;oo 1+y? (4.61)
Como ys = v/2/(gu)nTs — oo, quando T > {J, g, h, h'}, temos que
T - g
Ay~ — |1 4.62
e portanto
Ag ~ L (4.63)
0 2/’L. .

Substituindo a Eq. (4.63) na restricao esférica, Eq. (4.53), obtemos o seguinte
resultado:

pe~ 2T, T>>{J g h '} (4.64)

Consideremos, agora, o coeficiente de Fourier A,,

A~ (=1)"(2 — 5”0)3 (%) s;oo (H;W (4.65)
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Como ys = /T /gns — oo, quando T > {J, g, h, h'}, temos

" 1/ J\" N N |
A~ (12 = 00§ (E) 1+2 ;_1: (WQT) 82(n+1)] , (4.66)
e portanto
n 1 J " /!
A Py (5F) o T g, (1.67)

Com estes resultados, obtemos os limites assint6ticos para 7' > {J, g, h, h'}:

1/ J\20-9
(Sl = S)Smd =1 (77)  + a=AB,
(4.68)

1/ J\ 269+
(SiaSjp) — (Sia)(Sjp) = — (ﬁ) :
(II) k> {J, g, T, b'}.
No caso em que h > {J, g, T, h'}, a restricao esférica, Eq. (4.53), é dominada pelo

termo com dependéncia explicita com o campo magnético:

R 1
oz 4.69
i (4.69)
e portanto
p~h, h>{Jg,Th}. (4.70)

Considerado o coeficiente de Fourier A, para o caso em que g # 0, temos que

A, ~ (—1)"(2 - 5n0)% (%) 5;00 m (4.71)
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84

Como ys = /2/(gh)nTs — 0, quando h > {J, g, T, h'}, podemos usar a férmula de

Euler-Maclaurin para obter

A~ (_1)n(2_5n0)1\/29—h(2n—1)!! (J)”’ 940,

4 h (20 \2h

o qual leva, no limite h > {J,9,T,h'}, a

<SiaSja) - <Sia><sja>

4 b (AG-a)! \2n
1V2gR (4G — i) + DI (g2
(SiaSip) — (Sia)(SjB) ~ 4 h (4 —i)+2)! (ﬁ) '

Para g — 0, temos que ys; — oo na Eq. (4.71), e portanto

n+1
vy (i) |

A (12 - )y (5 )

Desta forma, obtemos o seguinte resultado:

) T T\
Aum (1@l (5] 90,

o qual nos leva, no limite h > {J,T,h'} e g = 0:

T J (J 1)
(SiaSja) — (Sia) (S0) ~ 57 @)  w—AB

2(3—1)
(Sia)(Sjs) — (Sia){(Sjs) ~ ‘% (%)

(IV) &' > {J,g,T, h}.

Ly2gh (4(j - w4W(J)%”ﬂ -

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

Usando argumentos muito similares aos que conduziram aos resultados das Egs.
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(4.70),(4.72) e (4.75), podemos obter os seguintes assintéticos:

po~ W (4.77)
L SR Gw)ar GR)" 9 =0, (4.78)
(=1)"(2 = do) 137 " (57)" s 9 70,

para h' > {J,g,T,h}. E desta forma obtemos os seguintes resultados para g = 0 e
h > {J, T h}:

T J (J Z)
(SS0) — (S (S0) ~ o1 <ﬁ>  a—AB

o e (4.79)
(SiaSjp) = (Sia)(Sip) ~ — 5 (2_h') :
Eparag#0eh' > {J, g,T, h}:
1/2gF (4 — )T\
(SiaSa) ~ (S)(S) ~ i AT (55) 0 - A
(4.80)

(4
LV2gH (4G —i) + 1)1 (T \*OH
(SiaSim) = (SiaSim) ~ =3~ (@ = v o) (%) |

Devemos observar que em todos os casos analisados anteriormente as funcgoes
de correlacao sempre decaem exponencialmente com a distancia, conforme demon-

strando na Fig. (4.4) e pela equagao Eq. (4.52) com u > J, desde que

(as/b) — /(ae/B) —1 = ! <L afp>1 (@8

(as/b) + /(as/b)* —
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le40—70—=20 30 40 30 o0
distancia

Figura 4.4: Valor absoluto do cumulante entre spins nos sitios A (— (O —), sitios B
(— e —) e entre spins em sitios A e B (—[—) em funcao da distancia em unidades de
d; para g =T = 0.05J e h' = J. As linhas retas indicam o decaimento exponencial.

e portanto o termo s = 0 é o termo dominante no somatdério presente na Eq. (4.52),

para n > 1. Definimos o comprimento de correlagao & do sistema a partir de
Ap ~ (2 = 0n0) (—1)"Ag exp (—n/§), (4.82)

0 que nos leva a

&= =1/In|(u/J) = /TP =1], (4.83)

u# J. Para p = J a Eq. (4.83) ndo se aplica; neste caso, a restri¢ao esférica, Eq.
(4.53), é compativel com o conjunto de parametros g =T = h = h' = 0.

Para andlise da regido g =T = h = 0 e em especial o ponto g =T =h=h' =0,
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vamos utilizar as Eqs. (4.32), (4.33) para definir a magnetizacéo staggered:
hl
M, = (Sg) — (S,4) = , 4.84
(0} = (1) = —— (484
e a susceptibilidade staggered:
1 h Ou
s = - — 4.85
AT A e 159
que no caso de campo staggered nulo vale:
(W =0)= (4.86)
(W' =0) = :

Observamos que a susceptibilidade staggered pode divergir para y = J, o que nao

ocorre com a susceptibilidade da célula, conforme as Egs. (4.35) e (4.36). Sendo as-

sim, a susceptibilidade staggered é mais apropriada a analise da presenca ou auséncia

de ordem no modelo.

(V)T =h=h=0.

Substituindo A’ = 0 nas Eqgs. (4.32), (4.33) e (4.84), obtemos para a magnetizagao

staggered e valores locais de spin:

M, = 0, T=h=h =0,
(Sa) = 0, T=h=H=0,

(Sg) = 0 T=h=Hh=0.

(4.87)
(4.88)

(4.89)
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Considere, entdo, a Eq. (4.46) para T — 0:

T (/D) = Vil T =1)"
2VmE =2 . (4.90)
T (I(n+92)/ 7] = I+ )IF 1)
(AL

A, = (—1)"(2 — 0no)

+ (=1)™(2 = 6no)

7

onde s = /(27%2T?)/g s é tal que 5.1 — x5 — 0, quando T — 0. Desta forma,

podemos subsituir a soma na Eq. (4.90) por uma integral:

i e (e - VP 1)
A = (2= bno) (- 1)" ¥ /0 NTET IR . (4.91)

Para a andlise de n > 1, reescrevemos a integral acima como

2, = 2ol [ (752) ew oo, (192

onde ¢(z) = {[(+2?)/J] — /[(u+ 22 /TP — 1}.
Como ¢'(z) = —2z/+/[(n + 22)2 — J?], temos que o ponto de sela da integral Eq.

(4.92) é x = 0; portanto, temos

4, = 2202 (52 exo (o) [~ dvexp ((ns' 02

™

; (4.93)
=2(-1) \/m exp [—(n/€)], n>1,
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onde £ é o mesmo obtido na férmula Eq. (4.83).

Para n = 0 temos, a partir da Eq. (4.91), que

_ V2 [ do
do="7 /0 Vit I +22)(p—J+22) (4.94)

Considere agora a seguinte mudanca de variavel x = /u — J tanf na integral da

Eq. (4.94). Com esta mudanca de varidvel temos que

S R df g 2
do=7 2(u+J)/o \/1—[2J/(M+J)](sin(0))2_ﬂ\/mK< u+J)’

(4.95)
onde K (z) é a integral eliptica completa da primeira espécie.
Para g < J e u — J, podemos utilizar a mudanga de varidvel u = J(—1 + 2/22)

para reescrever A() como

Ay = mzK(z) (4.96)

2T

Substituindo a equagao acima na restrigao esférica, Eq. (4.53), obtemos

zK(z) = . (4.97)

A equacgao acima pode ser resolvida, para g > J e z — 17, considerando o lim-
ite assintético K(z) ~ In[4/y/1 —z], 2 — oo. Desta forma, obtemos o seguinte

resultado:

z~1—16exp [—W\/g] , p~J+64J exp [—W\/g] , g J (4.98)
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Substituindo o resultado acima, Eq. (4.98), obtemos para a susceptibilidade stag-

gered, Eq. (4.86):

. 1 J o
xs(h' =0) @explw\/;], gL J, T=h=h =0, (4.99)

e para o comprimento de correlagao, Eq. (4.83):
V2 T [J
~ .1z T=h=Hh =0. 4.1
€~ 5P |5\ o] o< T=h=H =0 (4.100)

Consideramos agora a mudanga de varidvel x = /u — Jtan na Eq. (4.91) para

n # 0. Sendo assim, obtemos

2A=1)" /5 R+ T

™

/7r/2 {1 + (u— J)sec? —\/(u/J)2 — 13/1 —[2J/(u+ J)](sinH)Q}”

de,
V1= 1[2J/(u+ J)](sin§)2
(4.101)
e, portanto, quando g < J e u ~ J temos que
Ap ~2(=1)"Ay, g< JT=h=H=0. (4.102)
Utilizando a restrigao esférica, Eq. (4.53), obtemos
_ (_1)n _ I N N
A= g=0T=h=K=0. (4.103)
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Substituindo o resultado acima nas Eqgs. (4.86)-(4.92), obtemos

(SiaSia) = (SinSim) = 3 (SuSiph=—7, 9=0.T=h=H=0. (4104)
Observamos que neste limite ndo existe ordem de longo alcance, pois os spins locais
e a magnetizacao sao nulos, Eqgs. (4.87)-(4.89). Entretanto o comprimento de cor-
relacao e a susceptibilidade staggered divergem para g < J, exibindo uma singulari-
dade essencial neste regime, Egs. (4.99) e (4.100). Em particular, para g = 0, temos
que as fungdes de correlacdo se tornam independentes da distancia, Eq. (4.104), e
assumem valores consistentes com a restricao esférica Y, (Sz,) = N/4. Entretanto,
a auséncia do campo magnético staggered impede a quebra de simetria no modelo,
fazendo o estado do sistema em g =T = h = h' = 0 ser degenerado.

(V) g=h=h =0.
Como h' = 0, obtemos o mesmo resultado obtido anteriormente nas Eqs. (4.87)-

(4.89):

M, = 0 g=h=h =0, (4.105)

(S4) = 0 g=h=H =0, (4.106)

(Sg) = 0 g=h="h=0. (4.107)

Para g — 0, temos que z; na Eq. (4.90) é tal que z; = /(27272)/gs — 0.

Desta forma o termo s = 0 domina o coeficiente A,,, resultando em

An = (2 - 6710)(_1)”140 exp (_n/é-)’ 9= h=h = 0, (4108)
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onde £ é mesmo comprimento de correlagdo obtido na Eq. (4.83) e

T
Ay=——— g=h=H=0. (4.109)

2/ 2 — J?’

Substituindo o resultado acima, Eq. (4.109), na restri¢ao esférica, Eq. (4.53), obte-

mos o seguinte resultado para o potencial quimico:

po= VJ2+4T?, (4.110)
p = J+2T?/)), T<KJ g=h=h=0. (4.111)

Substituindo o resultado acima no comprimento de correlagao, Eq. (4.83), e suscep-

tibilidade da célula, Eq. (4.86), obtemos os comportamentos de leis de poténcia:

J

xs(h'=0) ~ il T<J g=h=HK=0, (4.112)
£~ % T<J g=h=H=0. (4.113)

Subsituindo a restri¢ao esférica, Eq. (4.53), na Eq. (4.108), obtemos

(2 = bno) (=1)"

A, =
1

exp (—n/&). (4.114)

No limite T' < J, g = h = b’ =0, a equacao acima nos diz que A, ~ (2 — 5,@#

e, portanto, as funcoes de correlagio, Eq. (4.47)-(4.49), assumem os valores

1 1 ,
<SiASjA> = <SiBSjB> = Z, <SiASjB) = —Z, T = O,Q = h = h = 0, (4115)
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os quais sdo compativeis com a restrigdo esférica, Y, (Sz,) = N/4.

De maneira andloga ao limite anterior, obtemos que os valores locais de spin sao
nulos, indicando, novamente, que o modelo nao apresenta ordem de longo alcance
neste regime. Entretanto, ressaltamos que o comprimento de correlagao e a suscepti-
bilidade staggered divergem para T < J, g = h = h' = 0 na forma de lei de poténcia,
Eqgs. (4.112) e (4.113). Apesar deste comportamento ser distinto do obtido no limite
anterior, Eqs. (4.99) e (4.100), existe a mesma coeréncia entre a susceptibilidade
staggered e o comprimento de correlagao, x, ~ &2 [13].

(VII) g=T =h=0.
Fazendo ¢ = T = 0 na Eq. (4.90), obtemos A, = 0. Desta forma, a restrigao

esférica se reduz a

(n')? 1
— = - 4.116
Ap—J)2 4 (4.116)
e portanto
p=J+h. (4.117)

Substituindo a Eq. (4.117) nas Eqgs. (4.32),(4.33) e (4.84), obtemos para os valores

locais de spin e magnetizagao staggered:

M, =1, g=T=h=0, (4.118)

(Sa) = —; g=T=h=0, (4.119)
1

(S) = 3 9=T=h=0. (4.120)

Desta forma a susceptibilidade staggered é nula, xs(h' =0) =0, parag=T = h = 0.
Da mesma maneira, como A,, = 0, o comprimento de correlagdo é nulo: £ = 0, para

g =T = h = 0, ressaltando a coeréncia entre o comprimento de correlagao e a
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susceptibilidade: y, ~ &2
Como A, = 0, podemos substituir as Eqgs. (4.118)-(4.120) nas Eqgs. (4.47)-(4.49)

para as fungoes de correlagao, obtendo
1 1
<SiASjA> = <SiBSjB> = Z’ (SiASjB> = _Z’ g = T=h=0. (4121)
Observamos que a coeréncia entre as Eqgs. (4.121) e (4.119),(4.120):

<Sa>2 — <SiaSja> = 1/4’ g= T =h= 0, o = A’ B’ (4122)
<SA><SB> = <Sz'ASjB> = —1/4, g=T=h=0, (4123)

(4.124)

caracteriza a quebra espontanea de simetria [41] independente do valor do campo
magnético staggered. Observamos que no caso do modelo antiferromagnético de
Heisenberg de spin S = 1/2 em uma dimensdo o sistema é critico, isto é, as fungées
de correlagdo decaem na forma de lei de poténcia [42,43] apesar do sistema nao
possuir verdadeiros bésons de Goldstone [39].

Enfatizamos que se nos aproximarmos do ponto ¢ =T = h = h' = 0 fazendo
primeiro ¢ = T' = h = 0, obtemos valores finitos para a magntetizacdo staggered
e valores locais de spin. Neste caso a presenca do campo magnético staggered e
auséncias do campo magnético uniforme e das flutuagoes térmicas e quanticas, per-
mitem a existéncia de ordem de longo alcance. Os valores locais de spin sao fini-
tos para ¢ = T = h = 0 e consistentes com a ordem antiferromagnética, i.e.,
(Sa) = —(Sp). Além disso as fungbes se tornam independentes da distancia e
também consistentes com a interagao antiferromagnética, ja que (S;4S5;8) < 0, e

com a restrigao esférica, Y. (SZ). Entretanto, na presenca das flutuagdes térmicas

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Modelo Esférico Antiferromagnético 95

e quanticas e do campo magnético uniforme, o modelo pode apresentar ordem de
curto alcance induzida pelo campo magnético staggered. Neste caso os valores lo-
cais de spin podem se alinhar antiferromagneticamente, conforme descrito na Fig.
4.2(a). Esta ordem de curto alcance perdura até que o valor do campo magnético
uniforme supere o valor do campo magnético staggered, ou as flutuacoes térmicas e
quanticas se tornem muito intensas, conforme descrito na Fig. 4.3(b).

(VIIT) T < {J, g, h,h'}.

Vamos agora analisar a termodinamica do modelo em baixas temperaturas. A
energia livre de Helmholtz pode ser calculada a partir da Eq. (4.15) e das Egs.
(4.28)-(4.31), conforme resultado abaixo:

N Nh? N(h')?

B
F = T]wz_:iln [2 sinh (5(,01“,)} -k Wit ) Au—J) (4.125)

Com o uso da equacao acima, podemos obter a entropia do modelo:
oF ,
S=——= {ﬂ —In[1 — e P] } : (4.126)

e de maneira similar o calor especifico:

08 (ﬁw;w)2 ePre g ..0u
C=T57 =2 (e 7\~ arlor (4.127)

No limite do continuo N > 1, podemos representar as duas bandas dispersivas wy+

por uma tinica férmula w(f) = 1/2g(u + J cosf), e desta forma podemos transfor-
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Figura 4.5: (a) Entropia em fun¢ao de T'/J para g = 0.1J e h = h' = 0, e (b)
calor especifico em func¢do de T/J para g = 0.1J e h = h' = 0 (gréfico inscrito
g=h=h=0).

mar as expressoes da entropia e do calor especifico nas seguintes integrais:

™ df 0
S = N/_7r o {% —1In[1 — e 0] } : (4.128)
_ ™ df (Bw(6))’ e#? 9 5 ou
C = N/;Wﬁ [eﬁw(ﬂ) - 1]2 {1 - w(e)QTa—T} (4129)

No limite de baixas temperaturas podemos considerar a expansao da freqiiéncia w(9)
em torno de k = 7, onde w(f) tém um minimo, w(f) = 6, + T's(f — 7)?, sendo 3 =
wl =m) = /290 — J), o =limpop e s = (Hd/T)m. Em consequéncia,
podemos reescrever a entropia e o calor especifico em baixas temperaturas nas formas

abaixo:

™

= (B04) exp (—B04) / df exp (—s(0 — )?), (4.130)

-
7T

= (B0a)” exp (—59,1)/ dfexp (—s(0 —)?). (4.131)

-

z21Q 2|w
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Realizando a integral acima no limite de baixas temperaturas, onde s — co, obtemos

1/2
5 - D(%) expl-(0/T), T<{hoT,hH},  (4132)
C 0, 3/2
-0 (?) exp[— (0/T)], T < {J,9,h,1}. (4.133)
onde D = \/4w(uo/J —1). Observamos que um resultado semelhante foi obtido

para o modelo esférico ferromagnético quantico em redes hipercibicas, conforme de-
scrito nas Egs. (3.132) e (3.130). O comportamento para baixas temperaturas esta
ilustrado na Fig. 4.5.

Os resultados obtido nas Egs. (4.132) e (4.133) aproximam a termodinamica do
modelo Heisenberg antiferromagnético quantico anisotrépico (modelo X X 7) [44,45],
Fig. 4.6, da termodinamica do modelo esférico antiferromagnético quantico em
baixas temperaturas. De fato, a existéncia do gap nas excitacoes acarreta decai-
mento exponencial da fungdo de correlagdo, Eq. (4.82), de acordo com o modelo
X XZ. Nonosso caso, o “gap” é representado por 6,;. Na regiao A da Fig. 4.6, temos
que o calor especifico do modelo de Heisenberg quantico ferromagnético anisotrépico
(A < —1) na presenga de um campo magnético finito (Hy # 0) se comporta de
acordo com a Eq. (4.133), onde Ay é o “gap” do modelo supracitado na regido
A. Na regiao C' da Fig. 4.6, temos que o calor especifico do modelo de Heisen-
berg quantico antiferromagnético anisotrépico (A > 1) na presenga de um campo
magnético finito (Hy # 0) difere do comportamento descrito pela Eq. (4.133) por
um fator de (1/2) na frente do “gap” do modelo nesta regido, Ac.
(IX)g=h=h =0

Vamos analisar o comportamento termodinamico do modelo esférico classico na

cadeia AB.
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Conforme obtido no regime (VIII) a contradi¢do do modelo esférico quantico com
a terceira lei da termodinamica nao existe para g # 0. Entretanto, considerando o

limite de ¢ — 0 e h = 0 na Eq. (4.126), esta anomalia aparece como:

div

SNde SBK__ZI |:2N'+O'Jk):|+N
(4.134)
S siE Ly (B ) N
- div div 2 J J2 b

onde Sgp = (N/2)In(T/g) e SEX = (N/2)In[T/(2J)]. Ressaltamos que a di-
vergeéncia extra representada pelo termo Sy, nao estd presente no modelo esférico
classico. De fato, considerando a trajetéria ¢ = T', com g — 0, esse termo desaparece

e obtemos [veja gréfico inscrito na Fig. 4.5(b)]

N
C =CPF + - (4.135)
onde o resultado cléssico é:
N dz
BE — __ (14 4K?- = 4.1
C 5 ( + y K) , (4.136)

onde K = J/(8T) e z, = p/ J.
Subsituindo o resultado obtido na Eq. (4.110) na Eq. (4.136), obtemos o com-

portamento do modelo esférico classico em baixas temperaturas:

OB = 2= (D) + 2T/ =6/ + .y g=h=1=0,T < J, (4137)
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e para altas temperaturas:

CBX = (1/16)(J/T)?—(3/256)(J/T)*+(5/2048)(J/T)o+..., g=h=Hh=0,T < J.
(4.138)

(X) T >{J,g,h, '}
Vamos agora analisar o comportamento do modelo para temperaturas altas. Quando

T > {J,g,h,h'} o coeficiente Ay, Eq. (4.52), pode ser aproximado por

T
g~ g T{T.g. ). (4.139)

Substituindo o resultado acima na restri¢ao esférica, Eq. (4.53), obtemos
w~2T, T{J g, h,h'}. (4.140)
Utilizando o resultado acima, obtemos para as freqiiéncias do modelo, Eq. (4.17):
w(8) ~ \/4¢gT, T > {J,g,h,h'}, (4.141)

Substituindo o resultado acima nas Egs. (4.126) e (4.127), obtemos o comporta-

mento da entropia e do calor especifico para temperaturas altas:

% ~ 1+ (%)
_ 1+(1/2)ln(%), T {J,g,h Y, (4.142)

1

2lQ
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Observamos que os graus de liberdade associados aos momentos canonicamente con-
jugados, P;,, nao contribuem para o calor especifico de temperaturas altas devido ao
termo com dependéncia explicita com g na Eq. (4.127). Esta discrepancia em relagao
ao resultado obtido no oscilador harmonico quantico, onde C' ~ N neste limite, se
deve ao fato da frequéncia w(f) do modelo esférico depender da temperatura, Eq.
(4.141). Ressaltamos que para o modelo XX Z, (S/N) ~1In2e (C/N) — 0 [45] no

limite de altas temperaturas, como esperado para modelos de spin 1/2 localizados.
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>

\

C~T % exp(-A,\/T)

C~T"2 expl=% Ac/T)
d
NN\ e
3 5

4

A

Figura 4.6: Espaco de parametros do modelo Heisenberg quantico unidimensional.
A representa a anisotropia do modelo em unidades de energia (J = 1), A =1 corre-
sponde ao Heisenberg antiferromagnético quantico isotrépico, A = 0 corresponde ao
modelo XY e A = —1 corresponde ao modelo Heisenberg quantico ferromagnético,
A = oo corresponde ao modelo de Ising antiferromagnético e A = —oo corresponde
ao modelo de Ising ferromagnético. Hy é o campo magnético externo em unidades de
energia. Na regiao A o calor especifico em baixas temperaturas tem um comporta-
mento que indica a presenca de um “gap” no espectro do modelo, valendo o mesmo
para a regiao C' e linha d. Na regiao B o calor especifico se anula linearmente com a
temperatura. Nas linhas b e ¢ o calor especifico se anula como C ~ T"/2 indicando
uma dispersao quadratica e sem gap. Na linha e e no ponto P o calor especifico
se anula linearmente com a temperatura. Na linha a temos dois comportamentos:
similar ao da regiio A para pontos & esquerda do ponto R e C ~ T2 para pontos
a direita do ponto R. Diagrama obtido da Ref. [44].

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



Capitulo 5

Modelo Esférico Quantico na

Cadeia ABy

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar o modelo esférico quantico na cadeia AB, [46]. As
motivagoes experimentais para o estudo da cadeia AB, [20] incluem compostos fer-
rimagnéticos inorganicos, nos quais os sitios A (B) podem ser a representacio de
um atémo de metal (ligante) (veja Silvestre e Hoffman na Ref. [20] para possiveis
realizacOes) e compostos de oxocupratos, tais como CagCus(POy)4, onde os sitios A
(B) representam atomos de cobre em uma cadeia trimérica de cupratos (veja Drilon
et al. na Ref. [20]). O primeiro aniincio experimental de um polimero orgéanico
com ferromagnetismo liquido [21] é baseado no poliacetileno e contém um radical
organico R* com um elétron desemparelhado, o qual é conhecido como poly-BIPO
ou poly[1,4-bis(2,2,6,6-thetramethyl-4-oxy-4-piperidyl-1-oxly)-butadiin/. A estrutura

dos radicais e das ligacoes quimicas é extremamente complexa, fato que explica a di-

102



5.2 Modelo Esférico 103

ficuldade em se reproduzir amostras deste material [22]. Apesar disso, a drea tem ap-
resentado grande atividade. Por exemplo, Nishide e colaboradores [22] conseguiram
sintetizar polifenilacetilenos com varios tipos de radicais. Estes polimeros exibem
estruturas de bandas sem dispersdo (flat bands). Entdo, um momento magnético
liquido pode aparecer devido ao nimero de elétrons 7 por unidade de céula ser impar
ou pela presenca de elétrons localizados [21,23]. Além da motivagao fenomenolégica
experimental, existe ainda o interesse no entendimento de sistemas unidimensionais
que devido a baixa dimensionalidade apresentam caracteristicas proprias. No caso
da cadeia AB; a sua estrutura topoldgica permite a existéncia de regides de carater
ferrimagnético, onde o spin nas duas subredes B; e B, estao alinhados na mesma
direcao e sentido, enquanto o spin na subrede A aponta no sentido oposto.

A cadeia ABs; ja vem sendo estudada no contexto de modelos tais como Hubbard
e t—J [24], Heisenberg quéntico [25], Heisenberg cldssico e Ising [26]. Nestes estudos
a estrutura topoldgica pode se fazer presente através da presenca de modos sem dis-
persao que sao devidos a simetria entres subredes By e By. A estrutura topolégica
também pode se fazer presente através de um mapeamento entre as subredes B; e
B na subrede B da cadeia AB antiferromagnética de spins alternados S = 1/2 e

25 =1 com 2N/3 sitios (N é o nimero de sitios da cadeia ABjy).

5.2 Modelo Esférico

5.2.1 Diagonalizacao, Energia Livre e Condicao Esférica

Vamos indexar cada sitio da cadeia AB, através de dois indices: latino ¢ =

1,...,N/3 para indexar a célula unitdria e grego o = A, By, By para indexar o
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Figura 5.1: Representagao esquematica de um estado ferrimagnético na cadeia AB;.
Consideramos d = 1 neste capitulo.

tipo de sitio. Sendo assim podemos escrever o Hamiltoniano do sistema como:

gz W+_ Z SWS]ﬂ hzsza+uz _1/4 (51)

<ia,jpB>

onde < ... > indica soma sobre os primeiros vizinhos da cadeia. Na Eq. (5.1) J > 0
é o acoplamento antiferromagnético entre sitios vizinhos, h é o campo magnético
externo e g é a constante de acoplamento quéantica. No Hamiltoniano, Eq. (5.1),
Sia $20 as variaveis de spin em cada sitio 7, o e P, é o momento conjugado associado

a cada uma delas; P,,e S;, obedecem as seguintes regras de comutacao (i = 1):
[Siaa Sj,@] = 0; [f)iaa f)]ﬂ] = Oa [Slaa ]ﬂ] /Lélj af- (52)

As variaveis de spin estao sujeitas a restricao esférica:
N
> Sk = (5:3)
1o’

onde p é o potencial quimico associado a esta restricao.

Para diagonalizar o Hamiltoniano, Eq. (5.1), introduzimos os operadores bosénicos
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que obedecem relagoes de comutacao canonicas:

1 g\ T

Sia = E(@) (a'ia+a'ia)a (54)
—i (2u\"*

Po = (%) - d. (55)

Substituindo as transformagoes Eqs. (3.4),(3.5) no Hamiltoniano, Eq. (5.1), obte-

mos:

h 1/ N
= \/29u Z Qi Qo + \/5 ( g ) Z(aia + a’ga) - NZ

21 ,
e (5.6)
V Z azaa’Jﬂ + a]ﬂa’m + ialjp + a’zaa;r,@)
<za,],8>

Podemos tornar evidente a simetria entre as subredes B; e B, através da seguinte

transformacao:
w_ 1 @) _ 1
aia = Qja, Qg = ﬁ(aml + aiB,), a;gp" = E(awl — aiB,), (5.7)

onde (1) indica um estado ligante e (al) indica um estado anti-ligante. Observamos
dor a®) ¢ 1 do d itios B; <> B

que o operador a‘’/ € par pela operacao de troca entre sitios b; <> Dy, enquanto

o operador a(,) ¢ impar por esta mesma transformacgao. Observamos que os oper-

adores acima possuem uma fase que pode ser escolhida arbritariamente sem mudar

os resultados fisicos. Neste caso fizemos uma escolha que assinala um sinal positivo

para o sitio B;. Utilizando a transformada de Fourier:

. 2
tia = VB3INY ey, k= N—%u, v=0,...,N/3-1, (5.8)
k
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e a seguinte transformacdo que explicita a simetria entre as subredes A e B o:

U = ﬁ(am +e '“/Za%), o = E(%A —e k/Qal(c%)’ (5.9)

podemos escrever operadores que tornam explicita a conservagao global do momento

na cadeia:
Apy = (et Ay = k #0; 5.10
BT Yy + Vi), P ﬁ(d)k —Y_g), # 0; (5.10)
O = %(m to ), O = %(m —6k), k#£0,  (5.11)
Yo = Yr=0, 0= Pr—o- (5.12)

Na Eq. (5.9) o fator e=*/2 ¢ devido & distancia d/2 entre sitios A e B;, primeiro-
vizinhos, onde d = 1 é o comprimento da célula unitaria (veja Fig. 5.1). Observamos
que a Eq. (5.9) ndo contém apenas operadores associados ao estado ligante. A razao
para isso reside no fato que a transformagio Eq. (5.7) faz com que o Hamiltoni-
ano se torne diagonal nos operadores anti-ligantes. De forma que nao precisamos
mais considerar os operadores anti-ligantes, no procedimento de diagonalizagao do
Hamiltoniano, Eq. (5.1); a partir da Eq. (5.9) em diante. Introduzindo as trans-
formacoes, Egs. (5.8)-(5.12) na Eq. (5.6) e utilizando o modelo auxiliar tipo A

descrito no Apéndice B, podemos diagonalizar o Hamiltoniano como:

02 5 o o)

N h2(1+\/§/2)2+h2(1—\/§/2)2 N
3| Ap+v2T)  A(p—v2J)

M4a
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onde )\k>0,1 = O+, )\k<0,1 = O, )\lc:O,l = Oy, )\k>0,—1 = Bis, Ak<0,—1 = By,

_ _ (al)
Mk=0,—1 = Bo € A\go = ag5, €

_ 1 1/4 1
Xt = 5 (L+ Ji/(2p)) [(1 + 1+ Jk/@ﬂ)) Brst
( - ! ) AlLl, (513)
1+ Ji/(2p)
Bex = % (1= Ji/(2u)"* (1 + — ‘1]k/(2u)> Op++
( — ! ) @,Li] , (5.14)
1= Ji/(2u)
ay = 1(1+J/(2M))1/4 et V(1oL
o = Ut T+ " 1+ Jo/Cu) )
_ b 20\ 1422
2v2p NP3 < g ) (1+ JO/(zu))?’/‘*] ’ (5:15)
po = % (1- Jo/(2,u))1/4 (1 + #/@M) b0 + (1 - —%) 8]
() 1o van
- 2v2p N3 ( g ) (1- JO/(QM))3/4] ' (516)
As freqiiéncias naturais do sistema aparecem em trés bandas:
Wkm = /2916 + 9Jgm, m=0,%£1, (5.17)

onde Jy,, = 2v/2mJcos (k/2) and J, = Jym—1 (veja Fig. 5.2). Observamos que
as duas freqiiencias dispersivas (m = +) representam a transformada de Fourier de
uma cadeia linear antiferromagnética com acoplamento efetivo J — v/2J e niimero

de sitios igual a 2N/3; ji a banda localizada (m = 0) aparece devido a topologia
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% 2 0 2 T

Figura 5.2: Freqiiéncias naturais do modelo para g =7 = 0.05J e h = 0.05J.

da cadeia AB;. A expansao, no limite de £k — 0, dos modos dispersivos resulta em
A, FB.k? onde Ay e B, sao constantes positivas. Além disso a dependéncia em k2,
tipica de magnons, esta presente junto com um termo constante. Adiante na andlise
termodindmica de observaveis como o calor especifico e a entropia, investigaremos
em detalhe o papel desses termos. Ainda observamos que todos os modos possuem
um “gap”’para ¢ finito e sao nulos para g = 0. Lembramos ainda que a presenca de
um gap nas autoenergias de um sistema fisico garante que o sistema tenha correlacoes
que decaiam exponencialmente com a distancia e, portanto, seja nao-critico.

O Hamiltoniano na forma diagonal, Eq. (5.13), permite o célculo das médias

térmicas através do uso do operador densidade de estados:

J —pBw ,m _ﬂwk,m)‘f,m)‘k,m
e I

k,m

onde uma média térmica é definida por (...) =Tr(p...), e 8 =1/T, T é a temper-

atura do modelo e a constante de Boltzmann kg vale 1. As médias térmicas de um
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e dois operadores bosonicos sio:

Mem) = (M) =0 @ (5.19)
Ok,pOm,n
(AemApn) =0, <)‘1Tc,m)‘p,n> = eﬂf’:ﬁ' (5.20)

A energia livre de Helmholtz, ' = U — T'S, onde U = (H) é a energia interna e
S = —(Inp) é a entropia, pode ser obtida através do uso das médias, Egs. (5.19) e

(5.20), nas Egs. (5.13) e (5.18). O resultado é:

F = TZln [2 sinh <%5wk,m>:|

k,m

(5.21)
L+ V2/2)° | P~ \/5/2)2] N

N
3

Ap+V2J)  Alp—v2J) 4

que inclui um termo tipico de bésons livres, um devido ao potencial quimico e outro
devido ao campo magnético externo.
Podemos expressar a restri¢ao esférica, Eq. (5.3), como uma equagio para o

potencial quimico através da condi¢ao 0F/0u = 0:

Ap+V20)2 Ap—v2J)2 N~ 2ukm

h2(1+/2/2)? N R (1 - v/2/2)? L3 9 ot [lﬂwk = 3
2 m

- (6:22)

Para obter o potencial quimico u da Eq. (5.22), vamos utilizar a férmula de Euler-

Maclaurin para obter:

Z%Zg/wg, N> 1. (5.23)

k,m m -
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Utilizando a Eq. (5.23) no ultimo termo da Eq. (5.22), obtemos:

Tdk g 1
v th | = Bwpr
/_7r 2 2w [25(”’“’ }

(5.24)
df g 1 g 1
=2 ——=—coth |= —— coth [=
/_7r 27 90(0) cot [2&0(0):| + S cot [25w0:|,
onde as duas bandas dispersivas (wg,+1) sd0 agora representadas por
w(f) = \/Qg,u +2v/2gJ cos 6, (5.25)

e a banda localizada ¢ identificada como wy = y/2gu. Para proceder a andlise da

Eq. (5.22) no limite do continuo, N > 1, consideramos a seguinte func¢ao:

Vecoth (v/c(a + beos b))

Y (a,b,c,0) = , 5.26
(a,6,¢,6) va -+ bcosf ( )
e a sua transformada de Fourier:
Y(a,b,c,0) =Y An(a,b,c)cos (nf), (5.27)
n=0
™ do
Ap(a,byc) = (2 — po) ﬁY(a, b, ¢, 0) cos (nh), (5.28)
By(a,c¢) =Y (a,b=0,c,0), (5.29)
de modo que podemos reescrever a Eq. (5.22), para N > 1, como:
2u 2V/2J g 21 g
240 (?’—T ’E) +Bo (T’E
(5.30)

h2(1++/2/2)? N R2(1—+v2/2)2 3

Hp+ V2P Ap—v2Ip &
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Os coeficientes da série de Fourier, A,(a,b,c), podem ser calculados a partir da

expansao em fragoes parciais da cotagente hiperbdlica:

o0

1 2z
€
Lo 1+2§:((C/d)— (/a7 1) cos (s6) | e > d >0
c+dcos  \/c2 — (2 — ’ .
(5.32)
de forma a obter:
o[-l -]
An (a,b,¢) = (2 = Gpo) (—1)" _Z e , (5.33)
1 S 1 2,2
Bo(a,e)=-+23 " =, ay=a+ " (5.34)
a Qg c

Neste ponto vamos ressaltar dois limites importantes para Ay e By. Para g = 0,

T T

Ag=——— By=_—. 5.35
T u? —2J? ° (5.35)
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e, para T — 0, temos ¢ = (g/4T) — oo, tal que asy1 — as — 0, que no limite do

continuo da férmula de Euler-Maclaurin resulta em:

AO:@/OO dr _ g 2/71'/2 do
T Jo /@u+a2)2— 82 5 /29(N+\/§J)7T 0 1 — (ksin (0))?

_ 9 gK(k) k:‘/ﬂ
24/29(u+v2J) " | pt V2

(5.36)

onde K (k) é a integral eliptica completa da primeira espécie. Como p > +/2.J para
garantir que as freqiiéncias naturais, Eq. (5.17), sejam reais temos que 0 < k£ < 1.
De maneira andloga ao resultado obtido na Eq. (5.35), podemos obter o limite de

T — 0 de By fazendo J = 0 na Eq. (5.36):

(5.37)

5.2.2 Potencial Quimico

Podemos obter expansoes para o potencial quimico em diversos limites através
dos resultados obtidos anteriormente nesta se¢ao; em alguns casos, entretanto, difi-
culdades analiticas nos fizeram utilizar métodos numéricos para encontrar a solugao
da Eq. (5.30). Com o uso da soluc¢do encontrada podemos obter por substituigao
todas as fungoes necessarias para o entendimento do modelo, conforme veremos nas
proximas secoes.

(A)g=h=0,T < J.
Este limite corresponde ao modelo esférico classico na cadeia ABy com campo

magnético nulo e em baixas temperaturas. A partir da Eq. (5.30), podemos obter
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a equacao para o potencial quimico no caso em que g = h = 0:

1, #] =3 (5.38)

PRy ol R

Definindo z através de p = v2J(1 + x) e t = 2/(3J), podemos reescrever a Eq.

T
2

(5.38) como a seguinte expansao para z — 0:

2 3
t=a'? - gx + Zx?’/Q + O(z?). (5.39)

Considere agora o Ansatz
T = agt® + ast® +agt* + ..., (5.40)
que, substituido na Eq. (5.39), nos leva as seguintes equagoes para os coeficientes,

a)* =1, a3/ (205/*)— (V2a) /2 = 0, as/(2a5*) — a3/ (8a3/*) — (v2a5) /2+(3a3/*) /4 = 0,
(5.41)

cuja solucao nos leva ao resultado

p=2J [1 +(2T/30)2 +V2(2T/3J) + 2T/30)* + O(T%|, g=h=0, T<J
(5.42)
Observamos que o ponto ¢ = T = h = 0 s6 é obtido mediante o anulamento
das flutuagoes térmicas, pois qualquer aumento da temperatura afasta o potencial
quimico do seu valor para ¢ =T = h = 0, p = v/2J. O tipo de comportamento
descrito na Eq. (5.42) vai se mostrar determinante no comportamento de observaveis

tais como a susceptibilidade e comprimento de correlacao.
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B)g=h=0,T>J.

Este limite corresponde ao modelo esférico classico em altas temperaturas e a
campo magnético nulo. Considere as varidveis b = 3J/(2T) e y = J/u, apropriadas
para o estudo da Eq. (5.38) no limite 7" > J. Substituindo as varidveis b e y
na equacao para o potencial quimico, Eq. (5.38), podemos reescrevé-la como uma
expansao para y — 0:

b=3y+2y°+3y° +O0(y"). (5.43)

Com o uso do ansatz:

y = a1b+ asb® + asb® + . .., (5.44)

na Eq. (5.43), obtemos as seguintes equagoes para os coeficientes:
3a; = 1, 3as + 2a3 = 0, 3as + 6alas + 3a° = 0, (5.45)
cuja solucao fornece o seguinte resultado:
p=2T+J*/(3T)+ J*/(72T*) + O(1/T®), g=h=0,T > J. (5.46)

Observamos que a dependéncia linear do potencial quimico com a temperatura
garante que o modelo obedeca a lei de Curie neste limite, conforme veremos adiante.
(C)T=h=0,9g<J.

Este limite representa o estado fundamental do modelo esférico quantico a campo
nulo e para fracas flutuacoes quanticas. Utilizando os resultados obtidos nas Egs.

(5.36) e (5.37), podemos escrever a equagio para o potencial quimico, Eq. (5.30),
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como:

%K (\/2\/§J/(u—|— \/iJ)) = Z (5.47)

9 g
2v2gp \V29(u+v2J)

Definindo varidveis apropriadas para andlise da Eq. (5.47): s = (1/3)4/g9/(v/2J) e
z através da relagio u = v/2J (=1 + 2/2%), podemos reescrever a Eq. (5.47) como:

1
2(1—22/2)"12 4 (4)7)2K (2)°

s (5.48)

Utilizando a expansdo da funcdo eliptica para |z — 1| < 1:

4
V1—2z

K(z)=In ( ) (1-(2—1)/4+0((z—1)%), (5.49)

na Eq. (5.48), obtemos o limite assintdtico:

2
z~1—16exp | —(3m)/2 % , (5.50)

que nos leva ao resultado:

2J

p~V2J |1+ 64exp | —(3m)/2 L , T=h=0,g<J. (5.51)
g

Observamos que ao nos aproximarmos do ponto ¢ = T = h = 0 através do es-

tado fundamental quantico do modelo, obtemos uma expresao nao-analitica para

o potencial quimico. Uma expressao deste tipo vai ser a origem matematica das

expressoes nao-analiticas para o comprimento de correlacao e susceptibilidade, con-

forme veremos adiante. O comportamento descrito na Eq. (5.51) indica que neste
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regime o modelo se torna extremamente suscetivel a qualquer variagao das flutuacoes
quanticas.
D)T=h=0,g>J.

Este limite representa o estado fundamental do modelo esférico quantico a campo
nulo e para flutuagdes quanticas intensas. Definindo novas varidveis ¢ = 4/ (v/2J)/g

e z através da relacdo p = v/2J(—1+2272), podemos reescrever a Eq. (5.47) como:
c=(1/3) (2(1 — 2%/2)7V? + (4/7)zK (2)) . (5.52)
Com o uso da expansao da funcao eliptica em torno de z = 0:
K(z) = g (1+ 2°/4+ (92%)/64+ O(2%)) (5.53)
podemos substitui-la na Eq. (5.52) para obter a expansao para c:
c=z+2"/4+2°/8+ O(2"). (5.54)
Utilizando o ansatz na Eq. (5.54), obtemos as equagoes para os coeficientes:
ap=1,a3+a3/4=0, as + (3/4)alaz + (1/8)a’ = 0, (5.55)
cuja solucao fornece o resultado:

z=c—c/A+ /16 + O(c). (5.56)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



5.2 Modelo Esférico 117

Substituindo a Eq. (5.56) em p = v/2J(—1 4+ 2z72), obtemos o resultado:

p=2g9+J%/(49) +O0(g7?), T=h=0,g9>J (5.57)

A dependéncia linear do potencial quimico com ¢ representa a origem matematica
da lei de Curie quantica obedecida pelo modelo neste regime, conforme veremos
adiante no cédlculo da suceptibilidade.
(E)g=T=0,h< J.

Este limite representa o estado fundamental do modelo esférico cldssico para
campo magnético baixo. Quando temos somente o campo magnético presente no

sistema, a equacgao para o potencial quimico se simplifica:

B2 (1+\/§/2)2 +h2 (1—\/5/2)2 _3 (5.58)
4(p+v2J) d(p-var)y A

Definindo a varidvel z pela relacio u = v/2J(1+x) e utilizando a Eq. (5.58) podemos

obter a seguinte expansao para r — 0:
(h/J)? = 12(3 4+ 2v/2)2® — 3(99 + 70v2)z* 4 3(99 + 70v/2)z® + O(2°).  (5.59)
Com o uso do ansatz :

2= c1(h)J) + ea(h)J)? + cs(h)T)? + calh)T): + es(h)TYP + O((h/I)%),  (5.60)
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na Eq. (5.59) obtemos as seguintes equagdes para os coeficientes:

Z —12(3+2V2) =1, 2c1¢p = 0, 12(3 + 2v/2) (2 + ¢1¢3) — 3(99 + 70v/2) ¢t = 0,

—12(99 + 70V2)cies + 24(3 + 2V2) (crea + 2e0¢3) + 3(99 + T0V2)c} = 0,

(5.61)
cuja solucao fornece o resultado desejado:
9 —6v2 94+ 6v2)V9 —6v2
p=VaJ (1 P VOOV gy OEOVRIVE6V2 gy
(5.62)
1
— T52(h/J)4 + O((h/J)5)) , 9g=T=0h<J

Note que para campos magnéticos baixos o comportamento do potencial quimico é
linear com respeito ao campo magnético. Este resultado demonstra que a simetria
entre os sentidos a favor e contrario ao campo magnético foi quebrada, indicando a
presenca de ordem de longo alcance para g =T = h = 0; conforme veremos adiante.
(F)g=T=0,h>J.

Este é o estado fundamental do modelo esférico quantico a campo nulo e no
regime de altos valores do campo magnético. Utilizando a varidvel y = (v/2J)/u na

Eq. (5.58), obtemos a expansao para y — O:

2.J?

—r =y = (AV2)/2 43" + O(y"). (5.63)

Para resolver a Eq. (5.63), utilizamos o ansatz:

y = di(J/h) + do(J/h)* + da(J/h)* + da(J/R)* + O((I/h)°), (5.64)
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cuja substituicido na Eq. (5.63) fornece a equacdo para os coeficientes:
&2 =2, 2didy — (4V/2)/3d3 = 0, 2dyds + d2 — 4v/2d%d, + 3d} = 0. (5.65)
A solugio da Eq. (5.65) permite obter a solucdo desejada:
p="h(1—(4J)/3h+3(J/h)>+O((J/h)®*), g=T=0h>J (5.66)

Observamos que a dependéncia linear do potencial quimico com o campo magnético
é a origem da saturacao do modelo para campos magnético altos, onde o sentido

paralelo ao campo magnético é favorecido.

5

Figura 5.3: Potencial quimico em funcao de: (a) h/J para g =T = 0.05J e (b) g/J
para T = h = 0.05J.

(G) h>{J g, T}
Este é o regime de saturacao magnética do modelo esférico quantico. Quando
h > {J,g,T}, aequagio para o potencial quimico, Eq. (5.30), se reduz a Eq. (5.58).

Sendo assim, o resultado neste limite é o mesmo obtido para ¢ =T =0, h > J
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[regime (F) |:
p="h(1—(4J)/3h+3(J/h)>+O((J/h)?®*)), h>{Jg,T}. (5.67)

No final das contas, os regimes (F) e (G) sdo idénticos, pois na Eq. (5.30) o campo
magnético h estd em um termo a parte, sem se acoplar com g e T'. Lembrando que
este comportamento garante a saturacao magnética do modelo e estd demonstrado
na Fig. 5.3(a).

(H) T > {J,g,h}.

Este é o regime de altas temperaturas do modelo esférico quantico. No limite
T > {J, g,h}, podemos utilizar os limites assintéticos das Eqs. (5.33) e (5.34),
Ay ~T/(21) e By ~ T/(21), e substitui-los na equagdo do potencial quimico, Eq.
(5.30), para obter

3T/ (2u) ~ 3/4. (5.68)

A solugao da equagao anterior nos leva ao resultado
p~2T, T >{J g,h}, (5.69)

o qual corroborra aquele obtido no regime (B). Lembramos que este tipo de com-
portamento, demostrado na Fig. 5.3(b), garante a validade da Lei de Curie para o
modelo neste limite, conforme veremos adiante.

(D) g>{J,T, h}.

Este é o regime altamente quantico do modelo esférico. Considerando o limite
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Figura 5.4: Potencial quimico em fun¢ao de g para 7' = h = 0.05J.

g > {J,T,h} das Egs. (5.33) e (5.34), obtemos os seguintes assintéticos:

> T

Ay ~ QZW; 9> {J,T,h}, (5.70)
=1
> T

=1 !

onde z; = (27T1)/\/g. Como x,, —x; = (27T)/\/9 — 0, quando g > {J, T, h},

podemos transformar a soma na Eq. (5.71) na integral

2\/9 [ dz g
0 T /0 2u+1x2  2\/2gu’ (5:72)
2 o0
By ~ V9 / o __9 (5.73)
T Jo 2n+22  2\2g9u

que, substituida na equacao do potencial quimico, nos fornece o resultado

3
29

(5.74)

2
|

[\]
=
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A solucao da equacao acima resulta no limite assintético para o potencial quimico

p~2g, g>{J,T,h}, (5.75)

confirmando o resultado obtido no regime (D). Este comportamento, descrito na
Fig. 5.4, garante a Lei de Curie quantica do modelo, conforme veremos adiante.
(J) h< {J,g9,T}.

Este é o regime de baixo campo magnético do modelo esférico quantico. A equagao

para o potencial quimico, Eq. (5.30), é escrita como
240 + By + h2l(u) = 3/4, (5.76)

onde, utilizando as Egs. (5.33) e (5.34),

T - 2T
Ay = ———— + . x = (2rTD)/\/g, (5.77
° Az —8J2 ; JCu+a) —82 @)/ Ve, (5.17)
T K 2T
By = —+) (5.78)

e

(L+v2/27 (1= V2/2)?

1
i Gervany o vane | (>:79)
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Note que tanto Ay como By e I(p) sdo finitos para p # v/2.J, e em particular para

h = 0. Considere entao as seguintes derivadas:

0Ao 2T > AT (2u + x2)
= - = <0, 5.80
ou [i2 =27 = (2u+a?)? — &]2]3/2 (5.80)
0B T & AT
9% _ _ L _ 81
ou 22 Z (2u + = )2 (5.81)
ﬂ — (1 + \/_/2) ( - /2) (582)
O (u + fJ) ( fJ)
82140 _ io: 3T,U,2
ou? (4M2 8.J2) 3/2 — [(2p + 22)? 8J2]3/2 (2 — 2J2]5/2
. 4T 2u+z
-y (2“ )’ = (5.83)
= [(2p+a7)? — 87
0%B, 37 K 24T
_ 34 84
op? p lz:; (2p + )3 (5:84)
Pl 3| (1L+v2/2)? L= V2/2)? (5.85)
op? 2| (u+ V2Dt (n—V2J) '

onde x; = (27T1)g~'/?. Estas equagdes sio finitas para p # v/2.J, e em particular

para h = 0. Agora, derivamos a equacao Eq. (5.76) em relacao a h:

84y 0B\ Ou , Ol O
i p .
(28u+8u)8h+ hl()—i—hauah 0, (5.86)

e em seguida consideramos o limite h < {J, g, T}, que nos leva ao resultado

lim — Op

lim =2 = 0. (5.87)
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Derivamos a Eq. (5.76) uma segunda vez em relagio a h:

9?4,  9?B, AN
21 2 R
0Ay 0By, 0By, ,,0l| d*u ol O '
2 hW—| =5 +4h—— =0
+[au+au+au+ ol onz T apon =
cujo limite h < {J, g, T} fornece o resultado
. 0% : L(p)
=lim— = -21 . .
A T W B(2 40 + Bo) /o~ " (5.89)
Reunindo esses resultados, Egs. (5.87) e (5.89), obtemos o limite desejado:
1R o + peh?, b < {J,g,T}, (5.90)

onde g = p(h = 0) > V2J e py = limy_,0(8%u/0h?) > 0. Observamos que
neste regime o potencial quimico tem uma dependéncia parabdlica com o campo
magnético, conforme demonstrado na Fig. 5.3(a). Esta dependéncia garante a
simetria do modelo em relacao ao sentido favoravel e oposto ao campo magnético.
Lembramos ainda que no regime (E), i. e. nas auséncias de flutuagoes térmicas e
quanticas; Eq. (5.62), esta simetria foi quebrada e ressaltamos que ela é recuperada
pela presenca de flutuagoes quanticas e[ou] térmicas.

(K) T <« {J,g,h}.

Este é o regime de baixas temperaturas do modelo esférico quantico. Considere
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as seguintes derivadas das Eqs. (5.77)-(5.79):

04 2T = AT (2u + z?)
_— = - — <0, 5.91
o = VIR ety s oo
0By T > AT
T ZH e < (5.92)
2 _ 2
Op (n+V2JP  (p—v2J)3

onde z; = (2nT1)g~"/%. No limite T’ < {J, g, h} temos que z;11 —z; = (27T1)/\/g —

0 e, portanto, temos que as somas podem ser trocadas pelas seguintes integrais:

0A 2 (2
lim 220 = f/ (2 +27) dz <0, pu>vV2J, (5.94)
T—0 O 2.“ + x2 8J2]3/2
(3B0 _ 2\/_
S / m <0, (5.95)
ol 1 2/2)? (1 —+/2/2)?
lim 2L = (L+v2/2)” | (1-v2/2) (5.96)
-0 Op (u+V27)2 (=27
A partir das Eqgs. (5.77)-(5.79), podemos obter os limites assintéticos:
* d
4y ~ VI . T—0 (5.97)
7T % V(©2u+22)?2—8J
\f dx
By vz T+ 27 T—0 (5.98)
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que fornecem os limites assintéticos para as derivadas:

. 04, 1
3 A oy A (5.99)
. 0By 1

Derivando a Eq. (5.76) com respeito a 7" e substituindo os resultados das Eqgs.

(5.91)-(5.93), (5.99),(5.100), obtemos:

Cop 8(240 + Bo) /0T
= lim ¥ = <0 5.101
ML= 28T ~ 950 8(240 + Bo + h2(p))jop (5.101)

e portanto:

p= o+ mT +O(T*), T < {J,g,h}, por = (T = 0), p;z = lim 9(u) /0T <0.
(5.102)
Ressaltamos que o comportamento linear do potencial quimico com a temperatura
é a garantia de que o modelo obedecerd a Lei de Curie neste regime. Observamos
ainda que as auséncias das flutuagdes quanticas e campo magnético faz com que o
comportamento do modelo mude drasticamente para aquele descrito pela Eq. (5.42),
Fig. 5.3(b), regime (A).
(L) g < {J,T,h}.
Este é o regime de fracas flutuacoes quanticas do modelo esférico quantico. Con-

sidere os seguintes assintéticos para as Eqgs. (5.77)-(5.79):

T g

Ay ~ —0 5.103

0 4/1,2 — 8J2 + 12T7 g ( )
T g

By ~ —+-— 0 5.104

0 2,“1 + 12T7 g—\, ( )
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onde usamos o resultado: ».,°, [72 = 72/6. Com as Egs. (5.103) e (5.104) obtemos

as seguintes derivadas:

04, 1 0B, 1
lim—=—>0, lim— =—>0. 5.105
030 9g 12T~ o590 g 12T (5.105)
De maneira anal6ga podemos obter os seguintes assintéticos para as Eqgs. (5.80)-

(5.83):

. 04 AT
)= 1
pEirm (a2 — sz < (5.106)
. 0By T
1 (1 2/2)? 1—+/2/2)?
g 0L = L [AEVR2R (A=VRR (5.108)
90 Op 2| (p+ V202 (n—V2J)

Derivando a Eq. (5.76) com respeito a ¢ e substituindo os resultados das Egs.

(5.105)-(5.108), obtemos:

=lim — = -1 >0 5.109
Hlo = g% dg 930 0(2A0 + Bo + R2l(p))/op ~ 7 ( )
obtendo, assim:

1= pog +p1g9+O0(g), g<{JT,h} (5.110)

onde po, = p(g = 0). Ressaltamos a mudanca notavel de um comportamento
nao-analitico, regime (C), Eq. (5.51), para o comportamento linear descrito pela
Eq. (5.110). Esta mudancga se torna ainda mais notével que a simples presenga do
campo magnético e[ou] da temperatura é capaz de fazer um comportamento do tipo

singularidade essencial desaparecer em favor de um comportamento analitico.
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Observamos que o potencial quimico possui uma dependéncia complexa e similar
em relagao a temperatura (7') e & constante de acoplamento quéantica (g) e ao campo
magnético (h), conforme demonstrado pelas Egs. (5.69), (5.75), (5.90) e (5.110)
assim como pelas Figs. 5.3 e 5.4. No entanto, nas vizinhancas do ponto g =T =
h = 0 o potencial quimico possui uma dependéncia nao-analitica com respeito a g
[Eq. (5.51)] e uma dependéncia analitica com respeito a T e h [Eqs. (5.42) e (5.62)].
E nesta situagao o modelo reage de maneira diversa com respeito a g e 7. Para baixos
valores do campo magnético o potencial quimico tem um comportamento par em
relacdo a h [Eq. (5.90)]. Esta simetria é quebrada para valores altos do campo
magnético [Eq. (5.67)] onde o modelo atinge sua saturagdo magnética, conforme
observamos na Fig. 5.3(a). Nas proximidades do ponto ¢ = T = h = 0, temos
igualmente que a simetria é quebrada para h < J [Eq. (5.62)], indicando que o

ponto g =T = h = 0 é o dnico ponto critico do modelo.

5.3 Magnetizacao e Susceptibilidade

As varidveis de spin, Eq. (5.4), podem ser expressas, apés as transformagoes

de Bogoliubov, Eqgs. (5.13)-(5.16), e defini¢oes auxiliares, Eqgs. (5.8)-(5.12), como
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segue:
\/5 3 g 1/4 Jk —1/4
Ve 2 (Y 14+ 2k
k>0
\/§ 3 g 1/4 J 71/4 .
-5 N(ﬂ) Z(l—Q—k) cos(kj)(ﬁk++ﬁ,1+)
k>0
\/§ 3 g 1/4 & _1/4 .
cgvn () Z(g) e o
V2 [3 1/4 g\ . 111
Srivla) Blon) e 00
H k>0
J

2V N\ 2u 2
;@ (%)/ ( - 2—")1/4 (o + A1)
V2 h h

2 [2<u+ V2I) 2~ ﬁn] ’
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S = %\/% %)MZCOS k) (afly + (agl)')
+12 (%) " Z (1 4 ‘2’—“) o (6 4 1/2)) s + (o)
e (L) " > (1-2) " os (4G 1/2))(Bur + (31,)
41 %(%)”4;0(1+j—;)_1/4zsm(k<g+1/2>>(ak_—(a}z y (112)
- %(%)/Z(l—j—u)/< KG+1/2)(Be- — (81)
$ Y23 2

>|
=

|
>
=

1 h ]
+ = + :
2 [2(u+ V2J) - 2(p—V27)
onde o = +1(—1) para sitios B; (Bs).

Através do uso das médias térmicas, Egs. (5.19) e (5.20), obtemos:

f h(1+v2/2)  h(1-V2/2)

(5a) = 20p+V2J)  2(p—+2J) ] ’ (5.113)
1 [h(1+v2/2)  h(1-+2/2)]

(S8) = 5 2+ VD) + 20— v2)) | (5.114)
IR +v2/22 (1 +v2/2)?]

Meeu = 2+ v T 20u— ) |’ (5.115)
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Figura 5.5: (a) Magnetizagdo da célula e (b) spin médio nos sitios A (— (O —) e By
(—O—) em funcao de h/J, para g = 0.05J and T = 0.05. .

onde (S4) = (S;a), (SB) = (SiB,) € Meey = (Sa) + 2(Sp). Observamos que as
Egs. (5.113) e (5.114) possuem muitas semelhacas com o resultado obtido para
a cadeia AB antiferromagnética, Eqgs. (4.32) e (4.33). Em particular note que o
acoplamento é modificado de J — 1/2.J, 0 campo magnético uniforme é modificado
por h — (14 v/2/2)h e o campo staggered é obtido através de b’ = h(1 — v/2/2)
e pelo acréscimo das constantes que garantem o limite correto de saturagao para o
modelo: (S4) ~ (Sg) ~ 1/2.

Com o uso dos resultados obtidos para o potencial quimico, podemos obter uma
série de aproximacgdes para a magnetizagio (M,e;) e para os spins médios ((S4),
(Sg)). Note primeiro que M = (S4) = (Sg) = 0, sempre que h = 0 e pu # V/2J.

Vamos em seguida calcular alguns desses limites.

(E)g=T=0,h< J.
Substituindo o resultado obtido para o potencial quimico, Eq. (5.62), nas Egs.
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Figura 5.6: (a) Magnetizacao da célula para ¢ = T = J em funcao de h/J, para
g =T = J. (b) Spin médio no sitio A, (S4) (— (O —) e spin médio no sitio B,

(Sp) (—O-) em funcdo de h/J, para g =T = J.

(5.113)-(5.115) para a magnetizagdo e spins locais, obtemos os seguintes resultados:

(Sa) = \[ Y220

(9+6v2%2  (2+v2)V9-6V2 N
( 1728 24 )W )+

(Sp) = \f 1+\f 2/2)(h/J)
(18 1—f/2)(9+6\f)3/2 (24 v2)V9 - 62

1728 12
Ve = (V212 25820
6(9+6v2)(3/2 — V2) L 32+ V2)V9 — 6/2)
1728v/2 6v/2

(5.116)

) (h/J)? +(5.117)

) (h/J)* + (5.118)
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Estes resultados demonstram a quebra espontanea de simetria do modelo para o
ponto g =T = h = 0, resultado este previsto pela dependéncia cubica do potencial
quimico na proximidade do ponto em questdao, Eq. (5.62). Esse fato ainda vai
ser confirmado pelo cdlculo das fungoes de correlagao. Observamos que resultados
similares foram obtidos para os valores locais de spin no limite ¢g =7 = h = 0 do
modelo esférico quantico antiferromagnético, na presenca de um campo magnético
staggered, conforme as Eqs. (4.119) e (4.120).
(F)g=T=0,h>J.

Substituindo o resultado para o potencial quimico, Eq. (5.66), nas Egs. (5.113)-

(5.115), obtemos os seguintes resultados:

1 J  41J?
1 J 173

(Sa) = ster et O(J*/h?) (5.120)
3 25J?

Meeu 2" 6 +O(J° /). (5.121)

Estes resultados demonstram a saturacao magnética do modelo neste regime. Este
comportamento é esperado pela dependéncia linear do potencial quimico neste regime,
Eq. (5.66).
(G) h>{J,9,T}.

Substituindo o resultado para o potencial quimico, Eq. (5.67) nas Egs. (5.113)-
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Figura 5.7: (a) Magnetizagao da célula em funcao de g/J para T'= h = 0.05J. (b)
Spin médio em um sitio A (Sg) (— (O —), spin médio em um sitio By » em funcao
de g/J (Sg), para T = h = 0.05.J.

(5.115) , obtemos os seguintes resultados para a magnetizagéo e spins locais:

1 J 417
1 J 177

(S4) = sten et O(J?/h?) (5.123)
3 25J2

Mo 5~ o + O(J?/h3). (5.124)

Notamos que obtivemos a mesma satura¢do magnética obtida no regime (F), resul-
tado esperado devido a igualdade entre as Egs. (5.66) e (5.67). Essa saturagao estd
demonstrada na Fig. 5.6.
(H) T > {J,g,h}.
Através do uso da Eq. (5.69) para o potencial quimico, obtemos os seguintes
resultados:
h h 3h

<SA> ~ ~r <SB> ~ = Mcell ~

T AT T (5.125)
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Estes resultados demonstram a validade da Lei de Curie para o modelo esférico
quantico. Lembrando ainda que a origem matemdtica deste resultado reside na
dependéncia linear do potencial quimico neste regime, Eq. (5.69).
(I) g > {J,T,h}.

Utilizando a Eq. (5.75) para o potencial quimico, obtemos os seguintes resultados

para a magnetizacao e valores médios de spin:

h 3h
(Sg) ~ —, Meey ~ — (5.126)

(Sa) ~ 4g 4g

1
4q’
De forma andloga ao regime (H), observamos que o modelo obedece a uma Lei de
Curie quantica, através da substitui¢do de 7" por g na Eq. (5.125). Esse comporta-
mento estd também ilustrado na Fig. 5.7.

(J) h< {J.g,T}.

Com o uso da Eq. (5.90) para o potencial quimico podemos obter as seguintes
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equacoes:

—1+\/§/2_1—\/§/2]h
_N0+\/§J po — V/2J
122 1—\/5/2] 3
o+ V22 (o — V2721
'1+\/§/2+1—\/§/2]h
_Mo+\/§J o — V2J

=[S =S

(5.127)

NG

N

(w0 +V20)2  (no — v2J)?

Mce = 3
. 2_#0+\/§J o — V2J

1 (+v2/2? (1-v2/2)? s
4| (o + v2J)? " (ko — \/§J)2] palt

1[(1+v2/2) L \/5/2)2] .

(5.129)

Neste regime de campo magnético baixo observamos uma dependéncia impar da
magnetizagao com o campo. Esse comportamento indica a presenga da simetria
neste regime, conforme demonstrado na Fig. 5.6. Ressaltamos ainda que o modelo
quebra a simetria apenas nas proximidades do ponto ¢ =7 = h = 0, Egs. (5.116)-
(5.118).

(K) T < {J,g,h}.

Com o auxilio da Eq. (5.102) para o potencial quimico podemos obter os seguintes
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resultados para a magnetizacao e spins locais:

(5 — V2 [(1+v2/2h  (1-v2/2)h
ATy _/110,T+\/§J ,Lbo,T—\/iJ
g [ (1L+V2/Dh (1= v2/2)h ] AT

(po,r + \/EJ)2 (o — \/EJ)Q

(5.130)

1 [a+v2/2h (1—=v2/2)h
W) = | Mo+ V2J i por — V2J ]

e~ =

[ a+vRRR | (- V2/2)h

Mce = 3
. 2 | Mo, + \/§J Mo, — \/Z]
1] (1+v2/22h  (1-v2/2)%h

2 + 2 :ul,TTa
2 | (po + V22 (pog —V2J)

1 [ (1+v2/2)%h L \/5/2)2}1

(5.132)

onde po.r, w1 estd definido na Eq. (5.102).
(L) g <{J, T, h}.
Substituindo o resultado para o potencial quimico, Eq. (5.110) nas Eqs. (5.113)-
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(5.115), obtemos as seguintes aproximacgoes para a magnetizagio e spins locais:

(S = V2 [L+v2/2h  (1-V2/2)h
YT _/'[’O,g+\/§=] fog — V2J
V[ a+ve/an  (1-v2/2)h
- T (0s VI T J)2] 1,99 (5.133)
_ [ +v2Rh (- V2/2)h
<SB> a 4 | :U/O,g"i_\/i] N ,U'O,_q_\/i]]
1] 0+v2/2r  (1-v2/2)h
- (ios + V3T + T J)2] g (5.134)
v 1 [ (1+v/2/2)%h L (1=v2/2%h
et 2 | Ho,g + \/§J Ho,g — \/EJ
11 +v2/22h  (1-v2/2)%h
- 5 oy + VEI? + (00 — V2 J)Ql H1,995 (5.135)

onde fig4 € f11 4 estd definido na Eq. (5.110).

Primeiro observamos que apesar da magnetizacao da célula (M) apresentar um
comportamento paramagnético quantico para quaisquer g e T finitos [observe a Fig.
(5.5)(a)], os spins médios nos sitios A e B podem ter orientagoes diferentes quando
o valor de p é modificado pela restri¢ao esférica Eq. (5.30), como demontrado na
Fig.(5.5)(b). Sendo assim, para certas regides do espago de parametros {g, T, h}, com
h finito, os spins médios na subrede A apontam em uma dire¢do oposta ao dos sitios
nas subredes B, desta forma permitindo um ferrimagnetismo de curto alcance
induzido pelo campo magnético [Fig. 5.5(b)] e um crescimento rapido de M, para
campos magnéticos baixos [Fig. (5.5)(a)]. Esta ordem de curto alcance, devida as
interacoes antiferromangnéticas e a topologia AB,, é aniquilada para valores grandes

de g, T ou h, e em seu lugar temos uma ordem paramagnética usual, conforme
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demonstrado nas Figs. 5.6 e 5.7. Desta forma, quando o campo magnético cresce o
spin médio (S,4) passa a crescer apés atingir o seu minimo, conforme demonstrado
na Fig. 5.5(b). Observamos que o valor para o qual (S4) muda de sinal é compativel
em magnitude com os valores onde o spin médio em uma subrede A troca de sinal
nos modelos de Ising, Heisenberg quantico e cldssico na cadeia ABy [24,26]. A
superficie que separa as regioes (Sa) > 0e (S4) < 0 ({(Sg) > 0 e h # 0 em ambos os
casos) é obtida através das Egs. (5.30) e (5.113) no caso especial em que (S4) =0,
ou seja, u = 2J:

T’ T 4T TAT) " 472 (2+/2)?
h? (1-+2/2)2 3

4J2 (2 —/2)2 4’

2A0<g 2\/__2‘] i)-l—BO(LU g>+ W2 (14 v2/2)
(5.136)

j4 que podemos reescrever a Eq. (5.113) como (Sa) = [(u—2J)h]/[2(u*—2J%)]. Uti-

lizando as Egs. (5.35)-(5.37) podemos obter os seguintes casos limites da Eq.(5.136):

2 (14+2V/2)T 3
ety =p 9=0 (5.137)

K <\/2\/§/(2 + \/5))
242

+1/4| /g/J+h*/(8J%)=3/4, T=0. (5.138)

Por outro lado, depois que o méximo em (Sg) é atingido, (S4) = (Sp) — 1/2 e
M. ey — 3/2 no limite de satura¢ido do modelo, (h/J) — oo, conforme demonstrado

na Fig. 5.5. Observamos ainda que um mdximo em (Sg) nao é incompativel com
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Figura 5.8: Diagramas de fase da superficie (S4) = 0 que delimita a mudanca de
sinal nos sitios A (para u = 2J) : (a) T/J em funcdo de h/J para g = 0.05J e (b)
g/J em funcao de h/J para T = 0.05.J.

o modelo esférico, ja que a restri¢ao esférica, Eq. (5.3), limita a soma de todos os
valores médios (S2 ). Desta forma, os valores médios locais de spin podem variar
continuamente e sem limites superiores ou inferiores; sendo assim, é possivel encon-
trar solugoes com (S%) > 1/4, desde que (S%4) < 1 de maneira tal que a equagio Eq.
(5.3) seja satisfeita.

Os diagramas de fase da Fig. (5.8) mostram que o comportamento em h = 0
é determinado pela existéncia ou nao de um zero em (S,4) com h finito, conforme
demonstrado na Fig. 5.5(b). No limite de desordem térmica (quéntica) intensa,
Fig. 5.8(a) [5.8(b)], o ferrimagnetismo de curto alcance induzido pelo campo, com
(S4) < 0 e (Sg) > 0, se torna instdvel. Sendo assim, o modelo apresenta um
comportamento paramagnético desordenado usual, com (S4) > 0, (Sg) > 0 e desa-

parecimento do zero em (S,4) para h finito.

Outro ponto importante é que as Egs. (5.113)-(5.115) apresentam pdlos apenas
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em p = —/2J e ;1 = /2J; o primeiro nio é fisico, pois permite a existéncia de uma
freqiiéncia imaginaria e o segundo acontece apenas quando g =1 = h = 0. Solucoes
nio triviais da Eq. (5.30) ocorrem somente para p > v/2.J. Isto indica que o modelo
esférico quantico na cadeia ABy a campo magnético nulo nao permite uma quebra
espontanea de simetria térmica (7" # 0) ou quantica (g # 0), de um estado para-
magnético para um ferrimagnético. Além disso, utilizando as Egs. (5.116)-(5.118)

no caso g = 1T = h = 0, os spins médios e a magnetizagdo assumem o0s seguintes

(Sa) = —\/g, (Sp) = \/%, Mean = (V2 - 1)\/? (5.139)

de tal forma que o spin médio de uma célula unitaria é menor que 1/2. Observamos

valores:

que o modelo de Hubbard na cadeia AB,, assim como o seu limite para forte acopla-
mento em banda semi-cheia, o modelo de Heisenberg quantico antiferromagnético na
cadeia ABs, apresentam estado fundamental a campo magnético nulo ferrimagnético

com spin médio de uma célula M., = 1/2, devido a um teorema de Lieb [24,25,47].
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5.3.1 Susceptibilidade

Derivando as Egs. (5.113)-(5.115) em relagao a h, podemos obter a susceptibili-
dade dos sitios nas subredes A (x4), Bi2 (xB) e da célula (xce):

1

1++/2/2 1-+/2/2 ]

MU W VD +1 (V) -1
_ V2h (ou L+v2/2 1=/ ] 5.140
8.2 <8h> wwan+1) @
V2| 1+V2)2 N 1—+2/2
TSI (W(an 1 (VR -1
b (ou 1++/2/2 1—+/2/2
877 <8h) /(20 + 1) (/(VB) - 1)2] oo
_ V2[a+vERR | (- v2)2y
YT W (VI + 1 (V) 1
h (o (1++2/2)? (1-+v2/2)?
4ﬁ(%)(wwwwqf+@mﬂn—m4' (5:142)

(A)g=h=0,T < J.
Substituindo a Eq. (5.42) para o potencial quimico nas Eqgs. (5.141)-(5.142) para

as susceptibilidades nos sitios A e B > e da célula, obtemos:

XA = —9(2;72\/5)(J/T2) 4 @(1@) te. (5.143)
v = 79(\/52‘ Y g1 - —3‘/5(\1/65 “ Dy 4 = V2AV2 f)ﬁ + . (5.144)
e = T2y V23 VRO (5.145)
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Figura 5.9: (a) Susceptibilidade da célula em fun¢ao de g/J, para T = h = 0.05.J
e para T = h = 0 no gréfico inscrito. (b) Susceptibilidade da célula em fungao de
T/J, para g = h = 0.05J e para g = h = 0 no gréafico inscrito.

Este regime estd ilustrado no grafico inscrito da Fig. 5.9(b). Observamos que um
resultado similar foi obtido para a susceptibilidade staggered no modelo esférico
quantico antiferromagnético na cadeia AB, no limite T < J, g = h = h' = 0,
conforme descrito pela Eq. (4.112).
B)g=h=0,T>J.

Através do uso da Eq. (5.46) para o potencial quimico podemos obter os seguintes

resultados:

Xa = 1/(4T)+V2J/(8T?) + J?*/(12T%) + ... (5.146)
xz = 1/(4T)— J/(8T?) + J?/(12T3) + ... (5.147)
Xeet = 3/(4T)+ (V2+2)J/(8T?) + J?/(4T3) +.... (5.148)

Observamos que o resultado obtido na Eq. (5.42) é a origem matemadtica do compor-

tamento do tipo Lei de Curie do modelo esférico cldssico neste regime. Ressaltamos
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ainda que este comportamento estd ilustrado no grafico inscrito da Fig. 5.9(b).
C)T=h=0,9g<J.
Subsituindo a Eq. (5.51) nas Eqgs. (5.141)-(5.142), obtemos os seguintes assintéticos:

X4~ —%(1—\/_/2)6)@[ (\/_J)/g} (5.149)
XB ~ \/?:1;1 xp[ (\/_J)/g] (5.150)
Xeell ™~ 3(\/5512_ D eXp[ (\/_J)/g} (5.151)

Observamos que este regime estd ilustrado no grafico inscrito da Fig. 5.9(a). Ressalta-
mos ainda que uma singularidade essencial na susceptibilidade staggered também foi
obtida no modelo esférico quantico na cadeia AB no limite T =h=h'=0, g < J,
conforme descrito pela Eq. (4.99). O sinal negativo em x4 é um indicativo de que
a ordem de longo alcance no ponto ¢ = T = h = (0 é ferrimagnética com (S4)
apontando em uma diregdo oposta a (Sg).
D)T=h=0,9g>J.

Com o uso da Eq. (5.57) para o potencial quimico e das Egs. (5.141)-(5.142),

obtemos os seguintes resultados para as susceptibildades locais e da célula:

xa = 1/(4g) — J/(4¢) +3J%/(4¢®) + ... (5.152)
xp = 1/(4g) —V2J/(8¢%) +3J%/(32¢°) + ... (5.153)
Xear = 3/(ag) - 2V

(J/g*) + 15J%/(16¢°) + ... (5.154)

Salientamos que um resultado semelhante foi obtido no regime (B), indicando que

o modelo obedece a um paramagnetismo quantico do tipo lei de Curie. Este regime
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estd ilustrado no gréfico inscrito da Fig. 5.9(a).
(E)g=T=0,h < J.
Utilizando a Eq. (5.62) e as Egs. (5.141)-(5.142), obtemos os resultados:

o= PP (12,/9+6f_(9+6¢§)\/9—6x/§> (1/h) + (1 + V2/2)/(8])

_ ﬂ (3(9 +6V2)*2 + (153 + 108v/2) \/sa—Tﬁ) (h/J?) + ... (5.155)

N (2—\/5)249+6\/§ (24_\/m> (1/h) + (1 +v/2)/(16J)

+ [\/5 —! /9 — 6v2(153 + 108v/2) — 9(2 — v2)(9 + 6v/2)%/2

6
_ ;Lgf 9—6\/§] (B)J?) + ... (5.156)

Xeell = 2 _12‘/§ <16 —1/18 — 12\@) (\/9 + 6\/§> (1/h) + (4 +3V2)/(16.J)
+ {\@3— ! [(153 + 108\/5) (\/9 - 6\/5) - 18] (2 = v/2)(9 + 6v/2)%?

- 1;6‘/5 9 —6v2 — (1/2)[90 + 63v/2]1/9 — 6v/2

6 — 32
2

9+ 6\/5} (h)J?) + ... (5.157)

Este resultado estd ilustrado no grafico inscrito da Fig. 5.10.
(F)g=T=0,h>J.
Substituindo o resultado, Eq. (5.66), nas Egs. (5.141)-(5.142), obtemos os

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



5.3 Magnetizacao e Susceptibilidade 146

seguintes resultados para as susceptibilidades locais e da célula:

xa = J/(3h*) +41J%/(9R°) + ... (5.158)
xg = —J/(6h*) +17J%/(9h*) + ... (5.159)
Xeell = 25J2/(3h3) (5160)

Este resultado esta ilustrado no gréfico inscrito da Fig. 5.10.

20 ‘ ‘
25@ T T

Figura 5.10: Susceptibildade da célula em fun¢do de h/J, para ¢ = T = 0.05J e
para g =T = 0 no grafico inscrito.

(G) h>{J,9,T}.
Substituindo a Eq. (5.67), nas Eqgs. (5.141)-(5.142), obtemos os resultados:

xa = J/(BR®) +41J%/(9h%) + ... (5.161)
xp = —J/(6h)+17J%/(9h%) + ... (5.162)
Xeell = 25J2/(3h3) (5163)
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Salientamos que 0 mesmo resultado foi obtido no regime (F) devido & forma idéntica
do potencial quimico neste regime, como estd ilustrado na Fig. 5.10.
(H) T"> {J,g,h}.

Com o uso da Eq. (5.69) para o potencial quimico e das Egs. (5.141)-(5.142) para

a susceptibilidade da célula, podemos obter os seguintes assintdticos:

xa~1/(4T), xB~1/(4T), Xceu ~ 3/(47T). (5.164)

Este comportamento do tipo Lei de Curie estd ilustrado na Fig. 5.9(b).
(D) 9> {J, T, h}.
Utilizando a Eq. (5.75) para o potencial quimico, podemos obter os seguintes

assintdticos:

xa~1/(49), xB~1/(49), Xceu ~ 3/(49). (5.165)

Esta Lei de Curie quantica estd ilustrada na Fig. 5.9(a).
J) h< {J,g9,T}.

Através da substitui¢ao da Eq. (5.90) para o potencial quimico nas Egs. (5.141)-
(5.142), obtemos as seguintes aproximagoes para a susceptibilidade da célula e para

as susceptibilidades locais:

1

Xa = 13 -

AT {po/(V2D)+1 o/ (V27) — 1

B 3\/§ (1—}—\/5/2) _ (1—\/5/2) Nh’Q
8T | (uo/ (V2T) + 1) (no/(V2T) —1)2] "

1+v2/2) (1-v2/2) ]
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V2

X» = g7

(1+v3/2) | (1—ﬁ/2>]

po/(V2J)+1  po/(vV2J) =1

) 3[ A+v2/2) |, (1-v2/2) ] 2
872 | (uo/(V2T) + 12 (uo/(v2T) — 1)2|

V2
Xecell = 47

(L+V2/2? | (1= V32

po/ (VED) +1 " o (V2T) =1
(L+v2/2? (1= VE2p

10/ (V2D + 17 (o (V2T) 1

3
4J?

)2] poh?, (5.166)

onde puy estd definido na Eq. (5.89). Ressaltamos que a presenca das flutuagoes
térmicas e[ou]| quanticas faz a susceptibilidade atingir um méximo finito, invés da
divergéncia obtida no regime (E). Este comportamento estd ilustrado na Fig. 5.10.
(K) T < {J,g,h}.

Utilizando a Eq. (5.102) para o potencial quimico, podemos obter os seguintes

resultados para as susceptibilidades locais e da célula:

_ 1
X4 = 17

1+v2/2) (1-v2/2)
por/(V2J) +1  por/(V2J) -1

V2 [ 1+v2/2) (1-v2/2) ] y }
8.J2 (MO,T/(\/ZI) +1)2 (,UO,T/(\/EJ) — 1y 0,T

J {2 _Orvep) (- V) ,
{8" 2 L“O,T/ V2N + 10 GafV2r) - 1| )

" [ Utvep) __ (—v3/3) ]h’ }T+
4.J2 (IU’O,T/(\/EJ) + 1)3 (,U’O,T/(\/ﬁj) _ 1)3 0,T ceey
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_ V2| VR (-2
e 8 |por/(V2I) +1  por/(V2J) —1

1! L+v2/2)  (1-v2/2) ]h}

8J2 | (por/(V2J) +1)2  (uor/(v/2J) —1)2 Ho,
_ )2 (1++v2/2) (1-/32/2) |
{8" 2 [(Mw/ V2D) + 17 V) - 1) M)
— \/i (1+\/§/2) (1_\/5/2) '
* l(MO’T/(\/éJ) 07 (uo/ (V2) - 1)3] hMO’T} THe

I RV R IO 70 N (Ve T

Xet = V4T [ ion/(V2I) + 1 por/(V2T) — 1
1 ! (1+v2/2)? (1= V2/2) ]h / }
472 | (por/ V2D + 12 (por/(V2T) —1)2] O

B { 1 [ L+v2/2  (1-v2/2)

A2 | (por/(V2T) + 1) (por/(V2J) —1)?
Va [ (1+v2/2) (1—-+2/2)°
4 l(uo,T/(ﬂn 17 (o (VD) 1)?’] h“”} e

(1+ hN;,T)

onde ,u;),T = 0(po,r)/Oh e N’1,T = O0(p1,7)/0(h). Observamos ainda que a presenca do
campo magnético e[ou] da flutuagdo quantica faz com que a susceptibilidade atinja
um maximo finito, ao invés da divergéncia obtida no regime (A). Este comporta-
mento estd ilustrado na Fig. 5.9(b).
(L) g < {J,T,h}.

Utilizando as Eqgs. (5.141)-(5.142) combinadas com a Eq. (5.110), obtemos as
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seguintes aproximagoes para as susceptibilidades locais e da célula:

1
XA:{—J

1+v2/2) (1-+2/2)
Ho g/(\/_J) +1 NO,g/(\/iJ) -1

V2 l (1+v2/2)  (1-v2/2) ]hu’ }
87 | (too/(V2I)+1)2  (mog/(V2J) —1)2| %7
1+v2/2) (1-v2/2) ,
{ [ (Ho,9/( (V2J)+1)2 (,uo,g/(\/i]) —1)2 1+ hul,g)
_ (L+v2/2)  (1-v2/2) ,
4J? [(No,g/(\/_J)+1) (No,g/(\/i])—l)3] h,uo,g}g—i—...,

_ Ve a+v2/?) N (1-+2/2)

T ST [reg/ (VAN 1 a0,/ (VD) 1

1 [ L+v2/2)  (1-v2/Y) ]hu, }
8 | (tog/(V2J) +1)°  (pog/(vV2]) —1)*] 77

(1+ huy )

B {1[ +v2/2)  (1-v2/2)
8J% | (p0,g/(V2J) +1)?  (0g/(V2J) = 1)?

~ \/il 0+v2/2) . (1-v2/2) ]hug}ﬁ...,

82 | (pog/(V2T) +1)*  (po,/(V2J]) = 1)?
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_ VR 4+ v2/2)? N (1—+2/2)?
Xeel 1T o/ (VI +1 pog/(vV2T) — 1
1 (14 v2/2)? N (1-+2/2)? .
A | (og/(V2D) + 12 (o) (V2I) —1)2| 10

{1 [ L+v2/22 (1= V)2 (14 b )

A7 | (pog/ (VRN + 12 (og/(V2I) = 172
V2 (1++/2/2)? (1—+/2/2)? '
o Ar [(“0,9/(\/§J) +1)3 * (Mo,g/(\/iJ) _ 1)3] hﬂo,g} g+...,(5.168)

onde 1, = 9(po,9)/0h € iy 4 = 3(p11,4)/(R).

Observamos na Eq. (5.151) a presenga de uma divergéncia nao-analitica em y. ey
devido as flutuagoes quanticas quando g/J — 0 com T'= h = 0 [ veja o grafico in-
scrito na Fig. 5.9(a)]. Neste caso a presenca de flutuagdes térmicas e/ou do campo
magnético faz com que Y.y atinja um méaximo finito, conforme demonstrado na Eq.
(5.168) e na Fig. 5.9(a). Um méximo finito parecido em Xy é induzido pela presenca
de flutuacoes térmicas e/ou quéanticas no regime descrito pela Eq. (5.157), conforme
resultado obtido na Eq. (5.166) e demonstrado na Fig. 5.10. De maneira andloga,
um maximo finito em Xy é induzido pela presenga de flutuagoes quanticas e/ou do
campo magnético no regime descrito pela Eq. (5.145), conforme resultado obtido na
Eq. (5.167) e demonstrado na Fig. 5.9(b). Esta andlise confirma que a presenca do
campo magnético, flutuacoes quanticas e térmicas destroem a ordem ferrimagnética
de longo alcance, e em seu lugar aparece uma ordem ferrimagnética de curto alcance,
caracterizada por valores grandes, mas finitos, de ey € por um crecimento rapido de

M. para campos magnéticos baixos, conforme descrito pela Eq. (5.166) e demon-
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strando no gréfico inscrito na Fig. (5.5)(a). Ressaltamos que a lei de poténcia T2,
na susceptibilidade, quando T'/J — 0 para g = h = 0, descrita pela Eq. (5.167);
também se faz presente nos modelos esféricos classicos [1,13] e quanticos [17] na
cadeia linear, modelo de Heisenberg ferromagnético cldssico [48] e quantico [49] na
cadeia linear, assim como nos modelos Heisenberg anti-ferromagnéticos quantico e
cldssico [25,26] na cadeia ABs.

Por outro lado, o comportamento paramagnético usual é obtido pelo regime de-
scrito nas Egs. (5.163)-(5.165), onde a tipica Lei de Curie é obtida tanto con-

siderando as flutuacoes térmicas quanto quanticas.

5.4 Funcoes de Correlagao

Usando as Egs. (5.19),(5.20) e (5.111), podemos obter o cumulante entre spins

nos sitios A e nas células 7 e j:

(SiaSja) — (Sia)(Sja) =

1 g 1 g (5.169)
Z th | =

coth B&uk,_} } cos [2k(j — i),

que, através do uso da Eq. (5.23), pode ser reescrita como:

™

B s [2(j — 1)) —L— coth Bﬁw(ﬁ)]. (5.170)

(SiaSja) — (Sia)(Sja) :/ o 2w(0)

-7
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Sendo assim, com o uso das Egs. (5.28) e (5.29), podemos reescrever a equagao

aclma como

1+ 6 2 2v2J g
(SiaSja) — (Sia)(Sja) = ]AQ(J i) (?’T%_T : (5.171)

Através de argumentos parecidos, podemos obter o cumulante entre spins nos
sitios B do mesmo tipo, ou seja, entre um no sitio B; » da célula 7, e outro no sitio

B, , da célula j,

de 1
(SimoSjm) — (Sim ) Sy = [ 57 cosl2(i = 6l s corh |00
0ij g
+ 72—% coth [—Bw0:|
1+(5” 2p 2v/2J 9
AQ (j—1) ’
4 T’ T 4T

)y 2 g
B
5 0(T 4T>
(5.172)

Da mesma forma, o cumulante entre spins no sitio By da célula ¢, e no sitio B, da

célula j,

(SimSym) — (Sim)(Sm) = 5 [ 5 cos[2(i — ol

— %i coth [5&00]

220)0

5.173
_ 1405, (20 2V2] g (5:173)
T g WO\ 7T ooar
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e também para spins nos sitios A da célula i, e sitio B; o da célula j:

(SuaSsms) = (Sin)Sim) = 57 [ 50 cos (20— ) + 10} s ot [ 50)|
V2 (2u 2v2J g)
= 2(j—1)+1 ?, .

4 T 4T
(5.174)
0.3 :
02 e 1
0.125 Vo onsmewn 'k .
tf\g’%‘ 25 50 75 100
Gﬁﬂ 444a AMh/Z_LMAA PO
o8 JENSc==Rasxacy
0 0.5 1.5 2

h/J

Figura 5.11: Cumulante entre spins B; e By na mesma célula (— e —) e entre
spins em células primeiro-vizinhas [sitios A (— A —), Bis (— (O —), e A com By
(=O0-)]): (a) em fungdo de g/J, para T = 0.05J e h = 0.05J; (b) em funcdo de
h/J, para g = 0.05J e T = 0.05J. Os graficos inscritos demonstram a convergéncia
para limites paramagnéticos dos cumulantes multiplicados por (a): (g/J)? (os trés
primeiros cumulantes) e (g/J)?(tiltimo cumulante); e (b): (h/J)%? (os trés primeiros
cumulantes) e (h/.J)7/? (iltimo cumulante).

Note que as fungoes de correlagao entre spins se comportam de uma maneira que
confirma a ordem ferrimagnética de curto alcance induzida pelo campo magnético,
que ja foi demonstrada pela andlise da magnetizaccao e susceptibilidade. Conforme

demonstrado na Fig. 5.11 para spins em células primeiro-vizinhas, sitios A e B,
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possuem um cumulante negativo que se anula para g > {J,T,h} [Fig. (5.11(a)] e
h> {J,g,T} [Fig. (5.11)(b)]. No ultimo caso, os spins tendem a saturar-se como,
por exemplo, (S;45;4) = (Sia){S;a) = (1/2)?, e de maneira similar para as outras
correlagoes no limite paramagnético de campo alto, conforme demonstrado na Fig.
(5.13)(b). De maneira similar obtemos a mesma saturacio para valores grandes
de g ou T, ja que a correlacao se anula como funcao de g e 7' uma vez que, por
exemplo, (S;4) ~ 1/T [(S;a) ~ 1/g] para T > {J,g,h} [g > {J, T, h}], conforme
demonstrado na Fig. 5.13(a).

Estes limites podem ser obtidos analiticamente através do uso dos assintéticos das
Egs. (5.33) e (5.34) nas Eqgs. (5.171)-(5.174). Utilizando um calculo semelhante ao
realizado na derivagdo das Egs. (4.59), (4.67), (4.72), (4.75) e (4.78), obtemos para
g>{J,T,h} or T > {J,g,h}:

A~ { (=D)™[(2 — 8u0)/4(V2T/49)"[(2n = )1/ (2n)], g > {J, T, h},
(=1)"[(2 = 0n0) /A|(V2J/AT)", T > {J,g,h},
By~ Ay — Ay, g>{J,T,h} or T > {J,g,h},
(5.175)

desta forma revelando o decaimento com a distancia do cumulante na forma de lei
de poténcia, para valores altos de g e T. Em particular, conforme demonstrado no
grafico inscrito na Fig. 5.11(a), através do uso da Eq. (5.175) nas Egs. (5.171)-
(5.174), o limite assintético para g > {J, T, h} do cumulante entre spins B; e By na

mesma célula vale:

(SiB,SiBy) — (Sig, ){(Sip,) = (Ag — By)/2 ~ (3.J%)/(256¢%), (5.176)
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enquanto os cumulantes entre spins em células primeiro-vizinhas valem

<SiAS(i+1)A> — (Sia) <S(i—|—1)A> = Ay/2~ (3‘]2/25692)a (5.177)
(SiB12Si+1)Bro) — (SiBio)(Str1)Br) = (A2/4) ~ (3J°)/(512¢%), (5.178)

(SiaS(i1)B1a) — (Sia)(S(ir1)pr,) = (V2/4) Az ~ (=5J°%)/(2048¢°). (5.179)

Estes limites sdo confirmados pela andlise nimerica demonstrada no grafico inscrito
da Fig. 5.11(a).
Por outro lado, para h > {J, T, h} temos

(=1)"[(2 = 6n0)/2)(T/0)(V2J/2h)", g=0, h>{Jg,T},
An ~ § (=1)"[(2 = bn0)/41(v/29R/B) (V2] /2R)"[(2n — 1)1/ (20)1], g # O,
h>{J,9,T},

BONAO_AQa h>>{JagaT}a
(5.180)

que implica

(Sig,Sin,) — (SiB){(Sig,) = (Ao — Bo)/2~ (5.181)
(3v/2ghJ?)/(64R%),

(SiaSuina) — (Sia)(Sasnya) = Ag/2 ~ (33/2ghJ?/64h%),  (5.182)

(SiB,S(i+1)B.) — (SiB12)(Si+1)Br.) = (A2/4) ~ 3\/27J2 (128h3%)(5.183)
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(SiaSist1yBr) — (Sia)(Sitn)pr, = (V2/4) A3z ~ (=5+/2ghJ?)/(256R*),  (5.184)

conforme ilustrado no grafico inscrito na Fig. 5.11(b) através de uma anélise
numérica bem mais lenta.

No modelo esférico quantico encontramos decaimentos similares nas razoes (J/g),
Eq. (4.60); (J/T), Eq. (4.68); (J/h), Eqgs. (4.73) e (4.76); e na razao (J/h'), Egs.

(4.79) e (4.80).  Para andlise do ponto critico g = T = h = 0, usamos os limites

Spin-Spin Correlation

distance

Figura 5.12: Valor absoluto dos cumulantes entre spins nos sitios A (— A —), sitios
By s (—(O—), sitios By e By (—e—); e sitios A e By o (—[—) em fung¢do da distancia
(em unidades de d); para g = 0.05J, T = 0.05.J e h = 0.05J. As linhas retas indicam
o decaimento exponencial.

especificos da Eq. (5.33). No caso em que g = 0,

Ay = 2(—1) A | = ) (5.185)
n \/§J 2J2 I
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para T — 0, seguindo os mesmos passos que levaram as Eqs. (5.36) e (4.92), obtemos

n

21+ a7)/(2v29) = (@t a8 -1
N

A, = 2(-1)71@ /Ooo da

(5.186)
O ponto g = T = h = 0 pode ser acessado usando tanto a Eq. (5.185) como a

Eq. (5.186), apesar da necessidade de andlise de ponto de sela na integral presente

3

2(=1)", e todas as correlagdes

no ultimo caso. Em ambos os casos, obtemos A, =

passam a independer da distancia, assumindo valores consistentes com a restri¢ao

esférica, Eq. (5.22),

3v2

3
<SiASjA> = §7 <SiB1,2SjBl,2> = Ea <SiASjB1,2> = _T. (5187)
Salientamos ainda a coeréncia entre as Eqgs. (5.139) e (5.187):
(Sia)® = (SiaS;a), (5.188)
<'51Z.B1,2>2 = <SiBl,QSjBl,2J > (5189)
<S’t )(SjBl,2> = <SiASjB1,2>a (5190)

que caracteriza a quebra espontanea de simetria [41].

E relevante notar que a soma de todas as funcgoes de correlacao nao é pro-
porcional a susceptibilidade da célula Eq. (5.142). Esta caracteristica também
estd presente no modelo esférico médio classico [29]. No caso quéntico, entre-
tanto, o motivo desta discrepancia reside no fato que devemos obter a magne-
tizacdo através de uma média térmica e em seguida derivéa-la com respeito ao campo

magnético para obter a susceptibilidade; a ordem destas operagoes nao pode ser al-
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0 2 4 6 8 10

Figura 5.13: Correlacdo entre spins B; e By na mesma célula (—e—) e entre spins em
células primeiro-vizinhas [ sitios A (=A), B2 (—(O —), e A com By, (—0-)]: (a)
em fungao de g/J, paraT = h = 0.05J; (b) em funcao de h/J, para g =T = 0.05.J.

terada, pois [P?

o

de=PH |Oh # —Be~PHOH Oh.

S;g] = —20;j0a,8Pie no Hamiltoniano, Eq. (5.1), e isto implica que

5.4.1 Comprimento de Correlagao

Em todos os casos, excluindo a situacao onde ¢ = 17" = h = 0, as funcoes de
correlacao decaem exponencialmente com a distancia, conforme esperado para um
sistema sem transicdo de fase quantica (g # 0) ou térmica (T" # 0) [veja Fig. (5.12)].
De fato, isto pode ser garantido demonstrando a presenca de um comprimento de

correlagao no sistema. Escrevendo A, = [(2T(—1)")/(v/4u? — 8J2)] exp (—n/£),
identificamos, a partir da Eq. (5.33) com s =0 e n > 1:

£=— . (5.191)
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Figura 5.14: (a) Comprimento de correlagdo em fungéo de g/J para T = h = 0.05.J

e para T = h = 0 no gréfico inscrito. (b) Comprimento de correlagdo em funcio de
T/J para g = h = 0.05J e para g = h = 0 no gréfico inscrito.

A férmula acima também pode ser obtida para o caso T' — 0, a partir de uma anélise

cuidadosa de ponto de sela da Eq. (5.186).

A partir dos resultados obtidos para o potencial quimico, podemos obter varias

aproximagoes para o comprimento de correlagao.

(A g=h=0,T < J.

Combinando a Eq. (5.42) para o potencial quimico com a Eq. (5.191), obtemos:

E="r G gty T 9=h=0T<] (5.192)

Obervamos que um comportamento similar foi obtido para o comprimento de cor-
relacdo do modelo esférico quantico antiferromagnético na cadeia AB no limite

g=nh=~h =0,T < J, conforme descrito na Eq. (4.100). Este regime esta
ilustrado no gréfico inscrito da Fig. 5.14(b).

B)g=h=0,T > J.
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Através do uso da Eq. (5.46), podemos obter o seguinte assintético para o com-

primento de correlagao:

1
~— =h=0,T>J. 5.193
Este regime estd ilustrado no gréfico inscrito da Fig. 5.14(b).
C)T=h=0,9g<J.
Substituindo a Eq. (5.51) para o potencial quimico na Eq. (5.191), obtemos o

seguinte resultado para o comprimento de correlagao:

§~%gpr% cﬁﬂyﬁ, T=h=0,g9<.J (5.194)

Observamos que uma singularidade essencial também foi obtida para o comprimento
de correlacao do modelo antiferromagnético quantico na cadeia AB, conforme o re-
sultado obtido na Eq. (4.113). Este regime est4 ilustrado no grafico inscrito da Fig.
5.14(a).
D)T=h=0,9g>J.

Utilizando a Eq. (5.57) e o comprimento de correlacdao, obtemos o seguinte
assintético:

1

~—— T=h=0,g>J 5.195

Este comportamento estd ilustrado no grafico inscrito da Fig. 5.14(a).
(E)yg=T=0,h < J.

Substituindo a Eq. (5.62) para o potencial quimico no comprimento de correlagao,
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Figura 5.15: Comprimento de correlagdo em funcdo de h/J, para g =T = 0.05J] e
para g =T = 0 no grafico inscrito.

obtemos:

h
522\/9+6\/§\/%+2\/9+6\/§\/;+..., g=T=0h<J  (5.196)

Este comportamento estd descrito no gréafico inscrito da Fig. 5.15.
(F)g=T=0,h>J.
Com o uso da Eq. (5.66) para o potencial quimico podemos obter o seguinte

assintético para o comprimento de correlacao:

1

Este comportamento estd descrito no grafico inscrito da Fig. 5.15.
(G) h>{J,9,T}.
Substituindo a Eq. (5.67) na Eq. (5.191), obtemos o seguinte resultado para o
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comprimento de correlacao:

1

resultado assintoticamente idéntico ao do regime (F), como esperado. Este regime
estd ilustrado na Fig. 5.15.
(H) T"> {J,g,h}.

Combinando a Eq. (5.69) para o potencial quimico com a Eq. (5.191), obtemos

o seguinte resultado para o comprimento de correlagao:

1
~———— T J,g,h 5.199
de acordo com a Eq. (5.194). Este regime estd ilustrado na Fig. 5.14(b).
(D) g > {J, T, h}.
Substituindo a Eq. (5.75) para o potencial quimico no comprimento de correlagao,

Eq. (5.191), obtemos o seguinte assintdtico:

1

Y nGel)

9> {J,T,h}, (5.200)

de acordo com a Eq. (5.195). Este comportamento estd ilustrado na Fig. 5.14(a).
(J) h<{J,9, T}
Com o uso da Eq. (5.90) para o potencial quimico e da Eq. (5.191) para o
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comprimento de correlagdo, obtemos:

1
In [0/ (V2) = 1/ @T) = 1]
Hotbo

Vi =27 (o — /i~ 277) n [o/ (V2T) — /1@ — 1]

~J

h2

h<{J,g,T}.
(5.201)

Observamos que a presenca das flutuagdes térmicas eou] quéanticas faz o compri-
mento de correlagao atingir um maximo finito, ao invés da divergéncia obtida no
regime (E). Este regime estd ilustrado na Fig. 5.15.
(K) T <« {J,g,h}.

Substituindo a Eq. (5.102) no comprimento de correlagao, Eq. (5.191), obtemos

o seguinte resultado:

1
In o/ (V27) — /1] 27%) 1|
Mot

2 (i~ 2 In [o/ (V2T) — 2T ]

T <{J g,h}.

~y

T,

(5.202)

Ressaltamos que a presenca das flutuacoes térmicas e[ou] campo magnético faz com
que o comprimento de correlacdo atinja um méaximo finito, indo em uma direcao
oposta ao resultado obtido no regime (A). Este regime est4 ilustrado na Fig. 5.14(b).

(L) g < {J,T,h}.
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Combinando a Eq. (5.110) para o potencial quimico com o comprimento de

correlacao, Eq. (5.191), obtemos o seguinte resultado:

1
In [0/ (v27) = /i3] 275 — 1]
Mok

V2 (po— Vil 277) [/ (V2) — Vi@ 1]

~J

g < {J,T,h}.
(5.203)

Este limite estd ilustrado na Fig. 5.14(b).

Observamos na Eq. (5.194) a presenga de uma divergéncia nao-analitica em &
devido as flutuagbes quanticas quando g/J — 0, com 7" = h = 0 [veja o gréfico
inscrito na Fig. 5.14(a)]. Neste caso a presenca de flutuacoes térmicas e/ou do campo
magnético faz com que £ assuma um maximo finito, conforme demonstrado na Eq.
(5.203) e na Fig. 5.14(a). Um maximo finito parecido ocorre em & devido & presenca
de flutuagoes térmicas e/ou quéanticas no regime descrito pela Eq. (5.196), conforme
resultado obtido na Eq. (5.201) e demonstrado na Fig. 5.15. De maneira similar,
um maximo finito em £ é devido a presenca de flutuagoes quénticas e/ou campo
magnético no regime descrito pela Eq. (5.192), de acordo com o resultado obtido
na Eq. (5.202) e ilustrado na Fig. 5.14(b). Ressaltamos que esta andlise reforca os
resultados obtidos com a andlise da susceptibilidade da célula. Note em particular
a coeréncia entre as Eqgs. (5.192),(5.194), (5.196) e as Egs. (5.145),(5.151),(5.157),

onde a relagio xeen ~ &2 é observada em todos esses casos [13].
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5.5 Entropia e Calor Especifico

A entropia do sistema pode ser calculada a partir da Eq. (5.21) como segue:

— oF _ Bwk,m - . B
9= o T L {exp Gan) =1 (L~ exp Bwk,mD} . (5.204)

A partir da equacao acima podemos prontamente obter o calor especifico,

or Py (exp (Bwi,m) — 1)? Wem OT

2
C = Ta_S — Z (Bwi,m)” exp (Bwk,m) (1 __9 Ta_“> , (5.205)

conforme ilustrado na Fig. 5.16. Note que ambas expressoes sao formalmente
idénticas as de uma sistema de bodsons livres, exceto pela presenca do termo com
uma dependéncia explicita em g na Eq. (5.205) caracteristico do modelo esférico,
conforme as Eqgs. (2.79) e (3.122). De fato, o termo que apresenta a derivada ou/0T

estd presente no modelo esférico classico [1].

d
].2*( )
Z0.8 ,
A
p & 0.
i Q’f | P Sogt N A
04 @@@@ 027(1()1? 0.6k §$$$$‘N7 |
0.1t 0.5 ‘ ‘
v | | | | Cg oSy T 1

02 04 06 08 0 07 085 03
T/] /]

Figura 5.16: (a) Entropia e (b) calor especifico em funcéo de T', para g = 0.1J e
h = 0 (gréfico inscrito: g = h = 0).
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Note que para g # 0, o conhecido problema do modelo esférico em baixas tem-
peraturas (C finito e S divergente) [1] ndo aparece nas Eqs. (5.204) e (5.205).
Entretanto, considerando o limite g — 0, o problema aparece na Eq. (5.204) [veja

grafico inscrito na Fig. 5.16(b)] como:

1 21+ Jom
S~ Sy + P~ L3 G i) |

2 £ 2v/2J
1| N 7 p N - p
= Suw+SEE _ Z o | — — /o —1 )+ N,N>1,
div F Ddiv 2[3“(\/11 2. >+3n\/§J+ >
(5.206)

com S, = (N/2)In(T/g) e SEX = (N/2)In[T/(2+/2J)]. Observamos que o termo
Saiv 120 estd presente no modelo esférico classico, conforme Eq. (2.78). Realizando
o limite T — 0 através da trajetéria g = T, o termo extra (Sg,) desaparece e o

resultado cléssico [1], Eq. (2.79), é recuperado:

N dz
BK _ 9 0Zs 9
C 0} [1+4K —dK}’ (5.207)

com K = J/8T and z, = u/J.  Utilizando os resultados para o potencial quimico,
podemos obter aproximacoes para o calor especifico, como segue.
(A)g=h=0,T< J.

Através do uso da Eq. (5.42) para o potencial quimico e da Eq. (5.207), obtemos

o seguinte resultado:

CTBK =1/2- 29£(T/J) — g—i(T/J)Z—i— 88—\?(T/J)3+..., g=h=0,T< J.
(5.208)
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Este é o comportamento de baixas temperaturas do modelo esférico classico na
cadeia AB,, incluindo a correcao apropriada, conforme resultado obtido na Eq.
(5.207).
B)g=h=0,T>J.

Subsituindo a Eq. (5.46) para o potencial quimico na Eq. (5.207), obtemos o
resultado:

CBK 1
N 12

1
(J/T)* + %(J/T)‘* +..., g=h=0,T>J (5.209)

Este é o regime de altas temperaturas do modelo esférico classico na cadeia AB,,
incluindo a corre¢ao apropriada, conforme resultado obtido na Eq. (5.207).
(H) T > {J,g,h}.

Considerando o limite (7'/J) — oo, obtemos a partir da Eq. (5.69), os seguintes

resultados:
S 1 T
— ~—In|— 1 21
N~ g <4g) +1, (5.210)
C 1
— o~ —. 5.211
N~ 3 ( )

Ressaltamos que os graus de liberdade associados com o momento canonico con-
jugado as varidveis de spin (P2) ndo contribuem para o calor especifico em altas
temperaturas, devido ao termo extra com dependéncia explicita com g presente na
Eq. (5.205). Lembramos ainda que um resultado anilogo foi obtido para a cadeia
AB, Eqgs. (4.143) e (4.143).

(K) T < {J,g,h}.
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Para (T'/J) — 0, considere os termos dominantes das Eqgs. (5.204) e (5.205):

S

N > BugmePem (5.212)
k,m

c B

N = D " (Bwpgm) e e, (5.213)
k,m

Considerando o limite do continuo, obtemos as seguintes expressoes para a entropia

e para o calor especifico:

2 [T 1

% = 5/ —;iiﬂww)eﬂ“(e)-i-—ﬂwoeﬁwo (5.214)
2 ™

¥ = 3] 5 (BuOPe O+ S(sue (5215)

onde os modos dispersivos estao representados por w(f) = \/ 2g(p + v/2J cos (0) e
o modo localizado por wy = +/2gu. Como S — oo, podemos considerar o ponto
de sela na integral das equacoes acima para f = 7. Sendo assim, podemos utilizar
que Bw(f) = (1+ (,u()\f\J[J) (9—%)2) e Buwy = &, onde 05 = \/2g(po — V2J)
e 0, = \/2guy. Desta forma, podemos obter o resultado desejado realizando uma

integral gaussiana em 6:

S 1 B4 04

N ~ 3 ) exp ( > + 3D (T) exp <—7>, (5.216)
T < {J,g,h},

C 1/(6, 2_(64\"° 04

N~ 3 ) exp ( ) §D (T) exp ( —7 |, (5.217)
T <{J,g,h}
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onde py = p (9,7 =0,h) e D = \/471' (,uo/(ﬂJ) —1). A dependéncia exponencial
é devido ao modo localizado; o segundo termo em S e C nas Egs. (5.217) e Eq.
(5.218) estd relacionado com o minimo nao nulo para os modos dispersivos, conforme
demonstrado na Fig. 5.2. No segundo termo da Eq. (5.218) a dependéncia constante
em k no limite de k£ — 0 das freqiiéncias dos modos dispersivos, Eq. (5.17), leva a
uma dependéncia exponencial acompanhada de um fator 1/7? (similar ao modelo de
Einstein); por outro lado, o termo em k? gera um fator 7°° tipico de onda de spin,
desta forma justificando a dependéncia global em 1/7"5. Um resultado similar foi

obtido para o caso do modelo esférico quantico em redes hipercibicas, Eqgs. (3.130)

e (3.132).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese, utilizamos o modelo esférico quantico para estudar o efeito das flu-
tuagoes quanticas no comportamento termodinamico da rede hipercubica d-dimensional
e das cadeias AB e AB, antiferromagnéticas.

No caso da rede hiperciibica, mostramos que o modelo apresenta transicao de fase
térmica (7" # 0) a partir de trés dimensoes e quantica a partir de duas dimensdes e,
para o caso classico, transicao de fase a temperatura finita a partir de trés dimensoes.
Através de calculos detalhados de observaveis como magnetizacao e susceptibili-
dade obtivemos os expoentes criticos do modelo esférico quantico ferromagnético
em redes hipercibicas. Esses expoentes criticos sao os mesmos do modelo esférico
quantico antiferromagnético, j4 que o caso antiferromagnético equivale ao caso fer-
romagnético pela substituicao do campo magnético uniforme pelo campo magnético
staggered, pela introducdo do sinal Néel na magnetizacao e fungoes de correlacao
e pela mudanga de sinal na constante de acoplamento ferromagnética, J — —.J.
Esse resultado justifica o fato de termos obtido os mesmos expoentes criticos de

Vojta [17]. No caso especifico das funcoes de correlagao, verificamos que os com-
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portamentos na proximidade da regido critica a temperatura finita e para o estado
fundamental quéantico se equivalem através da transformagao (7'/J) — 1/g/J e da
dimensao efetiva d — d+ z, onde z é 0 expoente dinamico do modelo. Este expoente
pode ser também obtido através da andlise do comportamento das freqiiéncias do
modelo para £ — 0, corroborando o resultado obtido através do calculo das fungoes
de correlacao, ou seja, z = 1.

Verificamos também que a discrepancia do modelo esférico é corrigida em baixas
temperaturas através do cdlculo da entropia e do calor especifico neste regime. A de-
pendéncia em baixas temperaturas revela a presenca de um “gap” finito no espectro
do modelo para qualquer ¢ diferente de zero, fato este confirmado pelo decaimento
exponencial com a distancia das fung¢oes de correlagio para valores de {g,T, h} dis-
tantes da regiao critica.

Na cadeia AB, obtivemos que o modelo esférico quantico sé apresenta quebra
espontanea de simetria nas auséncias de flutuagoes térmicas e quanticas e do campo
magnético uniforme e limite nulo do campo magnético staggered. Verificamos ainda
que na auséncia de campo staggered, o modelo nao apresenta transicao de fase no
ponto g =T = h = h' = 0, apesar de obtermos divergéncias na susceptibilidade e
comprimento de correlacdo. Neste caso obtemos que as fungoes de correlacao se tor-
nam independentes da distancia e assumem valores consistentes com uma, possivel
ordem antiferromagnética de longo alcance. Esta ordem, contudo, nao existe neste
caso, pois somente a presenca do campo staggered pode quebrar a degenerecéncia en-
tre os possiveis estados antiferromagnéticos da cadeia AB. Lembramos que a cadeia
Heisenberg AB antiferromagnética também nao apresenta quebra espontanea de
simetria no estado fundamental quantico (T = 0).

Os valores locais de spin na cadeia AB podem apresentar um comportamento an-
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tiferromagnético de curto alcance na presenca de campo magnético staggered e para
flutuacoes quanticas e térmicas pouco intensas e valores baixos do campo magnético
uniforme quando comparado com o campo magnético staggered. Essa ordem de curto
alcance é destruida para valores altos do campo magnético uniforme e aumento das
flutuacoes térmicas e/ou quanticas.

No modelo esférico classico na cadeia AB, a conhecida discrepancia do modelo
esférico classico em relagao a terceira lei da termodinamica também se faz presente.
A presenca de flutuagoes quanticas no modelo (g # 0) corrige esta falha. Além
disso um calculo mais detalhado da entropia e do calor especifico revela que a ter-
modinamica de baixas temperaturas do modelo esférico quantico na cadeia AB pode
ser comparada com aquela da cadeia Heisenberg X X 7. Como na cadeia XX Z, o
calor especifico da cadeia AB demonstra que o modelo apresenta um “gap” no es-
pectro. J& a termodinamica de altas temperaturas do modelo esférico quantico se
assemelha a de um oscilador harmonico quantico, cuja freqiiéncia depende da tem-
peratura e do parametro quantico g.

O modelo esférico quantico na cadeia AB; apresenta uma quebra espontanea
de simetria com ordenamento ferrimagnético de longo alcance para o tinico ponto
critico g = T = h = 0. As fungbes de correlagdo para ¢ = T = h = 0 indepen-
dem da distancia e assumem valores finitos consistentes com a restricao esférica e
com a ordem ferrimagnética. Podemos nos aproximar do ponto critico de diversas
maneiras: para T = h =0e (g/J) — 0 a susceptibilidade x.e; (e comprimento de
correlacdo) exibem uma singularidade essencial, i.e., In Xy ~ 1/,/9, enquanto para
g=T=0¢e (h/J) > 0ouparag=h=0e (T/J) — 0 temos que Xceny ~ 1/h e
Xeett ~ 1/T?, respectivamente. Em qualquer caminho escolhido a relagao x ey ~ &2

¢ mantida. Por outro lado, para quaisquer g, 7" ou A finitos, temos que as flutuagoes
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térmicas e quanticas destroem a ordem de longo alcance no modelo. Neste regime,
0s spins mantém um ordenamento ferrimagnético de curto alcance para uma certa
regiao do espaco de parametros {g, T, h}. Esta regiao, que corresponde & superficie
determinada pela condicao g = 2J, surge em conseqiiéncia das interacoes anti-
ferromagnéticas e da topologia AB,. Esse comportamento ferrimagnético de curto
alcance é caracterizado por um aumento rapido da magnetizacao para valores baixos
do campo magnético, além de maximos na susceptibilidade e comprimento de cor-
relacdo para baixos valores do campo magnético ou flutuagdo térmicas e quanticas
pouco intensas. Esses resultados sao confirmados pela analise das fungoes de cor-
relacao, que decaem exponencialmente com a distancia neste regime. Para flutuacoes
térmicas e quanticas intensas e altos valores do campo magnético, o modelo se com-
porta como um paramagneto usual, i. e., segue a Lei de Curie, conforme demon-
strado por cdlculos da magnetizacao, susceptibilidade e comprimento de correlagao.
A andlise dos limites assintéticos das fungbes de correlagdo, para {g,7T,h} > J,
também confirma esse resultado.

O modelo esférico classico na cadeia AB, também apresenta uma discrepancia em
relacao a terceira lei da termodinamica. Esta falha é também corrigida pela presenca
das flutuacoes quénticas. Como no caso da cadeia AB, a termodinamica do modelo
esférico quantico na cadeia AB; pode ser comparada com aquela de uma cadeia
Heisenberg X X Z, inclusive demonstrando que o sistema possui um “gap” finito no
espectro para qualquer ¢ finito. De maneira similar, a termodinamica do modelo
esférico quantico na cadeia A B, se assemelha a de uma oscilador harmoénico quantico,
com freqiiéncia dependente da temperatura e do parametro quantico g.

A compreensao do comportamento termodinamico do modelo esférico nas cadeias

AB e AB; pode ser ampliada pelo estudo do modelo biesférico quantico na cadeia AB
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com spin alternados ¢4 e ¢g. Conforme obtido no Apéndice A, existe a possibilidade
matematica de ordem ferrimagnética para g4 # gp e de ordem antiferromagnética
para g4 = gp, tanto de curto alcance como de longo alcance. Desta maneira, através
do estudo numérico do modelo biesférico seria possivel reproduzir os resultados obti-
dos para as cadeias AB e ABs; em um diagrama de fases mais rico, {g, T, h, h', g4, g5}
Assim poderiamos compreender melhor as semelhancas e diferencas entre as cadeias
AB e AB, dentro do contexto do modelo esférico quantico. Entre outros estudos,
a andlise dos valores locais de spin e da susceptibilidade poderia indicar a presenca
de uma ou mais regioes com ordem de curto alcance tanto ferrimagnética quanto
antiferromagnética. Se isto for possivel, um estudo das funcoes de correlacao con-
firmaria os resultados obtidos através dos observaveis mencionados anteriormente.
Além disso, os modos normais foram obtidos para a rede hipercibica, cadeia AB
e AB;. Desta forma, seria possivel estudar o comportamento magnético do modelo
esférico fora do equilibrio termodinamico, através de um operador matriz densidade

fenomenoldgico.
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Apéndice A

Modelo Biesférico Quantico na

Cadeia AB

No capitulo 4 observamos que uma quebra espontanea de simetria para um orde-
namento aniferromagnético a ¢ =T = h = 0 no modelo esférico quantico na cadeia
AB s6 foi obtida mediante a introdugdo (e posterior anulamento) de um campo
magnético staggered que operasse “artificialmente” a quebra de degenerescéncia do
seu estado fundamental. Neste apéndice, vamos tentar flexibilizar o spin em cada
sitio na tentativa de obter uma regiao de comportamento antiferromagnético ou fer-
rimagnético, sem a necessidade do artificio do campo staggered como no caso da
cadeia alternada de spin 1/2-1. Desta maneira considere agora uma generalizagao
do modelo esférico [33] para uma cadeia de spins alternados, ou seja, os sitios A

tem um spin ¢4 e os sitios B tém um spin gg. O Hamiltoniano do sistema pode ser
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escrito como:
Z + Pj) + p1a Z ) + hp Z
+ > Z SiaSjp — h Z ia+Sig) = h Z(SM ~ Sip).

<za,],8>

(A.1)

Na equacao acima, S;, é uma variavel de spin em um sitio a = A, B localizado
em uma célula i = 1,...,N/2, onde N é o nimero de sitios da cadeia AB, g é
a constante de acoplamento quantica, h é um campo externo e A’ é um campo
magnético staggered, ambos em unidades de energia (o campo staggered foi inicial-
mente considerado apenas a guisa de comparagao com os resultados do capitulo 4;
como exposto, tentamos neste apéndice investigar a possibilidade de aparecimento
de ordem no estado fundamental a A’ = 0, no caso em que g4 # qg). P, indica o
momento conjugado a varidvel de spin S;,, onde as seguintes relacdes de comutagao

sao obedecidas:
[Sias Sigl =0,  [Pia, Pig] = 0,  [Sia, Sjs] = 10ij0as; (A.2)

< ... > indica soma sobre os primeiros vizinhos da cadeia AB, € 4 € jp Sao 0s

potenciais quimicos associados as seguintes restricoes esféricas médias:

Z (<Si2A> - ‘1,24) =0, Z (<Si23> - Q?s) = 0. (A.3)

i
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Podemos introduzir operadores de criacao e destruicao através das equacoes:

1 g 1/4 T

Sia = % (ﬂ) (Gia + ajg), (A.4)
—i (2 1/4 ’r

Py, = —|— (Giq — a),), a=A,B. (A.5)
\/§< g ) “

(A.6)

Substituindo as transformagoes, Eqs. (A.4), (A.5), na Eq. (A.1) obtemos a seguinte

forma para o Hamiltoniano:

N
H = \/29p1a ) aly0ia + /2005 ) alpais + = (/2004 + /2005 — 14(a2)* + 5(95)°)
% %

J 92 1/4
-+ 5 (4/11/_1“3) Z(ajBa’H—lA + aiBa;!-_}_lA -+ a’iBa'H—lA + a/}'Ba/1'+1A)

i

J 92 1/4
+ ) (4MAMB> Z(aiBaiA + aiBa;'A + a}LBaZ-A + a}LBa}LA)

i

(2 -0 (2) "

2/ i i

(A7)

Considere agora a transformada de Fourier:

[ 2 ik 2T
Oja = Ngek‘?a’kaa (X:A,B, k:N—/2V7 VZO;"'vN/2_17 (A8)
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onde >, e*U~4) = 45, .. Com o resultado da Eq. (A.8), o Hamiltoniano, Eq.

(A.7), assume o seguinte formato:

N

N
H=wy Za,tAakA + E(WA — Haq}) +wp Za};BakB +
k k

5 (ws = 11AqE)

1 2 1/4 ] ) ) )
+ - Z Ji < g ) [a};BakAezk/Q + aLAakBe_zk/Q + agpa_pae"*? 4 CLLB(J,T_]CAGZk/Q
k

_ (hjﬁh’l) (me) . (aga + a(T)A) - (h\/_ﬁhl) (Q,tng) " (aos + a:r)B)a (A.9)

onde wa = \/2guas e wp = /29up, Jy = 2Jcos(k/2). Considere agora a trans-

formagao que torna explicita a simetria entre os sitios A e B:

1 . 1 )
—(aga + e *2a1p), ¢p = —= ~*/20,p). (A.10)

Uy = \/5 \/i(akA—e

Substituindo a transformacao Eq. (A.10) no Hamiltoniano, Eq. (A.9), obtemos a

seguinte forma para o Hamiltoniano:

9Jk
H = E wA+wB)/2+ —F——
o [( PN

9 t t
93 ontwn)f2 = 7 (el ol o0

+(1/2)(wa — wp) Y _(Wigr + ¥ ook + hc) +
A kz>0 kPk k k kZ>O

} (lb};?ﬁk + lbf_ﬁ/f—/c)

V_phr — d_k Pk + h.c.)
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# ((wnr /2 2 ) o+ (@ +am)/2= 22 ) ol
1
2
1
2

(wa — ws) (Wl + Bte) + j‘]°_(¢o 8+ hec)

-\/N(h—i-h’) <2i>1 +VN(h — 1) (2/@)1/4- (o + 95)

KA

(A.11)

1 \/N(h+h’)< g )1/4—\/N(h—h’) <i)1/4 (o + 7).

214 2p8

Observamos que o fato dos potenciais quimicos serem diferentes introduz cruzamen-
tos novos entre os operadores, tais como ¢,igbk ou wf_kqﬁ_k. Estes cruzamentos nao
existiam na equagao equivalente do modelo antiferromagnético na cadeia AB, Eq.
(4.10). Esses cruzamentos, assim como o termo envolvendo o campo magnético,
tornam a diagonalizagdo do Hamiltoniano, Eq. (A.11), bem mais complexa.
Introduzindo, agora, a transformacdo que torna explicita a conservacao global do

momento:

A = (wk +y), AL = —(11% —Y_4), k>0 (A.12)

Sl
g

el = (¢k+¢ b)) eﬁzﬁ(aﬁk—mxbo, (A.13)

Sl

(A.14)

Com as transformaccoes acima, Eqs. (A.12)-(A.13), obtemos a seguinte forma para

o Hamiltoniano, Eq. (A.11):

J)
He ¥ (Catom/ze g 2 ) aag
vV B

0<k<m
+ Z ( wa +wp)/2 — giJk) oMot
0<k<m 2 v WawWs
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novos, tais como (A,(C’L)

£ (o) - @) +he)

oG s
+ %(WA — wp) Z ((A,(CJF))T@,(;L) + h.c.)
0<k<m
J VA
+0<zk;7r ( wa + wg)/2 + 2\/i:_wB> NN
_ 9k )y 1g)
+o<zk;7r(wA+wB /2= WAwB) e hte!
+ %(wA —wp) 3o (A6 +he)
0<k<m
_ _ 9T (A2 g2
DA CRECRD
1 J 1 J
(G +am + ) i+ (a4 ) — 52 )l
J 1
y \/‘ZMO_M(% 6+ he) + 5 (wa+wp) W pr+ 0 60)
VN ' 9 e ! g ] Ii
s |t (a) e (gr) | e
\/N [ , 1/4 / g 1/47 ,
BENG _(h‘f‘h) (2MA) — (h=H) (%) | (¢o + o)
5(@a = 0B (W6 r + 6L) + S (a = padd) + o (o = i) (A-19)

antiferromagnético na cadeia AB, Eq. (4.14)

Mais uma vez, o fato dos potenciais quimicos serem diferentes introduz cruzamentos

)TG);;L), com respeito a equacao equivalente para o modelo

Com o auxilio dos resultados obtidos para o modelo de transformacoes de Bogoli-

ubov descrito no Apéndice B.2, apresentamos os operadores bosonicos que diago-
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nalizam o Hamiltoniano, Eq. (A.15):

(A.16)

(A.17)

- Departamento de Fisica - UFPFE
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b1 [ Ag(k) = 2By(k)\ As(k) + 2By (k) \ (4
V=5 <A2(k) +2Bz<k>) {V (1 ! \/ Aq(k) - m(k)) =

(A.18)

(A.19)
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(h+ 1) ( g )1/4
VA1(0)2 — 4B;(0)2 \ 244

VN [ A;(0) = 2B, (0)\ "/
( 0) + 2B, (0) a

(h— 1) 9 " (h+ H) g\
+\/A1(0 2 —4B,(0)2 <2u3> | (o = W) - VA1 (0)? — 4B, (0)?2 (2uA>
(-t g \""

VA (07 — 4B, (0 (512 | V"}’

(A.20)
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1 [ A5(0) — 2B,(0)\ ! As(0) + 2B,(0)
fo=3 (AQ(o) n 232(0)) {VO (1 + \/AZ(O) = 232(0)> Yo
As(0) + 2B5(0)
Yo (1 * \/AQ(O) - 232(0))

45(0) + 2B,(0)
o (1 N \/Az(o) - 232(0))

N VN (AQ(O)—QBQ(O)>1/4 ~ (h+ 1) < g >1/4
2v/2 \ A2(0) + 2B5(0) V/A2(0)2 — 4B,(0)2 \ 214
(h—= 1) g \"* (h+ 1) g \"*
- VA2(0)? — 4B,(0)2 <2u3> Vot VA5(0)2 — 4B,(0)? (m)
N CE ) g\
V/A(0)2 — 4B,(0)? <2,U'B> (Uo + Wo)} ;
(A.21)
e Oor = = (Wort ba) B = —=(thr = b_r) (A.22)
- = \/i -7 —) - \/§ -7 -7/ -

onde Ay (k), As(k), Bi(k), Bo(k), Ug, Vi, e Wy serdo explicitados adiante.

Com estes operadores, Egs. (A.16)-(A.22), podemos diagonalizar o Hamiltoniano,
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Eq. (A.15), como:

N
H = Zwk %ak + ZW(Q)/Bkﬁk — —(nadi + 1Ba3)
-5 {

(h+h') ( ) (h — h') ( )
| V]A1(0) £ 2B, (0)] \ 244 V141(0) + 2B, (0)] \ 21

\/|A1(h ++h2l)31(0)| <2uA)1/4 v \Al(h +h2,)Bl(0)\ (2u3>1/4

o

(Us — Wo)

N (h+ 1) (g )”“ (h— 1) (g )1/4 Ve
V/142(0) + 2B5(0)] \ 214 V] A2(0) + 2B5(0)| \ 215
2
(h+h') ( g )1/4 (h—h') ( g )1/4 (U +Wy)
V145(0) + 2B,(0)] \ 2 V1A2(0) + 2B5(0)] \ 25 R
(A.23)
onde temos que:
( (
ol k>0 k>0
ap =0y, k=0 Bo=PBo, k=0
O = | 4 (A24)
o), k<0 Y, k<o
Q_gz = Q_g, k= -, ﬁ—w = ﬂ—m k= -,
\ \
W VA (k)2 — 4B, (k)?, k# -, VAs (k)2 — 4By (k)?, k# -7
Ldk =
wa, k=-m wp k=-—m,
(A.25)
J 1
Ai(k) = 5(wa+wp) + f)A';B 51+ Ry(k)?) + Up[1 + Ry(k)*(1 = Ru(K))]|
(A.26)
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Ay() = (wa+wp) + -2 F(l—erg(k)Q) —U2[1 + Ry(k)2(1 — Ry (k )2)]}

wawg |2
(A.27)
i) =~ b om) + S 7 — 021+ B0 - R
(A.28)
By(k = 1) (wA+wB)+g{jfj_fg [ Ry(k)? — U2[1+ B3(1 — Ry(k) )]] (A.29)
_ J cos _ (V#a— iis)(paps) ' soc
Ralk) = (Baps)* (/4 + /i) (h/2), Fiall) = / (A 3((12/2)’

(1= Ru(k)?) " \/ (1/2) {1+ [1+ Ba(k)2(1 = Ry (k)] ], [ Ri (0)] < 1,
(- Ri(k)) ™" \/ (1/2) {1+ 1+ Rak)2(1 = Ri(k))] B (0) = 1k # 0

RZ(O)/27 |R1(0)| = 17k =0

Uh=19 (1= Rik)?) \/ (1/2) {1+ 1+ Ba(k)2(1 = Ra(K)2)]}, 11 (0) > 1, 1k > 7]

Ry(k+)/2, |Ri(0)] > 1, k| = &

sgn(Ry(k)) (R (k)* —1)71/2x

{(1/2) [(1+ Ba(k)2(1 = Ru(R)) 72 = 1]}, [RUO)] > 1, [K| < 7,
(A.31)
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[ sgn(Rolk \/1/2 ) {111+ Rolh) 1—R1(k)2)]_1/2}, Ry(0)] < 1,
—sgn(Ra(k \/1/2 {1 [1+ Ro(k)2(1 — R (k)2)]—1/2}, IR.(0)] = 1,k #0,
- 1, |Ri(0)|=1k=0
—sgn(Ry(k \/1/2 {1 [1+ Ro(k 1—R1(k)2)]’1/2}, IR.(0)] > 1, |k| > &,
1, |Ri(0)] > 1, k] = k*
L V(1/2) {1+ 1+ Ro(k)2(1 — Ru(k)?)]},  |Ri(0)] > 1, K] < &,

(A.32)
1+ [1+ Ro(k)2(1 — Rl(k)z)]*w}, IR, (0)] < 1

ol
\/{1 +[1+ Ry (k)?(1 — Rl(k)Q)]‘l/z}, IR1(0)] =1,k #0
(0

f

Ri(k)(1 — Ry(k)?)™

/2
Ri(k)(1 — Ry(k)») /2
Bi(0)R:(0)/2, | (0)
W= Ri) (1 = Bu ()72

ak:()a

1+ [1+ Ro(k)2(1 — Rl(k)Z)rW}, IR(0)] > 1, k| > k*

|
)
sgn(Ro(k)) Ry (k) (Ra(k)? —1)7/2x

VA2 {1+ Rao(k)* (1 = Ru(k)*)] — 1}, [Ra(0)] > 1, k| < &7,

Ri(k")Ro(k*)/2,  |Ri(0)] > 1,|k| = k*

(A.33)

onde k* = 2 arccos (1/R1(0)).
Invertendo as transformagoes que diagonalizaram o Hamiltoniano, Eqs. (A.8),
(A.10), (A.12), (A.13), (A.16), (A.17), (A.18), (A.19), (A.20), (A.21), (A.22) e

substituindo o resultado nas Egs. (A.4) e (A.5), obtemos as seguintes férmulas para
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as variaveis de spin:

= ()" 50 (82BN stk (o + 7))
’ \/% (i) : 2 (ﬁﬁii : 3583)/ (U + Vi W) cos (ki) (87 + (57))
o ()" 3 (2N g e (o~ 1)
o () X (o) e v wusn ) (5 - )
) (A (o
e () (20 v ()

e by s +at)

“(5%) " w0 | e ()
oG- (L) 1/4]
(i) Ve \AQ((()?:Z;Q(O)‘ (U + Vo + W) (i) "

S et AR PR A <i> 1/4] ,

(A.34)
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o= ) 132 (H=30)

(Us + Vi~ We) cos (K + 5)) (057 + (o))

+0<; ( (g 7 %EZ;)M (=Uk + Vi = W) cos (k(j + %))( RN GADD

- 3 (SR e W+ el — )

( ; :jﬁj ;) ~Uk+ Vi = WhJisin (k(j + %))( L - w,ﬁ‘)ﬁ)}
(m) ! (550 ;3@1&83)”4 (Uo + Vo — Wa) o +a})
<2u3> : (Z% liﬁjﬁﬁi)w (=T + Vo — W) (o + 53)

+ % (%) NENTIE

+ <i>1/4 (~Uo+ Vo — Wy) | -0t 1)

1/4
| 2( ) B2(0)|([]0 0 0) ( )

24

2up

(h—h') B - g 1/4
+|A2(0)+232(0)|( Uo + Vo — Wh) (2N8> ]

9 v _ (h+ ) L g 1/4
+<2u3> (Uo + Vo — Wo) |A1(0)+2B1(0)|(U0 Vo — Wo) (2/1,4)

(h—h') B g 1/4
+|Al(0)+2Bl(o)|(UO+VO W) <2u3> ]

(A.35)
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Utilizando as Eqs. (A.34) e (A.35) e as médias térmicas de um operador:

(ax) = (Br) = 0, (A.36)
(o) = (B]) =0 (A.37)
e de dois operadores:
(aray) = (BrBy) =0, (A.38)
) 0
T — kp t _ kp
Qplp) = ——ay > =— A.39
< k p) 6ﬂwl(c) _1 <5k/6p> eﬂ“’l(c) _1 ( )
(afad) = (Bl8]) =0, (A.40)
&u(l) 5w(2)
<aka;r)> = ‘ :) 6kp ’ </Bk/8;> = ‘ (; 5101) ) (A41)
ePur’ —1 eBur — 1

podemos obter os valores locais médios do spin e as fungoes de correlacao. O resul-

tado obtido para os valores locais médios de spin é:

@@=(gfﬂmf%—ww fﬁ%—%—%)

2u0

(h+H) ( g
|A1(0) +2B1(0)| \2p4

(h— 1) ( g )1/4(U0+V0_W0)]

|A1(0) + 2B1(0)| \ 215
1/4 ' 1/4
g (h+ 1) ( g )
Y A Uy + Vo + W, Uo+ Vo + Wi
(mm> ot Vot Wol | r oy T 2By0)] \apy) (ot Yot W)

(h—h') g 1/4
* |A5(0) + 2B, (0)| <2,UB> (=Uo + Vo + Wo)

Y

(A.42)
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(Sip) = (2/%) " (=Uo + Vo — Wo)

(h+h') ( g

1/4
Uy +Vy+ W,
4,(0)  2B:(0)] m) o+ Vo + Wo)

(h—H) g\
) (ay) etk W°)]
g\ (h+ h') g \'*
(o) 4= oy (o) @060

(h— ') ( g

1/4
prorso ) B W‘”] '

(A.43)
Os valores dos spins locais podem ser obtidos através dos valores dos potenciais
quimicos i 4 e ppg, que, por sua vez, sao obtidos através da condicao biesférica, Eq.

(A.3). Para tal fim, obtemos a seguinte formulagao para as fungoes de correlacao a

partir das médias térmicas para os operadores de criacdo e destruicao:

(SiaSja) — (S,-A)(S]-A) =

— 2B, (k) 5 ﬂw,(el) ..
N Z g + 2B, () Uk~ Ve = W) coth (T) cos (k{7 =)

o(k) — 2B (k) , Bw? o
Z s \| Ay(k) + 2By(E) (Ux, + Vi, + Wi)* coth (T cos (k(j — 1))

2 g Bwa i+j
+N2wACOth< 5 )( 1),

(A.44)
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(SipSjp) — (&3)(5}-3) =

— 2B, (k) 9 ﬁw,(cl) o
N Z ' 2 + 2B, (k) (Uk + Vi = Wie)” coth ( ) cos (k(j — 1))
k) - 2B2(l€) 9 5“1@ ' '
+y Z 2y \| Ay(h) + 2By e et ( ) k(G — 1)
2 Pwp i+j
+ Nﬁ coth <T> (=1)",
(A.45)
(SiaSip) — (SM)(S,-B) =
RO
N Z 2wA )+ ;283 coth ( 2k ) (U, — Wi)? = V2] cos (k(j — i +1/2))

_ L@
Z 2wp : )+ igjg coth (ﬁ > >[(Uk + Wi)? = Vi cos (k(j — i + 1/2)).
k;é ™

(A.46)

Observando as fungoes de correlacio acima vemos que existe a possibilidade (como
no caso da cadeia linear antiferromagnética de spin S = 1/2 discutida no capitulo
4) de uma correlagdo negativa entre os spins dos sitios A e B. Esta correlagio
negativa confirma a possibilidade de uma regidao de cardter antiferromagnético. Estas
propostas podem ser obtidas através da solu¢do numérica da condicao biesférica

Soi(Sh) = (N/2)¢%,  >.:(S%) = (N/2)g%. Desta forma, temos o seguinte sistema
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de equacoes nao-lineares:

1 g |Ai(k)—2Bi(k) WM

1 g_ [Aalk) = 2By(k) Buwl® ﬁwA _
’ 2,5 2wp \/Az(k) + 2B, (k) (Uk + Vi + Wi)° coth ( ) + 50, coth {5 > —

N

70 (A.47)

1 g [Ai(k) — 2B (k) Bw®

2,57 2w \/Al(k) T35, () (Ve T Ve = W) coth (

1 g AQ(k) — 2_B2(k) (2) g Buon )
’ 5]6;!5—77' 2‘*’B\/flz(k)%—ZBQ(k) (=Uk + Vi = Wi)” coth ( 5 +mc th( 5 ) -

N

) (A.48)

Observando os resultados Eq. (A.42)-(A.46), vemos que no caso de uma cadeia de
spin alternados g4 e gg pode ocorrer um diagrama de fases mais rico, onde existe
a possibilidade de uma regiao antiferromagnética, com (S;4) > 0 e (S;g) < 0 para
g4 = ¢p, ou ferrimagnética quando ¢4 # gg. De fato, nas auséncias de campos
magnéticos staggered e uniforme, h' = h = 0, tais possibilidades se concretizariam
se A1(0) = —2B4(0) e/ou A2(0) = —2B5(0) nas Egs. (A.42) e (A.43). No entanto, o
entendimento do modelo é prejudicado pela complexidade matemaéatica apresentada,
tanto do ponto de vista analitico (integragio sobre os momentos k), quanto do ponto
de vista numérico (resolucdo de sistema de equagdes ndo-lineares). Para um limite
especifico, contudo, é possivel entender um pouco da fisica do modelo.

Considere a situagao especial em que os dois potenciais quimicos sao iguais, g =

up > J. A partir das Eqs. (A.30) e (A.32) temos que Ry(k) = 0, R;(0) < 1 e
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portanto Vi = 0. Substituindo V;, = 0 nas Eqs. (A.47) e (A.48), obtemos que
(q4)? = (gB)? e portanto o sistema de equagoes nao-lineares se reduz a uma tnica

equacao:

(k) = 2By (k) ) BuwtM
- Z 2 NOFSERD) (Up — W) coth ( 2k

2 (k) — 2B, (k) ) Buw? g Buwa
h| 2k )+ 2 coth | 22 ) =
+ = Z 2 \| (k) + 2B, (F) (U, + W) cot 5 |t cot 5

QwA

(A.49)

Desta forma as fungoes de correlacdo, a magnetizacdo e os spins locais assumem
uma forma semelhante as equagoes equivalentes da cadeia antiferromagnética AB

com um potencial quimico [Eqgs. (4.32)-(4.34) e (4.47)-(4.49)]. Os resultados sao:

_ g \'"* (U= Wy)? g \'"* U+ W)?
<S"“>‘2(m) |A1(0)+2Bl(0)|h+2<2u/4> (0) + 2B,(0) " 0

_ g \"* (U — W)? g \'"* WU+ W)?
<SiB>_2<2MA> |A1(0)+2Bl(0)|h_2<2u/4> 4(0) + 2B,(0) " AV

(SiaSja) — (Sia)(Sja) = (SinSjn) — (Sin)(SjB)- (A.52)

Em tal situacao especifica, a semelhanca do capitulo 4, a ordem de longo alcance
antiferromagnética (g4 = g, pa = pp) ocorre a ¢ = T = h = 0 induzida pela
presenca do campo staggered. Entretanto, devido as dificuldades matematicas, fica
ainda em aberto a questdo de se determinar, por exemplo, se as Eqgs. (A.50) e (A.51)
sdo exatamente equivalentes as Eqs. (4.32) e (4.33) para o modelo esférico AB de

spin 1/2 [note que o sinal de menos da Eq. (A.51) é devido ao fato de que, ao
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contrario do capitulo 4, neste apéndice, favorecemos magneticamente os spins nos

sitios B: compare os hamiltonianos, Egs. (4.1) e (A.1)].
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Apéndice B

Transformacoes de Bogoliubov

B.1 Modelos tipo A

B.1.1 Modelo A1l

Considere o seguinte operador:
(L+ 7)o+ (0 + (1)),
onde 7 > 0, e o operador b obedece relagoes de comutacao candnicas:
[b,bT] = 1.
Considere, agora, a seguinte transformacao:

b = Uc—Ve,

b = —Ve+Uc.

197

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)
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Para que o operador ¢ também obedeca regras de comutacdo canénicas, Eq. (B.2),

basta impor a seguinte restricao a U e V:
U?-Vi=1. (B.5)

Por outro lado, para que o operador, Eq. (B.1), se torne diagonal no operador c,

basta impor a seguinte restricao a U e V:
T(U*+V?) =1+ 1)2UV. (B.6)

As restrigoes, Egs. (B.5) e (B.6), formam um sistema de equagdes que podem ser

resolvidas introduzindo as variaveis:

= a+b, (B.7)
= a-—b. (B8)

Subsituindo as varidveis a e b nas Eqgs. (B.5) e (B.6), obtemos as equagdes:

dab = 1, (B.9)
7(@®*+b*) = (1+7)(a®—b?), (B.10)
cuja solucao é:
1
o = S+ 27) M4, (B.11)
b = %(1 + 27)7 4, (B.12)
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Finalmente, podemos escrever o operador b em funcdao do operador c:

1 1 1
b:_1+271/4[1+7c—1—7c’f], B.13
20 D) U Uy (B13)
e o operador ¢ em funcao de b:
c= 1(1 +27)1/4 [(1 + #)b +(1 - #)bq : (B.14)
2 V1427 V1427
Em particular note que as seguintes relagoes sao obedecidas:
b+bt =1 +2r)" 4 c+ch), b—b=1+2n)"(c—c). (B.15)
B.1.2 Modelo A2
Considere o seguinte operador:
(1+7)b'b — g(zﬂ + (bh?), (B.16)
onde 7 > 0, e o operador b obedece relagoes de comutacao candnicas:
[b,b1] = 1. (B.17)
Considere, agora, a seguinte transformacao:
b = Uc+Vecl, (B.18)
bt = Uc + Ve (B.19)
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Para que o operador ¢ também obedeca regras de comutagio canonicas, Eq.(B.17),

basta impor a seguinte restricao a U e V:
U?-Vi=1. (B.20)

Por outro lado, para que o operador, Eq. (B.16), se torne diagonal no operador

¢, basta impor a seguinte restricao a U e V:
(U +V?) =1 +7)20V. (B.21)

As restri¢oes, Egs. (B.20) e (B.21), formam um sistema de equagdes que podem ser

resolvidas introduzindo as variaveis:

= a+b, (B.22)

= a—b (B.23)

Substituindo as varidveis a e b nas Egs. (B.20) e (B.21), obtemos as equagdes:

dab = 1, (B.24)
7(a®* + %) = (1+7)(a®—b?), (B.25)
cuja solucao é:
1
o = S+ 27) M4, (B.26)
1
b= 0+ o)1, (B.27)
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Finalmente, podemos escrever o operador b em funcdo do operador c:

1 1 1
b:—1+27'1/4[1+7c+ 1—7&}, B.28
P N A = (B.28)
e o operador ¢ em funcao de b:
c= 1(1 +27)1/4 [(1 + #)b —(1- #)bf] : (B.29)
2 V1427 V1427
Em particular note que as seguintes relagoes sao obedecidas:

b+t =1 +2n) " (c+ch), b—bt=(1+2r)" V- ). (B.30)

B.2 Modelo tipo B
Considere o seguinte operador:

h = ac'e+ Bd'd + e(ctd + d'c) +v(? + (c1)? = d* — (d")?), (B.31)
onde [c,c'] = [d,d']=1e]...,...] indica comutador de dois operadores, ou seja, os
operadores ¢ e d sdo bésons. Defina a seguinte transformacao:

c=Up+Vqg—Wpl, ' = -Wp+Up! + Vg,
(B.32)
d=-Vp+Uq+ Wq. di =Wq - Vp' +Uqg'.
A transformacgao acima é canonica somente se a condi¢ao:
U+ V2 -W?=1 (B.33)
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for obedecida, e para este caso os operadores p e ¢ sao bdsons. Substituindo a

transformagao Eq. (B.32) em cada um dos termos do operador Eq. (B.31), obtemos:

ce = W2+ (U + W' + Viglq
+ UV (p'q+ h.c) = UW(p*+ h.c) — VW(pq + h.c) (B.34)
did = W2+ V?ip+ (U*+W?)qlq
— UV(p'q+h.c)—VW(pg+ h.c.)+WU(¢* + h.c.) (B.35)
dd+he = —20Vplp+20Velq+WV({* + ¢+ h.c)
+ (U =VE-WH(p'q+h.c) (B.36)
A+ he = —2U0W —4UWplp + (U? + W) (p? + h.c.) + V2(¢* + h.c.)
+ 2UV(pg+ h.c.) —2VW (p'q + h.c.) (B.37)
&+ he. = 2UW +4UWqlq+ (U? + W)(¢? + h.c.) + V3(p? + h.c.)
— 2UV(pq + h.c) —2VW (p'q + h.c.) (B.38)
dd+he = (U =V2-W?)(p'q+h.c)—-2U0Vp'p
+ 2UVglq+ UW(p® + h.c.) + VW (¢* + h.c.). (B.39)

Substituindo os resultados Eqs. (B.34)-(B.38) obtemos a seguinte forma reduzida
do operador Eq. (B.31):

h = Aip'p+ Bi(p* + h.c.) + As(q'q) + Ba(q® + h.c.), (B.40)
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onde

Ay = a(UP+W?) +BV2E-2UV — 4yUW (B.41)
Ay = aV?+BU> +W?) + 20UV — 4yUW (B.42)
B, = —aUW +eWV +4(U? - V2 +W?) (B.43)
By, = BUW + WV —~(U? - V2+W?), (B.44)
e as condigoes:
(a—BUV +eU?-V:-W? = 0, (B.45)
—(a+ B VW +4yUV = 0, (B.46)

sao necessarias para que o operador Eq. (B.40) nao tenha termos cruzados entre os
operadores p e q.
As condigoes Egs. (B.33), (B.45) e (B.46) formam um sistema de equagdes para

as variaveis U, V e W que possui a seguinte solucao:

_ 1 2(1 _ p2)\—1/2
U = m\/u/z) (1 +(1+ R(1 - R?)) ) IR <1 (B.A47)
vV o= —sgn(Rg)\/(l/Q) (1 +(1-R(1— R%))_W), Ry <1 (B.48)
_ Ry 2(1 _ p2)\—1/2
W m\/u/z) (1 +(1+ R(1 - R?)) ) IR <1, (B.49)
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onde Ry =4v/(a+ B), Ry = 2¢/(a— B), sgn(z) = z /||,

sgn(Ry) 9 oy —1/2

U = N (1/2) ((1+R2(1—R1)) /—1), R >1 (B.50)

vV o= -\/(1/2) ((1+R§(1—R§)+1)—1/2), IR <1 (B.51)
sgn(Rz)R1 9 2\\—1/2

W= T (1/2) ((1+R2(1—R1)) /—1), IRy >1, (B.52)
U=Ry/2, V=1, w=(RRy)/2, |R|=1. (B.53)

Usando as Eqs. (B.47)-(B.53) podemos simplificar as expressoes das Egs. (B.41)-
(B.44) como:

A = 1(owrﬁ) + [—1(1+R§) +(1+ R3(1 —Rf))UQ} (a—pB) (B.54)

2 2
4 = Larp)+ B(l R - (14 R R%))U?] (=)  (Bs5)
B, = —ta+mRi+ [;R 4R - R%))Uz] (a—B)R: (B.56)
B, = ila+B)Ri+y [;R — 1+ R~ R%))tﬂ] (a—B)Ri, (B5T)

Note em particular que fazendo v — —v, temos que A; — Ay, By = —By, Ay — As
e By, —» —Bs.

Considere agora o seguinte modelo de operador auxiliar:

At't + B(t? + h.c.), (B.58)
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que pode ser diagonalizado pela seguinte transformacao canoénica:
s=Lt+Mt', t=Lt— Mt (B.59)
onde
1[/A—2B\"*" [A—2B\ ']
= + (B.60)
2| \A+2B A+2B
1[/A—2B\'"" [A—2B\"""]
M - — . (B.61)
2| \A+2B A+2B
(B.62)

Com as tranformacgoes acima, Egs.

(B.58) assume a seguinte forma diagonal:

1
—5A+ VA2 —4B%(s's +1/2).

(B.59)-(B.61), o operador definido pela Eq.

(B.63)

Com o uso do operador auxiliar, Egs. (B.58) e (B.63), e das transformagoes Egs.

(B.59)-(B.61) no operador, Eq. (B.40), obtemos a forma diagonal deste operador:

h=+/A? —4B?((s1)'s1 +1/2) 4+ 1/ A2 — 4B2((s5) 152 +1/2) — %(A1 + Ay), (B.64)
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onde

(B.66)
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Em particular note que as seguintes relagoes sao obedecidas:

Al —2B;
A+ 2B

1/4

) (ra+ ()1,
Al — 2B1
A+ 2B

Ay — 2B, \ M*
+ (U + W) <ﬁ) (7'2 + (7‘2))[)’

ct+c = (U-W)( )1/4(r1+(r1)*)

Ay — 2B,
v <A2 + 2B;

d+d = —V( )1/4(r1+(r1)f)

A +2B 1/4
_ o= 41T 271 _ T
c—c¢ (U+W)< 2 1) (m (7"1))

+ Vv (m) (ra = (r2)"),

Ay +2B\ V4
d—d = —V(li) ry — (rp)f
A4 —2p,) (i~

1/4
v w-m (Fg) e

(B.67)

(B.68)

(B.69)

(B.70)
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