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Resumo

Neste trabalho tratamos problemas de identificacao de parametros em equacoes difer-
enciais parciais elipticas no caso em que conhecemos a sua respectiva solucao. Este
problema inverso é tipicamente mal posto no sentido de Hadamard (a solu¢do nao de-
pende continuamente dos dados). Nesse sentido, alguma técnica de regularizacao deve
ser usada para obter uma solugao aproximada que seja ao mesmo tempo estavel e conver-
gente. Os métodos tipo Landweber que sao usados como métodos de regularizagao exigem
fortes hipoteses de regularidade sobre a equacao diferencial, mais especificamente, sobre
a derivada de Fréchet do operador F', que modela o problema inverso. Para contornar
estas dificuldades, introduzimos um método iterativo do tipo Landweber que nao envolve
derivadas de F', mas converge sob hipoteses de Lipschitz continuidade e monotonia na
equacao diferencial parcial que representa o modelo direto. Apresentamos resultados de
taxas de convergéncia para a regularizagao de Tikhonov e para o método sem derivadas
sob uma fraca condicao de fonte. O significado desta ultima é discutido para equacoes

em que o parametro depende somente da varidvel de estado.



Abstract

This work is concerned with the identification of parameters in elliptic partial differential
equations from knowledge of the corresponding solutions on certain regions. This inverse
problem is typically ill-posed in the sense of Hadamard (the solution does not depend
continuously on the data). In this sense, some regularization techique should be used in
order to obtain a sequence of aproximate solutions that is both stable and convergent.
Standard methods of Landweber type that are used as regularization methods pose re-
stritive constraints in the partial differential equation, more specifically, in the Fréchet
derivative of the operator F' that models the inverse problem. In order to avoid such
difficulties, we introduce an iterative method of Landweber type that does not involve the
derivative of the operator F'. Moreover, it converge only under conditions of Lipschitz
continuity and monotonicity in the partial differential equation that models the direct
problem. We also present convergence rate results for Tikhonov regularization and for
the derivative free iteration method under a weak source condition. The meaning of the

latter is investigated for the identification of state dependent parameters.
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Introducao

Muitos problemas que aparecem nas ciéncias aplicadas sao modelados por equacgoes difer-
enciais parciais. Entre estas equacoes, existem casos em que conhecemos os dados e procu-
ramos informagoes sobre os parametros que governam as leis fisicas do sistema como, por
exemplo, condutividade térmica, disperssao populacional, etc. Tais situagoes ocorrem em
problemas de conducao de calor na produgao industrial de ago (veja [6]), dinamica popu-
lacional, processamento de imagens, medicina, geofisica, finangas, otimizacao, etc. Estes
problemas sao conhecidos atualmente na literatura como problemas de identificagao, es-
timacgao ou reconstrucao de parametros. Por uma questao de gosto pessoal, adotamos a
primeira das trés terminologias citadas acima.

Neste trabalho, tratamos os problemas de identificacao de parametros que sao descritos
por equagoes diferenciais parciais elipticas. Estas equacoes podem conter parametros que
dependem das varidveis de espago e/ou estado. No entanto, consideraremos que somente
um destes parametros ¢ desconhecido, ou seja, precisa ser determinado. Existem duas
técnicas basicas para tratar problemas de identificagao de parametros. Pode-se tentar
minimizar o residuo entre a solucao calculada da equacgao diferencial e os dados por
um processo iterativo ou considerar a equacao de estado como uma equacao em que a
variavel é justamente o parametro a ser determinado. Como somente a primeira das duas
abordagens acima pode ser usada para implementagoes numéricas (isto é, pode funcionar
na pratica), questoes tedricas relacionadas com a mesma despertam um grande interesse
em matematicos e engenheiros. A segunda abordagem, conhecida como abordagem direta
nao é tratada neste trabalho, podendo maiores detalhes ser encontrados em [14].

Por exemplo, considerando o problema de conducao de calor em um determinado ma-
terial, no intervalo [0, 1], cuja temperatura é mantida nula nos extremos, a distribui¢ao
de temperatura apos um intervalo de tempo suficientemente grande pode ser modelada

pela seguinte equacao

—(¢(@)us)e = f em (0,1), (1)
u(0) = wu(l) =0,

aonde f denota a fonte interna de calor e ¢ a condutividade térmica. A questdao que



se coloca é determinar ¢ através de medidas da temperatura u ou informagoes parciais
sobre a mesma como, por exemplo, o fluxo de calor q? na fronteira de (0,1). Em geral,
existéncia de solucao para o problema acima nao pogl?e ser garantida e mesmo que tal
solugao exista, esta pode nao ser unica, uma vez que, obviamente, em regioes do dominio

onde u é constante, ¢ pode arbitraria. Se u, é ndo nula em (0, 1), ¢(z) pode ser dada por

oy |10 = [ sas] @)

e, portanto, é unicamente determinada. Entretanto, na determinacao de ¢, tivemos que
diferenciar os dados u, sendo que diferenciacao é uma operacao instavel. Existe ainda,
um outro efeito de instabilidade causado pela divisao por u, em (2): em regides onde u,
é pequena, erros, por exemplo em f, sdo amplificados, o que nao é surpreza pois se u, (o)
é igual a zero, ¢(xo) nao pode ser determinado por (2). No entanto, diretamente de (1)

vemos que o valor de ¢ em xg pode ser dado por

f(l’o)

Ugy (550) ’

q(zo) =

se Uz (7o) # 0. Podemos notar que o mesmo efeito de instabilidade ocorre pela divisao
POr Uz (To).

O que fizemos acima foi usar uma abordagem direta para resolver o problema (1) e,
neste caso, vimos que a determinagao de ¢ pode ser um processo instavel. Interrompemos
aqui esta discussao, para retoma-la no Capitulo final deste trabalho. No que segue,
procuramos tratar métodos estaveis para determinacao de parametros. Assim sao os
métodos iterativos, os quais investigamos ao longo deste trabalho.

Por intermédio do problema (1) temos uma breve idéia do tipo de problema que ire-
mos abordar neste texto. No Capitulo 1, apresentamos os problemas de identificacao de
parametros no contexto dos conhecidos problemas inversos assim como as regularizagoes
de Tikhonov e por métodos iterativos com énfase na iteracao de Landweber e algumas de
suas variantes sugeridas na literatura. Exemplos concretos sao apresentados no Capitulo
2, onde também formulamos, num contexto abstrato, os problemas direto e inverso rela-
cionados com os problemas de identificacao. No Capitulo 3, aplicamos a teoria classica,
desenvolvida no Capitulo 1, para o problema abstrato formulado no Capitulo 2. Neste
caso, fica evidente a fragilidade da teoria classica quando aplicada a este tipo de prob-
lema e a necessidade de métodos de regularizagao mais eficazes, que aproveitem melhor a
estrutura do problema direto. No Capitulo 4, introduzimos o método de Landweber sem
derivadas, intimamente relacionado com a estrutura da equagao diferencial que modela
o problema direto, descartando assim a condicao de diferenciabilidade no operador de

iteracao que aparece no método classico. Com tais hipéteses, provamos a convergéncia



do método e ainda que o mesmo é, de fato, um método de regularizacao. A unicidade de
solugao do problema direto é garantida por hipdteses de Lipschitz continuidade e mono-
tonia no operador diferencial. Taxas de convergéncia sao estabelecidas no Capitulo 5.
Primeiro, apresentamos uma nova condicao de fonte, necessaria para estabelecer taxas,
que aplica-se a regularizacao de Tikhonov, assim como para o método sem derivadas.
Além disso, fizemos uma discussao desta nova condicao de fonte, construindo até mesmo,
uma funcao fonte.

Pretendemos que o texto seja uma porta aberta para a vasta e crescente area de proble-
mas inversos, tendo em mente como leitor, pessoas interessadas em matemaética aplicada,
mas nao s6 matematicos, como também engenheiros, fisicos, etc. Por uma questao de ob-
jetividade e também para nao prejudicar o propdsito abstrato do texto, omitimos alguns
detalhes técnicos assim como as demonstragoes relativas a teoria classica. Entretanto,
procuramos apontar os resultados que assumimos como pré-requisitos e dar referéncias.

A lista de referéncias e eclética e heterogénea, incluindo textos de andlise funcional,
equacoes diferenciais parciais, problemas inversos e artigos especializados. Por uma
questao de tempo, nao realizamos experiéncias numéricas, porém deixamos aqui nosso

pesar e a certeza de que trataremos este importante assunto em futuras investigacoes.



Capitulo 1
Regularizacao de Problemas Inversos

Neste capitulo apresentamos a regularizacao de Tikhonov e alguns métodos iterativos do
tipo Landweber como opcoes de estratégias de regularizagao para problemas inversos.
Condigoes suficientes sao impostas no operador F' para que tenhamos uma aproximagao
estavel e convergente, em ambos os métodos, para a solucao exata do problema. Em
particular é dada maior énfase a analise das fortes condicoes impostas na derivada de F

afim de obter tais propriedades.

1.1 Problemas inversos e mal postos

Nas ultimas duas décadas, problemas inversos enquadram-se em uma das areas de maior
crescimento em matematica aplicada. Isto deve-se certamente ao grande nimero de
aplicagoes em outras areas, como engenharia, geofisica, medicina e na ciéncia em geral.
Entre estas aplicacoes, chamamos atencao aos problemas de identificacao paramétrica em
equagoes diferenciais, que apresentamos na introduc¢ao. De acordo com Engl [5], enten-
demos como problemas inversos aqueles que aparecem na tentativa de determinar causas
através de efeitos observados. Mas quando usamos o termo problema inverso, somos tenta-
dos a perguntar: “ inverso do qué ? ”. Segundo J.B. Keller [8], dois problemas sao inversos
um do outro se a formulacao de cada um envolve a solucao do outro. Entre estes dois
problemas escolhemos um para ser o problema direto. Por exempo, resolver uma equacao
diferencial parcial pelo conhecimento de seus parametros; o problema inverso, consiste na
identificacao dos parametros pelo conhecimento da respectiva solucao. Para mais exem-
plos, veja [5]. Geralmente, problemas inversos correspondem a modelos matematicos que
nao sao bem postos. Segundo Hadamard, um problema matematico é bem posto se para
todos os dados admissiveis, existe uma solucao, a qual é tinica e depende continuamente

dos dados. Se uma destas propriedades ¢é violada, o problema é chamado mal posto.



Problemas inversos sao frequentemente descritos por uma equacao do tipo

F(q) = z, (1.1)

em que I’ é um operador definido entre os espacos de Hilbert X e Y. Existem problemas
relevantes em que F' é linear, por exemplo, quando o modelo é descrito explicitamente
por uma equagao integral de primeira espécie (veja [2]), porém isso nao acontece no caso
geral. No contexto de identificacao de parametros em equagoes diferenciais, o operador
F associa a cada parametro ¢ uma solucao u, da equacgao diferencial. Neste sentido, o
problema inverso consiste na determinacgao de ¢ pelo conhecimento de uma solucao z € Y.
Em termos de (1.1), o critério de Hadamard pode ser reformulado afirmando que (1.1) é
bem posto se o operador F' é uma bijecao com inversa continua.

Em aplicagoes préticas nao conhecemos precisamente os dados, mas somente uma

aproximacao 2° (nao necessariamente pertencente a imagem de F') com
Iz =2l <6, (1.2)

onde 9 > 0 é chamado o nivel de ruido, que pode ser interpretado como erros de mode-
lagem, imprecisoes nos aparelhos de medida, incertezas do modelo, etc. Muito frequente-
mente, temos que o problema (1.1) é mal posto, ou mal condicionado, e. g., quando o
operador F' é compacto (e nao degenerado), ndao podendo assim ter inversa continua. No
caso de problemas nao lineares, este mal condicionamento é dado localmente, veja [5] para
detalhes. Existéncia e unicidade de soluc¢ao para (1.1) ndo podem (em geral) ser garanti-
dos no caso nao linear. No caso em que existe solucao para (1.1), a violagao do terceiro
critério de Hadamard é de especial importancia, desde que dependéncia descontinua dos
dados, associada com o mal condicionamento do problema, pode causar sérias dificuldades
numéricas. Para contornar estas instabilidades, faz-se necessario o uso de algum método
de regularizacao, afim de obter uma aproximacao estavel e convergente para a solucao do
problema inverso.

Em termos gerais, regularizacao é a aproximacao de um problema mal posto por uma
familia de problemas bem postos. A maior dificuldade é que o calculo de uma solucao g,
de (1.1), sendo disponiveis somente dados com ruido 2%, via F~!, pode produzir solucdes
inadequadas devido a instabilidade do problema. Nesse sentido, procuramos por uma
aproximacao, digamos qg, de ¢., que possa ser calculada de maneira estavel, isto é, que
dependa continuamente dos dados perturbados z°, e por outro lado tenda para g, se o
nivel de ruido tende para zero e o parametro de regularizacao (3 é escolhido de maneira
adequada. Veja [5] para escolhas a-priori (8 = ((J)) e a-posteriori (3 = 3(,2°)) do
parametro de regularizacao. Portanto, a escolha de [ requer um balango entre esta-

bilidade e precisao para a solucao regularizada qg. Nesse sentido, é indispensavel para



qualquer método de regularizacao um conhecimento da “qualidade” dos dados, isto é, de
um limitante para (1.2). De outro modo, aproximagoes adequadas para a solucao de (1.1)
nao podem ser construidas (veja [5]).

Uma vez provado que um método de aproximacao é de fato um método de regular-
izacao, isto é, estabilidade qg — gg para 0 — 0, e convergéncia qg — @x para 3,0 — 0
sao assegurados, existe uma outra dificuldade a ser contornada. Em geral, a convergéncia
de um método de regularizagao para resolver o problema mal posto (1.1) pode ser ar-
bitrariamente lenta. Portanto, taxas de convergéncia podem somente ser obtidas em
subconjuntos de X, determinadas por informacoes a-priori sobre a solucao exata ¢, ou
equivalentemente sobre os dados z. Estas informacoes a-priori sao formuladas em ter-
mos das chamadas condi¢oes de fonte (source condition). Quando falamos em taxas de

convergéncia para um método de regularizacao, temos em mente a taxa que
Hqg —¢|| = 0, quando § — 0.

Uma vez que tais taxas sao interessantes tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico,
¢ muito frequente a busca de um enfraquecimento destas condicoes de fonte.

Na proxima Seccao, tratamos de dois métodos de regularizacao muito bem sucedidos:
1) a regularizacao de Tikhonov, certamente uma das mais conhecidas estratégias de reg-
ularizacao, é abordada com énfase nos problemas nao lineares; 2) os métodos iterativos,
que tem por si propriedades de regularizacao. Uma atencao especial ¢ dada a iteracao de

Landweber, devido sua importancia neste trabalho.

1.2 Regularizacao de Tikhonov

Seja F': ) € X — Y um operador, onde X e Y sao espagos de Hilbert e  C X um

conjunto de parametros admissiveis. Suponha que
e I ¢ continuo;
e | é fracamente fechado.

Para um fixo lado direito z € Y, nosso objetivo é encontrar uma ¢p-solugao de norma

minima, denota-se por ¢', da equacio (1.1). Por definicdo, ¢ satisfaz

F(q') =z

lg" = qoll = min{llg. — qoll ; F(q.) = =}



Aqui, go é uma aproximacao conhecida para a solucdo ¢'. Assumimos ainda que existe
pelo menos uma gg-solugao de norma minima, isto é, que z pertence a imagem de F. No
caso de multiplas solucdes ¢', gy pode ser usado como critério de selecdo. Esta escolha
geralmente depende de alguma(s) informacgao(des) a-priori a respeito das solugoes ¢, se

disponiveis. Na situacdo em que conhecemos somente dados com ruido z° satisfazendo,
Iz — 2|l < 6,

procuramos por uma aproximagao qg, de ¢f, como o minimo do funcional de Tikhonov

17 (q) = 2°II* + Bllg — aoll*, (1.3)

sendo B > 0 e g € (). As hipdteses estabelecidas em I’ garantem a existéncia de pelo

menos um minimo para (1.3). Além disso, com estas hipéteses temos:

e Estabilidade para um f fixo:

1)

Para seqiiéncias z, e g, onde 2, — 2° e ¢, é um minimo de (1.3) com 2z° substi-

tuido por zi, existe uma subseqiiéncia convergente de g, e o limite de qualquer

subseqiiéncia convergente ¢ um minimo de (1.3).

e Convergéncia:
Para 3(6) — 0 com % — 0, 6 — 0, qualquer seqiiéncia {qg’z}, em que o, — 0,
By = P(0r) — 0, e {qg’; } é uma solugao de (1.3), tem uma subseqiiéncia convergente,

e o limite de qualquer subseqiiéncia convergente é uma gg-solugao de norma minima.

De acordo com [5], para provar a taxa de convergéncia
g — 'l = 0(67%7), v e [1/2,1], (1.4)

para a solucao regularizada qg obtida pela regularizacao de Tikhonov, com a escolha

B ~ 02-+1 hipoteses adicionais no operador F' sao necessarias, a saber:

e F' é Fréchet diferenciavel;

e existe v > 0 tal que ||F'(¢") — F'(¢)|| < ll¢' —qll, Vg € Q em uma bola de raio

suficientemente grande centrada em ¢';

e Jw €Y satisfazendo a condicao de fonte
" —q0 = (F'(¢") F'(¢")"w; (1.5)

e ¢ a condicao de suavidade

Ywl| < 1.



Aqui, F'(g")* denota o operador adjunto Hilbertiano da derivada de Fréchet de F. Geral-
mente a condi¢ao de fonte (1.5) pode ser entendida como uma condic¢ao de suavidade em
q" = q.

A teoria relativa a regularizacao de Tikhonov para problemas lineares estd bem de-
senvolvida e detalhes podem ser encontrados em [5]. Para problemas nao lineares, nos
quais temos interesse especial, num primeiro instante a desvantagem da regularizacao
de Tikhonov é a existéncia de minimos locais, isto é, nao temos unicidade de solucao
para o problema (1.3). Isto é acarretado devido a perda de convexidade do funcional de

Tikhonov. Em vista disso, métodos iterativos podem ser uma interessante alternativa.

1.3 Regularizacao por métodos iterativos

Um primeiro candidato para resolver (1.1) de maneira iterativa é o método de Newton

Gh+1 = qr + F'(q1) " (z — Flqr)), (1.6)

partindo de uma aproximacao inicial ¢o. Mesmo se tal iteragao é bem definida e F'(-) é
invertivel para qualquer ¢ € @), sua inversa ¢ geralmente ilimitada para problemas mal
postos (por exemplo, se F é continuo e compacto). Nesse sentido, (1.6) é inapropriado pois
em cada passo da iteracao estariamos resolvendo um problema (linear) mal posto e entao
alguma técnica de regularizacao deveria ser usada. Por exemplo, aplicando a regularizagao

de Tikhonov na linearizacao de (1.1) temos o método de Levenberg-Marquardt (veja [1])
Qo1 = Qe+ (F' (@) F'(q) + B )7 F' ()" (2 — Far)), (1.7)
sendo [ numeros positivos. Adicionando em (1.7) o termo

—(Bid + F'(q)" F'(qr)) " Bi(qe — &)

para adicional estabilizagao temos o método de Gauss-Newton iterativamente reqularizado
(veja [5])

Qo1 = @ + (F'(qe) " F'(qr) + BeD) 7' F (q)* (2 = Fqi)) — Be(ar — )] (1.8)

Geralmente £ é tomado como ¢g, mas isto nao é necessario. Assim como (1.7) e (1.8),

muitos métodos iterativos para resolver (1.1) sao baseados na soluc¢ao da equagao normal

F'(q)"F(q) = F'(¢9)"= (1.9)



via sucessivas iteragoés partindo de gp. A equagao (1.9) é uma condigdo de otimalidade

(de primeira ordem) para o problema de minimos quadrados nao linear
1 2 .
SIE(@) — =) — min, g€ Q. (110
Uma outra maneira de resolver (1.10) é considerar o método de descida mdzima
Qk+1 = Gk + O{kF/(Qk)*(Z - F(Qk’)) 7k = Oa 17 27 (111)

em que ay ¢ escolhido adequadamente. Denotando as iteragdes por ¢, no caso de dados

com ruido 2°, finalmente introduzimos a iteracdo de Landweber

G =a+ F(a)(z° — F(q))), (1.12)

a qual origina a discussao deste trabalho. Da mesma forma que anteriormente, a iteragao
comega com uma aproximacao inicial gy (no caso de dados com ruido temos ¢) = o) que
pode ser incorporada a alguma informacao a-priori em uma solugao exata ¢,. Podemos

considerar ainda (1.12), em sua versao sem ruidos, como uma iteragao de ponto fixo

1 = P(qx)

para o operador
?(q) = q+ F'(¢)"(z — F(q)). (1.13)

No entanto, @ nao ¢ em geral, contrativo: por exemplo, se F' é compacto com segunda
derivada de Fréchet e X tem dimensao infinita, entdo A = 1 pertence ao espectro de ¢'(¢,).
Métodos iterativos para aproximacao de pontos fixos de operadores nao expansivos @, isto
€,
12(q) — 2(Dl < llg —qll, 4,9 € D(P)

tem sido considerados atualmente. Neste caso, maior enfase é dada numa prova con-
strutiva de pontos fixos para @ (veja [11]). Em muitos exemplos praticos (e até mesmo
tedricos) é quase impossivel verificar analiticamente quando o operador @ é ndo-expansivo
ou nao. No contexto de problemas nao lineares esta dificuldade é ainda mais agravada
(veja [12]).

Portanto, de acordo com [11], analizamos a convergéncia da iteragao de Landweber
(1.12) sob uma diferente hipétese: para alguma bola B,(qp) de raio p e centrada em ¢

com

By(q) € Q (1.14)



a derivada de Fréchet de F' deve satisfazer

1F(2) = Fa) = F'(@)(@ = )l <nllF(@) — F(@)ll, 4,9 € By(qo), sendo n < % (1.15)

Além disso, se a derivada de Fréchet de F é (localmente) uniformemente limitada por um,
isto é,

IF'(9)ll <1, q € By(qo), (1.16)

pelo menos convergéncia local de g (se 6 = 0) em (1.12) para uma solugao ¢, de (1.1) em
Bs(qo) pode ser garantida.

Juntamente com (1.14) estas hipéteses também garantem que as iteragoes g per-
manecem no dominio (), o que torna a iteracao bem definida. No caso de dados com
rufdo z°, enfatizamos que, para um nimero finito de iteracoes, (1.12) é um algortimo

% ndo pertence a imagem de F. No entanto, neste caso a iteracio q,‘z

estavel mesmo se z
pode nao convergir. Porém, (1.15) forca novamente a iteracdo ¢} a permanecer em @,
dando assim uma aproximagao estavel e convergente se a iteracao é parada no momento
certo. Neste ponto chegamos a uma caracteristica comum a todos o métodos iterativos
que sao usados como possiveis métodos de regularizagao. Um método iterativo pode so-
mente ser um método de regularizacao (estabilidade e convergéncia) se temos um critério
de parada para o mesmo, isto €, somente para um certo indice k,, qg* é uma aproximacao
estdvel e precisa para uma solucao ¢, de (1.1). Critérios para garantir convergéncia para
q', no caso de ser tinica, podem ser encontrados em [11]. Existem dois tipos de critério
de parada para a determinagao de k,: um a-priori, em que k, depende somente do nivel
de ruido, isto é, k. = k.(0); outro a-posteriori, onde k, também depende dos dados, isto
é, k., = k.(6,2%).

Uma escolha a-posteriori muito usada é o principio de discrepancia de Morozov, que

determina k, como
12° = Flgp, )| <70 < [|2° = F(g)ll, 0<k <k, (1.17)

sendo 7 um numero positivo dependendo de 7 (em (1.15)), isto é,

142
T>2 N
1—2n

> 2. (1.18)

Em outras palavras, k, é o primeiro indice para o qual a norma do resfduo [|2° — F(¢?)||
¢ da ordem de J. Escolhas a-priori podem ser encontradas em [5].

Para satisfazer (1.16), eventualmente temos que reescrever o problema (1.1) na forma

AF(q) = Az. (1.19)
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Se A é escolhido apropriadamente, entao (1.16) é satisfeita, enquanto a condigao (1.15)
¢ invariante por mudanga de escala no problema original, isto é, a exigéncia n < % nao
pode ser enfraquecida. Mais adiante, veremos que a condi¢ao (1.15) pode ser interpretada
como uma hipédtese de aproximagao (veja na Secgao 3.1 quando estabelecemos (1.15) para

equagoes lineares). Em [11] esta condigao é comparada a estimativa

IF(q) — F(q) — F'(q)(@ — 9)ll < Cllg —qll?,

dada naturalmente pela expansao em série de taylor de F' em torno de ¢, para F” lipschitz
continua. Em [12] uma interpretagdo geométrica para (1.15) é dada. Resumindo, a
condigao (1.15) pode ser vista como uma imposi¢ao na nao linearidade de F', significando
que a mesma nao pode ser muito forte.

Conforme mencionamos na Secc¢ao anterior, em geral, a convergéncia g — ¢, (no caso
de dados exatos) ou ¢) — ¢., & — 0, pode ser arbitrariamente lenta (veja [5]). Sendo
assim, taxas de convergéncia para métodos iterativos de regularizacao podem somente ser

obtidas por intermédio da seguinte condicao de fonte
JweY ; g —q = (F(¢)F(q)w v>0, (1.20)

com |lw]|| suficientemente pequeno. De forma andloga a regularizacdo de Tikhonov, a
condi¢ao (1.20) nao ¢ o bastante para provar taxas de convergéncia do tipo (1.4), com

0 < v <1/2, para a iteracao de Landweber (1.12). Além disso, F' deve satisfazer

F'(q) = RyF'(q.), q € B,(q), (1.21)

onde {R,;q € B,(qo)} é uma familia de operadores lineares limitados R, : Y — Y com
IR, — Il < Cllg — g.|l. g € By(qo) (1.22)

para uma constante positiva C. Para um operador linear teriamos que R, = I e, portanto,
(1.21) pode ser considerado como uma restrigdo adicional a nao linearidade de F. Na
demonstragao de taxas de convergéncia dadas em [11], (1.21) e (1.22), bem como a Fréchet
diferenciabilidade de F', sdo usadas para estimar o lado esquerdo de (1.15) para ¢ = ¢.

| F () — F(q) — F'(¢)(¢ — @)l < gCIIF’(q*)(q —q)llllg — g, (1.23)

o que mostra por outro lado que (1.23) implica (1.15) para p sufientemente pequeno. Neste
sentido, (1.21) é mais forte que (1.15). Pode-se considerar ainda taxas de convergéncia
para ¢ (veja [11]).

As fortes restricoes impostas pela teoria cldssica de regularizacao para operadores nao
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lineares exigiram recentemente a busca de novas alternativas. Entre elas, Scherzer propoe
em [12], o uso de um operador G(-) no lugar de F'(-) e considera a seguinte iteracao de

Landweber modificada
G =@ +G(@) (2 = F(a). (1.24)

Assumindo (1.14),
1G]l <1, g€ By(q) (1.25)

e uma condi¢ao de nao linearidade modificada do tipo

1F(q) — F(q) — G(0)(G@— )|l <nllF(q) — F(a)ll, 4,4 € By(qo), (1.26)

com 1 < 1/2, foi provado que a iteragao (1.24) juntamente com uma escolha de parametros
de acordo com o principio de discrepancia (1.17) é um método de regularizacao.

Taxas de convergéncia para (1.24) foram obtidas sob a condigao

G(q) = RiG(¢+), G € B,(qo), (1.27)

com (1.22), a condicao de fonte (1.20) e a hipdtese adicional

1F"(g.) — Gla:) || = 0(5), (1.28)

sendo d o nivel de ruido nos dados.
Uma outra variante da iteragao de Landweber, proposta também por Scherzer, em [13],

é a seguinte iteracao

G =@+ F (@) (2" = F(@})) — Bu(a} — ©). (1.29)

Resultados de convergéncia para (1.29) foram obtidos sob as condigoes de nao linearidade
(1.15) e limitagao da derivada (1.16), enquanto que taxas de convergeéncia foram provadas
com base na condigao de fonte (1.20) e em uma hipdtese de Lipschitz continuidade na
derivada do operador F'. Para um certo comportamento de decaimento dos (estritamente

positivos) parametros de regularizacao (i, a taxa

2. ) — @]l = O (\/67) (1.30)

foi obtida com o principio de discrepancia como critério de parada. Adotanto ainda um

critério de parada a-priori (veja Secgao 4.1) pode-se obter o seguinte resultado

@ (sy41 — @Il = O (\/5) : (1.31)
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donde Ny é o respectivo indice de parada.
O termo adicional de estabilizagdo — (g} — &) serd adotado no estudo de taxas de

convergencia para o método sem derivadas que apresentamos no Capitulo 5.

13



Capitulo 2

Formulacao dos Problemas Direto e

Inverso

Neste Capitulo apresentamos uma formulacao matematica para os problemas de iden-
tificagao paramétrica em determinadas Equagoes Difenciais Parcias (EDP’S) Elipticas.
Alguns exemplos de tais equagoes sao apresentados.

Ao longo deste trabalho, X e Y denotam espacos de Hilbert e Yy C Y um subespaco
fechado de Y. Denotamos ainda por (.,.) e || - || o produto interno e norma, respectiva-
mente, para X e Y. Considere também Y7 o dual (topoldgico) de Yy, equipado com a
dualidade (-,-) e a aplica¢do de dualidade J : Y7 — Yj.

Uma vez dado um parametro p € X, o problema direto consiste em resolver a EDP

eliptica cuja formulagao fraca é dada por
Clpju=f em Y, (2.1)

com C(p) : Yo — Y e o lado direito f € Y. Supomos ainda que para cada ¢ € Q o
operador diferencial C(q) é estritamente mondtono e Lipschitz continuo, isto é, existem

constantes positivas a; e ao tais que
ap|lv —w||* < (Clg)v — ClQw,v —w), v,w €Y (2.2)

(Clg)v = Cl@w,y) < azllv —w|llyll, v,w,yeY (2.3)
sendo () C X um conjunto de parametros admissiveis.

Teorema 2.1 Seja ¢ € Q e f € Yy. Sob as condigoes (2.2) e (2.3) o problema (2.1)

admite inica solugao uy, em Yy, que denotamos por

ug =Clg)7'f. (2.4)
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Demonstracao. Veja [3].
O
Podemos entao definir F': Q € X — Y, como o operador que associa a cada q € @)
a unica soluc¢do u, do problema direto (2.1). Como problema inverso, consideramos a
identificacao do parametro ¢ em (2.1) pelo conhecimento de uma correspondente solugao

z € Yy. Sendo assim, temos um operador
F:QCX =Y, q¢— u, (2.5)
e formulamos o problema de identificacao de parametros
F(q) =z, (2.6)

isto é, para uma dada solucao z de (2.1) queremos determinar um parametro ¢, de tal modo
que u,, = z. Neste caso, o problema inverso (2.6) é nao linear, ou seja, F' é um operador
nao linear, mesmo o problema direto (2.1) sendo linear. Embora ambos os operadores,
C(q) e F, estejam associados ao problema (2.1) seu significado nao é o mesmo. Enquanto
C'(q) simplesmente descreve o problema direto, F'(q) representa sua solugdo. Como con-
sequéncia, propriedades como invertibilidade, monotonia e Lipschitz continuidade de C(q)
nao valem para F'.

No que segue, assumimos que z pertence a imagem de F', isto é, que existe um
parametro ¢. € () tal que u, ¢ igual a z. Levando também em consideragao dados

perturbados, supomos que z° € Y (ndo necessariamente na imagem de F) satisfaz
2% = z|| < 4. (2.7)

Com respeito ao problema de indentificagao de parametros assumimos ainda que: para

todo p € X e u € Yy o operador C(p) satisfaz
C(p) = B+ A(p)

com

A(u € L(X,Y7) (2.8)

em que o operador B, possivelmente nao linear, atua de Yj em Y.

Abaixo apresentamos alguns problemas modelos que enquadram-se no contexto ab-
strato exposto acima, em que 2 C R?, com d igual a 1,2 ou 3, é um dominio limitado com
fronteira suficientemente regular. Com excessao do Exemplo 3, em que Y = Y, = HY(Q),
nos demais Exemplos temos Yy = H}(Q) e Y = H'(Q).
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Exemplo 1
—V.(¢(x)Vu) = f em Q
u = 0 em 00

com B=0¢e

(A(Qu,v) = /q(x)Vqudm, (2.9)
Q
Exemplo 2
—Au+q(x)u = f em Q
u = 0 em 00
com
U@u) = [ alayuods,
Q
e
(Bu,v) = /Vqud:B
Q
Exemplo 3
—V.(¢(x)Vu)+bu = f em Q
qg—z = 0 em 0N

em que A é como em (2.9) e

(Bu,v) = /Q b )uvde,

sendo 7 o vetor normal exterior a 0f).

Exemplo 4
—Au+qu) = f em Q
u = 0 em 00
onde
(A(qQu,v) = /q(u)’udx, (2.10)
Q
(Bu,v) = /Vquda:. (2.11)
Q
Exemplo 5

—V.(¢(u)Vu) = f em Q
u = 0 em 00

comB=0 e

(A(Qu,v)y = /Qq(u)Vqudx. (2.12)
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Exemplo 6
—V.(¢(x)Vu)+b(u) = f em
u = 0 em 00

com

(Alg)u,v) = /Q o(2)VuVuds,

(Bu,v) = /Q b(u)vds.

Na Secgao 4.2 apresentamos uma discussao detalhada dos Exemplos expostos acima, bem
como os espacos de parametros adequados para que a teoria desenvolvida ao longo do
texto fique bem posta. Veremos que a condi¢ao (2.8) é particularmente uma imposi¢ao
de regularidade no espago X. Para certos Exemplos, e.g., Exemplo 1 em altas dimensoes,
(2.8) requer um espaco de Hilbert X mais regular que o necessirio para satisfazer (2.2)
e (2.3). No préximo Capitulo, aplicamos os resultados relativos a teoria de regularizagao

da Secgao 1.3 para o problema inverso (2.6).
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Capitulo 3

Identificacao de Parametros pelos
Métodos Classico e Modificado de

Landweber

Aplicamos a iteragao de Landweber (1.12) para identificacao de parametros em equagoes
elipticas lineares e nao lineares. Nossa discussao mostra que a teoria desenvolvida na
Seccao 1.3 parece restrita quando aplicada a identificacao de parametros em tais equacoes.
No que diz respeito a equagoes nao lineares, mostramos que as modificagoes sugeridas na
literatura parecem ainda nao ser adequadas para tratar tais problemas num sentido mais

amplo.

3.1 Meétodo classico para equacoes lineares elipticas

Supomos que o operador diferencial C'(p) dado em (2.1) é linear (Exemplos 1, 2 e 3).
Neste caso, as condigoes (2.2) e (2.3) equivalem as seguintes hipéteses de Ygp-elipticidade
e Y-continuidade,

arflull* < (Cl@)u,u), u €Yy (3.1)

(Clg)v,w) < agfol||w]], v,weY (3.2)

Vge @ C X.

No que segue, aplicamos os resultados relativos a teoria de regularizacao da Secgao
1.3 para o problema inverso (2.6). Os resultados da Secc¢ao 1.3 bem como a iteracao de
Landweber sao formulados em termos da derivada de Fréchet do operador F', nesse sentido
precisamos de uma expressao para a mesma. Dado ¢ € (), através de uma linearizacao

formal do problema (2.1) na dire¢ao p € X, temos que

Clq)ugp = —A(p)uy, (3.3)



em que o lado direito é devido linearidade de A(-) com respeito aos parametros. Por (2.8)
temos que

Alplug € Yy, pe X, (3.4)
e, portanto, podemos definir a derivada de Fréchet de F' em ¢ por
F'(q): X =, p|—>u;p,

sendo u;p € Yy a tnica solucio de (3.3), isto &,

ugp = —C(q) " A(p)uq. (3.5)

Dada a derivada de Fréchet de F', aplicamos formalmente a iteracao de Landweber.
Fazendo o produto interno de (1.12) com uma arbitraria fungao teste p € X, temos a k-
ésima iteragao de Landweber como (no momento é suficiente considerar o caso sem ruidos,

0 = 0, pois a condi¢ao de nao linearidade (1.15) néo envolve 6.)

(Ge+1,0) = (e, p) + (F'(qr)* (2 — ug,), p)
= (qr;p) + (2 — g, F'(qx)p)
= (@, D) — (2 = ug,, Clar) " A(p)ug,). (3.6)

Visto que a segunda parcela do lado direito de (3.6) pode ser escrita como

(Z — Ugys C(q’f)_lA(p)u%) = (Z — Ugys (‘]C<q’€))_1‘]A(p)UQk)
= ((JC(a@))™ (2 = uq,), JA(p)ug,)
= ((JO(q) (2 — ug,), JA(P)ug,)

a iteracao de Landweber (na forma fraca) é dada por

(qrs1,P) = (@, ) — (JClar)) ™" (2 — ug,), JA(p)ug, ). (3.7)

Portanto, cada passo da iteracao o método de Landweber requer nao somente a solucao

do problema direto (2.1) mas também a solugao do problema adjunto
Clgr)" w0 =z — ug,. (3.8)

De acordo com a Seccao 1.3 uma das condigoes suficientes para a convergéncia do

método (3.7) é a limitagao (local) uniforme da derivada de Fréchet do operador F, isto é,

IF'(@)pll < Llpll, ¢ € Byla), peX. (3.9)
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Seja w = F'(q)p. Por (3.5) e (3.1) temos que

ar|[F'(@pl* = ai|lw]* < (Clo)w, w) = (=A(p)ug, w) = (—=A(p)ug, F'(q)p)-

Portanto, uma condicao suficiente para (3.9) é
[(Alp)a, w)| < llpllilalll@l, pe X, aweY. (3.10)
No entanto, se u, é (localmente) limitada, isto é,
lugll < U, q € By(qo)
temos por (3.10) que

ar||[F'(g)pl* < (=Ap)ug, F'(@)p) < lIplllugll| F'(@)p|

e, portanto,

U
| F"(q)p]| < a—alll, q € B,(qo),

isto é, I’ é uniformemente limitada com constante de limitagao L = a% A exigéncia

original L < 1 (veja (1.16)) pode ser suprida por uma mudanca de escala no problema
(2.6)(veja (1.19)).
Para garantir a convergéncia do método (3.7), precisamos ainda da condigdo de nao

linearidade (1.15). Consideremos

v=F(q) - F(q) — F'(9)(q — q),

para arbitrarios, mas fixos ¢,§ € B,(qy). Ent@o, usando as representacoes (2.4) e (3.5)

bem como a linearidade de C(q)™!, obtemos

v = C@Q)'f-Cle) ' f+Cle) ' AQC(a) " f = Cle) " Alg)Clg) ' f
= Cl)'C()C@Q)f=Clg) ™ f) + AlG—a)C(q) f].

Devido ao fato que

A(q)uy = A(G)ug + Bug — Bu,
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e a linearidade de A(-) com respeito aos parametros, temos

CC(@ " f=Clo ' +AG—aC(9) ' f
= [B+ A(Q)](uq - uq) + A(Q)ug — A(q)uy
= A(q— q)(ug — uy),

e portanto,
v=C(q)" Alg — QIF(@) — F(q))- (3.11)

Por (3.1) e (3.10), obtemos

ar[[vl* < (C(g)v, v) = (Alg — @) (ug — ug),v) < llg — dllllug — ugll[lv]]-

Isto é, )
loll = 1F@ — Flo) — Flo)a - ol < =T rg) - Fig)l.

Como a condigdo de nao linearidade (1.15) deve ser satisfeita para todo ¢,¢ € B,(qo),
devemos impor que
an

< —.
P=

E importante observar que esta condi¢ao de suavidade no raio p é invariante por mudanca
de escala no problema inverso F(q¢) = z. Como a prova de convergéncia do método
(3.7) requer que a solucdo (do problema inverso) pertenca a Br(qo), neste caso esta
condigao de nao linearidade pode ser entendida como uma forte exigéncia (de suavidade)
na aproximacao inicial ¢q.

No que diz respeito a taxas de convergéncia para a iteragao (3.7), precisamos das
condigoes (1.20) e (1.21) na derivada de Fréchet de F'. Embora estas condigoes tenham
sido verificadas em [11] para identificacdo de ¢ (no caso unidimensional) no Exemplo 2
em [5] foi mostrado explicitamente que a imagem de F’(¢)* ndo é invariante em ¢ para a
versao unidimensional do exemplo 1. Isto mostra que os resultados obtidos em [11] néo
podem, em geral, ser aplicados para a identificacao de parametros em problemas lineares
da forma (2.1). No que segue, abordamos alguns aspectos relativos a convergéncia para

equacgoes nao lineares.

3.2 Meétodo classico para equacoes nao lineares elipticas

Nesta Seccao abordamos a identificagao de parametros em equagoes nao lineares elipticas
cuja formulagao fraca é da forma (2.1). Ilustramos esta situagao com os Exemplos 4, 5 e
6. O interessante neste caso é que a linearidade de A(-) ndo contradiz a nao linearidade de

(2.1). Os exemplos acima mostram que a nao linearidade do problema direto (2.1) pode
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ser devido ao parametro ¢ e/ou ao operador B e que podemos ter problemas em que o
parametro a ser identificado depende da varidvel de estado (Exemplos 4 e 5) ou somente
da variavel espacial (Exemplo 6).

Para resolver o problema inverso (2.6) pela iteragdo de Landweber (1.12), assim como
no caso linear, precisamos da derivada de Fréchet do operador F'. Por uma linearizacao

formal de (2.1) na dire¢ao de p € X temos

C(@Qugp = —A(p)ug, (3.12)

em que o operador linear C(q) pode conter expressoes em ¢(x), q(u,), ¢ (ug) e U'(ug).
Aplicando (3.4) e supondo que C(g) é um operador invertivel definido em Yj e tomando

valores em Y, isto é, C(q) : Yy — Y, temos que a derivada de Fréchet de F' é dada por
F'(q): X =Y, prup,
em que uyp € Yy denota a tinica solugao de (3.12), isto &,
ulp = —Cla) Alp)u,. (3.13)

Portanto, de foma similar a (3.7), temos a k-ésima iteracao de Landweber para equagoes

nao lineares dada por

(ar1,0) = (@, p) = (JC(ar)) ™ (=2 = uq,), JA(P)ug,)- (3.14)

Analogamente ao caso linear, cada passo da iteracdo, (3.14) requer a solugao do problema

(direto) nao linear (2.1) bem como a solu¢ao de um problema linear adjunto

Clgr) w =2z —u, (3.15)

e

Em relagao a convergéncia de (3.14), deixamos de lado a questao da limitagao da derivada
de Fréchet de F' e somente mencionamos que a condigao (3.10) é imprescindivel. Neste
sentido, concentraremos nossos esforgos para estabelecer a condigao de nao linearidade

(1.15). Para q,G € B,(qo), seja
v="F(q) = Flq) = F'(9)(q - q)-
Usando as representagoes (2.4) e (3.13) temos
v=C@) ' f = Cle) 7 f+Ca) ' AG - 9)C(a) ' f- (3.16)
Daqui em diante gostariamos de proceder como no caso das equacgoes lineares, o que fica
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impossivel devido a nao linearidade da equacao que modela o problema direto. Embora

ainda tenhamos
Cl)C()~'f =T,

neste caso nao temos a linearidade de C'(¢)~!. Uma outra dificuldade na anélise de (3.16)
é o aparecimento de dois tipos de operadores, a saber, C(-) e é() Ao contrario do
caso linear, quando trabalhamos com equacoes nao lineares, até mesmo a verificacao da
condicao de nao linearidade (1.15) fica comprometida. Em relagao a taxas de convergéncia,
as condigoes impostas pela teoria tornaram-se tao restritivas que nao podem nem mesmo
ser aplicadas para equacoes lineares. Esta situacao é ainda mais agravada no caso de
equacoes nao lineares.

Na préxima Secgao aplicamos a iteragao de Landweber modificada (1.24) para identi-

ficacao de parametros em equacoes nao lineares.

3.3 Método modificado para equagoes nao lineares

Recentemente, em [12], foram consideradas sugestoes para a escolha de G(-), em (1.24),
para a versao unidimensional do Exemplo 1. No entanto, ainda nao esta claro como
estender estas idéias para o caso de equagoes nao lineares.

Motivados por (3.14), formulamos a iteracao

(ar+1,9) = (ar.p) = ((JS (@) (2 — ug,), JA(p)ug,) (3.17)

em que S(-) : Yo — Y é um operador linear e invertivel, ainda a ser definido. Con-

siderando o operador linear L(q) : X — Y, dado por

L(q)p = —A(p)ug, (3.18)

o qual é bem definido devido a (2.8), vemos que a iteragao (3.17) corresponde a iteracao

de Landweber modificada (1.24) com a escolha especial de

G(q) = S(q)""L(q) (3.19)

como operador de iteragao.

Em relagao a convergéncia de (3.17), simplesmente relacionamos a limitagao de G(-)
com a condicao (3.10) ((1.25) pode novamente ser obtida por mudanga de escala em (2.6))
e nos concentramos afim de estabelecer a condigao de nao linearidade (1.26). Para isso,

defina
v="F(G) — F(q) — S(q) " L(q)(q — q),
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para arbitrarios mas fixos ¢, ¢ € B,(qo). Entao

Sob a hipdtese adicional (bastante restritiva)
Clqo) € L(Y0,Y7), (3.20)
isto é, que (2.1) descreve um problema linear para ¢ = ¢p, ¢ com a escolha especial

S(q) = C(@), q € By(qo) (3.21)

temos que
v o= C(q) ' [(Clg0)ug — Clqo)uq + C(Quq — C(q)ug)
= C(q) '[Alq — Qug — Algo — q)ug)-

Considerando a hipé6tese (3.10) , uma condic¢ao de Lipschitz no parametro ¢ e uma forte
condi¢ao de suavidade no raio p, a condigao de nao linearidade (1.26) pode ser pelo menos
verificada para os Exemplos que satisfazem (3.20). No entanto, (3.20) pode somente ser
vélida para problemas nao lineares da forma (2.1) com um operador linear B e/ou uma
aproximagao inicial gy constante. De fato, o Exemplo 6 nao pode satisfazer (3.20). Os
Exemplos 4 e 5 podem somente ser tratados se ¢y é uma fungao constante (no exemplo 4,
go = 0). Neste sentido, vemos que a escolha (3.19) nao é adequada para garantir a con-
vergéncia da iteragao de Landweber modificada (1.24) quando aplicada para identificagao
de parametros em EDP’S elipticas nao lineares.

Pensando em estabelecer taxas de convergéncia, sem falar na condigao de fonte (1.20),
vemos por (1.28), com § = 0, que a teoria de taxas de convergéncia relativa ao método
modificado (veja (1.27) e (1.28)), juntamente com a escolha (3.21) nao pode nem mesmo
ser aplicada para identificacao de parametros em equagoes nao lineares satisfazendo (3.20).
E claro que a discussao feita acima nao exclui a possibilidade de existéncia de um operador
de iteragdo G(-) adequado para a identificagao de parametros em EDP’S elipticas da forma
(2.1) e satisfazendo a condi¢ao de nao linearidade (1.26) bem como (1.27) e (1.28). No
entanto, embora a iteragdo (1.24) nao exija a existéncia da derivada de F', sua existéncia
e necessaria para estabelecer (1.28) e (1.20).

Mesmo existindo outros método iterativos de regularizacao, diferentes do método de
Landweber, uma andlise completa de convergéncia, incluindo taxas, é somente disponivel
para poucos. Por exemplo, em [5], 0 método de Gauss-Newton iterativamente regularizado
(1.8) é discutido. Neste caso, a condi¢ao de fonte (1.20) ji é necessaria para obter a

convergéncia de (1.8). Enquanto a Lipschitz continuidade da derivada de Fréchet de F' é
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o bastante (pelo menos para v € [1/2,1]) se a iteragao é parada com uma escolha a-priori
de parametros, o principio de discrepancia (1.17) somente garante convergéncia (taxas)
se v € [0,1/2] e F satisfaz

F'(q) = R(q,9)F'(q9) + Q(4,9)
IT—-R(G,9)| <Cr  G,q € Bap(qo) (3.22)
1Q(q, 9l < CollF'(¢:)(q — a)l

com p,Cr e Cg suficientemente pequenos. Portanto, (1.8) parece nao trazer vantagens
em relagao a (1.12), em termos de convergéncia e taxas, quando comparadas as condigoes
impostas em ambos os casos.

Até aqui, procuramos colocar os limites da teoria cldssica para a iteracao de Landwe-
ber e suas variantes existentes na literatura. No entanto, ressaltamos que esta teoria
tem sido bem desenvolvida para uma ampla classe de problemas inversos que consider-
amos neste trabalho. Tratando somente de uma subclasse de problemas de identificacao de
parametros em EDP’S elipticas lineares e nao lineares, como fizemos acima, nao é surpreza
que a teoria classica pareca restrita. Baseados nesta teoria, apresentamos no proéximo
Capitulo um método iterativo de regularizagao, proposto recentemente por Kiigler (veja
[14], [15] e [16]), que aproveita melhor a estrutura do problema direto em questao, sendo
possivel provar a convergéncia sob hipdteses mais fracas que aquelas exigidas anterior-

mente.
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Capitulo 4

Identificacao de Parametros pelo
Método de Landweber Sem

Derivadas

Neste capitulo apresentamos o método de Landweber sem derivadas para identificacao de
parametros em EDP’S elipticas que sao descritas por operadores diferenciais estritamente
mondétonos e Lipschitz continuos. Somente usando tais propriedades do operador difer-
encial, provamos a convergéncia do método para dados exatos e dados com ruidos, em
combinagao com o principio de discrepancia de Morozov assim como para uma escolha de
parametros a-priori. Com excessao do Exemplo 5, que precisa de algumas modificagoes

(veja Secgao 4.4), os demais Exemplos poderao ser tratados naturalmente.

4.1 Analise de convergéncia

Para resolver o problema de identificagdo de parametros (2.6) de maneira estavel, sugeri-

mos o seguinte processo iterativo

(@211,2) = (g0, ) = (2 —ug, A(p)ugs) Vp € X, (4.1)

partindo de uma aproximacdo inicial g, 0 qual é bem definido pois 2° € Y;. Comparando
(4.1) com (3.14), vemos que simplesmente omitimos o problema adjunto (3.15), o que é
equivalente a escolha S = J~! em (3.17).

Introduzindo o operador linear limitado L(q) : X — Yj, definido por

L(q)p = —JA(p)uy, (4.2)

o qual é bem definido devido a (2.8) e, portando, admite adjunto Hilbertiano L(q)*, a
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equagao (4.1) pode ser reescrita como
Gy = G+ L@ (2 — ugp). (4.3)

Ja pensando em estudar taxas de convergéncia para o algoritmo (4.3), introduzimos

uma seqiiencia de parametros de regularizacao (3, tais que
Ogﬁk+1§ﬁkgleﬁk—>0 se k’—>OO, (44)

e consideremos (momentaneamente) a iteracao

Q1 = @ + AL(G)"(2° — ugs) — Brlay — €). (4.5)

Aqui, A é um parametro de mudanca de escala. O termo adicional de estabilizacao
—Bi(¢2 — €), onde & € X é geralmente escolhido como ¢y, é motivado pelo método de
Gauss-Newton iterativamente regularizado (1.8) e foi também usado em [13] para a versao
(1.29) da iteracdo de Landweber.

No que diz respeito as demonstragoes feitas ao longo deste Capitulo, os parametros ;s
poderiam ser de fato omitidos. Levando em consideracao a importancia dos mesmos no
estabelecimento de taxas de convergéncia (veja Capitulo 5) admitimos desde ja a presenga
dos mesmos. Como no caso do método classico de Landweber, a iteracao (4.5) conver-

*

gird somente se o operador de iteracao L(-)* é localmente (uniformemente) limitado e o

parametro de mudanca de escala A é escolhido adequadamente. Sendo assim, assumimos
que

IL(g) < L. q € By(qo) (4.6)

donde a bola B,(qo) satisfaz
By(q) € Q. (4.7)

Assumindo (2.2), (2.3) e (2.8) temos que
o fug — udH2 < A(C(Quq — C(Qug, ug — ug)

= (A(Q)ug — Alq)ug, ug — ug)
= (L(q)(q — ), uqg — ug) (4.8)

para ¢, € B,(qy). Portanto, a equacdo (4.6) pode ser entendida como uma condicdo
suficiente para a Lipschitz continuidade (local) do operador F' com constante de Lipschitz

L/ay, isto é,

IF(q) - F@)| < ailnq ~ 4l .d€ Bya). (4.9)
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Como critério de parada (necessério para tratar o método na presenga de ruidos nos

dados) para (4.5), consideremos o principio de discrepancia
|2° — Ugs | <76 < ||2° — ugll, 0<k <k, (4.10)

em que 7 pode depender de A, I:, 0By e das constantes ay e ap, assim como um critério de
parada a-priori (veja (4.16)) .

Em geral, a analise de um método iterativo de regularizagao segue um esquema basico.
Primeiro, prova-se que as iteragoes permanecem no dominio de definicao do operador F,
contanto que um determinado critério de parada seja obedecido. Em seguida, mostramos
a convergencia da iteracao g ,no caso sem ruidos, baseado no comportamento do residuo
para os dados calculados. Na presenca de ruidos nos dados, o critério de parada é usado
para obter as propriedades de regularizacao para o método iterativo.

Na andlise de convergéncia para (4.5), embora a abordagem usada seja a mesma que

m [13], os resultados nao requerem a diferenciabilidade do operador F' nem a condigao
de nao linearidade (1.15) ou (1.26).

Comecamos com um Lema auxiliar, com respeito aos parametros de regularizacao [y.

Lema 4.1.1 Sejam [,k € No,l < k. Se {5} satisfaz (4.4), entdo

k
1-JJa-5) Zﬁj H (1-8)<1
s=l 7=l s=j+1
Além disso, se
> B < o0, (4.11)
k=0
entao [[,— (1 — Bk) € convergente e, portanto,
[Ja-8)—1 se I — . (4.12)
k=1

No que segue, mostramos que a iteracao de Landweber (4.5) é bem definida, isto é, que
as iteragoes permanecem no dominio de definicao do operador. Por simplicidade, denota-
mos a solugio do problema direto (2.1) correspondente a k-ésima iteragio qf simplismente

por uy.

Proposigao 4.1.1 (Monotonia) Assuma (2.2), (2.3) e (2.8). Sejam L satisfazendo
(4.6) e {Bk} satisfazendo (4.4) e (4.11). Suponha que q. é uma solugcio de (2.6) em
B,ss(qo) N B,ys(§), onde qo e & sio definidos como em (4.5). Além disso, escolha os
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parametros A\ e T tais que

%)

(1= Bo)(an — 7) AL*>D (4.13)

onde D ¢ uma constante positiva e fiza.

e Critério de parada a-posteriori: Seja k. o indice de parada para a iterag¢io (4.5)
escolhido de acordo com (4.10) em que T satisfaz (4.13). Entdo, para qualquer
0 <k <k, temos

Q1 € Bo(ao) (4.14)
e
P
g = @il < llgw = @2l (1 = Br) + ﬁk 5 (4.15)
e (Critério de parada a-priori: Se
0 ~ o
— < C, 0<k<N, e —>C para k= Ny+1, (4.16)
B — B
com C < ga% e se
a1(1 - ﬁo) - /\IA/Q Z E, (417)

em que E € uma constante positiva e fiza, entdo para qualquer 0 < k < Ny, obtemos
(4.14) assim como (4.15).

Demonstragdo. A hipétese de aproximagao q. € B,s(qo) N B,s(&) implica B,/a(g.) C
B,(q0) e, em particular,
lg0 — gl < p/2.

Por indugao, supomos que
gy — .l < p/2 (4.18)

para k < k.(6). Entao, no k-ésimo passo a iteragao (4.5) é bem definida e, portanto,
lghs1 = all> = (1= B lak — @ ” + Billae — €7 + N L(gp)" (2° — wn) I
—20,(1 — ﬁk)(qg — Gy ¢« — &)
—2(1 = Br)A(=" — wr, L(gy) (g- — 41))

F20M (€ = @, L(g2)* (2° — wy). (4.19)

As seguintes consideragoes tem um papel decisivo na nossa andlise e sao possiveis devido

a estrutura especial do operador (4.2). Por (4.2), (2.8) e

A(q.)z + Bz = A(q))ug + Buy, em Yy,
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temos
—(2° — uk, () (4= — q))

= (2" — wp, Alge — @)

— (2° — wp, Alg)up — A(g.)2) + (2° — g, Buy — B2)

= (2° = ur, Cg)u, — C(qu)2)

= —(2* —ux, C(q.)2" = Clg.)up) + (2° — ug, C(g.)2° — C(g.)2)

< —onll2’ = ugl® + anll2’ — ugll]]2* — 2|

(4.20)

em que a desigualdade é dada por (2.2) e (2.3). A estimativa (4.20) faz a condi¢ao de nao

linearidade (1.26), usada no método cldssico (veja [13]) desnecessaria. Por (4.6) e (2.7)

temos ainda que
971 — a:l1* < (1= B)?lla — a.l* + 2571 a. — €117

—26,(1 = Bi)llg = g¢:llllg- — &)l
+2|2° — up||PANL? — an (1 = )
+2(1 — ﬁk)agé)\||26 — ug|-

Parando a iteracao de acordo com (4.10), para k < k, = k.(J) temos
- «
lafr = gl = 2A(AL* = (1 = ) (or = D)) 127 —

< (lg? = a:lI(1 = Be) + V284l — €1)*.

Devido a (4.13), finalmente chegamos ao seguinte resultado

V2p

lgpi1 — |l < llah — all(1 = Br) + =B < [la) — @ ]I(1 — Br) + Zﬂk.

8

Indutivamente, para 0 < k < k,, segue que

k k k
P
lafr = 0ol < llao — gl TT1 =8+ 23755 T (=0,
§=0 j=0  i=j+1

e portanto (veja Lema 4.1.1)

p
lghy — a] < 1

completando assim a indugao iniciada em (4.18). Com

a0s1 — qoll < lgher — @]l + llax — qoll < o,

30

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



finalmente temos também que ¢j ; € B,(qo). Juntamente com (4.7), esta estimativa
mostra particularmente que o método (4.5) é bem definido, ou seja, que todas iteragoes
¢, para 0 < k < k., permanecem no dominio de definicio do operador F'.

Consideremos agora o caso em que tomamos a escolha a-priori (4.16): De (4.9) obtemos

~

L
12° = well <6+ 1z — will < 6+ a—lHCJi — |-
Entao, com (4.16), podemos estimar o ultimo termo em (4.21) por
. - L s
262 C(1 = Br)A | OBk + a_”qk —al |
1

implicando que
19741 — @ 11* < (1= B4R — a® (4.25)

ey (Hq* e (- m)xézcvz)

L -
+26(1 = By)llgh — g-|l <||Q* — ||+ )\a—lca2>

+21|2° — ug|PANL? — aq (1 — ). (4.26)
Com AL? < o (veja (4.17)), o limitante C, oy < ag e a hipétese que ¢, € B:(g0) N B2 (§),
temos que
L - L)C  _p.p_p
. — A—Casy = ||g« — A——a < =4+ ===,
lg. = &l + Ao -Car =llgu — &l + A7 < g+ 0 =7

V2(la. - €12+ ACas) <

Portanto, (4.26) e (4.17) implicam que

(4.27)

1D

P
ks = aoll < llgk = @ull(t = By) + 7 Bs,

para a qual podemos continuar como anteriormente.

A condigao (4.13) pode ser satisfeita escolhendo parametros 3y, A suficientemente pe-
quenos e 7 suficientemente grande. O uso de um 7 “grande’no principio de discrepancia
(4.10) pode tornar o término da iteracao um tanto prematuro. Entretanto, este “prob-
lema”aparece também no método cléssico (por exemplo, considere n — 1/2 em (1.18)).
Em [14] esta situagao foi remediada medindo o erro nos dados em uma norma fraca e con-
siderando assim, um principio de discrepancia modificado. Em contrapartida, (4.10) nao
requer (em situagoes praticas) o uso de constantes desconhecidas 7, mas sim depende de

quantidades associadas ao problema direto. O préximo Lema é um resultado preliminar
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para a convergéncia de (4.5).
Lema 4.1.2 Considere as hipoteses da Proposicao 4.1.1.

e Se a iteragdo (4.5) € parada de acordo com a escolha de parametros a-posteriori
(4.10), onde T e D satisfazem (4.13), entdo

kyx—1 k«—1

Z\Iz — ug]| < 128AD 6<1+ (8V2 +2) Zﬁk) (4.28)

e Se a iteragdo (4.5) € parada de acordo com a escolha de parametros a-priori (4.16),

onde L e o satisfazem (4.17), entdo
iuzé—uknz < i(i+§5k). (4.29)
k=0 S 2AEN6E
e No caso de dados sem ruidos, assumindo (4.11) e (4.17) , temos que

Z||Z_uk||2 < 0. (4.30)
k=0

Demonstragio. Pela Proposiciao 4.1.1 sabemos que ||¢} — q.]| < p/2 para 0 < k < k,.
Usando o fato de (5, < 1 temos

2
p p
B = Bi)llax — aellllge = &ll < Bug e Billae — €lI* < Buig
Usando estas estimativas em (4.22) segue que
lgR 1 — aull® + 22Dz — wi])”

< lgh — @.ll*(1 = Bi)? +2v28,(1 — Bl — a.lllla. — €I + 268 1q. — &|1°

\/_
< ¢ = a2 vs 1
< llai = ¢l* + (5 +32)5
e assim podemos concluir que
ku—1 keu—1 keu—1
2AD Y 12’ —wil <> (g — ¢ll* = lgh 1 — ¢ +p + 3 Z B
k=0 k=0

Logo, pelo principio de discrepancia (4.10) e a hipdtese de aproximagao (4.18) em ¢ temos

k*_l ]{2*—1 ]{2*—1
_ < _ 2 <
8 30—l < 31wl < oo (14 6VE+2) ng)
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No que diz repeito a (4.29), segue de (4.26) e (4.27) que
lg841 = @ull? + 20E 12" — wil® < (1 = Be)llag — ¢ 1” + Bup®

para 0 < k < Ny(d), o implica

No pg 1 No
1 2
2 —wl* < —~(— + )
kz_; I =l = 535 6 ;5’@
No caso de dados sem ruidos, isto é 6 = 0, por (4.21) e (4.17) temos
lgrsr — gul)? + 2\E ||z — uy|?

< gk — @21 = Bi)* +2v28,(1 = Bi)llax — gellllg= — &l + 257 g. — &I

Portanto, para todo k € Ny, as iteragoes ¢, permanecem em B,(q) de forma que

o B ) p2 o0
;; |2 — wl? < TV (1 +(8v2 +2) Zﬁk).

k=0

O

A estimativa (4.30) mostra que, no caso de dados sem ruidos, a norma do residuo ao
longo das iteragoes tende para zero quando k£ — oo. Portanto, se a iteracao converge, o
limite é certamente uma solug¢ao do problema (2.6). Se tivermos ruidos nos dados, (4.28)
garante a existéncia de um tnico indice k, tal que ||2° — ug| > 76 para k < k., mas é
violado para k = k,. Para a escolha especial §; = 0, com a estimativa (4.28) e o principio

de discrepancia (4.10) temos seguinte relagao

entre o indice de parada k, e o nivel de ruido .

Teorema 4.1.1 (Convergéncia) Sejad = 0 em (2.7) e {fx} satisfazendo (4.4) e (4.11).
Além disso, assuma (4.17), (4.6) e as hipdteses (2.2), (2.3) e (2.8). Se (2.6) admite
solugdo q, em B,s(qo) N B,s(§), entdo g converge para q. € B,(qo).

Demonstragdo. Seja ¢ uma solugao de (2.6) em B,s(qo) N B,s(&), isto é, ug = 2, e

considere

€k =qr —q.
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Entao, para cada n > m,

Cnt1 = em _H<1 — Bj) + AZ( H (1- @)) L(g;)" (2 — uy)

—(1 ~Tlo- @-))(q—a. (4.31)

j=m
Primeiramente, verificaremos que ||eg||, oy ¢ convergente: Como ||eg||,cy ¢ limitada (veja
Proposicao 4.1.1), |lex|[,cy tém uma subseqiiéncia convergente [[enw)l|, oy, Para algum
£ Z 0. Seja ||65(Z)”16N

grande, denotamos por k(I) o maior indice para o qual ainda temos s(I) > n(k). Usando

uma subseqiiéncia qualquer de [|ex||,y- Dado I € N, suficientemente

esta notagao, segue de (4.24) que

s()—1 s()— s(l)—1

p
leswll < llengiay H (1—ay) Ty Z a; H (1—a).
j=n(k(1)) j=n(k)) =i+l
Portanto, pelo Lema 4.1.1 temos
)Hes(l)H - Hen(k(z))H‘ — 0, se [ — oo. (4.32)

Como |le, izl — &, se I — oo, segue de (4.32) que
Hes(l)H — &, S€ [ — 0.

Isto mostra que

lex|| — &, se k— oo, (4.33)

sendo £ uma constante nao negativa. O préximo passo e mostrar que {e; } é uma seqiiéncia

de Cauchy. Para j > k, escolhemos [ com j > [ > k tal que
[z —wll <z —wll, k<i<y. (4.34)

Temos ainda que
lej — el < lle; —edll + [les — e (4.35)

le; — el = 2(e; — ej, &) + [le; > — lled|?,
ler — el = 2(er — ex, er) + llexl|” — [led]|. (4.36)

Por (4.33) temos que os dois dltimos termos de cada lado direito de (4.36) convergem
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para 0 se k — oo. De (4.31) segue que

(er — 5 )| < lea|? (1 -[Ia- ﬁs)>

s=l

+A

i( 1:[ (1- ﬂﬂ) (z = us; L(qs)(7 — @)

s=l \r=s+1

+(1 Tl —m) G— & a— ) (4.37)

s=l

Para k — oo, []2,(1 — 35) — 1 e, portanto,

7j—1 [e's)
s=l s=l

Como ||ex|| é limitada, o primeiro termo no lado direito de (4.37) tende para zero. De
forma similar mostra-se que o terceiro termo também desaparece quando k — oo. Para
estimar o segundo termo em (4.37) seguimos as mesmas idéias de [13]. Porém, evitamos

o uso das condigoes de nao linearidade e/ou diferenciabilidade em F. Por (4.2), (2.8) e
A(gy)ur + Bu, = A(qQ)z + Bz em Y,

A(g-)ur + Bu, = A(q))w; + By, em Yy

temos que
(z = up, L(gr) (G — @) = —(A(G — @)ur, 2 — uy)

= —(A(q — gr)ur, 2 — uy)
—(Algr — @) ur, 2 — uy)
= (A(§)z — A(Qur, z — uy)
(B2 — Buy, > — )
—(Alg)w — Alq)ur, z — u,)
—(Bu; — Buy, 2 — uy). (4.38)

Desta relacao, (4.34) e (2.3) segue que

A

Z( I a- @«)) (2 — 1, L(g.)(d — @)

s=l \r=s+1
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j—1

<Aas YNz = wll@llz = usll + |1z = wl])

s=l

7—1
<3Nz Yy ||z —u.
s=lI

Portanto, a Proposicao 4.1.1 garante também que o segundo termo do lado direito de

(4.37) tende para zero, quando k — 0o. Sendo assim, temos
|(er = ¢j,e1)| = 0

e, analogamente,

|(e; — ek, e1)] — 0.

Usando (4.33), temos (j e [ dependem de k)
0< lim fle; — el < Jim (2(er — ejoe0) + e~ fleaf) = 0

0 < lim [le; — ex]| < lim (2(e; — ex, er) + [lex]|* — [ledf|*) = 0
k—o0 k—oo

Portanto, o lado direito de (4.36) tende para zero quando k — oo e, assim, podemos
concluir com (4.35) que ey, e portanto g, sao seqiiéncias de Cauchy. Denotanto o limite
de g por g, concluimos que g, é uma solu¢ao de (2.6), pois o residuo z — uy converge
para zero quando k — oo, veja Lema 4.1.2.
O
Em presenca de ruidos nos dados, o préoximo Teorema mostra que o principio de dis-
crepancia (4.10), assim como a escolha de parametros a-priori (4.16), fazem do método de
Landweber sem derivadas (4.5) um método de regularizagao. De fato, esta demonstragao
independe do operador de iteragao e, portanto, é idéntica aquela apresentada em [11] e
[13].

Teorema 4.1.2 (Regularizagao) Seja {fi} satisfazendo (4.4) e (4.11). Suponha (2.7),
(4.6), (4.17) assim como (2.2), (2.3) e (2.8). Além disso, assumimos que (2.6) admite
solugdo em B,5(qo) N Bys(§).

e Se a iteragio (4.5) € parada em k,(0) de acordo com o principio de discrepancia
(4.10), (4.13), entdo
G5y = Ger 0 — 0.

e Se aiteragdo (4.5) € parada em No(6) de acordo com (4.16), e se {Bx} € estritamente

monotonicamente decrescente com B > 0, temos que

Qo) = @ 0= 0.

36



Demonstracao. Seja d,,n = 1,2,..., uma seqiiéncia de ruidos convergindo para zero

quando n — oo e 2" 1= 2°

= a correspondente seqiiéncia de dados. Para cada par (6, 2")
denotamos por k, = k.(d,) o correspondente indice de parada escolhido de acordo com
o principio de discrepancia (4.10), (4.13). Assumimos inicialmente que k ¢ um ponto
de acumulacgao finito de k,. Sem perda de generalidade supomos que k,, = k para todo

n € N. Portanto, pela definicao de k,, segue que
12" = ug|| < 70n. (4.39)
Usando a dependéncia continua de ¢} em relagio a 2°, para um fixo k, temos que
@ = Qe Up = up, M — 00, (4.40)

Passando o limite em (4.39) temos uy = z. Portanto, de acordo com o Teorema 4.1.1,

dx = g« ©

On
4y — Qx, T — 00

por (4.40). Consideremos também o caso em que k, — oo para n — oo. Sem perda
de generalidade tomamos k, monotonicamente crescente em n. Entao, para n > m, a

Proposicao 4.1.1 implica

kn—1
n n p
ot — 0l < ey —all+2 30 5
S P -
< g, = el + i, —all + 5 D 85 (4.41)

=kom
Pelo Teorema 4.1.1 e por (4.11) existe um m fixo tal que os dois tltimos termos de (4.41)
sao suficientemente pequenos. Como k,, agora ¢é fixo, novamente usando a estabilidade da
iteragao de Landweber chegamos que o lado direito de (4.41) tende para zero se n — oo.
Com respeito a escolha a-priori (4.16), para cada par (9, 2"), onde §,, é agora estritamente
decrescente, denotamos por Ny(d,,) o indice de parada escolhido de acordo com (4.16),
isto é

5n > éﬂNg((Sn)-f—l € 5n < éﬁk para k < N0(5n>

Como [y e 0, sao estritamente decrescentes em k e n respectivamente, Ny(d,) é estrita-
mente crescente em n e No(d,) — o0o. Entado, para n > m, pela Proposigao 4.1.1 temos

que

) No(8n)—1
”CI?\%(%) — .|| < ”(J?\?O((sm) — ¢l + 1 Z B
J=No(6m)
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<143 5,y — @t || + lano(6m) — - + N Z B;- (4.42)
] No(6m,)

O resto da demonstracao segue como em (4.41).
O
Na préoxima Secgao, verificamos as condigoes (2.2), (2.3) e (2.8) para os Exemplos 1-6

apresentados no Capitulo 2.

4.2 Discussao dos exemplos

Exemplo 1: Seja X = H*(2) com s > d/2, tal que X C L>(2), isto é, ||p||le < cl|p|| para
uma constante fixa ¢ e uma arbitraria funcao p € X. Definindo o espaco de parametros

admissiveis como
Q={qeX; n<qg<m, g¢s}, (4.43)

com constantes positivas 7 e ¥z, e usando a desigualdade de Poincaré (com constante de

Poincaré Cp) obtemos

_n
(1+Cp)

lv — wl]*

/vv_ V(o — w)dz
—w), v — w)

<C(q)v — C(q)w,v — w)

INIA A

para ¢ € Q,v,w € Yy = Hy(Q), e

(Clg)v = ClQu,y) = (Alg)(v —w),y)
< mallv =yl

para q € Q,v,w,y € Y = H'(Q2). Portanto, as condigoes (2.2) e (2.3) sao satisfeitas com

o) = (1+c j €y =" Além disso, temos que
(Alp +pJv,w) = (A(p)v,w) + (A(P)v, w),
(A(pp)v,w) = p(A(p)v,w)
e

(Alp)v, w) < Ipllsollvl[fJw]
< cllplllfollllw] (4.44)

para u € R p,p € X,v,w, € Yy. Como B = 0, a condigao (2.8) é também satisfeita. Para
verificar a condicao (4.6), consideramos o problema (2.1) para ¢ € B,(qo), para o qual

temos

(Al@)(ug = tge),v) = (Ago = Qtuge; V). (4.45)
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Devido a (2.2) (B =0) e (4.44) obtemos
a[|ug = gyl < cllgo = gllf|ugl (4.46)

de (4.45) com v = u, — ug. Como

cllgo — 4| cp
gl < flug — ugo || + [|ug, || < Tl\uqo\l + [Jug, || < o T 1) [Jugll, (4.47)

a definicio de L, veja (4.2), e (4.44) implicam (4.6) com L = (£ + 1) |ug |- Em vez de

(4.47), poderiamos considerar

/1]
< 20
HU’QH — o )

o qual segue de (2.1) e (2.2), obtendo assim L=cll

1

Exemplo 2: Escolhendo X = H*(2) com s > d/2 e ) como em (4.43), vemos que (2.2)

e (2.3) sao satisfeitas com oy = 1+1Cp

(ou ag = 1 para 2 < 1). Além disso, X C L>(2) implica que (2.8) é satisfeita. Como

(ou até mesmo a; = 1 paray; > 1) e as =1+ %

|(L(g)p, v)| = [(A(p)ug, v)| < cllpll[luqgl[[]

parag € Q,p € X ev € Y, e (4.47) também é vélida para o Exemplo 2, temos a condigao
de limitacao (4.6) para L(-) com L = c(22 + 1)[ug,||-

Exemplo 3: Escolhendo X e ) como acima, (2.2), (2.3) e (2.8) sdo satisfeitas com
a; = min(y,b1) e az = max(vg,b2), se b € L>®(Q) é positivamente limitada, isto é,
0 < by < b(z) < by, quase sempre. A condigao (4.6) é satisfeita como no Exemplo 1 com
£ = o2+ 1) Jug |

Exemplo 4: Seja X = H'(I) e Q = {qge€ X, 0< 7 <¢ <7 g¢s}, emquel é
um apropriado intervalo unidimensional. Sendo ¢ uma funcao estritamente mondtona e
Lipschitz continua, o que é garantido exigindo que v; < ¢’ < 7, ,quase sempre, para con-
stantes positivas v, e 79, estas propriedades também continuam validas para o operador
de Nemyckii

N,:Y =Y, v—qv) (4.48)

com Y = L*(Q). Por (2.10) e (2.11) temos que

allo — wll? < aullo — w]]? + / (0 — w)de
0
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< (B(v - w),v—w) + / (4(v) — q(w))(v — w)dz

= (C(q)v — C(qQ)w,v — w)

com a; = 1/(1+4 C,), onde C, denota a constante de Poincaré. Por outro lado, temos
(Cla)u = Clgw,y) = (B(v = w),y) + {Alg)u — Alg)w, y)

< [lo = wllllyll + llg(v) = g(w)lI¢llylly
< agflv —wlly]l-

com oy = 14 ;. Entao, se 7, é um limitante uniforme para a devivada dos elementos de
Q, (2.2) e (2.3) podem ser verificadas.

Como X pode ser imerso em Cy(I) (espaco das funges continuas e limitadas definidas em
I), X = H'(I), temos que cada p € X ¢ limitada. Entao, podemos concluir facilmente

que A(p)u € Yy para todo u € Yj. Sendo assim, (2.8) ¢é satisfeita pois,

/Q (p+p)(u)vdr = /Q p(uw)vdx + / p(u)vdr e

Q

A /Q p(uyodz — /Q p(u)vdz

para todo A € R. Além disso, existe uma constante ¢ tal que ||pllo < €||p|| para p € X.

Portanto, temos
[(L(@)p, v)| < lIpllscllv]l < éllplflv]]-

Sendo assim, a condicio (4.6) ¢ satisfeita com L = é.
Exemplo 5: veja Seccao 4.4.

Exemplo 6: Supondo que b € H*(I) com 0 < b; < (1) < by e escolhendo X e @ como
no Exemplo 1, entao (2.2), (2.3) sao satisfeitas com a1 = min(7y, b1) e ay = max(7ys, be).
Como b ¢ limitada, a condigao (2.8) pode ser facilmente verificada. Em relagao a condigao
(46),

<C(q)uq - C(q>u%7 U> - <A(QO)U¢IO - A(q>uq07 U>

implica (4.46) e, portanto, (4.47). Sendo assim, (4.6) é valida com L = (2 + 1)]ug -
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4.3 O método sem o termo adicional de estabilizacao

Em nossas demostragoes, até agora, assumimos que a aproximagao inicial gy (e também &)
estavam a uma distancia menor que p/8 da solugdo do problema inverso. Esta exigéncia

pode ser enfraquecida considerando a iteracao

@iy = qh + AL(q)"(2° — ug), (4.49)

com a escolha especial f; = 0 em (4.5).

Proposicao 4.3.1 Assuma (2.2), (2.3) e (2.8), e seja L(-) satisfazendo (4.6). Suponha
que g. € uma solugao de (2.6) em B,2(qo). Além disso, escolha os parametros \ e T tais
que

2(a1 - %) _AL2>D, (4.50)

onde D é uma constante positiva e fiza. Seja k, o indice de parada para a iteragao (4.49)

escolhido de acordo com (4.10) em que T satisfaz (4.50). Entdo, para qualquer 0 < k < ki,

temos

g = @il < llge = @}l (4.51)
‘ ke—1 s 2

kzzo 12 —wl® < 15 (4.52)

Para 6 =0 (com T = 0o em (4.50)), temos

oo
Dol —w? <
k=0

(4.53)

Demonstracao.
Tomando (B = 0 em (4.19) obtemos

a2 1 = ael® = llax — a.ll* = =22(2" — wi, L(gi) (g — a2)) + A L) "(2° — we) >
Entao por (4.20) segue que
laRs1 = @:ll? = 11a} = a1 < [12° = url| A (2020 — 200 ]|2° — wy ]| + AL ]|2° — ).
Com a escolha a-posteriori (4.10) e por (4.50) temos a seguinte desigualdade

lghsr — gull® + AD|12° — wi|)* < |lgf, — a.||
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para 0 < k < k. = k.(0), a qual implica (4.51) e ¢}., € B,(q). Além disso, obtemos

facilmente a desigualdade

ke—1 9
k. 252 < 5 2 P
SRS EERTESTe

e portanto (4.53).
O

Teorema 4.3.1 (Convergéncia) Seja 6 = 0 em (2.7). Considere (2.2), (2.3), (2.8) e
(4.6). Se (2.6) admite solu¢do em B,2(qo), entdo g converge para uma solu¢@o q. €

Bp/2<q0) de (26)
No caso de dados com ruido 2° satisfazendo (2.7), seja k, o indice de parada para a

iteragao (4.49) escolhido pelo principio de discrepancia (4.10), (4.50). Entdo
qli*(é) — s, 0—0.

Demonstracao.

Identica a demostragao dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 com a escolha g = 0.

4.4 Operadores nao mondtonos

O Exemplo 5 é o inico Exemplo apresentado neste trabalho que nao pode ser tratado pela
teoria desenvolvida anteriormente, pois a condigao (2.2) nao é satisfeita. Nesse sentido,

substituimos as condigoes (2.2) e (2.3) por
aqllv —wlE < (Clg)v — C(gw, S(v —w)) v,w € Yy, (4.54)

(C(gv — Cgw, Sy) < asllv —wllyllylly v,w,y €Y (4.55)

para todo ¢ € Q, sendo Y um subsespaco do espaco de Hilbert Y. Além disso, S denota
um operador linear definido em Y e tomando valores em Y.
Embora continuemos assumindo que os dados pertencem a Yj, agora medimos as per-

turbacdes na norma de Y, isto 6,
|z — 2%y < 0. (4.56)
Entao, usando o principio de discrepancia

||z5 — U, |ly <710 < Hz5 —uglly, 0<k <k, (4.57)
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como critério de parada, podemos provar a convergéncia da iteracao
i1 = @+ AL(G) S (2° — ug) — Bilg — €) (4.58)

para identificagao de parametros em problemas elipticos satisfazendo (4.54) e (4.55). Neste

caso, em vez de (4.20) temos

—(8(2° = wi), L) (g« — a7))
= (S(2* — wr), Alg. — q;)us)
= (S(2 — ur), Alg.)ur — Ag.)2) + (S(z* — wi), Bux — Bz)
= (S(2" —w), Cg)ur — C(g.)z)
= —(S(2" =), C(q.)2° — Ol )ur) + (S(2° — ux), Clgs)2° — C(g:)z)
< —aq|2? — uk||§~/ + ap|2° — ug|§9.

Portanto os resultados de convergéncia da Seccao 4.1 continuam validos se
IS*L(g)| < L, q € By(o). (4.59)

No entanto, permanece a questao de encontrar um apropriado operador S em (4.54) e
(4.55). No que segue, tratamos o Exemplo 5. Mesmo para uma parametro g pertencente

a
Q={qeH'(I)im1 <q<} (4.60)

com um apropriado intervalo I e constantes positivas 71, y2, 0 operador (2.12) nao satisfaz
a condi¢ao de monotonia (2.2). Por outro lado, a teoria de operadores quase monétonos
garante a existéncia de dnica solugdo u, € Yj para todo g € @, desde que A(q) seja do
tipo M, limitado e coercivo (veja [19]).

Para a escolha especial S = —A~!, com condiciao de contorno de Dirichlet homongénea,

podemos verificar (4.54) e (4.55). Por esta razao introduzimos o conjunto
Y={oce H*I); ¢ €Q e o(0)=0}, (4.61)

isto é, ¥ é o conjunto das integrais indefinidas dos elementos ¢ € @, fixadas por o(0) = 0.
Em nossas consideragoes posteriores, serd significativo o fato que H?(I) pode ser imerso
em C'(I). Pela definigao de Q, existe uma constante de Lipschitz, a saber ~,, para as

fungoes o € X, isto é,

lo(r1) —o()| < vln —nf, m,mel (4.62)
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para todo o € ¥. Entao, obtemos (4.55) com ay = 72, pois a Lipschitz continuidade (4.62)

pode ser estendida para o operador de Nemyckii
N,:Y =Y, y—oaly), (4.63)
e ainda temos

(Clgv = Cg)w,Sy) = — [ (¢(v)Vv = q(w)Vw). V(A" y)dz
V(o(v) — o(w)). V(A y)dx

Q(0'(0) - 0(0))8(%—7;‘@% + /Q(O'(v) — o(w)A(A™y)dx

(o(v) — o(w))ydz.

I I I
s~ _!

Por outro lado, temos

(Clgyv — Cloyw, S(w—w)) = / (0(v) — o (w)) (v — w)de

> llo —wll,

em que usamos a monotonia do operador de Nemyckii (4.63) dada pelo limitante inferior
v para a derivada de o em I. Portanto, (4.54) também é satisfeita com oy = ;.
Finalmente, ||Sw|| < (1 + Cp)||lw||y, sendo Cp a constante de Poincaré, e ||p|l < é||p||

para p € X implicam que

(5" L{q)p, w)| = [(L(q)p, Sw)| < ¢|[pl[luqgl|(1 + Cp)l[w]ly.

Como
T
1+Cp

HuqH2 < <C(Q)uq>uq> < ”f””uq”a

a condicdo (4.59) é satisfeita com L = &(1 + Cp)zl%n. Portanto, temos a convergéncia da

iteracao (4.58) aplicada ao Exemplo 5.
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Capitulo 5
Taxas de Convergeéncia

Neste capitulo provamos taxas de convergéncia para a regularizacao de Tikhonov e es-
pecialmente para o método sem derivadas (4.5) usando uma nova condic¢ao de fonte en-
volvendo somente o operador de iteragao L(-). Enfatizamos que a diferenciabilidade do
operador F' nao é necessaria para nossos resultados, mas sim as hipoteses de monotonia
e Lipschitz continuidade no operador diferencial C'(¢). Sendo assim, concluimos a andlise
(tedrica) do método (4.5), desde que estabilidade, convergéncia e taxas de convergéncia

podem ser obtidas.

5.1 Uma nova condicao de fonte para a regularizacao
de Tikhonov

As idéias de enfraquecimento das fortes condigoes impostas no operador F, necessarias
para estabelecer a condigao de fonte (1.5), apresentada na Secgdo 1.2, surgiram em
[4], onde foi apresentada uma andlise de taxas de convergéncia para a regularizacao de
Tikhonov aplicada a identificacao de ¢ na versao parabdlica do Exemplo 1. Neste caso,
tal condicao de fonte é formulada em termos de uma semi-norma, na qual sao medidos
os parametros no funcional de Tikhonov (veja [4]), e a diferenciabilidade de F' nao é
necessaria. Com este espirito (veja [14], [17]) apresentamos a seguinte condigao de fonte
(fraca)

Jwe Yy YpeX (¢.—q,p) = —(Ap)ug,, w), (5.1)

que nao envolve a derivada de F(¢.) mas sim a estrutura do operador diferencial C'(q)
que modela o problema direto.
O préximo Teorema mostra que (5.1) é suficiente para obter os resultados cldssicos

relativos a taxas de convergéncia para a regularizacao de Tikhonov.

Teorema 5.1.1 Consideremos as condigoes (2.2), (2.3) e (2.8). Além disso, supomos
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que 2° € Yy satisfaz (2.7). Se (2.6) admite uma solugdo q. e a condigio de fonte (5.1) é

satisfeita, entdao, com 3 ~ 9, obtemos
Iy =gl = O(VE) e Jlug— | = 00), (5.2)
onde qg ¢ um minimo do funcional de Tikhonov, dado em (1.3).
Demonstracao. O fato de qg ser um minimo de (1.3), u,. = z e (2.7) implicam que
lugs — 2°1% + Bllas — aoll® < 6 + Bllax — aol>
Como consequéncia, obtemos

lugs = 2°1° + Bllas — all® < 0*+ B(llae — aoll* + llas — a.lI* = llas — aoll*)
= 7 4+20(¢ — 90,0 — @}) - (5.3)

Devido a (2.8) e
(B + Alg)Juq. = [B + A(g5)]ugy em Yy,

a condicao de fonte (5.1) com p = ¢, — qg implica que

(¢« — 0. e — q3) = —(A(gs — q))uq., w)
= <A<qg)uq* - (Qﬁ)u s, w) + (Bug, — Bqua w)
= (Clgp)uq. — Clap)ugs, w).

Entao, usando (2.3) e a desigualdade de Young

b2
a.b < ea® + —,
4e

com (por hora arbitrario) € > 0 temos

Bl(g = qo.a = a5)] < Bazllug — 2°[[[[wl + Bazd|w]
ﬁ2

< asellu, 5= 2 +azg- w]]* + cged?.

Combinando este resultado com (5.3), temos

lugs — 212+ Blldh — @, < 6+ 2auelugg — 2|

B2 2
+042?||w|| + 200€d
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ou, equivalentemente,
(1= 2000) gy — 21 + A} — . < (1420068 + 00 .
Agora, com € < ﬁ e [ ~ 4, finalmente obtemos
lugy = 2°l = 0() e llg5 — ¢ = O(V).

O

E importante observar que esta nova abordagem para estabelecer de taxas de con-
vergéncia para a regularizagao de Tikhonov nao somente enfraquece as exigéncias de
regularidade no operador F' como também remove a restricdo de suavidade v|lw| < 1
(veja Seccao 1.2) imposta anteriormente na funcao fonte w.

Na proxima Seccao, tratamos resultados relativos a taxas de convergéncia, do tipo
(1.30) e (1.31), para o método sem derivadas (4.5) somente usando a condigao de fonte
(5.1) e as condigoes (2.2), (2.3) e (2.8) do problema direto. Para isso, vejamos que usando
o operador de iteragao (4.2), a condigao de fonte (5.1), com go substituido por &, pode ser

reformulada como
Jw e Yy, ¢ —&=AL(g.) w, (5.4)

em que A continua sendo um parametro de mudanca de escala.

5.2 Taxas de convergéncia para o método sem derivadas

Teorema 5.2.1 (Taxas de convergéncia) Seja ¢, uma solugao de (2.6) em B,/2(qo).
Supomos que as condigoes (2.2), (2.3), (2.8) e (4.6) sejam satisfeitas. Consideremos uma

sequéncia decrescente de parametros de reqularizacao (B tal que

Bo<1/8 (5.5)
e L g
ak::2—ﬁk—E+ g—élzn>0, (5.6)

para todo k € Ny, sendo n uma constante fiza.

e (Critério de parada a-posteriori: FEscolha os parametros A e T tais que

T
<a1 + 2% - <a1 - %> + ﬂ) <E<0, (5.7)
T

72

sendo E uma constante fiza. Supomos que a condi¢ao de fonte (5.4) € satisfeita.

Se o principio de discrepancia (4.10) € adotado como critério de parada para (4.5)
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com T satisfazendo (5.7) e se

2llg. — £[I* +22=2 o e 1P <nt (5.8)

430’

entao

lgh. —g.ll = O <\/57) - (5.9)

e Dados exatos, isto é, 6 = 0 : Neste caso, fazendo T = oo em (5.7) e substituindo

(5.8) por
2llq. — 2+)\2w2_ 5.10
g — &l lw]” < ?74ﬁO (5.10)
obtemos
lak — a:]| = O (x/ﬂk)
para todo k € Ny.
e (Critério de parada a-priori: Seja A tal que
A 11
AL — TR (5.11)
Considere também a condicdo de fonte (5.4). Usando o critério de parada
4] ~ ) ~
— < C, 0<k <N, >C (5.12)
Bk BNo+1
para a iteragao (4.5), em que C' ¢ uma constante positiva, e se
2
2o, — €+ a2 (1062 4 ulP) + ACall <nlpry  (513)

entao

gy 41 — @l = © (\/5) : (5.14)

Demonstracao. Consideremos primeiramente a escolha a-posteriori de parametros. De
(4.19) e (5.4) segue que

laper — @ll” < (1= 8)%llap — a.l” + 288l — &II” + 2N L(g0)* (2° — wi) ||
—206:(1 = B)ML(q:)(qh — ), w)
—2(1 = B)A(2° — wk, L()) (@ — @}))- (5.15)

Devido ao fato que
A(@)uy, + Buy = A(q.)z + Bz em Yy (5.16)
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e (2.3) obtemos

[(Alg) — ¢.)z,w)]
(C(aq))z — Cqp)ue, w)]
gz — ugl||w]]

as(||2° = wll + 8) ] (5.17)

[(L(q:) (g, — q.), )|

(VAN

IN

Entao, juntamente com (4.20), temos

g2 = al® < (1= B)llar — all® + 268l — &II* + 2202 [ L(gp) " (=° — wi) I
+266(1 = Br)az |2’ — wellwll = 201(1 = Bo)Al|2" — wl?
+2(1 = Br)azdA(|2° — well + Bellwl)). (5.18)

Seguimos a demostragao por indugao. Como ¢, € B,/2(qo) , entao

la: — qol|? < ”
Bo 45
Agora, assumimos que
5 2 2
g — g-ll <
B 4039

para algum k < k,(J), em que k,.(J) denota o indice de parada escolhido de acordo com

o principio de discrepancia (4.10). Sendo assim, temos que

2(1 = Br)azd ]2’ —ull < (1= B)ll2’ — wil?,

2% 2|l

2(1 = Br)aadfellwll < =512 = wel® + (1= BB =2l

Usando estas estimativa e
b P 2 2 20‘% 2
26k(1 = Br)aal|2® — wil||w]| < aal|z® — wugl|” + B (1 — Br) Q—ll\wl\
m (5.18) temos

g2 — al” < (1= 5e)llag — a.l* + 268 a. — €JI?
A +2AL% = 2(a — —)(1 — 0k) + )II(Z —up) |

252(1 = G222 w2 (5.19)
(€3]
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De (5.7) obtemos ainda
Moy 42007 = 2(as — 22)(1 = B) + =) < AE < 0.
T T
Portanto, usando as abreviagoes

5 2 5

a0 — 4 =

g WD g g — g+ 2,
B 0‘1

obtemos de (5.19)

2
Br+1 Br1

Por (5.8) e (5.6) temos

2 2

Agnp—gakp—

4039 4039

e, portanto,

v P_Z( e B B )
Mg = W5 T aa)

Como I(7) é monotono crescente (como uma funcao de ;) e devido a definigao de ay,

em (5.6), obtemos finalmente
2 2
ryp

Vi1 < I () < 1(4—50 S

Sendo assim, a inducgao esta completa, a qual mostra particularmente que qg +1 € Bo(qo)
) p?
lgrsr — ]l < 4—50[?“1 (5.21)

No caso de dados exatos, isto é, § = 0, por (5.18) segue que

e

para todo 0 < k < k,.

e — @l < (1= Be)llae — @ ll* + 287 1gx — &I” + 2X%|| L(gw)* (= — wp)||?
+26(1 = Br)azl|z — ugll[|w]| — 201 (1 = Be)A||z — wi)?

2
< (=00 Nae — @I + (2l — &P + (1 = B2 ol)

1z = A (a1 + 2012 = 204 (1 - ).

Usando (5.10), o restante da demonstragao é semelhante ao caso de dados com ruido.
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No que segue, tratamos o caso em que temos a escolha de parametros a-priori. Partindo
de (5.18), novamente agimos por inducio. Seja k < Ny e supomos que ||¢2 —q.]|?/ Bk < %.
De (5.12) segue que
2(1 — Br)and |2’ —ug|| < 2CauBi(1 — Bi)||2° — wal|
a2 20 2
1

16 ’
20(1 — By) Broa|w]-

IN

IN

2(1 = Br)zd Gy || w

Usando estas estimativas e
b P 2 2 2043 2
20k(1 = Br)aal|2® — wgll[lw|l < aal]2® —wrl]” + B (1 — Bx) Q—Ilwll
1
em (5.18) temos

Iy —al? < (=B = a2 + 2281 — B Bas ]
aZ .
8 (zuq* -6l (- A (1607 + ||w|12>)

. o
Ao + 2L — 200 (1 — By) + 1—(13)\\,25 — w2

De (5.11) e (5.5) segue que

(o + 2ML2 — 200 (1 — Bi) + ‘f_é) <0.

Portanto, usando as abreviacoes

1) 2
qr — g«
o =l

2 ~ ~
A= 2llg. — € + A2 (160 + w]?) + 22Cas]fw]),
ﬁk a1

podemos continuar de forma andloga ao caso da escolha a-posteriori.
O

Em relagao a variante de (4.5) discutida na Seccao 4.4, ressaltamos que a condigao de
fonte
JweY; g —&=ML(¢) Sw (5.22)

garante taxas de convergéncia para (4.58) correspondentes ao Teorema 5.2.1. Isto segue
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facilmente do fato que

|<A(q2 - Q*)Z’ SU}>|
[{Clap)> — C(a)u, Sw)|

sz = urlly lwlly

[(L(q:) (g — q.), Sw)]

IA

IN

an([|2” = welly + 0)lwlly-

Compare com (5.17).

5.3 A construcao de uma funcao fonte

Nesta Seccao, construimos uma fungao fonte para a condigao de fonte (5.1), no caso em
que o parametro a ser identificado depende da variavel de estado (Exemplos 4 e 5). De
outro modo, pode-se obter uma relagao com a chamada abordagem direta, para tratar
problemas de idéntificagao do tipo (2.6). A abordagem direta resume-se ao seguinte:
dada uma solugao z da equagao (2.1), podemos considerar a tltima (em sua formulagao
cldssica) como uma equagao do parametro ¢, a ser determinado. Por exemplo considerando
o Exemplo 1, temos

VzVqg+ Az.q=—f em €. (5.23)

Em nossa introducao, ja mostramos o quanto pode ser complicado este tipo de técnica.
Em [14], a equagao (5.23) é discutida através do método das caracteristicas. Sendo assim,

retornamos aos problemas em que o parametro depende da varidvel de estado.

Neste caso, procuramos por uma funcao ¢, definida num intervalo unidimensional. Para
implementagoes numéricas a escolha deste intervalo pode ser complicada, pois precisamos
determinar ¢, definida na imagem de z = u,,, que denotamos por I* = [L¥, . I* 1 mas
o que conhecemos é um intervalo I°, determinado por 2°, que pode néo corresponder ao
anterior. Além disso, ao longo das iteracoes, as ¢;’s podem estar definidas em dominios
diferentes de I* (veja [17]). Para fins tedricos e sem perda de generalidade, escolhemos
um intervalo I = [Lyin, Imaz), I* C I, tal que

[min < uq<I> S ]max

para todo ¢ pertencente ao espaco de parametros admissiveis. Podemos notar ainda
que em [ \ I* a idenfiticagao de g. é impraticavel. Portanto, assumimos ja conhecido o

parametro ¢, em [ \ I*, isto é, para p := ¢, — £ temos
p(t)=0 para 7€\ I". (5.24)
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Entao, a condigao de fonte (5.4) torna-se
Jw € Yo;Vp e X (p,p)1- = —MAP)uq., w),

em que (+,-);+ denota o produto interno em X, sendo agora a integragao feita somente em
I*.

Consideremos entao a condigao de fonte acima para o Exemplo 4, com Yy = H}(Q) e
X = H'Y(I), isto é,

JweYyVpe X (p,p)r = —)\/p(uq*)wda:, (5.25)
Q

para a qual construimos explicitamente uma funcao fonte w. Para isso, usamos a Co-drea

Formula.

Teorema 5.3.1 (Co-area Formula) Seja t : R — R uma funcdo Lipschitz continua.
Por L4, denotamos a medida de Lebesque em R?, por H', denotamos a medida de

Hausdorff (d — 1)-dimensional. Entdo para cada funcdo g : R — R, Li-somdwvel, temos

gl € H4 L somdvel para L, quase sempre, em T € R

/R 9(@)Dt(x)dz = /R [ /tl{T} gdﬂ{“] dr. (5.26)

Demonstracao. Veja [10]
O
Nosso objetivo ¢ aplicar a Co-drea Formula para a funcao ¢ = wu,,. Nesse sentido,

precisamos garantir a Lipschitz continuidade da aplicacao
Ug, 12— I7.
Supondo f € HY(Q) (no Exemplo 4), obtemos que o lado direito
fa) = f(2) = qiluq.(2)) € HY(Q), (5.27)

pois ¢. € H'(I) C C(I). Portanto, u, pode ser considerada como a solucio fraca do

seguinte problema de Poisson

—Av:femQ,
v = 0 em 9.
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Assumindo que a fronteira de €2 é suficientemente suave, pelo Teorema de imersao de

Sobolev (veja [9]) temos que

u,, € H*(Q) C C1(9), (5.28)

obtendo assim a desejada condigao de Lipschitz em u,,, como uma fungao da varidvel de
espaco.
O préximo passo é encontrar uma funcao w adequada para os nossos propésitos. Supo-

mos entao que

pi=q.— &€ HI). (5.29)

Devido a imersdo compacta H3(I*) C C?(I*) e (5.24) temos

p NI = pO(I,,) =0 para i=0,1,2. (5.30)

max

Sendo assim, definimos por m, a medida de Hausdorff (d — 1) dimensional dos conjuntos

de nivel de u,,, isto é,
m(7) ::/ dH¥, para 1€ I*,
ug A}
e assumimos que u,, ¢ tal que

(0 (14.) — plttg.)) ——Duty, € Yo, (5.31)

m(uq*)

O préximo Teorema mostra que a fungao definida em (5.31) satisfaz a condigao de fonte

(5.25).
Teorema 5.3.2 Supomos (5.24), (5.29) e (5.31). Entao

1

(0" (ug.) = p(ttg,)) ——— Dy, (5.32)

v m(ug,)

> =

satisfaz (5.25).

Demonstragao. Partindo do lado direito de (5.25) temos

/! ; U T
[ plug e = [ plug ol = ")) s Dt d
Usando a Co-drea Formula (5.26) com
0(z) = o (2)) ol () = 0 () s

a qual é L%-somdvel devido a (5.31) e p € H*(I) C C(I), resulta que (como g é constante
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em qualquer conjunto de nivel U;I(T))

1

m(r)

A [t wds = [ ) o(n) = ) mir)ar

= / p(p —p")dr.

Finalmente, integrando por partes com respeito a 7, temos
I*
/ p(p = p")dT = —pp|=e + / (pp +p'p')dr. (5.33)
* I*

Como os termos de fronteira em (5.33) desaparecem devido a (5.30), obtemos

—AAM%MM$ZWWM.

O
No final deste Capitulo, comparamos a condi¢ao de fonte fraca (5.4) com a condigao

classica
JweyY; g —&=F(q)w. (5.34)

Podemos notar que (5.34) equivale a (1.5), com v = 1/2. Levando em considera¢ao um

parametro A de mudanga de escala, podemos escrever (5.34) como
Fw €Yi¥p € X (¢ = £:p) = ~MAW)ug., (JC(g.) " w),
com C' definido como em (3.12). Usando a abreviacio
i = (70! w. (5.5)

o qual é um elemento de Yj, pode-se observar que: para um operador F', Fréchet difer-
enciavel, as demonstracoes de taxas de convergéncia dos Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 ainda

continuam vélidas com a condi¢ao de fonte classica (5.34).
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