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Resumo

Neste trabalho sao discutidos os métodos level set, uma ferramenta recente para tratar
problemas inversos, que mostra-se bastante eficiente. Relacionamos métodos level set
com otimizacao restrita e, seguindo as propriedades da regularizagao assintética, fazemos
andlise de convergéncia. Ainda apresentamos dois exemplos numéricos com os métodos
level set. Estes experimentos est@o relacionados com o problema do potencial inverso [12]

e com a identificagdo de perfis de doping [2, 19].



Abstract

In this manuscript we analyze the level sets methods, a recent tool to deal with inverse
problems, which has been showed to be very efficient. We derive a relation between level
set methods and constraint optimization and, based on the properties of assymptotic
regularization, prove some convergence analysis results. Furthermore, we present two
numerical experiments with level set methods which are related to the inverse potential

problem [12] and to the inverse doping profile [2, 19].
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Introducao

Apresentamos neste trabalho um estudo de métodos level set para problemas inversos.
Embora recentes, os métodos level set tém se mostrado uma ferramenta eficiente no trata-
mento destes problemas. Uma aplicagao esta na resolucao de problemas de reconstrucao
da forma, que sdo problemas inversos cuja incégnita é um subconjunto limitado de R
Em muitas situagoes, o subconjunto que deseja-se reconstruir e seu complemento repre-
sentam conjuntos onde algum parametro do modelo assume valores constantes diferentes
(por exemplo, devido a diferentes propriedades materiais). A forma a ser reconstruida
pode ser um obstaculo em um dominio, como no problema do espalhamento inverso [4].
No capitulo 1 apresentamos uma breve discussao sobre problemas inversos e mal pos-
tos, sobre a necessidade de utilizar técnicas de regularizacao e sobre os métodos de reg-
ularizacao de Tikhonov, de Landweber e da regularizacao assintética, que sao base para
obtencgao e andlise de métodos level set. No segundo capitulo discutimos a abordagem
de Santosa [20], que foi a precurssora no emprego dos métodos level set para problemas
inversos. A seguir, apresentamos a abordagem de Leitao e Scherzer [17], que introduz
uma relacao entre level set e regularizacao com restricao. No quarto capitulo, estudamos
a abordagem de Burger [1], que é a mais completa no sentido que apresenta analise de
convergencia para o método proposto. Por fim, no ultimo capitulo, mostramos dois exper-
imentos numeéricos relacionados com o problema do potencial inverso e com o problema

de identificagdo de perfis de doping, realizados em [8] e [2], respectivamente.



Capitulo 1
Problemas inversos e regularizacao

Segundo J.B. Keller [14], dois problemas sao ditos inversos um ao outro se a formulagao de
cada um deles envolve toda a, ou parte da, solucao do outro. Freqiientemente, por razoes
historicas, um dos dois problemas foi estudado extensivamente por algum tempo, enquanto
o outro é novo e entao, nao muito bem compreendido. Pode-se dizer que um destes
problemas, geralmente o mais simples ou o que foi estudado antes, é o problema direto e o
outro, é o problema inverso. Contudo, para Engl et al [6], se existe um problema real por
tras de um problema matematico estudado, existe, em muitos casos, uma distingao natural
entre o problema direto e o inverso. Por exemplo, se alguém quer prever o comportamento
de um sistema fisico conhecendo seu estado atual e as leis fisicas, este sera dito o problema
direto. Possivelmente, problemas inversos sao a determinacao do estado presente do
sistema a partir de observagoes futuras (calcular a evolugdo do sistema para trds no
tempo) ou a identificagdo de pardmetros fisicos a partir de observagdes da evolugao do
sistema (identificagdo de parametros). Assim, pode-se dizer que problemas inversos estao
relacionados com a determinacao de causas para um efeito desejado ou observado.

Do ponto de vista das aplicagoes, existem diferentes motivagoes para estudar tais
problemas inversos. Por exemplo, conhecer estados passados ou parametros de um sistema
fisico, ou saber como influenciar um sistema para que ele atinja um estado desejado no
futuro.

Em geral, problemas inversos sao nao lineares, mesmo que o problema direto corre-
spondente seja linear, e levam a modelos mateméticos que nao sao “bem postos”no sentido
de Hadamard, segundo o qual, um problema matematico é bem posto se para todos os

dados admissiveis
(1) existe uma solugdo para o problema (existéncia)
(74) a solucdo é unica (unicidade)

(77i) a solugao depende continuamente dos dados (estabilidade).



Se pelo menos uma destas propriedades nao valer, o problema é dito mal posto.

A area de problemas inversos tem crescido muito nos ultimos anos. Este crescimento
deve-se a necessidade de aplicagoes tanto na ciéncia como, por exemplo, na medicina (to-
mografia computadorizada) e na geofisica (prospecgao de petréleo), quanto na industria.

Problemas inversos sao geralmente representados por equagoes do tipo

F(u) =y, (1.1)

onde F' é um operador entre espacos de Hilbert X e Y. Em geral, F' nao ¢ dado explici-
tamente e representa o operador que associa aos dados do problema o parametro a ser
identificado (parameter to output map). No caso em que (1.1) tem uma unica solucio,
a violagao do item (iii) do critério de Hadamard é de especial importancia, ja que de-
pendéncia descontinua dos dados, geralmente associada a problemas mal postos, causa
sérias instabilidades numéricas. Se a solu¢cao de um problema nao depende continuamente
dos dados, em geral a solugao calculada pode estar muito distante da solucao verdadeira.
Note que, na prética, o dado exato y nao é conhecido precisamente, mas somente uma

aproximacao y°, ndo necessariamente em F (X), com
ly =4l <6 (1.2)

esta disponivel, onde 9 é dito nivel de ruido. Para evitar estas instabilidades é necessario
utilizar algum método de regularizacao.

De acordo com Engl et al [6], regularizagao, em termos gerais, é a aproximacao de um
problema mal posto por uma familia de problemas bem postos. Assim, queremos uma
aproximacao u’ da solucdo u*, que dependa continuamente dos dados perturbados y°,
podendo entao ser calculada de uma maneira estavel, e que, quando o nivel de ruido ¢
decresce a zero, com o parametro de regularizacao « escolhido adequadamente, ud, convirja
para u*. A escolha do parametro de regularizacao precisa ser feita de modo que se tenha
equilibrio entre estabilidade e precisao. Além disso, para construir aproximacoes para a
solugao u*, ¢ indispensavel para qualquer método de regularizacao, conhecer um limite
para a perturbacao nos dados, ou seja, conhecer § em (1.2).

Para construir uma técnica de regularizacao é preciso uma estratégia para escolha do
parametro de regularizacao, a fim de conseguirmos uma aproximacao estavel e confiavel
para a solugao u* de (1.1), conforme [6] (ver também [16]). Existem dois tipos de regras
para determinar o parametro de regularizacao: as regras a priori, onde o parametro
depende somente do nivel de ruido 9, e as regras a posteriori, nas quais o parametro
depende também dos dados perturbados y°. Um critério a posteriori bastante natural é
o principio da discrepancia, que escolhe o parametro baseado no fato, bastante razoavel,

que a qualidade dos resultados deve ser comparédvel com a qualidade dos dados, ver [10].



Discutiremos a seguir os problemas (1.1), os quais precisam ser regularizados para
termos aproximagoes razodveis para u*, com F : D(F) C X — Y, X e Y espagos de
Hilbert, supondo que (1.1) tem uma solugao u*, a qual nao precisa ser tinica. Denotaremos

por F’ a derivada de Fréchet de F' e por (F’)*, seu adjunto.

1.1 Regularizacao de Tikhonov

A regularizacao de Tikhonov, que é o método mais conhecido, consiste em substituir o
problema mal posto (1.1), com dados com ruido y° satisfazendo (1.2), pelo problema de

minimizar o funcional
Ja(w) = [|F(u) = °|I” + allu — uo|®, we D(F), (1.3)

sendo a > 0 o parametro de regularizacao, vy € X uma aproximacao inicial para a solucao
(desconhecida) u* de (1.1) e D(F') C X o dominio do operador direto F'. O funcional J,

em (1.3) é dito o funcional de Tikhonov. Supondo que:
(1) F é continuo

(17) F é fracamente fechado, i.e., para qualquer seqiiéncia (u,) C D(F), u, — v em X

e F(u,) =y em Y implica que u € D(F) e F(u) =y,

)

¢, em geral nao dnica. O problema de

o funcional de Tikhonov (1.3) admite uma solugao u
minimizar (1.3) é estdvel no sentido da dependéncia continua das solugoes em relagao aos
dados y°, ou seja, se (yx) e (ux) sdo seqiiéncias tais que y, — y° e uy, ¢ um minimizador de
(1.3) com y; no lugar de 3°, entao existe uma subseqiiéncia de uy, convergente e o limite
de qualquer subseqiiéncia convergente é um minimizador de (1.3).

Ainda, se o parametro de regularizacao é escolhido em funcao do nivel de ruido, de
modo que a(d) — 0 e % — 0, quando § — 0, entao toda seqiiéncia (ui’;), onde 9, — 0,
o = a(dy) e ulk é um minimizador de (1.3), tem uma subseqiiéncia convergente e o limite
de qualquer subseqiiéncia convergente é uma ug-solu¢ao de norma minima de (1.1). Uma
ug-solugao de norma minima de (1.1), denotada por uf, satisfaz F(u') =y e ||u’ — uo|| =
min{||u* — upl|; F(u*) =y}. Este conceito é utilizado para problemas nao lineares, onde
up = 0, usado no caso linear, nao tem um papel especial. Deste modo, ug passa a ter um
certo poder de selecao sobre uf, no caso em que esta nio é nica.

Para o caso linear, os resultados de convergéncia para dados atingiveis (y na imagem
de F) valem, sob as mesmas condigoes, para o caso de dados ndo atingiveis, onde o
problema (1.1) é resolvido no sentido de quadrados minimos. Para problemas nao lineares,
a condicao % — 0 precisa ser trocada pela limitacao de g, que é uma condicao mais

forte, para garantir convergéncia para uma solucao de quadrados minimos e, trocada por

4



g — 0, para garantir convergéncia para uma ug-solu¢ao de norma minima, no sentido de

quadrados minimos.

Uma desvantagem da regularizacao de Tikhonov é que, para problemas nao lineares, o
funcional de Tikhonov em geral nao é convexo, admitindo assim minimos locais, ou seja,
nao temos unicidade de solucao. Para problemas lineares a teoria esta bem desenvolvida.

Mais informagoes podem ser encontradas em [6].

1.2 TIteracao de Landweber

Neste método, uma aproximacio regularizada uy da solugao u* é obtida pelo processo

iterativo
Ui+1 :ui+F'(ui)*(y5—F(ui)), k:()?lv 7N_1’ ug:u07 (14)

onde o numero de iteracoes N faz o papel do parametro de regularizagao e uy é uma
aproximacao adequada da solugdo u*. Se F for ndo linear, conforme [11], exige-se que
F seja Fréchet diferenciavel, com derivada localmente uniformemente limitada e que, em

uma bola B, (ug) de raio 7 em torno de ug, tenha-se

- . . 1 -
1E' () = F(a) = F'(u)(u =) | < nllF(w) = F(@l, n <3, uae B (u) C D(F). (1.5)
Mesmo no caso em que y° ¢ F(X), ul em (1.4) ainda permite uma aproximacao
estdavel de u*, desde que a iteracao seja parada apés N = N(0) passos de acordo com o

principio da discrepancia
ly* = Fup)| <76 < |ly° = F(up)ll, 0<k<N, (1.6)

onde 7 > Qi—z > 2. Em outras palavras, devemos parar de iterar quando o residuo
y? — F(ul) for aproximadamente da mesma ordem do ruido. Note que (1.6) determina
um indice de parada bem definido N < oo.

A condigao (1.5), que é forte o suficiente para garantir pelo menos convergéncia local,
garante que todas as iteragdes uj € D(F), 0 < k < N, o que torna a iteragao (1.4) bem

definida. Supondo ainda que
[F' ()]l <1, u€ B (u),

consegue-se uma certa monotonia do erro de iteragao: se u* é uma solucao de (1.1) em

Br(up) e N o indice final de iteragio de acordo com o critério de parada (1.6), para o



caso de dados perturbados 3° satisfazendo (1.2), tem-se
I —up || < —will, 0<k<N

e no caso em que 6 = 0,

Y lly = Flup)|® < oo.
k=0

Ainda, se (1.1) tem uma solugdo em B (ug), ux converge para uma solugao u* € Bt (ug)
de (1.1) e, no caso de dados com ruido, usando (1.6) para parar a iteragdo perturbada,
tem-se

uy —u*, §—0.

1.3 Regularizacao assintética

O método da regularizagao assintética é o analogo continuo ao método de Landweber (1.4).
Neste método uma aproximacao regularizada u°(7T") da solucdo u* é obtida resolvendo o

problema de valor inicial
W’ (t) = F’(u‘s(t))*(y‘s — F(u‘s(t))), 0<t<T, u’(0)=u, (1.7)

onde T faz o papel do parametro de regularizacao. Para T < oo, obtém-se existéncia
de uma tinica solucao u’(t) € C(0,T; X) de (1.7), se o operador F’(u)*(y° — F(u)) for
localmente Lipschitz continuo em X. Esta solucdo é denotada u’(T).

No caso linear, com § = 0, verifica-se facilmente que

L) — | = 2 F(u(T)) -yl (1.8)

onde u(T) é solucao de (1.7) com § = 0. Esta é a principal propriedade da regularizagao
assintdotica que serd usada para obter o método level set no Capitulo 4.

Para problemas mal postos nao lineares, conforme [22], exige-se que F' seja Fréchet
diferencidvel, com derivada localmente uniformemente limitada em uma bola B, (uy) de

raio 7 em torno de ug € X. Assim, tem-se

diTHF(u‘;(T)) =y’ = =2 F'(u’(T)"(F(u’(T)) — ). (1.9)

Supondo também que

|1F(@) = F(u) = F'(u)(@ = u)|| < nl|F(u) = F@)], n<1, u,i€ B(u) C D(F)



e que vale (1.2), mostra-se que

d

Zwllu*(T) = w'||* < =2 F(u(T) = o' <(1 =[P (T) =y’ = (1+ n)é), (1.10)

sendo u* uma solucao de (1.1) em B, (up). No caso em que 6 = 0, vale

1) —ylPar < s =l

A propriedade (1.9) mostra que a discrepancia || F(u®(T)) — %°|| como uma funcio de

T é mondtona nio crescente. J4 (1.10) mostra que o erro ||u’(T) — u*||, como funcao
1+

1-n°
escolher o parametro de regularizagdo em (1.7) a partir do principio da discrepancia, ou

de T, é decrescente enquanto ||F(u®(T)) — y°|| > 76, com 7 = Assim, faz sentido

seja, escolher T' como uma solucao da equacao nao linear

WT) = |F(u(T)) =y’ =76 =0, (1.11)

149
1-n"
(1.11) tem uma tnica solucao T* = T*(d, %) < oo.

com 7 > Se || F(ug) —4°|| > 78 > 0 e u* é uma solucio de (1.1) em B,(ug), entdo

Com as hipdteses acima, se (1.1) tem uma solugao em B,.(ug) entao a solucao regular-
izada u(T") converge para uma solugao u* € B,.(ug) de (1.1), quando 7' — oo (convergéncia
para dados exatos). No caso de dados com ruido, a solucio regularizada u®(T*) converge

para uma solucao u* € B,.(ug) de (1.1), quando § — 0.



Capitulo 2

Abordagem level set para problemas

inversos envolvendo obstaculos

Apresentamos neste capitulo a descricao do método level set proposta por Santosa em
[20]. O método level set tratado aqui estd ligado a identificacao de parametros a partir de
informagoes indiretas sobre os mesmos, sendo o parametro um dominio, i.e., um conjunto
D contido em R? ou R3. Alternativamente, o parametro a ser identificado pode ser

considerado como uma funcao caracteristica. Tal problema pode ser posto como

encontre D na equagao (1.1) tal que

ints eD
u(z) = tinty . (2.1)
Uept, T & D

Aqui, y representa os dados e v um parametro do modelo. O operador I’ é uma aplicagao
do parametro nos dados do problema. Os valores w;,; € .. sao constantes conhecidas.
Consideramos, sem perda de generalidade, um problema bidimensional. Denominando
por D C R? o conjunto de interesse, a fronteira de D pode ser representada pela superficie
de nivel de uma funcao ¢ : R? — R, dita funcao level set. A fronteira de D pode ser

descrita pela funcao ¢ como
0D = {x € R?; ¢(x) = 0}.

Na abordagem level set, gera-se uma seqiiéncia de fungoes ¢;. tais que os correspondentes
D), satisfacam
Dk — D,

sendo 0Dy, = {z; ¢r(x) = 0}. O parametro k pode ser considerado tanto continuo, quanto

discreto.



A fungao u em (2.1) pode ser associada a fungao level set ¢ da seguinte forma:

- Uint, (b(x) S O
u(x) = { oy, Ba) >0 (2.2)

Algumas caracteristicas deste modo de representar u com a funcao ¢ sao:

(1) nao é necessario fazer hipéteses a priori sobre o conjunto D. Por exemplo, D pode

ser constituido de varias componentes conexas.

(71) ndo é necessario fazer hipdteses a priori sobre a natureza de D. Por exemplo,
freqlientemente encontra-se na literatura de espalhamento a hipétese que o dominio

(obstéaculo) tem forma estelar (star-shaped).

(77i) usando esta descrigdo, um problema inverso linear torna-se nao linear, devido a

dependéncia nao linear de u em relacao a ¢.

Com esta descrigao, o problema inverso colocado acima torna-se

encontre ¢ em

Uept, () >0 ’

tal que
F(u)=y.

Descrevemos a seguir uma abordagem para encontrar ¢ em um tal problema. Ela baseia-
se em uma equacao de evolucao, a saber, a equacao de Hamilton-Jacobi. A motivacao

para propor esta abordagem esta em sua flexibilidade em descrever obstaculos.

2.1 Calculo formal de variacoes

Para encontrar a dependéncia da aplicacao F' em relacao a perturbacoes na fronteira do
obstaculo, é preciso calcular a variacao de u causada por uma variagdo em ¢. Seja r um
ponto na curva 0D = {x; ¢(zr) = 0}. Supondo que ¢ é perturbada por uma pequena
variagdo d¢ e sendo dx a variagao correspondente do ponto x, a regiao D tranforma-se
numa nova regiao, denotada por D’. O vetor unitario normal exterior a curva é

V()

~ [Vo(x)]

Considerando agora a variacao du de u no ponto x, supondo que a superficie esta se

movendo para fora, i.e., que o ponto = + dx estd na regiao onde antes tinhamos ¢ > 0,



ou ird fazer com que u na regiao entre x e x + dx torne-se u;,;. Logo, nesta regiao
OU = Ujps — Uegt, & menos de sinal. Considerando o produto interno de du com uma funcao

teste f, temos

<5u,f>:::j£25u(x)f(x)dx:: /; Su(z) f(x)dz,

AD
ja que em R?\(DAD') temos du = 0. Como dz é infinitesimal, o produto interno pode

ser simplificado para

<5U, f> = /8D(uint - uext)éx ’ TL(ZL‘)f(:L’)dS(l’),

onde ds(z) é a taxa incremental de comprimento de arco. A expressao dz-n(x)ds(z) pode
ser interpretada como a area incremental sobre a qual u varia em x. Assim, integrando
sobre a fronteira de D, temos o produto interno de du com f. Da tultima expressao

podemos identificar du como o produto de (u;; — Uey) pela componente normal de dx,

i.e.,
Vo(x)
0u = (Ujng — Uet) =—— - O ) (2.3)
|v¢(l’)| redD
O produto ;ig% -0x induz o sinal correto para du. Se a componente normal de dx estiver

Vo(x) |
7 V()]

no ponto z. De outro modo, du tera sinal oposto se a componente normal de dx estiver

na mesma dire¢ao de n(z) dx serd positivo e du terd o mesmo sinal que (U — Uest)

na diregao oposta a normal n(z).

2.2 Equacao de evolucao

Propde-se resolver o problema inverso formulando uma equacao de evolucao para ¢. A
equacao tera a propriedade que quando t — oo, a fungao ¢ e a funcao u associada em
(2.2) convergem para uma solu¢do do problema inverso. A fungao ¢ pode ser considerada
uma funcao da variavel espacial x e da variavel temporal t. Tomando a variacao formal
da equagao ¢(x,t) = 0, temos

8¢+ V- 6z = 0. (2.4)

Usando a notagao

D(t) = {z € R% ¢(z,t) =0},

associa-se uma regiao D(t) a ¢(-,t). O problema inverso serd resolvido no sentido de

quadrados minimos, i.e., procura-se o minimizador do funcional

Q) = 3IF )~y 2.5
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A exigéncia minima para a escolha da variacao de ¢ é que ) seja uma funcao decrescente
em relagao a t. Inicialmente, supomos que cada ponto x € dD(t) move-se perpendicular-

mente a superficie D(t), i.e., a variagdo dx satisfaz

Vo(z,t)

dr = a(x,t)m.

(2.6)

Aqui, a(z,t) pode ser visto como a velocidade da superficie ¢ = 0 em 2 no instante ¢.

Substituindo esta expressao em (2.3), obtemos

Vo(z,t) Vo(z,t)
4] = int — Wext) & /7 .\ U T 17
uo= e g O S0, 0 o
(Uing — Uear) (T, t)|$eaD(t) ) (2.7)

A derivada direcional de @) na direcao du é dada por

0Q(u) = (F'(u)"(F(u) —y),0u).

Substituindo a forma de dJu em (2.7) na expressao acima, obtemos
5Qw) = [ ') (F(w) ~ ) i~ (e, )ds(a). 2.5)
aD(t)

Supondo, sem perda de generalidade, que u;,; > U, chegamos a uma escolha natural de

«. Para que 0Q) seja negativa, escolhe-se

a(z,lope = —F (W) (F(u) = y)lapu) - (2.9)
Para determinar a equagao para d¢, usamos (2.4) e (2.6):

Vo dr= -Vé-all
0p=—-Vo-dx=-Vo a|v¢‘— a|Vol.

Qualquer « satisfazendo (2.9) produzird uma variagao d¢ tal que dQ) < 0. Escolhe-se «
sendo
a(z,t) = —F'(u)*(F(u) —y), z¢&R? (2.10)

Le., a é a extensdo de —F"(u)"(F(u) — y)|sp(,- Isto leva a

0¢ = F'(u)"(F(u) — y)|Ve|.
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O problema de valor inicial para ¢ é uma equacao de Hamilton-Jacobi,

0¢ B
o TVve =0 (2.11)
o(-,0) = ¢
com

o
Vol

A expectativa é que, comecando de uma condicao inicial ¢g préoxima da solucao, a

V= —F'(u)"(F(u) —y)

evolucao descrita por (2.11) levard a solugao do problema inverso. Nota-se que

(7) A evolugao é tal que ) é nao crescente, ou seja, % (u) <0.

.. ~ . . o ~ 9
(4i) Se uma solugao u existe, i.e., F'(u) =y, entdo 3% = 0 em wu.

(7i1) Pode-se ver a evolugdo como um fluxo na direcdo de descida mais répida para o

funcional de quadrados minimos Q).

Santosa enfatiza em [20], que ndo tem-se fundamentacao tedrica que garanta a con-
vergéencia deste método. No entanto, a experiéncia computacional leva a crer que este
método pode ser usado para calcular uma solucao aproximada para o problema inverso
(2.1).

Esta foi uma primeira investida com a intencao de resolver problemas inversos us-
ando métodos level set. Depois dela, varios autores empenharam esforcos neste caminho,
conseguindo bons resultados. Dois deles sao estudados neste trabalho, nos proximos

capitulos.
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Capitulo 3

Otimizacao restrita e métodos level

set

Neste capitulo apresentamos as idéias de Leitao e Scherzer [17], relacionando métodos level
set, apresentados no capitulo 1, com regularizacao restrita. O objetivo é resolver, para u,
o problema (1.1) com u restrita a classe admissivel U := {u; u = P(¢), ¢ € D(P)}. Este

problema pode ser formulado como um problema sem restrigao

F(P(¢)) =y. (3.1)

Assumindo que o problema (1.1) é mal posto, ele precisa ser regularizado para ter-
mos solucao estavel. Resultados classicos sobre convergéncia e estabilidade de solucoes

regularizadas sao aplicaveis se P é
() linear e limitado ou
(74) nao linear, continuo e fracamente fechado.

A fim de relacionar regularizacao restrita e métodos level set, precisaremos considerar
operadores P descontinuos. Neste caso, as ferramentas classicas da teoria de regularizacao
nao sao aplicaveis.

A teoria de regularizagao de Tikhonov para resolver (1.1), sem restrigao, consiste em
aproximar a solucao de (1.1) pelo minimizador u, do funcional de Tikhonov (1.3).

Se F for Fréchet diferenciavel, derivando e igualando a zero, temos

0 = (F'(u), F(u) = y) + o(l,u — up)
= (L F'(u)(F(u) = y)) + a(l,u — uo)
= F'(u)"(F(u) — y) + o(u — ug).
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Se u, é o minimizador, entao
F'(ua)*(F(ua) — y) + a(ug — ug) = 0. (3.2)

A equagao (3.2) é a condi¢do de otimalidade para um minimizador do funcional de
Tikhonov J,. Adotando a notacio At := 1 u(At) := u, e u(0) := ug, temos

«

u(At) — u(0)

F/(u(A)"(F(u(A1) = y) + =—

=0.
Assim, u, = u(At) pode ser considerado como a solugao de um passo de tempo implicito,
com tamanho do passo At = é para resolver a equagao de evolugao

du

5 = FW)(F) —y), (3.3)

que corresponde ao método da regularizagao assintética [22].
Em [17] os autores mostram que o método da regularizagao assintética para o problema

inverso sem restrigao (3.1), com P apropriado, é um método level set.

3.1 Método level set

Considera-se aqui o problema de otimiza¢ao com restrigao, de resolver (1.1) no conjunto
das funcgoes constantes por partes que atingem dois valores, os quais, por simplicidade,
sao fixados em 0 e 1. Exemplos tipicos incluem problemas de identificacao de parametros
onde o valor 1 denota uma inclusao.

Sejam © C R? limitado com fronteira Lipschitz e
Pi={u; u=xg, Q C Q, Q aberto, 90NN = 0} N L(Q).
Assim, o problema inverso sem restri¢ao consiste em resolver (3.1) com

P:H'(Q) — P

1 1

22 2] -1, ¢<0

Supomos que F : L*(Q)) — L2(Q) ¢ Fréchet diferencidvel. E possivel considerar o
operador F' em outros espagos de Hilbert, como por exemplo, F : HY(Q) — L*(99Q).
Como isso nao faz qualquer diferenca metodolégica, F' serd considerado um operador em
L?(€2). A escolha do espaco H'(f2) reflete a regularidade esperada das fungoes level set

(no dominio de P).
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A regularizagao de Tikhonov para este problema consiste em minimizar o funcional
IF(P(9)) = yll7= + alld — dolln,
i.e., minimizar
[ @) =92 +a [ (0= a?+ 960 - w0l (3.4
Q Q

Como o funcional (3.4) pode ndo atingir um minimo, ja que P é descontinuo, é preciso

generalizar a definicao de minimizador de uma forma apropriada. Definimos

O = lim ¢ 4,

e—0t

onde ¢, , minimiza o funcional

/ (F(P.()) — y)* +a / (6 — 60 + V(6 — d)P). (3.5)
Q Q

Aqui, P. sao aproximacoes para P. Escolhendo

0, t<—¢
P.(t) := 1+§, —<t<0
1, t>0

para aproximar P quando € — 07, tem-se

P'(t) ;= lim Pl(t) = 4(t).

e—0t €

Aqui, 6(t) denota a J-distribui¢ao unidimensional. Definimos ainda

Ug = lim P.(¢eq)-
e—07+
Nao exige-se que u, = P(¢,). Na seqiiéncia, obtém-se uma condicao de otimalidade para
um minimizador de (3.4), o qual é considerado o limite, quando ¢ — 07, dos minimizadores
dos funcionais (3.5). Para este propdsito, precisaremos de alguns resultados da teoria
de Morse sobre superficies e de um caso particular da formula da co-area. Aqui sé sera
aplicada a teoria de Morse para subconjuntos compactos suaves de R2, que é claro, podem

ser considerados como superficies.

Proposicao 3.1.1 Seja ¢ uma funcao suave em uma superficie compacta suave M e

¢ a,b] C M sem pontos criticos de ¢. Entdo:

(1) os conjuntos de nivel p~'(a) e ¢~1(b) sdo difeomorfos. Em particular, a medida de
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Hausdorff de ~1(p), p € [a,b], é continua como fungao de p.

(i) para p € [a,b], o~ (p) € uma superficie compacta suave. Em particular, ¢~ (p) pode

ser parametrizada por um niumero finito de curvas disjuntas.

Demonstragao. Ver [7], Proposigao 6.2.1. O

Proposigao 3.1.2 (Férmula da co-area) Sejam ¢ : R*> — R uma fungdo Lipschitz

continua e E C R? mensurdvel. Entdo,

/E V()| = / HU(E N 6 (0)dp. (3.6)

onde H' denota a medida de Hausdorff unidimensional.

Demonstragao. Ver [18]. O

Lema 3.1.3 Seja ¢ uma funcdo suave sem pontos criticos em uma vizinhanca compacta
M do conjunto de nivel $~1(0). Entdo

/ 1
lim P.(¢) = Wﬂ@;

e—0t

lembrando que 0(¢) € a d-distribui¢ao unidimensional centrada na curva de nivel zero de

é.

Demonstracao. Faremos a prova adaptada para funcoes level set em dimensao dois.
Pela Proposigao 3.1.1, o conjunto de nivel ¢~1(0) é uma superficie compacta que pode ser

parametrizada por uma curva s(7), 7 € [0,27), i.e.,

¢71(0) == {s() = (s1(7), 52(7)); T € [0,2m)}.

Supoe-se que o conjunto de nivel é parametrizado somente por uma curva para simplificar
a apresentacao. O caso geral de um nimero finito de curvas disjuntas é andlogo. O vetor
normal ao conjunto de nivel é caracterizado como

= Vs
(r) = ~ (<)

O sinal negativo na definicao do vetor normal estd baseado na seguinte consideracao: se ¢ é
monotonamente crescente na direcao normal ao conjunto de nivel, apontando para dentro

do dominio limitado pelo conjunto de nivel, entdo n(7) como definido acima aponta para
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fora deste dominio. A idéia basica da prova é encontrar uma relagdo entre um parametro

e e uma fungao paramétrica ¢ : [0,27) — R* tal que os conjuntos

Qy = {s(1) + pn(1); 7 €[0,27), p € [0,%(7))}

e ¢~ !(—e,0] correspondam-se assintoticamente. Fazendo a expansao em série de Taylor

tem-se

o) = o ({str) = g (st 7 € 020, pe Dvin) })

¢

- {o ( ) ) T .2m). pe (e
e
{-

= Lot WZ( SEIVOLS() + 0): 7€ 0.2, p e [0.0(7) )
= {=pIVol(s(r)) + O(p*); T €[0,2m), p € [0,9(7))}.
Es‘colhendo (1) == (1) = m e fixando Cyy, := Inf{|Vo|(s(7)); T € [0,2m)},
existe uma constante C' tal que
C C C C
0 [ etgr | com |- | o

C ~
Fixando 7 = ——, para v € C(f2), segue pela féormula da co-area (3.6), que

Vol Vol
/qs-lu,m e 1) +/ Pl

sup |v
< 2 vol+ [ vl
min ¢~ (—e—Te2,—e+7e2) ¢~ 1(—Te?,me?)

2

sup lv —e+TeE TE
< %"[/ 5 (61 (p))dp + ﬂflw—l(p))dp],

IN

e—Te2 —Te2

sendo H'(¢7*(p)) a medida de Hausdorff unidimensional do conjunto ¢~*(p).

Pela Proposicao 3.1.1, H'(¢~!(p)) é uniformemente limitada. Isto implica que

e conseqiientemente,
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1 1 1
lim Pl(éd)v = lim — v= lim — v = lim v
=0t Jq (9) e=0t € Jy-1(_c0) =0t € Jo,. =0+ Jq,. V|Vl

Y $4(r) + pri(r) na(7)
5, |v¢|<s<r>we<7>/o ! det[s;<r>+png<f> n2<7>]
= [0y

dp dt

t

O Lema 3.1.3 é fundamental para obter a condicao de otimalidade para um mini-

mizador de (3.4). Como ¢, é um minimizador de (3.5), segue que, para todo h € H'(Q),

0 = [ (F(P0u)) = )P (Pl PA0ea b [ (6= 6+ Tl = 0)V)
. /Q (F(ue) = 9) F'(ue) Pl o | <<¢€ o= 0+ V(oo — 0,)Vh)

— [ P P e (F ) =+ @ [ (0= 000 = D6 = 6)0) +

Q
a((bs,a B (b*)
e

onde denotamos por F’(u)* e P/(¢)* os adjuntos de F'(u) e P/(¢) em L?(Q), respectiva-
mente, i.e., V v,w € L*(Q)

[utFwo = [(Farene o [ w@Eew = [ #eron

e usamos o fato de P.(¢) ser autoadjunto, i.e., P!(¢)* = P!(¢). Segue que

(¢en = D) : (3.7)

Plteo) F'(uea)* (F(uca) —y) + a(l — A)(pea — ¢«) =0, em Q
=0, em 0

on

Tomando o limite e — 0" em (3.7), segue do Lema 3.1.3 que u,, = 1im+ Ue o € Po = 1im+ Gen
e—0 e—0

satisfazem

0 = g dOn P 0a) (Flaa) =) + all = )6 — 6.
5<¢Q>F'(““)quf:‘|“) ") ol — A (e — ). (3.8)

Para simplificar a apresentagao, supomos que o operador F' é tal que F'(u)*(F(u) —y)

é continuo (em geral este pode nao ser o caso, ja que F'(u)*(F(u) —y) € HY(Q)). Segue
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de (3.8) que

(ua)" (F'(ua) — y)
[V al

(1- a7 (360" ) +al6a 0 =0

Fazendo @ = 27, ¢ = 8(t), ¢ = 6(0) e uq = ul?),

F(u(t))" (F(u(t) = y))
IVo(t)| '

W20 1y (st

Tomando o limite quando At — 0%, tem-se um método andlogo ao da regularizacdo

Fu(®)"(F(u(t) - y))
[Vo(t)] '

Assim, o lado direito v de (3.9) é solugao da equacao:

Frlu())"(F(u(t) —y)
|

IVo(t) ,
@ =0, em 0N
on

assintdtica:

S ()

(3.9)

(I = Ao = —=d(¢(t))

, em ()

A equagao (3.9) é um método level set descrevendo a evolucao da fungao level set ¢. O
conjunto de nivel zero de ¢ descreve a fronteira do dominio a ser reconstruido.
A equagao (3.9) é uma equacao de Hamilton-Jacobi da forma
99

o TV V=0,

com velocidade

o Vol Vol
[Vo(t)] Vo)l
que é similar ao método level set considerado por Santosa em [20], o qual sugeriu a
velocidade Vot)
V= —F'(u(t))*(F(u(t)) —y .
(u(t))*(F(u(t)) )IVsb(t)l
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Capitulo 4

Regularizacao assintéotica e métodos

level set

Neste capitulo estudamos o método level set proposto por Burger em [1]. O objetivo é
construir um método level set similar aos demais, baseado em uma teoria matematica
rigorosa. Além de mostrar que o método desenvolvido converge na auséncia de ruido,
também mostramos que ele é um método de regularizacao para problemas mal postos se o
tempo de parada é escolhido apropriadamente, em funcao do nivel de ruido. Consideramos
u uma funcao caracteristica, ja que todo problema onde u assume dois valores diferentes,
conhecidos, pode ser transformado neste caso. A velocidade sera escolhida em funcao
do residuo F(u) — y, para obter um método de descida, idéia que também foi usada por
Santosa em [20]. A diferenga é que nao existe resultado de convergéncia para o método
proposto por Santosa.

O ponto de partida para construir um método level set para o problema (1.1) é explorar
semelhangas com o método da regularizagao assintotica, o qual consiste em resolver a

equacao diferencial

d "

S ) = —F'(u(t))"(Fu(t) - y), (4.1)
para t € R*. Utilizaremos como guia uma propriedade bésica da regularizacao assintdtica

no caso linear, a saber, a identidade

d * (12 2
o lu(t) =l = 2| Fu(t) — yII%, (4.2)
onde u* é uma solugao de (1.1). Este método nao pode ser aplicado diretamente para
construir uma evolucao de fungoes constantes por partes, ja que a derivada de u em relacao
a t nao estd definida em L2.

Veremos que um método level set satisfazendo (4.2) pode ser analisado de maneira

similar a regularizagao assintética. Traduziremos as propriedades regularizantes de (4.1)
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para esta abordagem level set no caso de dados com ruido, ou seja, quando conhecemos
somente uma perturbacao y° de y com uma estimativa do ruido dada por (1.2). O efeito
regularizante vem de parar a evolugao em algum tempo final 7" escolhido em funcao do
nivel de ruido § e do dado com ruido y°. O método padrao para escolher o tempo de
parada T™ na regularizacao assintotica é o principio da discrepancia, o qual escolhe T
como o tempo minimo em que o residuo é menor que o nivel de ruido. Veremos que o

principio da discrepancia também pode ser usado para métodos level set.

4.1 Escolha da velocidade

Consideremos a equagao (1.1), onde F : L*(Q) — Y, Q C R? limitado, é um operador lin-
ear limitado com inversa generalizada nao limitada e Y é um espaco de Hilbert. Usaremos
A em lugar de F', que é a notagao usual para operadores lineares, ou seja, escreveremos o

problema (1.1) como
Au=y. (4.3)

Procuramos por uma solucao u, que supomos ser constante por partes, i.e., da forma de

uma funcgao caracteristica e denotamos
u(-,t) = xpw, onde D(t)={zx € R%: ¢(z,t) > 0}. (4.4)

Supomos ainda, que existe uma fungdo u* = yp, solucdo de (4.3), com D CC €.
A diferenca entre a funcio caracteristica u e a solucao u*, no tempo ¢, na norma L2,

pode ser calculada como

E(t) = [lu(-,t) — w72 = /D(MD ldz = ds(D(t), D), (4.5)

onde dg denota a distancia de dois conjuntos na métrica da diferenca simétrica, i.e.,
ds(D(t), D) = [D(t) = D[ +|D — D(t)].

A estimativa (4.2) na evolucao da distancia entre u(-,t) e u* é fundamental para a
anélise de convergéncia da regularizagao assintdtica [22]. O correspondente aqui é calcular
a derivada do funcional F em relacao ao tempo. Para isso precisamos da proposicao a

seguir.

Proposigao 4.1.1 Sejam ¢ € CH(RY) e D(t) = Fy(D), em que D é um conjunto men-
surdvel dado e Fy € a transformacao de conjuntos de acordo com a wvelocidade V €
C(0,T; CY{(R%))?. Entdo, o funcional
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t— W(z)dz

D(t)

¢ diferencidvel em relagao a t e sua derivada é dada por

5 D(t)w(x)dx) - [, a0 (1.6)

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [21], Proposigao 2.45. [

Como desejamos uma classe de velocidades mais geral, precisamos fazer uma extensao

da Proposicao 4.1.1.

Proposigao 4.1.2 Seja V,, € C(0,T;C*(RY))? N C(0,T; L*(RY))* uma seqiiéncia de ve-
locidades tal que V, =V e divV, — divV em L*(R? x (0,T)), para alguma velocidade
Ve L=(0,T; LA R%))¢ com divV € LY(0,T; L=(R%)) N L>(0,T; L*(RY)). Entdo, o fun-
cional

C:t— [ u(zt)de,
R4

em que a funcdo caracteristica u é uma solugao fraca de

%JH/-VU:O, em R x (0,7) (4.7)

com valor inicial u(-,0) = xp(+), para algum conjunto mensurdvel D, € fracamente difer-

encidvel com y

%E(t) = /Rd u(zx, t)divV (z, t)dx (4.8)

parat € (0,T) g.s.

Demonstracao. Definimos D,,(t) := F{*(D), onde F}" é a transformagao de conjuntos de
acordo com a velocidade V,, e u,(-,t) := xp,«)(-). Entdo, segue com a Proposicao 4.1.1

que u,, é a solucao fraca de

%jLVn-Vv:O, em R?x (0,7)

com valor inicial v(-,0) = xp(-). Conforme apéndice no final deste capitulo, u,, — u em
L*(R4 x (0,T)), onde u é uma funcio caracteristica e a tinica solugao fraca de (4.7) com

valor inicial u(-,0) = xp(-). Denotando por ¢,, o funcional

byt — | uy(z,t)de,
R4

temos que %En(t) = / un(z, )divV, (z, t)dz, ie., £, € C'([0,T]) devido a Proposicao
R4
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411e
=Wy = [ 060 [l = utrte]
_ /OT /R Vh(t) (un(, ) — u(z, 1)) dedt
_ /R /OT Vh(t) (un(, ) — u(z, 1)) dtde
~ 0

ja que u, — u e 1h(t) € L>(R? x (0,T)). Logo, £, — £ em L*([0,T]). Ainda,

limiﬁn(t) = lim [ wu,(x,t)divV,(z,t)dz

n dt n R4
= / lim u,,(x, t)div(lim V,,(x, t))dx
Rd T n

= / u(z, t)divV (z, t)dx =: ('(t)

<%en—e@ h>L2(07T) _ /0 " h) [ /R (unl, )iV 1) — e, dieV (1)) de|
_ /0 ! /R B0, iV, 2) — (e, )iV () da

= / /T Lh(t) (un(x, t)divV, (z,t) — u(z, t)divV (z, t))dtdx
~ 0

pois se u, — u e divV, — divV, entdo u,divV, — udivV e 1h(t) € L*(R? x (0,T)).
d
Portanto, aﬁn =0 em L*([0,T]), com {'(t) := [gau(z,t)divV (z,t)dz.
d
Entao, temos ¢ € L*([0,T]), ¢, — ¢ em L*([0,T]) e @En — (" em L*([0,T]). Isto
implica que £, — ¢ em H'([0,T]), que é fechado. Assim, /, ¢ fracamente convergente

d
em H'([0,T]) e portanto, temos ¢ € H*([0,T]) e aﬁ = {'. Como u € L*>(0,T; L*(R%)),

d
conforme apéndice, e divV € L*(0,T;L*(RY)), temos que %E € L>([0,T]). Logo, a
identidade (4.8) vale para t € [0,7T] g.s. O

Como conseqiiéncia direta da Proposigao 4.1.2 obtemos que

d

— 1dx :/ divV (z,t)de =0, para t€[0,T] qs.,
dt Jpw)-o D(t)—0

se o suporte de divV é um subconjunto de €2. Assim, modificando a fungao caracteristica
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u em conjuntos de medida nula, podemos construir conjuntos D(t) C Q parat € [0,T] q.s.
Na seqiiéncia serd sempre denotado por v uma funcao caracteristica tal que D(t) C €.

Usando a Proposicao 4.1.2, podemos calcular as derivadas em relacao a t:

d
— (/ ldx) = / divV (z,t)dx
dt \Jpw-p D(t)—D

_ /D | () = (@) dioV s (4.9)

d
— (/ 1dx> = / divV (x,t)dx
dt \Jp—p D—D(t)

= / (u*(x) — u(z, b)) divV (x, t)dx. (4.10)
Q-D(t)
Proposicao 4.1.3 Sejam g a fungao definida por
g(x,t) == (=14 2u(z,t))divV(x,t), VY az e,

com V' como na Proposigao 4.1.2, a func¢ao level set ¢ evoluindo de acordo com (2.11) e
u escolhida de acordo com (4.4). Entdo, a derivada do funcional E em relag¢do ao tempo

¢ dada por p
S0 = [ (uet) — v @),

para todo t € R,

Demonstracao. De (4.5), (4.9) e (4.10), concluimos que

d d d
—E({t) = — ldr = — ldx
dt dt Jpwan dt Jipw-pyap-pe))

= i(/ 1d:v+/ ld:v):i/ 1dx+i ldz
dt \Jpw-p D—D(t) dt Jpw-p dt Jp_p)

= / (u(z,t) —u*(x)) divV (x,t)dx + / (u*(z) —u(z,t)) divV (x,t)dx
D(t)

Q-D(t)

= / (u(z, t)u*(z)) g(z, t)dx + / (u(z,t) —u(x)) g(x,t)dx
D(t) Q-D(t)
_ / | (ulz,t) — u*(2)) g(z, t)da
D(H)U(Q-D(t)
— [ (ule.t) ~ w(a) gla ),
0
pois 9($7t)|1:)(t) = dwv($7t)|[)(t) e g(x7t)|Q—D(t) = _divv(mvtMQ—D(t)' U

24



Conseqiientemente, para obter um fluxo na direcao de descida que satisfaca a estima-
tiva (4.2), possivelmente com uma escala diferente, temos que escolher a velocidade V' tal

que
divV (z,t) = g(x,t)(—1 + 2u(x,t)) = —A"(Au(x,t) — y(x))(—1 + 2u(z, 1)) (4.11)

em Q x RT. Como o suporte de u deve continuar sendo um subconjunto de 2 durante a

evolugao, parece adequado escolher
divV(z,t) =0, V€ RNQ, (4.12)

que implica D(t) C €2, como visto acima. Se denotarmos por Py o operador de extensao

de L*(Q) em L?(R?) definido por

v(xr), x €
Rl =1 " TE8
0, z¢Q
podemos reescrever (4.11) e (4.12) como
divV = Po[—A*(Au — y)|(—1 + 2u). (4.13)

Note que uma fungao V' com a propriedade (4.13) sempre existe: por exemplo, podemos

escolher

Vi —V =0

em R? com 1 (z) — 0 quando |z| — 0, o que significa que v é justamente a tinica solucao
do problema de Dirichlet para a equagao de Laplace com lado direito como em (4.13) em

R? e V é seu gradiente. Escreveremos —A*(Au — y) em vez de Po|—A*(Au — y)].

4.2 Analise de convergéncia

Na seqiiéncia, voltamos nossa atencao para a analise de convergéncia do método level set
quando t — oo e § — 0. Comecamos com o caso de dados exatos, 6 = 0. Para dados com
ruido, 6 > 0, temos que parar a iteracao em algum tempo finito 7', que deve depender de

d e y°. Escolhemos o tempo de parada pelo principio da discrepancia generalizado:

T(8,y°) = inf{t € RY; | Au’(-,1) —¢°[| < 70}, (4.14)
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para algum 7 > 1. A razao por tras deste critério de parada é que conhecendo o nivel
de ruido, nao faz sentido distinguir entre aproximacgoes u que ja produzem um residuo
menor que o nivel de ruido. O ponto de partida para a andlise de convergéncia é um
resultado mais geral sobre a monotonia das iteragoes com e sem ruido. Para diferenciar
as evolugoes com dados exatos e com ruido, denotamos a evolucao com dados perturbados
y® por u’(-,t) e D°(t).

Proposicao 4.2.1 Para todo t € RT com ||Au®(-,t) — y°|| > &, o erro é decrescente, i.e.,

d
EE(S(t) < 0. (4.15)

Para 6 =0, temos

/OOO | Au(-, 1) — y||? < 0. (4.16)

Demonstragao. Da Proposicao 4.1.3 obtemos

d

%Eé(t) = _”u(s('vt)_u*”ip(ﬁ) :/Q(u‘s(~,t)—u*)g(:1:,t)d:c

d
Assim, —E°(t) < 0, para § < ||Au®(-,t) — y°|. No caso particular em que § = 0, temos

dt

d
aE(t) = —(Au(-,t) — y, Au(-,t) — y) = —||Au(-,t) — y||*. Integrando em relagao a t,
obtemos

S 112 S d s

JAu(t) — Pt = — [ LE@a - ~Bw);
= FE(0)—-E(s) < E(0) <oo, VseRt

ja que £ > 0. O

Acima, estimamos o decrescimento do erro entre u e u*, o qual pode ser interpretado

como o produto interno, em L?, de u — u* com ele préprio. No lema a seguir mostraremos
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como o produto interno de u com uma funcao caracteristica arbitraria evolui no tempo.

Lema 4.2.2 Seja x¢ a funcao caracteristica do dominio C. Entao a fungao

£ — (W( 1), xo) = / 1z
D3 (H)NC

¢ continuamente diferencidvel com derivada

d

T (1), xe) = (Alxe = v’ (- 1)), Au’( ) = ¢°). (4.17)

Demonstracao. Reescrevemos a fungao como

<u5(~,t),Xc>:/ 1d;1::/ 1dq:—/ 1d:c—/ 1dzx.
D (#)NC C C—-D5(t) Dit)-C

Pela Proposicao 4.1.2, os trés termos sao diferenciaveis, com derivadas

i/ldx:(),
dt Jo

dedx = / xcdwVdz
DA(t)

XC —u®(-,t))divVdx

I
@\\

D(S

- / (xe = W ) A (Au (1) — o) (=1 + 200, 1)) d

Q-D3(¢t

- / — XA (AU (1) — y)da

D(S

iO

d
— / lde = / divVdx = / (W’ (-, t) — xe)divVdx
dt Jpswy—c Di(1)—C D3 (1)

= —/Dé(t)(u‘s(-,t) — XC)A*(AMS(.’t) _yé)(—l +2U6(',t))dx

_ /D 6(t)(u5(~,t) o)A (AW (-, t) — yP)da.

Assim, a funcdo t — (u°(-,t), x¢) é continuamente diferencidvel, com derivada

27



g

De modo andlogo a monotonia do erro na Proposicao 4.2.1 podemos mostrar a mono-

tonia do residuo.
Lema 4.2.3 A funcdo t — ||Au(-,t) — y|| € mondtona decrescente.

Usando os resultados preliminares obtidos acima podemos agora provar a convergencia

dos conjuntos na métrica da diferenca simétrica.

Teorema 4.2.4 (Convergéncia para dados exatos) Sejam § = 0 e V' satisfazendo

(4.13). Entao u(-,t) — 4, quando t — oo, onde U € solu¢ao de (4.3).

Demonstragao. Seja u; := u(-,t). A monotonia e a continuidade, em relacao a ¢, do
residuo || Au; — y|| juntamente com (4.16) implicam que ||Au; —y|| — 0, quando t — oc.

Mostramos agora que u; converge. Para ¢t > s arbitrario,

i — sl = g — 0 = = 2 — | 4 2 — P — =~ — g
= 2 — | 4 2 — P — e — | — g — | — 2oy — ", — )
= ug — u|* 4 [Jue — wF|]? — 2(uy — u*, ug — u*)

= Jus — u*|)® = |Jug — wF||* + 2{u — ut, up — ut) — 2{u, — u*,ug — u)

= s — u*|)® — |lug — wF||* + 2{u — uF, up — uF — ug +u*)

{
{
{
= s = u* = flue — w1 + 2(ue — v, ue — uy).

Como FE é mondtono e limitado, existe ¢ > 0 tal que uy —u* — ¢, t — oo (E > 0,

decrescente). Pelo Lema 4.2.2

d . d d .
E(“wut—u ) = E<Unut>—%<unu )
= (Auy —uy), Au, —y) — (A(u™ — u,), Au, — 7))

Alug — ur —u™ + uy), Auy — y)
Aug — u*), Au, — y) .

o~ o~
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Dai,

/: (A(us — u*), Au, — y) dr

t
d
[{(up — ug, uy —u*)| = '/ %(unut—u*)dT
i t
< [ A - ) A, = pldr < [ 4G - 9)] 1 Au — o] dr

t 00
< / A, — y|? dr < / A, — | dr,

pois 7 < t implica [[Au; — y[| < [[Au, — yl|, pelo Lema 4.2.3.
Por (4.16), | Au, —y||>dr — 0, quando s — oo. Assim, para s — co e t > s
arbitrario, ||u; — ug|*> — €% —e* + 0 = 0. Logo, u; converge para alguma fungao @ que

satisfaz At =y, pois Auy — vy, ||Aus —y|| — 0, e Auy — Au, uy — 4. O

Investigaremos agora o comportamento das iteragoes na presenca de ruido. Primeiro

mostramos que o tempo de parada T'(d, f°) é sempre finito se  é nao nulo.

Lema 4.2.5 Sejam § >0 e T > 1. Entdo, o tempo de parada T|(5,y°) definido por (4.14)
€ finito.

Demonstragao. Seja u? := u°(-,t). Suponha T(6,4°) = co. Entdo, ||Aud — ¢°|| > 76,
vV t € R*. Da prova da Proposicao 4.2.1, obtemos

d
—E°(t) = —(Au) —y, Au] —y°) = —(Au) — ¢’ +y° —y, Au) — y°)

dt
—(Au) — 9%, Au) — %) + (y — y°, Au — °)

< —llAug = 1P + lly = vl Aug — o)l
< —llAuf - ) + 8 Auf — o
< —llauf — 'l (4w — o) - 8) < —ro (Il 4uf — 47| - )

76 — Au‘s—y‘S +6) <76(—716+6) = —7(1 — 1)6°.
t

Assim,

E°(t) = E°(0) + %E%)t < E%(0) — (1 — 1)6%,

o que implica a existéncia de t € R* tal que E°(f) < 0,se § > 0e 7 > 1. Isto é uma
contradicdo, ja que E°(t) >0, V¢ € R*. Logo, o tempo de parada T'(§,y°) é finito. O

Tendo verificado que o tempo de parada é finito, resta somente mostrar que os con-
juntos reconstruidos, obtidos neste tempo de parada T'(d,y?), realmente convergem para

uma solugao quando o nivel de ruido J tende a zero.
Teorema 4.2.6 Sejam T escolhido pelo principio da discrepancia com 7 > 1 e D° a
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evolugdo de conjuntos com nivel de ruido 8. Entio, D*(T(5,4°)) — D quando § — 0 na

métrica da diferenca simétrica, onde X € solugdo de (4.3).

Demonstracao. Sejam 6, — 0, 3, := y°* e D, := D% a seqiiéncia correspondente.
Para cada par (0, D,,), seja T,, = T'(0,, y») o indice de parada escolhido pelo principio da
discrepancia. Suponhamos primeiro que 7T}, é limitada. Entao 7T, é convergente, digamos
T, — T < 0o. Pela defini¢ao de T,,,

|Au — yn|| < 70, (4.18)
Como u4 depende continuamente de (7,y°), temos
u‘ST’:L — U, Au‘ST’:L — Aup, n — oo, (4.19)
jaqued, - 0=y, —vy, T, —>T= u‘;T’; — up. De (4.18),
[Auz =yl = lim [|Aug —y| < lim 76, =70 =0,

que implica Aup = y. Pelo Teorema 4.2.4, ur — 4, quando T"— oo. Como o residuo é
monotono e em T ja é zero, deve-se ter ur = u, onde 4 é solugao de Au = y. De (4.19),
u‘ST’:L — ur =1, i.e., u‘ST*; — U, n — 00.

Consideremos agora o caso em que 1,, — oo. Sem perda de generalidade, podemos

supor T, monotona, i.e., nao decrescente. Entao, usando a Proposicao 4.2.1 para n > m,
5 . 5 - 5 . 5 .
luz;, —all < flug,_, —al <--- <llug, —a| < lug;, — um, || + [luz,, — ol

Como ur, — u, pelo Teorema 4.2.4 podemos fixar m de modo que |ug, — 4| fique
suficientemente préximo de zero. Tendo fixado T,,, usamos (4.19) para concluir que

Juds — af — 0, quando n — co. Logo, o, = % — &= xp, 0w seja, Dy — D. O

4.3 Apéndice

Na demonstracao da Proposicao 4.1.2, que foi utilizada para calcular a derivada do fun-
cional F, usamos que u, — u. Este resultado é justificado com a teoria de equacoes de
Hamilton-Jacobi, aplicada a equagao level set (2.11), no Teorema 4.3.3. Os dois resultados
que aparecem antes deste sao utilizados para sua prova. Enunciaremos estes resultados
aqui, no entanto sem demonstra-los, ja que nosso objetivo nao é estudar essa teoria, que
é um tema bastante amplo. Demonstragoes completas podem ser encontradas em [1].

A teoria cldssica das equagoes de Hamilton-Jacobi [3] mostra que existe uma tnica
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solugao da equagao (2.11), a qual é uniformemente continua em relagao a z, se o valor

inicial é uniformemente continuo em R< e

V e O(R"; C"H(RY))4, (4.20)

i.e., se V é continua em R? x R* e Lipschitz continua em relacao a x.

No caso particular tratado aqui, também precisaremos considerar velocidades V' que
nio sio Lipschitz continuas, mas tém uma derivada fraca divV € L'(0,T; L*(R?)). Por-
tanto, vamos considerar primeiro este caso e obter a existéncia de uma solucao fraca no

intervalo (0,7T") sob a condigao mais fraca
Ve LY0,T; L*(RM)?,  divV € LY(0,T; L=(R%)), (4.21)
pelo método de viscosidade [3].

Proposicao 4.3.1 Seja V uma velocidade satisfazendo (4.21). Entdo o problema (2.11)
com ¢g € L*(R?), tem uma solucio fraca ¢ € C(0,T; L*(R?)) satisfazendo

€||divV||Ll(()’T;Loo(Rd)) .

191 oo 0,22y < @0l L2(re

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [1], Proposigao 2.1. O

Proposicao 4.3.2 Suponha que além das hipdteses da Proposicao 4.3.1, V satisfaz (4.20)
e ¢o € L*(RY) N L2(RY). Entdo a solucdo ¢ € tnica e eviste uma aplicacdo Lipschitz
continua & : R x (0, T) — R? tal que ¢(£(x,t),t) = ¢o(x), para todo (z,t) € REx (0,T) e
portanto, ¢ € L=(R?x (0,T)). Se além disso ¢y € Lipschitz continua, entio ¢ é Lipschitz

continua em R x (0, 7).

Demonstracao. Ver Lema 2.2 em [1]. O

Teorema 4.3.3 Seja V tal que (4.21) € satisfeita e seja V,, € C(0,T; COHR?))¢ uma
seqiiéncia de velocidades tal que divV, — divV em LY(0,T; L>®(R%)). Entdo, as corre-
spondentes solugdes fracas ¢, de (2.11), com velocidade V,, e ¢g € L®(R?), tém uma
subseqiiéncia fracamente convergente, cujo limite ¢ € uma solugdo fraca de (2.11) com ve-
locidade V. Ainda, se ¢g € uma fungao caracteristica de um conjunto mensurdvel, entdo
o(-,t) € a fungdao caracteristica de um conjunto mensurdvel, apos modificagoes em um

subconjunto de medida nula para quase todo t € [0, T].

Demonstracao. Ver [1], Teorema 2.3. O
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Capitulo 5
Exemplos numeéricos

Apresentamos neste capitulo dois experimentos numeéricos realizados com os métodos level
set. O primeiro deles é o problema do potencial inverso discutido em [12], de reconstruir
a forma de um dominio D conhecendo sua densidade, constante, e medidas dos dados
de Cauchy do correspondente potencial. O segundo ¢ a identificacao de perfis de doping,
envolvendo semicondutores [2, 19]. Estamos apenas apresentando os resultados obtidos

para estes problemas nas referéncias citadas e nao resolvendo-os aqui.

5.1 O problema do potencial inverso

Considere o operador
F:L*Q) — L*99)

XD — uu|aQ

I

onde u é solucao de
Au=xp, em §;  uly, =0, (5.1)

sendo y p a funcao caracteristica do dominio D C €, o qual queremos recontruir, e 2 C R?
limitado. Como xp € L?(Q), o problema de valor de fronteira de Dirichlet em (5.1) tem
uma tnica solugao: o potencial u € H2(Q) N Hy(9).

O problema inverso no qual estamos interessados consiste em determinar a forma de
D a partir de medidas do trago de Neumann de u em 02, w,|;,, em que v representa
o vetor normal exterior a d€). Este problema pode ser considerado como um problema
inverso para o operador Dirichlet-Neumann (DtN): para h € L?*(2) dado, o operador
DtN leva um dado de fronteira de Dirichlet no traco de Neumann do potencial, ou seja,
A H2(0Q) — H™2(99Q), Alyp) == Uy 5o, em que @ satisfaz

At =h, em §; 1|y, = .
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O problema inverso para o operador A consiste em determinar h a partir de diferentes
pares de dados de fronteira Dirichlet-Neumann. O caso geral com h € L?*() ja foi
considerado por vérios autores, entre eles [12], que utilizaram métodos de regularizagao
iterativos para reconstruir um objeto com formato estelar (star-shaped).

Hettlich e Rundell [12] observam que, no caso particular h = xp, um par de dados de
Dirichlet-Neumann fornece tanta informagao quanto o operador Dt N, ou seja, é suficiente
considerar somente um par de dados de Cauchy para o problema inverso, ja que sempre
¢ possivel reduzir o problema de reconstrucao ao problema de Dirichlet homogéneo: se
temos Au = xp em §2, com u = ¢ em 0f), tomando h tal que Ah =0em Q, h = ¢ em
0N e fazendo v = u — h, temos que v satisfaz (5.1).

Também foi observado por Hettlich e Rundell [12], que dados de Cauchy nao podem
fornecer informacao suficiente para reconstruir a fronteira de D, por exemplo, se D nao
é simplesmente conexo. No que diz respeito a identificabilidade, Isakov observou em [13]
que dominios com formato estelar sao unicamente determinados por seus potenciais.

Descrevemos a seguir o algoritmo de regularizacao level set. Em cada iteracao trés
problemas de valor de fronteira elipticos sao resolvidos: dois do tipo Dirichlet e um do
tipo Neumann. O procedimento para a execucao de um passo iterativo do método level

set pode ser descrito por:

1. Calcule o residuo ry := F(P.(¢r)) —y = %LV’“ — y, onde uy, é solucao de

Aup = P.(¢r), em Q;  uglyg =0.

2. Calcule vy, := F'(P.(¢1))*(rr) € L*(2), resolvendo

Avp, =0, em ;g = %

3. Calcule wy € HY(), satisfazendo

(I = A)wy, = —P(¢r)v, em € Qun) - _y
o |50

4. Atualize a funcao level set ¢p 1 = ¢ + éwk.

O algoritmo pode ser implementado usando elementos finitos, como feito em [8], ou
diferencas finitas, para a solucao das equacoes diferenciais parciais.

Neste experimento, foi considerado o problema inverso de reconstruir o lado direito xp
em (5.1), a partir do conhecimento de apenas um par de dados de fronteira (u, Au) = (0,y)
em 0. Foram utilizados o dominio Q = (0,1)> C R? e a funcdo caracteristica xp

apresentada na Figura 5.1. O dado medido y para resolver o problema inverso, é obtido
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Exact solution of the inverse problem

'y

.100e+01
.909e+00
.818e+00
.727e+00
.636e+00
.545e+00
.455e+00
.364e+00
.273e+00
.182e+00
.809e-01
.000e+00

|

‘1

Y

Figura 5.1: coeficiente a ser reconstruido.

resolvendo o problema de valor de fronteira eliptico em (5.1). Note que xp corresponde
a fungao caracteristica de um subconjunto préprio nao conexo de ). Para o operador
P., definido no Capitulo 3, foi usado ¢ = %. Isto é compativel com o tamanho da malha
utilizada, uma vez que o diametro dos triangulos na malha uniforme (usados no método
de elementos finitos) é aproximadamente g

A Figura 5.2 mostra a evolucao level set para dados exatos para os primeiros 20000
passos iterativos. Como pode ser visto nesta figura, o conjunto inicial separa-se em duas
componentes ap6s 5000 iteragoes. Com 10000 iteracoes ja sao trés componentes. Depois
de 12500 iteragoes, os conjuntos modificam-se lentamente. Na Figura 5.3 é mostrada a

funcao level set, com 2500, 5000, 10000 e 20000 passos.

5.2 A identificacao de perfis de doping

Este é um problema inverso relacionado com equagcoes de adveccao-difusao estacionarias
modelando semicondutores. Nestes problemas, deseja-se identificar o denominado perfil
de doping: uma funcao que desempenha o papel de parametro em um sistema de equacoes
diferenciais parciais.

As equacoes sao consideradas em um dominio limitado Q@ C R%, d = 1,2, 3, represen-
tando o semicondutor. A fronteira de €2 é dividida em duas partes nao vazias disjuntas:
uma parte de Dirichlet 9€2p e uma parte de Neumann 0Q2y. A parte da fronteira 0€2p
corresponde aos contatos do semicondutor, i.e., a regiao onde o potencial V' é prescrito. A
parte 0{2y corresponde as superficies isoladas e assim fluxo de corrente e campo elétrico
nulos na dire¢ao normal sao prescritos.

A pré-concentracao de ions no material é representada pela funcao C, que depende
apenas da variavel espacial. Nas subregioes de €2 em que a pré-concentracao de fons neg-

ativos predomina, as chamadas P-regiao, temos C'(x) < 0. Analogamente, nas subregioes
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Figura 5.2: evolugao level set: 2500, 5000, 5400, 7500, 10000, 12500, 15000 e 20000
iteracoes.

L

vl

L e

Figura 5.3: evolugao da funcao level set: 2500, 5000, 10000 e 20000 iteragoes.
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I C GQD aQN

P-regiao

QN 0y

N-regiao

p

Figura 5.4: Diodo: exemplo de P-N juncao.

de 2 em que a pré-concentracao de fons positivos predomina, as N-regido, temos C'(x) > 0.
A fronteira entre a P-regiao e a N-regiao, onde C' muda de sinal, é denominada juncao P-
N. Um exemplo bastante simples é mostrado na Figura 5.4, onde um diodo bidimensional
com uma juncao P-N é representado. O perfil de doping a ser identificado corresponde
a funcao C, que é considerada uma funcgao constante por partes, assumindo apenas dois
valores. A identificacao da funcao C' é equivalente a identificacao da juncao P-N.

No caso unipolar linearizado tratado em [2], o parametro a ser identificado é C' = C(z)

no sistema desacoplado

NAV? = ¢V’ —(C(x) em Q div(eV’'Vi) = 0 em )
VO = V() em 0€)p i U(z) em 0Qp
VVo.y = 0 em Oy Vi-v = 0 em Oy

que modela o semicondutor no caso considerado (aqui Vj;(x) é uma funcdo conhecida,

assim como o coeficiente A > 0). Podemos escrever v(x) := eV’ e resolver o problema

de identificacao de parametros

div(yVu) = 0 em )
u = U(z) em 0Qp (5.2)
v

Vi - =0 em Oy

para a fungao . Uma vez identificada v, podemos finalmente calcular C' = v — A2A(In7).
Como o calculo de C' a partir de v pode ser feito explicitamente e é um procedi-
mento direto, concentramos nossa atencao na determinacao da fungao parametro v em

(5.2). Portanto, o problema inverso de identificacao do perfil de doping C' é equivalente a
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identificacao de v em (5.2), a partir do operador Dt N

Devido a natureza fisica do problema, podemos considerar como inputs para o operador

DtN somente fungoes do tipo

U U, em oQp\I'y
B 0, em I'y .

Note ainda que os outputs, ou medidas, estao disponiveis somente em I'y C 9Q2p. Ou seja,
o procedimento para obter os dados do problema consiste em aplicar uma voltagem U em
0Qp\I'1 e medir a intensidade de corrente v, em I';.

Entao, temos a seguinte formulagao do problema:
(1) parametro: v = v(z) € L*(Q) =: X;
(2) input (fixo): U € Hz(8p), Ulp, =0;

(3) output (dados): y = 7% e L*(T)) =:Y;
Iy

(4) operador parametro-output

O dominio de definicao do operador F' é
D(F) := {y € L*(Q); 7(x) >~y >0, em Q},

onde v_ é uma constante positiva apropriada. Assim, podemos representar o problema

inverso do perfil de doping na forma abstrata

F(y) =y. (5.3)

A seguir descrevemos um procedimento iterativo, baseado no método level set discutido

no Capitulo 3, para calcular ~:

Lo = P(<Z5k);

2. Calcule vy, := F'(7)*(F () —y) € L*(Q);
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3. Calcule wy € HY(), satisfazendo

(I = A)wy = —Pldr)ve, em % o 0;
4. Atualize a funcao level set ¢p 1 = ¢p + éwk.
A fim de calcular vy, utilizamos a formulacao variacional
(Uks ) p2) = —(F' (v) by (%) — ¥) 22(92), (5.4)

onde h € H'(Q) é uma funcio teste. Para calcular o produto interno no lado direito de

(5.4), usamos a identidade
(P )iy = [ K9G() - V() (55)

onde z € L*(T';) e as fungoes ®(a), G(a) € H'(Q) sao solugoes de

—V(a(z)Vw) =0, em Q —V(a(z)Vw) =0, em Q
w=z, emI} e a(x)w, =0, em 0Ny
w=0, em OQ\I'y w=g, em 0{)p

respectivamente. De fato, como a derivada de Fréchet do operador

I

U H2(Q) — Hz(0Q) q —V(a(z)Vw) = f, em Q
, onde
a = awy|yg w=yg, em Jf)
na diregao h € H?(f2), conforme [2], é dada por

—V(a(z)Vy) = V(h(z)VG(a)), em

U'(a) - h = hG,(a) + ap,, onde { b o= 0 em 09

temos
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(F'(y)h, ey = / 2(hG() + 1) = / hG () + / (1)t

I

2hG, () + / D(y)viy + /6 T

G )+ [ Vve)De) + / VY- V()
Q Q

_ / HG.0) - /a G (3)8() + / AVG(y) - V()
= /F 1 2hG,(7) — { /F 1 hGy(7)®(y) + /8 o hGu(WD(’v)] +
+ [ 1960 Vo)

= [ v - vae),

Portanto, o termo no lado direito de (5.4) pode ser calculado pela férmula (5.5)
tomando z = F(v) — v.

Para este experimento, 2 = (0,1) x (0,1) C R? e as partes da fronteira sio:

Iy={(z,1); z€(0,1)}, 0Qp:=T1U{(z,0); z€(0,1)} e
Iy ={(0,9); y € (0, )} U{(1,); y € (0, }.

O input U € H%(GQD), mostrado na Figura 5.5, é uma funcao constante por partes,

suportada em 0€Q2p\I'y

Para gerar os dados para o problema inverso, é preciso resolver o problema direto em (5.2)
para a funcao input U. O perfil de doping C' a ser reconstruido corresponde a fungao v*(x)
mostrada na Figura 5.6, onde também ¢é mostrada a condicao inicial utilizada. Na Figura

5.7 temos a evolucao level set.
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Solution of direct problem: Source

.100e+01
.909e+00
.818e+00
.727e+00
.636e+00
.545e+00
.455e+00
.364e+00

.000e+00

Figura 5.5: wnput U utilizado.

Initial Guess Exact Coefficient
.200e+01 .200e+01
1916401 1916401
182e+01 182e+01
173e+01 173e+01
164e+01 164e+01
155e+01 155e+01
145¢+01 145¢+01
136e+01 136e+01
127e+01 . 127e+01
118e+01 o 118e+01
.109e+01 E- .109e+01
.100e+01 bt .100e+01

Figura 5.6: condigao inicial (esquerda) e solugao exata (direita)

Step .. Level Set Method o0eson Step .4 : Level Set Method o0eson Step ....7 : Level Set Method o0eson
.909¢+00 .909¢+00 .909¢+00
B18=+00 B18=+00 B18=+00
727e400 727e400 727e400
636e+00 636e+00 636e+00
5452400 5452400 5452400
4552400 4552400 4552400
364400 364400 364400
273e+00 273e+00 273e+00
11826400 11826400 11826400
809e-01 809e-01 809e-01
.000e-+00 .000e-+00 .000e-+00

Step .10 : Level Set Method o0eson Step ..100 : Level Set Method o0eson Step .1000 : Level Set Method o0eson
.909¢+00 .909¢+00 .909¢+00
B18=+00 B18=+00 B18=+00
727e400 727e400 727e400
636e+00 636e+00 636e+00
5452400 5452400 5452400
4552400 4552400 4552400
364400 364400 364400
273e+00 273e+00 273e+00
11826400 11826400 11826400
809e-01 809e-01 809e-01
.000e-+00 .000e-+00 .000e-+00

o

s

Figura 5.7: evolugao level set apds 1, 4, 7, 10, 100 e 1000 iteragoes.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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