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Resumo

Neste trabalho, estudamos a resolucao de problemas de minimizacao irrestrita por
métodos quasenewtonianos, em particular o método BFGS, proposto na década de 60
por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno, bem como sua generalizagao para proble-
mas de grande porte, o chamado método L-BFGS, proposto por Nocedal na década
de 80. Apresentamos os resultados cléssicos de convergéncia de ambos os métodos.
No método L-BFGS, a matriz de recomego utilizada ¢ de grande importancia na de-
terminacao da convergéncia do método. Neste sentido, propomos uma nova matriz
de recomeco, utilizando a técnica de fatoragao de Cholesky incompleta para matri-
zes simétricas positivas definidas, e situamos a fatoracao incompleta dentro de seu
contexto histérico como precondicionador para a resolucao de sistemas lineares com
o método do Gradiente Conjugado. Apresentamos testes numéricos, em que reali-
zamos a decomposicao de Cholesky incompleta da matriz Hessiana do problema em
algumas iteracoes do algoritmo, e nos quais obtemos aceleracao da convergéncia em

relacao a outras matrizes propostas anteriormente.



Abstract

Here, we study the unconstrained minimization problem and its resolution through
Quasi-Newton methods, specially the BFGS method, proposed in the 60s by Broy-
den, Fletcher, Goldfarb and Shanno, as well as its generalization to large scale prob-
lems, the L-BFGS method, proposed by Nocedal in the 80s. We present the classical
convergence results for both methods. For the L-BFGS method, the scaling matrix
plays a big role in the convergence of the iterations. In this sense, we propose a new
scaling matrix, by making use of the incomplete Cholesky factorization technique for
symmetric positive definite matrices, and we present this factorization in its histor-
ical context as preconditioner to the Conjugate Gradient method for the resolution
of systems of linear equations. We present some numerical results, obtained by ap-
plying the incomplete Cholesky factorization technique to the Hessian matrix of the
minimization problem in some iterations of the L-BFGS method, and they show that
we have obtained fastest convergence by comparison to the other scaling matrices

proposed earlier.



Introducao

Muitos modelos matematicos oriundos das ciéncias e engenharias de
modo geral demandam métodos de otimizacao numérica. Com o avango das mo-
dernas técnicas computacionais, modelos cada vez mais complexos sao explorados,
exigindo métodos mais elaborados e robustos.

Varias formulagoes destes modelos consistem em minimizar uma funcao
nao-linear sem restrigoes ou ainda restrita a um dominio no qual a solucao encontra-se
no interior do mesmo. Em geral, os métodos de otimizacao restrita estao fortemente
fundamentados na teoria de otimizacao irrestrita [1], [2], [3], de modo que, estabelecer
um método robusto para minimizacao de uma fungao nao-linear sem restrigoes, por
exemplo, é considerado uma tarefa muito relevante.

Entre os métodos mais famosos para minimizacao irrestrita, encontra-
se o método BFGS [11], proposto na década de 60 por Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shanno, simultaneamente. Trata-se de um método do tipo quasenewtoniano classico,
cuja férmula de aproximacgao da matriz Hessiana se mantém simétrica e definida
positiva, propriedades fundamentais para garantir boas taxas de convergéncia.

Embora a motivacao dos métodos quasenewtonianos esteja, em princi-
pio, fundamentada na economia gerada em nao calcular derivadas de segunda ordem,
sua principal vantagem atual reside no baixo custo computacional das iteracoes pro-
veniente das aproximagoes das inversas da matriz Hessiana. Isso significa que, para
a obtencao da direcao de busca, somente um produto de uma matriz por um vetor é
necessario, o que é muito mais vantajoso por exemplo que o método de Newton, no
qual um sistema linear deve ser resolvido a cada iteragao.

Todos esses aspectos tomam maior relevancia ainda quando trabalha-
mos com problemas envolvendo milhares de varidveis, denominados problemas de
grande porte, em que a Hessiana geralmente é uma matriz esparsa. Nesse contexto,
Nocedal [16] desenvolveu um método muito eficiente denominado L-BFGS, o método
BFGS com memoria limitada. Este método é muito utilizado nos cédigos computa-

cionais mais utilizados em otimizagao numérica.



Neste trabalho estabelecemos uma nova estratégia para a utilizacao
do método L-BFGS. Consiste basicamente em introduzir fatoracoes incompletas na
formulagao do método, produzindo aproximagoes muito mais precisas que aquelas u-
tilizadas originalmente. Fatoracoes incompletas normalmente sao empregadas como
precondicionadores de métodos iterativos lineares [9], [10]. Procuram melhorar o con-
dicionamento dos sistemas lineares de modo que o niimero de iteragoes seja reduzido
substancialmente.

O trabalho esta estruturado como se segue. No Capitulo 1 apresenta-
mos os métodos de otimizacao irrestrita, no qual colocamos algumas propriedades
e definicoes basicas para melhor compreensao do trabalho. Neste capitulo, é dada
énfase ao método BFGS, sua formulacao e propriedades tedricas. No Capitulo 2
descrevemos a fatoracao incompleta e seu uso para precondicionador no método do
gradiente conjugado. No Capitulo 3 descrevemos o método L-BFGS, em que sua
formula de memoéria limitada se ajusta bem a fatoracao incompleta. No Capitulo 4
descrevemos os resultados dos testes numéricos que mostram a efetividade de nossa
implementagao, usando para tal o ambiente computacional CUTEr [15]. Termina-
mos o trabalho com seus aspectos conclusivos sinalizando futuras possibidades de

continuidade.



Capitulo 1

Métodos para Minimizacao

Irrestrita

1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Antes de comecarmos a discussao de nosso trabalho, é necessario apre-

sentar algumas defini¢coes importantes.

Condicoes necessarias e suficientes para o problema de
minimizacao

Sabemos, do cdlculo em uma variavel, que o minimo local de uma
funcao pode ser encontrado através de condigoes que caracterizam este ponto. Nao
estaremos aqui interessados em extremos (maximos ou minimos) globais, pois este
problema ¢é significativamente mais complexo do que o de se encontrar extremos
locais. Salientamos ainda que o problema de se encontrar méaximos é completamente
analogo ao de se encontrar minimos, portanto nossa discussao limitar-se-a ao segundo
caso.

Lembramos do calculo em uma variavel que, se x, é um minimizador
local de f, entdao f'(z,) = 0 e f’(x,) > 0. Por outro lado, estas condi¢bes nao
garantem que x, seja um minimizador de f, mas apenas um ponto critico desta
funcao; devemos exigir que f”(x,) > 0. Em varias varidveis, a situagao é analoga:
para que um ponto x, € R” seja minimo de uma funcao f : R” — R, é necessario
e suficiente que V f(z,) = 0 e que V?f(x,) seja positiva definida, o que nos garante

convexidade local.



Teorema 1.1. Seja f : R" — R duas vezes continuamente diferencidvel no conjunto
aberto e convezo D C R". Se x, € D e Vf(x,) =0, e se V2f for Lipschitz em x,
com V2f(x,) ndo singular, entdo x, é um minimizador local de f se e somente se
V2f(x,) for definida positiva.

A demonstracao pode ser encontrada em [1].

Podemos entao relacionar o problema de minimizacao de uma funcao
real de varias variaveis ao problema de encontrarmos o zero de uma funcao vetorial
(ou a solugao de um sistema de equagoes nao-lineares), com a ressalva de que os
problemas sao relacionados, porém, nao equivalentes. Como queremos nos concen-

trar nos problemas de minimizacao, trabalharemos aqui somente com o problema

seguinte:
Seja f : R™ — R duas vezes continuamente diferencidvel. Encontre x,
tal que
= mi 1.1
flw.) = min f(z) (1.1)

Para mais detalhes sobre a resolucao de sistemas de equagoes nao-li-

neares, veja por exemplo [1], [5] ou [8].

Algoritmos de Otimizacao

O problema de minimizacao de uma funcao suave sem restrigoes tem
recebido muita atencao nas ultimas décadas. Existem inimeras alternativas para a
resolucao deste tipo de problema, na forma de algoritmos computacionais. Vamos nos
concentrar em um tipo destes métodos, que descreveremos ao longo deste trabalho.

Os algoritmos para minimizacgao irrestrita exigem que o usuario fornega
um ponto inicial, que chamaremos de xy. Se o usuario possuir informagoes relevan-
tes sobre o comportamento da funcao, podera fornecer xy de forma que este es-
teja proximo da solugao. Do contréario, devemos escolher xy de maneira arbitraria.
Comecando com este ponto g, os algoritmos de minimizagao geram uma seqiiéncia
de aproximacgoes x1, 9,3, ... que chegam ao fim quando nao ha mais nada a ser
feito para o progresso do algoritmo ou quando encontra-se uma aproximacao da
solugao com a precisao apropriada. Para decidir como mover-se de uma iterada zy
para a préxima, os algoritmos utilizam informacoes sobre a funcao f no ponto xy,
e, se possivel, informagoes adicionais das iteradas anteriores, procurando encontrar
assim uma nova iterada xp,; em que o valor da funcao é menor. Existem métodos

nao-mondtonos que nao exigem um decréscimo da funcao em todo passo do algo-
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ritmo, mas mesmo estes métodos acabam por, eventualmente, exigir um decréscimo
na fungao apds um certo ntimero de iteragoes.

Para seguir do ponto atual x; para o proximo, existem duas estratégias
fundamentais. Basicamente, temos que escolher uma dire¢do para seguir. A pri-
meira estratégia, chamada busca linear, consiste em escolher uma direcao p;. e, nesta
dire¢ao, encontrar um ponto x; que acarrete um decréscimo no valor da funcao.
Desta forma, a iteracao seguinte é calculada a partir da iteracao anterior pela formula
Tpi1 = Tg + appr, em que p ¢ a direcao escolhida e ay é o tamanho do passo que
tomaremos nesta direcao.

Uma outra estratégia, cujos detalhes nao serao discutidos aqui, cha-
mada de estratégia de regido de confianca, escolhe uma distancia maxima do ponto
atual 2, (o chamado raio da regido de confianga) e procura nesta vizinhanga do ponto
x) uma dire¢do que gere uma nova iterada 1, de forma que f(xg1) < f(xg). Nes-
tes algoritmos, as informagoes que temos sobre f sao usadas para construir um mo-
delo my, para a funcao f. Como este modelo pode nao ser uma boa aproximacao de
f para x longe de xy, restringimos a busca por um minimizador de my a uma regiao
em torno de x,. Em outras palavras, obtemos o candidato ao passo p resolvendo

aproximadamente o subproblema seguinte:
min mg(zr + p), com x + p dentro da regiao de confianga. (1.2)
P

Se a solugao nao produz um decréscimo suficiente em f, concluimos que
a regiao de confianca é muito grande, e diminuimos a regiao para resolver novamente
(1.2). Normalmente, a regiao de confianga é uma bola definida por ||p|ls < A, em
que o escalar A > 0 é o raio da regiao de confianca. Podem ser usadas também
regioes de confianca elipticas e regioes em forma de caixa.

O modelo my, é normalmente definido como uma funcao quadratica da

forma

mi(ei+p) = f(x) + 07V () + 50" B

com By, sendo a matriz Hessiana V2 f(z;) ou alguma aproximacio desta matriz. Para
mais detalhes sobre métodos de regido de confianga, citamos [2].

A estratégia de busca linear sera discutida adiante.



Convergéncia

Aqui, cabe mencionar os tipos de taxa de convergéncia observados nos

nossos algoritmos de minimizagcao.

Definigao 1.1. Seja {xy} uma seqiiéncia em R™ que converge para .. Dizemos que

a convergéncia € Q-linear se existe uma constante r € (0,1) tal que

|71 — ]

<r, Vk suficientemente grande.
[l — ]|

Quando a convergeéncia é (-linear, o erro decresce a cada iteragao por
um fator constante (no minimo). Usamos a letra () para salientar que este tipo de

convergéncia € definido por um quociente.

Definigao 1.2. A convergéncia de uma seqiéncia {xy} € dita Q-superlinear se

N
[P

Definicao 1.3. A convergéncia é (QQ-quadratica se

741 — ]

< M, VEk suficientemente grande,
|z — 2.2

com M uma constante positiva, nao necessariamente menor que 1.

A velocidade da convergéncia depende do fator r (ou de M), cujos
valores dependem tanto do algoritmo como das particularidades do problema que
queremos resolver. No entanto, esses valores nao descaracterizam a convergéncia de
um método; um método que possui convergéncia ()-quadratica sempre ira convergir
numa velocidade maior do que um método com convergéncia )-linear.

Toda seqiiéncia que converge ()-quadraticamente também converge Q-
superlinearmente, e por sua vez, toda seqiiéncia que converge (J-superlinearmente
também converge (@Q-linearmente. Podemos falar de convergéncias mais rapidas
(ctibica, quéartica, etc.) mas estas nao sdo, em geral, relevantes para os algorit-
mos praticos. Ao longo do nosso trabalho, vamos por vezes omitir a letra @), falando
em convergéncia linear, quadratica ou superlinear, salvo nos casos em que haja ne-

cessidade de salientar esta caracteristica.



Direcoes de Descida

Como discutimos anteriormente, nossos métodos baseiam-se na escolha
de uma diregao e calculam a préxima iterada do algoritmo nesta dire¢ao. Podemos
entao tentar descobrir direcoes que causam diminuicoes no valor da funcao, ja que
este é o critério basico que seguiremos para calcular o proximo passo. Deste modo,
vamos exigir que o passo va numa diregao p tal que f(xpi1) < f(xx), para algum
Tr+1 na direcao p, partindo de x;. Uma direcao que satisfaz isso chama-se dire¢do
de descida.

Matematicamente, p é uma direcao de descida de xj se a derivada

direcional de f em z; na diregao de p for negativa, ou seja,

of

o (z) = Vf(x)'p<O0. (1.3)

Observacao 1.1. Quando falarmos em direcao, estaremos considerando que uma

normalizacao jd foi realizada. Assim, uma direcdo p terd sempre norma unitdria.

Como queremos direcoes de descida, basta escolhermos diregoes p tais
que

V(azx)'p <0 (1.4)

Se isso acontece, entao para um 0 > 0 suficientemente pequeno, temos que
[+ 0p) < flaw).

Entre os métodos de direcao de descida estao o método do gradiente, o
método de Newton e os métodos quasenewtonianos. Porém, mesmo que um método
seja baseado nas dire¢oes de descida, ainda nos resta decidir o tamanho do passo que

iremos tomar a cada iteragao, na direcao escolhida.

Busca Linear

Queremos aqui discutir maneiras de calcular o tamanho do passo de
um método de direcao de descida para que tenhamos garantia de convergéncia. Nesta

secao, consideraremos apenas o problema de minimizacao

min f: R" — R

zeR™

pois para este problema temos uma estratégia natural: queremos que, a cada passo, o

valor de f diminua. Estratégias semelhantes podem ser desenvolvidas para encontrar
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a solucao de sistemas nao-lineares, mas em geral exigem que, a cada passo, o valor
de F': R® — R", a funcao que representa o sistema nao-linear, diminua em alguma
norma. Assim, estamos transformando o problema de achar a solu¢ao de um sistema

nao-linear em um problema de minimizacao de uma fungao f dada por:
1 2 n
f=3IFI3 R — R

Assim, discutiremos estas estratégias somente para o problema de mi-

nimizagao.

Tamanho do Passo

Basicamente, dada uma direcao de descida pg, queremos tomar um
passo nesta direcao que nos dé um xzp,; que forneca um decréscimo na funcao

(f(xgs1) < f(xg)), e que este decréscimo seja suficiente. Ou seja:

Algoritmo 1.1. Busca Linear
Para cada iteragao k
Calcule uma diregao de descida py
Tome xj11 = zp + agpr para algum ai > 0 que torne xpiq
uma iteragao aceitdvel (nos termos acima).

Fim Para

Geometricamente, isto equivale a procurar xp,; considerando uma
sec¢ao unidimensional de f (na diregao py), ou seja, queremos achar ay, minimizador

da funcao unidimensional ¢(-) definida por

o(a) = f(zr + apg), a>0

No entanto, nao queremos gastar muito tempo com esta tarefa, ja que
nossa intencao é acelerar o método. Assim, ao invés de resolver esse problema exa-
tamente, procuramos relaxar as condicoes impostas sobre «y de modo que possamos
obter uma iteracao em direcao a solucao, sem gastar muito tempo com a escolha do
tamanho do passo.

E importante que qualquer algoritmo que utilize esta estratégia per-
mita que, perto da solucao, possamos escolher «y = 1, para que se faca um passo
inteiro na direcao proposta, pois, se isto nao for possivel, a convergéncia pode ser

prejudicada perto da solucao.



Um algoritmo de busca linear genérico tem duas partes: primeira-
mente, escolhe-se um intervalo que contenha bons candidatos para «; depois, através
de bisseccao ou interpolacao, acha-se um bom comprimento de passo dentro desse
intervalo. Vamos ver que « satisfatorios nao estao necessariamente proximos do

minimizador de ¢(«).

Critérios para a escolha de «y,

Uma das exigéncias que precisamos impor sobre xjy; para que este
seja aceitavel é que
f(ani) = flae + arpr) < f(ar). (1.5)

Esta condi¢ao sozinha nao garante que {x;} convirja para um minimizador de f.
Podemos ter redugoes muito pequenas no valor de f relativamente ao tamanho dos
passos. Portanto, gostariamos de incluir nas nossas condigdes que nao sé f(ri1) <
f(zy), mas que o valor da fun¢ao diminua pelo menos a uma fracao predeterminada
do valor inicial. Além disso, também podemos tomar passos muito pequenos em
relacao a taxa de decréscimo inicial de f.

Para resolver estes problemas, algumas condi¢oes foram formuladas

para obtermos a.

1. Condicao de Armijo:

Para evitar que a funcao tenha um decréscimo muito pequeno em relacao ao
seu valor anterior, podemos exigir que a reducao em f seja proporcional ao
tamanho do passo «y, e & sua derivada direcional na direcao py, V f(zx)? pr,
que representa a taxa de decréscimo da funcao nesta direcao. Assim, queremos

encontrar «y, entre os « que satisfazem

ok +apy) < flan) + caV f(z) pr (1.6)

com ¢; € (0,1). Esta desigualdade é chamada de Condi¢do de Armijo.

Se «y, satisfaz (1.6), entao a redugao resultante em f(x) satisfaz

flan) = flans) = eV f () (wr0 — o) (1.7)

como queriamos.



Seja @y, o menor valor positivo de a4, para o qual temos a igualdade
f(xr + anpr) = f(xp).

Entao, redugoes muito pequenas podem ocorrer se a — @i ou se o — 0.
Assim, o objetivo da busca linear é achar «a; que nos dé um decréscimo sig-
nificativo em f a cada iteracao, e que nao esteja préximo dos extremos do
intervalo [0, @]. As condigbes para garantir isso devem ser tais que nao ex-
cluam o minimizador de ¢(«) quando esta for uma quadratica com curvatura

positiva.

No entanto, esta condi¢ao nao é suficiente para garantir a eficiencia do método,
pois podemos ver que ela é satisfeita para todos os valores suficientemente
pequenos de «, que gerariam passos extremamente curtos. Para solucionar

este problema, introduzimos mais uma condicao.

Condicao de Curvatura

Para evitarmos passos muito pequenos (ou seja, para evitar que «y convirja
a 0, o extremo esquerdo do intervalo de « aceitdveis), podemos incluir uma
condi¢ao que teste a inclinacao ¢'(a) = V f(zx + app)? pr decorrente da escolha

de a:
Vf(zy + ape) pr > oV f () pr (1.8)

com ¢y € (c1,1), ¢1 escolhido na condi¢ao (1.6). Esta condicao é devida a
Wolfe.

Podemos observar que esta condigao equivale a exigir que ¢'(ax) seja maior do
que c2¢’(0), ou seja, queremos que a inclinagao de ¢ em «;, seja maior do que
a inclinagdo de ¢ em 0. Lembrando que ¢(0) = f(xy), esta exigéncia garante
que oy nao sera escolhido pequeno demais, criando um limite inferior para o e
assim excluindo o lado esquerdo de [0, @g]. Isso faz sentido, pois, se a inclinag¢ao
de ¢(a) é fortemente negativa, temos uma indica¢do de que podemos reduzir
f significativamente na direcao escolhida. Por outro lado, se a inclinagao é
pouco negativa ou mesmo positiva, ¢ um sinal de que nao podemos esperar
muito decréscimo nesta direcao, e assim deve fazer sentido terminar a busca

linear.

Estas duas condicoes, juntas, sao chamadas de Condicoes de Wolfe.
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Quando exigimos que 0 < ¢; < ¢o < 1, estamos garantindo que as duas
condigoes podem ser satisfeitas simultaneamente, gerando um intervalo (aj, a}), de
onde podemos escolher oy, para utilizagao no nosso algoritmo. Na pratica, a condicao
(1.8) geralmente nao precisa ser utilizada pois a estratégia de backtracking evita

passos excessivamente pequenos.

Backtracking

Basicamente, o procedimento de busca linear com backtracking consiste

no seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.2. Backtracking

Escolha a > 0; p, ¢ € (0,1)

Repita atéf(z, + apr) < f(zg) + caV f(zp) py

a — pa;
Fim Repita.
Termine com oy, = .
Este algoritmo geralmente fornece resultados suficientemente bons para

que sejam utilizados na pratica, mas nem sempre garante que as condigoes de Wolfe

sejam satisfeitas, sendo uma simplificacdo que s6 pode ser utilizada em casos es-

pecificos.

Resultados de Convergéncia

Aqui, enunciamos um resultado util na andlise de convergéncia da es-
tratégia de busca linear e, conseqiientemente, de convergéncia de um método de

direcao de descida genérico utilizando a estratégia de busca linear.

Observacao 1.2. As condicoes de Wolfe sao invariantes por mudanca de escala:
multiplicar a fungdo objetivo (ou seja, a fungdo que queremos minimizar) por uma

constante ou fazer uma mudanca de varidveis afim nao as altera.

Observacao 1.3. Quando dissermos que uma funcao g : D — R, D C R™ ¢ tal que

g € Lip, (D), estaremos dizendo que para todo x,y € D, temos

l9(x) — g(y)| <[z —yl|.

A funcao g € entao chamada Lipschitz continua no conjunto D com constante de

Lipschitz ~.
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Teorema 1.2. Seja f: R" = R, f € C*(D), em que D é um aberto convezo de R",
e V2f € Lip, (D). Considere uma seqiiéncia {x} gerada por vy1 = x) + appy, em
que V f(x)Tpr <0, Vk, e ay € escolhido para satisfazer as condigoes de Wolfe com

o < % Se {zx} — z. € D, em que V?f(x,) € positiva definida, e se

L IV @) + V2 @p
foe I

=0, (1.9)

entao existe um indice ko > 0 tal que, Vk > ko, ap = 1 € admissivel.
Além disso, Vf(x,) =0 e, se o = 1 Yk > ko, entdo {x} converge

superlinearmente para .

A demonstragao do Teorema 1.2 pode ser encontrada em [1].

Com estes resultados, fica claro que, se utilizarmos a estratégia de
busca linear, os métodos de direcao de descida convergem, desde que a escolha do
passo satisfaga as condigoes de Wolfe, ou alguma condicao equivalente. Portanto, da-
qui para frente, consideraremos sempre que o tamanho do passo tenha sido escolhido
conforme estas condicoes, e assim restard somente analisar a taxa de convergéncia

de cada método.

1.2 Métodos para Minimizacao Irrestrita

Agora, consideraremos o problema de achar qual direcao nos leva a

uma descida mais rédpida no valor da func¢ao, em dada norma || - ||, na forma

min Vf(@)’p  sujeito a [|p|| = 1

Na norma Iy, este problema tem solugdo p = =V f(z)/||V f(x)||2. Assim, a dire¢ao na
qual podemos diminuir a funcao mais rapidamente é o gradiente com sinal negativo.
Esta dire¢ao é chamada de diregao do gradiente (ou dire¢ao de méximo decréscimo).

O método que utiliza esta direcao é chamado método do gradiente.
Apesar da direcao utilizada no método do gradiente ser garantidamente uma direcao
de descida, uma andlise da taxa de convergéncia do método do gradiente mostra que
ele é bastante ineficiente na pratica.

Para analisar a taxa de convergéencia de qualquer algoritmo de mi-
nimizacgao, comecamos analisando seu desempenho quando aplicado a uma funcao

quadratica, visto que a analise baseada em uma funcao quadrética geralmente é mais
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simples em comparacao a uma funcao nao-linear qualquer, e que toda funcao suave
(continua e com derivadas continuas) se comporta como uma fungao quadrética em
uma regiao suficientemente pequena; podemos observar isto diretamente da aproxi-
macao da funcao pela sua expansao de Taylor de segunda ordem.

Seja F'(r) a funcdo quadratica ¢’z + %xTGx, com ¢ um vetor constante
e (G uma matriz simétrica positiva definida. Se o método do gradiente for aplicado
a F, sua taxa de convergeéncia é linear. Se Apax € Apin forem o maior e o menor
autovalores de G, respectivamente, e utilizando a notagao || - ||¢ para sinalizar a
norma calculada de forma que, para uma matriz G € R™", ||z||% = 27 Gz, entdo é

possivel mostrar que

()\max - )\min>2
(>\rnax + )\mm)Q Hwk - iU*HZG
k—1)

- B P - (o)

em que k denota cond(G), o nimero de condigao espectral de G. A demonstragao

lzen — 2l <

pode ser encontrada em [7].

Este resultado implica que a constante de erro assintético, que nos
dé o fator de reducao no erro em cada passo, pode ser muito préxima de 1. Por
exemplo, se £ = 100 (o que nado torna G muito mal condicionada), a constante de
erro ¢ (99/101)% ~ .96, e assim o ganho em precisio a cada iteragao é minimo.
Na pratica, o método do gradiente exige centenas de iteracoes para fazer pouco
progresso na direcao da solucao. Um resultado similar de convergéncia nos diz que
este comportamento também ocorre se aplicamos o método do gradiente em uma

funcao geral.

Método de Newton

Gostarfamos de encontrar um método que fosse baseado nas diregoes
de descida, com resultados de convergéncia melhores do que o obtido para o método
do gradiente.

O método de Newton, como vamos observar, tem taxa de convergéncia
(Q-quadratica, o que significa que, a cada passo do algoritmo, o erro diminui quadra-

ticamente.
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Método de Newton para Problemas de Minimizagao

Aqui, temos uma fungao f : R® — R e queremos achar um minimo
de f. Se z, € R" é um minimo de f, entao o problema de achar o minimo de uma

funcao f : R™ — R é equivalente ao problema
Encontrar x, tal que:
Vf(x,) =0 (1.10)
e VZ2f(x,) seja Positiva Definida.

Assim, usaremos o modelo quadratico derivado da série de Taylor da
funcao em torno do ponto x para aproximar nossa fungao. A série de Taylor de

segunda ordem de f em torno de x é:

Fe 4 p) = F(@) + V@) + 50"V @+ O(plP)

Nosso modelo quadratico sera entao:

ol +p) = f(2) + V@) D+ 5"V F (@ (111)

Como queremos minimizar f, vamos comegar tentando achar p que minimiza o mo-

delo quadratico g. Assim, derivando o modelo em relagao a p, obtemos:

¢ (x+p)=Vf(x)+Vflz)p=0
Vif(z)p=-Vf
p=—(Vf(z)"'Vf

(1.12)

Desta forma, o algoritmo do método de Newton para minimizacao de

uma func¢ao segue abaixo.

Algoritmo 1.3. Método de Newton para Minimizagao
Dados f : R®™ — R duas vezes continuamente diferenciavel, xo € R”
Para k = 0 até convergéncia, faca:
Resolva V2f(z)pr, = —V f(z) para py
Faca xyp11 = op + p

Fim Para.
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Observacao 1.4. Note que a direcao

pe = =B, 'V (),

com By = V2 f(x,) (ou alguma aprozrimagdo da matriz Hessiana), é uma diregdo de

descida se By for positiva definida. De fato,
V() pe = =V f(zx)" B 'V f(2x) <0,

se Bk_1 ¢ positiva definida. Isso garante também que o modelo quadrdtico terd um

unico minimizador.

Abaixo, temos um resultado de convergéncia que garante que a taxa
do método de Newton é quadrética. Além disso, este teorema mostra que somente
podemos esperar que o método de Newton convirja se tivermos uma boa aproximacao

inicial para a solugao.

Teorema 1.3. Suponha que f : R" — R ¢ duas vezes continuamente diferencidvel
num conjunto aberto e convexro D C R™ e que V?f(x) € Lip\(N(z,,7)). Entdo
existe € > 0 tal que para todo xo € N(x4,€), se V2f(x) € positiva definida para todo
x € N(x,,¢€), 0o método de Newton estd bem definido, a seqiiéncia gerada pelo método

converge para x,, e existe ¢ > 0 tal que
lzrs1 — 2] < el — . (1.13)

A demonstragao do Teorema 1.3 pode ser encontrada em [2].

Motivacao para os Métodos Quasenewtonianos

O teorema que acabamos de enunciar nos garante que o método de
Newton tem uma convergéncia excelente, quadratica. Infelizmente, também nos diz
que esta convergencia ocorre de forma no minimo local, ou seja, somente vizinhanca
N(xy,€) de z,. Portanto, se tivermos xy longe de x, de forma que z¢o € N(zy,€), 0
método pode nao convergir.

Assim, o método de Newton pode ser muito bom e rapido quando
temos boas aproximacoes iniciais; por outro lado, para muitos problemas nao temos
convergéncia global, e para implementar o método de Newton precisamos calcular a

matriz V2 f(z;) em cada iteragao. Isto pode ser bastante trabalhoso para problemas
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de grande porte, ou até mesmo impossivel, em problemas em que as derivadas nao
estao disponiveis (ou ainda, nao temos a forma analitica da func¢ao), e precisamos em
cada iteracao resolver um sistema linear, que pode ser mal condicionado ou muito
custoso computacionalmente.

Desta forma, os métodos Quasenewtonianos aparecem como uma ten-
tativa de resolver ou melhorar estes problemas do método de Newton, porém procu-
rando manter a boa convergéncia local do método.

Vamos entao descrever um algoritmo genérico com essas propriedades.

Algoritmo 1.4. Algoritmo Quasenewtoniano Genérico para Minimizagao
Dados f: R" — R, f € C?, xy € R";
Para k = 0 até convergéncia faca
1. Calcule V f(zy) e decida se deve continuar ou nao.
(Ex. Vf(xy) =0, entao pare.)
2. Calcule B, = V2 f(x;,) ou alguma aproximagao escolhida
segundo as condigoes obtidas em (1.10).
3. Se By for mal condicionada, faca uma perturbacao apropriada.
4. Resolva Bysl = —V f(zy)
5. Decida se deve tomar o passo de Newton xy1 = ) + siv ou
se deve escolher z,; por alguma estratégia global

Fim Para.

O Passo 1 resume-se a analisar o critério de convergéncia desejado.
Como queremos minimizar f, queremos achar z, tal que V f(z,) = 0, com V2f(z,)
Positiva Definida. Portanto, no Passo 2 e no Passo 3, precisamos garantir que a
aproximacao para a Hessiana seja também positiva definida, para garantir que o
método de Newton va para um minimo, e nao para um outro ponto critico de f. Se
73, nao estiver suficientemente préximo da solugao, V2 f(x;) pode nao ser positiva
definida. Neste caso, temos duas estratégias possiveis. Primeiramente, tentamos
usar a forma do modelo quadratico para a funcao f, em particular as direcoes de

curvatura negativa p, tais que
pI V2 f(x)p < 0.

Assim, garantimos que f descresce rapidamente.
Outra maneira de fazer isto é modificar o modelo de forma que ele

tenha um tnico minimizador, e utilizar este minimizador para definir o passo de
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Newton.

Assim, fazemos uma perturbagao da forma
V2 f () + pud, pr >0

com ji; nao muito maior que o menor p que torne By, = VZf(x;) + ul positiva
definida e razoavelmente bem condicionada. Fazer modificacoes desta forma garante
que obteremos um resultado confidavel. Nao entraremos em detalhes sobre essas
modificagoes; mais informagoes podem ser encontradas em [1].

Para o Passo 5, decidimos o tamanho do passo a ser tomado através
de uma estratégia como a busca linear.

Nos capitulos seguintes, veremos as estratégias possiveis para cada
passo deste algoritmo genérico para a resolucao de problemas de minimizagcao.

Observamos que, para utilizar o método de Newton como estratégia
de resolucao de um problema de minimizacao, em cada passo é necessario calcular o
valor da fungao e da sua derivada (neste caso, o gradiente e a matriz Hessiana de f,
respectivamente) no ponto atual. No entanto, isso pode ser caro computacionalmente
ou mesmo impossivel, pois por vezes, nos problemas reais, nao temos a forma analitica
da funcao e de suas derivadas.

Neste capitulo, apresentaremos métodos desenvolvidos como alterna-
tivas para o método de Newton para a resolucao de problemas de minimizacao.
Queremos minimizar uma fun¢ao f : R” — R. Para isto, estabelecemos em (1.10)
as condigoes necessarias para que z, seja um minimizador de f: primeiramente, x,

deve ser solugao de

Vf(z)=0. (1.14)

Observe que quando apresentamos o método de Newton, pela equacao

(1.12) obtivemos a dire¢ao de Newton definida por

pr = —(V2f (@) "'V f ().

Se nao quisermos utilizar a matriz Hessiana de f em cada iteracao, podemos substi-

tuir esta dire¢ao por uma aproximagao

Pr = —BI;IVf(Z‘k)
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Entao (1.9) é equivalente a

R Ve
o B = V2 )l _
S ]

0, (1.15)

o que significa que as matrizes de aproximacao geradas pelos métodos quasenewto-
nianos nao precisam necessariamente convergir para V2 f(x,); basta que, a cada k,
By seja uma boa aproximagao de V2 f(z,) ao longo da diregao p;. Com isto, pode-se

demonstrar o resultado seguinte.

Teorema 1.4. Seja [ : R" — R, f € C3(R™). Considere a itera¢ao Typy1 = Trp+awpy
e pr. = —B; 'V f(z1). Suponha que {z}} — . em que Vf(z,) = 0 e V2f(z,) €
positiva definida. Suponha ainda que oy, = 1 em todas as iteracoes.

Entao {xy} converge superlinearmente se e somente se (1.15) € vdlida.

Este teorema pode ser encontrado em [2], e serd utilizado mais a frente
para mostrar que os métodos quasenewtonianos apresentados convergem superline-
armente.

Agora, observe que se aproximarmos f pelo modelo quadratico deri-

vado da sua expansao de Taylor, teremos

mn(p) = (o) + VF (@) "0 + 557 B,

e o minimizador deste modelo quadratico é exatamente a direcao p; obtida acima.
Gostarfamos entao que, na proxima iteracao, a matriz By, de apro-
ximacao fosse obtida através da aproximacao anterior B e das informacoes obtidas
no passo anterior: f(zy) e Vf(zy). Para isto, é natural exigir que o gradiente do
modelo my1 seja igual ao gradiente de f ao menos nas duas ultimas iteradas, xj e

Ty1. Assim, como Vmy,1(0) = V f(xpy1), basta exigirmos que

Vg (—apr) = V f(2r11) — axBrpapr = V f(xp),
ou seja,
Byprowpe = V f(2p41) — V f (7).

Simplificando a notagao, chamando sy = x511 — 2k € Yy = Vf(2r41) — Vf(xy), temos
a equacdo secante:
Biy1sk = Yr, (1.16)
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Assim, depois de calcular x 1, calcula-se uma nova aproximacgao By, 1,
levando em consideracao Bj e as novas informagoes de curvatura obtidas com esta

nova iteragao. Uma férmula de corregao é uma definigao de By da forma
Bjt1 = By, + Uy,

em que Uy é a matriz de corregao. Entao, exigimos que By assim definida satisfaga
a equagao secante (1.16). Em cada iteragao obtém-se informagdes novas sobre a
curvatura somente em uma direcao; portanto, é natural exigir que a correcao seja
uma matriz de posto 1 ou 2. Se a correcao for uma matriz de posto 1, tomara a

forma
By = By +w’, (1.17)

para vetores u,v € R". De (1.16), obtemos entao que, se v's; # 0, u = ﬁ(yk —

By.sy), e assim

BkJrl = Bk + (yk - BkSk)UT. (118)

vlsy,
Como a equacao secante nao determina Uy, unicamente, devemos impor mais condicoes
para que By, tenha certas propriedades. Note que, mesmo que By seja simétrica,
nao podemos garantir que By, também o serd, e simetria ¢ uma propriedade im-
portante da matriz Hessiana que nao queremos desprezar. Portanto, procuramos
correcoes que mantenham a propriedade seguinte: Se By, for simétrica, By também
deverd ser. Para uma correcao de posto 1, esta exigéncia determina By, unicamente.
Note que, para que (1.17) mantenha a simetria de By, v deve ser um multiplo de w.

Assim, a correcao de posto 1 toma a forma

Byt = By + (yx — Brsk)(yx — Bksk)T

Y

(yx — Brsk)T sy

com Yy — Bysg e (yx — Brsk)? sk ndo nulos. Esta férmula define a correcdo simétrica
de posto 1, e o método que utiliza esta formula é denominado SR1. Mais detalhes

sobre este método podem ser encontrados em [2], por exemplo.

Observagao 1.5. Como vimos na introdugao deste trabalho, se x, satisfaz (1.14),
x4 pode ser um minimizador, maximizador ou ponto de sela da funcao f. Portanto,
para garantir a convexidade da fungao f, devemos exigir que V?f(z) seja positiva

definida, ao menos em uma vizinhanca de x,. Assim, seria bom que, a partir de um
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certo k, para todo x € R", 27 B,z > 0. Em particular, para x = s,
0 < s Bry1Sk = Sk Y < S’ Y > 0

Observe que esta condi¢ao é a condigao de curvatura (1.8).

Infelizmente, é facil ver que, mesmo se By for positiva definida, By,
gerada pelo SR1 pode nao possuir esta propriedade. Existem métodos, como os
baseados em regiao de confianga, que nao dependem desta caracteristica da matriz
de aproximacao; no entanto, se utilizarmos a estratégia de busca linear, como ¢é o
caso dos métodos que estamos estudando, esta caracteristica é fundamental para o
bom funcionamento do algoritmo.

Além disso, existe outro problema: o denominador (y; — Bgsk)? s
pode ficar muito proximo de zero. Apesar de existirem estratégias para corrigir este
problema, vamos procurar estender nossa andlise anterior de modo a obter métodos

que preservem mais informacao sobre o problema original.

Correcoes de Posto 2

Similarmente ao desenvolvimento para as correcoes de posto 1, dada

uma matriz simétrica By, fazemos B® = By, e procuramos obter B! usando a férmula
(1.17):
B' = B +w!, vTs, £ 0.

Como vimos, esta matriz satisfaz a equacao secante, porém nao é

simétrica. Por isso, vamos definir
o _ Lo 1T
B = §(B + B*).

No entanto, como B? nem sempre satisfard a equacao secante, o pro-

cesso € repetido. Geramos assim uma seqiiéncia de matrizes:

(yr — Bi'si)v"

B2tl — g2
k+1 1k+1 Wl s, (1.19)
BE. =5 (BEA - (BED))
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Powell [18] mostrou que esta seqiiéncia converge para

(yx — Brsi)v? +v(yr — Brse)”  (yx — Brsk) sk ¢
Bii1 = B + oTs, - (Tsp)? VU (1.20)

Observe que Byy1 — By é uma matriz simétrica de posto 2, e Biiq
satisfaz a equagao secante. Esta formula estda bem definida para todo v que nao seja
ortogonal a si. Se escolhermos v = si, obteremos a férmula que define o método
Powell-Symmetric-Broyden (PSB).

Teorema 1.5. Seja By, € R™*" simétrica, s, yr € R", sp # 0 (ou seja, xp # Tri1).
Entdo, a solucdao unica de

BeRnxn

s/a Bsy =y, (B — By) simétrica
¢ dada por (1.20), com v = si.

Este resultado pode ser encontrado em [12].
Se tomarmos v = y; em (1.20), obteremos a férmula chamada Davidon-
Fletcher-Powell (DFP):

1 1
Biy1 = By — TinSkssz + T—yky,f + (Skask)wkwf, (1.21)
Sj; DSk Y Sk
com
w = Bysy,
yls,  sIBysy
Podemos observar que w{s;y = 0. Portanto, qualquer multiplo da

matriz de posto 1 wywi pode ser adicionado a By sem afetar a condiciao da equagao
secante. Assim, obtemos uma familia a um parametro de férmulas de correcao,

definidas pela féormula seguinte:

_ BisksiBr | vk

B](f_g_l = By + gbk(szksk)wkwg, (122)

T T
53, Bisy, Yk Sk

Bys
em que o escalar ¢, depende de y; e de B,fsk, e wy = gk — = L
Vi Sk St Brsk
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1.3 O Método BFGS

A escolha de ¢y, € objetivo de muitos estudos tedricos, e podemos obser-
var que a férmula DFP (1.21) é obtida se tomarmos ¢5 = 1 em (1.22). Se escolhermos

¢r = 0, obteremos o método que costuma ser o mais eficiente na pratica, chamado

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS):

Bisisi By yryi

Bjs1 = By — (1.23)

st By.sg ylsy

Cabe perguntar agora se esta aproximagao mantém By, positiva de-
finida, ja que, como vimos anteriormente, esta caracteristica pode representar a ga-
rantia de que nosso método ira convergir para um minimo da fungao, e nao somente
para um ponto critico geral. Além disso, observamos que, se By, for positiva defi-
nida, o modelo quadratico local tera um minimo 1nico, e a direcao de busca definida
por py = — B, 'V f(x}) é de descida. Vamos mostrar entdo que a férmula BFGS gera
matrizes positivas definidas.

Supondo que By, é positiva definida, pode-se encontrar R tal que By =

RTR. Entao, podemos escrever (1.23) como

By = RTWR, (1.24)
com a matriz W dada por
551 gyl
W=1—-—+ = 1.25
5 TS (1.25)

em que 5 = Rsp ey = (RT)y,. Pela equagdo (1.24), By, serd positiva definida
sempre que W for positiva definida. Chame entao II(A) o determinante de A, que
é o produto dos seus autovalores. Sabemos que, para quaisquer duas matrizes A e
M, TI(AM) = TI(A)II(M). Se calcularmos o produto dos autovalores das matrizes

de ambos os lados de (1.24), teremos que

(By.,) = H(R'"WR)
= (II(R))*IL(W).

Como W é uma modificagao da matriz identidade I por uma correcao
de posto 2, W possui n — 2 autovalores unitarios, se n > 3. Sejam A\; e Ay os dois

autovalores restantes. De (1.25) podemos ver que os autovetores associados a A\; e Ag
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sao combinacgoes lineares de 5 e 7. Usando as propriedades de trago e determinante

de uma matriz, odemos verificar que

Mad, = ] v
7'y
e — J—
S
Ao = F—.
12T 5T

Como temos que 575 > 0, ambos A\; e Ay serdo positivos se 15 for
positivo. Como 3!'s = yi s, a férmula BFGS tem a propriedade de gerar matrizes

positivas definidas se e somente se y/ s > 0.

Observagao 1.6. A condigdo yi sy > 0 equivale a
(Vf(@ps1) = V(@) s > 0,

ou seja,

V f(@per) sk > V f ()" s,

o que nos diz que a deriwada direcional de f(x) na dire¢ao sy € maior em xy1 do que
em x. Fsta condi¢ao tem que ser satisfeita se o algoritmo implementa a sequnda

condicao da busca linear que diz que

st Vf(xk1) > Bsi Vf(a), B € (0,1),

Portanto, a férmula BFGS mantém as propriedades das matrizes po-

sitivas definidas.

1.4 Convergéncia do Método BFGS

Para analisar a convergéncia dos métodos secantes para minimizacao,
vamos considerar o tamanho do passo A\, = 1, Vk. Faremos isso para manter a
coeréncia com os resultados classicos obtidos nesta area, ja que, na pratica, proximo
a solugao, os algoritmos tomam Ay = 1, o que de fato gera um decréscimo em f.
Seguiremos aqui o trabalho feito em [13].

Primeiramente, vamos provar um teorema que garante a convergéencia
do método BFGS, se ele satisfizer uma propriedade semelhante a deterioragao limi-
tada obtida em [1].
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Lema 1.1. Suponha que F : R™ — R"™ seja diferencidvel no conjunto aberto e

convexo D, e suponha que para algum z, € D e p >0,
|F"(z) = F'(z)|| < Kllz — " (1.26)
Entao, para todo u,v € D,
|F(v) = F(u) = Fi(z) (v —u)|] < Kmax{[|v — 2", [Ju = z.]["}]v —ul|.  (1.27)

Além disso, se F'(x,) for inversivel, entdo existem ¢ > 0 e p > 0 tais

que, se max{||v — x,||, ||lu — z.||} <€, entdo u,v € D e
1
;HU—UH§||F(U)—F(u)||SP||U—U||- (1.28)

Na andlise a seguir, utilizaremos uma norma de matrizes ||-|| s, definida
como ||Al|y = ||[MAM||, e uma norma matricial induzida pela norma de vetores ||- ||
que podem ser relacionadas pois todas as normas num espago vetorial de dimensao

finita sao equivalentes, ou seja, existe n > 0 tal que
A[| < nl[Al|ar- (1.29)

Teorema 1.6. Seja F': R™ — R"™ diferencidavel em um conjunto aberto e convexo D.
Suponha que, para algum x, € D e p > 0, a desigualdade (1.26) seja satisfeita com
F(z,) = 0 e F'(x,) nao singular. Seja U : R" x L(R™) — P{L(R™)} definida em
uma vizinhanca N = Ny X Ny de (x4, F'(z,)), com Ny C D e Ny contendo somente
matrizes nao singulares. Suponha que existem constantes nao negativas ay e oo tais

que, para cada (z,B) em N e para T =x — B~ F(x), a funcao U satisfaca

1B = F'(z)|ln < 1+ aymax{|[T — 2|, ||z — 2./ "} - ||B = F'(z.)[|m
+ cpmax{[[T — z.|]", [l — 2.[["}, (1.30)
para todo B em U(x, B). Entdo, para cada v € (0,1), existem constantes positivas
€(r) e o(r) tais que, para ||xg — z4|| < €(r) e ||Bo — F'(z.)||m < (r), e qualquer

Bii1 € U(zg, By), a seqiiéncia

LTet1 = T — Bk_lF(ZL’k)
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estda bem definida e converge para x,. Além disso,
|Zer1 — | < rllaw — 2|

para cada k >0, e {||Bgl|}, {||B; ||} sdo uniformemente limitadas.

Demonstragao: Seja r € (0,1) dado, e tome v > ||F'(z,)||. Agora, escolha
d(r) =4 e e(r) = e tais que

P

<, (1.31)

[20[15 + 062] 1 ‘

—-r

e para 7 dado por (1.29),
Y1+ 7)[Ke? +2nd] <. (1.32)

Se necessario, sempre podemos restringir € e ¢ de forma que (z, B) € N sempre que
||B— F'(z")||m < 26 e ||z — x,|| < e. Agora, suponha que ||By — F'(xy)||am < 9 €
l|zo — z4|| < €. Entdo, ||By — F'(x4)|| < nd < 2n0 e, de (1.32), temos

29(1+7)no <. (1.33)

Vamos agora usar o seguinte lema:

Lema 1.2. Seja || - || uma norma consistente, E € R™™ ||I|| = 1. Se ||E|| < 1,

entio (I — E)~! emiste e
1

= B)7N <
1—[|£]]

Se A é nao-singular e ||A™1(B — A)|| < 1, entdo B € nao singular e

A
A B = A

1B < —
Este resultado pode ser encontrado em [10]. Do Lema 1.2, temos que

1B5 I < (1+7)y.
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Agora, do Lema 1.1, segue que:

o —2.l| < 1B HIIF (z0) — F(zx) — F'(22) (w0 — )| + 1| Bo — F'(@ )] - [z — 2]
< (L4 )K€ + 2nd]||zo — .|

e, de (1.32), conclui-se que ||z — || < 7||zo—x4||. Assim, ||z1—x.|| < € e, portanto,
x1 € D. Para completar a prova, seguiremos com um argumento de inducao.

Suponha que || By — F'(z,)||m < 260 e ||zgi1 — x| < rl|xr — 2| para
k=0,1,...,m — 1. Segue de (1.30) que:

[ Bes1 — F'(z)||lnr — ||Br — F'(z)||ar < 20066Pr™ + aigePr*? |

e, somando ambos os lados de k = 0 até m — 1, temos que

P

€
1B = F'@)llar < [1Bo = F'(@)lar + 2000 + g 7,

o que implica, por (1.31), que || By, — F'(x)||am < 2. Agora, basta mostrarmos que
l|Tmi1 — zo|| < 7l|m — 24]]. Isto segue de um argumento semelhante ao que usamos
para m = 1. De fato, como ||B,, — F'(z,)|| < 2nd, o Lema de Banach e (1.33)
implicam que

1B, < (L +7)y.

Assim, segue do Lema 1.1 que

|zmi — 2] < BLMF(2m) — F(2.) = F'(2) (2m — 2.)]|
B — F'(x )| ||m — 2]
< (1 +r)[KeP + 2nd]||xm — .|,

e, portanto, ||Tmi1 — || < ||z, — 24| segue de (1.32). -

O Teorema 1.6 garante a convergeéncia local de qualquer método que sa-
tisfaca uma propriedade do tipo (1.30), mas nao estabelece sua taxa de convergéncia.

Vamos estabelecer no coroldrio abaixo que a taxa é Q)-superlinear.

Corolario 1.1. Suponha que as hipdteses do Teorema 1.6 sao satisfeitas. Se al-
guma subseqiiéncia de {||By — F'(x4)||m} converge para zero, entdo {xy} converge

Q-superlinearmente para x,.
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Demonstracao: Queremos mostrar que

i e =l

koo ||z — 4]

Sejar € (0,1) dado. Pelo Teorema 1.6 existem nimeros €(r) e §(r) tais
que, se ||By — F'(x )| < (1) e ||zo — zi|| < €(r), entdo ||zpr1 — x| < rl|er — 2.
para todo k£ > 0. No entanto, como existe uma subseqiiéncia de {||By — F"(x.)||a}
que converge para zero, podemos escolher m > 0 tal que ||B,, — F'(z,)||m < 6(r) e
l|zm — x|| < €(r) e, assim, ||z — x,|| < rllzx — x4|| para cada k > m. Como r €
(0,1) é arbitrario, basta tomarmos r suficientemente pequeno para que a seqiiéncia
convirja superlinearmente. -

Acabamos de mostrar entao que, se nossa férmula de correcao satisfizer
a uma propriedade do tipo (1.30), andloga & propriedade de deterioragao limitada
utilizada na analise de convergéncia do método de Broyden para a resolucao de sis-
temas nao-lineares [1], nosso método possuira convergéncia local. Se, além disso, ele
satisfizer uma propriedade a mais (como possuir uma seqiiéncia de {||Bo— F"(x,)||a }
convergindo para zero), entao a convergéncia do método sera superlinear. Nosso ob-
jetivo entdo serda mostrar que o método BFGS satisfaz a propriedade dada por (1.30)
e portanto possui taxa de convergéncia superlinear.

Para isto, vamos escrever a féormula de correcao do método BFGS de
uma maneira apropriada para que possamos obter estimativas sobre seu comporta-

mento a cada iteragao.

Observacao 1.7. O desenvolvimento dos resultados de convergéncia sequird os re-
sultados cldssicos obtidos em [13]. Portanto, os teoremas serdo desenvolvidos no

contexto de um método geral com formula de corre¢ao

(y — Bs)ch +c(y — Bs)T  sT(y — Bs)ccT
T (T2

B=DB+

c

com y,c,s € R, e cl's # 0. Note que esta formula é andloga a férmula (1.20),
e jd mostramos que tomando ¢ = s, chegamos a familia de Broyden, que define o

método BFGS. Portanto, os resultados aqui apresentados de forma geral aplicam-se
ao método BFGS.
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Lema 1.3. Seja B € L(R") simétrica, e

(y — Bs)c! + c¢(y — Bs)T B sT(y — Bs)ect

B=B+ s (cTs)2 7

(1.34)

comy,c,s €ER" ecl's #0. Se A € L(R™) for simétrica, e M € L(R™) ndo singular

e simétrica, entao

E=P'EP 1.35

+ cTs + cT's (1.35)
com

(M~1s)(McT)
P=1- = ,
cl's
eE=M(B-AM, E=M(B— AM.
Vamos agora estimar cada termo desta identidade.
Lema 1.4. Seja M € L(R™) uma matriz simétrica nao singular tal que
[Mc— M s|| < pl[M s (1.36)

para algum (3 € [0, %] e para ¢, s € R" com s # 0. Entao,

(a) (L= BM 7 s[]? < cfs < (14 B)[[M 75|,

e, para qualquer £ € L(R"),

M—l M—l T
(b) HE {1 _ SZ§8 ) ] < V1= af?||E||p,
F
(c) M=ts(Me)T [ Me— M|
E|ll— —F— < [V1—abf?+(1— E
T F_ & +( ﬁ) ||M_18|| || ||F7
com 1_28 3
=——"Ccl[:,1 1.
o= 15 el (1.37)
6 1B
s
6= e [0, 1]. (1.38)
1E|p[|M 1 s|]
Além disso, para todo y € R,
_ T _
@ (v = A)MAT|| _ Il — Asl]
s Fo M|
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Demonstragao: Para provar (a), note que
cl's=(Mc)'(M™'s) = (Mc— M's)T"M~s + ||M~s||?,
e, de (1.36) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
(Me—M™1s)" M~ s| < p||M s

Para provarmos a parte (b), observamos que, da parte (a), temos c¢’'s > 0. Mas

[|Q||% é o trago de (QTQ) e, portanto, cdlculos diretos mostram que
B[ —w"]|[} = |B]|F — 20" BT Eu+ || Bul*[]||?,

e, em particular,

HE {I B (M‘ls)(M‘IS)T}

2 —12
_ 2 T —1.2 [|[EM™"s||
= B+ (26 M)t

Agora, pelas estimativas feitas em (a),

cT's

2

Jelr-F=m

L 29 1BV ]
< s - (=) P

LB\
< ek -o ()

que, usando (1.38) e fatorando ||E||%, se transforma em (b). Devido a (b), para

F

provarmos a parte (c) sé precisamos mostrar que

[ I|Mc— M|

cTs

HE [Mls(Mls — MC)T]

Mas, claramente,

_ IMEs|[[|M s — M|

T
F c*S

M~ts(M~ts — Mc)T
cT's

e o resultado segue de (a). A parte (d) segue de um raciocinio similar. De fato,

_ |y = As|[[|Mc]|

S0 — M+ 1))
F

H(y — As)(Mc)"

cTs
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e (1.36) implica que

H (y — As)(Mo)”

cTs

<+l —ad) (1)

T
F c' S

Agora o resultado segue de (a) ja que 1+ < 2(1 — f3). m

Usando os resultados deste lema, é facil mostrar que a férmula de
corregao (1.34) satisfaz as hipéteses do Teorema 1.6 se ¢ e s forem escolhidos apro-
priadamente. Para estimar PTEP, primeiramente note que, da parte (c) do Lema
1.4,

S |[Me— M|
T = I ol
Mas |[|PTE||r = ||ET P||F, e assim, novamente pelo Lema 1.4, como E ¢ simétrica,

Mc— M1
187 Plle < (V= ar + - g IS

em que
g IEMS|
1ENp||M 1 s]]

Juntando as observagdes acima com a desigualdade (1.36) temos que:

) Mc— M1
1P epye < (Viear + (3) - e A .

Os outros termos de (1.35) podem ser estimados mais facilmente. De fato,

— As
< o v e = Asl]

HM(@/—AS)(MC)T
F [1Ms|| 7

cl's

e entao, fazendo E = I na parte (c) do Lema 1.4 temos

I1Pllr < [1+ (1= B)'8lVA < 2V,

Assim, essas estimativas resultam no seguinte resultado:

Lema 1.5. Seja M € L(R™) uma matriz simétrica nao singular satisfazendo a de-
sigualdade (1.36) para algum 3 € [0, %] e para ¢, s € R™ com s # 0. Seja B € L(R")
simétrica e defina B por (1.84) comy € R". Se || - ||m for a norma matricial defi-

nida por ||Q||m = ||MQM||r, entao para qualquer matriz A € L(R™) simética com
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B+#A,

a1
15—l < [Vimagt+ (3) a- o et s - gy

5]
||y — As||
2(1 4+ 2 Ml||lp—— 1.39
AL 2V M (1.39)
com 1-28 [3
S 21
° 1—626[8’]
e
[|IM[B — Als||

9: .
1B — Al|a|[M~s]]

Demonstracao: O resultado segue das estimativas feitas anteriormente e da de-

finicdo da norma || - ||. -

Para que possamos aplicar estes resultados, vamos supor que F : R" —
R™ satisfaz as hipdteses do Lema 1.1 e que, além disso, F'(x,) = 0. Vamos escolher

o vetor ¢ de modo que, para todo (z, B) em uma vizinhanga N’ de (zy, F'(x,)),

[|Mc— M~1s]|
]

< jullsllr, s #0. (1.40)

para alguma constante p; > 0, e para alguma matriz simétrica e nao singular M €
L(R™), ambos independentes de ¢ e s.

Além disso, F'(z,) e todas as matrizes de corre¢ao devem ser simétricas;
portanto, F'(z,) deve pertencer ao subespago de dimensao n(n + 1)/2 das matrizes
simétricas de ordem n. Entdo, quando nos referirmos a uma vizinhanga de F'(z,),

estaremos considerando uma vizinhanca nesse subespaco de £(R").

Teorema 1.7. Seja F' satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.6 e suponha além
disso que F'(x,) seja simétrica. Se a desigualdade (1.40) for satisfeita para alguma
constante p1y > 0, para alguma matriz simétrica nao singular M € L(R™) e para todo
(xz, B) em uma vizinhan¢a N' de (x4, F'(z)), entdo a fungdo de corre¢iao U(x, B) =
{B} com

B_B4 (y — Bs)c! + ¢(y — Bs)T B sT(y — Bs)cct

cTs (cTs)?

e B simétrica, estard bem definida em uma vizinhan¢a N de (x,, F'(x,)), e a iterac¢ao
correspondente

LTet1 = T — BI;IF(LL’;C)
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com By € U(xy, By), convergird local e QQ-superlinearmente para x,.

Demonstragao: Suponha que 0 < p1]|s||P < & e fagamos A = F'(z,) no Lema 1.5.
Entao, de (1.40) temos que

I8~ Pl < IVI=a+ (5) (0= 9 ulsPIIE = Pl

ly = F'(z )l

+ 2L 2RIl

Mas, para qualquer (z, B) em N,
[Isl] < 2max{[|Z — z.[|, ||z — =},
esex € D, pelo Lema 1.1 temos que
ly = F'(22)s]| < Kmax{||T — 2|, ||z — =] }]s]].
Assim, se T € D,

IB-Fa)lu < V1= al® +aymax{|[z — 2./, |l — 2.|P}|B — F'(.)||u
+ agmax{|[T — x|, ||z — z.|"} (L.41)
com ay = (2) (1= B)~ 2, ay = 2K(1 + 2¢/n)||M||#||M]|| ¢, se B # F'(x,),

|M[B — F'(x,)]s]|

H =
1B = F" ()| ar| [ M1 s]]

Agora, observe que, se existir uma subseqiiéncia de {By} convergindo
para F'(x,), o resultado segue do Coroldrio 1.1; sendo, {||Bx — F'(z,)||am} ¢ arbitra-
riamente maior do que zero. Agora, como /1 —a <1 — (%), entdo de (1.41) temos

que

(3/16)0x1|1 By — F'(@)llar - < 11Br = F'(@a)llar = 1Brsr — F' (2l

+ max{||ziss — 2", [lee — 2P Hoa|[ By — F'()l |l + o,

e portanto

> 0RBr — F'(2)||m < +o0.
k=1
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Mas {||Bx — F'(x,)||} é limitada superiormente, e assim,

o
i WBe = F'(@d)]sell _

k=00 Il

Agora, observe que Bysy = —F(xy). Logo,

[Be — F'(z)]sull = [|1F (zrs)|| = [[F(@pr1) — Flaw) — F(z)sel]-

Portanto, como ||zgy1 — 24| < ||xx — 24|], 0 Lema 1.1 implica que
/ 1 p
1Bk = F@lsill 2 Zllewes = 2l = Kllzw = 2]Pllsl

Mas |[sk|| < 2||zx — 24| e assim

B _F, * — Lx
(B = Pl | o il =zl o
[Isl] ||lze — ]
que, junto com (1.42), diz que
o Nl =2l _

h—oo ||z — 2|

que ¢ exatamente o que queriamos provar.

(1.42)

O desempenho do método BFGS, assim como seus resultados tedricos

sao bastante influenciados pela qualidade das aproximacoes. Estas, por sua vez,

dependem muito da aproximacao para a Hessiana no ponto inicial. Veremos no

Capitulo 4 que esse fato também é muito relevante na formulagao do método L-

BFGS. Nossa estratégia de aproximacao estd baseada na fatoracao incompleta de

Cholesky, que descrevemos no capitulo que se segue.
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Capitulo 2

Fatoracao de Cholesky Incompleta
como Precondicionador de

Sistemas Lineares

A fatoragao de Cholesky incompleta pode ser 1til como precondiciona-
dor para a resolucao de sistemas de equacoes lineares de grande porte, cujas matrizes

de coeficientes sao, em geral, esparsas.

2.1 Fatoracao Incompleta no Gradiente Conjugado

A fatoragao incompleta é uma ferramenta muito utilizada na resolucao
de sistemas lineares como precondicionador de algum método iterativo, como por
exemplo o Gradiente Conjugado (CG), e suas generalizagoes. Descreveremos aqui
brevemente sua aplicagao no método do Gradiente Conjugado. Os detalhes podem
ser encontrados em vérios textos; ver [5], [8], [9] e [10].

Considere um sistema linear
Axr = b,

com A € R"™" e z,b € R". Queremos encontrar z, tal que z, = A~'b. Observamos

que, se A for simétrica positiva definida, minimizar a funcao

o(z) = %xTAx — 27
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implica escolher z, tal que V¢(z,) = 0. Ou seja, x, deve ser solucdo de
Ax =b.

Vamos minimizar a funcao ¢ através de uma das estratégias mais sim-
ples, o método do gradiente, que ja discutimos brevemente. Assim, nossa direcao de
busca na iteracao atual é a direcao em que ¢ decresce mais rapidamente: —V¢ =
b — Ax., em que x, ¢ o ponto atual. Chamaremos de r. = b — Az, de residuo

)
de z.. Note que, se o residuo for diferente de zero, entao existira a positivo tal
que ¢(x. + ar.) < ¢(x.). Assim, no método do gradiente com busca linear exata,

tomamos « = rI'r./rT Ar., minimizando assim

(e + are) = ¢(xe) — arlre + %azrcTArc.

No entanto, sabemos dos problemas do método do gradiente; ele pode
convergir muito lentamente para a solucao, ou por vezes nem convergir. Portanto,
queremos acelerar a convergéncia deste método. Para isto, vamos minimizar ¢
em uma seqiiéncia de dire¢oes {p1, ps,...} que nao correspondem necessariamente
aos residuos {rg,r1,...}. Pode-se mostrar que a = ay, = plry_1/p} Apy minimiza

¢(zk—1 + apg). Desta forma,

1 (prri—1)”
O(zp-1+ cupr) = G(Th-1) — 57—
2 piAp
Assim, para garantirmos que o valor de ¢ tera um decréscimo, pre-
cisamos exigir que p, ndo seja ortogonal a rp_,. Além disso, gostariamos que zy
fosse facilmente calculado a cada passo, a partir de x;_1. Note que, segundo esta

formulacao,

xp € xo +span{py, ..., pet = {xo + 101 + ... + WPk : v € R}
Logo, zj ¢ da forma
x = xo + Pr1y + apg,
com Py = [p1,...,pr1], y € RF 1 e aeR. Assim,

012

d(xk) = ¢(zo + Piry) + O‘yTPkalApk + ?pprk — ozp;‘fro.
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Se py, € span{Apy, ..., Ap;_1}*, entdo o termo ay” P | Apy é zero, e podemos agora
dividir o problema de minimizar ¢(z)) em dois problemas distintos, um para y e

outro para a:

1min ¢(zr) = mind(zo + Pe1y + apy)
xR Exo+SPaAN{p1,...,pr } Yo

042

= min ((b(xo + Pr1y) + 5

niy pi Apr. — apf?"o)

2
= myin d(zo + Pr_1y) + rnin (%pprk — apfro) )

Agora, note que se y,_1 resolve o primeiro problema de minimizagcao,
entdo xy_1 = x9 + Pr_1yYr_1 minimiza ¢ em o + span{py,...,pr_1}. Além disso,
a solugdo para o problema de minimizacio em « é ay = piry/pi Apr. Mas, pelas
propriedades que mostramos, é facil ver que piry = pfry_1. Assim, desde que
tenhamos a direcao py, T = Tr_1 + appr € assim podemos resolver o sistema linear.
No entanto, ainda precisamos escolher a direcao py € span{Ap1, ..., Ap,_1}+ tal que
piri_1 # 0, pois assim ay, # 0.

Para escolher a melhor direcao, vamos procurar py tal que
pr = min [[p — rp_1]l2,
p

com p € span{Apy, ... Apy_1}*. Assim, queremos resolver este problema particular
de minimizacao de forma eficiente em um algoritmo. E possivel mostrar que, para

resolver este problema, p, deve ser uma combinacao linear simples de py_1 e de r,_1,

ou seja,
Pk = Tr—1+ Brbr-1,
com .
By = pk71A7”k;—1
e EyE—
p£_1Apk—l

Assim, usando as propriedades dos residuos, o algoritmo do gradiente

conjugado (CG) toma a forma seguinte.
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Algoritmo 2.1. Gradiente Conjugado
k=20
ro = b — Axg
Enquanto r; # 0 faca
E=k+1
Se k =1 entao
p1="To
Senao
B = 1] Tt [T Th2
Pk = Th—1 + BePr—1
Fim Se
O = TkT,lTk—l/Pprk
T = Tp—1 + 0Pk
Th = Tr—1 — QpApy
Fim Enquanto

r = Tyg.

O que fizemos foi minimizar o erro em uma seqiiéncia de subespacos Vj,
de dimensao crescente construidos recursivamente, adicionando um novo vetor A*r

a base do supespago anterior Vj_1, ou seja,
Vi=Vioi @ {A*r},k=1,2,3,...

com Vo = {rg}. Assim, Vj, é gerado pelos vetores rq, Arg, ..., A¥rq que compdem o
chamado subespaco de Krylov associado a A e 7.

Como os vetores de Krylov eventualmente geram o espago inteiro, este
algoritmo tem a propriedade de terminacao finita. No entanto, devido a arredon-
damentos e erros acumulados nas iteragoes, pode ser necessario acelerar de alguma
forma a convergeéncia do método, principalmente nos casos em que n é grande. Assim,
surge a idéia do precondicionamento.

Em [7], mostra-se que o algoritmo do gradiente conjugado produz uma

seqiiéncia {xy} que satisfaz

cond(A) — 1 ’
Veond(A)+1)

Portanto, é interessante que cond(A) =~ 1. Se tivermos cond(A) grande,

|z = 2plla < 2[[x = zol|a (

37



a convergéncia pode ser bastante lenta.

Queremos entao aplicar o algoritmo do gradiente conjugado (CG) a
um sistema transformado

A =b

com A =CrAC™, 7 = Cr e b= C'b, em que C é simétrica positiva definida.
Queremos escolher C de forma que A seja uma matriz bem condicionada. No entanto,
na implementacao, queremos evitar referéncias & matriz C~!; definimos entao p;, =
Cpr, Tx = Cay, e 7, = C7lry. Assim, é facil ver que, se definirmos M = C? (que
também serd positiva definida) e resolvermos Mz, = ry para zj, teremos o seguinte

algoritmo:

Algoritmo 2.2. Gradiente Conjugado Precondicionado
E=0
ro = b — Axg
Enquanto (7 # 0) faca
Resolva Mz, = 7,
E=k+1
Se k =1 entao
b1 = %0
Senao
B = r,{’_lzkfl/rf_mfz
Pk = Zp—1 + BePr1
Fim Se
ap = T’kT_]_Zk—l/p;;FApk
Tk = Tp—1 + Pk
Tk = Th-1 — QpApy
Fim Enquanto

r = Tk.

Observacao 2.1. Salientamos que as propriedades do residuo e das direcoes py
continuam a ser satisfeitas com esta transformacdao do problema. Além disso, os
denominadores vl _yz1,_o = 2z} yMzj,_o sao sempre ndio nulos, pois M ¢é positiva defi-
nida. Para garantirmos a eficiéncia do método, € importante que o sistema Mz = r

seja resolvido de forma rdpida e simples.

Uma das maneiras de encontrar a matriz C' é através da fatoragao de

Cholesky incompleta de A. Sabemos que existe uma matriz ortogonal () tal que
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C = QHT, por exemplo, HT sendo o fator triangular superior de uma fatoracao QR

de C. Assim, se C' é simétrica positiva definida, C' = C7 e, logo,

A = cltACt=CcTAC
= (HQHTAQH) ' =QH'GGTH QT = I, se H~ G,

em que A = GGT ¢ a fatoracao de Cholesky completa de A. Portanto, quanto
mais H aproximar o fator G, melhor o nimero de condicdo de A, e assim melhor
o desempenho do método do Gradiente Conjugado. Assim, o precondicionador é
tomado como M = HH™| calculado através do Algoritmo 2.3 (ver adiante) ou alguma

de suas variagoes.

2.2 Fatoracao de Cholesky Incompleta

Sabemos que toda matriz nao singular A € R™*" pode ser decomposta

de forma iterativa em A = LU, com L triangular inferior da forma

1 0
1, (1)
as, /a 1
I — 21 / 11
1 1 2 2 t—1 t—1
agn% agl) agn;/aé; a£n,t31 agfl,t)fl o - 1

nxn

em que agf) representa o elemento na posicao ¢, 7 da matriz, e k repre-
senta a iteragao na qual o termo correspondente foi calculado. U triangular superior
tem entradas definidas por

(s+1)

)

Quando fatoramos uma matriz esparsa A € R™*" usando a eliminacao
Gaussiana tradicional, durante o processo de fatoragao de A, algumas entradas que
eram nulas tornam-se nao nulas. Estas entradas sao chamadas fill-in. Por exemplo,
se tivermos a;; = 0, mas a;;, e ag; diferentes de zero, no passo k + 1 do algoritmo de
fatoragao substituiremos uma entrada nula por

(k1) _ _ () (R)=1 (K)

Ay = Ty A Gy
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Podemos observar o que acontece na figura:

& X X
X X
® x x O
X X X

® x 0O x X

Para anular os elementos denotados por ®, criam-se entradas nao nulas
[J em posicoes anteriormente nulas. Infelizmente, a tendéncia é que o fill-in aumente
a cada iteracao, destruindo o padrao de esparsidade da matriz original, ja que as
entradas de fill-in criadas a cada passo tendem a criar novos fill-in em iteracoes
posteriores.

A idéia de um método de fatoragao incompleta é descartar estas en-
tradas geradas como fill-in que, ou geram elementos nao nulos de forma a diminuir
o grau de esparsidade da matriz, ou sao pequenos demais em relacao aos elementos

diagonais da matriz. Desta forma, definimos uma fatoracao de A na forma
A=LU — R, (2.1)

em que R é a matriz de erro da fatoracao. Se A for positiva definida, podemos
fazer com que C' = LU também o seja, pois a escolha da proximidade entre A e sua
fatoragao incompleta pode ser feita pelo usuario. Assim, mantemos as caracteristicas
principais da matriz A. Além disso, no nosso caso, sera util trabalharmos com
matrizes simétricas positivas definidas; portanto, queremos obter uma decomposicao
incompleta baseada na decomposicao de Cholesky, da forma C' = LLT.

Como podemos impor um padrao de esparsidade arbitrario nas matri-
zes, a construcio de L para obtermos C' = LLT e a solucao dos sistemas envolvendo
C que ocorrem a cada iteragao podem ser realizados com menos esforco compu-
tacional do que na construcao e solucao dos fatores correspondentes da fatoracao
completa. Podemos, assim, controlar o fill-in gerado a cada iteracao, especificando
a priori posigoes onde o fill-in sera aceito, ou aceitando entradas geradas por fill-in
somente quando seu valor absoluto for satisfatério comparado as entradas diagonais

da matriz, por exemplo.
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Algoritmo da Fatoracao Incompleta Considere uma matriz A = [a;;] € R™*",
que na pratica sera esparsa. Similarmente ao método da fatoracao por eliminacao
Gaussiana tradicional, um método de fatoragao incompleta trabalha recursivamente.
O proximo pivo é escolhido a cada iteracao, e na implementacao tradicional, as
entradas da coluna do pivo sao eliminadas através de operagoes com as linhas. No
entanto, em contraste com o método de fatoragao completa, nao aceitaremos entradas
em L ou em U que sejam nao nulas em posi¢oes que nao pertencem a uma estrutura
de esparsidade S, que é um subconjunto de {(z,7)/1 < i < n,1 < j < n}. Esta
estrutura de esparsidade pode ser escolhida antes da fatoracao ser realizada, ou
durante a fatoracao, de forma que, no estagio r da eliminagao, sao descartadas as

entradas que forem suficientemente pequenas para satisfazer

() < c]a(rﬂ)agﬂ)ﬁ, 0<c<l.

’aij j

i

Note que ¢ = 0 nos da uma fatoragao completa, e ¢ = 1 resulta numa
matriz diagonal se A for simétrica positiva definida.

Seja A" = [al(-;) ] a matriz no r-ésimo passo da eliminagdo, com A =
A e a'”) o pivo no passo atual. Naturalmente, devemos supor que a") £ 0. Para
tal, ¢ comum permutar linhas ou colunas, ou ambos, até que um pivo nao nulo seja
encontrado. No entanto, isto pode alterar a estrutura de esparsidade da matriz.
Portanto, nao utilizaremos permutacoes entre linhas ou colunas.

Como vimos anteriormente, o passo basico na eliminacao Gaussiana é
calcular

) — 00— qa " rp1<i<nr+1<j<n (2.2)

az] 1 i rj

As entradas al(-;ﬂ) da matriz AT+ sio da forma:
(a) Definidas por (2.2), para r + 1 <4, j, < n;

(b) a0

i Z~],pamlSz'gr,l§jSn,e1§2’§n,1§j§7’—1;

@) a'™ =0, r+1<i<n.
(r+1)
ij

somente se (i,7) € ST, em que 8™ C S é um conjunto de indices que no estagio

No entanto, na fatoracao incompleta, as entradas a sao aceitas

r define a posicao onde entradas nao nulas sao aceitas, com 7,7 > r + 1. Por
simplicidade, vamos aqui considerar somente padroes de esparsidade simétricos, ou

seja, se (i,7) € S,1 < i < n, entdo (j,7) € S. O algoritmo da fatoracao incompleta
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para o caso geral, ou seja, A = LU — R (a matriz A nao é necessariamente simétrica

positiva definida) toma entdo a seguinte forma:

Algoritmo 2.3. Fatoragio Incompleta A = LU — R:
Para r =1 até n — 1 faca
d=1/a(r,r)
Parai =7+ 1 até n faca
Se (i,7) € S entdo
e=a(i,r)-d
a(i,r) =e
Para j =7+ 1 até n faca
Se (i,j) € Se(r,j) € S entdo
a(i, ) = ai,5) — e - a(r, )
Fim Se
Fim Para
Fim Se
Fim Para

Fim Para

Se a7 #0,7r=1,2,...,n— 1, podemos continuar o algoritmo até o
estagio final, com r = n — 1, para formar uma matriz de fatoracao incompleta LU,

com L triangular inferior com entradas agf)/agn), i=nrr+1,...,n,r=12...,n,

(r)
ry o
matrizes tém a mesma forma das matrizes da fatoragao completa, porém com menor

e U triangular superior com entradas a,..’, 7 =r,r+1,...,n,r=1,2,...,n. Estas
ntimero de entradas ndo nulas. No nosso caso particular, U = LT, portanto o
Algoritmo 2.3 pode ser aplicado nesta forma, ou simplificado para o caso de matrizes

simétricas.

Exemplo 2.1. Vamos aplicar o algoritmo da fatoragao incompleta de Cholesky como
precondicionador para a solucdo do sistema gerado pela aprorimacdo por diferencas
finitas, usando 5 pontos, do Laplaciano negativo na malha de 16 pontos gerada pela
discretiza¢ao do retangulo [0,1] x [0,1]. Para a constru¢ao da fatoragao incompleta,
nao vamos aceitar fill-in, ou seja, S € constante em todas as iteragoes e idéntico ao
padrao de esparsidade da matriz original A.

Para resolver o sistema Az = b, em que A € a matriz descrita acima
e b é o lado direito definido de forma que A-1 =0, em que 1 = (1,1,...,1)T € R",
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primeiro utilizamos o método do gradiente conjugado tradicional (CG), e depois utili-
zamos a fatoragao de Cholesky incompleta de A como precondicionador para o método
do gradiente conjugado (PCG). No grdfico abaizo, a linha pontilhada representa os
resultados obtidos com a primeira estratégia, enquanto que a linha continua repre-
senta os resultados obtidos para o sistema modificado pelo precondicionamento.

Gradiente Conjugado com Precondicionador
12 T T T T T

10 , . -

Norma do Residuo

1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero de lteragdes

Figura 2.1: Resultados para o CG e CG com precondicionamento

Observamos que o método do gradiente conjugado tradicional ndo con-
vergiu com a tolerancia desejada dentro do mimero mdzximo de iteragdes (20), en-
quanto que o PCG convergiu em 1/ iteragoes.

Nas proximas figuras, podemos observar o padrao de esparsidade da
matriz A na Figura 2.2, o padrao de esparsidade da sua fatoracdo incompleta na
Figura 2.3 e o padrao resultante depois de realizarmos a fatoracao completa na Figura
2.4. Em todos 0s casos, nz representa o nimero total de elementos nao nulos de cada

matriz.

O método da fatoracao incompleta pode ser modificado de varias ma-
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Padrao de Esparsidade de A
T T T T

20,
40
60F
8of

100¢

120¢

140

160 -

"‘x
N

L L L L L L L L i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nz =924

Figura 2.2: Padrao de Esparsidade de A

Padrao de Esparsidade da Fatoragéo Incompleta de A
T T

NN
N\
NN
AN
NN

N\
AN

. . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nz = 1262

Figura 2.3: Padrao de Esparsidade da Fatoracao Incompleta de A
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Padréo de Esparsidade da Fatoragdo Completa de A
T T T T T T T

200
40F
60
80
100
120
140+

160

180

. . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nz = 3826

Figura 2.4: Padrao de Esparsidade da Fatoracao Completa de A

neiras. Por exemplo, podemos somar as entradas descartadas ao elemento diagonal
da mesma linha, preservando a soma da linha da matriz original, ou seja, LL e = Ae,

e=(1,1,...,1)T. Assim, o laco j do Algoritmo 2.3 toma a forma seguinte:

Algoritmo 2.4. Lago j modificado
Se (r,j) € S entao
Se (i,j) € S entao
ali, j) = ai,§) — e - a(r, )
Senao
a(iyi) = a(i,i) —e-a(r,j)
Fim Se
Fim Se

A versao mais geral desta modificagao tem o 1ltimo passo da forma
a(z’,i):a(i,i)—w-e-a(r,j), se (%])%S

Aqui, w é um parametro, w < 1. Para w = 0 temos a fatoracao dada
pelo algoritmo 2.3, e para w = 1 temos a versao modificada dada pelo algoritmo 2.4.
Finalmente, podemos modificar a entrada do pivo, adicionando um
nimero positivo, geralmente pequeno, de modo a garantir que as entradas dos pivos

terao valor absoluto suficientemente grande. Assim, o segundo passo do algoritmo
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2.3 toma a forma
d= (ag) + QT)_lv

com c«, suficientemente grande.
Resta definir como escolher o conjunto & que define a esparsidade da

matriz A. A escolha mais comum é

S:S(): {i,j/aij 7&0}

Vamos definir a esparsidade de ordem ¢ da seguinte maneira. Seja
R(q) o conjunto de esparsidade definido pelas posigoes das entradas geradas por
fill-in durante a fatoragdo incompleta baseada no conjunto de esparsidade S(q), e
seja
Slg+1)=8(@UR(qg), ¢=0,1,...,

com S§(0) = &y. Esta férmula define uma seqiiéncia de conjuntos de esparsidade

razoaveis, ao menos para valores nao muito grandes de q.

Observacao 2.2. A fatoracao incompleta nem sempre existe para matrizes positivas
definidas. No entanto, podemos garantir a existéncia do método reduzindo as entra-
das positivas fora da diagonal, fazendo modificagoes para que nao existam problemas

durante a fatoracao.

Quando A é mal condicionada, no entanto, eliminar fill-in de valor
absoluto pequeno pode piorar o condicionamento de A. Portanto, a técnica para
construir o conjunto & que define o fill-in a ser descartado deve ser escolhida com
cuidado.

Note que, como queremos uma aproximagao de A = V2f(z), gosta-
rfamos que a decomposicio incompleta LLT fosse de tal forma que (EET)’IA seja
proximo da matriz identidade. Porém, note que, sendo R a matriz de erro como

definida em (2.1), temos que

(LLY) YA = (LL"Y Y(LLY) - R =1 — (LL")™'R.

O Teorema 2.1 nos diz que (LL")~! serd uma boa aproximacio de A~

se e somente se |[(LLT)"'R|| for pequena para alguma norma matricial || - ||.

Teorema 2.1. Suponha que LLT — R seja uma decomposicao de uma matriz A ndo
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singular, e que o produto LLT seja nao singular. Entao

I(LLT)'R]| _ (L) — A7Y]

cond(4) = AT < |I(LL")"'R]], (2.3)

em que cond(A), o numero de condigio de A, € definido como cond(A) = ||A4]| -

I|A7Y|. Se, além disso, © for a solu¢io de Az =b e & satisfizer LLT% = b, entdo

||z — 2|

Tl < (LL")"'R]. (2.4)

Demonstracao:
(iiT)*lR = (iiT)*l(iﬂT —A)=1- (EET)”A =[A"1 - (f/iT)*I]A
I(LLT)7R]| < ||A7t = (LLT) 7| || Al| = K== A 1Ay (25)

1A=

Dividindo ambos os lados por ||A|||]A7Y||, obtemos a primeira desi-
gualdade de (2.3). A segunda desigualdade segue de (2.5):

(LLT)'R=[A"' — (LL")7 YA
(LLY)'RA™ = [A7' — (LL")™Y]
AT = (LLT) 7 < [LLT) 7RI A7)

Dividindo por ||A!|], obtemos a desigualdade desejada. Finalmente:

t—i=A"— (LLY) ' =[A"" — (LL") Az

Juntando com (2.5), temos z — & = (LLT)"'Rz. Para obter (2.4),

basta tomar a norma da expressao. H

Teorema 2.2. Suponha que LLT — R seja uma decomposicao de uma matriz nao

singular A e que ||A™'R|| < 1. Entdo, a matriz LL" serd ndo singular e

C 1+ ||A7'R||
dl(LLTY 1A < — 1=~ 11
cond|( ) ]_1—HA4RH

(2.6)
Demonstragio: Suponha que LLTz = 0. Entao,

LIt =02 (A+Rx=0& (I+A'R)z=0=||[A'Rz|| = ||z|| < ||A7'R]| |||
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Como ||A™'R|| < 1, isto implica que ||z|| = 0 e assim z = 0. Isto prova que LLT é
nao singular.

Agora, observe que:

cond[(LLT)™YA] = cond|[(A+ R)™'A] = cond|[(I + A"'R)™]
= [[U+A7R) I+ A R|| < [T+ A7 R) (1 +][A7'R)

Pelo Lema 1.2,
1

I+A 'R < —mF——.
I+ A7 R < T

Assim, o resultado esta provado.

Este teorema pode ser encontrado em [20].

A matriz de erro R estabelece a diferenga entre a fatoragao de Cholesky
(completa) e a fatoragdo incompleta. Quando a Hessiana é esparsa e sua estrutura
nao possui um padrao adequado para a fatoragao (estrutura banda, bloco diagonal,
etc..) o célculo da fatoragdo completa geralmente é proibitivo. A estratégia de
trabalhar somente com a estrutura de dados original para a fatoracao incompleta gera
bons precondicionadores em muitas aplicacoes, ou seja, os erros sao relativamente
controlados em muitos casos. Essa é a idéia na qual estd baseada o seu uso na

formulagao do método L-BFGS que apresentaremos no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Método BFGS para Sistemas de
Grande Porte (L-BFGS) com

Fatoracao Incompleta

3.1 O Método L-BFGS

Quando os problemas de minimizagao sdo de grande porte (grande
nimero de varidveis), as técnicas de atualizagdo dos métodos quasenewtonianos tra-
dicionais tornam-se caras computacionalmente, e a aproximagao para o Hessiano
ocupa um grande espac¢o de memoria. Porém, existem modificagoes que podemos
fazer nestes métodos para que eles se tornem competitivos em problemas de grande
porte.

Neste trabalho, analisaremos um método que faz parte de uma classe
chamada de “memoria limitada”; nestes métodos, obtemos aproximagoes para o
Hessiano que podem ser armazenadas em somente alguns vetores de dimensao n,
em que n é o numero de variaveis do problema. Estes métodos sao baratos e faceis
de implementar, mas nem sempre convergem rapidamente. No entanto, apresentam
claras vantagens sobre outros métodos no caso de problemas de grande porte, ja que
a quantidade de memoria utilizada pode ser diretamente controlada pelo usuério.
Em geral, eles apresentam um desempenho satisfatério. Estes métodos vém sendo
desenvolvidos desde o final da década de 70, e o método que vamos analisar neste
trabalho é o método BFGS com memdria limitada, descrito por Nocedal [16], e a
analise de convergéncia segue o trabalho feito em [17].

Aqui, ao invés de armazenar aproximagoes densas de dimensao n da
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matriz Hessiana associada ao problema, armazenaremos apenas alguns vetores de
dimensao n. O método L-BFGS é baseado na idéia de armazenar informacao de
curvatura apenas das ultimas iteracoes. Estas provavelmente serao mais relevantes
na construcao da aproximacao do Hessiano do que as informagoes de iteragoes mais
antigas.

Cada passo do BFGS tradicional tem a forma

Tpr1 = Tp — qpHy V[

Hk-Jrl = %THka+pk8k8£ (31)

em que H, = Bk_l, ou seja, representa a aproximacao para V2f(zp)™!, e ag é o
tamanho do passo escolhido por alguma estratégia, por exemplo usando as condigoes
de Wolfe;

1
Pk = Vk =1 — pkyksg, (32)

-,
Yi. Sk
Sk = Tht1 — Tk, Y = V fig1 — Vi (3.3)

Dizemos que a matriz Hp,; ¢ obtida atualizando Hj, usando o par
{Skaykz}-

Observacao 3.1. Vamos trabalhar aqui com a aprorimacao inversa Hy de forma que
a resolugao do sistema Broys, = —V f(xy) ndo esteja incluida no nosso algoritmo.
Salientamos que todo o trabalho pode ser feito de maneira andloga para a aproximagao
direta By; pela formula de Sherman-Morrisson-Woodbury, de (1.25), Hy11 = Bk_+11 =
RW-IRT = VkTBk_le + pksks;‘g.

A aproximacao inversa Hj; é geralmente densa, e assim o custo de
armazenamento e manipulagao é proibitivo. Para contornar este problema, arma-
zenamos uma versao modificada de Hy implicitamente, guardando apenas m pares
de vetores {s;,y;} usados nas férmulas (3.1), (3.2) e (3.3). O produto H;V fi pode
ser obtido se realizarmos uma seqiiencia de produtos internos e somas de vetores
envolvendo V fi e os pares {s;,y;}. Apds o célculo da nova aproximagao, o mais
antigo dos pares {s;,y;} é descartado, e substituido pelo novo par {sx, yx} obtido no
passo atual. Assim, o conjunto de pares de vetores contém sempre informagao de
curvatura dos ultimos m passos.

Na pratica, se m for pequeno (em relagdo a n), teremos melhores re-

sultados. Podemos implementar o L-BFGS de maneira similar ao BFGS, inclusive
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utilizando a mesma estratégia de busca linear para escolha do tamanho do passo.

Formula de Atualizacao

Na iteragao k, a iterada atual é x; e o conjunto de pares de vetores
contém {s;,y;} parai =k —m,...,k — 1. Primeiramente, escolhemos uma apro-

ximagao inicial Hy (que pode, inclusive, variar a cada iteragao). De 3.1 temos:

H, = (Vi Vi) H (View - Vier) +
+pk*m(‘/kjil T VkamH)SkfmSzfm(kamH o Viemp) +
+kmi1 (Vi1 Vi) Skemt15h—ma1 Viemaz -+ Vio1) +
bt
+ Pk 18K-151_ ;- (3.4)

Assim, podemos construir um algoritmo que calcula H;V f; recursivamente:

Algoritmo 3.1. Calculo do produto H.V f:
q— Vi
Parai=k—1,....k—m
Vi — pis; q
q <4 — VY
Fim Para
r« H)q
Parai=k—m,....k—1
B piylr
r— 1+ s;(v; — )
Fim Para.

Sem considerar a multiplicagdo HYq, o algoritmo realiza 4mn multi-
plicagoes. Se HY for diagonal, n multiplicagoes a mais sdo realizadas. Uma das
vantagens deste algoritmo, além do seu baixo custo computacional, é que a multi-
plicacao pela matriz inicial fica isolada do resto dos calculos, o que permite que a
escolha da matriz varie de uma iteracao para a outra. Podemos, inclusive, definir
uma escolha implicita de H}, usando uma aproximagao inicial By para o Hessiano e

obter r através da resolugao do sistema Bpr = q.
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Algoritmo 3.2. L-BFGS

Escolha xq,m > 0.

k0

Para k = 0 até convergéncia faca
Escolha H}
Calcule py <+ —HV f;, usando o Algoritmo 3.1
Tpa1 «— Tk + agpr, com qy, satisfazendo as condigoes de Wolfe
Se k > m,

Descarte o par de vetores {Sg_m, Yk—m }

Fim Se
Calcule e armazene sy, < Tpi1 — T, Yp — Vfre1 — Vi
k—k+1

Fim Para.

Durante as primeiras m — 1 iteragoes, o Algoritmo 3.2 é equivalente
ao BFGS, com H) = HP"%5. No entanto, quando m > %, o L-BFGS se torna mais
caro que o BFGS.

Esta estratégia de guardar os ultimos m pares de vetores funciona bem
na pratica, apesar de nao ser recomendével para problemas muito mal condicionados,
em que os autovalores sao distantes uns dos outros. Outra opc¢ao seria guardar apenas

os pares de vetores que gerem matrizes bem condicionadas.

3.2 Analise de Convergéncia

Nesta secao, apresentaremos resultados de convergéncia para o método
L-BFGS. Mostraremos que ele é globalmente convergente em problemas uniforme-
mente convexos, e que sua taxa de convergéncia é r-linear. Os resultados serao
enunciados em termos da aproximacao direta By para a matriz Hessiana ao invés da
aproximacao inversa Hj que vinhamos apresentando, simplesmente para facilitar o
trabalho de anélise, segundo os resultados obtidos em [17]; salientamos que isto nao
modifica nenhum dos resultados obtidos aqui. Vamos assim considerar o algoritmo

abaixo, analogo ao Algoritmo 3.2:

Algoritmo 3.3. BFGS com Memdria Limitada
Escolha xg, m, e uma matriz inicial By simétrica positiva definida.

Para k = 0 até convergéncia faga
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Calcule py = — B, 'V f ()
Tri1 = T + appr com oy satisfazendo as condigoes de Wolfe
Seja m = min{k + 1, m} e defina uma matriz simétrica positiva
definida B,go). Escolha um conjunto crescente de inteiros
Ly ={J0y--Jmn-} C{0,... k}.
Atualize B,(CO) m vezes usando os pares {y;, sjl}}igl, por exemplo,

paral=0,...,m — 1 calcule
1 !
gD _ g0 Bl(c)slejTlBl(c) ?ley}‘; 35
(o — plp - S | B 33)
sy By s Y83t

Faga By, = B}

Fim Para.

Como veremos mais a frente, existem varias escolhas possiveis para
0 . [N . . 0 [N .
B,i ), Aqui, vamos supor somente que a seqiiéncia de matrizes B,g ) ea seqiiéncia
das suas inversas sao ambas limitadas. Este algoritmo é idéntico ao método BFGS
quando k < m.
Vamos entao estabelecer o resultado de convergéncia para este algo-
ritmo.

Hipoteses:

(1) A fungao objetivo f é duas vezes continuamente diferencidvel;
(2) O conjunto de nivel D = {z € R"/f(z) < f(x¢)} é convexo;

(3) Existem constantes positivas M; e M, tais que
M[z]]* < 2" V2 f(2)2 < Mol|2]]* (3.6)

para todo z € R™ e todo x € D. Note que isto implica que f tem um tnico

minimizador z, em D.

O teorema seguinte pode ser encontrado em [17].

Teorema 3.1. Seja o um ponto inicial para o qual [ satisfaz as hipoteses acima,
-1
e suponha que as matrizes B,go) sao escolhidas de forma que {HB,@H} e {HB,SD |}

sejam limitadas. Entao, para qualquer matriz positiva definida By, o Algoritmo 3.3
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gera uma seqiéncia {xy} que converge para x,. Além disso, existe uma constante

0<r<1tal que

o) = fla) < r(f(zo) = flw.)], (3.7)

o que implica que {xy} converge r-linearmente.

Demonstracao: Se definirmos

1
Gk = / VQf(a:k - TSk) dT,

0

entao

Yk = GySg. (3.8)

De (3.7) e (3.8) temos que

Millskll* < yi sk < Mol|sel?, (3.9)

el _ 5Tl
yls,  stGpsy

< M,. (3.10)

Vamos denotar por tr(B) o traco de B. Entao, de (3.5), (3.10) e como {||B ||} é

limitada,

el

tr(Bs) < tr(B) + WL <Oy L <, 31
—o YjuSil
t=0 J

para alguma constante positiva Mj. Existe também uma expressao simples para o

determinante:
s ?/l ]l (0) o y-Tszz Tlsjl
det(Byy1) = det(B 2= — det(B e 3.12
(Bry ]1 505, (B )g T 1805, (3.12)

(@

Como, por (3.11), o maior autovalor de B, é menor que Mj, temos, usando (3.9) e

observando que {HB,EO)_lH} é limitada,
det(Byy1) > det(BV)(M, /Ms)™ > My, (3.13)

para alguma constante positiva My. Assim, de (3.11) e (3.13), concluimos que existe
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uma constante 6 > 0 tal que

s;kask > 5

cosly, = —L .
“ 7 lsull [[Besel] =

Pode-se mostrar que as condicoes de Wolfe e as Hipoteses enunciadas acima implicam

que existe uma constante ¢ > 0 tal que

f(wpg) = floe) < (1 - CCOS20k>(f(xk) — f(x))).

Usando a defini¢ao de cos 0y, obtemos (3.7). De (3.6), temos que

1

5M1ka — x| ” < flaw) — flxy),

o que, junto com (3.7), implica que ||z, — 2, || < 7*/2[2(f (z0) — f(x,)/M1]/?, e assim

a seqliéncia {zy} também é r-linearmente convergente.

Matrizes de Recomecos

Sabe-se que a escolha da matriz H ]£0) na féormula do método L-BFGS
tem um papel importantissimo na convergéencia do algoritmo 3.2. Gostariamos de

obter uma matriz H, ,io)

para o método L-BFGS que acelerasse de alguma forma
sua convergéncia. A escolha desta matriz pode ser feita a cada iteracao, pois a
multiplicagao pela matriz H Igo) fica isolada do resto dos cédlculos. Poderiamos entao
nos perguntar qual estratégia seria melhor para escolher estas matrizes.

Em geral, definimos H ’gO) como um miiltiplo da matriz identidade. Se
usarmos somente a matriz identidade, a convergéncia torna-se bastante lenta, e em al-
guns casos nem obtemos convergéncia. Um método bastante utilizado para o célculo

de H ,go) é definirmos H ,50’ =1, em que

T
 Sp—1Yk—1
T = "7 -
Yi—1Yk—1

Note que 7, € um fator de escala que tenta estimar o valor da Hessiana
verdadeira ao longo da direcao de busca mais recente, pois este quociente aproxima
o maior autovalor da matriz Hessiana inversa. Esta escolha faz com que a direcao
de busca tenha uma escala mais apropriada, e assim o tamanho do passo «; toma o

valor 1 na maioria das iteragoes. Este método foi proposto por Nocedal [17].
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Outra possibilidade é tentar encontrar uma matriz diagonal que satis-
faca aproximadamente a equacao secante com respeito aos ultimos m passos. Seja
T a iteracao atual, e suponha que & > m. Queremos encontrar a matriz diagonal
Dy que minimiza

[[DrYr—1 — Sk-1l|F,

com ||-||» sendo a norma de Frobenius, € Y1 = [Yx_1, - - -, Ye—m)s Sk-1 = [Sk—1y- - - Skm)-

A solugao é Dy, = diag(d.), em que

B NPT
d;c — k:f]_iykf]_2 k:myk’;m’ i = 1’ L. (314)
(yk_l) +ooet (yk_m)

Como um elemento d pode ser negativo ou muito préximo de zero,
utiliza-se um teste de seguranga: (3.14) s6 é utilizada se o denominador for maior
que uma certa tolerancia, e se todos os elementos diagonais estiverem dentro de um
certo intervalo pré definido. Sendo, utiliza-se d = ;.

Testes mostram que as estratégias que utilizam ;I e (3.14) s@o as
melhores na pratica; como ;I tem implementacao mais barata, ela é geralmente a
preferida nos algoritmos. Para mais detalhes e testes numéricos, veja [17] e [19].

As aproximacoes ja apresentadas funcionam na pratica, porém gosta-
riamos de utilizar uma aproximacao mais precisa, de forma a diminuir o niimero de
iteragoes necessarias para obter convergéncia em problemas de grande porte, sem
aumentar significativamente o custo computacional de cada iteracao.

E natural imaginarmos que uma aproximacao da matriz Hessiana ori-
ginal do problema nos traria melhores resultados; no entanto, o processo de calcular
a matriz Hessiana a cada iteracao torna-se proibitivo na pratica, devido ao grande
numero de variaveis envolvidas no problema. Além disso, em problemas de grande
porte, freqiientemente a matriz associada ao problema é esparsa, ou seja, possui um
grande nimero de entradas nulas. Se optarmos por uma aproximacao nao diagonal,
gostarfamos que esta aproximacao mantivesse, até certo ponto, o padrao de esparsi-
dade da matriz Hessiana, ja que isto pode garantir um certo controle sobre o custo
a cada iteracdo, e também que a solugao do sistema Bys, = —F(x)) pudesse ser
obtida facilmente. Uma alternativa para calcular esta aproximacao é a fatoracdao in-
completa, que vamos utilizar como matriz de recomeco para o método L-BFGS. Este
trabalho torna-se vantajoso, pois realizamos esta decomposicao incompleta somente
a cada m iteracoes, o que acelera a convergéncia do método sem acrescentar calculos

excessivos, como seriam necessarios para, por exemplo, utilizar a prépria matriz
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Hessiana do problema na aplicagao do método L-BFGS. Além disso, podemos exigir
que a decomposicao incompleta seja, de certa forma, mais bem condicionada que a
aproximacao 7y, proposta por Nocedal, como poderemos ver nos testes numéricos
apresentados mais a frente.

Esta matriz (as vezes chamada fator de escala para o método), serd
obtida através dos pares de vetores que guardam informacoes recentes sobre a matriz
Hessiana do problema. Como observamos, o algoritmo do L-BFGS guarda m vetores
de forma a aproximar as informacoes de curvatura mais recentes do problema. Nosso
algoritmo, a cada m passos, toma a matriz Hessiana do problema calculada no ponto

Tim, €em que ¢ = k(mod m), e realizamos sua fatora¢ao de Cholesky incompleta:
VQf(mim) = Lsz;I;n - Rim>

e assim
Bim = Lim L],

A partir deste ponto, nas proximas m iteracoes, a matriz H;,, é atua-
lizada através da férmula (3.4).

No préximo capitulo, serd possivel analisar os resultados numéricos
obtidos com esta modificacao, mostrando assim que esta alternativa pode ser bas-
tante 1til em problemas que possuem taxa de convergéncia lenta, e que permitem
a realizacao da fatoragao incompleta em algumas iteracoes. Salientamos ainda que,
de acordo com o problema, pode ser cogitada uma alteracao em nossa proposta de
atualizacao, permitindo que a fatoracao incompleta seja realizada mais ou menos
freqiientemente, mantendo ainda uma taxa de convergéncia razoavel, além de poder-
mos controlar, até certo ponto, a complexidade numérica da fatoragao incompleta, de
modo que esta alternativa seja competitiva com os métodos que apresentam matrizes

iniciais diagonais.
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Capitulo 4

Implementacao: Testes numeéricos
e Ambiente CUTE

Para analisar na pratica um algoritmo de otimizagao, precisamos com-
para-lo com outros métodos ja existentes em problemas variados, para que sua
eficiéncia seja comprovada. Para isto, utilizamos a colecao de problemas do Ambi-
ente CUTEr [15], que fornece problemas especificos e um ambiente de programagao

onde podemos testar nossos algoritmos.

4.1 CUTEr

O ambiente de testes CUTEr [15] consiste de uma colegao de problemas
e ferramentas (subrotinas escritas em Fortran) idealizadas para facilitar o trabalho
de teste de um algoritmo de otimizacao e sua comparacao com outros métodos. Ele
nos fornece uma grande variedade de problemas, classificados conforme suas carac-
teristicas (restrigoes, nimero de varidveis, informagoes sobre derivadas, por exemplo),
escritos no formato SIF (Standard Input Format). Para transforméa-los em arquivos
de dados e para leitura pelo Fortran 77, utilizamos o decodificador SifDec, forne-
cido com a distribuicao do CUTEr. Uma vez decodificados, estes arquivos podem
ser acessados através das ferramentas disponiveis no ambiente, e assim tornam-se
facilmente utilizaveis em algoritmos de otimizacao.

O CUTETr esta disponivel para varias plataformas UNIX, inclusive
LINUX, onde nosso trabalho foi desenvolvido.
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4.2 Implementacao e Resultados Numéricos

No CUTEr, os problemas sao introduzidos dinamicamente, ou seja, o
usuario pode contribuir em determinada ocasiao, introduzindo um novo problema
para fazer parte da numerosa colecao. Cada problema é nomeado, assim como
codificado e classificado. Desse modo, podemos selecionar tipos de problemas es-
pecificos, como por exemplo, problemas com mais de 100 variaveis com fungao obje-
tivo quadratica e menos de 50 restrigoes lineares de desiguadade. No nosso caso, como
estamos tratando de problemas irrestritos com ntumero de varaveis arbitrarias, sele-
cionamos alguns problemas com fungoes objetivo nao lineares gerais e com numero
arbitrario de variaveis. Para selecionar os problemas que satisfazem estes critérios,
utilizamos a classificacao fornecida para os problemas da biblioteca CUTEr.

Um problema da biblioteca é classificado pela seqiiéncia de caracteres
XXXr-XX-n-m

O primeiro caractere define o tipo de funcao objetivo do problema:
N indica que nenhuma funcao objetivo é fornecida; C indica que a fungao objetivo
é constante; L diz que a funcao objetivo é linear; Q diz que a funcao objetivo é
quadratica; S indica que a fungao objetivo é uma soma de quadrados, e O indica que
a funcao objetivo é de outro tipo, diferente dos listados anteriormente. O segundo
caractere define o tipo de restricoes do problema. No nosso caso, a unica esco-
lha possivel era U, pois trabalhamos somente com problemas irrestritos. O terceiro
caractere indica a suavidade do problema. Como queriamos problemas regulares,
escolhemos sempre R. Na quarta posicao da seqiiéncia, devemos inserir um inteiro
(r) que corresponde ao maior grau de diferenciagao disponivel analiticamente den-
tro da descricao do problema. Os valores possiveis sao 0, 1 e 2; no nosso caso,
como queriamos trabalhar com a Hessiana dos problemas, escolhemos somente os
problemas com o valor 2.

O caractere que segue o primeiro hifen representa a origem do pro-
blema; este pode ser académico (A), parte de um exercicio de modelagem, cujo valor
da solugao nao é utilizado em nenhuma aplicagao prética (M), ou um problema com
aplicagoes reais da solu¢dao (R). Aqui, ndo tinhamos nenhuma restricdo quanto a
escolha dos problemas, pois nossos testes se destinavam a quaisquer destes tipos de
problema.

Logo em seguida, temos um caracter que indica se a descri¢ao do pro-

blema contém (Y) ou nao (N) varidveis internas explicitas. Aqui também nossa
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escolha era indiferente.

Entre o segundo e o terceiro hifens, estao indicados o numero de
variaveis do problema. Aqui, utilizamos tanto problemas com niimero fixo de variaveis
(em geral, um numero inteiro maior que 1000, pois querfamos testar o desempenho
do nosso algoritmo em problemas razoavelmente grandes), quanto problemas com
numero de variaveis a ser escolhido, cujo caractere correspondente na classificacao é
V.

O dltimo simbolo indica o nimero de restricoes do problema; como
trabalhamos com problemas irrestritos, usamos sempre o valor 0.

Em geral, nossos problemas tém a classificagao
OUR2-XX-X-0.

Para ilustrar a classificacao, citamos o problema DIXMAANA, cuja
classificacao ¢ OUR2-AN-V-0.

A Tabela 4.1 abaixo ilustra os testes computacionais realizados com os
problemas selecionados, apresentando um comparacao entre o nimero de iteragoes
realizadas por cada estratégia. Indicamos na primeira coluna o nome e o nimero
de variaveis do problema correspondente; DIXMAANA(1500) significa que este pro-
blema possui 1500 variaveis. Nas outras colunas, indicamos m, que é o intervalo de
recomegos utilizados no L-BFGS. Denotamos por H ,EO) = Y1, proposta por Nocedal,

e por H ,go)"“’d = LyL] — Ry, a fatoragao incompleta de Cholesky.

Problema m=>5 m=7 m = 10
DIXMAANA (1500) | 13 16 16 | 15(c) | 19 | 15(c)

(1500) (

DIXMAANB (1500) | 44 | 22(o) | 46 | 21(o) (<)

DIXMAANC (1500) | 40 | 30(c) | 48 | 32(c) | 63 | 33(c)
(1500) ) ()
2

DIXMAAND (1500) | 42 | 35(0) | 38 | 37(c
EDENSCH (2000) | 41 A1 @) 35 113 39
ENGVALI (1000) | 47 23 73 23 92 23

SCHMVETT (1000) | 197(%) | 29 | 150(%) | 29 |135(%)| 28
TOINTPSP (50) 181 91 243 83 286 66

Tabela 4.1: Testes Numéricos
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Observagao 4.1. O simbolo (*) indica situagoes em que a fun¢do nao atingiu o

valor esperado, e o simbolo (¢) indica situagoes em que a fatoragao de Cholesky

incompleta teve que realizar modificacoes em pivds negativos ou nulos encontrados

durante a fatoragio. O simbolo (?) indica um problema que nao convergiu com a

matriz indicada.

Os resultados da tabela mostram a efetividade da metodologia intro-

duzida neste trabalho. De fato, a maior proximidade da Hessiana nas iteracoes de

recomecos, dada pela fatoracao incompleta, fornece uma consideravel diminuicao no

nimero de interagoes.

As Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente associadas a m = 5, m =

7 e m = 10, mostram uma comparacao do numero de avaliagoes da funcao, do

seu gradiente e do Hessiano, representados nas tabelas por Feval, Geval e Heval,

respectivamente, e do tempo computacional associado a cada estratégia.

Problema H ’go) H ,go)"“’d
Feval | Geval | Heval | Tempo || Feval | Geval | Heval | Tempo
DIXMAANA (1500) | 31 30 0 0.18 20 19 4 0.31
DIXMAANRB (1500) | 249 248 0 1.34 26 25 5 0.47
DIXMAANC (1500) | 200 199 0 1.11 20 19 4 0.32
DIXMAAND (1500) | 127 126 0 0.75 40 39 7 0.64
EDENSCH (2000) 164 163 0 1.78 67 66 9 1.08
ENGVALI (1000) 170 169 0 0.69 30 29 5 0.20
SCHMVETT (1000) | 558 557 0 4.20 59 58 6 0.59
TOINTPSP (50) 427 426 0 0.10 205 204 19 0.06

Tabela 4.2: Resultados para m =5
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Problema 1 H O
Feval | Geval | Heval | Tempo || Feval | Geval | Heval | Tempo
DIXMAANA (1500) | 32 31 0 0.21 19 18 3 0.30
DIXMAANRB (1500) | 255 254 0 1.31 25 24 3 0.47
DIXMAANC (1500) | 257 256 0 1.41 38 37 5 0.59
DIXMAAND (1500) | 159 158 0 0.90 42 41 6 0.66
EDENSCH (2000) 244 243 0 2.63 57 56 5 0.92
ENGVALI1 (1000) 295 294 0 1.17 30 29 4 0.20
SCHMVETT (1000) | 420 419 0 3.35 59 58 5 0.58
TOINTPSP (50) 541 540 0 0.10 183 182 12 0.05
Tabela 4.3: Resultados para m =7
Problema H 120) H ,go)mOd
Feval | Geval | Heval | Tempo || Feval | Geval | Heval || Tempo
DIXMAANA (1500) | 34 33 0 0.23 19 18 2 0.29
DIXMAANB (1500) | 299 298 0 1.67 27 26 3 0.49
DIXMAANC (1500) | 388 387 0 2.07 39 38 4 0.62
DIXMAAND (1500) | 272 271 0 1.53 43 42 4 0.69
EDENSCH (2000) 575 574 0 6.24 59 58 4 0.95
ENGVALI1 (1000) 355 354 0 1.46 30 29 3 0.20
SCHMVETT (1000) | 403 402 0 3.08 57 56 3 0.54
TOINTPSP (50) 597 596 0 0.15 143 142 7 0.04

Tabela 4.4: Resultados para m = 10

A seguir, as figuras ilustram a evolucao do algoritmo em alguns dos
problemas acima. Em todos os casos, as estrelas x representam as iteragoes realizadas
com o algoritmo que utiliza nossa matriz inicial, e os circulos o representam as

iteragoes do algoritmo que utiliza a matriz inicial 1, proposta por Nocedal [2].
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Os graficos também ilustram a efetividade da fatoracao incompleta no
método L-BFGS. Podemos observar que em praticamente todas as iteragoes o valor
do gradiente da fungao objetivo é menor do que o obtido com a estratégia usual. Em
geral, os métodos secantes fornecem um histérico de iteracoes oscilantes. Podemos

verificar a minimizacao deste fenomeno pela introdugao da fatoracao incompleta.
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Capitulo 5
Conclusoes

Um dos métodos mais efetivos para resolver problemas de otimizacao
¢ o método BFGS, considerando suas boas propridedades tedricas e principalmente
pelas suas possibilidades de implementacao computacional. Quando o problema
é de grande porte, as vantagens computacionais sobre o método de Newton, por
exemplo, tornam-se ainda mais evidentes. A versao L-BFGS é a mais conhecida na
literatura de otimizacao, tendo sido incorporada a varios codigos computacionais.
Um dos pontos cruciais para o bom desempenho deste método sao os recomecos da
sua féormula de memoria limitada.

Neste trabalho, introduzimos a técnica da fatoracao incompleta para
a aproximacao da Hessiana nas iteracoes de recomecos. A idéia natural e ordinaria
da fatoragao incompleta é o seu uso como precondicionador de método iterativos
lineares. Embora tenhamos sido tentados a criar o termo “precondicionador para
métodos quasenewtonianos”, acreditamos nao ser o caso para tal terminologia, uma
vez que estariamos nos referindo a precondicionar um método para programagao nao-
linear. Na verdade, o que obtivemos foi uma forma de proximidade do Hessiano que
apresenta melhor desempenho do que a forma original do L-BFGS e muito adequada
as especificidades da implementacao de grande porte.

Devido a simetria, empregamos a fatoragao de Cholesky incompleta.
Atencao foi dada a possibilidade de mau condicionamento ou singularidade na cons-
trucao da fatoracao, como ilustrado nos resultados computacionais. Podemos notar
nos resultados numéricos que a convergéncia normalmente se d4 em um numero
relativamente pequeno de iteragoes, mesmo para dimensoes grandes.

Como futuras possibilidades, poderiamos pensar em novas formas de

correcao da fatoracao incompleta existentes na literatura, de modo a introduzir uma
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proximidade ainda maior do Hessiano. Outra abordagem seria trabalhar com outros

métodos quasenewtonianos e testa-los com esta mesma estratégia.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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