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Resumo

Neste trabalho consideramos o estudo e a implementag¢ao de dois métodos
de regido de confianca para resoluc@o de sistemas ndo-lineares com restricoes de caixa.
Estes métodos, que geralmente sdo desenvolvidos para problemas de minimizacdo, sdao
adaptados para os sistemas ndo-lineares e para as restricdes, em que o escalamento das
varidveis desempenha um papel importante permitindo passos robustos. Testes numéricos

sdo feitos para avaliar a metodologia.
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Abstract

In this work we consider the study and implementation of two trust region
methods for nonlinear systems with box constraints. These methods, that are generally
developed to minimization problems, are adapted to the nonlinear systems and to the cons-
traints, which the scaling plays an important role allowing robust steps. Numerical tests

are performed to evaluate the methodology.
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Introducao

Os sistemas de equagdes algébricas ndo-lineares surgem em muitas aplica-
coes das ciéncias naturais e aplicadas. Os estudos tedricos e computacionais de métodos
numéricos para resolucio de tais sistemas constituem uma drea de pesquisa intensa nas
ultimas décadas, nas quais o uso de modernas técnicas computacionais tem se tornado
uma ferramenta poderosa para a ciéncia e tecnologia.

No contexto da otimizagdo continua, os métodos para sistemas nao-lineares
normalmente empregados buscam obter uma seqii€éncia convergente para um determinado
algoritmo partindo de um ponto inicial arbitrdrio. Duas estratégias que se destacam fa-
zem parte da metodogia classica: buscas unidirecionais e regido de confianca. Métodos
que incorporam regido de confianca sao considerados mais robustos por considerarem um
modelo local mais preciso.

Estratégias de regido de confianga, normalmente baseadas em minimizagao
de funcionais, devem ser adaptadas para sistemas nado-lineares. Outra adaptacdo que deve
ser considerada ocorre quando o problema apresenta restricdes. Se as restricdes que apa-
recem na formulagdo do problema sdo de certa forma especificas € possivel desenvolver
uma metodologia propria e eficiente para abordar o problema.

Este trabalho consiste no estudo, desenvolvimento e implementagdo de
métodos de regido de confianga para sistemas nao-lineares com restricoes de caixa. A
metodologia é avaliada em termos de testes no ambiente MATLAB considerando proble-
mas padrdes e um problema da engenharia elétrica.

Em termos mateméticos o problema consiste em obter um vetor x € R” que

satisfaca

F(x)=0;, xeQ

emque Q ={xeR";[I<x<u}, F:R"— R" eo faremos minimizando o quadrado da
norma euclidiana de F, sujeito as restricdes de caixa, ou seja, resolvendo o problema de

otimizacao



minimizar f(x)
xeQ

em que f(x) = % lIF (x)|[%, usando a estrutura do problema original sempre que possivel.
Fixando a notagdo usada no trabalho, o subscrito k& € usado como indice
para uma seqiiéncia e quando o contexto deixa claro, o argumento da aplicacdo é omitido.
Desta forma, para qualquer aplicacdo F, a notacdo F é usada para denotar F(x;) e a i-
ésima componente de x; € denotada por x;,. A norma euclidiana de x € R" € denotada por
||x|| € a matriz Jacobiana de F' em x € denotada por F’(x). Para qualquer vetor y € R", a
bola aberta com centro y e raio p € indicada por B,(y), ou seja, B,(y) = {x;[lx — y|| < p}.

Para uma caixa Q = {x € R";/ < x < u}, o interior estrito de {2 € denotado por int(€2).



Capitulo 1

M¢étodos de Regiao de Confianca

1.1 Introducao

Na abordagem classica de regido de confiangca, minimizamos uma fungao

objetivo sem restri¢des. A formulagdo matematica é a seguinte:

minimizar f(x)
xeR"

em que f : R"” — R ¢ uma funcdo continuamente diferenciavel.

Os métodos de regido de confianca geram uma seqii€éncia {x;};en com a
ajuda do modelo quadrético da fung¢do objetivo. Eles definem uma regido ao redor da esti-
mativa corrente de modo que dentro desta regido podemos confiar que o modelo seja uma
representacdo adequada da fungdo objetivo e entdo minimiza-se o modelo nesta regido. Se
o minimizador obtido € aceitdvel, aumentamos a regido de confianga ou a deixamos inal-
terada e prosseguimos com a minimizagao a partir da nova estimativa. Se a solugdo obtida
nao € aceitdvel reduzimos o tamanho da regido e encontramos um novo minimizador. Em
geral, a dire¢do e o passo mudam sempre que o tamanho da regido € alterado.

O tamanho da regido de confianca é fundamental para a eficacia de cada
passo. Se a regidao € muito pequena, o algoritmo perde a oportunidade de tomar um passo
substancial que ird chegar muito mais perto do minimizador da fung¢ao objetivo. Se € muito
grande, o minimizador do modelo pode estar muito longe do minimizador da funcdo obje-
tivo na regido, dai temos que reduzir o tamanho da regido de confianca e tentar novamente.
Na prética, escolhemos o tamanho da regido de acordo com o desempenho do algoritmo
nas iteracOes anteriores. Se o modelo é geralmente seguro, produzindo bons passos e

predizendo com exatiddo o comportamento da fun¢do objetivo ao longo desses passos, 0



tamanho da regido de confianga € constantemente aumentado para permitir passos mais
longos e audaciosos. Por outro lado, um passo fracassado indica que o modelo ndo é uma
representacdo adequada da funcdo objetivo dentro da regido de confianca corrente, e entao
reduzimos o tamanho da regido e tentamos novamente.

O modelo quadrético my a cada iteragao € dado por:

1
m(p) = fi + Vf p+ 3p" Bip (1.

em que f; = f(xr), Vfi = Vf(xr) e By € uma matriz simétrica. Como

1
fGe+p) =fi+VEip+ EPTVZf (xX¢ + tp)p

parat € (0,1), e como m(p) = fi + kaTp + O(||p||2), a diferenca entre m(p) e f(x; + p) é
O(Ipll»), e entdo o erro da aproximagio é pequeno quando p é pequeno.

Quando By é a Hessiana V2 f(x;), o modelo concorda com os trés primeiros
termos da expansdo em série de Taylor de f. O algoritmo obtido fazendo B, = V2 f(x;) é
chamado método de Newton para regido de confianca. Na pratica, a abordagem de regido
de confianca € muito geral pois precisamos assumir muito pouco de By, apenas simetria e
limitag¢do uniforme no indice k.

Para obter cada passo, procuramos a solucdo do subproblema

1
minirlgizar m(p) = fi + kaTp + EpTka s.a. ||pll £ Ax. (1.2)
PER”

em que Ay > 0 € o raio da regido de confianga. A solugdo p; de (1.2) € o minimizador
de my na bola de raio A;. Portanto, precisamos resolver uma seqiiéncia de subproblemas
(1.2) nos quais a func@o objetivo e a restri¢do p’ p < A} sdo ambas quadréticas. Quando
By & positiva definida e ||B;'Vfill < Ay, a solugdo de (1.2) é simplesmente o minimizador
irrestrito pf{v = —B,:lV fr do modelo quadratico m(p). Neste caso chamamos pkN de passo
inteiro. A solugdo de (1.2) ndo € tao ébvia em outros casos, mas pode ser encontrada sem
muito esfor¢o. De qualquer maneira, precisamos apenas de uma solu¢do aproximada para

obter convergéncia.



1.2 Algoritmo Padrao

A primeira questdo que surge quando vamos definir um método de regido
de confianca € a estratégia para escolher um raio Ay a cada iteracao. Baseamos esta escolha
na concordancia entre o modelo m; e a funcdo objetivo f nas iteracOes anteriores. Dada

uma direcdo p; definimos a razio

o = SO) = fOa + pi)
T m0) — mi(pr)

(1.3)

em que o denominador é chamado de redugdo prevista pelo modelo, ou seja,

pred = m(0) — my(py),

e o numerador € chamado de reducdo real da funcao f, isto €,

ared = f(xp) — f(xx + po).

Note que, como a direcdo p; € obtida minimizando o modelo m; em uma regido que
inclui a dire¢do p = 0, a reducdo prevista serd sempre nao negativa. Desta forma, se p; €
negativo, o novo valor f(x; + px) € maior do que o valor corrente f(x;), € entdo o passo
deve ser rejeitado.

Por outro lado, se p; € proximo de 1, existe uma boa concordancia entre
o modelo m; e a fungdo f neste passo, e dai é seguro expandir a regido de confiangca na
proxima iteragdo. Se p; € positivo, mas ndo proximo de 1, ndo alteramos a regido de
confianga, mas se p; € proximo de zero ou negativo, diminuimos a regido de confianca.

O seguinte algoritmo descreve o processo.



Algoritmo 1: Método de Regido de Confianca

Entrada: x,, raio maximo A > 0, raio inicial A, € (0, A),

1
77 € [09 Z)a )
Saida: minimizador x*

1 k—0

2 Calcular Vf(x;) e By

3 enquanto ||V f(x;)|| > € faca
4 pr «— solucdo de

L 1
minimizar mi(p) = f(x) + V() p+ 5p" Bip - s.a.llpll < A

2
- Sx) = fOa + po)
5 mi(0) — my(py)
6  sep < ;entdo

7 Acer — Lipll

8 senao

9 se p > 3 e ||pill = A, entéo
10 Ais1 «— min(2A;, A)

11 senao

12 Aryp — Ag

13 fim

14 fim

15 se p; > n entao

16 Xi+1 €— X + Dk

17 Calcular V f(x41) € Biyt
18 senao

19 Xps] — Xk

20 fim

21 ke—k+1
22 fim

23 X" — xp

Note que A é uma cota global para os passos. Ainda, o raio é aumentado somente se ||p||
alcanca a fronteira da regidao de confianca. Se o passo fica estritamente dentro da regido
de confianga, concluimos que o valor corrente de A nao esté interferindo no progresso do

algoritmo e deixamos seu valor igual para a proxima iteracao. Note ainda que a escolhan €
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[0, i) ¢ feita por questdes praticas [7]; tomando 1 € [0, 1) as propriedades de convergéncia
ndo sdo alteradas.

Para tornar o algoritmo prético, precisamos resolver (1.2). Vamos descre-
ver duas estratégias para encontrar solu¢des aproximadas que atingem no minimo tanta
redu¢do no modelo m; quanto a redugdo alcancada pelo ponto de Cauchy. Este ponto é
simplesmente o minimizador de m; ao longo da direcdo de maxima descida —V f;, sujeito
a fronteira de regido de confianga. A primeira estratégia é o método dogleg, apropriado
quando a matriz By, € positiva definida. A segunda estratégia, o método CG de Steihaug,
¢ mais apropriado quando B, é a matriz Hessiana V2 f; e quando esta matriz é grande e

esparsa.

1.3 O Ponto de Cauchy e Algoritmos Relacionados

Nos métodos de regido de confianga, apesar de estarmos procurando a
solugcdo 6tima do subproblema (1.2), € suficiente para se ter convergéncia global encon-
trar uma soluc@o aproximada p; que esteja dentro da regido de confianga e forneca uma
reducdo suficiente no modelo. Esta reducao pode ser quantificada em termos do ponto de
Cauchy, que denotaremos por pf € encontraremos na seqiiéncia.

Seja pi o vetor que resolve uma versao linear de (1.2), isto é,

pi = Iryrgl]g}ﬁ( + kaTp S.a. ||p|| < Ak (14)

e sejat > 0 o escalar que minimiza mk(Tpi) satisfazendo a fronteira de regido de confianca,

ou seja,

Ty = rglgl mk(Tpi) s.a. ||Tpi|| < A (1.5)

Logo, p¢ = 74p;. De fato, podemos facilmente escrever uma férmula fechada para o

ponto de Cauchy [7]. A solugdo de (1.4) € simplesmente

p—
¢ IV fill

Vfe.

Para obter 7, explicitamente, vamos considerar os casos Vf/ B,Vf; < O e



\Y fkTBkV fi > 0 separadamente. Para o primeiro caso, a fung¢io mk(rpi) decresce mono-
tonamente conforme 7 cresce, sempre que Vf; # 0, dai 7, é simplesmente o maior valor
que satisfaz a regido de confianga, ou seja, 7, = 1. Para o caso V£ B,V f; > 0, mk(‘rpf)
¢ uma quadrética convexa em 7, entdo 7, € ou o minimizador sem restricao da quadratica
IV £ellP /(ALY fkTBkV fi), ou o valor de fronteira 1, qual deles vier primeiro. Resumindo,

temos

Ax
IV il

Pl = -1 v fi

em que

1 se VfIBVfi <0; (16)
T, = )
“\ min(IVAIP/(AY T BV £, 1) caso contrério.

O passo de Cauchy p,f ¢ barato para calcular, nenhuma fatoracao de matriz
€ necessdria e € extremamente importante para decidir se uma solu¢do aproximada do
subproblema de regido de confianca é aceitdvel. Especificamente, um método de regido
de confianca serd globalmente convergente se seus passos obtém uma redugdo suficiente
no modelo my, isto é, se a reducdo no modelo m; € pelo menos algum multiplo fixo do
decréscimo obtido pelo passo de Cauchy a cada iteracao.

Note que se sempre tomarmos o ponto de Cauchy como nosso passo, esta-
remos simplesmente implementando o método do Gradiente com uma escolha particular
do tamanho do passo. Mas este método tem um desempenho pobre mesmo se os pas-
sos 6timos forem usados a cada iteragdo. Por esta razdo devemos aperfeigoar o ponto de
Cauchy para obter uma solugao aproximada melhor do subproblema.

O ponto de Cauchy nio depende fortemente da matriz By, que € usada ape-
nas no célculo do passo. Convergéncia rapida pode ser esperada apenas se By tém a funcdo
de determinar tanto a dire¢cao do passo assim como seu tamanho.

Virios algoritmos que geram solugdes aproximadas p; para o subproblema
(1.2) comecam calculando o ponto de Cauchy e entdo tentam melhord-lo. A estratégia de
aperfeicoamento ¢ frequentemente projetada para que o passo inteiro p; = —B'Vf; seja
escolhido sempre que By € positiva definida e || py || < Ay

Vamos considerar dois métodos que apresentam as caracteristicas acima

citadas.



1.3.1 O Método Dogleg

Sabemos que a solu¢do do subproblema (1.2) depende do raio da regido
de confianca A. Quando By é positiva definida, o minimizador irrestrito do modelo m; é
o passo inteiro pV = —B;'Vf;. Se este ponto é vidvel, ele serd uma solu¢do. Assim, a

solucdo p*(A) é dada por

p*(A) = p¥, quando ||pN|| <A.

Quando A € pequeno, a restricao ||pi|| < A assegura que o termo quadratico no modelo
my tem pouco efeito na solugdo de (1.2). A solucdo verdadeira p(A) € aproximadamente a
mesma solucdo que obteriamos minimizando a fun¢ao linear f; + V fkT pi sobre ||pill < A,

isto €,

Vi

(D) ~ —A—r
P IVl

quando A € pequeno.

Para valores intermedidrios de A, a solu¢do p*(A) segue a trajetdria curva como na figura

(1.1).

. 0@9 .............................
o@q ““““ AT
R ™. Novo
Passo de
Cauchy
Trqje’ro’rio
" Passo do Otima

Dogleg

Figura 1.1: O passo do método dogleg.

O método dogleg encontra uma solucdo aproximada substituindo a tra-
jetdria curva por um caminho constituido por dois segmentos. O primeiro segmento vai

da origem ao minimizador irrestrito sobre a direcdo de maxima descida definido por



c__ VEVk

-y
V1BV fi S

enquanto o segundo segmento vai de p¢ até p". Formalmente, denotamos esta trajetéria

por p(t) para T € [0, 2] em que

50 pC, 0<t<l, (L7
T) = )
P Pt =¥ =p), 1<r<2.

O método dogleg escolhe p que minimiza o modelo m ao longo do caminho,
sujeito a regido de confianga. De fato, ndo € necessario nem realizar uma busca, pois o
caminho dogleg intersecta a fronteira da regido de confianca no maximo uma vez e a
interseccdo pode ser calculada analiticamente. Vamos provar estas afirma¢des no seguinte

Lema.
Lema 1.1. Seja B definida positiva, entdo:
(i) ||p(7)|| € uma funcdo crescente de 7, e
(ii) m(p(t)) é uma funcdo decrescente de T.
Prova: E facil mostrar que (i) e (ii) valem para 7 € [0, 1], assim voltamos nossa atenco

paraocasode 7 € [1,2].
Para (1), defina h(a) por:

1
ha) 7 IpCL + @)l

1
= [l + e - PO’
“UI

1 1
= 3 1PCI" + ap" (" - p©) + e [P = p

O lema € provado se mostrarmos que #'(¢) > 0 para @ € (0,1). Agora, tomando g =
V f(x;) temos

10



, T 2

W@ = -p< (¢ -p")+alp®-p"|
T

—-p< (p© - p")

_ &g . 8'g
g"'Bg g"'Bg

\%

g+ B‘lg)

_ nggTB‘lg( _ (gfey )
g"Bg (8"Bg)(g"B'g)
0

\%

em que a dltima desigualdade vem do lema 1.2.

Para (ii), definimos 2(e) = m(p(1 + @)), isto &,

o 1
he) = f+g (P +a(" -p9))+ 5(pc +a(p" = pN' B + ap” - p)

€ mostramos que iz’(a) <Oparaa € (0,1).

(@)

" = p)"(g + BpS) + a(p" - p)" B(p" - p©)
(" = p"(g + Bp© + B(p" - p))
" -p)"(g+Bp") =0

IA

concluindo a prova.

Lema 1.2. Seja g € R" e seja B € R™" uma matriz definida positiva. Entdo

r gTB‘lg( I O )>0
g’ Bg (&"Bg)(g"B )] ~

Prova: Sabemos que g’g = |iglI* > 0,¥g € R”. Como B ¢ definida positiva, temos que

g¢' B 'g e g" Bg sdo valores positivos. Sejam u = B'/?ge v = B™'/?g, assim

11



- 2 - -
lB'29) B g|” < [(B"29)"(B'g)I(B'7g)" (B™'9)]
- 2 -
ls" BB g|" < (s"Be)(g"B'g)
(89" < (¢'Bo)g'B'g)
(g"8)’ <
(¢"Bg)(g"B™'g)
@y 0
(¢"Bg)(¢"B'g)
Portanto,
r gTB‘lg( (8" )>0
g'Bg (8"Bg)(g"B'g)) ~

concluindo a demonstragio do lema.
]

Segue do Lema 1.1 que o caminho p(7) intersecta a fronteira da regido de
confianca |[p|| = A em exatamente um ponto se || pY || > A, e em nenhum ponto caso
contrério. Visto que m é decrescente ao longo do caminho, o valor escolhido de p serd em
pV se ||pN|| <A.

Se || pV || > A, escolhe-se o ponto de interseccao do dogleg com a fronteira

da regido de confianca. Para este caso, calcula-se o valor de 7 resolvendo a equagao:

|p€ + ad|” = A2

emqued=1-1led=p"-pC.

Observe que resolver a equagdo acima é o mesmo que resolver

1P| +24p" d + 22l = A2
ou ainda,
(1) 2 + (20" )+ (] - ) =0

As solucdes para esta equagdo de segundo grau sdao dadas por

~2pTd = J(2pTd)} - 41l (1p1F - A2)
2| '

A=

12



Como || pC” < A, é facil ver que hd sempre uma raiz positiva e uma negativa.
A solugdo positiva € a que corresponde com a interseccdo do dogleg com o limite da regiao
de confianga. Assim, a intersec¢ao do dogleg com o limite da regido de confianca acontece

quando

2
20" = )+ @Y - pO) 41— (1 )
T = +
21lp~ = peI°

1.3.2 O Método CG de Steihaug

O método dogleg descrito anteriormente requer a solu¢do de um sistema
linear envolvendo a matriz B a cada iteragdo. Quando B € grande, esta operacdo pode
ter um alto custo computacional, de forma que devemos considerar outras técnicas para
encontrar uma solucdo aproximada de (1.2) que ndo exija a solugdo exata de um sistema
linear mas ainda assim produza uma melhora em relacdo ao ponto de Cauchy. O método
CG de Steihaug € uma técnica com estas propriedades e € baseada no algoritmo gradiente
conjugado, um algoritmo iterativo para resolver sistemas lineares com matrizes simétricas
positivas definidas. O algoritmo gradiente conjugado (CG) estd descrito no Apéndice deste
trabalho, neste momento vamos apenas comentar as diferengas entre 0 CG e o método de
Steihaug; que sdo essencialmente que o algoritmo de Steihaug termina ou quando encontra
uma direcdo tal que ||p|| < A ou quando encontra uma dire¢ao de curvatura negativa em B.

O método CG de Steihaug pode ser declarado formalmente como segue:
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Algoritmo 2: CG de Steihaug

Entrada: £ > 0
Saida: direcdo p

1 Faca py=0,ry=g,dy = —ry
2 k—20
3 enquanto ||ry]| > € faca

4 se d] Bd, < 0 entio

5 Encontre 7 tal que p = p; + 7d;, minimiza m(p) e satizfaz
Ipll = A;

6 Retorna p

7 senao

8 a = rkTrk/d,ZBdk

9 Pi+l = Pr + idy

10 fim

11 se ||pis1ll = A entao

12 Ache 7 > 0 tal que p = p; + 7d; satisfaz ||p|| = A;

13 Retorna p

14 senao

15 Trel = 1 + aiBdy

16 fim

17 se |11l < €llrol| entao

18 Retorna p = piyq

19 senao

20 Brr1 = rkT+1rk+1/rkTrk

21 di1 = — Tt + Brarde

22 fim

23 ke—k+1

24 fim

Relacionando este algoritmo com o Algoritmo CG do Apéndice, notamos
que o vetor p toma o lugar de x, a matriz B toma o lugar de A e o vetor —g toma o lugar
de . A mudancga de sinal na substituicdo b — —g propaga-se através do algoritmo.

O algoritmo CG de Steihaug difere do CG padrao nos dois primeiros co-

mandos se dentro do loop enquanto. O primeiro comando se encerra o0 método se a
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direcdo corrente d; € uma direcdo de curvatura nula ou curvatura negativa em B. O se-
gundo comando se termina o método se py,; viola a fronteira da regido de confianga. Em
ambos os casos um ponto final p é encontrado intersectando a dire¢do corrente com a
fronteira da regido de confianca.

A inicializagdo py = 0 é uma caracteristica decisiva do método. Apds a

primeira iteragdo (assumindo ||ry|| > &), temos

p1 = aody = Mdo = _gT_gg,
d§ Bd, ¢’ Bg
que € exatamente o ponto de Cauchy. Como cada iteracio do método gradiente conju-
gado reduz o modelo m(-), este algoritmo cumpre a condi¢do necessaria para convergéncia
global.

Outra propriedade importante do método é que cada estimativa p; tem
norma maior que a estimativa anterior. Esta propriedade € outra conseqiiéncia da inicializa-
cdo po = 0. Sua principal aplicagdo € que devemos parar de iterar assim que a fronteira da
regido de confianga for atingida, pois nenhuma outra iteragdo que forneca um valor mais
baixo em m(-) estard dentro desta regido. Declaramos esta propriedade formalmente no

seguinte Teorema.

Teorema 1.1. A segqiiéncia de vetores gerada pelo Algoritmo CG de Steihaug satisfaz

0 =lipoll, <+ < ||pill, < |pseill, <+ < llpll, < A.

Prova: Veja NOCEDAL [7].
[

Deste Teorema, notamos que as iteracoes do Agoritmo CG de Steihaug per-
correm pontos p; que movem-se em algum caminho interpolador de p; até p, um caminho
em que cada passo aumenta sua distancia do ponto inicial. Quando B € positiva definida,
este caminho pode ser comparado ao caminho do método dogleg, pois ambos os métodos
se movem do passo de Cauchy p® ao passo inteiro p", até que a fronteira da regido de

confianga intervenha.
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1.4 Escalamento

Problemas de otimizacao freqiientemente apresentam um escalamento ruim
- a func¢do objetivo f € altamente sensivel a pequenas mudangas em certas componentes
do vetor x e relativamente insensivel a mudancas em outras componentes. Um sintoma
de escalamento ruim € que o minimizador x* encontra-se em um vale estreito, e entao os
contornos da fun¢do f(-) proximo de x* tendem a elipses alongadas. Os algoritmos podem
apresentar um desempenho fraco a menos que compensem o escalamento ruim.

Lembrando a defini¢do de regido de confianca - uma regido ao redor da esti-
mativa corrente dentro da qual o modelo m(-) € uma representacdo adequada da funcao ob-
jetivo f(-) - podemos notar que uma regido de confianca esférica nao é apropriada no caso
de fungdes com um escalamento ruim. Podemos confiar que o modelo m,(+) seja razoavel-
mente exato apenas para distancias pequenas ao longo das dire¢es altamente sensiveis,
mas que seja seguro para grandes distancias ao longo das dire¢cdes menos sensiveis. Visto
que a forma da regido de confianca deve ser tal que nossa confianga no modelo seja mais
ou menos a mesma em todos os pontos da fronteira da regido, devemos considerar regides
de confianca elipticas nas quais os eixos sdo menores nas direcoes mais sensiveis e mai-
ores nas dire¢cdes menos sensiveis. Regides de confianga elipticas podem ser definidas

por

IDpll < A,

em que D € uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos, fornecendo o seguinte

subproblema de regido de confianca escalado:

1
minimizar my(p) = fi + V flp+ 3 p'Byp  sa. ||IDpll < Ay (1.8)
PER”

Quando f(x) € altamente sensivel ao valor da i-€sima componente x;, tomamos o elemento
diagonal correspodente d;; de D grande. O valor de d; deve ser proximo de zero para
componentes x; menos sensiveis.

Todos os algoritmos discutidos até o momento podem ser modificados para
o caso de regides de confianga elipticas. No procedimento para o cédlculo do ponto de
Cauchy, por exemplo, sdo necessdrias mudancas em (1.4) e (1.5). A seguir descrevemos a
versao generalizada.

Encontrar o vetor pi que resolve
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pe=minfe+ Vip  sa IDpl < Ay (1.9)

Calcular o escalar 7, > 0 que minimiza mk(Tpi) satisfazendo a fronteira de regido de

confianga, ou seja,

n = minm(rpy)  sa. |[tDpi| < A (1.10)
™
P;f = TkP?

Para esta versdo escalada, encontramos

Ay

S
Pr = ||D lka

|| _2 fka

e o tamanho do passo 7y € obtido da seguinte modificacdo de (1.6):

_ 1 se Vf}{TD_szD_Zka <0
- min(||D'VfIP /(A fI D2BD™2V ), 1) caso contrdrio.

Uma alternativa mais simples para ajustar a definicao de ponto de Cauchy e
os algoritmos descritos até agora a regido de confianca eliptica € reescalar as varidveis p no

subproblema (1.8) de modo que a regido seja eliptica nas varidveis escaladas. Definindo

e substituindo em (1.8), obtemos

1
minirjgizar m(p) = fi + kaTD p+ szD B.D'p s.a. ||pl] £ Ag.
PER”

A teoria e os algoritmos podem entdo ser derivados da maneira usual substituindo p por

D'V f, por Vf;, D"'B;D™! por B, e assim por diante.
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Capitulo 2

Sistemas Nao-Lineares com Restricoes

de Caixa

Vamos considerar o problema de encontrar a solu¢ao de um conjunto de

equagdes nao-lineares com restrigdes de caixa, isto é, encontrar um vetor x € R” tal que

F(x) =0, x e (2.1)

em que F' : X — R" é uma aplicag¢do continuamente diferencidvel e X € R” é um conjunto

aberto contendo a caixa n-dimensional

Q={xeR"/I<x<u}

Os vetores [ € (R U —00)" e u € (R U +00)" sdo cotas inferiores e superiores sobre as
variaveis de modo que o conjunto € tenha interior nao vazio.
Com a intencdo de resolver este problema, olhamos primeiro para o pro-

blema irrestrito

F(x) =0, x€R". (2.2)

Analisando os varios métodos na literatura cldssica que tentam resolver o sistema de
equagdes nao-lineares sem restri¢des (2.2), notamos que a maioria deles € baseada no
método de Newton.

O método de Newton para sistemas de equacOes nao-lineares € um proce-

dimento iterativo que pode ser resumido da seguinte maneira: dado x, € R”, em cada
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iteracdo resolve-se

—F(x) (2.3)

F' (X)) pr

Xierl = X+ Dr

Este método tem a vantagem da convergéncia quadratica quando comegando
de uma boa estimativa inicial se a matriz Jacobiana de F avaliada na solugio x*, dada por
F’(x"), € nao-singular. Mas também tem as desvantagens de ndo apresentar convergéncia
global para muitos problemas, de avaliar para cada k a matriz F’(x;) e de requerer em
cada iteragdo a solu¢do do sistema de equacdes lineares (2.3) que pode ser singular ou mal
condicionado. Os métodos existentes para resolver sistemas nao-lineares irrestritos tentam
contornar estas desvantagens para obter convergéncia.

Meétodos globalmente convergentes para o problema irrestrito F(x) = 0
podem ser inadequados para resolver o problema com restricdo de caixa (2.1). De fato, tais
métodos sdo propensos a encontrar solugdes falsas, isto €, vetores que satisfazem F(x) = 0
mas ndo pertencem a . A existéncia de solucdes falsas pode afetar desfavoravelmente o
desempenho de algoritmos numéricos, € a maioria dos métodos numéricos ird convergir
tanto para solucdes falsas como para solugdes significativas. Ainda, mesmo que uma
solugdo significativa esteja no interior estrito do conjunto vidvel, tomar um ponto inicial
na vizinhanga desta soluc@o ndo € garantia de evitar uma solugdo falsa.

Neste capitulo vamos apresentar um método que combina idéias do método
classico de regido de confiancga para resolver o sistema de equagdes irrestrito F(x) = 0, x €
R", e a abordagem afim escala para a solucdo de problemas de otimizagdo restrita dada
por Coleman e Li [6]. Grande parte da teoria deste capitulo estd fundamentada em [1] e
[2] de Bellavia, Macconi € Morini.

Basicamente, o método usa regides de confiancga elipticas definidas por uma
mudanca de escala. A escala € determinada pela proximidade da estimativa corrente a
fronteira da caixa, permitindo que um passo mais longo seja tomado dentro da regiao
vidvel.

Uma propriedade importante do método descrito a seguir, € a exigéncia de
que todas as iteragdes estejam no interior estrito de (). Para manter a viabilidade estrita,
sdo realizadas limitacdes apropriadas do passo escolhido, se necessédrio. Desta forma,
nosso método pode trabalhar com problemas nos quais a funcdo F nao estd definida fora
de Q. Por outro lado, nosso método se reduz a um método de regiao de confianca padrao

para sistemas nao-lineares irrestritos quando Q = R".
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2.1 Descricao do Método

Nesta sec@o vamos generalizar a idéia de regido de confianca para sistemas
de equagdes nao-lineares irrestritos para o problema com restricdes limitadas (2.1) e pro-
por um método que gera aproximacodes da solucdo estritamente vidveis. Observamos que
a exigéncia da viabilidade estrita € fundamental pois a violagdo de uma restricdao implica
em que a funcdo F ndo retorna nenhum valor.

Dado x; € int(QQ) e uma direcao de busca py, olhamos ao longo de p; para a
proxima iteracdo xi,; em Q. Seja A(p,) o tamanho do passo ao longo de p; até a fronteira,

isto €

00 se Q=R"

- 2.4
AP {miniA,»(pk) se QCR" 9

em que, paracadai=1,2,...,n, A;(p;) é dado por

Li=(x)i ui—(xp)i
Ai(pk) — max{ (Pk)ki ’ (Pk)]; bose (Pk)i # 0, (2.5)
00 se (pu)i = 0.

Note que se A(py) > 1, entdo x;+ p; esta dentro de €; caso contrario, uma redug¢do no passo
ao longo de p; serd necessdria para ficar no interior de . Seja 6 € (0, 1) uma constante

fixa, {(py) €é dado por

1 1 1,
() = { se Apy) > (2.6)

max{d, 1 — ||p«ll}A(px) caso contrario

a(pi) = {(pi)Pk- (2.7)

Entdo, para garantir que a nova iteracao seja estritamente vidvel em relac@o as restricoes

de caixa, tomamos

Xpr1 = X + a(pr).

Vamos agora considerar o problema de escolher a dire¢do de busca p;. No
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contexto de sistemas ndo-lineares irrestritos, se x; € uma boa aproximacao de uma solugdo,
7 . 2, . N ~ N ~
o método de Newton pode ser aplicado e p; € tomada igual a solugdo p;’ da equagdo de

Newton

F,pY = —F;. (2.8)

No entanto, para definir um processo iterativo robusto, o método de Newton pode ser
incorporado em um esquema de regido de confianca globalmente convergente. Na abor-
dagem classica de regido de confianca, uma regido ao redor da estimativa corrente x; €

definida. Dentro desta regido, o modelo quadrético

1 ’ 1 ’ 1 4 ’ 1 4 ’
m(p) = SIFip + Fd = SIFAP + F{Fip+ Sp" F'Fip = fe+ VA p+ Sp" F Fip

€ confidvel para representar adequadamente a fungdo de mérito

1
fx) = EIIF(X)Hz.

Portanto, a direcao de busca p; € o vetor solu¢ao do subproblema

rr;in{mk(p); IPll < Adt, (2.9)

para um raio da regido de confianca A; dado. Quando o sistema ndo-linear € restrito,
temos que considerar que a exigéncia da viabilidade estrita pode levar a redugdes no passo
escolhido p;. Em particular, se a dire¢do do passo aponta para uma restricao que esta
préxima, uma frac@o excessivamente pequena de p; deve ser tomada para ficar no interior
de Q e isto pode impedir a convergéncia da seqiiéncia {x;} para uma solucao de (2.1).
Para prevenir estes problemas, usamos a aplicacdo afim escala proposta por Coleman e
Li no contexto de minimiza¢ao ndo-linear com restricdes limitadas [5, 6]. Seguindo estas
referéncias, vamos considerar o gradiente F’7(x)F(x) da fungdo de mérito f, a fungdo

vetorial v(x) com componentes v;(x), i = 1,2, ...,n, dadas por
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vi(x) = x;—uy se (FT(X)F(x);<0 e u<co

vilx) = x;—1; se (FT(xX)F(x)); >0 e [;> - (2.10)
vi(x) = -1 se (FT(0)F(x); <0 e u=o0

vilx) = 1 se (FT(xX)F(x); 20 e wu=-c0

e D(x) a matriz diagonal de escala tal que

D(x) = diag(|vl(x)|—1/2’ |V2(X)|_1/2, e, |Vn(X)|_1/2).

Observe que embora D(x) possa ndo estar definida na fronteira de Q, D~!(x) pode ser

estendida continuamente a fronteira. Denotaremos esta extensdo por D~!(x) para todo
x € Q.

Analisando entdo a regido de confianca eliptica

IDipll < Ay,

em vez de considerar o subproblema de regido de confianca (1.2), vamos considerar o

seguinte subproblema de regido de confianca eliptico

m[jn{mk(p); IDipll < Ag}. (2.11)
Para este subproblema, o ponto de Cauchy é o ponto que minimiza m; ao

longo da direcdo de maxima descida escalada d; = —D}*F," F sujeito a fronteira da regido
de confianca, ou seja,

p = 1id; = D *F," F (2.12)

em que 7, = I£1>1(§1 my(tdy) s.a. ||[tDid;|| < Ay. Pode-se verificar que 74 tem a forma

IDIvAl A
lF2v A" 00 VA

T) = min

(2.13)

Ainda, a respeito da solugcdo p; do problema (2.11), sabemos de [13], Lema 6.4.1, que

existe um parametro y; > 0 tal que py resolve o sistema linear
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(D.'F'F,D;" + we)Dipy = —=D;'F}' F,. (2.14)

O uso da matriz de escala permite que um passo eficaz seja tomado mesmo
quando a direc@o escolhida estd proxima de uma fronteira da caixa. Consequentemente
as restricoes nao irdo impedir que um passo relativamente grande ao longo de d; seja
tomado. Desta forma, o subproblema de minimizag¢ao (2.11) trabalha com as restri¢des
implicitamente através da matriz diagonal Dj.

Note que o tamanho da regido de confianca A; ndo tem a intengao de fazer
cumprir as restricoes. Portanto, para manter a viabilidade estrita, uma redu¢io no passo
ao longo da solugdo p; de (2.11) pode ser necesséario. Este fato origina um passo da forma
2.7).

Para obter convergéncia global, € suficiente encontrar um vetor p; tal que
a(py) forneca uma redugdo suficiente no modelo quadratico my;. Esta reducdo nova-
mente serd quantificada em termos do ponto de Cauchy p®, ou seja, levando em conta

as restri¢oes dadas, verificamos se a condi¢ao

m(0) — my(a(pr)) >

2.15
e(0) — me(a(pC) =P .15)

i (pr) =

¢ satisfeita para uma constante fixa 8; € (0, 1]. Note que a solu¢do do subproblema de
regido de confianca (2.11) satisfaz a condic@o (2.15) mas se uma reduc@o no passo for
necessaria, isto €, se a(py) # px, entdo a condi¢cao (2.15) ndo € necessariamente satisfeita.

A condig¢do (2.15) ndo garante uma boa concordancia entre o modelo qua-

drético my e a funcdo objetivo f. Desta forma, exigimos que p; satisfaca

S = f(x + a(pr))
@) —mea(pe) P2 (2-16)

p{(pk) =

em que 3, é uma constante dada tal que 5, € (0, 1).

As condigdes (2.15) e (2.16) sao analisadas da seguinte maneira: se (2.15)
ndo ¢ satisfeita, deixamos a direc@o corrente p; e tomamos p; = p¢. Entdo procedemos
como na estratégia cldssica de regido de confianca, isto €, se a condicdo (2.16) € satisfeita,
tomamos x; + a(p;) como proxima estimativa. Caso contrario, o passo a(py) € rejeitado e

diminuimos o tamanho da regido de confianca fazendo
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Ay = min{a; Ay, @, [|Dira(po)ll}, (2.17)

para constantes @, @, tal que 0 < @; < @, < 1 e um novo passo deve ser calculado.

O mecanismo descrito acima de aceitacdo do passo ndo termina o algo-
ritmo, no sentido de que um passo a(py) aceitavel € determinado em um ntimero finito de
reducdes do raio da regido de confianga, como veremos adiante.

Uma vez que o passo a(py) € aceito, o raio da regido de confianca é atua-
lizado de acordo com as regras padroes. Sabemos que se o raio da regido de confianga é
muito pequeno em relagdo a concordancia entre o modelo e a fungdo objetivo, o método
perde a oportunidade de dar um passo que obteria uma melhora substancial na estimativa.

Portanto, ao final de cada iteragdo, testamos a condi¢ao

fooy = SO = fOu + alp) )18
PP = O - miatp) =P 19

em que B3 € (0, 1] € uma constante dada tal que 8, < 83 < 1.
Se a condi¢do (2.18) € satisfeita, permitimos um aumento no raio da regido
de confiangca e tomamos

A1 = max{Ag, 2 [|Dra(poll},

caso contrdrio, o raio da regido de confianca ¢ mantido o mesmo.

Estas consideragdes nos levam ao seguinte algoritmo:
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Algoritmo 3: Método de Regido de Confianca Escalado
Entrada: x, € int(Q), A >0,0€(0,1),0<a; <ap <1,

ﬁl E(O,l],0<ﬁ2 <ﬁ3 <1
Saida: solugdo x*

1 k—0

2 Calcule a matriz Dy

3 enquanto p{ (pi) < B> faca

4 Calcule p, = minyp, <, "(p)

5 Calcule p€ usando (2.12) e (2.13)

6 Calcule a(py) e a(p©) usando (2.6) e (2.7)
7 Calcule p€ (py) usando (2.15)

8 sepl(py) <P entdo

9 pr = p©
10 fim
11 Tome A; = A; e diminua Ay usando (2.17)

12 Calcule p‘,f (pr) usando (2.16)

13 fim

14 Tome xpi1 = X + a(py) € Ay = A}

15 se p{(pk) > (5 entao

16 Tome Ary; = max{A, 2||Dra(pll}
17 senao

18 Tome Ay,1 = Ag

19 fim

20 ke—k+1

21 X° — xp

Para tornar este algoritmo prético, precisamos resolver o item 4. Na préxima
secdo, descreveremos duas estratégias para encontrar solu¢des aproximadas, que atingem

no minimo tanta reducao no modelo m; quanto a redugdo alcangada pelo ponto de Cauchy.
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2.2 O Subproblema de Regiao de Confianca Eliptico

Para determinar a estimativa x;,; a partir de uma estimativa corrente x; €

int(Q), precisamos resolver o subproblema de regiao de confianga eliptico

mpin{mk(p); IDepll < Ax}, (2.19)

em que A € o raio da regido de confianca, D; € a matriz diagonal de escala e m(p) é o

modelo quadrético da funcao objetivo dado por

1 ) 1
m(p) = SWFp + Fill = fi+ VA p+ 5" FI Fip
A primeira estratégia que vamos considerar com a inten¢ao de resolver este
problema é o método dogleg. Uma vez que ja analisamos como este método resolve o
subproblema de regido de confianca padrdo, a idéia é simplesmente fazer uma mudanca
de varidvel para resolver o subproblema eliptico.

Ja sabemos que o passo de Newton pkN dado pela solu¢ao da equagao

F;pY = —F;

resolve (2.19) se A, € grande o suficiente para que ||kakN || < Ay seja satisfeito.
Por outro lado, se ||Dk p,iv || > A, calculamos uma solu¢do aproximada do
problema (2.19) reescalando a varidvel p de forma que a regido de confianca seja esférica

na variavel escalada. De fato, definindo p = D;p e substituindo em (2.19) obtemos

min{if(p) = fi + Vi D'p+ EpT<Dk1FkTFka1)p; 151l < Al (2.20)

Se || ﬁkN || = ||kaiv || > Ay, calculamos uma soluc¢dao aproximada usando o
método dogleg, ou seja, aproximamos a trajetdria curva 6tima por um caminho constituido
de dois segmentos. O primeiro segmento vai da origem ao minimizador irrestrito pj’ do

modelo /i (p) ao longo da direcdo de maxima descida D'V f;:

iy £ |
L7
Irio7]

~U __

Vfi (2.21)
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enquanto o segundo segmento conecta j; a ﬁkN . O método dogleg aproxima a solugdo py

de (2.20) calculando o minimizador do modelo 771 ao longo deste caminho, isto é,

N :{ ADIVEIDEVA] se |5 = A

i+ (1 —w(py — p¥) caso contrério,

em que u € a solugdo positiva da seguinte equagao quadratica

P2 AL (2.22)

Por fim, para voltar ao espaco original e calcular uma solugdo aproximada p; para (2.19),

pi+ =@y - pY

basta tomar py = D' py.

As consideracdes anteriores levam ao seguinte algoritmo:

Algoritmo 4: Método Dogleg

Entrada: p), Vf;, Dy e A
Saida: direcdo py
1 se ||kakN|| < A, entdo

2 pp=p) epare.
3 fim
4 Calcule p{ usando (2.21).

5 se | PY|| = A entdo
6 P =MDV i) ||D,;1ka||
7 Senao

8 P = DipY
9 Calcule y resolvendo (2.22) e tome py = pil + (1 — ,u)(ﬁf{v - D)
10 fim

11 Tome p; = D;' py.

A segunda estratégia que vamos analisar para resolver o problema (2.19) é
o método CG de Steihaug. Como ja vimos anteriormente, a implementacao de Steihaug
utiliza o algoritmo gradiente conjugado para encontrar uma solucdo aproximada para o
sistema (2.8) sujeito a regido de confianga. No caso do subproblema de regido de confianga

eliptico, novamente a idéia é fazer a mudanca de varidvel p = Dyp e trabalhar com o
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Algoritmo 2 no espacgo escalado. Desta forma obtemos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 5: CG de Steihaug Escalado

Entrada: € > 0
Saida: direcdo p

1 Facapy=0,ry=D"'g,dy = —ry
2k—0

3 enquanto ||r¢]| > € faca

4 se d{ D™'F;"F;D™'d, < 0 entdo

5 Encontre 7 tal que p = py + 7d;, minimiza m(p) e satizfaz
Ipll = A;

6 Retorna p

7 senao

8 ay = rgrk/d,{D‘lF,’cTF,;D‘ldk

9 Pik+1 = Pi + audy

10 fim

11 se ||pis1ll = A entao

12 Ache 7 > 0 tal que p = p; + 7d; satisfaz ||p|| = A;

13 Retorna p

14 senao

15 Tigl = 1 + akD‘lF,’CTF,’{D_ldk

16 fim

17 se |71l < €]lrol| entao

18 Retorna p = piyq

19 senao

20 Brst = 1 Fest [T Fe

21 die1 = —Trs1 + Brrrdi

22 fim

23 k—k+1

24 fim

No capitulo seguinte vamos analisar a convergéncia do método. Esta ¢ feita
sob certas hipdteses que sdo padrdes no contexto de sistemas de equagdes nao-lineares. O
método € globalmente convergente e a taxa de convergéncia para uma soluc@o no interior

de Q € quadrética.
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Capitulo 3
Resultados de Convergéncia

Neste capitulo vamos investigar as propriedades de convergéncia dos métodos
descritos anteriormente. Primeiro, sejam r > 0 e L = [J; o{x € Q;|lx — x| < r} uma

vizinhanca de toda a seqii€ncia {x;} gerada pelo método. Entdo, sob as hipdteses:

(A1) F’ é Lipschitz continua em L, com constante de Lipschitz 2y, ;

(A2) ||[F'(x)|| é limitada superiormente em L;

vamos declarar os seguintes resultados principais:

e se {x;} é limitada, entdo todos os seus pontos limites sdo pontos estacionarios para o

problema ming f

e se {x;} é limitada e existe um ponto limite isolado x* tal que F’(x*) € invertivel e
F(x*) =0, entdo

@ IFl = 0exx — x™;
(b) se ||Dk p,/cv || —0el( pQ’ ) € limitado fora do zero, entao ||Fy|| — 0 g-linearmente;
(c) se ||kakN|| — 0e {(p)) — 1, entdo {x;} — x* g-superlinearmente;

(d) se o ponto limite x* € int(Q2), entdo x;, — x* q-quadraticamente.

Para discutir as propriedades tedricas do método, vamos usar a notacao:

ared(p) = f(xp) — fOx + a(p)), pred(p) = m(0) — my(a(p)).

29



Os préximos dois lemas fornecem a relagdo entre a reducdo atual ared na

funcao f e a redugdo prevista pred pelo modelo quadratico m;.

Lema 3.1. Assuma que (Al) é satisfeito e seja (xy, py) dado por

1
(X, ) = v IFell + 57% lla(poll® - (3.1

Entdo todo vetor py tal que ||F,’(a(pk) + Fk“ < ||Fll satisfaz

ared(py) > pred(pi) = £(xi, pi) led(pII (3.2)

Prova: Como F(x; + a(py)) = F(x;) + fol F'(x¢ + Ea(pr))a(py)dé, temos

IF e+ a(p)IP = IF () + F'(xed(pe) + w(xi po)li

em que

1
w(Xy, pr) = I) (F'(xx + éa(pr)) — F'(x)a(pr)dé.

Portanto, obtemos

1
me(p)) = fla+ alp)l = SIIF(x) + F "(x)a(pOIl = IF (i + a(p)Il |

1
< NF(a) + F(xda(poll llw(x, poll + 3 llw(xe, Pl - (3.3)

Pela continuidade de Lipschitz de F’, obtemos

(e poll < v lla(poll,

e usando ||F'(xp)a(pr) + F(xp)ll < ||F(x)ll e (3.1), a desigualdade (3.3) se torna

Imi(a(pr)) — O + a(p)l < e(xi, p) lla (Pl
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Como m(0) = f(x;), esta desigualdade implica em que

fGa) = my(a(py) + m(a(pr) — f(x + a(pr))
pred(py) — [mi(a(pr)) — f(xx + a(pi)| = pred(pr) — e(xk, pi) ||a/(Pk)||2 .

ared(py)

2

Lema 3.2. Assuma que (Al) € satisfeito e F é invertivel. Seja a(py) o passo tomado na
k-ésima iteracdo do método e (xy, px) dado por (3.1). Entdo, a seguinte desigualdade é

satisfeita:

ared(py)
pred(pi)

> 1 = 2e(xp, pr) ||F1’<_1||2'

Prova: Veja BELLAVIA, MACCONI e MORINI [1].
|

Vetores p; que satisfazem (2.15) podem ser caracterizados como vamos

mostrar no seguinte lema.

Lema 3.3. Se p; satisfaz (2.15) entdo

D_IF'TF 0\|\D;'FTF
pred(Pk) > %ﬁl ||D/ZIF,LTFk||m1n {Ak’ || k|| || k k k||} (3 4)

CECEDLIFTER,

em que 0 é a constante usada em (2.6).

Prova: Veja BELLAVIA, MACCONI e MORINI [1].
|

Na seqii€éncia vamos mostrar que cada iteragdo do método estd bem defi-

nida.

Lema 3.4. Assuma que (Al) é satisfeito. Na k-ésima itera¢do do método, se F, é ndo-

singular e Fy # 0, entdo o loop-enquanto termina.
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Prova: Seja Ay tal que

(3.5)

wemaf 2CTCEL ol

e I ED IFFL

Como ||F,’(a/(pk) + Fk” < ||Fy||, sabemos do Lema 3.1 que a desigualdade

(3.2) vale. Para provar este lema vamos explorar este fato e relacionar ||a(py)|| € pred(py).
Note que ||D;1F,'<TFk|| # 0, (3.5) e (3.4) implica A, < Cipred(py), em que
Cv =2/B ||D,;1F1’CTF,<||). Lembrando que ||Dypi|| < Ax, obtemos

la(poll < llpill < || D' pi| A (3.6)

€ portanto

l(pll < llpill < ||Di* pe|| Crpred(pp. (3.7)

Entao, por (3.2), (3.6) e (3.7) temos

pred(py) — e IFAI D! | A + @22 |DE | A9 llepol
pred(pu)(L — | D7 || e 11D || A + G2 /2 D] A,

\%

ared(py)

\%

e podemos verificar que existe um A* > 0 tal que

(1 = |0 v WEN D | A + 22 [P AD) = B

para todo Ay < A*. Evidentemente, para tais A;’s obtemos

ared(py) = Bopred(py),

o & - 1D FIFl ellpy T F|
*
isto é, (2.16) vale para A; < min {A oo FEFD ) AL

como o valor inicial de A; no Passo 3 do Algoritmo 3, o loop enquanto termina com

}. Desta forma, tomando A,

Ay > minfA, AL},
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em que

A’}:min{cSlA*, ||D‘1F/TFk|| HHDI;lFI’(TFk”}

CECEDL (FTE,

com 0; = (1/Ap) min{a; A, @, [|Dra(pill}.
|

Para os resultados de convergéncia do método, vamos assumir que a seqii€éncia
{x;} é limitada. Desta forma, falhas devido a falta de pontos limite sdo evitados.

Note que se {x;} € limitada, entdo existe uma constante yp > 0 tal que

||D_1(x)|| <xp, XE€L. (3.8)

Ainda, se a hipétese (A1) € satisfeita, F’(x)” F(x) é Lipschitz continua em L com constante
2y.¥ + ¥* em que ¥ = max{sup,; f(x),sup ., [[F'(x)||} € se a hipitese (A2) ¢ satisfeita
existe um escalar positivo y, tal que o gradiente F}’ F da fungdo de mérito f satisfaz

IFTFill., < xes (3.9)

para todo x € L.
Vamos comecar mostrando que se a seqii€éncia {x;} é limitada, entdo a
seqiiéncia {HDI;IF "TF k||} converge para zero, isto &, todos os pontos limite de {x;} sdo

pontos estaciondrios para o problema ming, f.

Teorema 3.1. Assuma que as hipoteses (Al) e (A2) sdo satisfeitas. Suponha que a seqiiéncia
{x:} das iteragoes geradas pelo método é limitada superiormente. Entdo
lim || D' F7Fy| = 0

Prova: A prova serd feita por contradi¢do. Primeiro, da hipdtese (A2) segue que existe
uma constante positiva y g > 0 tal que ||F ,’(TF ,’{H < xB, Yx; € L. Entdo, de [6] Teorema 3.4,

deduzimos que
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liminf || D' Fi" Fy| = 0. (3.10)
Note que de (3.8) e (3.9) existe uma constante y s > 0 tal que

D™ F' ()" F'x0)Dx)|| < xp x€L.

Portanto, usando (3.4) temos

pred(pk) > —ﬁl ||D lF/TF ”mln{ ”D lF'TFk” 0||D 1F/TFk||}’

Xr Xg

e (2.16) fornece

1
f) = fOa+a(py) 2 —ﬁzpred(l?k)

1 T 1 T
> —ﬂ1ﬁ2||D 'FITF ||m1n{ [ F"” oD F"”}. (3.11)

Xr Xg

Agora vamos supor que exista uma seqiiéncia {m;} tal que ||D;1} F ,’nTile.” >
g para algum &; € (0, 1). Usando (3.10) podemos afirmar que para qualquer &, € (0, &)
existe uma subseqiiéncia de {m;}, sem perda de generalidade vamos assumir que € a

seqiiéncia inteira, e uma seqiiéncia {/;} tal que

|D'F{Fil| 2 &2, mi<k<l ||D;'FF|| < & (3.12)

Entdo (3.11) fornece

& 982

Sa) = fper) 2 —ﬁlﬁzgz min {Ak, —, —} , mi<k<l,
Xf /\/g

e como de (3.6) temos ||xg+1 — Xk|| < xpAx, concluimos que

SO = frer) = %,31,3282 min {M & @} ’

Xp  Xf X
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A seqiiéncia { f(x;)} converge pois € ndo-crescente e limitada inferiormente

por zero. Portanto, f(x;) — f(xi+1) tende a zero. De (3.13) segue que

S = frer) 2 &3l — xell,  my <k <,

para i suficientemente grande e g3 = %,81 B2&>/xp. Entdo, usando a desigualdade triangular

obtemos

, m; < ki < li’ (314)

FGom) = FO) > &3 ||, — X

e podemos concluir que ||xml. - xki” tende a zero. Ainda, pela continuidade de Lipschitz de

F'TF e do fato de que ||xml. - xki” tende a zero segue que

| Foy — FITF|| < &2, (3.15)

para i suficientemente grande.

Sem perda de generalidade, assuma que toda a seqiiéncia x;, converge para
um ponto, digamos x*. De (3.14) temos que {x,, } converge para x* também.

Se (F’(x*)TF(x*))j # 0 para algum 1 < j < n, entdo (2.10) implica

(Vi) j = Vi)l £ 1) — (x4
para i suficientemente grande. Consequentemente ||(D,;}_ - D HYF]'F z,-|| — 0 e portanto

|(D,} = DIYFTFy| < e, (3.16)

para i suficientemente grande. Finalmente, de ||D;1} F ,’nTiF m|| >£1,(3.12),(3.15 e (3.16) e

b

(e R ]

FIF, - FTE + |05 - DR + |0y

temos

&1 < (xp +2e,
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isto €, uma contradi¢do pois &, € (0, g;) pode ser arbitrariamente pequeno.

O seguinte resultado é uma aplicagdo direta do teorema anterior.

Corolario 3.1. Assuma que as hipoteses (Al) e (A2) sdo satisfeitas. Se a seqiiéncia {x;}
gerada pelo método é limitada e existe um ponto limite x* de {x;} tal que x* € int(Q) e
F'(x*) € ndo-singular, entdo ||F;|| — 0 e todos os pontos de acumulacdo de {x;} resolvem

o problema (2.1).

Prova: Veja BELLAVIA, MACCONI e MORINI [1].
|

Observe que pode acontecer de nenhum ponto limite de {x;} satisfazer
F(x) = 0. Neste caso, a matriz D(x)"'F’(x)! é singular em cada ponto limite x*. O
fato de D(x*) "' F’(x*)T ser singular ocorre ou se F’(x*) é singular ou se D(x*)"! ¢ singular.
Este ultimo caso ocorre quando x* estd na fronteira de €.

Na seqiiéncia vamos formalizar as propriedades de convergéncia do método
quando {x;} tem pelo menos um ponto de acumulagdo x* tal que F(x*) = 0 e F'(x*) é

invertivel.

Teorema 3.2. Assuma que as hipoteses (Al) e (A2) sdo satisfeitas e que a seqiiéncia de
iteracoes {x;} geradas pelo método é limitada. Se x* é um ponto limite isolado de {x;} tal

que F(x*) = 0 e F'(x*) é ndo-singular, entdo {x;} converge para x".

Prova: Primeiro, note que se x* € int(€2), as hipdteses F(x*) = 0 e x* ser um ponto limite
isolado sao redundantes. De fato, a hipdtese F’(x*) ser ndo-singular e o Corolério 3.1
implicam em F(x*) = 0. Ainda, da invertibilidade de F’(x*) e da hip6tese (A1) sabemos
que existe uma vizinhan¢a de x* que pertence a in#(€2) em que F’(x) é ndo-singular e
[|F(x)|| > 0 se x # x*. Portanto, do fato de todos os vetores x # x* em tal vizinhanca
verificarem D(x)"'F’(x)" F(x) # 0 e do Teorema 3.1, podemos concluir que x* é um ponto
limite isolado de {x;}.

Como a seqii€ncia {||F||} ¢ mondtona decrescente, esta € também conver-
gente. A hipétese F(x*) = 0 implica ||Fy|| — O.

Tome K = ||F ’(x*)‘1|| e seja p > 0 suficientemente pequeno de forma que
quando x € B,(x") N Q, F’(x)7! existe e |F’(x)‘1|| < 2K. Também, seja {x;;} uma sub-
seqiiéncia tal que x;; — x* e jo o indice tal que x;; € B,(x") N Q quando k; > k;,, Assuma
ki > kj,.
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Em cada passo do método, a nova estimativa x;,; tem a forma x| = x; +
a(pr), o passo a(py) € tal que |la(p)ll < |lpkll € pr pode ser ou a solugao do problema
(2.11) ou o ponto de Cauchy (2.12). Para provar o teorema, vamos mostrar que, para toda
subseqiiéncia {x;} convergindo para x*, limy ., pr, = 0. Entdo, aplicando [14] Lema 4.10,
a prova estéd concluida.

Logo, Fy, —» Oe HF’;J_IH < 2K fornece limy pkNj =0.

Quanto ao ponto de Cauchy p,fj, temos pkcj = —Tij,:sz ,’CITF ¥, €M que Ty estd

definido em (2.13). Entdo, obtemos a seguinte desigualdade:

2
“D‘?F’T F
ki~ Kj

_leeezm ]

- |piFiE,

”/l

Hpk
H F/TFk

pern
Como HF ’,9_1” < 2K, para provar que H png — 0 temos que mostrar
-1 /T 2 -2 T 2
Hij Fi; ijH /HD’W Fy ij“ =0

Com este propodsito, note que

|5 FilF| < Vi |[DF FEFL| = Vv o)l Fig el

paraum indice 1 <ix <ne

D2 F Ry = |DR2FEFL| 2 iGN il

Entao

2
”DZJJ F{'Fy - Vi o IACE Fi)inl)?
sn p
[p2FrE |~ WG] Fyl

e de F,’(kaj — 0 concluimos que prj“ — 0.
Agora, vamos nos concentrar no caso em que py; € a solu¢ao do problema
(2.11) e é diferente de pN Neste caso, sabemos que p;, resolve o sistema linear (2.14)

com k = k;. Entdo, temos que
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(F{Fy + gDy )ps; = FiL Fy,

em que y, > 0. Isto fornece

P Fi Fiupig + e, Dy Py = =P i F (3.17)

Portanto, observando que

’ T T v T N2
= Hijpkj < PiFig Fi P + Hig P Dl P

e usando (3.17) temos

2
Hpkj

F/—l
H kj

Portanto, de (A2) e ||F kj” — 0 concluimos que || pkj” - 0.

T /T 4
‘2 < =piFi; Fry < ”pk./“ Hij ”Fk/”

Resumindo, mostramos que o vetor p;, tende a zero. Dai, cada passo a(py;)
tende a zero e usando [14] Lema 4.10, concluimos que {x;} converge para x*.
[

No seguinte teorema vamos analisar a taxa de convergéncia assintdtica da

seqiiéncia {x;}.

Teorema 3.3. Assuma que as hipoteses (Al) e (A2) sdo satisfeitas e que existe uma solu¢cdo
x* de (2.1) tal que F'(x") é ndo-singular. Se a seqiiéncia {x;} gerada pelo método converge

para x*, entdo a seqiiéncia {A} é limitada fora do zero. Ainda,

(1) Se ”kag ” — 0 e, eventualmente, pkN satisfaz

{p) = 1= 1-pi,

entdo existe c¢ € (0, 1) tal que

IF" (X)) (X1 = XD < e [IF" (") (x = x|
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e ||Fill = 0 g-linearmente.
(Il) Se ”kaf{v” — 0el(pY) — 1, entdo x; — x* g-superlinearmente.

(11l) Se ||kakN || — 0 e, eventualmente, pkN satisfaz {(pkN = 1, entdo x, — x* g-

quadraticamente.

Prova: Tome K = ||F "(x*)7! || Seja p > 0 suficientemente pequeno para que F’(x)~! exista,
|F'(x)‘l|| < 2K sempre que x € B,(x*) N Q. Seja x,, tal que x,, € B,(x") N Q e toda a

seqiiéncia {xi}>m pertenca a B,(x*) N Q. Assuma k > m.

Note que nossas hipéteses implicam em que ||[Fy|| — 0 e |la(po)l| — O.

Para provar o teorema precisamos mostrar que existe um A independente
de k tal que A, > A para k suficientemente grande. Ou seja, ao final do Passo 14 do
Algoritmo 3, precisamos de estimativas de A; que sejam independentes de k. Com este
propdsito, vamos mostrar que p{ (pr) = Bs € satisfeito para k suficientemente grande. Do

Lema 3.2 temos

ared(py)
pred(py)

em que &(x, px) € dado por (3.1). Entdo obtemos

1 = 2&(xg, pr) ||Fl/c_1||2 ’

d
ared(p) | _ 8e(xi, K.
pred(py)
Como [|[Fi]l = 0 e |la(pu)ll — 0 temos que &(xi, pr) — 0. Portanto, existem 0 < § < pe
&> 0tal que
1 —
(X, pr) < S

8K2

sempre que x; € Bs(x") e |la(pr)l| < &. Neste caso, temos

ared(py)
m > B3, (3.18)

isto é, p{( Pi) = B3 para k suficientemente grande, e a condigdo (2.16) € satisfeita.
Agora vamos estabelecer uma estimativa de A; no fim do loop enquanto,
isto é, Passo 3 do Algoritmo 3. Primeiro, vamos denotar por A; o valor inicial de A;.
&

Assuma que A; < < emque xp estd definido em (3.8). Como ||Dypil| < Ak, temos
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lpll < ||DE | IDkpill < xpAx < €

e lla(poll < €. Claro que se o loop enquanto nio diminui Ay, temos A} = Ak no final; mas
se 0 loop enquanto diminui A entdo o penultimo valor de A; € pelo menos = —, dai A} >

no final. Isto &, existe ko > m tal que para k > ky, o loop enquanto termma com

A; >m1n{5k i}
XD

Ainda, se no final do Passo 3 , Ay < )% devido a (3.18), temos Ai1 > Ay = A; no

Passo 15. Por outro lado, se no final do Passo 3, A} > %, entdo no Passo 15 temos

Are1 2 Ap > 610, = 61A; > 61)%. Logo, ao final de cada iteracao temos

)
Ater = min {Ako, ﬁ},

XD

e, por indugdo, temos

liminf A; > 0.

k—00
Portanto, {A;} € limitada fora do zero.
Como temos por hipétese que ||Dk 2 || — 0, segue que para k suficiente-
mente grande pY ¢ € asolugdo do subproblema de regido de confianga e p; (pk ) = Bs.
Agora, se provarmos que a(pk) satisfaz a condi¢do (2.15), podemos con-
cluir que para k suficientemente grande o passo de Newton truncado € usado. Levando em
conta que pred(pY) = 1¢(p1)(2 — Z(pY)) IFillP € pred(pS) < 1 |IF4ll, obtemos

pred(py
pred(p)

Como por hipétese £(py) > 1 — /1 — By, segue que

> {(pH(2 = L(pY)).

Pred(pk )

pred( p =B,

e (2.15) é satisfeito.

Resumindo, para k suficientemente grande, x;,; tem a forma

Xee1 = X+ a(py). (3.19)
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Como ||F,’<(p£’) + Fk” = (1 =2(pI) IIFkll, a(py) pode ser interpretado como
um passo de Newton Inexato e as afirmacdes (I) e (II) seguem do Teorema 6.4.1 e da
Proposicao 6.1.1 em [12].

Finalmente, a afirmacao (III) segue imediatamente de a/(p,’cv ) = pf{v e (3.19).

Por dltimo vamos mostrar um resultado que caracteriza a taxa de con-
vergéncia da seqiiéncia {x;} quando o ponto limite x* pertence a in#(Q2). Este resultado

€ uma conseqiiéncia direta do teorema anterior.

Corolario 3.2. Assuma que as hipoteses (Al) e (A2) sdo satisfeitas. Seja {x;} a seqiiéncia
das iteracoes geradas pelo método e assuma que x, — x*. Se x* € int(Q) e F'(x")
€ invertivel, entdo o passo de Newton inteiro pkN é eventualmente tomado e a taxa de

convergéncia é quadrdtica.

Prova: Como x* € int(QQ) e F’(x") € invertivel, o Corolario 3.1 implica em F(x*) = 0. Seja
p € (0,2] suficientemente pequeno de modo que B,(x*) C int(2) e F’(x) € ndo-singular
para x € B,(x"). Seja x,, tal que x,, € B,;»(x") e toda a seqiiéncia {x;},k > m pertenca a
B,x(x*). Assuma k > m. Entdo [l; — (xp)il > p/2 e |u; — (xp)il > p/2 parai =1,2,...,ne
consequentemente ||Dy]| < 4/2/p com +/2/p > 1. Também, de (A2) e pY = F’(x;)"' F(x;)
segue que py — 0. Isto implica que ||kakN || — 0 e usando (2.5) e (2.6) também temos
que {(p}) = 1 para k suficientemente grande. Desta forma as hipéteses da afirmac@o (IIT)
do Teorema 3.3 sdo verificadas e a tese do coroldrio segue diretamente do Teorema 3.3.
No caso do método CG de Steihaug, para obter a convergéncia quadratica,
basta exigir que o critério de parada torne-se mais estrito ao longo das iteragdes. Desta
maneira, a taxa de convergéncia quadratica é obtida do ponto de vista tedrico, mas na

pratica esta estratégia nao € eficiente. [7]
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Capitulo 4
Resultados Numéricos

Neste capitulo vamos resumir os resultados dos experimentos numéricos re-
alizados com a inten¢do de verificar caracteristicas e capacidades dos métodos estudados.
Os testes foram executados usando problemas disponiveis na literatura surgidos de mo-
delos matematicos relacionados a fendmenos fisicos [3]. Na seqiiéncia, apresentaremos
o problema do fluxo de cargas em redes de energia elétrica, mostrando suas equacoes,
variaveis, parametros e formulacdes e em seguida descreveremos os resultados obtidos na
resolucdo deste problema. Finalmente, vamos comparar estes resultados com o método de

Newton classico.

4.1 Caracteristicas da Implementacao e Resultados

Os problemas inicialmente relacionados tém dimensdes que vao de duas
a catorze equagdes e evidentemente todos t€m solucdes que pertencem ao interior de Q2.
Cada problema possui vdrias estimativas iniciais, ou seja, cada problema fornece varios
testes; e como o método exige viabilidade estrita, ndo foram consideradas as estimativas
iniciais ndo vidveis. Em [3] cada problema possui um nome de identificacdo que esta
associado com a dimensdo do problema; de maneira que vamos nos referir aos problemas
usando estes nomes.

Este conjunto de problemas fornece varios tipos de sistemas restritos . De
fato, vérias aplicacdes possuem discontinuidades no conjunto Q. Ainda, estdo relaciona-
dos sistemas com solucd@o na fronteira do conjunto vidvel, sistemas com variaveis livres,
sistemas somente com limitante inferior (superior), sistemas com varidveis limitadas tanto
acima como abaixo.

Na implementa¢do do método, a convergéncia € atingida quando a seguinte
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condigdo € satisfeita:

|Fis1ll < atol + rtol || Foll,

em que atol e rtol sd@o constantes de tolerancia dadas.
Também, falhas sdo declaradas se alguma das seguintes situagdes ocorre:
ERRO 1: o niimero médximo de iteracdes maxit foi atingido.
ERRO 2: o niimero méaximo de avalia¢des da funcdo F maxnf foi atingido.
ERRO 3: o tamanho da regido de confianca tornou-se muito pequeno.

ERRO 4: nenhuma melhora no residuo ndo-linear foi obtida, ou seja,

[Fre1 — Fill < €l|Fll.

ERRO 5: a norma do gradiente escalado da fun¢do de mérito tornou-se muito pequena,

isto &,

|D:'V £ < &

ERRO 6: a matriz de escala D, ndo pode ser calculada pois a seqiiéncia de iteragdes esta
se aproximando de uma fronteira da caixa.

O método foi programado de forma que poucos dados sdo exigidos pelo
programa, apenas a fun¢do F, os vetores / e u que especificam as cotas inferior e superior,
uma estimativa inicial x,, critérios de parada atol e rtol € o nimero méaximo permitido de
iteragdes e avaliagdes da funcdo F'. Considerando o raio inicial da regido de confianca A,

pode-se escolher

Ay=1, ou Ao =|D;'Vf.

Se o problema nao disponibiliza a matriz Jacobiana F’, o método a apro-
xima usando diferencas finitas [13].
No final, o algoritmo indica o sucesso ou a falha do procedimento e retorna,

além da estimativa corrente, as seguintes informacoes:

e o niimero de iteracdes realizadas;
e o nimero de F-avalia¢cdes realizadas;

e anorma do valor corrente de F(x);
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e anorma do valor corrente do gradiente escalado D! (x)V f(x);

e o niimero de reducdes do raio da regido de confianca.

Os resultados obtidos com Ay = 1 estdo apresentados na Tabela 4.1, em que
para cada problema esté listado o nimero NT de testes realizados e o nimero NS de testes
resolvidos com sucesso. Ainda, para os testes bem sucedidos, relatamos a média MIT de
iteragOes realizadas e a média MAF de avaliagdes da funcio F' desempenhadas.

As observacdes baseadas na tabela 4.1 sdo as seguintes: de um total de
112 testes, 80 foram bem sucedidos com o método dogleg e 67 com a abordagem CG de
Steihaug; oito problemas foram resolvidos para apenas uma das estimativas iniciais com
o dogleg e nove com o CG de Steihaug; e 17 problemas foram resolvidos para todas as
estimativas iniciais utilizadas usando dogleg e 13 usando CG de Steihaug. Os problemas
22 e 27 que falharam em ambos os métodos sdo classificados como problemas de alta
dificuldade.

A maioria dos problemas foi resolvida com poucas iteragdes em pelo menos
um dos métodos testados. Note que MAF € menor que 40 para 28 problemas em cada
um dos métodos. Note ainda que MIT € quase igual a MAF na maioria dos casos, isto
¢, a maior parte dos problemas foi resolvida com poucas redugdes do raio da regido de
confianca.

O comportamento do método foi ligeiramente afetado pela escolha do raio
inicial da regido de confianca. Escolhendo A = ||D6 v fo” foram resolvidos 82 testes com
o método dogleg e 75 com a abordagem CG de Steihaug. Estes dados encontram-se na
tabela 4.2.

Observe que, para o método dogleg, a escolha Ay = ||D5 v f0|| resultou, de
um modo geral, em um menor nimero médio de iteracdes e de avaliagdes da funcdo F
do que a escolha Ay = 1. De qualquer maneira, testes adicionais com outros problemas
deveriam ser realizados para estabelecer a efetividade entre as escolhas do raio inicial de

regido de confiancga.
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Método Dogleg  Método CG de Steihaug

Problemas NT NS MIT MAF NS MIT MAF
TWOEQ2 4 2 8 9 2 8 9
TWOEQ3 5 3 11 12 3 11 12
TWOEQ4a 3 3 4 3 4
TWOEQ4b 3 3 4 3 4
TWOEQ5a 4 4 4 4 4
TWOEQS5b 4 4 6 4 6
TWOEQ6 4 4 9 15 4 9 15
TWOEQ7 4 4 7 8 4 7 8
TWOEQS 4 2 4 5 2 4 5
TWOEQ9 4 4 307 343 4 307 343
TWOEQI10 4 4 6 7 4 6 7
THREEQ]1 4 4 21 27 4 343 363
THREEQ?2 4 1 5 6 1 5 6
THREEQ3 4 4 14 15 4 14 15
THREEQ4a 4 1 5 1
THREEQ4b 4 4 7 4 7 8
THREEQS 4 1 20 28 1 15 17
THREEQG6 4 4 103 144 2 68 94
THREEQS8 | 1 6 7 | 6 7
FOUREQI1 5 5 9 11 3 17 20
FIVEQI1 4 2 9 10 1 9 11
SIXEQI1 4 0 - - 0 - -
SIXEQ2a 2 1 3 4 1 3 4
SIXEQ2b 2 1 4 5 1 4 5
SIXEQ2c 2 1 3 4 1 3 4
SIXEQ3 4 2 9 11 0 - -
SIXEQ4a 3 0 - - 0 - -
SIXEQ4b 4 3 343 38 O - -
SEVENEQI 3 3 16 45 2 28 40
SEVENEQ2a 3 1 5 6 1 5 6
TENEQIa 2 2 13 14 2 13 14
14EQ1 2 2 10 11 0 - -

Tabela 4.1: Performance do método com A = 1.
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Método Dogleg  Método CG de Steihaug

Problemas NT NS MIT MAF NS MIT  MAF
TWOEQ2 4 2 5 6 2 5 6
TWOEQ3 5 4 8 9 4 8 9
TWOEQ4a 3 3 5 6 3 5 6
TWOEQ4 3 3 6 7 3 6 7
TWOEQ5a 4 5 7 5 4 5 7
TWOEQsb 4 4 8 9 4 8 9
TWOEQ6 4 4 8 12 4 8 12
TWOEQ7 4 4 8 10 4 8 10
TWOEQS 4 2 4 5 2 4 5
TWOEQY 4 4 310 348 4 310 348
TWOEQI0 4 4 8 10 4 8 10
THREEQI 4 4 27 34 4 311 335
THREEQ2 4 1| 5 6 1 5 6
THREEQ3 4 4 5 6 4 5 6
THREEQ4a 4 1| 5 6 1 5 6
THREEQ4b 4 4 6 8 4 6 8
THREEQS 4 3 6 7 3 6 8
THREEQ6 4 4 74 109 3 6 7
THREEQS 1 1| 5 6 1 5 6
FOUREQI 5 4 5 6 4 5 6
FIVEQI 4 2 13 14 1 14 16
SIXEQI 4 0 - -0 - -
SIXEQ2a 2 I 3 4 1 3 4
SIXEQ2b 2 1 4 5 1 4 5
SIXEQ2c 2 I 3 4 1 3 4
SIXEQ3 4 3 7 9 2 7 8
SIXEQda 3 0 - -0 - -
SIXEQ4b 4 3 7 8§ 1 10 11
SEVENEQI 3 3 10 12 2 5 6
SEVENEQ2a 3 1 4 5 1 4 5
TENEQla 2 2 9 2 8 9
14EQ1 2 1 7 0 - _

Tabela 4.2: Performance do método com Ay = ||D5 'y f0||.
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4.2 Fluxo de Carga - Aspectos Gerais

O célculo do fluxo de carga em uma rede de energia elétrica consiste es-
sencialmente na determinacao do estado da rede, da distribuicdo dos fluxos e de algumas
outras grandezas de interesse. Neste tipo de problema a modelagem do sistema ¢ estatica,
ou seja, a rede é representada por um conjunto de equacdes e inequacdes algébricas.

Os componentes de um sistema de energia elétrica podem ser classificados

em dois grupos:
e barras - geradores, cargas, reatores € capacitores

e circuitos - elementos que interligam as barras (linhas de transmissao e transforma-

dores)

As equagdes basicas do fluxo de carga sdo obtidas exigindo-se a conservagao
das poténcias ativa e reativa em cada barra, isto €, a poténcia liquida injetada deve ser igual
a soma das poténcias que fluem pelos componentes internos conectados a barra. Isso equi-
vale a se impor a primeira lei de Kirchhoff.

O problema do fluxo de carga pode ser formulado por um sistema de equa-
coes e inequacdes algébricas nao-lineares que correspondem, respectivamente, as leis de
Kirchhoft e a um conjunto de restricdes operacionais da rede elétrica e de seus compo-
nentes. Na formulagdo mais simples do problema, para cada barra da rede sdo associadas
quatro varidveis, sendo que duas delas entram no problema como dados e duas como

incognitas:
Vi - magnitude da tensdo nodal na k-ésima barra
0, - angulo de fase da tensdo nodal na k-ésima barra
Py - injecdo liquida de poténcia ativa na k-ésima barra
Oy - injecdo liquida de poténcia reativa na k-ésima barra
A tensdo complexa na barra k é dada por E, = Vie/®, em que j = V—1. Dependendo

de quais varidveis nodais entram como dados e quais sdo consideradas como incdgnitas,

definem-se trés tipos de barras:
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PQ - sdo dados P, e Oy, e calculados V, e 6;
PV - sdo dados P, e V,, e calculados Oy e 6,
Folga - sdo dados V; e 6, e calculados P, e Qi

As barras do tipo PQ e PV sao utilizadas para representar, respectivamente, barras de carga
e barras de geracdo. A barra de folga tem uma dupla funcao: fornecer a referéncia angular
e fechar o balanco de poténcia do sistema, considerando as perdas de transmissdo nao
conhecidas antes de se ter a solucao final do problema.

O conjunto de equagdes do problema do fluxo de carga é formado por duas
equagoes para cada barra, cada uma delas representando o fato de as poténcias ativa e re-
ativa injetadas em uma barra serem iguais a soma dos fluxos correspondentes que deixam
a barra através de linhas de transmissao, transformadores, etc. Essas equagdes sao repre-

sentadas por:

Pi= )" Pin(Vis Vin, Ohs )

mer
Q= D Qun(Vis Vins Ohs )
meQy
em que k = 1,...,nb, sendo nb o nimero de barras e {); o conjunto das barras vizinhas a

barra k. Duas barras sdo vizinhas quando existe um circuito interligando-as.
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4.2.1 Modelagem de Linhas de Transmissao

© —7— — T @

Tom —> < Ini

Figura 4.1: Linha de transmissao k-m

Seja I, a corrente em uma linha de transmissao (que liga a barra k a barra

m). A injecdo liquida de corrente na barra k € obtida aplicando-se a primeira lei de Kir-
chhoff:

L+ = Ly, k=1,....nb

meQy,

Esta expressao, utilizando as equac¢des nodais da rede elétrica, pode ser escrita na seguinte

forma matricial:

I=YE,

em que I € o vetor das injecdes de corrente, cujas componentes sao Iy, k = 1,...,nb.
O vetor E representa as tensdes nodais cujas componentes sdo E;, = Vie/%. A matriz
Y = G + jB é denominada matriz de admitancia nodal, sendo G a matriz de condutancia e

B a matriz de susceptancia. Os elementos da matriz Y sdo obtidos da seguinte maneira:

Yim = ~Yim Yiu = ]blzh + Z (]blif;z +ykm)

mEQk
em que b‘,zh corresponde a susceptancia de equipamentos reativos conectados a barra k,
b,ﬁﬁ; ¢ a metade da susceptancia shunt do circuito conectando as barras k e m; € yi, € a
admiténcia série do circuito conectando as barras k e m. Em geral a matriz Y € esparsa

pois Yy, = 0 sempre que entre as barras k € m nao existirem circuitos conectando-as.
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As equacdes de poténcias ativa e reativa sdo deduzidas aplicando as leis de

Kirchhoft, e sdo dadas respectivamente por

P! = GuVi + Vi D VinlGion COS(6k = O) + Bin sen(6s = 6,,)] 4.1)
mey,
lial = _Bka]? + Vk Z Vm[ka Sen(ek - em) - Bkm COS(Hk - em)] (42)
meQy
emquek =1,...,nb e é o conjunto de indices das barras vizinhas a barra k excluindo

a propria barra k.

4.2.2 Formulacao do Problema

Considere inicialmente um problema no qual sdo dados P, e Q; para as
barras PQ; P, e V para as barras PV; e V; e 6 para a barra V6 (folga). Pede-se para calcular
Vi e 6 nas barras PQ; 6, nas barras PV; e P, e O, para a barra de folga. Sejam NPQ e
NPV o nimero de barras PQ e PV da rede, respectivamente (serd considerada a existéncia
de apenas uma barra de folga). Desta forma o problema formulado anteriormente pode ser
decomposto em dois subsistemas de equacdes algébricas, conforme indicado a seguir:

Subsistema I: (dimensao 2NPQ +NPV)

Neste subproblema sdo dados P, e Qy nas barras PQ, e P, e V) nas barras
PV. Pretende-se calcular V; e 6; nas barras PQ e 6; nas barras PV. Ou seja, trata-se de
um sistema de (2NPQ+NPV) equacgdes algébricas nao-lineares com o mesmo nimero de

incognitas, isto é:

dado cal
Pk - Pk

dado __ rycal
k k

0 para as barras PQ e PV;
0 para as barras PQ.

Subsistema 2: (dimensao NPV+2)

Resolvido o Subsistema 1, e portanto, ja sendo conhecidos V; e 6, para
todas as barras, deseja-se calcular P, e Q) na barra de folga. Trata-se de um sistema
com NPV+2 equacdes algébricas ndo-lineares com o mesmo numero de incognitas, no
qual todas as incOgnitas aparecem de forma explicita, o que torna trivial o processo de
resolucao. O mesmo ndo ocorre com o Subsistema 1, no qual as incdgnitas sdo implicitas,

0 que exige um processo de iteracao para resolvé-las. Os dois subsistemas correspondem
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ao problema de Fluxo de Carga.
As incégnitas do Subsistema 1 podem ser agrupadas no vetor x dado a

seguir:

em que V € o vetor das magnitudes das tensdes das barras PQ e 8 é o vetor dos angulos
das tensdes das barras PQ e PV. As expressdes que formam o Subsistema 1 podem ser

reescritas da seguinte maneira:

AP, = Pfad" - P,Cc”l(V, 0) =0 para as barras PQ e PV
AQ, = Q%o _ Qwl(y,9) =0 para as barras PQ,

em que AP, e AQ; sdo, respectivamente, os balangos de poténcias ativa e reativa na barra

k. As funcdes AP, e AQ; podem ser colocadas na forma vetorial

AP = Pdado _ Pcal(V, 9)
AQ — Qdado _ le(V, 0)’
em que P/(V,6) e Q°“(V, 0) sdo os vetores das injecdes de poténcias ativa e reativa calcu-

ladas a partir das varidveis de estado.

Considerando a fung¢ao vetorial

F) AP
X) =
AQ
o Subsistema 1 pode ser colocada na forma
F(x) =0.

Ainda, consideraremos limites maximo e minimo para a varidvel V de maneira que obte-

remos um sistema de equacgdes nao-lineares com restricao de caixa.

51



4.2.3 Resultados Numéricos

Nesta secao vamos descrever os resultados numéricos obtidos na resolugao
do problema do fluxo de carga usando os métodos estudados nos capitulos anteriores e o
método de Newton puro.

O critério de parada utilizado foi ||F(x)||, < 1078 e os sistemas teste usados
foram IEEE6, IEEE30 e IEEE118 barras. As dimensOes dos Jacobianos dos sistemas

testados estdo na tabela (4.3).

Tabela 4.3: Dimensoes dos Jacobianos

Sistema ‘ IEEE6 IEEE30 IEEEI118
Dimensao ‘ 9%x9 53x53 201x201

A performance de cada método esta descrita nas tabelas (4.4) e (4.5), em
que para cada sistema, estd declarado o nimero de iteracOes que foram necessdrias para
que o critério de parada fosse atingido. Para a tabela (4.4), foram utilizados os seguintes
dados:

Dados iniciais I:
e a estimativa inicial foi 2.4 para a varidvel V e nula para a variavel 6,
e avariavel V teve cota inferior —1 e cota superior 3

e a variavel 0 foi deixada livre

Tabela 4.4: Performance dos métodos com dados I

Método Dogleg Abordagem CG de Steihaug Newton Puro
Sistema de 6 barras 7 7 6
Sistema de 30 barras 7 8 6
Sistema de 118 barras 11 9 ndo convergiu

Ja para a tabela (4.5), foram utilizados:

Dados iniciais 1I:
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e a estimativa inicial foi 3 para a varidvel V e nula para a variavel 6,
e a variavel V teve cota inferior —1 e cota superior 4

e a variavel 0 foi deixada livre

Tabela 4.5: Performance dos métodos com dados 11

Método Dogleg Abordagem CG de Steihaug Newton Puro
Sistema de 6 barras 7 7 7
Sistema de 30 barras 8 9 6
Sistema de 118 barras ERRO 3 11 nao convergiu

Estes resultados foram obtidos tomando como raio inicial da regido de

confianca Ay = 1. Para o raio inicial Ay = ||D6 'V, | em geral, ndo houve diferenca
entre os métodos; e por isso estes resultados serdo omitidos.

Analisando as tabela (4.4), podemos observar que para o sistema de 118
barras, o método de Newton nio obteve convergéncia enquanto os métodos de regido de
confianga resolveram o problema em uma média de 10 iteracdes. Analisando agora a
tabela (4.5), novamente o método de Newton ndo convergiu para o sistema de 118 barras.
Também o método dogleg ndo obteve convergéncia para este problema, acusando que o
raio da regido de confianga tornou-se muito pequeno.

Os dados iniciais considerados para o problema do fluxo de carga em re-
des de energia elétrica nao correspondem a realidade, mas foram tomados para avaliar as
caracteristicas e capacidades dos métodos estudados.

E interessante notar na figura (4.2) a estrutura esparsa da matriz Jacobiana
para o sistema de 118 barras. Observe a presenga de muitos elementos nao-nulos longe
da diagonal principal. Estes fatos sugerem que o método CG de Steihaug pode ser mais

adequado para este problema.

53



Figura 4.2: Estrutura do Jacobiano para 118 barras
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Conclusao

Neste trabalho, abordamos dois métodos de regido de confianca para sis-
temas nao-lineares. Ambos os métodos foram adaptados para as restri¢gdes de caixa em
que o escalamento desempenha um importante papel proporcionando, em geral, passos
robustos. O método CG de Steihaug apresenta a vantagem de obter dire¢des com me-
nor custo computacional, j4 que ndo necessariamente atinge a direcao de Newton, como
faz o método Dogleg. Como seqiiéncia natural deste trabalho, sugerimos testes com pro-
blemas de grande porte em que técnicas especificas para obtengao da direcdo de Newton
ou aproximac¢do para a mesma devem ser empregadas. Outra possibilidade importante é
abordar os sistemas indeterminados em que varias solugdes sdo possiveis ou mesmo Sis-
temas sobredeterminados. Estes ultimos t€ém uma formulagcao importante no contexto do

problema das equacdes da rede elétrica.
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Apéndice A
Método Gradiente Conjugado

Neste apéndice, vamos analisar o método gradiente conjugado linear, o pro-
cedimento mais util para resolver sistemas de equagdes lineares de grande porte. Esta
técnica foi proposta por Hestenes e Stiefel na década de 50 como um método iterativo para
resolver sistemas lineares com a matriz dos coeficientes definida positiva e deste modo,
€ uma alternativa para a eliminacdo Gaussiana. Na seqili€éncia vamos derivar o método
gradiente conjugado linear e discutir as principais propriedades de convergéncia. Para
simplificar, vamos deixar o termo “linear’através do texto.

O método gradiente conjgado € um método iterativo para resolver um sis-

tema de equagdes lineares

Ax =D, (A.1)

em que A é uma matriz n X n simétrica definida positiva. O problema (A.1) pode ser

equivalentemente declarado como o seguinte problema de minimizacao:

d(x) = %xTAx —x'b, (A.2)

isto é, tanto (A.1) quanto (A.2) t€ém a mesma e Unica solugdo. Esta equivaléncia nos
permite interpretar o método gradiente conjugado ou como um algoritmo para resolver
sistemas lineares ou como uma técnica para minimizacao de func¢des quadraticas convexas.
Neste momento, € importante notar que o gradiente da funcdo ¢ € igual ao residuo do

sistema linear, ou seja,

58



Vo(x) = Ax — b = r(x). (A.3)

A.1 Métodos de Direcoes Conjugadas

Uma das propriedades mais importantes do método gradiente conjugado €
a habilidade de gerar, de uma maneira muito econdmica, um conjunto de vetores conjuga-
dos. Um conjunto de vetores nao nulos {pg, p1,..., p;} € dito ser conjugado em relacdo a

matriz simétrica definida positiva A se

plAp; =0, Vi # j. (A4)

A importancia da conjugacidade esta no fato de que podemos minimizar a
fungado ¢(-) em n passos minimizando-a sucessivamente ao longo das direcdes individuais
em um conjunto conjugado. Para verificar esta afirmacdo vamos considerar o seguinte
método das diregdes conjugadas: dado x, € R" e um conjunto de dire¢des conjugadas

{po, p1,-- ., Pn_1}, vamos gerar uma seqiiéncia {x;} tomando

X+l = Xk + Qg Pk (A.5)

em que @, € o minimizador da fun¢do ¢(-) ao longo de x; + apy, dado explicitamente por

i D
= ——— (A.6)
pkApk

Temos o seguinte resultado.

Teorema A.1. Para qualquer x, € R" a seqiiéncia {x;} gerada pelo algoritmo de direcées
conjugadas (A.5), (A.6) converge para a solucdo x* do sistema linear (A.1) em no mdximo

n passos.

Prova: Como as dire¢des {p;} sdo linearmente independentes, pois sdo conjugadas, elas
geram todo o espago R". Assim, podemos escrever a diferenca entre x, e a solucdo x* da

seguinte maneira:
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X' —Xg=00po+Oip1+-+ O 1Pt

para alguma escolha de escalares o. Pré-multiplicando esta expressdo por pi A e usando

a propriedade (A.4), obtemos

T %
pkA(x - Xo)
o= (A.7)
p k Apk
O teorema esta provado se mostrarmos que estes coeficientes o, coincidem com os tama-
nhos do passo a; gerados por (A.6).

Se x; € gerado pelo algoritmo (A.5) e (A.6) temos

X = Xo +aopo +a1p1 + -+ k-1 Pi-1-

Pré-multiplicando esta expressdo por p; A e usando a propriedade da conjugacidade, obte-

mos

PLA(x — x0) = 0,

e portanto

PLA(X" = x0) = pfA(X* — x) = pi (b — Ax) = —p} 7.

Comparando este resultado com (A.6) e (A.7), obtemos o = ay, concluindo a demonstracao
do teorema.

Uma simples interpretacao das propriedades das direcdes conjugadas € que
se a matriz A em (A.2) é diagonal, as curvas de nivel da funcdo ¢(-) sdo elipses cu-
jos eixos sdo paralelos aos eixos coordenados. Assim, podemos encontrar 0 minimiza-
dor desta funcdo realizando minimizacdes sucessivas ao longo das direcdes coordenadas
€1,€2,...,6€,.

Quando A ndo € diagonal, as curvas de nivel ainda s@o elipses, mas ndo
sdo paralelas aos eixos coordenados. A estratégia de minimizacgdes sucessivas ao longo
destas dire¢des ndo nos levam a solucdo em n iteracdes. Neste caso, basta fazer uma

mudanca de varidvel para tornar a matriz A diagonal e entdo minimizar ao longo das
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dire¢des coordenadas.

Outra propriedade interessante do método das dire¢des conjugadas € que
quando a matriz Hessiana da quadrética é diagonal, cada minimizacao ao longo dos eixos
coordenados determina corretamente uma das componentes da solu¢do x*. Ou seja, apds
k minimizacdes, a quadrética foi minimizada no subespaco gerado por ey, es,...,e,. O
seguinte teorema prova este resultado para o caso geral em que a matriz Hessiana ndo é
necessariamente diagonal. Ao provar o resultado, vamos usar a seguinte expressao que

pode ser verificada a partir das relacoes (A.3) e (A.5):

Tiwl = Tk + QApi. (A.8)

Teorema A.2. Seja xy € R" arbitrdrio e suponha que a seqiiéncia {x;} é gerada pelo

algoritmo das dire¢oes conjugadas (A.5) e (A.6). Entdo

rip;i =0, i=0,1,....k—1, (A.9)

1

5x"Ax — x"b sobre o conjunto

e X € o minimizador de ¢(x) =

{x; x = x0 + span{po, p1, ..., pr1}} (A.10)

Prova: Primeiramente vamos mostrar que um ponto ¥ minimiza ¢ sobre o conjunto (A.10)
se e somente se #(X)'p; = 0, paracadai = 0,1,...,k — 1. Defina h(c) = ¢(xy + oopo +
e+ 01 Pre1), €Em que o = (00,01, . ..,0%-1)". Como h(c) é uma quadritica estritamente

convexa, possui um unico minimizador o* que satisfaz

Oh(c*)

0, i=0,1,...,k-1.
80'1' !

Pela regra da cadeia, isto implica que

Vo(xo+0oopo+-- -+ i) pi=0, i=0,1,....k—1.

Logo, obtemos o resultado desejado usando (A.3).

Agora, usando indu¢do, vamos mostrar que x; satisfaz (A.9). Como ¢, €
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sempre 0 minimizador unidimensional, temos que | py = 0. Seja a hipétese de indugio
ri_pi=0parai=0,...,k—2. Por(A.8) obtemos

Tk = Fi—1 + Qg1 Api—i,

e entdo

PZ—lrk = Pif—l’"k—l + ak—IPZ—1APk—1 =0,
pela defini¢do (A.6) de @,_;. Por outro lado, para os outros vetores p;, i =0,1,...,k— 2,
temos

pire=plrn.+aplApi =0

pela hipétese de indugdo e a conjugacidade de p;. Logo, concluimos que r] p; = 0 para
i=0,1,...,k— 1, completando a prova.
]

O fato do residuo corrente ser ortogonal a todas as direcdes anteriores,
como esta expresso em (A.9), € uma propriedade que serd amplamente usada neste apé€ndice.

A discussdo até agora tem sido geral, no sentido de que se aplica a um
método de direcdo conjugada baseado em uma escolha arbitraria do conjunto de dire¢des
conjugadas {po, p1,- .., Pn—1}. Existem varias maneiras de se escolher o conjunto de direcdes
conjugadas, por exemplo, usar os autovalores da matriz A, ou entdo modificar o processo
de Gram-Schmidt. No entanto, estas abordagens tém um alto custo computacional pois

armazenam todo o conjunto de dire¢des.

A.2 Propriedades do Método Gradiente Conjugado

O método gradiente conjugado ¢ um método de dire¢des conjugadas que
possui uma importante propriedade: ao gerar o conjunto de vetores conjugados, pode
calcular um novo vetor p; usando apenas o vetor anterior p;_;. O método ndo necessita
conhecer todas as dire¢des anteriores py, pi, - . . , Px—2 do conjunto conjugado; p; é automa-
ticamente conjugado a estes vetores. Esta propriedade implica que o método exige pouco
armazenamento e calculo de dados.

Cada dire¢ao py é escolhida como sendo uma combinacao linear da direcao

de méxima descida —V¢(x;) (que € igual ao residuo negativo —ry) e da dire¢do anterior
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Pr—1. Temos

Dk = — Tk + BiDi-15 (A.11)

em que o escalar §; é determinado pela exigéncia de que p;_; € p; devem ser conjuga-
das em relagdo a matriz A. Pré-multiplicando (A.11) por p; ;A e impondo a condi¢do

Pi_Api = 0, temos

B = r Z Api-1
“ plilApk—l .

E intuitivo escolher a primeira dire¢do p, como sendo a dire¢do de méxima descida no
ponto inicial xop. Como no método das direcdes conjugadas, sao realizadas sucessivas
minimiza¢des unidimensionais ao longo de cada dire¢dao. Desta forma, obtemos o seguinte

algoritmo:

Algoritmo 6: Gradiente Conjugado - Versdao Preliminar

Entrada: x,

Saida: solugdo x*

1 Facarg=Axo—bepy=-r

2 k—20
3 enquanto r; # 0 faca
T
Py Tk
Qp < — T
4 pkApk
5 X+l € Xg + QpPk
6 el «— Axg — b
T
T APk
Bert — ——
7 pkApk
8  Prsl < —Tir1 t B Di

9 k—k+1
10 fim

11 X* — X1

Posteriormente, vamos apresentar uma versao mais eficiente do método

gradiente conjugado; a versdo acima é util para entender as propriedades essenciais do
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método. Vamos mostrar primeiro que as direcdes py, p1, - - ., Pu—1 Sao de fato conjugadas,
o que pelo Teorema A.1 implica finalizagdo em n passos. O teorema abaixo estabelece
esta propriedade e outras duas propriedades importantes; os residuos r; sio mutuamente
ortogonais e cada dire¢do py e residuo r; estd contido no subespaco de Krylov de grau k

para ry, definido por

K(ro; k) = spaniry, Ar, . .., Arg).

Teorema A.3. Suponha que a k-ésima iteracdo gerada pelo método gradiente conjugado

ndo é a solugdo x*. As seguintes propriedades sdo verdadeiras:

’”Z’”i = 0, para i=0,...,k—1,
span{ry, r1,...,re} = span{ry,Aro, ..., A o),
span{po, p1,...,pr} = spaniry,Ary, ..., A*r),
piApi = 0, para i=0,....k-1.

Além disso, a solugdo x* é obtida em no mdximo n iteragoes.

Prova: Veja NOCEDAL [7].
[

Note que, como os gradientes r; s30 mutuamente ortogonais, a designagao
“método gradiente conjugado” € incorreta. Sao as direcdes, € ndo os gradientes, que sao
conjugados em relacdo a matriz A.

Uma forma mais econdmica do método gradiente conjugado pode ser deri-
vada usando os resultados dos Teoremas A.2 e A.3. Primeiro, usando (A.9) e a equagao
do passo 8 do Algoritmo 6, podemos substituir a férmula para a; por

I",,Z Iy
ay = T .
p k Apk

Também, temos de (A.8) que a Apy = rr+1 — I't, € usando novamente (A.9) e a equagdo do

passo 8 do Algoritmo 6, obtemos

r/{+1r k+1
B = —F—

r & 'k
Usando estas formulas e a igualdade (A.8) obtemos a seguinte forma para o método do

gradiente conjugado.
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Algoritmo 7: Gradiente Conjugado

Entrada: x,

Saida: solugdo x*
1 Facarg=Axo—bepy=-nrp
2 k—0

3 enquanto r; # 0 faca

rk 1%
Qf < T
4 pkApk
5 X+l € X + Pk
6 Tisl < Tk + QAPy
T
Vg1 Th+1
ﬁk-{-l T
7 T Tk
8 Dik+1 €— —Tke1 + Brs1 Pi

9 ke—k+1
10 fim

11 X* — Xpq1

Em qualquer ponto do Algoritmo 7, nunca precisamos conhecer os vetores
X, r € p apenas da iterag@o corrente e da anterior. Os calculos com mais alto custo compu-
tacional realizados em cada iteragdo sao o produto matriz-vetor Apy, os produtos internos
p,f(A Di) € r,i \Tk+1, € trés somas vetoriais. O método CG € recomendado apenas para pro-
blemas grandes, caso contrario a eliminacao Gaussiana ou qualquer outro algoritmo de
fatorac@o deve ser utilizado. Para grandes problemas, o método CG tem a vantagem de
ndo alterar a matriz dos coeficientes, e algumas vezes aproxima a solucao rapidamente

[7].
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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