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Resumo

Esta dissertacao trata da homogeneizacao de uma equagao hiperbdlica com um
termo de pressao com condigoes de fronteira de Dirichlet homogéneas em um dominio
perfurado com pequenos buracos, periodicamente distribuidos na direcao de cada eixo
coordenado. Mostramos, para esse problema, a convergéncia do processo de homo-
geneizacao e resultados de corregao. As demonstragoes estao baseadas no quadro abs-
trato introduzido por Gregoire Allaire para o estudo da homogeneizacao das equacoes
de Stokes estaciondrias, em dominios perfurados com pequenos buracos, que é baseado

no uso adequado de fungoes testes adaptadas a geometria do problema.
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Abstract

This work is mainly devoted to the homogenization of the hyperbolic equation
with a pressure term with homogeneous Dirichlet boundary conditions in domains
perforated with small holes, periodically distributed in each direction of the axis. For
this problem we prove the convergence of the homogenization process and corrector
results. The proofs are performed in the abstract framework introduced by Gregoire
Allaire for the study of the homogenization of steady-state Stokes equations in perfo-
rated domains with small holes, which is based on the use of suitable test functions

adapted to the geometry of the problem.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao ¢ estudar a homogeneizagao de uma equagao hiperbo-
lica com um termo de pressao com condicoes de fronteira de Dirichlet homogéneas em
um dominio perfurado com pequenos buracos, periodicamente distribuidos na direcao
de cada eixo coordenado, verificando a convergéncia do processo de homogeneizagao
e resultados de correcao.

O método de homogeneizacao é uma técnica que pode ser utilizada em diversas
aplicagoes, principalmente na modelagem de fenomenos fisicos. Por exemplo, pode-se
usé-la para modelar o escoamento de um fluido em um rio ou lago, com obstaculos,
ou em uma regiao com arvores. O tratamento matematico se d4, em geral, em duas
abordagens.

Um exemplo da primeira é visto em J. Lions [15], onde estuda-se o problema

—A e — f Qa
Uu cem (1)

u. satisfazendo a certas condicoes de fronteira,

onde . denota um dominio “perfurado” do RY, aberto e limitado, obtido de € por
meio da extracao de buracos distribuidos periodicamente com periodo £ > 0.

E claro que, para cada ¢ > 0 fixado, poderfamos resolver o problema (1) usando
métodos variacionais, mas o procedimento dependeria de €, ou melhor, o espaco onde
se aplicaria os métodos dependeria de . Além disso, para obter-se uma solucao apro-
ximada de (1), para € muito pequeno, despenderiamos de um esfor¢co muito grande

do ponto de vista da andlise numérica e computacional. Se faz necessario, portanto,



um método que nos proporcione uma solugao aproximada do problema (1), e que nao
dependa de . Um método que nos proporciona isso ¢ o método da homogeneizagao.
Para obter-se a homogeneizagao do problema (1), através de expansao assintética,

realiza-se um desenvolvimento de ordem qualquer em ¢ para u., como segue
us(r) = up(z,y) + cur (@, y) + 2uz(z,y) + ... + U (7,y) + ...,

'I .7 rd . . 7 . 7 .

onde y = —, sendo z uma variavel macroscopica e y uma varidavel microscopica, e as
€

funcgoes ug, uy, us, ... sao construidas independentes de e, de modo que se tenha algum

controle de erro, isto é,
llue — (up +eug + -+ - + Muy,)|| < Ce™,

ou ainda, que o erro seja de ordem ™ num espaco de Sobolev sobre ()., para todo
m € N. A determinagao das fungoes u,, se d4 impondo-se que u. seja solugao do
problema (1) e, com isso, resolve-se problemas similares a (1) para cada poténcia de
e, com a vantagem destes problemas estarem agora definidos em todo dominio €2 e
nao apenas em ..

Um exemplo da segunda abordagem ¢é visto nos trabalhos [7] e [8], onde em vez
de uma expansao assintética para u., utiliza-se seqiiéncias. Em [8], D. Cioranescu e

F. Murat, em 1982, consideraram o seguinte problema eliptico

—Au., = f, em €,
u. = 0, sobrel,,
onde f é dada em H~1(9).
Utilizando a extensao de u. a todo €2, por zero nos buracos, extensao essa denotada

por 1., demonstra-se nesse artigo que

U, —u, fraco em Hj(S),



quando ¢ — 0, onde . é a tnica solugao do problema (2), para cada ¢ > 0 fixado,

estendida por zero nos buracos, e u ¢ a Unica solucao do problema homogeneizado

—Au+pu=f, em ()
(3)
u=0, sobrel,

onde p é uma medida de Radon, nao-negativa, pertencente a H'(2). Essa medida
aparece nesse estudo e estd ligada ao comportamento da capacidade do conjunto S;,
.~ ’ . . 7z : 13 7
quando € — 0. Uma condig¢ao necessaria para isso é que os buracos sejam “pequenos”,
isto €, que o diametro dos buracos, denotado por age, seja assintoticamente menor ou

igual ao “diametro critico”a., dado por
N
CO€(<N*2>), para N > 3,

a. =
e exp(;—g‘)), para N = 2,

onde Cy > 0 estd fixado e e2logd, — 0, quando € — 0. Essa condicao possibilita a
construgao de um quadro funcional de hipdteses, sobre os buracos, que é fundamental
na demonstragao dos resultados. No caso citado acima, p é uma constante estrita-
mente positiva, quando o diametro dos buracos for o critico. Neste caso, aparece na
equacao limite o termo adicional de ordem zero pu.

Em (8] aparecem ainda resultados de correcdo, a saber
U, = wou+1., comr, — 0, forte em Hy(Q),

ou seja, w.u é uma boa aproximagao para a solugao de (2).

No artigo apresentado por D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat e E. Zuazua, [7),



estudou-se a homogeneizacao da equagao da onda

(

u! — Au. = f., em Q. x (0,7), T >0
ue =0, sobre . x (0,T)

0

o, em ()

us(z,0) =u

\ ul(z,0) =ul, em Q.
com u? € H} (), ul € L?(Q), f. € LY(0,T; L*(Q.)), e

0 1
u? — ug, fraco em Hy(Q),

1 2
ul = uy, fraco em L*(Q),

fe— f, fraco em L'(0,T;L*(Q)).

Em [7], mostrou-se também que
U, = u, fraco-estrela em L>(0,T; Hy(2)) N Wh(0,T; L*(Q2)),

onde 1. é a tinica solugao do problema (4), para cada & > 0 fixado, estendida por zero

nos buracos, e u é a unica solu¢ao do problema homogeneizado

v —Au+pu=f emQx(0,7),T>0
u=0 sobreI x (0,T)

u(z,0) = ug, em

w'(z,0) =uy, em €,

onde i é uma medida de Radon nao-negativa, sendo positiva quando o tamanho dos

buracos € o critico. Nesse artigo aparecem ainda resultados de correcao, isto é,

r. — 0, forte em C°([0,T]; Wy ' (Q)).

Um outro exemplo interessante é visto em G. Allaire, [1], de 1989, e em [2], de 1990,



onde se faz a homogeneizacao de problemas envolvendo escoamentos com obstaculos.

No trabalho apresentado em [2], considera-se o sistema de Stokes

Encontrar (u.,p.) € [HE(Q:)]N x [L2(0)/R];
vPs - Aua - f7 em Qa (6)

div u. =0, em (2.

O sistema (6) da a descrigao do fluxo de um fluido viscoso e imcompressivel,
no dominio 2., sob a agao de uma forga exterior f, com condigoes de fronteira de
Dirichlet, sem deslizamento. € C RY estd sendo considerado um aberto regular,
limitado, e Q. = Q — NL(j) Sg, com S§ C 2 representando conjuntos fechados (os
buracos); a velocidade dl(; 1ﬂuxo estd sendo representada por wu., a pressao do fluido
por p., e a forca por f., com f. € [L*(Q.)]"; e ainda, a viscosidade e a densidade do
fluido estao sendo consideradas iguais a 1.

Consideram-se ainda os seguintes sistemas, definidos em todo o dominio €:

o sistema que descreve a Lei de Brinkman:

Encontrar (u,p) € [H(Q)]Y x [L*(Q)/R];
Vp—Au+Mu=f, em¢) (7)

divu=0, em ¢S,

onde M é uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos

S?, e Mu é um termo linear da velocidade, de ordem zero;

o sistema de Stokes:

Encontrar (u,p) € [H(Q)]Y x [L*(Q)/R];
Vp—Au=f, em? (8)

divu=0, em )



e o sistema que descreve a Lei de Darcy:

;

Encontrar (u,p) € [L*(Q)]N x [HY(Q)/R];
u:M_l(f—Vp), emQ

divu=0, em ¢S]

u-n=0, eml.

\

O problema homogeneizado consiste em se tomar o limite do problema (6) quando

¢ — 0. Levando-se em conta o tamanho dos buracos, e fazendo-se algumas hipdéteses

sobre eles, obtém-se os seguintes resultados:

Definindo-se a, como o diametro “critico” dos buracos, e ass COMO O tamanho dos

buracos, teremos trés situacoes:

12)

20)

3)

O diametro dos buracos é da mesma ordem que o diametro “critico”, isto é,

as: = a.. Neste caso, temos

(G, Pe(p)) = (u,p), fraco em [Hy(Q)]" x [L*(Q)/R],

onde (u,p) é a unica solugao de (7), P. é uma extensao da pressao p., e u. é a
extensao de u. por zero em 2 — ). Sintetizando, terfamos que o problema (6)

converge para o problema (7) (Lei de Brinkman), quando ¢ — 0.

O diametro dos buracos ¢ assintoticamente menor que o “critico”, isto ¢, ass < a.

(buracos pequenos). Neste caso, temos

(@, Pe(p:)) = (u,p), forte em [Hy(Q)" x [L*(Q)/R],

onde (u,p) é a tnica solugao de (8). Sintetizando, terfamos que o problema (6)

converge para o problema (8) (Stokes), quando € — 0.

O diametro dos buracos ¢ assintoticamente maior que o “critico”, isto ¢, ass > a.



(buracos grandes), porém preservando certas propor¢oes. Neste caso, temos

(%’Pe(p€)> — (u,p), forte em [LQ(Q>]N X [L2<Q)/R]’

’ , . ~ a . . ’
onde (u,p) é a tinica solucao de (9), e 0. = —. Sintetizando, terfamos que o
agse

problema (6) converge para o problema (9) (Lei de Darcy), quando € — 0.

O trabalho que desenvolveremos segue na diregao de [8] e estd fundamentalmente
baseado nas referéncias [1], 2] e [7].

Neste trabalho, estudaremos a homogeneizagao de um problema de contorno com
condicoes de fronteira de Dirichlet em dominios periodicamente perfurados com “pe-
quenos” buracos.

O problema a ser estudado é o problema misto para a equacao hiperbdlica com

um termo de pressao no cilindro Q).

u! —Au. +Vp.=f.,, emQ.=Q.x(0,7), T>0

div u. =0, em Q.
(10)
u. =0, sobre . =T, x(0,7), T'. =00

\ u(z,0) =u?, e ul(r,0)=ul, em Q.

onde as fronteiras T' e ', sao de Lipschitz, e os dados u?, u! e f. satisfazem:

ul € Vo N [Hg(Q)]Y,
u; eV,
f- € Wl’l(O,T; HE),

com

u’ —u’,  fraco em V N [H?*(Q)]Y,
ul —u', fraco em V,

fo — f, fracoem L'(0,T; H),

]?Z e ]?;(O) uniformemente limitadas, respect., em L'(0,T; H) e em H,




onde os espagos V., V, H. e H sao como definidos no capitulo 1.
Um resultado devido a Lions (ver [16]) garante a existéncia e a unicidade de solugao

fraca u. = u.(z,t) da equagao (10), na classe

us € C°([0, T): Vo) N ([0, TT; He).

A equagao (10) aparece em J. C. Saut, [28], e foi estudada em [16] por J. L. Lions,
onde se mostra a existéncia e a unicidade de solugbes para tal equacao, em [30] por
J. S. Souza, onde se aborda a homogeneizagao, em [25] por A. Rocha, onde se estuda
a controlabilidade exata em um dominio 2, e em [5] por M. Cavalcanti, V. N. D.
Cavalcanti, A. Rocha e J. A. Soriano, onde se estuda a controlabilidade exata da
equacao com um termo de memoria.

Equacgoes desse tipo aparecem em modelos simples de equagoes de elasticidade
dinamica para materiais incompressiveis, e em problemas acoplados de termo-elasti-
cidade, onde um dos parametros tende a infinito. O estudo da homogeneizagao desse
problema é feito utilizando-se algumas técnicas estabelecidas por Luc Tartar, desde
1977, conforme [32].

Em todo este trabalho, supomos que os conjuntos 2. satisfazem as condigoes do
quadro funcional abstrato introduzido por G. Allaire em [1] e [2] (ver (1.1)), para o
estudo da homogeneizacao dos problemas de Stokes, em dominios perfurados com
“pequenos” buracos, com condigoes de fronteira de Dirichlet homogéneas.

O caso modelo é provido por um dominio perfurado periodicamente por buracos
de didmetro ass, onde as: é assintoticamente igual ao tamanho “critico” a., sendo o
periodo de 2¢, na direcao de cada eixo. Esta condi¢ao é fundamental na construgao
do quadro funcional de hipdteses sobre os buracos. As demonstragoes que dao corpo
a esse trabalho estao baseadas na existéncia de tal quadro funcional de hipdteses.

Este trabalho é concebido somente para condicoes de fronteira de Dirichlet ho-
mogeneas. Observamos que o caso com condigoes de Neumann, homogéneas, conduz

a resultados completamente diferentes, com o diametro critico neste caso sendo a. = ¢



(ver D. Cioranescu e P. Donato, [6], para a homogeneizacao desse problema).

O presente trabalho estd organizado como segue: No capitulo 1 apresentamos, na
primeira se¢ao, o quadro funcional abstrato, dado em [1] e [2], sobre a geometria dos
buracos; na segunda secao, resultados preliminares para demonstrar o resultado de
homogeneizacao e alguns resultados de compacidade.

O Capitulo 2 é dedicado a mostrar a existéncia e unicidade de solucoes fracas,
utilizando-se para isso o método de Galerkin, o Teorema 1.1 e as hipdteses iniciais;
e a dar a regularidade das solugoes. Esses resultados serao obtidos para um dominio
Q., com ¢ > 0 fixado.

No capitulo 3 apresentamos o principal resultado deste trabalho, o Teorema 3.1,
que nos da a convergéncia do processo de homogeneizagao da equacao (6). Neste
capitulo é também demonstrada a semicontinuidade inferior da energia.

O capitulo 4 apresenta os resultados de correcao. Sao feitas hipéteses adicionais
sobre os dados iniciais, e apresenta-se o termo W.u, chamado de corretor, que é uma
boa aproximacao da solucao u..

O capitulo 5 é dedicado a estudar o caso onde o tamanho dos buracos ¢ inferior
ao critico. Ha4 uma modificacao no quadro abstrato de hipéteses, os resultados dos
capitulos 4 e 5 continuam verdadeiros, e a convergéncia forte dos dados implica agora
na convergeéncia forte das solugoes.

Finalmente, o Apéndice é dedicado a apresentagao de alguns resultados basicos de

analise funcional e espagos de Sobolev, titeis para o estudo das EDP‘s.



Capitulo 1

Contexto geométrico

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na secao 1.1 descrevemos a geometria
do problema e o quadro abstrato de hipéteses introduzido por G. Allaire, no qual o
presente trabalho esta baseado. Na secao 1.2 apresentamos resultados que serao uteis
para a homogeneizacao da equagao hiperbdlica com um termo de pressao, e alguns

resultados de compacidade.

1.1 Contexto geométrico

Seja 2 um conjunto aberto, conexo e limitado do RY, para N > 2, localmente lo-
calizado de um mesmo lado de sua fronteira I'. Seja {¢} um conjunto de nimeros reais
estritamente positivos, cuja seqiiéncia tende a zero, enquanto N(g), um parametro
que representa o numero de buracos, tende ao infinito. Para cada ¢ > 0 fixado con-
sideramos uma familia de conjuntos fechados (S5)1<;<n() (0s buracos), distribuidos
periodicamente com periodo 2¢ na dire¢ao de cada eixo coordenado, e definimos um

conjunto perfurado (). do seguinte modo:

10



Q. definido dessa forma ¢ também um conjunto aberto, conexo e limitado do R, para
N > 2, localmente localizado de um mesmo lado de sua fronteira I'. A figura 1.1 nos

dé uma idéia de como é o dominio )., para N = 2.

_AOTSO[O SR AL
%, o] ) ) ) ) ) ] ] ) GO
rJ'U (PO O e c\'_“
_;":a (OO DD O D I O Y
VDI O O QE
“:: (OO PO O O t:h_j'
”1}] SIS R O e O A [“’
k‘ﬁn;i () ‘:?%*:? ‘:{,EA""
NI DO [T

Figura 1.1: dominio 2,

A area hachurada na figura 1.1 representa uma célula com dimensao 2¢ x 2¢, e
estd detalhada na figura 1.2, onde S7 ¢ um buraco e ags representa o tamanho dos

buracos.

Si

s [

. 2¢

N

Figura 1.2: célula

Em vez de fazermos hipoteses geométricas diretas sobre os buracos .57, adotaremos
aqui o quadro funcional abstrato introduzido por G. Allaire, onde a hipdtese sobre a

geometria dos buracos é feita admitindo-se a existéncia de uma familia adequada de

11



funcoes testes.

Suponha que existe uma seqiiéncia de funcoes (wy, ¢f, p5)1<k<n, tais que:

(

(4)
(é4)

(iid)

(iv)

(vi)

wf € [H'(Q) N L=, [willi=ypy < Mo: g5 € LA(Q),
Vg =0, emQ
wi, = 0, nos buracos S;,
wi — ey, fraco em [H'(Q)]V, e q.s em Q, onde e é o
k-ésimo vetor da base canonica do RY,
¢ — 0, fraco em L?(Q)/R,
p € [Wh (@)Y,
( Para cada seqiiéncia v, e para cada v tal que
v, — v, fraco em [H'(Q)]V, (1.1)
v, = 0, sobre os buracos S,
e para cada ¢ € D(0,T), temos
(Vai — dug,ov) = (eov) |

Existe uma aplicacao linear R, tal que

([ R. e CHY@Q, [HY@Q)]),

\

u € [H Q)N = R =u, em €,

Vau=0,em Q= V.(Ru) =0, em Q.

| [ Reull iz oy < e llullimayy, e ¢ ndo depende de e.

Em (1.1), e daqui por diante, (- , -)q denotard o par dualidade entre H~1(Q) e

H} (), enquanto que (-, -)q. denotard o par dualidade entre H(€2.) e H3 ().

Observagao: Exemplos onde as hipdteses de (1.1) sao satisfeitas podem ser vistos

em [1] e [2].

Observacao: Nos exemplos acima, o diametro dos buracos a. é menor que €, e

12



satisfaz

e2loga. — —Cy, se N =2,

a.eN/N=2 __, . se N >3,

para um dado Cy > 0.
O diametro a. ¢é critico no seguinte sentido: quando o diametro dos buracos ¢ ags,

com age << ag, isto ¢, quando

52loga5ie — —o00, se N =2

cD) (1.3)
— 4+ 00, seN >3,

a 5'1_5

a hipétese (1.1) é satisfeita, mas em (1.1) ;) temos que wj, converge fortemente para 0,
em [H'(Q)]Y, e que ¢f converge fortemente para 0, em L?(Q2)/R. Assim, em (1.1)
(Va; — Awg, pv.), converge para zero, ou seja, temos pup = 0, o que implica que
M = 0 na equagao homogeneizada.

Por outro lado, se a. << as: (o que corresponde a substituir co por 0 em (1.3)), se
tornam necessérias mudangas maiores sobre todas as hip6teses de (1.1), para provar
a convergéncia do processo de homogeneizagao. Neste caso, obtemos a convergéncia
das solugbes para o par (u, p) satisfazendo a Lei de Darcy (ver (9)). Um estudo sobre
esse caso, para a equagao de Stokes, pode ser visto em [2].

O tamanho a. dado por (1.2) é, portanto, o tinico para o qual o quadro abstrato
de hipdteses (1.1) é satisfeito com convergéncias fracas (e nao fortes) de w§ e de ¢f

para 0, na hipétese (1.1).
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1.2 Resultados preliminares

Definicao: Dadas duas matrizes A e B de ordem N, define-se o produto interno

entre A e B da seguinte forma:
N
A . B = Z AJ’ . Bj,
j=1

onde A; - B; é o produto interno usual do RV, sendo A; e B; as j-ésimas colunas de

A e de B, respectivamente.

Lema 1.1 Sejam (wy, q3, i3)1<k<n fungoes que satisfacam as hipéteses (1.1)u)— ().
Seja M a matriz definida por suas colunas (uy)1<k<n, € com seus elementos (j1})1<k<n

definidos por ui, = p - e;. Entdo, para cada ¢ € D(), temos

:hm/ Vs, : Vus, 1.4
<,Uk ¢>D/(Q)7D(Q) Q¢ k (1.4)

e—0

com cada entrada i}, sendo uma medida de Radon.

Assim M € uma matriz simétrica e positiva no sequinte sentido:

(Mo, ¢>m >0, V¢e D). (1.5)

Demonstracao:

Da hipétese (1.1), obtemos
ve = wS —v=c¢; fracoem [H'(Q)]".
Deduz-se entao que

<ti — Awy, soiw§>g — <Mk790i€i>ga Vi € D(), (1.6)

14



mas, integrando por partes, temos

(i~ dufpus) = ~[ Guive

Q
+ / Vuwg : w;Vp; + / ©iVuwy, : Vw;
Q Q

pois
(Vapws), == [ @V (o)
Q Q
— / q,i(wngoi—l—gOiV-wf)
[9]
/ WiV,
Q

ja que div w; =0em €, e

<AwZ, ¢iwf>9 == <Vw2, v<%w§)>g
- <Vw2, (wfv@i - gprf>>Q
_ <sz,wl§v%.>ﬂ — <Vw2, %’wa>g

:—/sz:wngoi—/Vwi:goinf.
Q Q

Agora,

/ qrw; Vo — 0,
0

pois ¢ — 0, fraco em L?(Q)/R, e wi — ¢;, forte em [L?(Q)]Y, gracas ao Teorema
A.5.2 (Rellich).

Também,

/ Vuwg : w;Ve; — 0,
Q

pois w§ — ey, fraco em [HY(Q)]Y, e como H(Q) — D'(Q), entdo w; — ey, fraco
em [D'(Q)]Y. D* é um operador continuo em D’(f)), em particular para o = 1,
Dw; — Dey, fraco, dai Vws — 0, fraco em [D/(Q)]¥”. Como wi € [H'(Q)]", entdo
Vw € [L2(Q)]N, logo, Vws — 0, fraco em [L2(Q)]V". (¥)

Como w§ converge em [H' ()Y, (wf) é limitada em [H'(Q)]"Y e, por Rellich, é

limitada em [L*(Q)]Y, sendo (Vwg) também limitada em [L2(Q)]¥°. como L*(Q) é
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reflexivo, pode-se extrair uma subsucessao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal

que Vw§ — &, em [L2(Q)]N". (%)
De (%) e de (), temos que & = 0. Isso nos diz que Vg — 0, fraco em [L2(Q)]V".
Agora, como wi — e;, fraco em [H*(Q)]V, e H'(2) estd contido compactamente em

L*(Q), entdao wi — e, forte em [L2(Q)]V.

Assim, resulta que

/sDinirwa — <Nka§0i€z‘> :<6iTMkaSOi>
Q 0 Q (1.7)

= </%>%’>Q-

De (1.7) deduz-se que a matriz M, definida por Me, = u, é simétrica, por ser
limite de uma seqiiéncia de matrizes simétricas (Vw§ : Vws)1<i g<n-

Por outro lado, tem-se que

Mg, 6) — i eVt Vg
(0.0 D@ (D) %Z_/ PR Y

V¢ € [D(Q)]Y, com ¢ = (o1, ..., on), onde M é positiva no seguinte sentido:

(M0,9) >0,V ¢ e DO

(DN, [PV

Além disso, deduz-se de (1.7) que

ph = el = lir% Vwy, : Vw;, em D'(Q),
onde (Vw: : Vws) é uma seqiiéncia limitada de [L'(Q)]V’, e i é uma medida de

Radon. O

Teorema 1.1 Seja Q um aberto do RY, limitado e com fronteira reqular. Suponha
que f € uma forma linear e continua em [HY ()Y, isto é, f € [H(Q)]N, e suponha
que (f,v) =0,V v e [HI(Q)]N, divv = 0.

Entao eriste p € L*/R tal que f = —Vp.
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Demonstracao:
A demonstracao sera feita por etapas.
Primeira etapa:

Seja

a(u,v) = i / Ou; v dx—/Vqudx
’ a Qaﬂfj 8a:j a Q ' .

ij=1
Pelo Teorema A.1.4 (Lema de Lax-Milgram), como a(u,v) é uma forma bilinear,

continua, simétrica e coerciva de [H}(Q)]Y x [HE(Q)]Y — R, tem-se que o problema

a(u,v) = (f,v)

tem tnica solucdo u € [HL(Q)]Y, para cada f € [H1(Q)]Y, qualquer que seja v €
(1Y)

Como a(u,v) = 0, ¥V v € [H}(Q)]Y que satisfaca divv = 0, (pois por hipdtese
feH Y DN e (fiv) =0, Voe [HYQIY, tal que divv = 0, isto é, a(u,v) se

anula num subespaco de [H}(Q)]V), segue do Coroldrio A.1.3 (de Hahn-Bannach) que
a(u,v) =0, Yve [HHQ)Y,

o que implica que u = 0.
Segunda etapa:

Afirmagao: Dados a > 0e f € [H 1(Q)]V, existe um tinico u, € [H(Q)]Y tal que

01t v) + é (div g, dive) = (f,0), Yo e [HAQ)Y. (1.8)
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Para provar a afirmagao, basta mostrar que a forma a(uq,v) + = (V.uq, V.v) é

continua e coerciva. De fato,

Jar)
)"

(V. V)] sé(/(Z‘%l;a ) )1/2(/(2(22
LDl e (3 Gl

=~ luallim @y llolm @

IN

o que prova que a forma a(uq,v) + = (V.uq, V.v) é continua.

Além disso,

1 1
a(Ueg, uq) + o (Viug, Viu,) = a(ta, ta) + o |V U |r2(0)2
> a(Uq, Ua)

Cc

a Hua”[Hl(Q)]N7

0 que prova que a forma é coerciva.

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram, segue a afirmagao.
Terceira etapa:

Seja p, = édiv Ug.-

Como u, € [HE(Q)]Y, segue que p, € L*(Q), e

1 1
/padwz— /V.uadx:— /ua.udF:O.
Q a Jq a Jr

Isto implica que 3 v, € [HE(Q)]Y (ver Tartar, [32], pg. 30) satisfazendo

Pa = di’l)Ua e H’UQH[H(}(Q)}N < C‘pa‘L2(Q); (19)

isto é, a aplicacao L3(Q) — [HH QN
Pa 7 Vg

¢é linear e continua.
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Fazendo-se v = u, em (1.8), obtém-se

1
||Ua||[2H5(Q)]N T IV o720y < Iz @ el oy

e dal
1

1
5 [uallly oy + = V-ttaliz) < ¢,

onde ¢ é uma constante independente de a. Logo,
ez @y < c
e, portanto, existe uma subsucessao de (u,), ainda denotada por (u,), tal que
Uq — w, fraco em [Hy(Q)]". (1.10)
Fazendo-se v = v, em (1.8), tem-se
a(Ua; Va) + [pal® = (f,va),

o que implica que

Paliz) < cllvallim: oy

Dai e de (1.9), tem-se que

|pa| <ec.

Logo, existe uma subsucessao de (p,), ainda denotada por (p,), tal que
Pa —p, fraco em L3(Q), (1.11)

onde

13(9) = {ge 1) - /Qg dr =0},
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Por (1.10) e (1.11), e tomando-se o limite em (1.8), obtém-se

a(w,v) + (p, Vo) = (f,v), Vv e [Hy(Q)]",

sendo w e p os limites fracos das subsucessoes (uy) € (pa)-

Supondo-se div v = 0, seque que

a(w,v) = (f,v).

Da primeira etapa (unicidade) segue que u = w. Logo, tem-se que

a(u,v) + (p, Vo) = (f,v), Ve [Hy(Q)",

mas,
l ov; l ov; l dp
(p, Vo) = (p’z_;a:@):;(p’ ax) = _z_:<a “> = {=Vp.v)
Assim,
(=Vp,v) = (f.v), Ywel[HQ)],
logo,

~Vp =f, pelLl(Q)~LyQ)/R. O

loc

Observacao: Interpretando-se o resultado acima, conclui-se que sendo €2 um aberto
limitado do R™ com fronteira regular, e sendo L uma forma linear e continua sobre
[H )]V que se anula no subespaco de [H{ ()] de vetores de divergéncia zero, entao

existe p € L*(Q) /R, tal que

L(v) = /p.divvdx = —/Vp.vdx.
Q Q
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Teorema 1.2 Seja Q um aberto do RY, limitado e com fronteira reqular. Entdo:

(i) Se uma distribuicao p tem todas suas primeiras derivadas Dip, 1 < i < N em

L*(Q), entao p € L*(Q) e
Ipllz2 @)/ < DIVl L2 (1.12)

(11) Se uma distribuicao p tem todas suas primeiras derivadas Dip, 1 <1 < N em

H7Y(Q), entio p € L*(Q), e

Pl 220/ < DIVl H-10- (1.13)

Nos dois casos, se Q é um conjunto qualquer do RY, entdo p € L} ().

Demonstracao:

O item (i) é provado em Deny & Lions, [9], para um conjunto aberto 2 limitado
e estrelado. O item (i7) é provado em Magenes & Stampacchia, [18], se © é de classe
C', e em Netas, [22], se Q é somente lipschitziano. Para um conjunto sem qualquer
regularidade, aplicamos os resultados anteriores em cada bola fechada contida em (2,

e obtemos apenas que p € L2 (). O

loc

Observagao: Combinando os resultados dos Teoremas 1.1 e 1.2, vemos que se

f e H Q) (ou L}

loc

Q) e (f,v) =0, Vv eV, entao f = Vp com p € L ().

loc

Se, além disso, © for um conjunto aberto limitado e lipschitziano, entdao p € L*(Q)

(ou H'()).

Observagao: O item (ii) do teorema 1.2 implica que o operador gradiente é isomor-
fismo de L?(Q)/R em H'(2). Lembrar que (como 2 limitado) L?*(2)/R ¢ isomorfo ao
subespaco de L?(f2) ortogonal as constantes, isto é,

r@/r={per@: [

Qp(x) dx =0 }
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Operador de extensao para a pressao

Seguindo a idéia de L. Tartar (ver [31]), baseados na hipdtese (1.1),; podemos

construir um operador de extensao para a pressao.

Proposicao 1.1 Se existe um operador linear R, satisfazendo (1.1),;, entao o opera-
dor P. definido por
<V[Ps(pe)],U>Q = <Vps,Reu>Q (1.14)

€

para cada u € [HY(Q)]YN, é um operador linear continuo de L*(Q.)/R em L*(Q)/R,

tal que para cada p. € L*(2.)/R tem-se

(i) Pe(p:) = pe, em LQ(QE)/R7
(13) | Pe(pe)ll 2y m < CllPell p20y -

(iii) HV[P€<pE>]”[H—1(Q)]N <C vaEH[H_l(Qe)]N’
onde C' € uma constante que nao depende de p. ou de €.

Demonstracao:

Ver em G. Allaire, [1], proposicao 1.2.5, pg. 25, e [2], proposigao 1.1.4, pg. 9. O

Homogeneizagao do Sistema de Stokes

Proposicao 1.2 Seja (u.,p.) solug¢ao do sistema de Stokes

Encontrar (u.,p.) € [HH Q)Y x [L3(Q0)/R] tal que
Vp. — Au. = f., com f € [L2(Q)N (1.15)
V-u, =0, em Q..

Seja u. o prolongamento da velocidade por 0 em Q\S..

Seja P.(pe) o operador prolongamento da pressao, P. definido na Proposi¢ao 1.1.
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Supondo-se que a hipdtese (1.1) seja satisfeita, e notando-se que M € a matriz

composta pelos vetores coluna (ux)r_, (ver Lema 1.1), entdo
(e, Po(p)) = (), fraco em [HY(Q)]Y x [L(Q)/R),
onde (u,p) € a unica solugao do sistema homogeneizado

Encontrar (u,p) € [HY ()N x [L2(2)/R] tal que
Vp—Au+ Mu=f em¢, (1.16)
V-u=0, em?f,

|vae|[2L2(Q)}N2 - |VU|[2L2(Q)]N2 + <MU,U>Q (1.17)
Demonstracao:

Ver em G. Allaire, [1], pg. 50, e [2], pg. 16. O

Temos o seguinte resultado sobre a semicontinuidade inferior fraca da energia:

Proposicao 1.3 Suponha que as hipdteses de (1.1); a (1.1), sdo satisfeitas. Entao,

para toda sequéncia z. tal que

ze =z, fraco em [H}(Q)]V,
V-z. = V-2, forte em L*(Q), (1.18)

2. =0, nos buracos (S;)1<i<n(e);

temos
. 2 2
hrarl_)lglf/Q|Vz€| Z/Q\VZ] +<MZ,Z>Q. (1.19)

Demonstracao:

Ver em G. Allaire, [1], pg. 45, e [2], pg. 16. O
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Alguns resultados de compacidade

Sejam X e Y dois espacos de Banach reflexivos tais que X C Y, sendo a imersao
compacta e densa. Sejam X’ o espago dual de X e Y’ o espaco dual de Y.

Temos os seguintes resultados:

Teorema 1.3 Seja (g.) uma seqiiéncia tal que

g- = g, fraco— estrela em L*>(0,T;X),

(1.20)
g- — g, forteem C°([0,T];Y).
Entio, g. — g, forteem C%([0,T];X), isto é, Vv € X', a fungdo
he it — <g€(t),v)X,X, (1.21)
pertence a C°([0,T]) e satisfaz
he — h,  forte em C°([0,T)) (1.22)
onde h estd definida por
hit— (g(t),v)x x- (1.23)

Demonstracao:

De acordo com [17] (Lema 8.1, pg. 297), temos
L0, T; X)NCY0,T;Y) = CY(0,T; X).

Portanto, por (1.20), g. € C%(0,T; X) e assim h. definida por (1.21) estd em C°([0, T).
Como C([0, T]) ¢ um espago completo, para demonstrar (1.22) basta mostrar que (h,)
é uma sequiéncia de Cauchy em C°([0, TY).

Para um dado ¥ € Y, introduzamos a funcio  h. : ¢ — (9e(1), V) yyr-
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Temos, portanto,

he(t) = her(B)] < Relt) = ho(t)] +

er () — ha(t)|

(9 8) = 92 (1), Dy | + {900 =P

ho(t) = hu(t)| +

= ’(ge(t), v = 6>X,X’

<(lgellwt0r)+ g2 loei0,:)) -l =0+ g = g lwqo iy [y
(1.24)

Combinando (1.20)3 e (1.24), e levando em consideracao a densidade de Y’ em X',

deduzimos que h. é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0, 7). O

Teorema 1.4 Seja (g.) uma seqiiéncia tal que

g- — g, fracoem L*(0,T;X),
( ) (1.25)

g.—¢, fracoem L*(0,T;Y).
Entao, g- — g, forteem C°([0,T];Y).

Demonstracao:

De acordo com J. Simon (ver [29], teorema 3), é suficiente demonstrarmos que
19-(- + 1) = ge ()| 2 (0.7—ny) — 0, quando h — 0, (1.26)

uniformemente em €.

Temos que
t+h
[ dtsis =gt m - 0.0
t
(§]
t+h t—h
| [ awas| < [ igoas
t t
portanto
t+h
loe(t+ ) = Ol m0rnry = [ st(olas]],
t —h (1.27)
< s [ (s lvds.
te[0,T—h] Jt
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Por outro lado, J. Diestel e J. J. Uhl, Jr (ver [10], teorema 4, pg. 104) estabelece
que a norma em Y de uma seqiiéncia que converge fracamente em L'(0,7;Y) é uni-
formemente integravel sobre [0, 7). Assim, o lado direito de (1.27) converge para zero

quando h — 0, uniformemente em ¢, o que demonstra (1.26). O

Teorema 1.5 Seja (g.) uma seqiiéncia tal que

g- = g, fraco— estrela em L*>(0,T;X),

(1.28)
g-'—g', fracoem L'(0,T;Y).
Entio, g. — g, forteem C°([0,T];X), isto é,
<g€<')7U>X,X’ - <g<')7U>X7X/7 em CO([()?T])? Vv S X/' (129>

Demonstracao:
Do teorema 1.4, temos que g¢g. — g, forte em CY([0,7];Y). Isso, junto com

(1.28)4, aplicados no Teorema 1.3, nos da o resultado. [J

Observacgao: (1.29) implica, em particular, que

g:(t) — g(t), fracoem X, V¢ € [0,T] fixado.

Utilizaremos para o Lema 1.2, e no decorrer do trabalho, os espacos abaixo
definidos:

Definicao: Seja Q um dominio limitado do R¥. Define-se
Vo={v; ve[H;(Q)]Y, divv=0sobre Q.}, e
H.={v; ve[Ll*Q)]", divv=0sobre Q, com v.r =0 sobre I'.},

sendo v o vetor unitario normal a I'., dirigido para o exterior de (2..
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Os espacos V. e H. podem também ser descritos da seguinte maneira:

_ L@y

J— 1 N
HE — VE (§ ‘/E = VE[HO (QE)]

onde V. = {p ; v € [D(Q)]Y, div ¢ =0 em Q.}.

Analogamente, se definem os espacgos H, V e V.

Lema 1.2 Suponha que

. = v, fraco — estrela em L*(0,T;V),

oL 20 fraco — estrela em L>(0,T; H) — L'(0,T; H).

Entao,

0,0.())q — (0,v(.))g, em C°([0,T]), VOV

Demonstracao:
Temos que V' — H compacta e densamente; assim, fazendo g. = v., X =V e

Y = H, no Teorema 1.5, obtemos o resultado. [J
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Capitulo 2

Existéncia, unicidade e

regularidade de solucoes fracas

Neste capitulo serao obtidos resultados de existéncia, unicidade e regularidade de

solucoes fracas, para um dominio (2., com ¢ > 0 ficado..

O problema consiste em achar u, e p, definida a menos de uma constante aditiva,

tais que se verifiquem as equacoes do problema misto para a equagao hiperbdlica com

um termo de pressao no cilindro Q).

u! — Au. +Vp. = fo, em Q. =Q. x (0,7), T >0
div u. =0, em Q.
ue =0, sobre X, =T, x(0,7), I'. =09,

u.(z,0) =u?, e ul(x,0)=ul,

em ().,

onde as fronteiras I' e I'. sao de Lipschitz, e € > 0 esta fixado.

Precisamos também saber em que sentido teremos u” — Au, + Vp. igual a f., em
g 9

(). Em um primeiro momento, diremos que u. —Au.+Vp. = f. em um sentido fraco,

a ser precisado posteriormente, em contraposicao a igualdade pontual quase-sempre

em {2.. Também as condigoes u. = 0 em ¥, e divu., = 0 em (), serao entendidas

ao determinarmos o espago correto onde serd encontrada a solucao u.. Finalmente,
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salientamos o fato de que a escolha dos dados u?, u! e f. vai determinar o espaco onde

sera encontrada a soluc¢do u. do problema (2.1).

Teorema 2.1 Suponha que

Ug ev.n [Hg(Qa)]Na
ul €V,

f- € WHY0,T; H,).

Entao, eriste um unico par (ue,p.) satisfazendo

ue € L*>(0,T5V,),

u. € L>=(0,T; V),
ula’ € LOO(O,T; HE),

p. € L'(0,T; L*(Q)/R)

u! — Aue +Vp. = f., em LY0,T;[HH(Q:)]Y),

1

ue(z,0) = ul; ul(x,0) =ul, em Q..

com a solugao u. satisfazendo

ue € C°([0,T1; Vo) N C°([0, T); He).

Observacao: Para a obtencao da existéncia e unicidade de solucoes, seria suficiente

supor que

u) € VL,
ul € He,
f- € LY0,T; H,).

Supusemos uma regularidade maior sobre os dados iniciais pois temos em vista que
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para a demonstragao do Teorema 3.1 serd necessério termos u? € [H2(€.)]".

Demonstragao (do Teorema 2.1):
A demonstracao consiste em aproximar a solucao que se deseja encontrar por
solucoes de problemas andlogos, porém em dimensao finita. Utilizaremos, para isso,

o método de Faedo-Galerkin, e realizaremos a demonstragao em oito etapas:
(i) Construgao de solugdes aproximadas em subespagos de dimensao finita;
(ii) Estimativas a priori;
(iii) Passagem ao limite;
(iv) Introdugao da pressao;
(v) Verificacao das condigoes iniciais;
(vi) Unicidade;
(vii) Regularidade da solugao; e
(viii) Final da demonstracao.
Etapa (i): Construgao das solugoes aproximadas.
Considere o espaco V. = V.N [H2(92.)]Y. Notar que V. é um subespaco separdvel de
V. e, portanto, existe uma subsucessao de vetores (wg);en, base de ‘75, onde para cada
m fixo, os vetores wi, w3, ..., w5, sao linearmente independentes, e qualquer combinagao

linear finita dos w; é densa em V..

Considere agora o subespago m-dimensional denotado por V., = [w$, w$, ..., ws ],

gerado pelos m primeiros vetores w;, i = 1,2, ..., m.

Entao, propomos o seguinte problema aproximado: Encontrar u.,, : (0,7) —— V.,
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solugao do problema

(u’e’m(t),v> +a<u5m(t),v> = (fe(t),v>, Voe ‘N/Em
U (0) =0, — u?,  forte em V. N [HZ(Q)|Y (2.3)

u', (0) =ul —ul forte em V.,

onde a(u,v) = st Vu.Vudz.
Substituindo v por w; em (2.3)1, 0 < i < m, resulta que as fungoes t +— (Uzp (1), w;)

devem satisfazer

<u’5'm(t),wi> + a(ugm(t),wi> - (fs(t),wi>, i=1,2,..,m. (2.4)

0

0 € V., temos que u? pode ser aproximada pelos w;. Assim, existem

Como u
ajn, € R tais que

u = lim Zaejmwj. (2.5)
j=1

Como ey, € Ve, podemos escrever
Uep (t) = Z gsjm(t)wj, (2.6)
=1

de onde resulta que

U (0) = Z Gejm(0)aw;. (2.7)

Fazendo u?, = > aejmw; em (2.5) e comparando com (2.7), deduzimos que (2.3)2
j=1
equivale a

gajm(()) = Qgjm, .] = 1)27 ey M. (28)

Temos que u! € V.. Como V. é denso em V., segue que u! pode também ser
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aproximada pelos w;. Portanto, existem f[.;, € R, com j = 1,2,...,m, tais que
m
1 .
u, = lim g BeimW;.
m—00 4 7
J:

m
Assim, fazendo ul,, = Y f.;mw;, obtemos que a condi¢ao (2.3)3 equivale a
j=1

Ainda, substituindo (2.6) em (2.4) obtemos
- 1 = .

(Z gajm(t)wj,wi) + a(Z gsjm(t)wj,wi> = (fs(t),wi), i=1,2,...,m. (2.10)
j=1 j=1

O sistema formado por (2.10), (2.8) e (2.9), isto é,

( (ijgé’jm(t)wj,wi) +a(zmjgejm(t)wj,wi> = (fg(t),wi), i=1,2,..,m,
j=1

Jj=1

gE]m(O) = aajmv ] = 1727 -, m,

L g;]m(0> = ﬁejma j - 1727 e U

¢ um sistema linear de equagdes ordindarias. Logo, existe a solu¢ao aproximada e, (t),

para t € [0,7).

Etapa (ii): Estimativas a priori.

Estimativa 1:

Fazendo v = u,,(t) € Vo em (2.3), resulta que

DO | —
Q.lg‘

(W OF + uen (@) = (£0,0,(0), 0<t<T.
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Integrando de 0 a t, para 0 < t < T, obtemos

4 =l + 42 [ (20515 s
<42 [ 1) (o) ds
=02 [ ) (5l ds
/ t
<O+ [ 1R+ [ 1R (o) as

onde || = [ .|z~ € [l = [I-llzz (00

Do Lema A.2.2 (Gronwall) segue que

Uer € limitada em L>°(0,7; V%), independente de m, e

ul,, é limitada em L*(0,7; H.), independente de m,
portanto existe subsucessao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que

*

Uem = ue, fraco-estrela em L>°(0,7T;V;), e

(2.11)
ul,, = ul, fraco-estrela em L>(0,T; H.).
Estimativa 2:
Fazendo ¢ = 0 na equagao aproximada (2.3), obtemos
(u’e’m(()),v) + a(uam(O),v> = (fE(O),U), Vv € Vo, (2.12)

Como f. € WH(0,T; H,), temos que f. € C°([0,T]; H.) e, portanto, faz sentido
calcular f.(0), e f-(0) € [L*(Q)]V.

Tomando-se v = u (0) em (2.12), resulta que

W (0)F = (Al i, (0)) + (£00),ul, (0)
< (186, |+ 1£:00)]) - ul, (O)],
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o que implica que

2 (0)] < |Aug,, | + [£:(0)] < C, (2.13)

com C independente de m.

Agora, derivando em ¢ a equagao aproximada (2.3), obtemos

<ug,’n(t),v) + a(u;m(t),v> = (f’,v), Vv € V. (2.14)

e

Tomando-se v = u! (t) em (2.14), resulta que

| =

(I (OF + e (D112) = (F0), (D). (2.15)

N | —
QL

t

Integrando-se (2.15) de 0 a ¢, obtemos

T ¢
\U'a'm(t)|2+Hu'gm(t)H2Z\ugm(O)IQJrHuimHQﬂL/ |f2(s)lds +/!fé(5)!-\u§m(8)\2d8-
0 0
Pelo Lema A.2.2 (Gronwall), de (2.13) e de (2.3)3 resulta que
[l () + [z, (D] < C,

com C' independente de m.

Portanto, u.,, ¢ limitada em L*(0,7;V;), e u”,, é limitada em L*(0,7; H.), in-
dependente de m.

Logo, existe subsucessao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que

!/ * / oo .
ul,, = ul, fraco-estrela em L>(0,7;V;), e

(2.16)

N
usm ué"

fraco-estrela em L>°(0,T; H.).

Etapa (iii): Passagem ao limite.
Conforme observacao anterior, a estimativa 1 ja seria suficiente para a passagem

ao limite.

34



Mostraremos aqui que u,. é solugdo da equacao em (2.3), no sentido de D'(0,T).
Fixando-se mg, considerando m > mg, multiplicando-se a equacao aproximada

(2.3); por 8 € D(0,T) e integrando de 0 a 7', obtém-se que

/OT<u’5’m(t),v>0(t)dt+/OTa<uam(t),v)6(t)dt:/0T<f5(t),v>0(t)dt, (2.17)

para todo v € ngo.

Integrando-se por partes a primeira integral, obtém-se que

—/OT<u'€m(t),v)9’(t)dt+/OTa<u5m(t),v>9(t)dt:/OT<f5(t),v)9(t)dt. (2.18)

Tomando-se o limite quando m tende para o infinito, observando-se (2.11) e a

continuidade das formas bilineares utilizadas e da integral, conclui-se que

—/OT(u’E(t),U)G'(t)dtJr/O

para todo v € ‘Zmo. Sendo os ‘Zmo densos em V., conclui-se que (2.19) é valida para

T

a(ue(t), v) (1)t = /0 T( R0.0)00de, (219)

todav e V., 0 € D0,T).

De (2.19), temos ainda que

T

_/0T<u’€(t),v)9’(t)dt+/0 <—Au6(t),v>wy50(t)dt:/OT(fg(t),v>0(t)dt, (2.20)

para toda v € V, §# € D(0,T). Entao, definindo-se

ge(t) = fe(t) + Aua(t)w ge € V;-/a

de (2.20), obtemos

[ wowa= [ gwoa env: (221)
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Visto que u. € WH>(0,T;V.) e f. € LY0,T;[L*(Q2)]Y), segue-se que u. e g

pertencem a L*(0,T;V!) e satisfazem (2.21).

Entao, pelo Lema A.2.1, resulta que
t
ul(t) :§+/ ge(s)ds, &€ V!, constante; t€[0,T].
0

Portanto,

ul € C°([0,T]; V).

Ainda de (2.22), obtemos que
(ul,0) = (g.,0), paratodo € D(0,T),
o que significa que u? € L'(0.7;V!) e v’ = g., em L'(0,T;V/), isto é,
u! — Au. = f., em L*(0,T;V)).

Etapa (iv): Introdugao da pressao.

De (2.19) temos que

du.
(e

Definamos agora
t ¢
Ug(t):/ us(s)ds e Fa(t):/ fe(s)ds.
0 0

Assim, U, € C°([0,T); V.) e F. € C°([0, T]; [L*(Q)]V).

Integrando (2.26) de 0 a t, obtemos
“d 0u. t t
/0 E<W,v)dt+/o a(ue,v)dt = /0 (fo, v)dt.
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Do primeiro termo, temos que

t
[ ()= (o)l = (5 k).

do segunto termo, aplicando o Teorema A.2.9 (Fubini), temos que

t
—//ugAvdxdt = //ua Yds Av dz
0o Ja.

t) Avdx
QE
VU.(t) Vvdx
Qe
= a(Ue,v),

e do terceiro membro, aplicando Fubini, temos que

/Ot/Q fovdrdt :/ /fg )ds v dx

L(t)vdx
Qs

= (F;,v).

Dai, juntando os termos temos que

<0ua(t)

JE—— 1 f—
Y us,v> +a(Us,v) = (F.,v),

para qualquer v € V,, para qualquer t € [0, T].

Segue-se que

<au5t(t) —ul = AUL(t) — Fg(t),v> _p,

para qualquer v € V;, para qualquer t € [0, 7.

Pelo Teorema 1.1, temos que para cada ¢ € [0, T, existe G.(t) € D(Q.) tal que

8“55” —ul — AUL(t) = Fu(t) = VG.. (2.27)
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Pelo Teorema 1.2, temos que G.(t) € L*(), pois 7 G.(t) € H'(Q). Assim,
VG, € C°[0,T; [H1(2.)]™]) e, portanto,

G. € C°([0,T); L*(.)).

Isto nos diz que podemos diferenciar (2.27), na varidvel ¢, no sentido das dis-

tribuicoes em ().. ao fazer isso, obtemos

%(augt(t)> B 85;; 3 %(A/Otua(s)@ _ %(/Ot fa(s)ds> = %VGE.

Definindo

__96G
p€ - 8t )
obtemos
u! — Au, +Vp. = f., em D'(0,T;[D'(Q2)]Y). (2.28)

Pela regularidade dos termos que aparecem em (2.28), temos que
u! — Au. + Vp. = f., em L*(0,T;V)). (2.29)

Etapa (v): Verificagao das condigoes iniciais.

Pelo Lema 1.2 e por (2.11), temos que

<e,u5m(t)>v% - <9,u5(t)>w L YOeVL Ve

Em particular para t = 0, temos que

<9, uam(0)>

Ve, Ve

Mas de (2.3),,

0

Uern (0) = ug, fraco em VL, isto é,
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<9,u€m(0)> = <9,ug>wv, VoeV

A unicidade do limite nos diz que u.(0) = u?.

Ainda pelo Lema 1.2, e por (2.16), temos que

<e,ugm(t)>v% = <9,u’a(t)>w L VOeV. Vie[nT)

€

Em particular para t = 0, temos que

<9,u’5m(0)>w% = <9,u;(0)>w%, VoeVv.

Mas de (2.3),,

ul, (0) = ul, fraco em V., isto é,

<9,u’m(0)>v% N <9,u;>w Lo vee

o8}

1
e

A unicidade do limite nos diz que u.(0) = u
Etapa (vi): Unicidade da solucao.
Para provarmos a unicidade da solucao, suponha que (u.,p.) e (U, p-) sao duas

solugbes dadas pelo Teorema 2.1. Entao, o par (we,q.) = (ue — U, p: — p=) é uma

solucao de
w’ — Aw. +Vq. =0, em LY0,T;[H(Q)]Y)

divw. =0, em Q.

(2.30)
w, =0, sobre )

\ w:(0) = 0 = w.(0).
De (2.16), temos que w’. € L*>(0,T; V.). Como L>=(0,T; V) — L>=(0,T; [H} (2)]Y),
faz sentido compor (2.30), com w., e assim obter

<wg — Aw; + Vg, w;> =0.

€

39



Podemos também integrar em relacao a ¢, assim:

t
/ <w;’ — Aw, + V., wg> ds =0, para qualquer t € (0,T).
0 Qe

Resulta dai que

1/ti|w'<s)|2ds+l/tinw (S)Hst—/t( Vol )ds = 0
2 Jo ds' ¢ 2 ), ds" ° Oqe’ T

de onde obtemos

Wl () + [[w(t)]* = 0,
ja que fg(qs,v ~wl)ds = 0 (pois w. € L>(0,73V)), o que mostra que w. = 0 em
[0, 7] e, portanto, a solu¢do u. dada pelo Teorema 2.1 ¢ tnica.

Também, como encontramos que w. = 0, em (2.30); resta apenas Vg. = 0, isto é,
V(p. — p-) = 0, ou ainda, p. — p. = ¢(t). Ou seja, p. é Gnica a menos de adigao de
uma funcao de ¢.

Etapa (vii): Regularidade da solugao.

Por (2.11); e por (2.16); temos que u. e u. € L>(0,T;V.), logo u. € C°([0,T]; V2).

Por (2.16) temos que u. € L>(0,T;V.) eu! € L>(0,T; H.), logo u.. € C°([0,T); H.).

Assim,

ue € C°([0,T]; Vo) n C'([0, T); He). (2.31)
Etapa (viii): Final da demonstragao.

Demonstramos que é possivel extrair uma subsucessao de solugoes do problema
aproximado (2.3), ainda denotada por (), satisfazendo (2.11), e (2.16),, ou seja,
satisfazendo

Uepm = U, fraco-estrela em Wh>°(0,T; VL),
e que o limite u. satisfaz (2.2).

A unicidade da solugao do problema (2.2) nos diz que toda a sucessao (u.,,) satisfaz

(2.11), e (2.16),.

Isto completa a demonstracao do Teorema 2.1. O
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Capitulo 3

Resultado de homogeneizacao

O objetivo deste capitulo é mostrar a convergéncia do processo de homogeneizacao
da equacao hiperbdlica com um termo de pressao. A semicontinuidade inferior da
energia serd também demonstrada.

Apés termos obtido, no capitulo 2, a solu¢do da equacao hiperbdlica com um
termo de pressao no dominio €)., para ¢ > 0 fixado, vamos agora obter a solucao
desta equacao em todo o dominio 2. Vamos para isso fazer ¢ — 0. Isto é o que

chamamos de resultado de homogeneizacao, e que é enunciado no seguinte teorema:

Teorema 3.1 Supor que (1.1) € satisfeita. Considere uma seqiiéncia de dados satis-

fazendo

w’ —u®  fraco em V N [H?*(Q))V,

€

~1 1
u; —=u, fracoemV,

f-—f, fraco em L'(0,T; H), (3.1)

com jz e f-(0) uniformemente limitadas,

respectivamente, em LY(0,T; H) e em H.
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Entao, a seqiiéncia de solugoes (ue,p:) dada pelo Teorema 2.1 satisfaz

U, = u, fraco-estrela em WH(0,T;V),

P.(pe) = p,  fraco em L}(0,T; L*(Q)/R),

onde P. ¢ o operador prolongamento da pressdao, definido na Proposicao 1.1, e o par

(u,p) € a unica solugao do sistema homogeneizado

W —Au+Mu+Vp=f em@Q@=Q2x(0,T)
divu=0, emQ

u=0, sobre >, =T x(0,T)

uw(0) =u’, v'(0) =ul, emQ

| we [0, T, V)N CH([0, T); H),
onde M € a matriz definida no Lema 1.1.

Demonstracao:

Prodederemos a demonstracao em seis etapas:
(i) Estimativas a priori;
(ii) Passagem ao limite;
(iii) Verificacao das condigoes iniciais;
(iv) Unicidade;
(v) Regularidade da solugdo; e

(vi) Final da demonstragao.
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Etapa (i): Estimativas a priori.

Temos, de (2.11); e de (2.16), que existe uma subsucessao (U )men tal que

Uem = ue, fraco-estrela em L*°(0,T; V),
ul, > ul, fraco-estrela em L>(0,T;V}), (3.4)

ul, = u”,  fraco-estrela em L>(0,7; H.).

Entao, pelo Teorema A.1.3 (Banach-Steinhaus), temos que
||a€||LOO(07T;V) S hmn,ilo%f ||u5m||L°°(O,T;V5) S C, \V/ g > O,

17 iy < B [l oy < € V2> 0, (35)

102 | oo 0,752 v) < lim inf [teml oo 07220003y £ €5 YV E>0,
onde C nao depende de € devido as condigdes em (3.1). Assim,temos que

u. 6 limitada em L*°(0,7;V’), independente de ¢ > 0,
u.  é limitada em L>°(0,7; V'), independente de € > 0,

a” 6 limitada em L>(0,T;[L*(Q)]Y), independente de & > 0.

&

Logo, existe uma subsucessao, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que

e = u, fraco-estrela em L*>(0,7;V),
ul =/, fraco-estrela em L>*(0,T;V), (3.6)

fraco-estrela em L>°(0,T'; [L*(Q)]V).

Do Teorema 2.1, podemos ver que

Vpe = —UIE/ + Aus + fE7 em L1(07 T7 [Hil(QE)]N)
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Obtemos entao que

T

HVPEHLl(O,T;[H—l(QE)]N) < c |“g(t>’[ﬂ(ﬂs)}”dt
0 (3.7)

T T
wo [ Tyt + e [ 1Ot

Dai, aplicando o Teorema 1.2, temos que

1Pl 207020000 /m) S NWVPell o -1 v) < € (3.8)

Afirmacao: O conjunto K = {P.(p.) ; € > 0} é relativamente compacto na topologia
fraca de L'(0,T; L*(Q2)/R).

Obteremos esse resultado em trés etapas, utilizando o Teorema A.2.4 (Dunford):

(i) K é limitado em L*(0,T; L*(Q)/R).

De fato, da Proposigao 1.1, e de (3.8) temos

||Pe(pe)||L1(0,T;L2(Q)/R) < CHpEHLl(O,T;L?(QE)/R) <¢

independente de €.

(ii) t — |P-(ps(t))|12(0)/r é uniformemente integravel sobre [0, T7, isto €,

J

uniformemente em K.

L2(Q)/Rdt — 0, quando u(E) — 0, E C[0,T],

P.(p-(t))

De fato, da Proposigao 1.1, de (3.7) e de (3.8), temos que

/ P.(t)|  dt<e / P (D)l < ¢ / /RO —"
E /R E E

<e / ()] eyt + / ete (8 vt + / ()t
F E E

L2(9)
< cu(B) + cu(E) + ¢ / ()] el
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Mas, de (3.1)3, tem-se que o conjunto {f;,e > 0} é relativamente compacto
na topologia fraca de L'(0,T; H), portanto, as funcoes ¢ \ﬁ(t)\H $30 uni-
formemente integréveis sobre [0, T'| (ver Proposi¢ao A.2.2). A afirmagao é assim

satisfeita.

(iii) { [, P-(p-(t))dt, e > 0} é relativamente compacto na topologia fraca de L*(Q2) /R,

para todo subconjunto £ C [0, 7], mensuravel.

Da Proposicao 1.1;;, e por (3.8), temos que

Psstdt’ S/Psgt dtgc/ (it dt
[ rwtnal, < [ [Poo)], de<e [ 0],

T
< C/ P ()] 2.y dt < ¢,
0

uniformemente em e. Portanto, { [, P-(p:(t))dt, ¢ > 0} é relativamente com-

pacto na topologia fraca de L*(2)/R, V E C [0, T], mensuravel.

Agora, aplicando o Teorema de Dunford, obtemos que K ={P.(p.),e>0} é relati-
vamente compacto na topologia fraca de L'(0,T; L*(Q2)/R). Logo, existe subsucessao,

ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que

P.(p.) — p, fracoem L'(0,T; L*(Q)/R). (3.9)

Etapa (ii): Passagem ao limite.

Do teorema 2.1, temos que

u” — Au. +Vp. = f., em L0, T;[H Q)Y
pe = /. (0,75 [HH(2)]Y) (3.10)

div u. =0, em Q..

Compondo a equacao (3.10); com (t)w;(x)¢(z), onde ¢ € D(0,T), ¢ € D() e
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wf, é como no quadro de hipdteses (1.1), obtemos

(v 0ui(e)e(@)) |+ (~Aus v(Oui(a)e())

Qe (3.11)
+<Vps,w(t)wi(a:)so(x)> = <f€,¢(t)w,§(x)<p(x)> 3.11

Q- Q.

onde (-, -),, denota, aqui e daqui em diante, o par dualidade entre L*(0, T; [H~(Q.)]V)
Qe

e L(0, T [Hy(2:)]Y).

Integrando por partes, na varidvel z, o segundo termo de (3.11), obtemos

<—Au5,@/zw,i<p>@ = Vu, : V(Ywip)dzdt
. Qe (3.12)
= / Vu. : YyVwiedrdt —I—/ Vu. : YpwpVedzdt.
Q€ €

Por outro lado, temos que

<—Aw,‘z,1/zu5g0>Q = g Vuwg, @ V(Yuep)dzdt

= / Vwg, : YVupdxdt + Vuwg, : YpuVedzdt.
QE QE

Dai, como o produto interno é comutativo, segue que

Vue : YyVwipdrdt = <—sz,¢u5<p>Q — | Vuwyj, : YuVedrdt. (3.13)
Qe € Qe

Substituindo (3.13) em (3.12), obtemos

(~duevuie) = (~dufvup) -

- Vuwy, @ Yu-Vodrdt +/ Vu. : YwpVedzdt.
QE €

£

Integrando por partes, na varidvel z, o terceiro termo de (3.11), obtemos

£

(9pvvie), == | v -Viodrat, (315)

pois div w;, = 0, em Q..
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Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.11), obtemos

<u;’,1/1w,i<p>Q€ + <—Aw,i,1pu5g0>QE — /Q Vwy, : YuVdrdt

(3.16)
+/ Vu. : YwiVeodrdt — / pwy, : Vdxdt = <f€, wwig0>Q .
Agora, multiplicando (3.10), por ¥g;¢ e integrando em @)., obtemos
VeV - u.drdt = 0.
Qe
Integrando por partes, na variavel x, obtemos
<Vq,§, ¢UESO>Q + Vq V- u.drdt = 0. (3.17)
€ QE
Somando (3.16) e (3.17), resulta
<u£_.’, @/)witp>Q + <Vq,i — Auwy, @Z)uagp>Q - Vwyg, : YuVdrdt
€ € Qe
+ [ Vu. : YwiVpdzdt —/ pYwy, : Vipdzdt —|—/ qiue -Vpdrdt = <f€,wwigp>Q )
Q€ € QE €
(3.18)
Anilise dos termos em (3.18):
1° termo: Aplicando o Teorema A.2.9 (Fubini), obtemos
T
(wooie), = [ [ voipdod
Qe 0 Jao T (3.19)

:/Qw,igw (/0 ﬂg@/}dt>dx.

Da hipétese (1.1)(4), € do Teorema A.5.2 (Rellich-Kondrachoff), para uma sub-

1

sucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo, temos que

w§ — ey, forte em [L2(Q))V, (3.20)
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e de (3.6)3 temos que

T T
ﬂgwdté/ u"ypdt,  fraco em [L*(Q)]V. (3.21)
0

0

Assim, de (3.20) e (3.21), obtemos a seguinte convergéncia, em (3.19):

<ué’,¢wigp>@s — /ﬂemp(/{f u"1/1dt>dx. (3.22)

2° termo: Temos que

<vq,i ~ Au, @/Juaap>Q - <vq,§ ~ Aug, ( /0 ' @mdt)@ﬂ. (3.23)

€

Agora, definindo U.(z) = fOT Yu.dt, resulta que

T
U-(z) 4/ Yudt, fraco em [Hg(Q)]N, e

’ N(E) (3.24)
U(x) =0, em S, = U St

i=1

Assim, de (3.24); e da hipdtese (1.1),, obtemos a seguinte convergéncia em (3.23):

(Vai — dugvuep) = (e ([ vuit)o) 329

3° termo: Aplicando Fubini, obtemos que

T
/ Vuwg : Yu.Vodrdt = / Vg, (/ wﬂgdt> Vpdz. (3.26)
Qe Q 0

Da hipétese (1.1);;,, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo,
segue que

Vuwi — 0, fraco em [L*(Q)]Y,

e de (3.24); e do Teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma subsucessao ainda deno-
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tada pelo mesmo simbolo, temos que
T
U(z) — / pudt, forte em [L(Q)]Y. (3.27)
0
Assim, obtemos a seguinte convergéncia em (3.26):
/ Vuwy : Yu.Vedrdt — 0. (3.28)
4° termo: Aplicando Fubini, obtemos que
T
/ Va. : YwiVdrdt = / AT :v( / aaqut) dz. (3.29)
e Q 0
De (3.24);, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo, temos
T T ,
V(/ wﬁadt> — V(/ ¢udt>, fraco em [L*(Q)]"". (3.30)
0 0

Assim, de (3.20) e de (3.30), obtemos a seguinte convergéncia em (3.29):

T
Vu. : YpwpVedrdt — / exrV :V(/ wudt) dx. (3.31)
Qe Q 0

5° termo: Aplicando Fubini, obtemos

/ pabws -Vpdudt = /Q w;;-w< /0 Tng(pg)dt>dx, (3.32)

pois P.(p:(t)) = p-(t) em Q., q.s. em [0,7], e wi =0 em Q\C..

De (3.9), segue que

T T
/ Y P.(pe)dt 4/ Ypdt, fraco em L*(9). (3.33)
0 0
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Assim, de (3.20) e de (3.33), obtemos a seguinte convergéncia em (3.32):

T
/ pewy, -Vdrdt — / €k -Vgo(/ wpdt>dx. (3.34)
€ Q 0

6° termo: Aplicando Fubini, obtemos que

T
/ qiu. -Vodrdt = / @V - (/ wﬂgdt>dx. (3.35)
Qe Q 0

Da hipétese (1.1) (), e de (3.27), obtemos a seguinte convergéncia, em (3.35):

/ que -Vdrdt — 0. (3.36)

£

7° termo: Mais uma vez, aplicando Fubini, obtemos

fe - Ywppdadt = / Wi - </0T ¢f;dt> dx. (3.37)

Qe Q

Da hipdtese (3.1)3, resulta que

T T
/ W fodt — / Yfdt, fraco em [L*(Q)]V. (3.38)
0 0

Assim, de (3.20) e de (3.38), obtemos a seguinte convergéncia, em (3.37):

T
fe - Ywipdrdt — / erp - </ wfdt> dx. (3.39)
Qe Q 0
N
Agora, fazendo ¢ = @, e somando em k, considerando ¢ = Y prer, ¢ € [D(Q)]Y,
k=1

passando o limite na equacao (3.18) ao fazer ¢ — 0, e aplicando Fubini, obtemos

< </Q v gbda:) ’ ¢>D/(0,T),D(0,T) ’ <<M¢’ u>9’ w>D’,D(07T)

+{ /Q Vu:V¢dm,w>D/7D(O’T)+<<Vp, ¢>Q,w>D/7D(O,T) ( /Q f -¢dx,¢>D,D(O’T).
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Como M é simétrica, resulta que

(W",¢) + (Mu, ¢)q + a(u,¢) + (Vp,0)q = (f,¢), em D'(0,T), V¢ € [DQ)]".
Como D(R2) é denso em HZ(Q), segue que

(u”,v) + (Mu,v),, + a(u,v) + (Vp,v)g = (f,v), em D'(0,T), Vv € [Hy(Q)".

Etapa (iii): Verificacao das condigoes iniciais.

Pelo Lema 1.2 e por (3.6);, temos que

<6,ﬂ€(t)>wv - <9,u(t)>wv, VoeV, YieloT).

Em particular para t = 0, temos que

<e,a€(o)>vw o <9,u(0)>wv, Voev.

Mas de (3.1),

u:(0) — u°, fraco em V, isto é,

<9,a€(0)>wv = <e,u0>wv, Voev

A unicidade do limite nos diz que u(0) = °.

Ainda pelo Lema 1.2, e por (3.6)s, temos que
~ / !
<6,us(t)>wv = <0,u (t)>V,’V, VoeV, YiteloT].

Em particular para t = 0, temos que

<9,a;(o)>w = <9,u'(0)>wv, VoeVv
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Mas de (3.1),,

u.(0) — u', fraco em V, isto é,

<e,a;(0)>wv R <9,u1>wv, Voev.

A unicidade do limite nos diz que u/(0) = u'.

Etapa (iv): Unicidade.
Para provarmos a unicidade da solugao, suponha que (u,p) e (u,p) sdo duas
solugbes dadas pelo Teorema 3.1. Entao, o par (w,q) = (u — u,p — p) é uma solugao

de
w’ — Aw+ Mw+Vqg=0, em L'(0,T;[H1(Q)]Y)

divw =0, em Q

! (3.40)
w =0, sobre )

w(0) =0 =w'(0).

\
De (3.6), temos que w’ € L*(0,T; V). Como L>®(0,T;V) — L>(0,T; [H3(Q)]Y),

faz sentido compor (3.40), com w’, e assim obter
<w” — Aw + Mw + Vq,w’>Q =0.
Podemos também integrar em relagao a t, assim
t
/ <w” — Aw+ Mw + Vg, w'>ﬂds =0, Vte(0,T).
0

Resulta dai que

L (d, , . 1 [*d
[ — ds+ = [ — 2d
2/0 75 [w(s)] s+2/0 7 lw(s)lds

#3 [ttt ds = [ (st 0))ds =0,

de onde obtemos
W OF + w@)]? + (Muw(),w(t)) =0,
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ja que divw'(s) = 0 (pois w'(s) € L>(0,T;V)), o que mostra que w = 0 em [0, 7], uma
vez que (Mw(t), w(t)), > 0. Portanto, o par solucao (u,p) dado pelo Teorema 3.1 é

unico, com p sendo tinica a menos de adicao de uma funcao relativa a t.

Etapa (v): Regularidade da solugao.
De (2.31), obtemos que u. € C°([0,T];V) e que u. € C°([0,T]; H). Assim, das

convergéncias (3.6); e (3.6)2, segue que

ue C0,T;V) e o eC%0,T); H).

Etapa (vi): Final da demonstragao.
Demonstramos através da extragao de uma subseqiiéncia de solugdes (ainda deno-

tada por €), que as subseqiiéncias u. e P-(p.) satisfazem (3.2), com o limite

(u,p) € WH(0,T; V)N W>(0,T; H) x L'(0,T; L*(Q)/R)

satisfazendo (3.3).
Pela unicidade da solugao de (3.3) deduzimos que a seqiiéncia inteira satisfaz (3.2).

Isto completa a demonstracao. U

O proximo passo € demonstrar um resultado de convergéncia pontual, no tempo,
e a propriedade de semicontinuidade inferior da energia, o que é feito com o seguinte

teoremas:

Teorema 3.2 Suponha que o quadro abstrato de hipdteses (1.1) seja satisfeito. Entdo

para todo t € [0,T] firado, temos

us(t) — u(t), fraco emV, (3.41)

u.(t) = u'(t), fraco em H, (3.42)

)
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/ IVu(x,t)[*dx + <Mu(x t),u(z,t) t < hmlnf/ |Vu(z,t)|*dr, (3.43)

e—0
/]u’(w,t)|2dx§limiglf/ lul(x,t)*dz, (3.44)
Q & Qe
E(t) < hmlgle (1), (3.45)

onde, ¥V t € [0,T], temos as sequintes defini¢oes para as energias E.(-) e E(-):
1 l 2 1 2
E.(t) = §|Us(t)| 2@y + §|Vug(t)| [L2(Q)]N? (3.46)

1

1
B(t) = S0P gy + 5 |Vua( )2y + §<Mu(t),u(t)>g.

Demonstracao:

Temos por (3.6), que

e = u, fraco-estrela em L>*(0,7T;V), e

fraco-estrela em L>°(0,7;V) — L*>*(0,T; H).

Utilizando o Lema 1.3, resulta que
U (t) = u(t), fracoem V, Vt e [0,T],

isto é, temos (3.41).
De (2.16) e pelo Lema 1.3, resulta que
ul, (t) = ul(t), fracoem V., Vit € [0,T].

gEm

Dai, pela convexidade e semicontinuidade inferior da norma, segue-se que
lz@llv = lluz(@®llv. < liminf Jul, @)y, < C,

com C' independente de €, V ¢ € [0, T.
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Assim, para uma subsucessao ainda denotada pelo mesmo simbolo, obtemos que

u.(t) = u'(t), fraco,em V, Vt e [0,T],

£

o que nos da (3.42), uma vez que V — H.

Para obtermos (3.43), observar que

u.(-,t) €V,
te(z,t) =0, sobre Se, e (3.47)

(-, t) = u(-,t), fracoem V, Vte[0,T].
Logo, pela proposigao 1.3, segue a desigualdade (3.43).
De (3.42) obtemos [u/(t)|;z2(q~y < liminf._, o [ul(f)|[z2(q)~, de onde segue que

2
2 . .. 2
| ()] {2y < [hgilglf Juc ()] 22y | < Tminf fug (£)[2 oy,

o que nos da (3.44).

Agora, somando as desigualdades (3.43) e (3.44), obtemos

/Q|u'(a:,t)]2da:+/ Ve, 1) Pde+ (Mu(e, 1), u(e, 1))
< hrnmf/ [ul(z, )] dx+hrn1nf/ \Vu(z,t)|*de

<hm1nf / |l xt|dx—|—/ |Vu.(x,t) 2dx>

e assim obtemos que

E(t) <lim iglf E.(t),

ou seja, temos (3.45).

Isto conclui a demonstracao do Teorema 3.2. 0J
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Capitulo 4

Resultados de correcao

Este capitulo é dedicado a enunciar e demonstrar resultados de corregao para a
equagao hiperbdlica com um termo de pressao. As demonstragoes seguem na linha de
S. Brahim-Otsmane, G. A. Francforte F. Murat[3], e de D. Cioranescu, P. Donato, F.
Murat e E. Zuazua [6], que adaptaram para a equacao da onda as idéias introduzidas
por L. Tartar [32] no caso eliptico.

Precisaremos das seguintes hipdteses sobre o dado inicial u?:

[ (u0,p0) € [HE(Q)]Y x [L(Q.)/R],

existe fO € [L?(Q)]V tal que

(4.1)
Vp? — Aul = 0 em Q.
V-u? =0,em Q..
Como uma conseqiiéncia da Proposigao 1.2, deduzimos que
(.2.00) = (.09, fraco em [HIQ]Y x [L*(Q)/B],  (42)
onde (u°(x),p’(z)) é a solugao de
Vp? — Au® + Mu® = f°, em Q
(4.3)

V-u?=0, em ¢,
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2
IV aqypve — [Vaula e + <Muu>Q (4.4)

Observagao: Da definicdo da energia E.(t) dada em (3.46), obtém-se a seguinte

identidade da energia:
t
E.(t) = E.(0) +/ fe(x, s)ul(x, s)dxds, q.s. em [0,T].
0o Jo.

Uma das principais etapas da demonstracao do resultado de correcao é a con-
vergéncia da energia em C°([0,7]). Assim, antes de enunciarmos tal resultado,

mostraremos a convergéncia forte da enertia em C°([0, 7).

Proposicao 4.1 Suponha que as hipdteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas. Con-

sidere a seqiéncia de dados u® satisfazendo a hipdtese (4.1) e
f. = f, forte em LY(0,T; [L2(Q)]™). (4.5)

Entao,

E.(t) — E(t), forte em C°([0,T)). (4.6)

Demonstracao:

Temos as seguintes identidades:

E.(t) = E.( / / o (x, 8)ul(x, 8)dzds, (4.7)
/ /fx ) (x, s)dads, (4.8)

1 1
= 5/Q |u;|2dx—|—§/Q |Vu2|2dx, e (4.9)

com

1 02
/|u Pde + = /|vu Pdz + 2<Mu u >Q (4.10)
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Em virtude de (3.6); e da hipdtese (4.5), temos

/0 | /Q el s /0 t /Q £ (@, )0 (, 5)dds. (4.11)

Por outro lado, pela imersiao compacta de V em [L?(Q)]V, de (4.4) e de (3.1),

temos que

E.(0) — E(0). (4.12)

Portanto, de (4.11) e de (4.12), temos que
E.(t) — E(t), pontualmente em [0, 7. (4.13)

Além disso, dado qualquer ¢t € [0,T] e h > 0 suficientemente pequeno, temos

t+h
E.(t+h)— / /\fg.fcsHu (z,s)|dxds
S CA PP / G-
t

Visto que @, é limitada em L*(0, T; [L2()]") e f. converge forte em L*(0, T; [L*(Q)]Y),

isso implica que
E.(t+h)— E.(t)] — 0, quando h — 0, uniformemente em ¢, (4.14)

o que mostra que a familia de fungoes {F.,e > 0} é equicontinua.

Logo, de (4.13), de (4.14) e do Corolario A.1.1 (de Arzela-Ascoli) segue (4.6). [

Definigao: para v € C°([0, T]; [H} (2)]Y) N C([0, T; [L*(2.)]Y), define-se

V(1)

\V4 4.15
[L2(Q6)]Y * 2 (4.15)
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e para v € C°([0,T; [H(Q)]N) N CY([0,T7; [L*(2)]V) define-se

1 2 1
— t —{ Muv(t t . 4.1
Q)]N+2\w<>\ww2+2< o(t),0(0)) (4.16)

V'(t)

[L3(
A partir destas defini¢oes, apresentamos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2 Suponha que as hipoteses da Proposi¢ao 4.1 sejam satisfeitas. Entdo,

ec(ue —Wop) — e(u—), em C°([0,T)), (4.17)

para toda ¢ € D(0,T;[D(Q)]Y), onde a matriz W, € a matriz formada pelos vetores

coluna wi, 1 <k < N.

Demonstracao:

Temos que

ee(ue —Wep)(t) = ec(ue)(t) + ec(Wep)(t)

_ /Q T, ) - We(2)¢ (2, t)d (4.18)
—/QVﬂg(a:,t) P V(We(z)p(w, t))de.

Passaremos ao limite cada um dos termos do lado direito de (4.18).

1° termo: Como e (u.)(t) = E.(t), temos, da Proposi¢ao 4.1, que
a(ue)(-) = ex(u)(:), em CO((0,T]). (4.19)

2° termo: Derivando-se no tempo, mostra-se que a funcao |W.¢(+) |[2L2(QE)] v ¢ limitada
em Whee < C0([0,T]), pelo Teorema A.6.2 (Rellich-Kondrachoff).

Assim, usando (1.1);;;, obtemos que

2 2

‘Wsw’(-)

(L2 ()N -

() (4.20)

= )Wsw’(-)

[L2(Q)]N (2N
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em C°([0,T]). Também, temos que

2

2
V(W) (t :‘v W.o)(t
v DO oz = [TV

. / WPt Ap(t)dz — 2 / VW.Vp(t) - Weplt)dr — (AWep(t), Wep(t))
Q Q

Observando que cada termo do lado direito ¢ limitado em W1°°(0,T), podemos

passar o limite em cada termo, obtendo assim

—/ W ?p(t) Ap(t)de — —/gp(t)-Acp(t)dx, em C°([0,77), (4.21)
Q Q

—Q/VWEVgo(t)-WEgp(t)dx — 0, em C°([0,T)), (4.22)

sendo que as convergéncias (4.21) e (4.22) decorrem do quadro de hipéteses (1.1).

Para passar o limite no terceiro termo, notar que

(w000, = - (20,3 05),

=— ZN_: <90i<t>AwiE7€0j(t)wJ€'>Q
:_i [<<p2(t) (qu—Au;f) : gpj(t)w§>ﬂ—<90i(t)v%'€7 Soj(t>w§>g] '

)

—_

<

De (1.1),, temos que

<qu —Awf,soisojw§>g — <m,s0¢sojej>9,

pois de (1.1);;, temos que @;p;w5 — wip;e;, fraco em [H'(Q)]Y, e de (1.1), temos

[SR— €
que p;p;ws = 0, nos buracos Sz,
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Também, por (1.1);, temos a seguinte convergéncia:

- <qu,<pisojw§->9 z/qfv'(sijf)dfv
0
:/qf [goigojv-wf+wfV(goigoj) dx
0

:/wa?-v(%soj)dw — 0.
Q
Assim, resulta que

— (AWt Wep(t)) = (M) 0(t)) . em C°(0,7)). (4.23)

Combinando (4.20) — (4.23), deduzimos que
(Wap)() — e()(), em O[O, TI), (4.24)
3° termo: Por (3.6), utilizando o Teorema 1.5, temos que
| s — [ w@u@ds, anc(o.1),
0. 0
para todo ¢ € [L°°(Q2)]V. Dai, deduzimos que
[ @) w@pi@de — [ @) v@dn eno0.7), @29
. 0

visto que

s | / i (e, 1) (We(a) — ) o) <

t€[0,T]

< LN oo o,y r2 @) 1 e () IWe = Il 2y — 0,

em virtude de (1.1);;.
k

Aproximando ¢'(x,t) em C°([0,T]; [L?(2)]") por fungoes da forma >~ n;(t)w;(x),
i=1

onde 7; sao fungoes continuas sobre [0, 7] e v € [L=(Q)]Y, Vi € {1, ..., k}, deduzimos
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de (4.25) e da limitacao de W, em [L>(Q)]Y" que

/ﬁ;(x,t)Wg(x)W(x,t)d:v — /u'(x,t)w'(x,t)dx, em C°([0,T]). (4.26)
Q Q
4° termo: Considerando o tdltimo termo em (4.18), obtemos que

/Q Vi (2. 1) : V (We(a)ela, t)) e = (- AWsw(t),ﬂs(t)>Q .

—2/9'175(56,15)-VW( Welz, 1) / (2)Ap(a, 1) dz.

Consideremos agora a fungao

Fis =2 /Q (2, 1) - VIV (2)Vi(a, ) da — /Q (1) - Wo(2) Ap(x, ) da.

Do Teorema 3.1, @. é limitada em W'(0,T;[L*(Q)]Y). Assim, a familia de
fungoes em consideragao ¢ limitada em W1(0,T) e, portanto, relativamente com-

pacta em C°([0,T]) devido & imersao W1>°(0,T) < C°([0,T7]). Isto implica que

9 /Q (1) - VIV (2)Vi(a, ) da — /Q (1) - W (2) Ap(x, £) da —

o /Q u(t) - Ap(x, 1) da = (4.28)

_ / Vu(z,t) - V(x, t)dz,
Q

em C°([0, 7).

Considere agora o termo resultante (—AW,(x)¢(t), u(t)),. Temos que

<—AWE(x)<p(t),ﬁ€(t)>Q=—<zN: (t)Aw <>>Q
:ZR@()( Aw +Vq§>,us(t)> —< (6)Va;, ue( )> }
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De (1.1),, resulta que

((~aus +Va) wil)i) = (useitutd) . (4.30)

Q

pois pelo Teorema 1.5 temos que
pi(D)TL() = pit)ult), fraco em [HF Q)Y — [H'(Q)]Y, V¢ € 0,7],

e também que ¢;(t)u.(t) = 0, nos buracos S;.

Temos também que

(-9 o) 00), = [ € - () 00) ds

2 (4.31)
= / ¢ Vi(t) u(t) dv — 0,
Q
sendo a convergéncia decorrente de (1.1);; e do Lema 1.2, pois V <= [L*(Q)]".
Combinando (4.29) a (4.31), deduzimos que
<—AW5 o ﬂg(t)>g - <Mg0 , u>Q em C°([0, 7). (4.32)

De (4.18), (4.19), (4.24), (4.26), (4.28) e (4.32), obtemos (4.17).

Isto completa a demonstracao da Proposicao 4.2. O

Resultado de correcao para a solugao u,

Teorema 4.1 Suponha que as hipoteses do Teorema 1.1 sejam satisfeitas. Se u de-
nota a unica solu¢ao da equag¢ao homogeneizada (3.3), entdo a seqiiéncia de solugoes

(ue) de (2.1) satisfaz

u. — ', em C°([0,TT; [L2()]Y), (4.33)
u. = Wou+r., com (4.34)
re — 0, em C°([0, T); [Wy ' (D]™). (4.35)
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Além disso, se u € C°([0,T];[C°(Q)]N), entdo
re — 0, em C°([0,T; [H3(Q)]Y). (4.36)

Observagao: Combinando (3.43) e (3.44) com (4.6), obtemos, V ¢t € [0,T], que

U (D)2 = |l (t)? , e
[l ()2 = [0 (D) 20yn (4.37)

2
|vu;|[2L2(QE)}N2 - |Vu‘[L2(Q)]N2 + <MU,U>Q

Por outro lado, de (3.42) e (4.37);, pelo Teorema de Riesz, em [23], obtemos que
ul(t) — u'(t), forte em [L*(Q)]Y, (4.38)

para qualquer ¢t € [0,7] fixado. Esta afirmacdo nao é tao forte quanto (4.33), mas é

o primeiro passo nessa direcao.

Demonstragao (do Teorema 4.1):

Do Teorema 3.1 sabemos que
u e C°([0, T); [Ho (1) N CH([0, T): [LX (1Y) (4.39)
Considere uma seqiiéncia ¢;, em D([0, T]; [D()]V) tal que
pr — u, forte em C°([0,T1; [Hy ()]Y) N CH([0, TT; [L*()]Y), (4.40)

quando k — oo.

Da Proposicao 4.2 temos

. ~ 2 ~ 2
lim sup{||(u5 - Ws(pk)/HLOO(O,T;[L2(Q)]N) + ||V(Ua - WESOIC)”LOO((LT;[LZ(Q)]N?)}

E—

< 2 le(w = i)l (0.1
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e assim

- ~ 2 ~ 2
khm lim s(?p{||(us—ngpk)’||Loo(07T;[L2(Q)]N) + ||V(u€—Wgcpk)HLOO(O’T;[LQ(Q)]W)} =0.
—00 gy
(4.41)

Agora, observamos que

[ PSR LA A FRe— )

+[I(We — ]>Q0;€HL°°(O,T;[L2(Q)]N) + [l — u/||L°°(O,T;[L2(Q)]N)'

Combinando (4.40), (4.41), (4.42) e a hip6tese (1.1);, deduzimos que
i — ', em CO([0, T [L2(Q)Y).

(4.33) estda demonstrado.

Por outro lado, temos

IV (e = Wew)|| oo 0110 ()2
< [IV(u. — We@k)HLoo(o,T;[Ll(Q)]N?) +[[V(We(eor, — u))HLOO(QT;[Ll(Q)]NQ)
< ||V (u: — We@k)HLoo(o,T;[y(Q)]N?) + [|[VW(or — u)”LOO(O,T;[Ll(Q)]NQ)
+[[WeV (or — u)||L°°(O,T;[L1(Q)]N2)
< | V(e = Weor)ll o o, mnz iy + IVWellipaaye lon = ull oo myirzcyvy

tc HWEH[L2(Q)]N2 oo — UHCO([O,T];[H&(Q)}N)'
(4.43)

Por (1.1), (4.40), (4.41) e (4.43), concluimos que
Vre = V(e = Weu) = 0, em C°((0, 7} L1 ().

Assim, (4.35) estd demonstrado.
Vamos, finalmente, considerar o caso onde u € C°([0, T]; [C°(Q)]"). Em tal caso,

a seqiiéncia aproximante ¢, pode ser escolhida de modo a satisfazer, além de (4.40),
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a hipdtese

or — u, em C°([0,T]; [CO(Q))™). (4.44)
Neste caso, podemos estimar V(7. — W.u) em L®(0,T; [L2(Q2)]V°), e néo somente

em L>(0,T; [LY(Q)]Y*), como em (4.43). De fato, temos

IV(We(pr — u))l|L°°(O,T;[L2(Q)]N2)
< [IVWe(or — U)||Loo(o,T;[L2(Q)]N2) + [WeV (e — U)HLoo(o,T;[LZ(Q)}N)

< HVWEH[L2(Q)]N3 o= — UHCO({O,T];[C(Q)]N) + HWeH[Loo(Q)]N2 ok — “HLoo(o,T;[Hg(Q)]N)-

Similarmente a (4.43), isto implica que
Vre = V(ue — Weu) — 0, em OO([O>T]5 [Lz(Q)]N)a

o que d4 o resultado desejado (4.36).

A demonstracao do Teorema 4.1 esta completa. 0

Observacao: De (4.6), (4.33) e das definigoes de E. e F, tem-se realmente que

7 (2o = [0 Oz, em C°((0,T7), e

V) e = VO e + (MTu(),u())g, em C°(0,T)).

(4.45)

Resultado de correcao para a pressao

Teorema 4.2 Suponha que as hipdteses de (1.1) sao satisfeitas. Suponha que a

solug¢ao u do problema homogeneizado (3.3) € suave, isto €,

u € C°([0, TT; [CO°()]M). (4.46)
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Entao, a pressao p. solugdo da equagao (2.1) satisfaz

/T P.(p: —p—u-q.)(t)dt — 0, forte em L*(Q)/R, (4.47)
0

para todo 1 € Wy'(0,T), onde q. € o vetor definido por q. - e, = ¢, (u,p) € a
solug¢do do problema homogeneizado (3.3), e P. é o operador de extensdo da pressdo
introduzido pela Proposicao 1.1.

Temos que (4.47) implica

0. (4.48)
L2(Q)/R

(e

Demonstracao:

Basta provar que
T
v(/ Ps(ps—p—u-qe)w(t)dt> 0, forte em [H-Y(Q)]Y, ¥ € W (0,T). (4.49)
0

Para isso, seja (v.) uma seqiiéncia limitada em [H} (€2.)]. Definimos uma seqiiéncia

real A, por
A, = <V[/U P.p: —p—u- (k)l/}(t)dt} , va> : (4.50)

Q

Usando Fubini e a definicao do operador P. dada na Proposi¢ao 1.1, obtemos

ae= [(ovran) e— [ (T - [ (Vo a0 R) dr

(4.51)
Para simplificar a notacao, usaremos R.v. para representar tanto a funcao em
[H}(92.)]Y quanto a sua extensao por zero em 2 — ). sobre [HE(Q)]V.

Usando as equagoes (2.1); e (3.3); para substituir Vp. e Vp em (4.51), e integrando
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por partes, obtemos

A, = /T <u —ul,(t)Re ’UE> dt + /OT <ﬁ - f,¢(t)R5v5>th

//vu—vue- D)V (R )da dt+/T<Mu,1/)(t)REvs>th (4.52)
/ (V- g v(0)R) di.

0

Agora, usando a equagao (4.34) para substituir u. em (4.52), e integrando por

partes, obtemos

/0<“ e, RU€>dt+/T<ﬁ—f¢()RUa>dt

T
+/ (I — Wo)Vu - ¢(t)V(Reve)dx dt — //Vr5~ V(Reve)dz dt
0

Q
T
+/ VW:NVu - (t)Rev.dx dt — //quE t)Rov.dx dt
Q

- /0T<(qu — AW Ju, p(t)Rev. ) dt + /0 (w0 Rev.)_di
(4.53)
A hipétese (4.46) nos diz que (4.36) é vélido, entao segue de (4.53) que ll_r% A, =0,
para toda seqiiéncia limitada (v.) € [H}(Q)]V. Isto é equivalente a (4.49) e, portanto,

a demonstracao do Teorema 4.2 esta completa. 0
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Capitulo 5

O caso dos buracos menores que o

tamanho critico

Neste capitulo vamos estudar o caso particular onde os buracos sao menores que

o tamanho critico, isto é,

lim % log ass — —00, se N =2

e—0

(5.1)

L)

lim — —o00, se N > 3.
e—0 as§
1

Com isso, definimos as fungoes (wg, g5 )1<k<ny como no caso dos buracos com tamanho

igual ao critico, porém no lugar de (1.1)( temos que

i)

wi — 0, forte em [H'(Q)]V, (5.2)

&

¢ — 0, forte em L?(Q)/R.

Assim, combinando (1.1)(v) com (5.2), temos que (V¢ — Awj, ¢v.),, converge para
zero. Temos portanto p = 0, o que implica que M = 0. Neste caso, continuam validos
os resultados de homogeneizacao e de correcao, apresentados nos capitulos 3 e 4.

Exemplos onde a hipétese (5.2) é satisfeita podem ser encontrados em [2].
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Com a hipédtese (5.2), além de os resultados obtidos nos capitulos 3 e 4 per-
manecerem verdadeiros, temos que a convergéncia forte dos dados implica agora em

convergéncia forte das solugoes, o que é visto no seguinte teorema:

Teorema 5.1 Suponha que vale o quadro abstrato de hipdteses (1.1), com (5.2) no
lugar de (1.1)(iii), e considere uma seqiéncia de dados satisfazendo (3.1). Seja (ue, pe)

a unica solugao do sistema (2.2). Entdo,

. — u, forte em WH(0,T;V),
P.(p:) — p, forte em L*(0,T; L*(2)/R),

onde o limite (u,p) € a unica solugdo do sistema homogeneizado

(

W —Au+Vp=f emQ=Qx(0,T)
V-u=0, em@Q

u=0, sobre X =T x(0,7T)

u(0) =u®, W/(0)=u', em

we CO([0,T]; V) N CL([0,T]; H).

\

Demonstracao:
A demonstracao deste teorema é feita de forma semelhante a demonstracao do

g

Teorema 4.1, porém usando-se a hipotese (5.2) no lugar de (1.1) ;.

Observacao: A demonstracao deste resultado, para a equacao de Stokes, o caso

estacionério, pode ser vista em [2].
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Apendice

Apresentaremos aqui alguns resultados basicos que foram utilizados nos capitulos

anteriores. As demonstracoes serao omitidas por se tratarem de resultados conhecidos.
A.1 Analise funcional

Seja X um espago vetorial normado sobre K (R ou C). Um funcional linear so-
bre X é uma aplicacao f : X — K, linear.

Denotamos por X’ o espaco dual de X, dado por
X' = {f : X — K ; f élinear e contl’nua}.

O espaco X’ é um espaco vetorial sobre K, com as operacoes usuais de soma e

produto, e com norma dada por

|71l = sup {17@)]: llell <1},

sendo (X'; | - ||y,) um espaco de Banach.
Quando f € X' e z € X, denota-se (f,z) no lugar de f(x). Dizemos que (-,-) é
um produto escalar na dualidade X', X.

Pode-se também tomar o dual de X', denotado por X”, e denominado o bidual
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de X. A norma em X" é dada por

I€ller = sup {(6.7) 5 e < 1.

Sejam X e Y dois espagos de Banach. Designa-se por £(X,Y) o espago dos

operadores lineares e continuos de X em Y, munido com a norma

Il ixry = sup {IT@)y 5 oy <1}
zeX

Teorema A.1.1 Se uma sequéncia eqiicontinua de funcoes f, : X — R converge
simplesmente num subconjunto denso D C X, entao f,, converge uniformemente em
cada parte compacta K C X.

Demonstragao: Ver [14], p. 327. O

Teorema A.1.2 (Arzeld-Ascoli) Seja K C R compacto. Entao, toda seqiéncia
equicontinua e simplesmente limitada de funcoes f,, : K — R possui uma subseqiiéncia
uniformemente convergente.

Demonstragao: Ver [14], p. 329. O

Corolario A.1.1 Seja I um intervalo aberto. Toda seqiiéncia eqiiicontinua e sim-
plesmente limitada de funcoes f, : I — R possui uma subseqiiéncia que converge
uniformemente em cada parte compacta de I.

Demonstragao: Ver [14], p. 329. O

Teorema A.1.3 (Banach-Steinhauss) Sejam X e Y dois espagos de Banach.
Seja {T;}icr uma familia (nao necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e

continuos de X em Y. Suponha que sup |T;(z)|| < oo, ¥V 2 € X. Entao,
i€l

sup || 13| £ (x vy < o0
i€l
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Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que

IT@)| < Cllel, YzeX, Viel

Demonstragao: Ver [4] p. 16. O

Corolario A.1.2 Seja {7, }nen € L(X,Y), com X €Y espacos de Banach. Suponha

que para cada x € X existe lim T, (z) =: T'(x). Entdo, temos

n—oo

(i) sup | Tall2(xy) < 00

(i) T € L(X,Y)

(i1) [Tl cexyy < Tminf {7, [z xy)
Demonstragao: Ver [4] p. 17. O

Definicdo: Diz-se que a(u,v) é coerciva, quando 3 a > 0 tal que a(v,v) > aljv|?,

Vv e V. (Isso evita casos degenerados onde a(u,v) =0, V u,v € V).

Teorema A.1.4 (Lema de Lax-Milgran) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua
e coerciva. Seja f uma forma linear continua em V. (f € V'). Entao existe u € V

solugao do problema variacional abstrato a(u,v) = (f,v), Vv €V, e a aplicagao

7: Vi V
f tf=u

€ linear e lipschitziana, com constante de Lipschitz é, isto €,

1
A1l = Tl < ~ M f Dl
onde « € a constante de coercividade de a(u,v).

Demonstragao: Ver [12]. O
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Teorema A.1.5 (Hahn-Banach) Seja X um espago vetorial real, p : X — R um
funcional subaditivo e homogéneo positivo, e M um subespaco vetorial de X. Seja
fo: M — R um funcional linear tal que fo(x) < p(z), ¥V = € M. Entdo, existe um
funcional linear f : X — R tal que f(x) = fo(x), Ve e M, e f(z) <p(z), Vo eX
(f € a extensao de f).

Demonstragao: Ver [12], p. 214. O

Corolario A.1.3 Seja X um espaco vetorial normado, e F um subespaco de X.
Entao:

F édensoem X <= [fe X' e f(F)=0= f=0.
Demonstragao: Ver [12]. O

Topologias fraca e fraca-estrela
Definigao: Seja X um conjunto nao vazio e 7 C P(X). Suponha que
(i) ¢, X e,

(i) JAa €T, se AT, Vacel,

a€l

N
(i) VAo €T, seA,eT,i=12---,N,

i=1
onde P(X) denota o conjunto das partes de X. Nesse caso, dizemos que 7 forma uma

topologia sobre X e o par (X, 7) é chamado de espago topoldgico.

Definicao: Seja X um espaco de Banach. A topologia fraca sobre X, denotada por
(X, X’), é a topologia menos fina sobre X, que torna continuas todas as aplicagoes

feX'.

Notagao: Dada uma seqiiéncia {z, },eny em X, denota-se a convergéncia de z,, para

x, na topologia fraca o(X, X'), por x, — .
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Proposigao A.1.1: Seja {x,},.y uma seqiéncia em X. Entao
(i) x, =z emo(X, X') <= (f,z,) — (f,x), V fe X,
(ii) ©, — x forte = x,, = x fraco em (X, X’),
(111) x, — = fraco em o(X, X') = ||z, || € limitada, e ||z||x < ligrilrgf lznll X,

(v) x, — x fraco em o(X,X"), e f, — f forte em X' (isto é, ||f — fullxx — 0)

= (fu, 2n) = ([, 2).

Demonstragao: Ver [4]. O

Definicao: Seja X um espaco de Banach. Seja x € X, fixado. Define-se a aplicagao
Je X' = K, por (J,, f) = (f,x). As aplicacoes J, sdo lineares e continuas, logo,
J, € X",V x € X. Define-se a aplicagao canonica J : X — X" por J(z) = J,.

Dizemos que X ¢ reflexivo se J(X) = X”. Em geral, temos J(X) C X".

Proposicao A.1.2: Seja X um espago de Banach reflexivo. Seja {x,}nen uma
seqiiéncia em X, limitada. Entdo, eviste uma subseqiiéncia {x,, }, .y convergindo na
topologia fraca o(X, X").

Demonstragao: Ver [4]. O

Definigao: A topologia fraca-estrela, denotada por o(X’, X), é a topologia menos

fina sobre X', que torna continuas todas as aplicacoes J,.

Notagao: Dada uma seqiiéncia { f, },cy em X', denota-se a convergéncia de f,, para

f, na topologia fraca-estrela o(X’, X), por f, = f.
Proposicao A.1.3: Seja {fn}, oy wma seqiiéncia em X'. Entdo
(1) fn > femo(X' X) <= (fo,2) = (f,x), Ve e X,

(“) fn— [ forte = f, — f fraco em O'(X,,X”)’
fo = § oo e (00 X%) > £, 5 f em (X' X),
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(iii) fo = [ em o(X', X) = || fal

¢ limitada, e ||f|| < liminf || f,]|,
n—oo

() fo=f emo(X' X), ex, — x forte em X (isto é, ||x — z,||x — 0)

Demonstragao: Ver [4] p. 41. O

Definicao: Seja X um espago métrico. Dizemos que X ¢é separdvel se existe um

subconjunto K C X, K enumeravel e denso em X.

Proposicao A.1.4: Seja X um espago de Banach separdvel. Seja {f,}nen uma
seqiiéncia em X', limitada. Entdo, existe uma subseqiiéncia {fn, }.cn que converge
fraco-estrela em X'.

Demonstragao: Ver [4]. O

Teorema A.1.6 (Alaoglu-Bourbaki) Seja X um espaco de Banach. Entdo, o
conjunto Bxr = {f € X' ; || f|| < 1} € compacto na topologia fraca-estrela o(X', X).

Demonstragao: Ver [4], p.43. O

A.2 Espacos L”
Seja 2 C RY, aberto.

Definigao: Define-se o espago LP(Q2), para 1 < p < 0o, como sendo o espago das
fungoes u definidas em € com valores em K, mensuraveis, tais que |ul? é integravel

no sentido de Lebesgue em (2, isto é
LP(Q) = {u : 2 — K ; u é mensurdvel e / |u(z)|Pdr < oo}.
Q

Definigao: Se p = oo, L>®({2) representa o conjunto das fungoes u :  — K men-

suraveis e essencialmente limitadas em (2, isto é

L>(Q) = {u :Q — K ; u é mensurdvel e |u(z)| < ¢, q.s. em Q}
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Os espagos LP, para 1 < p < oo, e L™ sao espagos de Banach, com as seguintes

normas, respectivamente:

1
el ey = ( / ru<x>|pdx) -

[ull ooy = sup ess u(z)| = inf{c ;|u(z)] < e, q.s. em Q}
e

Temos que L?(Q) (p = 2) é um espaco de Hilbert, com o produto interno
(u, ) 2() = / u(z)v(z)dr, Y u,v e L*(Q).
Q

Temos também que LP(€2) é reflexivo para todo p tal que 1 < p < 0o, e que LP()

é separavel para todo p tal que 1 < p < oco.

p

Definicao: Define-se o espago L; .

(Q), 1 < p < o0, como o espago das fungoes per-
tencentes a LP(£2), localmente integraveis sobre cada subconjunto compacto £ C €,

isto é

LP

loc

(Q):{u : 0 — K; u é mensurédvel e/ \u(z)|Pdz < 0o, V compacto E C Q}
E

1 1
O Teorema abaixo identifica o dual de L?(2) com L9(2), onde — + — =1, para p
p g

tal que 1 < p < o0:

Teorema A.2.1 (Representagao de Riesz) Sejam Q0 C RY aberto, 1 < p < oo, e

1 1
p € (LP(Q)). Entdo, existe uma unica u € L(S2), com —+ — =1, tal que
p g

(o.f)= [ur. vrer@), e

H80||(LP(Q))/ = ||U||LQ(Q)'

Demonstragao: Ver [4] p. 61 ou [24] p. 52 O
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Se p = oo, temos:
Teorema A.2.2 Sejam Q C RY, um aberto, e p € (L*(Q))'. Entado, existe uma tinica
u € L™(R), tal que
(o) = [ur. vrer@y e

||<P||(L1(Q))’ = HUHLOO(Q)‘
Demonstragao: Ver [4], p. 63. O

Observacao: Daqui por diante, a menos de indicacao contraria, estaremos con-

siderando © um aberto do R¥.
Desigualdade de Holder

Teorema A.2.3 Suporp; > 1 (i=1,2,---,m) tais que

Se fi; € LPi(QY) (para i =1,2,---,m), temos que Hfl c L'(Q), e ainda

i=1

1
Pi) Pi

[ TTAfar < TT (15

Demonstragao: Ver [24], p. 40. O
Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes L?({2)

Sejam u, v : ) — K duas funcoes de quadrado integravel. Entao,

‘('U/,/U)L2(Q)‘ = ‘/Qu(x)v(x)dx‘ < (/ﬂ |u(gg)|2dx>é , (/Q |v(m)|2dm>; = [Ju| - ||v]|-
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Resultados de integracgao

Teorema A.2.4 (Dunford) Seja (2, ", 1) um espag¢o medida finito, e X um espaco
de Banach tal que X e X' tem a propriedade de Radon-Nikodim. Um subconjunto K

de L'(u, X) € fracamente relativamente compacto se
(i) K € limitado (em L*(u, X)),

(i) K ¢ uniformemente integrdvel, isto €, [, ||fllxdp — 0, quando u(E) — 0,

uniformemente em K, e

(i) para cada E € Y, o conjunto { [, fdu,f € K} € fracamente relativamente

compacto (em X ).

Demonstracao: Ver em J. Diestel e J.J.Uhl, Jr, [10], pg 101. O

Proposicao A.2.1 (Phillips) Espacos de Banach reflexivos tem a propriedade de
Radon-Nikodym.

Demonstragao: Ver em [10], coroldrio 13, pg. 76. O

Proposigao A.2.2 Um subconjunto K € L*(u; X) fracamente compacto é necessari-
amente uniformemente integrdvel.

Demonstragao: Ver em [10], pg. 104. O

Teorema A.2.5 Sejam {f,}, .y uma seqiiéncia de fungoes em LP(Q), e f € LP(€2),

tais que || fo — fll o) — 0. Entdo, existe uma subseqiiéncia {fy, }ycy tal que
(i) foi(x) = f(z) ¢.5. em Q,
(it) | fn, ()] < B(x), Yk, eqs emQ, comhe LP(Q).

Demonstragao: Ver [4], p. 58. O
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Teorema A.2.6 (Lema de Fatou) Seja {u,}, .y wma seqiéncia de funcoes per-

tencentes a L*(Q)) tal que
(1) Para cada n, u,(x) >0 q.s. em , e
(i) sup [, up(x)da < co.

Para cada v € Q seja u(z) = liminf u,(z). Entdo, u € L*(Q) e

n—oo

n—oo

/u(x)dx < liminf/un(x)dx.
Q Q

Demonstragao: Ver [4], p. 54. O

Teorema A.2.7 (Convergéncia dominada de Lebesgue) Seja {f,},cy wma

seqiiéncia de fungoes em LY(Q). Suponha que
(i) {fn} = f(x) ¢.5. em €,
(ii) existe h € LY(Q) tal que para cada n, |f.(x)| < h(z) g.s. em Q.

Entio, f € LNQ) ¢ |lfu— flla(@) =0.

Demonstracao: Ver [4], p. 54. O

Teorema A.2.8 (Densidade) O espago Cy(2), espago das fungdes continuas em §)
com suporte compacto em Q0 € denso em L'(Q). Isto é, ¥V u € L'(Q) eV e > 0, existe
v € Co(Q2) tal que [lu— vl <&

Demonstragao: Ver [4], p. 61. O

Teorema A.2.9 (Fubini) Supor que f € L'((0,T) x Q). Entdo, para quase todo

t € (0,7), temos

ft,z) e L. e /Qf(t,a:)da: € L;((0,7)).

Igualmente, para quase todo x € €1, temos
T
ft,z) e L} e /f(t,m)dt € LL().
0
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Portanto, se verifica

T T
/ / f(t,z)dxdt = / / ft,x)dtde = | f(t,z)dtdz.
0Ja 0 Jo (0,T)x

Demonstragao: Ver [4], p. 55. O
Os espacgos C([0,7]; X) e L*(0,T; X)
Sejam X um espaco de Banach, 7" > 0 um ntimero real e 1 < p < co.

Definigao: Define-se o espagco C*([0,7]; X) como sendo o conjunto das funcoes
u : [0,T] — X tais que u e suas k primeiras derivadas sdo continuas em [0,77]. A

norma em C([0,7]; X) ¢ dada por

ey = guavs u®)l -

Observagao: O espago C*([0,7T]) tem defini¢do andloga, porém em vez de X temos
K (R ou C).

Definigao: Define-se o espago C?(0,T; X), introduzido em [17], capitulo 3, como

C%0,T; X) = {f € L>(0,T;X) : t — (f(t),v) x x» é continua

de [0, T] em R, para qualquer v € X’ fixado }.

Definigao: Define-se o espago LP(0,7; X) como sendo o conjunto das fungoes
v @ (0,T) — X tais que u é mensuravel, e ||u(t)||y € LP((0,7)). A norma em

LP(0,T; X) é dada por

|—=

T P
Il = (| o))"

O espago LP(0,7; X), munido da norma acima, constitui um espago de Banach.

Se p=2e X é um espago de Hilbert, entao L?(0,T; X) ¢ também um espaco de
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Hilbert, com produto interno e norma dados por

T T
(u, V) r2(0,7;) :/ (“(ﬂﬂ(ﬂ)xdta € HUHi?(o,T;X) :/ ||U(t)||§(dt
0 0

Definigao: Quando p = oo, define-se o espago L>°(0,7; X)) como sendo o conjunto
das funcoes u : (0,7) — X mensuraveis e essencialmente limitadas em X, ou seja,

com sup ess||u(t)]|y < oo. A norma em L>(0,7; X) é dada por

HuHLOO(O,T;X) = sup ess|[u(t)]| x-
Observagao: Se 1 < p < oo e X é reflexivo, entao LP(0,7; X) também é reflexivo.

Se X é separavel, entao LP(0,7; X) é também separavel, para 1 < p < o0.

Observagao: O espacgo L%(0,T; X') é dito ser o dual topolégico do espago LP(0,T; X),

1 1

onde X’ é o dual de X, e g é tal que — + - =1, para 1 < p < oco.
P q

Lemas de Gronwall

Lema A.2.1 Seja X um espaco de Banach, e X' seu dual. Sejamu e g € L'(a,b; X).

Sao equivalentes:

(i) w € q.s. igual a primitiva da fungao g, isto €,
t
u(t) :f—l—/ g(s)ds, &€ X, qs., telab].
0

d
(it) Para cada fungdo teste ¢ € D(a,b), onde ¢' = E(b, temos que

d
(11i) Para cada n € X', temos que 7 (u,m) = (g,m), no sentido escalar da dis-

tribui¢ao, em (a,b).
Se (i) — (i) sao satisfeitas, u, em particular, € igual a uma fung¢ao continua de [a, b
em X.

Demonstragao: Ver [33]. O
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Lema A.2.2 (Gronwall) Suponha que m, g e ¢ sao fungdes positivas satisfazendo

o) <o)+ [ “m(s)p(s)ds, Ve [0,T)

Entao, teremos que

t
PO <g(0)+ [ mis)gls) el s
0
Demonstragao: Ver [24]. O

Lema A.2.3 (Gronwall) Seja m € L'(0,T;R) tal que m > 0 g.s. em |0,T], e

a € R constante. Suponha que g € L>(0,T), g > 0 sobre |0,T], verificando

La(1)? < 20712 / m(s)g(s)ds,

para todo t € |0, T[. Entao,

g(t) > 2<a+ Otm(s)ds>, em [0,T].

Demonstragao: Ver [24]. O

Corolario A.2.1 Com as mesmas hipoteses do Lema A.2.1, assumindo que g € uma

funcao crescente, temos que
o(t) < g(t) el m,

Demonstragao: Ver [24]. O

Observagao: Se g(t) = C, constante, no Coroldrio A.2.1 teremos

(p(t) < C’efot m(r)dr‘
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A.3 Medidas de Radon

Medidas
Sejam ¢ o conjunto vazio, X # ¢ um conjunto qualquer e P(X) o conjunto das

partes de X. Uma o-dlgebra em X é uma colecao M C P(X) tal que

(i) SeM=X\5eM
(i) {8} c M=z, S e M

O par (X, M) é chamado um espag¢o mensurdvel.
Para introduzir o conceito de medida, é conveniente introduzir o intervalo [0, o0].

Seja entao oo um simbolo que satisfaca as seguintes propriedades:

)
r<oo, VzeR,

r+o00o=00, VzreRouz=o0,

r-oo=o00, VzeR x>0,

0-00=0.
\

O intervalo [0,00] consiste do intervalo [0,00) acrescido do simbolo co com as

propriedades acima e munido da ordem usual estendida pela relacao r < oo, Vx € R.

Defini¢ao: Uma medida positiva no espago mensurdvel (X, M) é uma fungio

p o M — [0,00], tal que

(1) n(o) =0,
(17) ,u(fj Si> = i (Si), para qualquer colegao {S;}.o, C M
i=1 i=1

tal que S; N S; = ¢ se it # J.

A tripla (X, M, ) é dita um espago com medida. Se S € M e p(S) = 0, diz-se
que S tem medida nula. Se a propriedade P vale para x fora de um conjunto de

medida nula, diz-se que P vale quase-sempre e escreve-se Pu — q.s..
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Medidas de Radon
Seja K um subconjunto compacto de €2. O espaco
Ce(Q2) ={p € C(Q?) : supp ¢ C K},

munido com a norma

ol = max {[p(t)] - ¢ € K7},

¢ um espaco de Banach.

Definigao: Seja {p, }nen uma seqiiéncia em C.(€2). Escrevemos ¢, — 0 se:
(i) Existe um conjunto compacto K C  contendo o suporte de ¢, para todo n,
(ii) ¢, — 0, uniformemente, em 2.

Dizemos entao que {¢, }ren tende para zero, em (ou no sentido de) C.(€2).

Definigao: Uma medida de Radon real p1, em 2, é uma forma linear em C.(€2), que é
continua no sentido em que {y,}, C C.(Q2) e ¢ — 0, juntos, implicam nh—>Holo w(en) = 0.
Analogamente define-se medidada de Radon complexa.
E facil verificar que uma forma linear em C,(2) satisfaz as condigbes da defini¢ao
anterior, se, e somente se, a cada conjunto compacto K em {2, corresponder um

nimero myg tal que

(@) < mclliplloo,

para cada ¢ € C.(£2), com suporte contido em K.

Definicao: Uma medida de Radon real u, em €2, é positiva no seguinte sentido: para

toda ¢ € C.(2), com p(z) > 0, para todo = € €2,

| etrint) =
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Nesse caso

p(e) =sup{u(y) : ¥ € Cey (), ¥ < 0},

para cada ¢ em C,; (), conjunto das fungoes positivas em C.(€2).

Sao exemplos de medidas de Radon:

e medida de Lebesgue
e medida atomica
e densidades

e medida de Lebesgue-Stieljes .

A.4 Distribuicoes e espacos de Sobolev
Distribuicoes

Definicao: Seja f : (0 — K.Definimos suporte de f como sendo o fecho, em €2, do

conjunto {z € Q ; f(z) # 0}. Denota-se supp f.

Definigao: Chamamos de C§°(§2)ao espago das fungoes f : 2 — K de classe C* em

2, e que possuam suporte compacto contido em (2.

Definigao: Dados a = (a1, a9, -+,ay) € N¥ ez = (21,29, -+, 25) € RV, repre-

sentaremos por D o operador de derivacao de ordem «, definido por

olely

(65] an )

D%y =

onde |a| = a3 +as + -+ + ay.

Se a = (0,0, --,0), definimos D% = u.

Em C§°(Q), introduz-se a seguinte nocao de convergéncia:
C o~ . o
Definigao: Dizemos que uma seqiiéncia{¢,}, .y C C5°(£2) converge para zero, e

denotamos ¢, — 0, se e somente se existe um subconjunto compacto K C €2 tal que:
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(i) supp o, C K, VneN e
(ii) D%p, — 0, uniformemente em Q, V o € NV,

Dizemos que uma subseqiiéncia {¢, } C C5°(£2) converge para ¢ € C5°(€2) quando

a seqliéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido definido acima.

Definigao: O espago C§°(£2),com essa nogao de convergéncia, denomina-se espaco
das fungoes testes, e é representado por D(€2).

Denominamos distribui¢do sobre €2, a toda forma linear e continua em D(2). O
conjunto de todas as distribuigoes sobre €2 é um espaco vetorial sobre K, com as

operacoes usuais de soma de funcoes e produto por escalar, e é representado por

D(Q).

Definigao: Em D'(Q2), dual de D(2), temos a seguinte no¢ao de convergéncia: dize-

mos que uma seqiiéncia {7}, }, .y C D'(2) converge para 1" em D'(2) se

(T, ) — (T, @) em K, V ¢ € D().

Definicao: Definimos a derivada de ordem o de uma distribuicao 1" sobre €2, como

sendo o funcional D*T', em D(2), dado por

(DT, p) = (=1) (T, D), ¥V ¢ € D(Q).

Temos que DT é também uma distribuigao. Assim, temos que toda distribui¢ao

sobre () possui derivadas de todas as ordens, as quais sao ainda distribuigoes sobre (2.
Espacos de Sobolev

Definigao: Sejam m € N e 1 < p < oco. Representamos por W™P() o espago

vetorial de todas as fungoes u € LP(£2), tais que D% € LP(2), com |a| < m, sendo
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D*u a derivada no sentido das distribuicoes sobre (2, isto é,
wre(Q) = {u e L(Q) ; D™ e L(Q), ¥ a € NV, com Ja] <m }.

O espago W™P(Q)) é chamado de espago de Sobolev de ordem m, relativo ao espago
LP(Q2).

O espago W™P(2) é um espaco de Banach com a norma

ey = (32 [ Do)

|laj<m

Definigao: Quando p = 2, escrevemos H™ () no lugar de W™2(Q).

O espago H™(£2) é um espago de Hilbert, com o produto interno

a(u, v) gmq) = Z (Dau, D"‘v) @y Vu,ve H"(Q).

la|<m
Definigao: Seja X um espago de Banach. Define-se o espago W™P(0,7T; X') como
WmP0,T; X) = {u (0,T) — X ; u, D*u € LP(X), ¥Ya € NV, com |a| < m}

Defini¢ao: Define-se o espago Wy""(2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q),

ou seja,

Wmr(Q)

D(QY) = WIP(Q).

- . ) 1 1
Definicao: Sejam p e ¢ tais que 1 < p < oo e — + — = 1. Representamos por
p q
W="4(Q) o dual topoldgico de Wy""(Q2). Conseqiientemente, representamos o dual

topolégico de HJ'(2) por H™™().

Definigao: Quando m = 1, temos o espago de Hilbert H'(£2), com produto interno
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e norma induzida dados por

(u,v) () = (u,v) + (Vu, Vo), e
%
lll gy = (Jul? + Vul?).
Desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Seja Q um aberto limitado do RN. Se v € H}(Q), entdo
|U‘L2(Q) S C|VU’[L2(Q)}N,

onde ¢ € uma constante que depende somente de €.

A demonstragao dessa desigualdade pode ser vista em [4], p. 91.
Como conseqiiéncia dessa desigualdade, consideramos como norma de HJ (£2) como

sendo  [|v]|g1q) = [[Vv[|12(q), onde as normas [[v]| g1 (o) e [[Vv||L2(q) sdo equivalentes.
Teorema da divergéncia e formula de Green

Teorema A.4.1 Seja Q um aberto limitado do RN, com fronteira de classe C'.

Entao, valem as sequintes formulas:
@) [ V- Fapi= [ F)a@ds, Felm@),
Q o9
(11) /vAudx = —/ Vo - Vudr, v Hy(Q), ue H*(RQ).
Q Q
Demonstragao: Ver [12]. O

A.5 Imersoes em espacos de Sobolev

Definicao: Sejam V e H espacos de Hilbert, tais que V C H,esejai:V — H a
injegao candnica de V em H, que associa cada v € V ai(v), elemento de H. Dizemos

que o operador linear ¢ é o operador de tmersao de V em H.
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Diz-se que i : V — H é uma imersao continua, e denota-se por —, quando existe
uma constante ¢ > 0 tal que ||v||y < ¢||i(v)||g, Vv € V.

Sao exemplos simples os casos V = H}(Q) e H = L*(Q); V = H'(Q) e H = L*(Q);
eV =Hm"Q)e H=L*Q).

icao: Dizemos que 7 : V — H é uma imersao compacta e a denotamos por

Definigao: D V- H t denot <5

quando a imagem dos limitados de V', por i, sao conjuntos relativamente compactos

de H, ou ainda, quando as sequiéncias limitadas em V sao levadas por ¢ em sequéncias
) )

que possuem subseqiiéncias convergentes, em H.
Teoremas de compacidade

Teorema A.5.1 (Sobolev) Se 1<p< N, tem-se W™P(Q) — L1(Q), para

1 1
LS (Demonstracao: Ver [24], p. 120. O
g p N

Coroléario A.5.1 Seja Q um aberto de classe C' com fronteira T' limitada, e seja

1 <p<oo. Entao,

1

. 1
Se 1 <p< N, tem-se que W'P(Q) — L' (Q), onde — =
p*

N7

1
p
Se p= N, tem-se que W'P(Q) — L),V q € [p, 00),

Se p > N, tem-se que WHP(Q) — L>(Q).

Demonstragao: Ver [4], p. 168, ou [24], p. 117. O

Teorema A.5.2 (Rellich-Kondrachoff) Suponha Q C RY, aberto, limitado e de

classe C*. Entao,

1
Se p < N, tem-se que WHP(Q) < LU(Q), ¥V q € [1,p*), onde — =

p
Sep= N, tem-se que W'P(Q) < LI(Q), V q € [p, 00),

Se p > N,tem — sequeWP(Q) < C(Q).

Demonstragao: Ver [4]. O
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