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�x�[�� ø3�úÊù�
-ÿ:úÊüýø�#+�¢���,4���-ü��
�� ø�ü��½ù�þÎü ÿ.� øtþ6� øZ't�óÿ��i� ø�ÿ:ú�'Îü����ú+�å#�ÿ�þºú+�2þ}'t��,4��ýþ"H	�@�L�þæø�þÎÿ�/ ú+,�� ø��éø���,6�x�����

:=
�úÊÿ:ú�pr
ú+����ù�þ�,�� ø6
,ÝúXü��X
ú+����ú��-þ)�x�óÿ}�-þ"1��-ü������@nQ*, ø���,6�x����� × þ�,�
, ú+��þ����-þ����óù:ú��Eø�
�� ÿ�
�x�D�� øü��w/�þÎÿ�ø���/�þÎüýø[��þæø�ù�þ�ú+��þ��å@W58�óÿ�þ"H-þ�,4����Ã

Z× = {−1, 1} @u�;ú+,}�i��,-pr
ú+����>þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ�,�� ø
a|c �úÊÿ:úþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø[�-þZ
, ú+��þ��3pr
�þÎÿ�þ�,�� ø¢�Óü�EºþÎÿ[pw
�þtþ"HÓüýø�ù�þZ
,äO¼~�-ü�'t�wU}þ��ýþ�,Þþ��½ù.�

b
���,Þþæø�,��pú+��þ���ù:ú+�

pw
�þ
c = ab

þo�ýþ�,�� ø��
a

�Óü�/nü��-þ
c
��@
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÷5ø.'Îÿ�þ�/�þ�,�� ø

gcd(a, b), lcm(c, d)
�úÊÿ:úf�f,�=�Hnü�,��)�Óü�/½üýø$�óÿZ't��,}
,3þ��½ù�ÿ�þ

a
þ
b
þ}��,4���-ü�,��

,6~� ù�ü������'t��,}
, þ���ù�ÿ�þ
c
þ
d
ÿ�þæø.��þt'Îù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX@�Snþ

A
�o
,<���,4���-ü����-þ����óù:ú+,�� ø�ø�þ�
e't�óÿ��x�4�-þ

�¹ÿ:ú��tznþæø¢�x�óÿ
ff(A)

@uSnþ
z ∈ C # <(z), =(z)

�-þ����óù:ú+,�ú��úÊÿ�ù�þ�ÿ�þºú+�;þtü�,Ýú+� ü��?=Êÿ�ü ú��-þ
z
@

d ���óù:ú������
A[X]

ü����Óü�'ºúQú±=+����þ��-ÿ:ú±��þÎÿ:ú���ú)�x�óÿ
A
þ2��þ�� úëü���'t7��X�-ü ù:ú

X
@�÷�ø�ù:ú^=+����þ��-ÿ:ú±�Þú

�i��� ü�����,pü ú+��þ�,¿
,Ýú}/óúÊÿ�ü¡=�/�þ���þ�þ�� ú2't�óü���'Îü��-þk't��,�ú}=+����þ��-ÿ:ú2't��,}
-ù:úÊù�ü�/óú�'t��, 't�nþ"1?'Îüýþ���ù�þ�þ�,
A��þÎÿ:ú���ú�� ü�/nÿ�þ�,Þþ���ù�þ\�x�óÿ

X
@TR2ü�'ºú4'�� úÊÿ.���4pw
�þkpr
�þÎÿ�þ�,�� ø*�Óü�EºþÎÿ*'t��,

A[X1, ..., Xn]
@

Snþ;��ú+,
K ⊆ L


,Ýúfþ"HÓù�þ���ø$���^�-þ�'t�óÿ��x� ø�þ
α ∈ L @?ûtþ"1��ú�úfú+�� ü�'ºú������

Φ : K[X] −→ L�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú���ú\��þ�� ú\'t�óÿ�ÿ�þæø.�i���������'Îü ú
X 7−→ α

O¼�ýþ�,}�-ÿ�þ�,�� ø¬pr
�þ
K[X]

�¢� ü�/½ÿ�þ�,Þþ��½ù�þ*��þÎÿ:ú���ú6�x�óÿ
X

U"@ 5;þ����Z�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.��ù�þt�óÿ�þ�,ÝúZ��*N���,���,��óÿ�1ø�,���ù�þ�,�� ø
K[X]/Ker(Φ) ∼= Im(Φ)

@;ûtþ����óù:úÊÿ�þ�,�� ø
K[X]/Ker(Φ)

�x�óÿ
K[α]

@�l��óù�þ�pr
�þ2't��,��
K[X]

�4���,4���-ü��±�-ÿ�ü���'Îü��ú+�
Ker(Φ)

����þÎÿ:ú���±�x�óÿ

,è~�-ü�'t�#½úZ,Þþ���� øT�-þ�,}
� ù�ü��� ü�'ºú������6�x�óÿ5þ��ýþ�,Þþ���ù.� øu�-þ

K
#��i��� ü���©�,pü��?þ¢pr
�þ$ø�þ$þæø�ù�þ��x��� ü���©�,pü��

��ü ÿ�ÿ�þt�	
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K[α]

�Z
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�x't�óÿ��i���-þ
L

@Wl�þæø�ù�þo'ºúóø.�#	�Óü�Eºþ�,�� ø[pw
�þ
α

�tú+���C���-ÿ�ü�'t�Ýø.���-ÿ�þ
K
þk�-þ����óù:ú+,�� ø�þæø�ù�þk�x��� ü���©�,pü���O0pr
�þo�i�G�-þ�,�� ø�ù.��,ÝúÊÿ[,�©��-ü�'t�wU��i�óÿ

Irr(α,K)
@

Snþ;��ú
f(X) ∈ K[X]

ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��å@�û�ü�Eºþ�,�� ø¢pw
�þ
f

��ø:þ���úÊÿ$=�/�þ��Ípw
ú+����>ø�
úóø}ÿ:ú+��Eºþæø�#Óþ�,¿
,Ýúþ"Hnù�þ���øV���Xú+����þ��-ÿ�ü�'ºú+,Þþ���ù�þ)� þt'.Nú���úD�-þ
K

#
ø$�����Óüýø�ù�ü���ù:úóø�@�� '�� úÊÿ.�Dpw
�þëú�ü���ø�þ��úÊÿ:ú+�-ü�� ü���ú��-þ^�-þ
f
ü����-þ���þ����-þ��-þ

K
#3����ø:þ���ù�ü����pr
�þpø�þ

f(X) ∈ K ′[X]
#Y�����-þ

K ′ ⊆ K
#�þ���ù$���

f
�pø�þ��úÊÿ$=�/�þ��

't��, ÿ�þæø���þÎü ù.�cú
K ′

ø�þÞþëø.��,Þþ���ù�þëø�þf�Ýø�þ��úÊÿ$=�/�þ��¬'t��, ÿ�þæø���þÎü ù.�Xú
K

@eQ�,!þ��ýþ�,Þþ��½ù.�
α ∈ L

#
�����-þ

L
�e
,Ýúqþ"Hnù�þ���øV�����-þ

K
#¢�D�Óü ù.�Öø�þ��úÊÿ$=�/�þ��tø:þ

Irr(α,K)
�lø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@¯û�ü�Eºþ�,�� ø±pw
�þ

K ⊆ L
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,Ýúéþ"HÓù�þ���ø$���fø�þ��úÊÿ$=�/�þ��Kpw
ú+����

L
�x�G�-þ�ø�þÎÿo��þÎÿ:ú���±�x�óÿ�þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø�ø�þ��úÊÿ$=�/�þÎüýø\�-þ

L
@>÷5ø�ù$=^'�� úÊÿ.���^pw
�þ4pr
�þÎÿ�þ�,�� ø\�Óü�EºþÎÿ6't��,��x��� ü���©�,pü�� ø�#;þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø�þpþ"Hnù�þ���ø.znþæøtü���ø�þ��úÊÿ$=�/�þÎüýø�@

Q*, 't�óÿ��i�
K

���Óü ù.�D��þÎÿ��ãþÎü ù.�Eø�þÝø$7Xú��	,pü ù�þfþ"Hnù�þ���ø$z½þæø�ø�þ��úÊÿ$=t/�þÎüýøµ@D�n� ø�ù�ÿ:ú�9�ø�þéþ�, �"!ëÃ�Ð$#�öx#
Snþt�����e��@��	#I���@��+�  pw
�þéø�þéú�'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ��ýø�ù�ü�'ºú � �-þ

K
��EºþÎÿ.�D��


K
��1��-ü ù.�Xþ��½ù$���

K
����þÎÿ�� þÎü ù.�@ûtþ6,Ýú+��þÎü ÿ:ú)��þÎÿ:ú+�å#x
,Ýúëþ"HÓù�þ���ø$���f1��-ü ù:ú

K ⊆ L
�-þt't��,4�xznþ"9�ø�þ��-þ6,Ýú+��þÎü ÿ:ú)~�-ü�'ºú±'t��,��

K ⊆
Ls ⊆ L

�����-þ
K ⊆ Ls

�³,Ýú�Hnü�,Ýú+��,Þþ��½ù�þÖø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å#o��
gø�þ;��ú	#�ù.�G��Gþ��ýþ�,Þþ���ù.�º�-þ
L − Ls��ü���ø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@ & ����ø�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ���ù�þX#

Ls ⊆ L
�Qü���ø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@ Q*, þ"Hnù�þ���ø$���

K ⊆ L
���Óü ù:ú

�
-ÿ:ú+,Þþ���ù�þ�ü���ø�þ��úÊÿ$=t/�þ�� pw
ú+����
Ls = K

@
Q*,Ýúpø:þtp'%�����'Îü ú��k
,<�Óü ú+� ÿ:ú+,Ýú���ú2���óÿ�,Ýú

... −→Mi−1 −→Mi −→Mi+1 −→ ...

�����-þ
i
/ úÊÿ�ü úpþ�,<
,-'t������
��ù.��1��-ü ù.����
lþ��r
,ÞþÎÿ$=t/�þ��I�-þk�����Óü�'æþæø

I
#
Mi

�o
,=ú+��þ��å#,�7G�	
������

=+����þ��-ÿ:ú�þtúóø�(þt'$Núóø$ø$���6N���,���,��óÿ�1ø.,�� ø

φi : Mi →Mi+1
ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ�����

Im(φi) ⊆ Ker(φi+1)
@

Q*,Ýú+ø�þtp'%�����'Îü úq�Qþ"H-úÊù:ú+þ�,
Mi

pr
ú+����
Im(φi) = Ker(φi+1)

þlúhø�þtp&%�����'Îü ú²�e�Óü ù:úÖþ"H-úÊù:ú
pw
ú+�������þ"H-úÊù:ú>þ�,�ù.�G��

Mi
@WQ�,Ýúpø�þtp&%�����'Îü ú>þ"H�úÊù:ú4'�
-ÿ�ù:ú4�o
,Ýúpø�þtp&%�����'Îü úpþ"H�úÊù:ú4��>ù�ü��x�

0 −→M
φ−→ N

ψ−→ P −→ 0.

J���ø�þÎÿ�/ ú+,�� økpw
�þ>þæø�ù:úëø�þtp&%�����'Îü úfþtpw
-ü�/ ú+�ýþpú)�Óü�EºþÎÿopr
�þ
Im(φ) = Ker(ψ)

't��,
φ
ü�����þÎù.�óÿ:úëþ

ψø.���-ÿ�þ;��þÎù.�óÿ:ú	@
� é)�Võ;ðBï"þµíVð�þ�í}ò�þ�õ�ï$ó

Ker(ι)
íV÷�þµõ

ι : Z −→ K * þ�õ öåõ;ðåú¢ò�÷�ï"þµí}îXí$ð
1Z 7−→ 1K

ü,+ií"ú¢í�ï6ò�ú[ï��"õ;úèþ�õ�ô0öåõ��í"ú¢í"ú¢í$ð	-�ô�ú¢í * ë�ú´ô�ë�
Xñ�í$ðåîXí[þ�õ
K
XîXõ�ó�í[î�ðåò�ú¢õ�òcðåí¬öåõ;íVðåõ�ú[ï¢þµí.�+í"ú¢íVú¢íVð	-+ô�ú¢í/�ô�õ0�"ë�õuêtë�õTï[ñ�ï$ðBïVñ öåõ;ðåû�ô0öåò�ñ�ïþµõ

K
í"ë *21 õ;ðåí¢í"ë * ë+úPîµðåò�ú¢í

p ∈ Z ü
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58�óÿ�1�,e#	/ ú+,�� ø}ÿ�þ�/�þÎÿ[�2't����'æþÎü ù.�4�-þZ�-ÿ.�G�	
-ù.��ù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�å@5û�ú��� ø�
,

A
9å,�7G�	
��� 3

M
þ
N

#	�
�-ÿ.�r�	
-ù.��ù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�3�-þ

M
þ
N

�x�óÿ
A

#r�-þ����óù:ú�����x�óÿ
M ⊗AN

�Z�6� ÿ�
�x��ú+��þ�� ü ú+���2� ü�/½ÿ�þ���þÎÿ:ú���
��þ���� ø�ø���,6�x����� ø

m⊗ n; m ∈M,n ∈ N pw
��G'Îüýþ���ù:ú������þ����Þø.
�� ÿ�
�i����þÎÿ:ú������þ�� úóø$ÿ�þ�� ú��tznþæø
(
m+m′

)
⊗ n−m⊗ n−m′ ⊗ n

m⊗
(
n+ n′

)
−m⊗ n−m⊗ n′

ma⊗ n−m⊗ an�����-þ
m,m′ ∈M, n, n′ ∈ N, a ∈ A @I{�ú+,�� ø�ú+�
�ø:úÊÿ*��ú2���óù:ú������Ýþk�-þ����óù:úÊÿ�ú�'�� úóø�ø�þo�-þ

m⊗ n�i�óÿ�þæø�ù�þo,Þþæø�,��Þø���,}�i�����4���óù:ú+�����pw
�þ�úóø*'�� úóø�ø�þæø�ø:úÊù�üýø�� ú+Eºþ�,
(
m+m′

)
⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n

m⊗
(
n+ n′

)
= m⊗ n+m⊗ n′

ma⊗ n = m⊗ an.J �-ÿ.�r�	
-ù.�Þù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�
M ⊗N ù�þ�,�þæø�ù�ÿ�
-ù�
-ÿ:ú��-þ

A
9å,�7G�	
������ú���ú��x�óÿ

a(m⊗ n) := (am)⊗ n = (ma)⊗ n = m⊗ (an) = m⊗ (na) =: (m⊗ n)a.

d ����,<�Óüýø:ø.�>ù�þ�,�9�ø�þk
,�üýø$��,��óÿ�1ø�,���'ºú+��©��-ü�'t�
A⊗AM ∼= M

��ú���4�x�óÿ
a⊗m 7−→ am

@ûtú����
,-�úÊÿ*�-þ6,��óÿ�1ø�,�� øZ�-þ
A

9å,�7G�	
��� ø
M

φ−→ N, P
ψ−→ Q

þæø�ù$=��-þ"1��-ü����
,¯~�-ü�'t�
,��óÿ�1ø�,��

φ⊗ψ : M⊗N −→ P⊗Q ù:ú+�Gpw
�þK��� øÍ��þÎÿ:ú���óÿ�þæø2ù�þ�,�� ø
φ⊗ψ(m⊗n) = φ(m)⊗ψ(n)
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N
φ−→ P

ψ−→ Q −→ 0�o
,Ýúpø�þtp&%�����'Îü úpþ"H�úÊù:ú��-þ
A

9å,�7G�	
��� ø�þ��½ù$���4�úÊÿ:ú>ù.�G��
A

9å,�7G�	
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T
ù�þ�,�9�ø�þkpr
�þ

N ⊗ T 1T⊗φ−→ P ⊗ T 1T⊗ψ−→ Q⊗ T −→ 0

�����-þ
1T

�-þ����óù:úÝú�ü��-þ��½ù�ü���ú��-þ�þ�,
T

#��þ"H�úÊù:ú	@
Snþ;��ú

a

, ü��-þºú+�o�-þ

A
þe't����ø�ü��-þÎÿ�þEúÖø�þ��X
-ü���ù�þEø�þtp&%�����'Îü ú+þ"H�úÊù:úq'�
-ÿ�ù:úq�0�óÿ�,Ýú���ú�'t��, úü���'���
�ø$���Þþ?úpú+�� ü�'ºú������fpw
��G'Îüýþ���ù�þXÃ

0 −→ a −→ A −→ A

a
−→ 0.

5;þ������Óüýø.'�
-ù�ü���éú�'Îü�,Ýú>ù�þ�,�� ø*pw
�þ
a⊗M −→M −→ A

a
⊗M −→ 0

�>þ"H-úÊù:ú	@ d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú6(þt'$Nú^�4�)N���,���,��óÿ�1ø�,��
a ⊗m 7−→ am
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a ⊗M þ�,

M
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���f��þÎÿ:ú���)��þ����)'t�����;
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@
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A
�
A
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��� ø4,�� ø�ù�ÿ:ú+����²pw
�þ±� øpú+���Îüýø4�-þëü���ù�þÎü ÿ.� øÞø$���þ"HÓþ�,4���� ø*�-þ\���,4���-ü�� ø*�-þ?ûtþt�-þ�Fnü����3@



& d 5W���¢Q�h J �

¢/��¦����g���)����������	�&��
& ��,Þþt�ºúÊÿ�þ�,�� øW��� ø�ø.��þæø�ù�
���Z��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿ú+�����ú�ü���Îü ú��-þ}ü��½ù�þÎü ÿ.� ø�@IA�ø�ù.�Z�X#X��ú���ú�
,Ýú�þ"HÓù�þ���ø$���

K ≥ Q 1��-ü ù:ú�ü ÿ�þ�,�� øu�-þ"1��-ü ÿT�kpw
�þ$øV���k� ø
ü���ù�þÎü ÿ.� øK�-þ
K

@G�+ø:ú+�-ü���kpr
�þ
K = Q [α]

�úÊÿ:ú�ú+���X
,
α ∈ K #�,ÝúóøZ/�þÎÿ�þ�,�� øopw
�þ>ú��-þ"1��-ü������±'t�óÿ�ÿ�þÎù:ú)�-þ�ü��½ù�þÎü ÿ.� øZ�?���f't�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þ2��þt'æþæø�ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ��½ù�þú��Ýú+��þ��

Z [α]
@ d ü�����ú���þæø�ù:úÞø�þt������'t����ø�ù�ÿ�
-ü ÿ�þ�,�� øo���Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þ}�-þ\
,ÝúÞþ"HÓù�þ���ø$����pr
�þ?ø�þÎÿ$=


,�ü��w/ úÊÿ�ü ú+��ù�þ�ü�,4�i�óÿ�ù:ú+�½ù�þ\�úÊÿ:úÞú�ù�þt�óÿ�ü ú�pw
�þ�ø�þ��X
�þX@
�ì0�ìÞ¶�»�Ø
Æ2·¹Á�Â-ÃÖ»XÄ;¼ÊÃÄ2¼ó·Ù»½Ç;À-Ç2»�¸

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��X@�� Ï Snþ;��ú+,
A


,����,4���-ü��PO0�-þpü���ù�þ�� ÿ�ü���ú��-þµU�þ
L


, 't�óÿ��i�e't���½ù�þ�����
A

@û�ü�Eºþ�,�� ø[pw
�þZ
,�þ��ýþ�,Þþ��½ù.�
α ∈ L ��ü��½ù�þÎü ÿ.�Þø.���-ÿ�þ

A
ø�þ�þtø.��,Þþ���ù�þ?ø:þZ��ÿ:úÊü�E\�-þo
, �x��� ü���©�,pü��

,�©��-ü�'t��'t��,-'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø�þ�,
A

@TA ø�ù.���X#�ø:úÊù�üýø�� ú+Ek
,Ýúpþtpr
ú���������>ù�ü��x�Ã
O��X@��X@��µU

αn + a1α
n−1 + ...+ an = 0 ; ai ∈ A, ∀i.

Q*, �x��� ü���©�,pü��
P (X1, X2, ..., Xn) ∈ A[X1, X2, ..., Xn]

�^�Óü ù.�Öø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t�»O¼�úóøÞø�
úóø�/óúÊÿ�9ü¡=t/�þÎüýøVU$ø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ
O��X@��X@��CU

P (Xσ(1), Xσ(2), ..., Xσ(n)) = P (X1, X2, ..., Xn), ∀σ ∈ Sn.
J�ø\�x��� ü���©�,pü�� ø

Sk :=
∑

i1<i2<...<ik

Xi1Xi2 ...Xik ; 1 ≤ k ≤ n
ø$���Qø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� ø�þ��-þ�����,pü��ú��� ø

�i��� ü���©�,pü��Ýø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� ø�þ��ýþ�,Þþ��½ù:úÊÿ�þæø�@
PRQ È�Å Ì3È�S �X@��X@�� Ï6TVU Ü Ó Ø.Ü"Õ ÑXW ÔrÖ|áµÞ Ó�Y?Ú Õ[Z × Ø Ú	\.ÑV]XY ÜN^ Ñ Õ A ÔGÕ Ñ ÖiÜ Ù Ü P (X1, X2, ..., Xn)

ÔrÕ ãÓ�Ù Ú Ö�_�Õ Ú�Ó�à"Ú Õ[Z × Ø Ú`\$Ó'acb Ö × Þ Ó P Z\ÔrÕ ã	ÓXÙ Ú Ö�_�Õ Ú�Ó[\.Ó Õed Ñ Ø Ú`f d�Ü Ú¡à Ö Ó+àKãÓ�Ù Ú Ö�_�Õ Ú�Ó�à"Ú Õ[Z × Ø Ú`\$Ó+à
Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÑ Ø.Ü àgaih$à"×åÓ ZVÝ P ∈ A[S1, ..., Sn]

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ûtþ"1��úÞúpø�þ��X
-ü��½ù�þ\�óÿ.�-þ�, ù.�óù:ú+�Í��� ø[,�����©�,pü�� ø*�-þ

A[X1, ..., Xn]
Ã

Xi1
1 X

i2
2 ...X

in
n > Xj1

1 X
j2
2 ...X

jn
nø�þ ∑n

k=1 ik >
∑n

l=1 jl
��
Í#x���±'ºúóø.�±�-þ>ü��X
ú+����ú��-þX#�ù�þ�,�� øk�úÊÿ:úfú+���X
,

s ∈ {1, ..., n} # ik = jk�úÊÿ:ú
k < s

þ
is > js

@ Snþ;��ú
Xk1

1 ...Xkn
n

��,ÝúÊü��óÿ8,�����©�,pü��o�-þ
P

't��,è't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þ
c 6= 0

@ & ��,��
P��ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t��þ��ýþZ't����ù.��,�ù.�G�� ø�� ø¬,�����©�,pü�� ø¢���-ù�ü��� ø¢���ú�'Îü�,Ýú}�x�óÿu��þÎÿ�,6
-ù:ú������4��úóø¬/ úÊÿ�ü¡=t/�þÎüýø�@

hÍ���C���-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
k1 ≥ k2 ≥ ... ≥ kn

@,� '�� úÊÿ.�Dpw
�þf�e,ÝúÊü��óÿ2,�����©�,pü��D�-þ
Si

�
X1...Xi

þ
't����ø�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ���ù�þX#x�4,ÝúÊü��óÿ�,�����©�,pü��f�-þ

Sd1
1 ...Sdnn

�
Xd1+d2+...+dn

1 Xd2+...+dn
2 ...Xdn

n

@�Snþ��X
�þ
pw
�þ

P (X1, ..., Xn)−cSk1−k2
1 Sk2−k3

2 ...Sknn < P (X1, ..., Xn)
O¼����ø:þ���ù�ü���kpr
�þu�Z,ÝúÊü��óÿI,�����©�,pü��

��o�i��� ü���©�,pü���þæø.pw
�þÎÿ.��6��,Þþ����óÿKpw
�þ¢�o,ÝúÊü��óÿK,�����©�,pü��\��\�Óü ÿ�þÎü ù.�wU"@ & ����ù�ü��r
ú+����}�o�-ÿ.�G'æþæø�ø.�#
m



ÁoncÁon ��p&qC���?�7�r�| spXtr�� �tG����pK�vu���pG� w
þ�/�þ���ù�
ú+��,Þþ��½ù�þk�\� ÿ:ú+
Ýù.�óù:ú+�i�Óü�,pü��w
-ü�þX#C�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#	�-þ��x�óüýøu�-þ*
,Ýú\pr
ú+��ù�ü���ú��-þ�1��-ü ù:ú\�-þ*�úóø�ø.� ø
���-ù�þ�,�� ø[
,Ýú>ÿ�þ��-ÿ�þæø:þ���ù:ú��������-þ

P
't��,��4
, �i��� ü���©�,pü��éþ�,

Si
@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��X@�� Ï Snþ;��ú
f(X) = Xn + a1X

n−1 + ... + an ∈ A[X]
þÞø�þ;��ú+,

α1, ..., αnúóø�ÿ:ú+��Eºþæø\�-þ
f
þ�, ú+���X
,!ú+��þ��K't���½ù�þ�����

A
@p÷W��ù$���D�4'�� úÊÿ.�epr
�þ

f(X) =
n∏
i=1

(X − αi)
��þæø�ù�þ

ú+��þ��[,ÝúÊü��óÿ�@ d �C�óÿ:ú	#u�)�å=�'Îü��[/�þÎÿ�pr
�þ
a1 = −S1(α1, ..., αn)

#
a2 = S2(α1, ..., αn)

#Z@�@�@�#
an =

±Sn(α1, ..., αn)
@WA ø�ù.�4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú��pø�þ��X
-ü���ù�þ\'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü��@

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��X@ � Ï�Y ÜN^ Ñ f(X) ∈ A[X] Ü α1, ..., αn
Ñ+à Ø Ñ â��µÜ à2Ò Ü f Ü"Õ ÔrÕ Ñ ÖiÜ Ù A′ ⊃ A

a
Y Ü P (X1, ..., Xn) ∈ A[X1, ..., Xn] Z à"Ú Õ[Z × Ø Ú	\.Ó Ü"Ö × Þ Ó P (α1, ..., αn) ∈ A a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú\�X@��X@��	#

P ∈ A[S1, ..., Sn]
þI��þ�� ú¢����ø:þÎÿ�/óú������\�X@��X@��	#

Si(α1, ..., αn) ∈
A

������-þ
P (α1, ..., αn) ∈ A @ �

PRQ È�Å Ì3È�S �X@��X@�� Ï��¬à Ü Ù Ü�Õ�Ü�Ö ×åÓ+à}Ò Ü L ⊃ A Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+àoà�Ó'� Ø.Ü A � Ó ØVÕ Ñ Õ-ÔrÕ Ñ ÖiÜ Ù�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú+,

α, β ∈ L ü��½ù�þÎü ÿ.� øòø.���-ÿ�þ A @ {�ú+,�� øu,�� ø�ù�ÿ:úÊÿupr
�þ
α+β

��ü���ù�þÎü ÿ.�ø.���-ÿ�þ
A

O ú��-ÿ.��/ ú��úÊÿ:ú
α − β, αβ øV���éú+�?=+������úóøVU"@oSnþ;��ú

Ω

, 't�óÿ��i�fú+����þ��-ÿ�ü�'ºú+,Þþ���ù�þ2� þt'.Nú���

't����ù�þ�����
L

@25 �óÿkN-ü��x7óù�þæø�þpþ"Hnüýø�ù�þ�,
f(X), g(X)

�x��� ü���©�,pü��^,�©��-ü�'t� ø6't��,�'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø�þ�,
Aù:ú+�Ípw
�þ

f(α) = 0, g(β) = 0
@5÷�ø.'Îÿ�þ�/óú

f(X) =

m∏

i=1

(X − αi), αi ∈ Ω ; g(X) =

n∏

j=1

(X − βj), βj ∈ Ω.

Snþ;��ú+,
γ1, ..., γmn

� ø8�w~,ÞþÎÿ.� øW��ú[�0�óÿ�,Ýú
αi+βj

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� øIpw
�þu�[�x��� ü���©�,pü���,�©��-ü�'t�
h(X) :=∏

(X − γij)
�x� ø�ø�
-üY't�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø�þ�,

A
#i��pr
�þ\�-ÿ.�µ/óúÊÿ$=)pr
�þ

α + β
�?ü���ù�þÎü ÿ.�fø.���-ÿ�þ

A
@*�EúóøZ�-þ

� úÊù.�#����ø:þÎÿ�/�þ\pw
�þ
h(X) =

∏
(X − γσ(i)j), ∀σ ∈ Sm

h(X) =
∏

(X − γiτ(j)), ∀τ ∈ Sn�}pr
�þ�þtpr
-ü�/ ú+�ýþ�ú}�Óü�EºþÎÿ¢pw
�þZ� øu't�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø¢�-þ
h
ø$����ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� ø���� ø

αi
þX#�ü����-þ���þ����-þ���ù�þ�,Þþ��½ù�þX#ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� ø±��� ø

βj
@ d ø�ø�ü�,e#�ø�þ

P (α1, ..., αm;β1, ..., βn)
�n
, �� ø±'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæøD�-þ

h
þ���ù$���

��þ�����'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü��»�X@��X@ �
P (X1, ..., Xm;β1, ..., βn) ∈ (A[β1, ..., βm]) [X1, ..., Xm]

@ d �C�óÿ:ú	#�'t��,��þæø�ù�þ^~� ù�ü�,����i��� ü���©�,pü����lø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t����� ø
βj

##ø�þ�
�ø)'t�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæøëøV���²��þ����Öù�þt�óÿ�þ�,Ýúq��ú²�¼
�������ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'ºú	#	�x��� ü���©�,pü�� ø�þ�,
Sk(β1, ..., βn), 1 ≤ k ≤ n @I52þ�� ú4����ø�þÎÿ�/ ú������)�X@��X@��	#

Sk(β1, ..., βn) ∈
A

������-þ
P (X1, ..., Xm;β1, ..., βn) ∈ A[X1, ..., Xm].

÷W�½ù$���#I����/ ú+,Þþ���ù�þX# ��þ�����'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü����X@��X@ �
P (α1, ..., αm;β1, ..., βn) ∈ A 't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø��-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ�@ �
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��X@�� Ï J�ú+��þ��I��éù�þt�óÿ�þ�,Ýúëú�'Îü�,Ýúf�2�-þ�����,pü��ú���)��� þt'.N��éü���ù�þÎü ÿ.�±�-þ

A
þ�,

Lpw
�þk�-þ����óù:úÊÿ�þ�,�� ø��x�óÿ
AL

@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��X@�� ÏRY ÜN^ Ñ K = ff(A) Ü L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó'a$Y Ü α ∈ L Z Ñ�Ù � Z � Ø Ú`\.Óà�Ó'� Ø�Ü K Ü"Ö × Þ Ó Ü.ß Ú¡à�× Ü d ∈ A, d 6= 0 Ý ×åÑ�Ù Û�ÔÜ dα Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó�àtÓ'� Ø.Ü A a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�óÿ�N-ü��i7óù�þæø:þ

α
ø:úÊù�üýø�� ú+Ek
,Ýúpþtpr
ú���������pù�ü��x�

αn + a1α
n−1 + ...+ an = 0, αi ∈ K.

Snþ;��ú
d


,-�-þ�����,pü��ú���óÿ�'t��,}
,<�úÊÿ:ú4� ø
ai

�-þo,��r���pr
�þ
dai ∈ A∀i

@K��
� ù�ü��� ü�'ºú+������i�óÿ
dn���-ù�þ�,�� ø

(dα)n + a1d(dα)n−1 + ...+ and
n = 0.& ��,��

a1d, ..., and
n ∈ A þ dα �tÿ:úÊü�E6�-þæø�ù�þk�x��� ü���©�,pü��4,�©��-ü�'t�#�ø�þ��X
�þk���-þæø�þ;��ú���@ �

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��X@�� Ï�Y ÜN^ Ñ K = ff(A) Ü L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó´Ñ�Ù � Z � Ø Ú`\.Ñ&a�b Ö × Þ Ó L =

ff(AL)
a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï J�ÿ:ú	#-ú\�-ÿ.���x� ø�ü������>ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�,�� ø�ù�ÿ:ú}pw
�þ�ù.�r���þ��ýþ�,Þþ���ù.�4�-þ

L
�x�G�-þ�ø�þÎÿþæø.'Îÿ�ü ù.�4't��,��

β/d, β ∈ AL, d ∈ A
@ �

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��X@�� Ï Q*,¿���,4���-ü��
A

�o�Óü ù.��ü��½ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ���ù�þo� þt'.Nú���pø:þ�þtø.��,Þþ��½ù�þ�ø:þZ�6� þt'.N��ü���ù�þÎü ÿ.���-þ
A
þ�,

K = ff(A)
�k���-ÿ.7��-ÿ�ü��

A
#�üýø�ù.�4�X#

AL = A
@

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��X@���� Ï�Y Ü A Z}ÔrÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Ó±Ò Ü�� ÑX×åÓ Ø Ñ áµÞ Ó�� Ö Ú	\.Ñ Ü�Ö × Þ Ó A Z Ú Ö × Ü � Ø Ñ�Ù Õ�Ü"Ö × Ü
�tÜ \V�GÑCÒCÓ&a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

a/b ∈ ff(A)
ü��½ù�þÎü ÿ.�+ø.���-ÿ�þ

A
þfø�
�x���Nún�x�óÿpú+��ø.
-ÿ.��

b /∈ A×O¼
�-ü���ú��-þæø4�-þ
A

U"@X÷T��ù$���cþ"Hnüýø�ù�þ�
, ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��
p ∈ A

#Wpw
�þ)���-ÿ�ü�,��D�x�óüýø
A

�f���,4���-ü��²�-þ
� úÊù.�óÿ:ú�������~�-ü�'ºú	#-ù:ú+�Ypr
�þ

p | b ,Ýúóø
p - a

@T5 �óÿ[N-ü��x7óù�þæø�þX#-ù�þ�,�� ø
(a
b

)n
+a1

(a
b

)n−1
+...+an = 0 ; ai ∈ A∀i =⇒ an+a1a

n−1b+...+anb
n = 0 =⇒ p | an =⇒ p | a

�4pw
�þk��ú+��ø�
-ÿ.��@ �
�.� È�S��v|rÅ �X@��X@��X� Ï J � þt'.N��Þü��½ù�þÎü ÿ.���-þ

k[S1, ..., Sn]
þ�,

k(X1, ..., Xn)
�
k[X1, ..., Xn]

@òûtþ
� úÊù.�#�ø�þ;��ú

f ∈ k(X1, ..., Xn)
ü��½ù�þÎü ÿ.�fø.���-ÿ�þ

k[S1, ..., Sn]
þ���ù$���

f
��ü���ù�þÎü ÿ.�ëø.���-ÿ�þ

k[X1, ..., Xn]�i�óüýø
k[X1, ..., Xn] ⊃ k[S1, ..., Sn]

@ & ��,��
k[X1, ..., Xn]

�e���,4���-ü����-þe� úÊù.�óÿ:ú�������~�-ü�'ºúhþ��ýþ
��ü���ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ��½ù�þn�ãþt'$Nú���@ d �C�óÿ:ú	#¢'t��,��

k(X1, ..., Xn) = ff(k[X1, ..., Xn])
ø�þ��X
�þ�pr
�þ

f ∈
k[X1, ..., Xn]

@ L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#pø�þ
f ∈ k[X1, ..., Xn]

't����ø�ü��-þÎÿ�þ´� �i��� ü���©�,pü�� ∏
σ∈Sn

(T −

f(Xσ(1), ..., Xσ(n)))
'�
���� ø4't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæø�#T��þ�� ún����ø�þÎÿ�/óú������´�X@��X@��Eø$���n�x��� ü���©�,pü��hø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� øÞþ��>9þ�,Þþ���ù:úÊÿ�þæø��úóø>ÿ:ú+��Eºþæø
f(Xσ(1), ..., Xσ(n))

@ & ��,��cù.��,Ýú+,�� øpù.�G��²�
Sn

���³�-ÿ.�G�	
-ù.7óÿ�ü��#�ù:úÊüýø
't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæø�ø$����ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� øk�úóøk/ úÊÿ�ü¡=t/�þÎüýø

X1, ..., Xn
#3�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#2þæø�ù$����þ�,

k[S1, ..., Sn]
't��,��

pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��X@���� Ï�Y ÜN^ Ñ K = ff(A) Ü L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó9� Ö Ú0×åÑ'a�Y Ô ã	Ó Ö �GÑ Û�Ô�Ü A ZÚ Ö × Ü � Ø Ñ�Ù Õ�Ü"Ö × Ü���Ü \V�	ÑCÒCÓ'a,b Ö × Þ Ó ÔGÕ Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ

α ∈ L Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó^àtÓ'� Ø.Ü A à ÜfÜ àtÓ Õ�Ü"Ö × Ü à Ü à Ü"Ôã	Ó�Ù Ú Öj_�Õ Ú0Ó Õ�â Ö Ú Õ Ó2à�Ó&� Ø�Ü K × Ü�Õ \.Ó Ü ��\�Ú Ü"Ö × Ü à Ü�Õ A
a�h$à�×åÓ Z"Ý Irr(α,K) ∈ A[X]

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d ø:ø�
,Ýú²pr
�þ

α
��ü��½ù�þÎü ÿ.�Öø.���-ÿ�þ

A
@"÷T��ù$���

α
ø:úÊù�üýø���ú+E^
,Ýúhþtpr
ú������

��+ù�ü��x� O��X@��X@��µU"@èSnþ;��ú
α′


, 't������
��ú���m�-þ
α

O¹ÿ:úÊü�En���,Þþæø�,����i��� ü���©�,pü���,4���-ü�,��wU"@ 5 �óÿ
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ÿ�þæø�
� ù:ú��� øY��ú�ù�þt�óÿ�ü ú[�-þu:?ú+���óüýøB� Ñ¤·¹á`#���ä¬#µ���@��X�	#�5�ÿ.���x� ø�ü��������	@��X@�O¼�|U  þ"Hnüýø�ù�þW
,

K
9�üýø.��,��óÿ�1ø�,��

σ : K[α] −→ K[α′]
ù:ú+�Ypr
�þ

σ(α) = α′
@ d �� ü�'ºú+����

σ
�ú>þtpr
ú������Þþ�,-pr
�þæø�ù$���4���-ù�þ�,�� ø

(
α′
)n

+ a1

(
α′
)n−1

+ ...+ an = 0

��pr
�þ6,�� ø�ù�ÿ:ú�pr
�þ
α′

��ü���ù�þÎü ÿ.�fø.���-ÿ�þ
A

@kJ�
Eø:þ;��ú	#i� ø�'t������
��ú��� øo�-þ
α
ø$���Ýü��½ù�þÎü ÿ.� ø�ø.���-ÿ�þ

A
@

5;þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú)�X@��X@���þ���ú}����ø�þÎÿ�/ ú������±�X@��X@���ø�þ��X
�þopr
�þ*� ø�'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø¢�-þ
Irr(α,K)

ø$����ü���ù�þÎü ÿ.� øø.���-ÿ�þ
A

@ & ��,��
Irr(α,K) ∈ K[X]

þ
A

�$ü��½ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ���ù�þZ� þt'.Nú����ø:þ��X
�þ*pr
�þ
Irr(α,K) ∈ A[X]

@
A�ø�ù.�2�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÝú�ü���ú4��>ù�þt�óÿ�þ�,Ýú	@ d /C��� ù:ú4�k7��r/½ü ú	@ �

{�ú+,�� øtú+�C�óÿ:úf't�����G'ºúÊÿZ� ø�ÿ�þæø�
� ù:ú��� øZ/½üýø�ù.� øtúÊù.��ú+�C�óÿ:úéþ�, 
,Ýú�� ü���X
ú+��þ�, ,ÝúÊüýø�,��r�-þÎÿ��ú
pw
�þ�ø�ü�,4�� ü>1?'ºú+,¯� ø['t����'æþÎü ù.� ø�@
PRQ È�Å Ì3È�S �X@��X@���� Ï�Y ÜN^ Ñ L ÔrÕ \$Ó Ø ãÓ5\$Ó Ö × Ü"Ö ÒwÓ ÔGÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0Ó

A
a�� ÕsÜ Ù Ü�Õ�Ü�Ö ×åÓ

α ∈ L

Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó³à�Ó'� Ø.Ü A à Ü�Ü àtÓ Õ�Ü"Ö × Ü à Ü�Ü.ß Ú¡à�× Ü^ÔGÕ A � à Ô � Õ@� Ò Ô Ù�Ó M Ò Ü L Ý � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ Ý
Ö|Þ Ó � Ö�Ô Ù>Ó Ý ×åÑ�Ù Û�Ô�Ü αM ⊆ M

T Ö Ñ Ø.Ü Ñ�Ù Ú0ÒCÑwÒ Ü ã	Ó�Ò ÜV� à Ü ×åÓ Õ Ñ Ø M = A[α]
Ñ
A � à Ô ��f�Ù � Ü � Ø Ñ6� Ü�Ø ÑCÒwÑã	Ó Ø α ]�a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 52úÊÿ:ú�úÝü���ú	#�ø�
�x���Nú
α
ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ�����nO��X@��X@��µU"@?÷T��ù$���^�

A
9�ø�
�,�7G�	
���

��þÎÿ:ú���o�i�óÿ
1, α, ..., αn−1 �¬�?���+9å�r
���#X1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ*��þÎÿ:ú����þ¢'t��,�úZ�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þ[pw
�þ

αM ⊆M @
52úÊÿ:úGúm/C��� ù:ú	#�
�ø:úÊÿ�þ�,�� ølúqÿ�þ�� ÿ:úP�-þ & ÿ:ú+,ÞþÎÿ�@ Snþ;��ú

M

,

A
9�ø�
�,�7G�	
���´�-þ

L
't��,��P���þ��w
��'Îü ú���pþ�ø�þ;��ú+,

v1, ..., vn

, 't�����;
�½ù.�2�-þ���þÎÿ:ú���óÿ�þæø��úÊÿ:ú

M
@�û�ú\N-ü��x7óù�þæø�þZpw
�þ

αM ⊆Mù�þ�,�� ø[�Þø�þ��X
-ü��½ù�þ?ø�üýø�ù�þ�,Ýú4� ü���þºúÊÿ�Ã
αvi =

∑
aijvj aij ∈ A

pw
�þo�x�G�-þ�,�� ø$ÿ�þæþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ*'t��,��
(α− a11)v1 − a12v2 − a13v3 − ... = 0

−a21v1 + (α− a22)v2 − a23v3 − ... = 0

... = 0.

Snþ
C

�$ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E[�� øI't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þ[��tø�üýø�ù�þ�,Ýútú�'Îü�,Ýú	#�ú�ÿ�þ�� ÿ:úZ�-þ & ÿ:ú+,ÞþÎÿW��� øI�Óü�E[pw
�þ
det(C)vi =

0, ∀i @ & ��,��4��þ�����,Þþ���� ø[
,<�� ø
vi

�o�?���+9å�r
���Ýþ�þæø�ù:ú+,�� ø�ù�ÿ:ú+�ú+��Nú+����Ýþ�, 
,-'t�óÿ��x�#�ø�þ��X
�þ
pw
�þ

det(C) = 0
@�÷IH	�ú+���Óü�����pþæø�ù�þZ�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ\���-ù�þ�,�� ø�
,Ýú�þtpw
ú����������ù�ü��i�^O��X@��X@��µU"@ �

& ��,çþæø�ù:úq���µ/óúm� ü���X
ú+��þ�, �x�G�-þ�,�� ø�#*�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿe�-þn
,Ýúm,Ýú+��þÎü ÿ:úP�Óü>� þÎÿ�þ���ù�þX#Zpw
�þ³� øþ��ýþ�,Þþ���ù.� øpü��½ù�þÎü ÿ.� ø4�-þ
L
ø$���-ÿ�þ

A
�0�óÿ�,Ýú+,¶
, ú+��þ��å@h÷W,6�x�óÿ:ún,ÝúÊüýøpþ��ýþ���ú+��ù�þX#K�-ÿ�þt'Îüýø:úÊÿ�þ�,�� ø

�i� ø�ù�þÎÿ�ü��óÿ�,Þþ���ù�þo��úóø}ù.�t'��-ü�'ºúóø¬�� øu�x��� ü���©�,pü�� ø$ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t� ø�#G�-ÿ�ü���'Îü��ú+��,Þþ���ù�þk��ú}����ø�þÎÿ�/ ú������f�X@��X@��þX#	�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#��?���4�x�G�-þ�,�� ø�� ú�/C�óÿ�þt'æþÎÿ[
,Ýú4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������éþ�,-�-þÎù�ÿ�ü�,Þþ���ù.�f��ú4��
-ù�ÿ:ú	@
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��X@���� ÏR��\.Ó Ö�^"ÔrÖ ×åÓ�ÒCÓ+à Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ+à\Ò Ü L Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à*àtÓ'� Ø.Ü A � Ó ØVÕ Ñ Õ¿ÔGÕ Ñ ÖiÜ Ù�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ���� ù�þt�óÿ�þ�,Ýú �X@��X@����	#���ú��� ø

α, β ∈ L
ü��½ù�þÎü ÿ.� ø+ø.���-ÿ�þ

A
#>þ"HÓüýø�ù�þ�,

M,N ≤ L A
9�ø.
�,�7r�	
��� ø�#T1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ���þÎÿ:ú��� ø�#T�?���+9å�r
��� øpù:ú+�[pw
�þ

αM ⊆ M, βN ⊆ N
@
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J
A

9�ø�
�,�7r�	
���
MN ≤ L

��1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ)��þÎÿ:ú���#I�?���+9å�w
���#�þ��4�å=�'Îü��¬/�þÎÿ}pr
�þ
(αβ)MN ⊆

MN, (α±β)MN ⊆MN
������-þX#G��þ����k,Þþæø�,���ù�þt�óÿ�þ�,Ýú	#

αβ, α±β ø$����ü���ù�þÎü ÿ.� ø#ø.���-ÿ�þ A. �
� È�S[Î �X@��X@���� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ A ⊆ B ⊆ C

Ñ Ö�Z Ú¡à�a�Y Ü B Z � Ö Ú¼×åÑ Õ�Ü�Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ�\$Ó Õ Ó
A � Õ�� Ò Ô Ù�Ó Ü

C Z � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ,\$Ó Õ Ó
B � Õ�� Ò Ô Ù�Ó Ü"Ö × Þ Ó C Z � Ö Ú¼×åÑ Õ�Ü�Ö × Ü � Ü"Ø ÑwÒCÓ,\.Ó Õ Ó

A � Õ@� Ò Ô Ù>Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú+, {β1, ..., βm}


, 't�����;
�½ù.�4�-þZ��þÎÿ:ú���óÿ�þæø[�-þ
B

't��,��
A

9å,�7G�	
���þ {γ1, ..., γn}

,<'t�����;
�½ù.�4�-þo��þÎÿ:ú���óÿ�þæø[�-þ

C
't��,��

B
9å,�7r�	
���@KJ�ÿ:ú	# {βiγj} �Z
, 't�����;
�½ù.�

�-þo��þÎÿ:ú���óÿ�þæø*�-þ
C

't��,��
A

9å,�7G�	
���@ �
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��X@���� Ï9Y Ü B ⊇ A Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó�àtÓ'� Ø.Ü A T \$ÑCÒCÑ Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ^Ò Ü B Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó�à�Ó&� Ø�Ü

A
] ÜzZ � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑwÒCÓ,\.Ó Õ Ó

A � f�Ù"� Ü � Ø Ñ Ü"Ö × Þ Ó A Z � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ,\$Ó Õ Ó
A �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó'a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Nú?ü��-ü�'Îü ú+��,Þþ���ù�þ�pw
�þ
B

����þÎÿ:ú���6't��,��
A

9 =+����þ��-ÿ:úo�x�óÿW
,°~�-ü�'t�þ��ýþ�,Þþ���ù.�f�Óü���ú+,�� ø
B = A[β]

@T�8�r��Ýþ��ýþ�,Þþ���ù.���-þ
B

�o
,Ýúpø.��,Ýú���>ù�ü��i�
c0 + c1β + c2β

2 + ...+ cNβ
N , ci ∈ A,N ∈ N


�ø:ú+����Ýú2��7óÿ�,6
� únO��X@��X@��µU��úÊÿ:ú
β

�x�r�-þ�,�� ø�ù�ÿ.�r'ºúÊÿ�úóø*�i�óù.����'Îü úóø��-þ
β

,ÝúÊü��óÿ�þæø�pr
�þ
n− 1

�x�óÿ
�i�óù.����'Îü úóø[,Þþ����óÿ�þæø*�-þk,��G���pr
�þtù.�r��pþ��ýþ�,Þþ��½ù.���-þ

B
�úóø�ø:úpú>ø�þ�þæø$'Îÿ�þ�/�þÎÿ*'t��,��

d0 + d1β + d2β
2 + ...+ dn−1β

n−1, di ∈ A
������-þ

B
����þÎÿ:ú��� 't��,��

A
9å,�7r�	
��� �x�óÿ {1, β, ..., βn−1} @ lZ� 'ºúóø$�»��þÎÿ:ú+�å#>ø�
�x���Nú pw
�þ

{β1, .., βm}
��þÎÿ:ú+,

B
't��,��

A
9 =+����þ��-ÿ:ú	@ & ����ø�ü��-þÎÿ�þ�ú�'ºú��-þÎü ú

A ⊆ A[β1] ⊆ A[β1, β2] ⊆ ... ⊆ A[β1, .., βm] = B.

{�ü�,�� ø¢pr
�þ
A[β1]

��1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ\��þÎÿ:ú���4't��,��
A

9å,�7r�	
���@ & ��,��
A[β1, β2] = (A[β1])[β2]

þ
β2�pü���ù�þÎü ÿ.�Eø.���-ÿ�þ

A[β1]
O¼�i�óüýø}�pü���ù�þÎü ÿ.�Eø.���-ÿ�þ

A
Uk�e,Þþæø�,��Qÿ:ú�'Îü��G'����-ü��D't����'���
-ü¬pw
�þ

A[β1, β2]
�

1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ}��þÎÿ:ú����'t��,��
A[β1]

9å,�7G�	
���@�5;þ������ýþ�,ÝúÝú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ
A[β1, β2]

�o1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ2��þÎÿ:ú���
't��,��

A
9å,�7r�	
���@y't����ù�ü��r
ú+����Núóø�ø�ü�,e#¢'t����'���
��,�� ø^pr
�þ

B
�e1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ³��þÎÿ:ú���P't��,��

A
9

,�7r�	
���@ �
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��X@��µ� Ï9Y ÜN^ Ñ Õ A ⊆ B ⊆ C

ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�Ó+à6×åÑ�Ú à Û�ÔÜ B Z Ú Ö × Ü Ú Ø ÓfàtÓ'� Ø.Ü A Ü C ZÚ Ö × Ü Ú Ø Ó�à�Ó'� Ø.Ü B Ü"Ö × Þ Ó C Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó�à�Ó'� Ø.Ü A a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

γ ∈ C @W5 �óÿ[N-ü��x7óù�þæø�þ
γ
ø²úÊù�üýø�� ú+ECÃ

γn + b1γ
n−1 + ...+ bn = 0 ; bi ∈ B ∀i.

Snþ;��ú
B′ = A[b1, ..., bn]

@�5;þ�� ú��-ÿ.���i� ø�ü������D�X@��X@����Þù�þ�,�� øZpr
�þ
B′

�k1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ2��þÎÿ:ú����'t��,��
A

9
,�7r�	
���@ d ����,y�Óüýø:ø.�#

γ
�}ü���ù�þÎü ÿ.��ø.���-ÿ�þ

B′
������-þ

B′[γ]
�u1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ¢��þÎÿ:ú���o't��,��

A
9å,�7G�	
���@

& ��,��
γB′[γ] ⊆ B′[γ]

ø�þ��X
�þ\pr
�þ
γ

�tü��½ù�þÎü ÿ.�Ýø.���-ÿ�þ
A

@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��X@���� Ï�� �tÜ \¡�GÓ´Ú Ö × Ü Ú Ø Ó´Ò Ü A Ü"Õ¸ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó»ÑXÙ � Z � Ø Ú	\.Ñ L ≥ ff(A) ZÚ Ö × Ü � Ø Ñ�Ù Õ�Ü"Ö × Ü��tÜ \¡�GÑCÒCÓ'a.h$à�×åÓ Z (AL)L = AL

a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï SÓú+��þ�,�� øu��k't�óÿ.���¡=Êÿ�ü����X@��X@��kpr
�þ

L = ff(AL)
@TSnþ

γ ∈ L �#ü���ù�þÎü ÿ.��ø.���-ÿ�þ
AL

þ���ù$���ëú2�-ÿ.���i� ø�ü������éú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ*,�� ø�ù�ÿ:ú4pw
�þ
γ

��ü���ù�þÎü ÿ.�Þø$���-ÿ�þ
A

������-þ
γ ∈ AL

@ �

��ì ô�ìéñò¼ÅÀ-Á�Ã¸Þ»EÆ�Ã�¼ÊÐÖÀ-¸
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��	@�� Ï Snþ;��ú+,

A ⊆ B
ú+���Îüýø2't��,

B

,

A
9å,�7G�	
����� ü�/nÿ�þ��-þ��i� ø�ù.�

n
@±52úÊÿ:ú

'ºú���ú
b ∈ B ù�þ�,�� øtúÝú+�� ü�'ºú������

A
9å� ü���þºúÊÿ

x 7−→ bx
pw
�þ\1H-ú���ú�
,Ýú��úóø�þ}�-þ

B
ø.���-ÿ�þ

A
�x�r�-þø�þÎÿ�ÿ�þ��-ÿ�þæø�þ���ù:ú���ún�x�óÿ}
,ÝúD,ÝúÊù�ÿ�ü�E

(aij) ∈ Mn(A)
@hû�þ"1��-ü�,�� ø4�Xù�ÿ:ú��t�cþëú����óÿ�,Ýún�-þ

b
�úþ"Hnù�þ���øV���

B ≥ A
't��,��Öø�þ�������hù�ÿ:ú��t�ÖþEú³���óÿ�,Ýú»O0�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þµU)�-þæø�ù:ú³,ÝúÊù�ÿ�ü�E Á @ A ø�ù.�q�X#

TrB/A b :=
∑
aii ∈ A , NmB/A b := det(aij) ∈ A

@
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@�� Ï �D�å=�'Îü��w/�þÎÿ8pr
�þK��ù�ÿ:ú��t�*�u
,Ýú�ú+�� ü�'ºú������

A
9å� ü���þºúÊÿ2þ�ù:ú+�Gpr
�þ

TrB/A 1 =

n
O¼�i� ø�ù.���-þ

B
ø.���-ÿ�þ

A
U"@K�;ú+,}�i��, ,�� ø�ù�ÿ:ú�9�ø�þk� ú�'Îü���,Þþ��½ù�þ}pr
�þ

NmB/A : (B×, .) −→ (A×, .)�[N���,���,��óÿ�1ø�,��4�-þ�� ÿ�
�x� ø�@ d ����,¿�Óüýø�ø.��ù�þ�,�� ø#úóø#ø�þ��X
-ü��½ù�þæø¬�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæø[�-þ�ù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/nü���ú��-þXÃø�þ
C ≥ B ≥ A ø$����þ"Hnù�þ���ø.znþæøK�-þ�ú+���Îüýøòþ��½ù$���}��ú���

c ∈ C / ú+�ýþ*pr
�þ
TrC/A c = TrB/A(TrC/B c)þ

NmC/A c = NmB/A(NmC/B c)
@

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@�� Ï�Y Ü`^ Ñ K ≤ L ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó^Ò Ü \.Ó Ø ã	Ó�� Ö Ú¼×åÑ)Ò Ü � Ø Ñ Ô n Ü à ÜN^ Ñ β ∈ L aY ÜN^ Ñ f(X)
Ó�ã	Ó�Ù Ú Ö�_�Õ Ú0Ó Õ�â¼Ö Ú Õ Ó4Ò Ü β à�Ó'� Ø�Ü K Ü à ÜN^ Ñ Õ β1 = β, β2, ..., βm

Ñ+à Ø Ñ â��µÜ à\Ò Ü f(X)
a

b Ö × Þ Ó
TrL/K β = r

(
m∑

i=1

βi

)
, NmL/K β =

(
m∏

i=1

βi

)r

Ó Ö Ò Ü r = [L : K[β]] = n/m
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Núhü��-ü�'Îü ú+��,Þþ���ù�þ
L = K[β]

O
r = 1 , n = m

U"@PSnþ
f(X) =∏

(X − βi) = Xn + a1X
n−1 + ... + an

#?�k�å=�'Îü��Í/�þÎÿopw
�þ�ú4,ÝúÊù�ÿ�ü�E���úÝú+�� ü�'ºú������
x 7−→ βx

þ�,ÿ�þ�� ú������Ýú2�úóø�þ {1, β, ..., βm−1} �\��ú}�0�óÿ�,Ýú

M =




0 1 0 ... 0

0 0 1 0 ...

0 0 0

@ @ @
0@@@ @@@ @@@ @ @ @
1

−an −an−1 −an−2 ... −a1




������-þo1?'ºú4'�� úÊÿ.��pr
�þ
TrL/K β = −a1 =

∑
βiþ

NmL/K β = det(M) = (−1)n+1(−an) det In−1 = (−1)n+2an = (−1)n
(

(−1)n
∏

βi

)
=
∏

βi.

l��4'ºúóø$����þÎÿ:ú+�Í�úóø�ù:ú�
�ø:úÊÿ�ú�����ø:þÎÿ�/óú������e�X@��	@��4�úóø�þ"HÓù�þ���ø.z½þæø
L ≥ K[β] ≥ K @ �

Á�£wõ�ú�
µðåõ�ú¢í"ô3êtë�õIí¬ö�ðBï��;í�õTï¬÷+í$ðåú[ïuôåì$í¢ò�÷�ÿVï$ðåò�ïV÷töåõ�ôÍþ�ïuö�ðBïV÷�ô`¤>í$ðåú[ï���ì$í�ü
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ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��	@ � Ï2Y ÜN^ Ñ L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó�à Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù�Ò Ü � Ø Ñ Ô n Ü à Ü`^ Ñ σ = {σ1, ..., σn}Ó�\.Ó Ö�^VÔGÖ ×åÓnÒ Ü K � �GÓ Õ Ó Õ Ó Ø �Wà Õ Ó+à�Ò Ü L Ü�Õ Ω ≥ L Ý Ó Ö Ò Ü Ω Z Ñ�Ù"� ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó$¨[Ñ�Ù�Ó�Ú¡à"Ú0Ñ Ö Ñ

Ò Ü L acb Ö × Þ Ó)ÒCÑCÒwÓ
β ∈ L × Ü�Õ�� à Ü TrL/K β =

∑
σi(β) Ü NmL/K β =

∏
σi(β)
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï û�ú���
β ∈ L ù�þ�,�� ø$ú}'ºú��-þÎü ú

K ≤ K[β] ≤ L �-þ�þ"HÓù�þ���ø.znþæøòø�þ��úÊÿ$=�/�þÎüýø�@
d ����, �Óüýø�ø$�

r = [L : K[β]] | n @�û�þz� Ñ¤·ãáN#���ä¬#G���@��X�	#��þt�óÿ�þ�,Ýú��	@����  ù�þ�,�� ø[pr
�þ�ø:þ {τ1, ..., τm}ø$���k� ø
K

9åN���,���,��óÿ�1ø�,�� ø¬�-þ
K[β]

þ�,
Ω
þ��½ù$���

m = n/r
þ*� øT't�����;
�½ù.� ø

τ̃i := {σj : σj |K[β]=

τi}, 1 ≤ i ≤ m
���óÿ�,Ýú+,�
,Ýú)�úÊÿ�ù�ü��������-þ

σ
ù:ú+�Tpw
�þ

#τ̃i = r, ∀i @ d ø�ø�ü�,e#3��þ�� ú)�-ÿ.���i� ø�ü������
�X@��	@��	#

TrL/K β = r

(
m∑

i=1

βi

)
=

m∑

i=1

r∑

j=1

βi =

m∑

i=1

r∑

j=1

τi(β) =

m∑

i=1

∑

σj∈eτi
σj(β) =

n∑

i=1

σi(β)

þ?ú+�ú+������ú+,Þþ���ù�þ}/C�"9�ø�þkpr
�þ
NmL/K β =

∏
σi(β)

@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0Ó^Ú Ö × Ü � Ø ÑXÙ Õ�Ü"Ö × Üi��Ü \V�GÑwÒCÓ Ü à ÜN^ Ñ L ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó� Ö Ú0×åÑ�Ò Ü K = ff(A)

aiY Ü β ∈ L Z Ú Ö × Ü Ú Ø Ó�à�Ó'� Ø.Ü A Ü"Ö × Þ Ó TrL/K β Ý NmL/K β ∈ A
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ
β

��ü���ù�þÎü ÿ.��ø.���-ÿ�þ
A
þ��½ù$����ø:þ�
�øu't������
��ú��� ø�ù:ú+,}�i��,)ø$����O¹ÿ:ú+��Eºþæø���

,Þþæø�,����x��� ü���©�,pü���,4���-ü�,��wU"@�ûtú��-ÿ.���i� ø�ü��������X@��	@��Þþ}��ú�����ø�þÎÿ�/ ú��������X@��X@��Þù�þ�,�� ø��Óü ÿ�þÎù:ú+,Þþ��½ù�þ
�pÿ�þæø�
� ù:ú���@ d � ù�þÎÿ��úÊù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX#i�úóø�ù:ú�����ø�þÎÿ�/óúÊÿ�ú4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������)��ú��-ÿ.���i� ø�ü�������,Þþ���'Îü����ú���ú
�����-þk,�� ø�ù�ÿ:ú+,�� ø�pw
�þk�>ù�ÿ:ú��t�Þþ�ú2���óÿ�,Ýúpø$���4't�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæøZ����i��� ü���©�,pü���,4���-ü�,����-þ

β
@ �

�ì�£�ìé¶Q·Ù¸¿Õ�¼Ê·ãÐq·¹Æ;À�Æ�¾º»QÇ2»XÉ2Ð+Àc»C¥�¾º»nÆ�¸¿Â-Ã
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��	@�� Ï Snþ;��ú

M

,

A
9å,�7G�	
���@WQ*,Ýú[���óÿ�,Ýú*�-ü�� ü���þºúÊÿ�ø.���-ÿ�þ

M
�u
,Ýútú+�� ü�'ºú������

ψ : M ×M −→ A
ù:ú+��pw
�þ��úÊÿ:úQù.�G��

m ∈ M
ù�þ�,�� ø

x 7−→ ψ(m,x) , x 7−→ ψ(x,m) ∈
Hom(M,A)

@�ûtú��� ø�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
β1, ..., βm ∈ M

�-þ"1��-ü�,�� ø?ø:þ�
³�Óüýø$'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þX#Y�-þ����óù:ú���e�i�óÿ
Dψ(β1, ..., βm)

#Í't��,���ø:þ�����^�^�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ
det((ψ(βi, βj))ij) ∈ A

@4À�
ú+����
M

��� ü�/nÿ�þ4�-þ
�i� ø�ù.�

m
#w�\�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þo�-þ

ψ
þ�,]ÿ�þ�� ú�������4\�úóø�þ

e = {ei}
�-þ����óù:ú���\�x�óÿ

disce(ψ)
���-þ"1��-ü���

't��,��Þø�þ�����4���Óüýø$'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ
D(e1, ..., em)

@
À�
ú+������?����N���
/�þÎÿ$ÿ�üýø.'t���-þk't���	�¼
�ø$���#	�-þ����óù:úÊÿ�þ�,�� ø��2�Óüýø$'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ

Dψ
ú+��þ��úóø��x�óÿ

D
@

� È�S[Î �X@��	@�� Ï�©\Ñ+à�\.Ó Ö ÒXÚ á�ª�Ü à4ÒwÑeÒ Ü � Ö Ú áµÞ Ó^Ñ�\�Ú Õ Ñ Ý à Ü γi =
∑
aijβj , aij ∈ A ∀i, j Ü"Ö × Þ Ó

D(γ1, ..., γm) = det(aij)
2 D(β1, ..., βm)

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï û�ü ÿ�þÎù:ú+,Þþ���ù�þ2��ú4�-þ"1��-ü������pù�þ�,�� ø

D(γ1, ..., γm) = det((ψ(γi, γj))ij) = det

(
ψ

(∑

k

aikβk,
∑

l

ajlβl

))
=

= det


∑

k,l

aikψ (βk, βl) ajl


 = det ((aik)ψ(βk, βl)(alj)

T ) =

= det(aij)
2 det((ψ(βk , βl))kl) = det(aij)

2 D(β1, ..., βm).
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�ûtú���ú

B ≥ A

,Ýúfþ"HÓù�þ���ø$���^�-þÞú+���Îüýø�#�úfú+�� ü�'ºú������

(α, β) 7−→ TrB/A(αβ)
�2
,Ýúf���óÿ�,Ýú

�-ü�� ü���þºúÊÿ�þ�,
B

@�� ø:ú+�-ü���±pr
�þ�ø�þ
B

�2� ü�/nÿ�þ��-þ6�x� ø�ù.�
m
þ {ei} þ {fj} ø$���)�úóø�þæøo�-þ

B
ø.���-ÿ�þ

A
þ���ù$���Þú},6
���ú+���ºú��-þZ�úóø�þo�Z��ú���ú2�i�óÿ¬
,Ýú},ÝúÊù�ÿ�ü�E

(aij)
ù:ú+�3pr
�þ

det(aij) ∈ A×
@�ûtþ"1��-ü�����þ�,

A
úpÿ�þ�� ú������)�-þ?þtpr
-ü�/óú+������'Îü ú

a ∼ b ⇐⇒ ∃u ∈ A× : a = u2b
#?�k�å=�'Îü��Í/�þÎÿZpw
�þ}��'t�����;
�½ù.�

A/ ∼ �f
,!ø�þ�,pü�� ÿ�
�x�D't��,¶�D�-ÿ.�r�	
-ù.�
(a, b) 7−→ ab

@DJ<�ýþ�,ÝúXú�'Îü�,Ýú���� ø}��þÎÿ�,pü ù�þ�� ú+EºþÎÿpúø�þ��X
-ü���ù�þ6�-þ"1��-ü������Ã
d �úÊÿ�ù�ü ÿ[�-þ�ú+�C�óÿ:ú	#-ø²ú+��/C�2�Óü ù.�>þ�, 't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��#þæø�ù:úÊÿ�þ�,�� ø$ø�þ�,4�-ÿ�þZ��� ø#ÿ�þ"�ãþÎÿ�ü�����pú����Óüýø.'Îÿ�ü�,�9ü��ú+��ù�þ?þ�, ÿ�þ�� ú������[42���óÿ�,Ýú2�-ü�� ü���þºúÊÿ

Tr
@

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��	@�� Ï Snþ;��ú
B ≥ A


,ÝúÞþ"HÓù�þ���ø$�����-þ�ú+���Îüýø�ù:ú+�Ypr
�þ
B

�\
,
A

9å,�7G�	
����� ü�/nÿ�þ
�-þo�i� ø�ù.�

m
@KJ �Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ2�-þæø�ù:ú>þ"HÓù�þ���ø$���#�pr
�þ\�-þ����óù:ú+,�� ø[�x�óÿ

disc(B/A)
#��k�Þþ��ýþ�,Þþ��½ù.�

�-þ
A/ ∼ ÿ�þ��-ÿ�þæø�þ���ù:ú������þ������Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þ

disce(TrB/A)
�����-þ

e = {ei}
�Z
,Ýú}�úóø�þopw
ú+��pr
�þÎÿ

�-þ
B
ø$���-ÿ�þ

A
@

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@ � Ï�Y ÜN^ Ñ Õ A ≤ B
ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�Ó+à Ü à Ô ãÓ Ö �GÑ Û�Ô�Ü B Z6ÔGÕ A � Õ@� Ò Ô Ù>Ó)Ù Ú dµØ�Ü Ò Üã	Ó+à�×åÓ

m Ü4Û�Ô�Ü disc(B/A) 6= 0
a9b Ö × Þ Ó ÔrÕ \.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓ {γ1, ..., γm} ⊂ B � Ó ØVÕ Ñ ÔGÕ Ñ���Ñ+à Ü ã	Ñ Ø Ñ

B
à�Ó'� Ø.Ü A à Ü}Ü à�Ó Õ�Ü�Ö × Ü à Ü (D(γ1, ..., γm)) = (disc(B/A))

T \.Ó Õ ÓfÚ�Ò Ü Ñ�Ú à6Ò Ü A ] Â a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú {β1, ..., βm}


,Ýú��úóø�þ\�-þ
B
ø.���-ÿ�þ

A
@T5;þ������ýþ�,ÝúÞú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#

D(γ1, ..., γm) = det(aij)
2 D(β1, ..., βm)

�����-þ
(aij)

�?ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E6�-þ"1��-ü���ú4�x�óÿ
γi =

∑
aijβj

@ d �C�óÿ:ú	#
(D(γ1, ..., γm)) = (disc(B/A)) ⇐⇒ (D(γ1, ..., γm)) = (D(β1, ..., βm)) ⇐⇒

⇐⇒ det(aij)
2 ∈ A× ⇐⇒ det(aij) ∈ A× ⇐⇒ B =

m⊕

i=1

Aγi.

�
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@�� Ï l��f'ºúóø.�

A = Z
#ù�þ�,�� øopw
�þ

disc(B/Z)
�}
, ü��½ù�þÎü ÿ.�)�i�óüýø

(A×)
2

=

{1} @ol�þæø�ù�þ2'ºúóø.�#�þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø
γ1, ..., γm ∈ B

��þÎÿ:ú+,¯
,3ø�
�,�7G�	
���
N

�-þ6�����Óü�'æþ}1��-ü ù.�ëþ�,
Bø�þ�þ�ø.��,Þþ��½ù�þ?ø�þ

D(γ1, ..., γm) 6= 0
þtù�þ�,�9�ø:þ

O��X@��	@��µU
D(γ1, ..., γm) = (B : N)2 disc(B/Z).

]$úóø�ù:úP���óù:úÊÿ³pw
�þ³ú+,6�x� øD� ø�� ú��� øD��ú"þtpw
ú������"ü��X
ú+� ú+,�9�ø�þ54
det(aij)

2 D(β1, ..., βm)
�����-þ

{β1, ..., βm}
�Z
,Ýú}�úóø�þo�-þ

B
ø.���-ÿ�þ

Z
þ
γi =

∑
aijβj

O¼/�þÎÿ�� Ñ¤·¹á`#���ÀÍ#G���@��X�	#RI7óÿ�,6
� ú4�	@��	�  U"@
À�
�þÎÿ�þ�,�� ø�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿfpw
�þ±���q'ºúóø$�+þ�,spr
�þ

B
�^
,

A
9å,�7G�	
���²� ü�/nÿ�þe�-þ^�x� ø�ù.�n1��-ü ù.�+þ��	9ù$�����D�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ±��úQþ"HÓù�þ���ø$���D���?���+9å�w
���@n5
úÊÿ:úQüýø�ø$�^/�þ;��ú+,�� ø}
, �ýþ�,Ýúe't���N�þt'Îü���³'�
���ú

�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������Ýø:þ�þ���'t����ù�ÿ:úÞþ�,«� Ñ¤·ãá`#���ä¬#���@��X�	#��;þt�óÿ�þ�,Ýú��	@����  @
Âo¬	í$ð�þµõ-�÷�ò®��ìVí/

disc(B/A) * ë+ú ñ�íV÷��0ë�÷töåíkþ�õ[õ�ó�õ�ú¢õ�÷töåíVôuêtë�õ[þ�ò"¤>õ;ðåõ;ú îXí$ð¬ë�÷+ò�þ+ïVþ�õ�ô�ü�8µõ�÷+þ�íkï$ô�ô�ò�ú9�íkò�þµõ�ïVó
(disc(B/A))

�Võ;ðBï"þµí*îXõ;ó�í[þµò�ô�ñ;ðåò�ú¢ò�÷+ïV÷töåõ * í�ú¢õ�ô�ú¢í¢êtë�õIí.�"õ;ðBïVþ�í[îXíVð8êtë�ï$ó�ê�ë�õ;ðYë+úºþµí"ôYô�õ�ë+ôÍõ�ó�õ�ú¢õ�÷töåíVô0�ò�ô0öåí
* µðåõ�îµðåõ�ô�õ�÷töBïV÷töåõ�ôÍþµí¢þ�ò�ô�ñ;ðåò�ú¢ò�÷�ï$÷�öåõVü
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� È�S[Î �X@��	@�� Ï9TN° Ü"Õ Ñ}Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö ÒV]�Y ÜN^ Ñ Õ G ÔGÕ � Ø"Ô ãÓ Ü Ω ÔrÕ \$Ó Ø ãÓ'acb Ö × Þ Ó}×åÓ�ÒCÑ � Ñ Õ2â Ù Ú0Ñ� Ö Ú0×åÑ Ý σ1, ..., σm : G −→ Ω× Ý Ò Ü �GÓ Õ Ó Õ Ó Ø �Wà Õ Ó+à\Ò�Ú à"×0Ú Ö ×åÓ+àoà Þ Ó�Ú Ö Ò Ü ã Ü"Ö Ò Ü"Ö × Ü àga�h$à�×åÓ Z"Ý

∑
ciσi = 0 , ci ∈ Ω =⇒ ci = 0 ∀i. �

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@�� Ï²Y ÜN^ Ñ L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ ÓZà Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù Ü � Ø Ñ Ô m Ü σ1, ..., σm : L −→ Ω

K � �GÓ Õ Ó Õ Ó Ø �Wà Õ Ó+à�Ò�Ú à"×0Ú Ö ×åÓ+à Ü"Õ�ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó Ω ≥ L
¨[Ñ�Ù>ÓXÚ¡à"Ú0Ñ Ö Ñ'aXb Ö × Þ Ó³ÒCÑCÒwÑ ÔrÕ Ñs��Ñ+à Ü

β1, ..., βm
Ò Ü L à�Ó'� Ø�Ü K × Ü�Õ Ó�àg³

D(β1, ..., βm) = det((σi(βj))ij)
2 6= 0.

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ����f't�óÿ.���¡=Êÿ�ü����X@��	@ �Þù�þ�,�� ø
D(β1, ..., βm) = det((Tr βiβj)ij) = det



(∑

k

σk(βiβj)

)

ij


 =

= det



(∑

k

σk(βi)σk (βj)

)

ij


 = det ((σk(βi))ik (σk(βj))kj) = det((σk(βi))ik)2.

d �C�óÿ:ú�ø�
�x���Nú6pr
�þ
det((σk(βi))ki) = 0

þ��½ù$����þ"HÓüýø�ù�þ�,
c1, ..., cm ∈ Ω×

ù:ú+�|pr
�þ ∑
i ciσi(βj) =

0∀j @ & ��,�� {βj} �D�úóø�þXù�þ�,�� ø ∑
i ciσi(β) = 0∀β ∈ L

��pr
�þD��þ������ýþ�,Ýúqú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿe�e
,ú+��ø�
-ÿ.��@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ K = ff(A) Ü à ÜN^ Ñ L ≥ K

à Ü ã	Ñ Ø f d�Ü ÙKÒ Ü � Ø Ñ Ô m a�Y Ü AL Z Ù Ú d�Ø.ÜÒ Ü ã	Ó+à�×åÓ
m

àtÓ'� Ø.Ü A Ü"Ö × Þ Ó disc(AL/A) 6= 0
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ�� ú[�-ÿ.���i� ø�ü������\�X@��	@��}ù�þ�,�� ø
disc(L/K) 6= 0

@ d �C�óÿ:ú$ø:þ
β = {β1, ..., βm}�[�úóø�þZ�-þ

AL
ø.���-ÿ�þ

A
't��,��

A
9å,�7r�	
���#Óþ��½ù$���

β
���úóø�þ��-þ

L
ø.���-ÿ�þ

K
't��,���þæø.�ú��t� øu/�þÎù.�óÿ�ü úÊüýø

�i�óüýøZ/nü�,�� ø\pr
�þ2��ú���
a ∈ L þ"Hnüýø�ù�þ d ∈ A ù:ú+�Tpw
�þ

da ∈ AL
������-þ

da =
∑
ciβi ⇐⇒ a =∑

d−1ciβi
þ#ø�þ��X
�þ���ú�1�ÿ�,Ýú���@IhÍ���C�#

disc(B/A) ⊆ disc(L/K)
O0't��,��k'�� úóø�ø�þæøI�-þ#þtpr
-ü�/óú+������'Îü úþ�,

K/ ∼ U}þ�ø�þ��X
�þ\�4�-þæø�þ;��ú���@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@�� Ï Snþ

K ≤ L
�^1��-ü ù:ú³,ÝúóøÝü���ø:þ��úÊÿ$=t/�þ���þ��½ù$���

disc(L/K) = 0
@Zûtþ

� úÊù.�#Óø�
�x���Nú�ü��-ü�'Îü ú+��,Þþ���ù�þ\pr
�þtú�þ"HÓù�þ���ø$�����Z�
-ÿ:ú+,Þþ���ù�þ�ü���ø:þ��úÊÿ$=t/�þ��å#-ø�þ;��ú
m
ø�þ�
)� ÿ:ú+
Qþ�ø:þ;��ú

β ∈ L
@cûtþéÿ�þæø�
� ù:ú��� ø4't���N�þt'Îü��� ø4��úQù�þt�óÿ�ü ún��úóø>þ"HÓù�þ���ø.z½þæø2�
-ÿ:ú+,Þþ��½ù�þfü���ø�þ��úÊÿ$=t/�þÎüýøÞþ��½ù$���ù�þ�,�� ø
charK = p

O¼�-ÿ�ü�,��wU�þX#ø�þ�����
β1, ..., βn

� ø*'t������
��ú��� øo�-þ
β
#�ù�þ�,�9�ø�þ6pr
�þ6'ºú���ú

βi
ù�þ�,

,6
� ù�ü��� ü�'Îü���ú��-þ
pki , ki ∈ N

@�÷W��ù$���#���ú2�-ÿ.���x� ø�ü������^�X@��	@��>ø�þ��X
�þo�Óü ÿ�þÎù:ú+,Þþ��½ù�þ6pr
�þ
TrL/K β = 0������-þ

disc(L/K) = 0
@ lZ�q'ºúóø.�²��þÎÿ:ú+�å#$þ"HÓüýø�ù�þ

Ks
't�óÿ��x�+ù:ú+�Zpw
�þ

K ≤ Ks ≤ L
ø�þ�����qú

�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úQþ"HÓù�þ���ø$���Qø�þ��úÊÿ$=�/�þ��}þéú�ø�þ��X
����ú±�
-ÿ:ú+,Þþ��½ù�þÝü���ø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@^5;þ����D'ºúóø.�lú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�þ���úù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/nü���ú��-þ\��pù�ÿ:ú��t�Þø�þ��X
�þkpr
�þX#���µ/óú+,Þþ��½ù�þ
TrL/K ≡ 0

������-þ
disc (L/K) = 0

@
�D� ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø�ú�ø:þ��X
-ü ÿ¢
,ªÿ�þæø.
� ù:ú�����¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�åÃT�2� þt'.N��>ü���ù�þÎü ÿ.�4�-þ?ú+���Îüýø$øV����,�7r�	
��� ø

1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ6��þÎÿ:ú��� ø�@
PRQ È�Å Ì3È�S �X@��	@���� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Ó±Ú Ö × Ü � Ø Ñ�Ù Õ�Ü�Ö × Üi�tÜ \¡�GÑCÒCÓ'aXY ÜN^ Ñ K = ff(A) Ü à ÜN^ Ñ

B
Ó �tÜ \¡�GÓ�Ú Ö × Ü Ú Ø ÓPÒ Ü A Ü"ÕsÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó�à Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù L ≥ K

Ò Ü � Ø Ñ Ô m
a´b Ö × Þ Ó B Ü à"×µf
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\.Ó Ö ×0Ú�ÒCÓ Ü"Õ ÔrÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù>Ó�Ù Ú d�Ø.Ü Ò Ü ã	Ó�à"×åÓ

m
azb Õ ã	Ñ Ø ×0Ú	\ Ô Ù>Ñ Ø B Z � Ö Ú¼×åÑ Õ�Ü�Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ$T \$Ó Õ Ó

A � Õ�� Ò Ô Ù�ÓV]�aiY Ü A Z ÒwÓ Õ�â Ö Ú�ÓZã Ø Ú Ö \�Ú�ã	Ñ�Ù Ü�Ö × Þ Ó B Z\Õ@� Ò Ô Ù�ÓfÙ Ú d�Ø.Ü Ò Ü ãÓ+à"×åÓ
m
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú {β1, ..., βm}
�úóø�þ^�-þ

L
ø.���-ÿ�þ

K
@´SÓú+��þ�,�� ø4pr
�þ�þ"HÓüýø�ù�þ

d ∈ Aù:ú+�Zpr
�þ
dβi ∈ B ∀i @ & ��,�� {dβ1, ..., dβm}

�cúÊü�����ú��úóø�þD�-þ
L
ø.���-ÿ�þ

K
@ d ø:ø�
,ÝúÖþ��½ù$���

{β1, ..., βm} ⊂ B
@ & ��,��kúGþ"HÓù�þ���ø$���º�+ø:þ��úÊÿ$=t/�þ��å#�ù�þ�,�� ønpw
�þ

(α, β) 7−→ TrL/K(αβ)
�

�?���+9B�-þ���þ���þÎÿ:ú���ú	@»hÍ���C�#}þ"HÓüýø�ù�þ±
,Ýún�úóø�þ^�	
ú+� {γ1, ..., γm}
�-þ

L
ø.���-ÿ�þ

K
���hø�þ���ù�ü���qpr
�þ

TrL/K(βiγj) = δij .
d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø�pw
�þ

Aβ1 +Aβ2 + ...+Aβm ⊆ B ⊆ Aγ1 +Aγ2 + ...+Aγm.d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úpü���'���
�ø$���)�\7��w/nü ú	@*Snþ;��ú
β ∈ B þ���ù$���

β =
∑
bjγj , bj ∈ K

@u{�ú+,�� ø�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿZpw
�þ
bj ∈ A∀j

@uJ�ÿ:ú	#
ββi ∈ B

������-þX#��þ����4't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��D�X@��	@��
TrL/K(ββi) ∈ A

þtù�þ�,�� ø
TrL/K(ββi) = TrL/K




∑

j

bjγj


βi


 =

∑
bj TrL/K(γjβi) =

∑

j

bjδij = bi

þ�ù�þ�,�� ø[���-þæø�þ;��ú���@K58�óÿ¢1�,e#-ø:þ
A

�k���,4���-ü����-ÿ�ü���'Îü��ú+�å#?'t��,��pþ��ýþo't����ù.��, þ�þæø�ù$=}'t���½ù�ü���Þþ�,
,�7r�	
��� ø[� ü�/½ÿ�þæø[�-þ\�i� ø�ù.�

m
þ��ýþk,Þþæø.,��4�k� ü�/½ÿ�þk�-þ\�i� ø�ù.�

m
@ �

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �X@��	@��X� Ïz� Ñ ÖiÜ ÙIÒ Ü Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à}Ò Ü}ÔrÕ \.Ó Ø ã	Ó Ö?ÔrÕ[Z"Ø Ú`\$Ó L Û�ÔÜ[Z4Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó9� Ö Ú¼×åÑ
Ò Ü Q Z à Ü"Ô�Õ ÑXÚ0Ó Ø à Ô �.Ñ ÖiÜ Ù&� Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ,\.Ó Õ Ó

Z � Õ�� Ò Ô Ù�Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ����Qù�þt�óÿ�þ�,ÝúD�X@��	@����	#

ZK
�61��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ4��þÎÿ:ú���^'t��,��

Z
9å,�7G�	
���@2Snþ

B
�¢��
-ù�ÿ.��ø�
�ú+��þ��|�-þ

L
1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ*��þÎÿ:ú���\'t��,��

Z
9å,�7G�	
����þ���ù$���k��þ����tù�þt�óÿ�þ�,Ýú4�X@��X@����	#�ù.�G��þ��ýþ�,Þþ���ù.�f�-þ

B
�tü��½ù�þÎü ÿ.�Ýø.���-ÿ�þ

Z
������-þ

B ⊆ ZK
@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@���� Ï Snþ
A

�?���f�}�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å#x
,=ø.
�,�7r�	
���)�-þ6
, ,�7G�	
���f� ü�/nÿ�þ}�?���f�
��þt'æþæø�ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ��½ù�þk� ü�/½ÿ�þX@W5 �óÿ�þ"H-þ�,4����#Óù.��,Þþ

A = Z[
√
−5]

þo� ø}ü��-þºúÊüýø
(2) ( (2, 1 +

√
−5) ( Apw
�þ�ø$���

A
9å,�7G�	
��� ø�@oJè�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�fþ}�f~� ù�ü�,��éøV����� ü�/nÿ�þæø��-þ}�x� ø�ù.�

1
þ���pw
ú+�½ù.�±�éø�þ��X
����f�?���

�o�i�óüýø[�?�����o�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@
� È�S[Î �X@��	@���� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ A ÔrÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó Ý K = ff (A) Ü L ≥ K ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó5¨[Ñ�Ù�Ó�Ú¡à"Ú0Ñ Ö Ñ'a

b Ö × Þ Ó AutAAL = Gal(L/K)
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
τ ∈ AutAAL

@ & ��,��#X��þ����Z't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��2�X@��X@��	#
L = ff (AL)

�i�G�-þ�,�� øþæø�ù�þ����-þÎÿ�#w�-þ[,Ýú+��þÎü ÿ:úk~�-ü�'ºú	#
τ

�úÊÿ:ú
L

��ú+Eºþ�����
τ̃ (α/β) := τ (α) /τ (β)

�-þ¢,Ýú+��þÎü ÿ:ú\pr
�þ��x�r�-þ"9
,�� ø?ü��-þ��½ù�ü>1?'ºúÊÿ

τ
't��,

τ̃ ∈ Gal(L/K)
@±L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#�ø:þ

τ ∈ Gal(L/K)
ø.7^�-ÿ�þt'Îüýø²ú+,�� ø

,�� ø�ù�ÿ:úÊÿKpr
�þ
τ |AL (AL) = AL

@ d �C�óÿ:úZ/nü�,�� øTpr
�þ
AL =

∑
Aβi

�úÊÿ:úo
,ÝúZ��ú+,4��� ü ú {βi} 1��-ü ù:ú	@
& ��,��

τ (βi) ∈ AL
�x�óüýø

τ (βi)
ø²úÊù�üýø�� ú+E�úZ,Þþæø�,Ýútþtpr
ú������tü���ù�þ�� ÿ:ú+�å#½ø.7o�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� øW,�� ø�ù�ÿ:úÊÿTpw
�þ

{τ (βi)}
��þÎÿ:ú

AL
@ d �C�óÿ:ú	#�ø�þ

β ∈ AL
#|'t��,��

τ−1 (β) ∈ AL
ù�þ�,�� ø

τ−1 (β) =
∑
αiβi, αi ∈ A������-þ

β =
∑
αiτ (βi)

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �X@��	@���� Ï Snþ;��ú

K ≥ Q 
,Ýúcþ"HÓù�þ���ø$���n1��-ü ù:ú	@mQ*,Ýún�úóø�þ)�úÊÿ:ú
ZK

't��,��
Z
9

,�7r�	
�����k�-þ�����,pü��ú���ú4�úóø�þtü��½ù�þ�� ÿ:ú+�Y�úÊÿ:ú
Q

@
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�.� È�S��v|rÅ �X@��	@���� Ï Q�ø:ú+�����ú)���óù:ú������e��ëù�þt�óÿ�þ�,ÝúQú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#2ø�þ;��ú

C =
∑
Aβi ⊆ B

't��,
{βi}

�úóø�þ��-þ
L
ø.���-ÿ�þ

K
@�Snþ;��ú

C∗ = {β ∈ L : TrL/K(βγ) ∈ A∀γ ∈ C} @25 �óÿ\� ü���þºúÊÿ�ü���ú��-þX#
β ∈ C∗ ⇐⇒ TrL/K(ββi) ∈ A∀i

þX#r�x�óÿ�ù:ú+��ù.�# {γi} ⊂ C∗ #	��
fø:þ;��ú	# ∑
Aγi ⊆ C∗

@IL�þt'Îü��-ÿ.�r'ºú�9
,Þþ���ù�þX#i��ú���

β ∈ C∗ #?'t��,�� {γi} �6�úóø�þ6�-þ
L
ø$���-ÿ�þ

K
#�ù�þ�,�� ø

β =
∑
ciγi, ci ∈ K

#?,Ýúóø���ú
�-þ"1��-ü������\�-þ

C∗
ù�þ�,�� ø

A 3 TrL/K (ββj) =
∑
ci TrL/K (γiβj) = cj

þ$ø�þ��X
�þ[pr
�þ
C∗ =

∑
Aγi

@
58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#

C =
∑

Aβi ⊆ B ⊆
∑

Aγi = C∗.Sr
�i���NúEú+�C�óÿ:ú
A = Z

þX# �i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
K = Q

þÝø�þ;��ú
β ∈ L


, þ��ýþ�,Þþ���ù.�n�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/C�D�úÊÿ:úXúþ"Hnù�þ���øV���
L ≥ Q þ f(X)

���x��� ü���©�,pü��f,4���-ü�,��f�úÊÿ:ú
β
@*l�þæø�ù�þ}'ºúóø.�#

C = Z[β] = Z1 + Zβ +

... + Zβm−1 @ & ú+��'�
�ýþ�,�� ø
C∗

@±�n� ø�ù�ÿ:ú�9�ø�þ�� Ü�¼ÊÃ�#Í�i#8���@����X�  pr
�þ
TrL/K(βi/f ′(β)) = 0∀0 ≤

i ≤ m− 2
þ

TrL/K(βm−1/f ′(β)) = 1
@ d ø�ø�ü�,e#

βi/f ′(β) ∈ C∗ þ
(

TrL/K

(
βi+j

f ′(β)

))

ij

=




0 0 1

0 � x

1 x x


 = M

������-þ
det(M) = (−1)m

@TSnþ;��ú {γi} úo�úóø�þ[�	
ú+��4 {βi} þ��½ù$���}'t��,��
TrL/K(βiγj) = δij

ù�þ�,�� ø
det(TrL/K(βiγj)ij) = 1.÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

βi/f ′(β) =
∑

j cijγj , cij ∈ A
þtù�þÎÿ�þ�,�� ø*pr
�þ

βkβi/f ′(β) =
∑

j cijβ
kγj

������-þ
(−1)m = det

((
TrL/K

(
βkβi

f ′(β)

))

ik

)
=

= det




TrL/K


∑

j

cijβ
kγj





ik


 = det




∑

j

cij Tr(βkγj)



ik


 =

= det(cij) det(
(

TrL/K(βkγj)
)T
kj

) = det(cij).

58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
(cij) ∈ Mm(A)

þ)�Þü��w/�þÎÿ�ø.��/�þ��#þ�,
A

������-þ {βi/f ′(β)} ���úóø�þ)�-þ
C∗

@nJ�
vø�þ;��ú	#ù�þ�,�� ø[pr
�þ
C = Z[β] ⊆ ZK ⊆ f ′(β)−1Z[β] = C∗.

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@���� Ï�Y ÜN^ Ñ K ÔrÕ \.Ó Ø ã	ÓnÒ Ü \.Ñ Ø Ñ�\t× Ü"Ø"â à�×0Ú`\$Ñ �µÜ"Ø Ó Ü L = K[β]
ãÑ Ø ÑnÑ�Ù"� ÔGÕ

β
Ñ�Ù"� Z � Ø Ú	\.Ófà�Ó'� Ø�Ü K a�Y ÜN^ Ñ f(X)

Ókã	Ó�Ù Ú Ö�_�Õ Ú0Ó Õ�â Ö Ú Õ Ó�Ò Ü β à�Ó&� Ø�Ü K Ü à Ô ã	Ó Ö �	Ñ ÛtÔÜ f(X) =∏m
i=1(X − βi) Ü"Õ Ñ�Ù"� ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó¦¨[Ñ�Ù>ÓXÚ¡à"Ú0Ñ Ö ÑfÒ Ü L a.b Ö × Þ Ó Ý

O��X@��	@��CU
D(1, β, ..., βm−1) =

∏

1≤i<j≤m
(βi − βj)2 = (−1)

m(m−1)
2 NmL/K(f ′(β)).

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ�� ú��-ÿ.���i� ø�ü������e�X@��	@���ù�þ�,�� ø
D(1, β, ..., βm−1) = det((σi(β

j))ij)
2 = det((βji )ij)

2 =


∏

i<j

(βi − βj)




2

= (∗)
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�����-þ {σi} ø$����� ø

K
9åN���,���,��óÿ�1ø�,�� øk�Óüýø�ù�ü��½ù.� øk�-þ

L
þ�,

Ω
O ú+���X
,Ýúëþ"Hnù�þ���ø$���±:�ú+���óüýø�ü ú+�ú)�-þ

L
U}þo
�ø:ú+,�� ø�ú}�07óÿ�,}
� ú4�-þk{�ú+���-þÎÿ�,������-þ\�ú4~� ù�ü�,Ýú>ü��X
ú+����ú��-þX@ & ���½ù�ü��w
ú+����#

(∗) = (−1)
m(m−1)

2

∏

i


∏

j 6=i
(βi − βj)


 = (−1)

m(m−1)
2

∏

j

f ′(βj) = (−1)
m(m−1)

2

∏

j

f ′(σj(β)) =

= (−1)
m(m−1)

2

∏

j

σj(f
′(β)) = (−1)

m(m−1)
2 NmL/K(f ′(β)).

�
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@��µ� Ï J �r~,ÞþÎÿ.��ú�'Îü�,Ýúk�¢�-þ�����,pü��ú���}�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þZ��o�x��� ü���©�,pü��

f(X)pw
�þZ�-þ����óù:ú+,�� ø��x�óÿ
disc (f (X))

@�÷T�ýþ*�x�r�-þ�ø�þÎÿ$ú+� ù�þÎÿ��úÊù�ü�/óú+,Þþ��½ù�þ\�-þ"1��-ü���4't��,�����ÿ�þæø�
� ù:ú+�½ù�þ
�-þ
f(X)

þ
f ′(X)

@�÷5ø�ù$=6'�� úÊÿ.�2pw
�þ��}�Óüýø$'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þo�*�r
����ø:þ�þ�ø$��,Þþ���ù�þtø�þ
f(X)

�x� ø�ø�
-ü�ÿ:ú+��Eºþæøÿ�þ���þÎù�ü���úóø�þ\pw
�þk�o
,-�i��� ü���©�,pü��Þø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t���úóø$ÿ:ú+��Eºþæø[�-þ
f

't��,-'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø�þ�,
A

@
�.� È�S��v|rÅ �X@��	@���� Ï¢& ú+��'�
�ýþ�,�� ø��2�Óüýø$'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ6�-þ

f(X) = Xn + aX + b ; a, b ∈ K pw
�þúóø�ø�
,pü�,�� ø�ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��#þpø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@±Snþ;��ú
β


,Ýúfÿ:úÊü�E��-þ
f
þpø�þ;��ú

γ = f ′(β) = nβn−1 + a
@

& ú+��'�
�ýþ�,�� ø
Nm(γ)

@T��þ�,�� ø
βn + aβ + b = 0 =⇒ nβn−1 = −na− nbβ−1 =⇒

=⇒ γ = −(n− 1)a− nbβ−1 =⇒ β =
−nb

γ + (n− 1)a
.

hÍ���C�#
K[β] = K[γ]

@
÷W,°�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#G�k�x��� ü���©�,pü��\,4���-ü�,��\�-þ
γ
ø.���-ÿ�þ

K
ù�þ�,°� ÿ:ú+


n
@2÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

f

( −nb
X + (n− 1)a

)
=
P (X)

Q(X)
=⇒ P (γ)

Q(γ)
= f(β) = 0 =⇒ P (γ) = 0.

d �C�óÿ:ú	#�-þ��x�óüýø*�-þo
,Ýú�'t����ù:úÞø�ü�,4��ýþæø[���-ù�þ�,�� ø
f

( −nb
X + (n− 1)a

)
=

(−1)nnnbn−1 − na(X + (n− 1)a)n−1 + (X + (n− 1)a)n

b−1(X + (n− 1)a)n
=⇒

=⇒ P (X) = (X + (n− 1)a)n − na(X + (n− 1)a)n−1 + (−1)nnnbn−1.

l��óù�þDpw
�þ
P

�D,�©��-ü�'t�P�-þ�� ÿ:ú+

n

������-þ
P

�����i��� ü���©�,pü��m,4���-ü�,��m�-þ
γ
ø.���-ÿ�þ

K
@ 5;þ�� ú

�-ÿ.���i� ø�ü������e�X@��	@��	#
Nm(γ)

�\���-ÿ.�G�	
-ù.����úóø$ÿ:ú+��Eºþæø��-þ
P
þX#	�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#

Nm(γ) = (−1)nan
�����-þ

an
�k�4't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þ6't����ø�ù:ú+�½ù�þ6�-þ

P
@WhY���C�#

Nm(γ) = (−1)n[((n− 1)a)n − nan(n− 1)n−1 + (−1)nnnbn−1] =

= nnbn−1 + (−1)n−1an(n− 1)n−1.

d ø:ø�ü�,e#	��ú��-ÿ.���i� ø�ü������e�X@��	@����4���-ù�þ�,�� ø�Ã
O��X@��	@��CU

disc(f(X)) = (−1)
n(n−1)

2 (nnbn−1 + (−1)n−1(n− 1)n−1an).
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �X@��	@���� Ï d þæø�ù�ÿ:úÊù.��� ü ú*��þÎÿ:ú+�G�úÊÿ:ú�ú�'.NúÊÿW��ú+��þ��G�-þ�ü���ù�þÎü ÿ.� ø

ZK
O
K


,Ýú�þ"HÓù�þ��	9ø$���Z1��-ü ù:úo�-þ
Q

U8�$þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ
K = Q[α]

't��,
α


,Sü���ù�þÎü ÿ.��ø$���-ÿ�þ
K
þ['ºú+��'�
� úÊÿ

D(1, α, ..., αn−1)
@

Snþ�þæø�ù�þ�ü��½ù�þÎü ÿ.�����óÿZ� ü�/½ÿ�þ2�-þ}pr
ú��Óÿ:ú���)��úf����ø:þÎÿ�/óú������n�X@��	@��ëþ}��ú��-ÿ.���i� ø�ü������D�X@��	@ �fù�þ�,�� øopw
�þ



Áon � n �|�¡�¡¥�?��������u�����pX�jp)�i�cu¦p&§���p&�x���|  Âo�
{1, α, ..., αn−1} �W�úóø:þ5ü���ù�þ�� ÿ:ú+�å@ & úóø.�*'t����ù�ÿ$=Êÿ�ü��# {1, α, ..., αn−1} �i�G�-þ�úÊü�����ú�ø�þÎÿÍ�úóø�þ�ü��½ù�þ�� ÿ:ú+�å@
J �-ÿ.7tHÓü�,��Þÿ�þæø�
� ù:ú������� ø[��=�
,�ù�þæø�ù�þ\pr
�þo�x�r�-þ�,�� ø¢
-ù�ü�� ü�E¿úÊÿ�@

O��µU�Snþ;��ú
α
ÿ:úÊü�E)�-þ

X3 − X − 1
pr
�þ��>ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��#þ�,

Q
O¼�i�óüýø}�e�pþ�,

Z
U�ûtú±�07óÿ�,}
� ú

O��X@��	@��CUk���-ù�þ�,�� ø
D(1, α, α2) = −23

pw
�þ4��� ü�/nÿ�þ��-þ�pr
ú��Óÿ:ú���e������-þ
ZK = Z[α]

þ
{1, α, α2} �o�úóø�þ�ü���ù�þ�� ÿ:ú+�å@

O��CU�Snþ;��ú
α
ÿ:úÊü�E��-þ

X3 +X+ 1
pr
�þ[����/ ú+,Þþ���ù�þo��ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ���þ

D(1, α, α2) = −31
������-þ

ZK = Z[α]
@

O��CU�Snþ;��ú
α
ÿ:úÊü�E\�-þ

f(X) = X3 +X2 − 2X + 8
@W5 �r�-þ"9�ø:þk'ºú+��'�
� úÊÿ6O¼
�ø:ú+����4���Eú+��ýþo�x�óÿþ"H-þ�,4����wU*pr
�þ

disc(f) = −4.503
@Z�Eúóø�,�� ø�ù�ÿ:ú�9�ø�þ2pr
�þ

ZK 6= Z[α]
������-þ

disc(ZK :

Z) = −503
@

O¼�rU�Snþ;��ú
α
ÿ:úÊü�E4�-þ

f(X) = X5 −X − 1
pw
�þ���ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��T�x�óüýøk�±��þ�,

F3[X]
@}�;þ�,�� ø

disc(f) = 19.151
������-þk����/ ú+,Þþ���ù�þ

ZK = Z[α]
@

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@��X� Ï·T�¸ Ø Ú¼× Z�Ø Ú�ÓºÒ Ü Yi×0Ú`\ ±XÜ Ù¹� Ü"Ø � Ü"Ø ]ºY ÜN^ Ñ K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó»� Ö Ú0×åÑ´Ò Ü Q ab Ö × Þ Ó&³O��µU Ónà"Ú Ö ÑXÙuÒ Ü disc(K/Q) Z (−1)s
Ó Ö Ò Ü 2s Z Ó Ö � Õ�Ü"Ø ÓqÒ Ü �	Ó Õ Ó Õ Ó Ø �Tà Õ Ó+à

K ↪→ C\ ÔV^ ÑfÚ Õ Ñ�� Ü"Õ¯Ö|Þ Ó Ü à"×µfX\.Ó Ö ×0Ú0ÒCÑ Ü"Õ R
a

O��CU ZRd f�Ù Ú0ÒwÑ)Ñ Ü�Û�Ô Ñ áµÞ Ó disc(ZK/Z) ≡ 0, 1 mod 4
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï O��µU*Snþ;��ú
K = Q[α]

þ?ø�þ;��ú+,
α1, α2, ..., αr

� ø�'t�����;
��ú��� ø�ÿ�þºúÊüýø*�-þ
α
þ

αr+1, αr+1, ..., αr+s, αr+s
� øK't�����;
��ú��� ø¬'t��,4��ýþ"H	� øZOãþ�/½ü��-þ��½ù�þ�,Þþ���ù�þ

α
þæø�ù$=�þ���ù�ÿ�þ�þ��ýþæøVU"@Il��óù�þ

�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú+,Þþ���ù�þ^pr
�þnO
αi − αj)2 > 0∀1 ≤ i < j ≤ r

@²J���Nú+����D�úÊÿ:úcúe�07óÿ�,}
� úPO��X@��	@��XU}��ú
�-ÿ.���i� ø�ü������²�X@��	@����)/�þ�,�� ø\pw
�þ���ø�ü��ú+�T��±�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þ���úfþ"HÓù�þ���ø$����ø.7±�-þ���þ����-þ4�� øk't�����;
	9
��ú��� ø['t��,4��ýþ"H� ø*�-þ

α
@K�Eúóø¢����ø�þÎÿ�/�þ6pw
�þo�����-ÿ.�G�	
-ù.7óÿ�ü��#�'t��, þ"H'æþt�������� ø$ù�þÎÿ�,�� ø[��ú}���óÿ�,Ýú

(αr+i − αr+i)
2 , 1 ≤ i ≤ s

� ø2��úÊù.�óÿ�þæøÝú+�úÊÿ�þt'æþ�, þ�, �úÊÿ�þæø�'t������
��ú��� ø��-þ)���óÿ�,Ýú³pr
�þ�ø�þ�

�-ÿ.�r�	
-ù.���o
,<�w~,ÞþÎÿ.�Ýÿ�þºú+�3�i� ø�ü ù�ü�/C�@ d ø�ø�ü�,e#'.N�þ���ú+,�� ø94}�07óÿ�,}
� ú	Ã

sign(disc(1, ..., αm−1)) = sign


 ∏

1≤i≤s
(αr+i − αr+i)2


 = (−1)s.

O��CU[Snþ;��ú+,
σ1, ..., σm

�4't�����;
�½ù.���� ø
Q

9åN���,���,��óÿ�1ø.,�� ø��-þ
K
þ�,

Ω
O0�2� þt'.N��f:?ú+���óüýø�ü ú+���

�-þ
K
ø.���-ÿ�þ

Q
U�þ

α1, ..., αm

,ÝúD�úóø�þëü��½ù�þ�� ÿ:ú+�*�-þ

ZK
@Öû�þt't�óÿ�ÿ�þ^��úD�-ÿ.���x� ø�ü������P�X@��	@��npw
�þ

disc(ZK/Z) = det((σi(αj))ij)
2 @�Snþ;��ú

P
úNø.��,Ýú»�� ølù�þÎÿ�,�� øn��úNþ"H	�ú+��ø$���»�� �-þÎù�þÎÿ�,pü>9

�ú+��ù�þ³'t�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þ�����Núóø)��þÎÿ�,}
-ù:ú��tz½þæø±�úÊÿ�þæøfþ −N úÖø$��,Ýú��� øëù�þÎÿ�,�� ø±'t�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þ�����úóø*��þÎÿ�,6
-ù:ú��tznþæøk��,4�úÊÿ�þæø�@o�;þ�,�� ø�þ���ù$���^pr
�þ
disc(ZK/Z) = (P − N)2 = (P + N)2 − 4PN

@
Snþ;��úqú+�C�óÿ:ú

τ

,_þ��ýþ�,Þþ���ù.�P���� ÿ�
�i���-þ³:?ú+���óüýøf�-þ

Ω
@ 52þ�� úq� ü���þºúÊÿ�ü���ú��-þ³�-þ

τ
ø�þ��X
�þDpr
�þ

τ (det((σi(αj))ij)) = det((τ(σi(αj)))ij)
@T�cúóø¢���óù�þ\pr
�þ

τ ◦ σi
�o
,

Q
9åN���,���,��óÿ�1ø�,����-þ

Kþ�,
Ω

������-þ
τ ◦ σi = σk

�úÊÿ:úfú+���X
,
k
@ d ø�ø�ü�,e#

τ
��þÎÿ�,}
-ù:úfúóø�� ü��Núóøk��ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E

(σi(αj))ij
@

Snþ�ú���þÎÿ�,6
-ù:ú������)���óÿ��úÊÿtù�þÎÿ�þ�,�� økpr
�þ
τ(P ) = P

þ
τ(N) = N

#�ø�þ>ú���þÎÿ�,}
-ù:ú������)�0�óÿZ��,4�úÊÿù�þÎÿ�þ�,�� ø
τ(P ) = N

þ
τ(N) = P

ø�þ��X
�þkpr
�þ
τ

1H-ú
P +N

þ
PN

@ & ��,��
τ

�?úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��éø�þ��X
�þ
pw
�þ

P +N,PN ∈ Q @ & ��,��>þ��ýþæø$ø$����ü���ù�þÎü ÿ.� ø$ø$���-ÿ�þ
Q

O¼�x�óüýø���þ�� ú�þ"H	�-ÿ�þæø�ø$���2��2�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þX#
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þ��ýþæø�øV���Ýø.��,Ýúóø�þ\�-ÿ.�G�	
-ù.� øo�� ø�þ��ýþ�,Þþ��½ù.� øtü���ù�þÎü ÿ.� ø

σi (αj)
U#ù�þ�,�� øopr
�þ

P + N,PN ∈ Z �i�óüýø
Z

��ü���ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ��½ù�þ\� þt'.Nú���@uhÍ���C�#
disc(ZK/Z) ≡ (P +N)2 ≡ 0, 1 mod 4.

�
�.� È�S��v|rÅ �X@��	@��	� Ïo& ����ø�ü��-þÎÿ�þ��^'t�óÿ��x�

Q[
√
m]

�����-þ
m

��
,'ü���ù�þÎü ÿ.��� ü�/½ÿ�þ4�-þ4pr
ú��Óÿ:ú���@
��þ�,�� øZpw
�þ

m ≡ 1, 2, 3 mod 4
@¬Snþ

m ≡ 2, 3 mod 4
ù�þ�,�� ø

D(1,
√
m) = disc(X2 −m) = 4m��þ�� ú���7óÿ�,6
� ú�O��X@��	@��CU"@W5;þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýúk�-þ�S½ù�ü�'.F�þ�����þÎÿ���þÎÿòþ¢��úo�07óÿ�,}
� úk��úk����ø�þÎÿ�/ ú��������X@��	@���ù�þ�,�� ø

pw
�þ
disc(ZK/Z) = 4m

������-þ {1,√m} �f�úóø�þÞü��½ù�þ�� ÿ:ú+�¢�-þ
ZK

@ & úóø.�
m ≡ 1 mod 4

���óù�þ
pw
�þ

(1 +
√
m)/2

��ü���ù�þÎü ÿ.�éþkpw
�þ
Q[
√
m] = Q[(1 +

√
m)/2]

������-þ
D(1, (1 +

√
m)/2) = m =

disc(ZK : Z)
�x�óüýø

m
�o� ü�/½ÿ�þk�-þ6pw
ú��Óÿ:ú���@ d ø�ø�ü�,e# {1, (1 +

√
m)/2} �o�úóø:þ�ü���ù�þ�� ÿ:ú+�å@

52úÊÿ:úÞù�þÎÿ�,pü��úÊÿ�,�� ø�þæø�ù:ú>ø:þt�����Þú+�-ÿ�þæø�þ���ù:ú+,�� ø�
,�ÿ�þæø�
� ù:ú����pr
�þ�ÿ�þ"1��ú4�>ù�þt�óÿ�þ�,Ýú��X@��	@����	@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �X@��	@��X� Ï@Y ÜN^ Ñ A ÔrÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�Ó�ã Ø Ú Ö \�Ú�ã	Ñ�Ù�\.Ó Õ \.Ó Ø ã	Ó Ò Ü��VØ Ñ á�ª�Ü à K Ü à ÜN^ Ñ

B ≥ A Ó ��Ü \V�	Ó2Ú Ö × Ü Ú Ø Ó4Ò Ü A Ü"Õ L ≥ K T ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó.� Ö Ú0×åÑ Ü à Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù3Ò Ü � Ø Ñ Ô m ]�acY ÜN^ Ñ Õ
β1, ..., βm ÔGÕ Ñ���Ñ+à Ü Ò Ü L àtÓ'� Ø.Ü K \.Ó Ö à"×0Ú0× Ôrâ ÒCÑ}Ò Ü*Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ�à[Ò Ü B aKÐ Ü"Ö ÓX× Ü d = D(β1, ..., βm)

a
b Ö × Þ Ó

Aβ1 + ...+Aβm ⊆ B ⊆ A
(
β1

d

)
+ ...+A

(
βm
d

)
.

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
β ∈ B þ�þæø$'Îÿ�þ�/óú

β = x1β1 + ... + xmβm , xi ∈ K
@�ûtþ����óù�þ2�i�óÿ

σ1, ..., σm
� ø
K

9åN���,���,��óÿ�1ø�,�� ø �Óüýø�ù�ü��½ù.� ø8�-þ
L
þ�, 
,Ýú$þ"HÓù�þ���ø$���o:�ú+���óüýø�ü ú+�ú¢�-þ

L
@ d �� ü�'ºú+����ø�
�'æþæø�ø�ü�/ ú+,Þþ���ù�þ�þæø�ù�þæø¢N���,���,��óÿ�1ø�,�� ø��ú>þtpw
ú����������-ù�þ�,�� ø*�Þø�üýø�ù�þ�,Ýú	Ã

σiβ = x1σi(β1) + ...+ xmσi(βm) , i = 1, ...,m.

5;þ�� úÝÿ�þ�� ÿ:úf�-þ & ÿ:ú+,ÞþÎÿo���-ù�þ�,�� ø
xi = γi/δ

�����-þ
δ = det((σiβj)ij)

þ
γi

�6�)�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ4��ú
,Þþæø�,Ýú2,ÝúÊù�ÿ�ü�E\,Ýúóø�'t��, ú

i
9B�æø�ü�,Ýú4't����
�úpù�ÿ.�G'ºú���ú2�x�óÿ

(σi(β))i
@5û�ú2�-ÿ.���x� ø�ü������e�X@��	@���ù�þ�,�� ø

δ2 = d
������-þ

xi = γiδ/d =⇒ γiδ = dxi ∈ KþXþ��ýþ³�Eü���ù�þÎü ÿ.�Gø$���-ÿ�þ
A

�x�óüýø
γi
þ
δ
ù�þ�, þ"H	�-ÿ�þæø�ø$���vþ�, ù�þ�,�� ø^�-þcø.��,Ýúóø±�-þn�-ÿ.�r�	
-ù.� ø^�-þþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø�ü���ù�þÎü ÿ.� ø�@uhÍ���C�#

γiδ ∈ A
������-þ�ø�þ��X
�þ\�4�-þæø�þ;��ú���@ �



& d 5W���¢Q�h J �

��&�43@�����&�� ���)�������2¼������
l�þæø�ù:úÝø�þt�����f/óú+,�� øo�-þ"1��-ü ÿo�fpr
�þ�ø$���f���,4���-ü�� øk�-þ�ûtþt�-þ�Fnü����3#?��� ø:ø.���-ÿ�ü���'Îü��ú+�W���	��þÎù.�f�-þþæø�ù�
���@ {�ú+,�� øK�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ#ú+���X
,ÝúóøK�-þ$ø�
úóøK�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæø�#nþ���ù�ÿ�þ�þ�� úóø}úo�-þ[pw
�þ$ø:þ�
�ø�ü��-þºúÊüýø�ø�þ

� úÊù.�óÿ:ú+,ä�-þ},Ýú+��þÎü ÿ:ú)~�-ü�'ºú	@ & ��,��±'t����ø�þtp&%�����'Îü ú	#3�-þ��i�óüýøk�-þ}��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿úÊÿ\�±'t����'æþÎü ù.�)�-þ�ü��-þºú+�
�úÊÿ:úEü��-þºú+���¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��#¬/�þÎÿ�þ�,�� ø�pr
�þ�þ�, 
, ���,4���-ü��q�-þ�ûtþt�-þ�Fnü����3#u� ø>ü��-þºúÊüýø��ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø
�0�óÿ�,Ýú+,¶
, � ÿ�
�i�@hûtþ"1��-ü ÿ�þ�,�� øpþ��½ù$���²�D't����'æþÎü ù.�n�0
����ú+,Þþ���ù:ú+�[pr
�þf�±�D� ÿ�
�i�³�-þ)'�� úóø�ø�þæø
't��,��Þø�þ�����4
,¯pw
��G'Îüýþ���ù�þ}���� ÿ�
�i���� ø�ü��-þºúÊüýø¢�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø�@K5 �óÿ[1�,e#�/�þÎÿ�þ�,�� ø�pr
�þk� ø�ú+���Îüýø
�-þtü���ù�þÎü ÿ.� øZ�Óüýø.'�
-ù�ü��� ø[���4'ºú+�� ù�
���ëú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�ø$���4���,4���-ü�� ø*�-þ?ûtþt�-þ�Fnü����3@

ô�ì0�ì)�éÆ8�½·¹¸Ýá¹Ã�Õ�À�·¹¸Þ»EáÙÃ�Õ�À�á¹·N½�À-Á�Â-Ã
÷5ø�ù:úk�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú�ø�þt������ù�þ�, 
, 'ºúÊÿ$=Êù�þÎÿu,ÝúÊüýøòù.�t'��-ü�'t�}����ø�þ��½ù�ü���}pr
�þ[/ ú+,�� øòü���ù�ÿ.�G�	
Eæü ÿu
,Ýú

�ãþÎÿ�ÿ:ú+,Þþ��½ù:ú^�x�r�-þÎÿ.� ø²ú	Ãk�e't����'æþÎü ù.���-þ����G'ºú+� ü�E¿ú������@)Sr
úfü�,4�x�óÿ�ù$ç+��'Îü úQø:þ>ù.�óÿ��úÊÿ$=Qþ�/nü��-þ���ù�þ����
�-þt't�óÿ�ÿ�þÎÿ*���'ºú+�� ù�
���@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��X@�� Ï Q*, ú+��þ��

A
�4�Óü ù.�^���G'ºú+�5ø�þpþpø.��,Þþ���ù�þÝø�þpþ��ýþ��i� ø:ø�
-ü5þ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þ4
,ü��-þºú+�I,Ýú�Hnü�,Ýú+�

m
@ & ��,��fù.�r��éü��-þºú+�I�-ÿ.7��-ÿ�ü���þæø�ù$=�'t���½ù�ü����þ�, 
,=ü��-þºú+�I,Ýú�HÓü�,Ýú+��ø�þ��X
�þ�pw
�þ

��þæø�ù�þk'ºúóø.�
A× = A\m @

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��X@�� Ï Q�, ø�üýø�ù�þ�,Ýú²,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�Gþ�,¸
, ���,4���-ü��
A

��
, ø�
�x't������
��ù.�
S ⊆ A

ù:ú+�Tpr
�þ
0 /∈ S, 1 ∈ S þ ab ∈ S, ∀a, b ∈ S @}l�þæø�ù�þ4'ºúóø.�^�-þ"1��-ü�,�� ø

S−1A := {a/b ∈
ff(A) : b ∈ S} pr
�þk�\���w/nü ú+,Þþ���ù�þ6
, ø�
�ú+��þ��Y�-þ

ff(A)
@

O��µU�Snþ;��ú
t ∈ A

#
A

���,4���-ü��#
t 6= 0

#�þn�-þ"1��ú
St := {1, t, t2, ...} pw
�þn�D
, ø�üýø�ù�þ�,Ýú

,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�hþ�,
A

@^l�þæø�ù�þ�'ºúóø.�D't� ø�ù�
,Ýú�9�ø�þëþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ
At

�úÊÿ:ú
S−1
t A = {a/tn ∈

ff(A) : a ∈ A,n ∈ N} @O��CU�Snþ
p

�2
,3ü��-þºú+�W�-ÿ�ü�,��±�-þ
A
þ���ù$���

Sp = A\p �2
,'ø�üýø�ù�þ�,Ýúf,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�Xþ�,
A

@
5
úÊÿ:úÞþæø�ù�þtù�ü��x���-þ�ø�üýø�ù�þ�,Ýú4,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�ëþæø.'Îÿ�þ�/�þ�,�� ø

Ap
�úÊÿ:ú

S−1
p A

@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��X@�� Ï�Y Ü`^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Ó Ü S ⊆ A ÔGÕ àVÚ à"× Ü�Õ Ñ Õ�Ô Ù>×0Ú�ãiÙ Ú	\.ÑX×0Ú d Ó'a.b Ö × Þ ÓfÑ�à

ÑVã|Ù Ú`\$Ñ á�ªµÜ à
a 7−→ S−1a := aS−1A = {a/s ∈ S−1A : a ∈ a}

b 7−→ A ∩ b

Ü"Ö × Ø.Ü Ó+àkÚ0Ò Ü Ñ�Ú¡à}Ò Ü A Ü Ò Ü S−1A Ü à�× Þ ÓX� Ü"Õ Ò Ü � Ö Ú�ÒCÑ+à�ac¾�Ù Z"Õ Ò�Ú¡àVà�Ó Ý
a ∈ Spec(A), a ∩ S = ∅ =⇒ S−1a ∈ Spec(S−1A)

Â�Â
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b ∈ Spec(S−1A) =⇒ A ∩ b ∈ Spec(A)

ÖiÜ à�× Ü \.Ñ�à�Ó Ý�Ü à"×åÑ+à}ÑVãiÙ Ú	\.Ñ á�ª�Ü àz\.Ó Ö à"×0Ú0× ÔÜ�Õ �"Ú ^tÜ�á�ªµÜ à6Ú Övd+Ü�Ø àtÑ+àga
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú^�úÊÿ�ù�þ��pþ�/½ü��-þ��½ù�þX#Y��þ�,�'t��,��Qúóø\�	
úóø�ü�,4�� ü�'ºú��tznþæø�@�{5þÎÿ�9ü>1?pw
�þ�,�� øhúº~� ù�ü�,Ýú»�úÊÿ�ù�þX#�üýø�ù.� �X#?ø�þ

p ∈ Spec(A)
þ

q ∈ Spec(S−1A)
,�� ø�ù�ÿ�þ�,�� ø³pw
�þ

A ∩ (S−1p) = p
þ
S−1(A ∩ q) = q

@
O��µU�� '�� úÊÿ.��pr
�þ

p ⊆ A ∩ (S−1p)
@¢5
úÊÿ:úÝúpü���'���
�øV���Þü��w/�þÎÿ�ø²úÝø�þ;��ú

a/s ∈ A ∩ (S−1p), a ∈
p, s ∈ S

þ)'t����ø�ü��-þÎÿ�þfúQþtpr
ú������
(a/s)s = a ∈ p

@ & ��,��
p

���-ÿ�ü�,��Xþ
s /∈ p

#8�x�óüýø
p ∩ S = ∅

#-ø:þ��X
�þ\pw
�þ
a/s ∈ p

@
O��CU & ��,��

A ∩ q ⊆ q
þ

q
�^
, ü��-þºú+��þ�,

S−1A
ù�þ�,�� ø)pr
�þ

S−1(A ∩ q) ⊆ q
@ 52úÊÿ:úúlü���'���
�ø$���Eü��w/�þÎÿ�ø:úXø�þ;��ú

b ∈ q
@n5 �r�-þ�,�� øpþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ

b = a/s, a ∈ A, s ∈ S
#�þ���ù$���

a = s(a/s) ∈ A ∩ q
������-þ

b = a/s = (s(a/s))/s ∈ S−1(A ∩ q)
@

�
�.� È�S��v|rÅ �	@��X@ � Ï Snþ

p
�2
,3ü��-þºú+� �-ÿ�ü�,��^�-þ

A
þ���ù$���#3��þ�� ú��-ÿ.���x� ø�ü������Qú�'Îü�,Ýú	#

Ap
�6
,ú+��þ��Í���G'ºú+�3�i�óüýø

Sp = A\p =⇒ p = A\Sp������-þ
p

't����ù�þ�,�ù.�r�� ø[� ø�ü��-þºúÊüýø[�-ÿ�ü�,�� ø*�Óüýø��;
�½ù.� ø*�-þ
Sp

@
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��X@�� Ï J���ø�þÎÿ�/�þ\pr
�þZ���>ü ù�þ�,¯�	@W��ú2�-ÿ.���x� ø�ü������Ýú�'Îü�,Ýú2�?���2���óü3
�ø:ú���4�2� úÊù.�

pw
�þ
q

�}�-ÿ�ü�,��@\�cúÊüýøZ�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,Þþ���ù�þX#8��ú���f
,3ü��-þºú+�
a

�-þ
A

#3�-þ����óù�þ
ae := S−1a

þ}��ú���)
,ü��-þºú+�
b

�-þ
S−1A,

�-þ����óù�þ
bc := A ∩ b

þ��½ù$���Xù�þ�,�� øµÃ
bce = b

�úÊÿ:úXù.�r��Eü��-þºú+�¢�-þ
S−1A

þ
aec = a

ø:þ
a

�tü��-þºú+�Í�-ÿ�ü�,����-þ
A

�Óüýø0��
��ù.���-þ
S

@
ô�ì ô�ì^�3¾º»�Ã�¼Å»nÐ+ÀhÕÃÂ;·ãÆ;Û�¸ÞÇ2Ã+¼Ê»�¸æ¾ºÃ

l�þæø�ù:úéø�þt�����±�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú+,�� øk
,3ù�þt�óÿ�þ�,Ýúf�0
����ú+,Þþ���ù:ú+�åÃZ�ëù�þt�óÿ�þ�,Ýú±'.N-ü����æøk��ëÿ�þæø�ù.�@�÷W�ýþ
�6
�ø²ú���ëþ�,=ù.�G��)�éù�ÿ:ú+�ú+��N��^'t��,��f�ãþÎÿ�ÿ:ú+,Þþ��½ù:ú�ú+��þæø²úÊÿo�-þ}�?���fø�þÎÿZ�úÊÿ�ù�þ4��úÞù�þt�óÿ�ü úfú+���C���-ÿ�ü�'ºú
�-þo�w~,ÞþÎÿ.� ø�@�Jaù�þt�óÿ�þ�,Ýú���� ø[��=���úÊÿ:ú+�½ù�ü úeOãø.���eN-ü��x7óù�þæø�þæø¢�úóø�ù:ú+��ù�þ�ÿ:ú+E��C=�/�þÎüýøVU¢pr
�þk� ø�ø�üýø�ù�þ�,Ýú
� ü���þºúÊÿ�þæøK�-þ¢'t���� ÿ�
�����'Îü ú�þ�,°
,Wú+��þ��ø�þ�,4�-ÿ�þ�ú��	,pü ù�þ�,°
,Ýú�þX#�þæø:ø�þ���'Îü ú+��,Þþ���ù�þX#r~�-ü�'ºú�ø.����
������@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï ûo�óüýø�ü��-þºúÊüýø

a1, a2 ⊂ A
ø$���f�Óü ù.� ø�ÿ�þ�� úÊù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þ��-ÿ�ü�,�� øtø�þ�þ�ø$��,Þþ���ù�þø�þ

a1 + a2 = A
@

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� Ï[TVU Ü Ó Ø.Ü"Õ ÑÄ¸}�wÚ ÖjÅ à2ÒwÓ[Æ Ü à�×åÓV][Y Ü`^ Ñ Õ a1, a2, ..., an
Ú0Ò Ü Ñ�Ú à2Ò Ü2ÔGÕ Ñ ÖiÜ Ù A

Ø�Ü Ù>ÑX×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü ã Ø Ú Õ Ó+à4ÒwÓ�Ú¡à@ÇnÒCÓ�Ú àga�Ð}ÑCÒCÓ�à Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ+à
x1, x2, ..., xn ∈ A Ü.ß Ú¡à�× Ü x ∈ A Û�Ô�Ü6Zà�Ó�Ù Ô	áµÞ Ó�ÒwÓ2àVÚ à"× Ü"Õ Ñ

x ≡ xi (mod ai) È i = 1, ..., n
a.¾�Ù Z"Õ Ò�Ú¡àVà�Ó Ý Ñ+àkÒ Ü"Õ Ñ�Ú à�àtÓ�Ù Ô	á�ªµÜ à�à Þ Ó�ÒCÑwÒCÑ+à

ã	Ó Ø x+ a Ý a ∈ ∩ai Ü ∩ai =
∏

ai
acb Õ Ó Ô × Ø Ñ+à�ãÑ�Ù>Ñ d�Ø Ñ±× Ü�Õ Ó�à\Ñ�à Ü � Ô Ú Ö × Ü à Ü�Û¡ÉvÅ"Ö \�Ú�Ñ Ü�ß ÑC×åÑ'³

O��	@��	@��µU
0 −→ a −→ A −→

n∏

i=1

A

ai
−→ 0

\.Ó Õ a = ∩ai =
∏

ai
a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Nú³ü��-ü�'Îü ú+��,Þþ��½ù�þ�pr
�þ

n = 2
@ & ��,��

a1 + a2 = A
#�þ"HÓüýø�ù�þ�,þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø

ai ∈ ai
ù:úÊüýø\pr
�þ

a1 + a2 = 1
@2�Y��,Þþ

x = a1x2 + a2x1
pw
�þ�ù�þ�,£úóøo�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæø

�-þæø�þ;��ú���úóø�@flZ�e'ºúóø.�e��þÎÿ:ú+��ù�þ�,�� ø2pw
�þ4�úÊÿ:úQù.�r��
i ≥ 2

#;þ"HÓüýø�ù�þ�,
ai ∈ a1

þ
bi ∈ ai

ù:úÊüýø}pw
�þ
ai + bi = 1

@ d �C�óÿ:ú±���óù�þ�pr
�þ
a1 +

∏
i≥2 ai 3

∏
i≥2(ai + bi) = 1

������-þ
a1 +

∏
i≥2 ai = Aþëú+�� ü�'ºú+����²�n'ºúóø.�

n = 2
���-ù�þ�,�� ø�
, þ��ýþ�,Þþ��½ù.�

y1 ∈ A
ù:ú+�¢pr
�þ

y1 ≡ 1 mod a1
þ
y1 ≡

0 mod
∏
i≥2 ai

#8pr
�þÞü�,4�� ü�'ºúEþ�,
y1 ≡ 1 mod a1

þ
y1 ≡ 0 mod ai, i ≥ 2

@ d �ú+������ú+,Þþ��½ù�þ
���-ù�þ�,�� ø;þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø

y2, ..., yn ∈ A
ù:úÊüýø pw
�þ

yi ≡ 1 mod ai
þ
yi ≡ 0 mod aj , j 6= i

@WJGþ��ýþ�,Þþ��½ù.�
x :=

∑
xiyi

ø:úÊù�üýø�� ú+E�úóøI�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæø¬�-þæø�þ;��ú���úóø�@IL�þæø�ù:ú�9å��� øI,�� ø�ù�ÿ:úÊÿupw
�þ ∩ai =
∏

ai
@2�q'�� úÊÿ.�

pw
�þ ∩ai ⊇
∏

ai
@KlZ�4'ºúóø.���-þ

n = 2
#ø:þ�����

a1 + a2 = 1
't��,��Ýú+��ù�þæøµ#?��ú���

c ∈ a1 ∩ a2
ù�þ�,�� ø

c = a1c + a2c ∈ a1a2
@ Sr
�x������m�+ÿ�þæø�
� ù:ú���m/X=+� ü���q�úÊÿ:ú

n − 1
#��i�G�-þ�,�� øëúóø:ø�
,pü ÿ)pr
�þ

∏
i≥2 ai = ∩i≥2ai

@¬{�ü�,�� ø�ú�'Îü�,Ýúfpw
�þ
a1
þ ∏

i≥2 ai
øV���4�-ÿ�ü�,�� øtþ���ù�ÿ�þ�ø�üå@�58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#x
�ø:ú+����f�

'ºúóø.�
n = 2

ù�þ�,�� ø*pr
�þ
a1
∏
i≥2 ai = a1 ∩

(∏
i≥2 ai

)
= ∩ai

@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ a1, a2, ..., an

Ú�Ò Ü Ñ�Ú à�Ò Ü A Ý ÒCÓ�Ú à�ÇDÒCÓ�Ú à Ø.Ü Ù�ÑX×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü ã Ø Ú Õ Ó+à Ý
Ü à ÜN^ Ñ M ÔGÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó'a.b Ö × Þ Ó Ý Ñ�à Ü � Ô Ú Ö × Ü à Ü�Û¡ÉvÅ"Ö \�Ú�Ñ Z2Ü�ß ÑX×åÑ&³
O��	@��	@��CU

0 −→ aM −→M −→
n∏

i=1

M

aiM
−→ 0

\.Ó Õ a = ∩ai =
∏

ai
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ��þ�,�� ø��>üýø.��,��óÿ�1ø�,��
A/a ∼=

∏
A/ai

@W�Y��,Ýú+��������-ÿ.�G�	
-ù.�>ù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�
't��,

M
���-ù�þ�,�� ø���üýø.��,��óÿ�1ø�,��

(A/a)⊗AM ∼= (
∏

(A/ai))⊗AM ∼=
∏

((A/ai)⊗AM)
�����-þ

�^~� ù�ü�,��Xüýø.��,��óÿ�1ø�,��e/�þ�, ��úe�Óüýø�ù�ÿ�ü��
-ù�ü�/nü���ú��-þ)��e�-ÿ.�G�	
-ù.�Qù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�#ø.���-ÿ�þÝúlø.��,Ýúe�Óü ÿ�þÎù:ú	@
Q�ø²ú+����^�füýø.��,��óÿ�1ø�,��

(R/i) ⊗R N ∼= N/iN
�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���e�úëü���ù�ÿ.�G�	
�������O��	@��	@��µUk�úÊÿ:ú)
,ú+��þ��

R
#	
,�ü��-þºú+�

i
þo
,

R
9å,�7G�	
���

N
ù�þ�,�� ø�#�x�óÿ¢1�,e#

M/aM ∼=
∏

(M/aiM)
þ\�4't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��þæø�ù$=2�-ÿ.��/ ú���@ �

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@ � Ï�Y ÜN^ Ñ Õ L ÔrÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó6� Ö Ú0×åÑ Ü à Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù�Ò Ü K Ü Ω ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ ÓÑ Ø �"Ú¼× Ø f Ø Ú0Ñ4Ò Ü K a�b Ö × Þ Ó L⊗
K

Ω Z Ó*ã Ø Ó�Ò Ô ×åÓ�Ò Ü�ÔGÕ Ñ Û�Ô Ñ Ö ×0Ú�ÒCÑCÒ Ü � Ö Ú0×åÑ2Ò ÜkÜ�ß × Ü"Ö à ªµÜ à�à Ü ã	Ñ Ø f d�Ü Ú¡à
Ò Ü Ω
³
L ⊗

K
Ω =

n∏
i=1

Ωi
a)¾�Ù Z"Õ Ò�Ú à$àtÓ²à Ü α ZeÔrÕ¸Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ^ã Ø Ú Õ Ú¼×0Ú d Ó)ãÑ Ø Ñ K ≤ L Ü"Ö × Þ Ó Ý

ÔrÕ \.Ó Ö�^VÔ �CÑCÒCÓ αi Ò Ü α Ü"Õ Ωi Z±ÔrÕ Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓfã Ø Ú Õ Ú0×0Ú d Ó�ã	Ñ Ø Ñ Ω ≤ Ωi Ü à Ü f Ü fi à Þ Ó²Ó+à
ã	Ó�Ù Ú Öj_�Õ Ú0Ó+à Õ�â Ö Ú Õ Ó+àuã	Ñ Ø Ñ α Ü αi Ü�Ö × Þ Ó f(X) =

n∏
i=1

fi(X)
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ����Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú���pþ��ýþ�,Þþ��½ù.���-ÿ�ü�,pü ù�ü�/C��� Ñ¤·ãá`#���ä¬#���@��X�	#��;þt�óÿ�þ�,Ýú��	@��  #ù�þ�,�� ø
L = K [α]

�úÊÿ:úXú+���X
,
α ∈ L

@�Snþ;��ú
f = Irr(α,K)

@�A ø�ù.�Qø�ü��X�-ü>1?'ºúDpw
�þéúlú+�� ü�'ºú������
K [X] / (f (X)) −→ L

��ú���ú[�i�óÿ
g(X) 7−→ g (α)

�K
,¯üýø.��,��óÿ�1ø.,��@8�8��,Ýú+����Z�[�-ÿ.�r�	
-ù.��ù�þ��	9ø.�óÿ�ü ú+�r't��,
Ω

#���
>ø�þ;��ú	#Åþæø�ù�þ����-þ������� ø2þæø.'ºú+� úÊÿ�þæø8�úÊÿ:ú
Ω

#Åù�þ�,�� ø
L⊗KΩ ∼= (K [X] / (f (X)))⊗K

Ω ∼= Ω [X] / (f (X))
@ & ��,��

L
�Þø�þ��úÊÿ$=�/�þ��òø.���-ÿ�þ

K
#
f(X)

ù�þ�, ÿ:ú+��Eºþæø}�Óüýø�ù�ü���ù:úóø2������-þÝþ�,
Ω [X]

#
f(X)

��úÊù.�óÿ:ú�9�ø�þ}þ�, �x��� ü���©�,pü�� ø ,�©��-ü�'t� ø;ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þÎüýø
f(X) = f1(X)...fr(X)

��óüýøG4���óüýø
�-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þòø�üå@Y52þ����$ù�þt�óÿ�þ�,Ýú*'.N-ü����æøY��#ÿ�þæø�ù.��ø�þ��X
�þWpr
�þ

Ω [X] / (f(X)) =
∏r
i=1 Ω [X] / (fi (X))
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þ4�úóø�ù:ú^����ø:þÎÿ�/óúÊÿ2pw
�þ

Ωi := Ω [X] / (fi (X))
�41��-ü ù:úQþÞø�þ��úÊÿ$=�/�þ��¬�-þ�� ÿ:ú+
Öü��X
ú+�òú���� ÿ:ú+
��-þ

fi
@ �

ô�ì�£�ì��ëÆY�n·Ù¸ÝÇ;»làÓÀ�á¹Ã�¼Ê·N½�À-Á�Â-ÃqÇ2·¹¸ºÕ�¼Å»�¾ºÀ
÷5ø�ù:úhø�þt�����##úóø�ø�ü�, 't��,��Öún�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú	##ù:ú+,6�x��, ü��½ù�ÿ.�r�	
E^� þÎÿ�ÿ:ú+,Þþ���ù:úóø)pr
�þ^
�ø:úÊÿ�þ�,�� ø��ú

�-ÿ.7tHÓü�,Ýúpø�þt�����@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Q�, ú+��þ��[�-þ±/óú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú²�±
, ���,4���-ü��²�-ÿ�ü���'Îü��ú+�

A
ø:úÊù�üýø�9

� ú+Eºþ�����éúóø�ø�þ��X
-ü���ù�þæø�ú�1�ÿ�,Ýú��tz½þæø�þtpw
-ü�/ ú+�ýþ���ù�þæøµÃ
O��µU

A
�i� ø�ø.
-ü�þ"H�úÊù:ú+,Þþ���ù�þ6
,�ü��-þºú+�Í�-ÿ�ü�,��4�-ÿ.7��-ÿ�ü��éþo�?���+9å�w
���@

O��CU d ,Þþ���� ø*�-þ?úóø�ø.�G'Îü ú��� ø�#
A

�i� ø:ø�
-ü�þ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þ\
,�þ��ýþ�,Þþ��½ù.���-ÿ�ü�,��@
O��CU

A
�o���r'ºú+��þk�?�����o
,<'t�óÿ��i�@

�.� È�S��v|rÅ �	@��	@�� Ï
Z(p) = {m/n ∈ Q : p - n} �±
, ú+��þ��[�-þ)/ ú+���óÿ�ü�E¿ú������²�Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú³'t��,þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø*�-ÿ�ü�,�� ø ±p þo~�-ü�'t�pü��-þºú+�Y�-ÿ�ü�,��

(p)
@

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï lZ�óù�þ\pr
�þ?þ�,<
,�ú+��þ��8�-þk/óú+���óÿ�ü�E¿ú������)�Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú>ù.�G��pü��-þºú+�Í�?�����w
���
�k��ú2���óÿ�,Ýú

(πm), m ∈ N �����-þ
π

�k�4~�-ü�'t���-ÿ�ü�,���O ú2,Þþ���� ø*�-þ�úóø:ø.�r'Îü ú��� ø"U"@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��	@ � Ï»� Õ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0ÓDÒ Ü Ú Ö × Ü � Ø Ú�ÒCÑCÒ Ü A Z�ÔrÕ Ñ ÖiÜ ÙKÒ Ü@d Ñ�Ù>Ó Ø Ú � Ñ á�Þ Ó³Ò�Ú¡àg\ Ø.Ü ×åÑà Ü2Ü à�Ó Õ�Ü"Ö × Ü à Ü ³O��µU

A Z ©\Ó Ü ×N� Ü"Ø Ú0Ñ Ö Ó
O��CU

A Z Ú Ö × Ü � Ø Ñ�Ù Õ�Ü"Ö × Ü��tÜ \¡�GÑCÒCÓ'aO��CU
A

ã	Ó+àVà Ô Ú Ü�ß ÑX×åÑ Õ�Ü�Ö × Ü}ÔrÕ Ú0Ò Ü Ñ�Ù	ã Ø Ú Õ Ó Ý ã Ø0� ã Ø Ú�Ó Ü\ÖiÞ Ó �BÖ?Ô Ù�Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï O

=⇒ U"Ã�J�øf� ù�þ���ø²O��µUpþPO��CUpø$���qþ�/½ü��-þ��½ù�þæø�@ J'ü ù�þ�, O��CU��e
, 'ºúóø.�
�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ���ú2�-ÿ.���x� ø�ü������e�X@��X@����	@

O⇐=
U"Ã²��þ�,�� ø^pr
�þe,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ^pr
�þ

A
�D�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@ 58�óÿqO��CUÞù�þ�,�� ø)pr
�þ

A
�����G'ºú+�å@ Snþ;��ú

c ∈ A\ (A× ∪ {0}) þf't����ø�ü��-þÎÿ�þf�
A

9å,�7r�	
���
M := A/(c)

@Xû�ú���
m ∈ M\{0} �D't�����;
�½ù.�

Ann(m) := {a ∈ A : am = 0} �)
, ü��-þºú+���-ÿ.7��-ÿ�ü��²�-þ
A

@qû�þ³O��µU�ø�þ��X
�þ±pr
�þ)�n't������
��ù.�
{Ann(m) : m ∈ M\{0}} �i� ø�ø.
-ü3
,�þ��ýþ�,Þþ���ù.�f,Ýú�HÓü�,Ýú+�

p
@}÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

b+ (c)
�úÊÿ:ú��Þþ��ýþ�,Þþ��½ù.�ù:ú+�Ípw
�þ

Ann(b+ (c)) = p
@TlZ�óù�þkpw
�þ

c ∈ p
������-þ

p
�o�?���+9å�r
���@KlZ�óù�þtù:ú+,6�x��,-pw
�þ

p = {a ∈
A : c | ab} @d 1�ÿ�,Ýú+,�� økpr
�þ

p
�}�-ÿ�ü�,��³O0������-þ��-þ��	@�ø�þ��X
-ü ÿ$=fpw
�þ

p
�}�f~�-ü�'t�ëü��-þºú+� ,Ýú�HÓü�,Ýú+�W�-þ

A
U"#ø�þ��?����þ"HÓüýø�ù�ü ÿ�ü ú+,

x, y ∈ A\p ù:ú+�Tpr
�þ
xy ∈ p

������-þÞù�þÎÿ�� ú+,�� ø
yb + (c) 6= 0

Oãø�þ��?���
y ∈ p

Utþ
Ann(yb+(c))

ø�þÎÿ�ü ú�
,aü��-þºú+�C�-ÿ.7��-ÿ�ü����-þ
A
ù:ú+�wpr
�þ

x ∈ Ann(yb+(c))
#Êúóø�ø�ü�,e#

p ( Ann(yb+(c))'t����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����fú2,Ýú�Hnü�,Ýú+� ü���ú��-þ}�-þ
p
@uSnþ��X
�þ\�Ýú�1�ÿ�,Ýú���@

d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø�ú+�C�óÿ:ú�pw
�þ
c/b ∈ A

þDpw
�þ
p = (c/b)

@y5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�m���óù�þDpr
�þ
b/c /∈ A

'ºúóø.�
't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��

b = c(b/c) ∈ (c)
������-þ

b+ (c) = 0
@#ûtú��-þ"1��-ü������f�-þ

p
ù�þ�,�� ø�pr
�þ

pb ⊆ (c)
������-þ

p bc ⊆ A
@ISnþ#ù�ü�/C�æø�ø:þ�,�� ø

p bc ⊆ p
#C't��,��

p
�¬1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ¢��þÎÿ:ú����O¼�x�óÿ[�X@�U"#óù�þÎÿ�� ú+,�� øW��þ����tù�þt�óÿ�þ�,Ýú

�X@��X@����\pr
�þ
b/c

��ü��½ù�þÎü ÿ.��ø.���-ÿ�þ
A
þ[�x�óÿ¬�	@
ø�þ��X
-ü ÿ�ü ú6pw
�þ

b/c ∈ A �6pr
�þ¢/nü�,�� øòø:þÎÿW� ú+�ýø$�@ d ø�ø�ü�,e#ù�þ�,�� øT
,�ü��-þºú+�i�-þ
A

pw
�þ¢�?����þæø�ù$=k't����ù�ü����þ�,°��þ��Nr
,Wü��-þºú+��,Ýú�HÓü�,Ýú+�å@WhÍ���C�#
p bc = A

������-þ
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(b/c)−1 = c/b ∈ p

þpù�þ�,�� ø}pw
�þ
(c/b) ⊆ p

@f5 �óÿ}��
-ù�ÿ.��� ú���#
pb ⊆ (c)

ü�,4�� ü�'ºú
p ⊆ (c/b)

þø�þ��X
�þk�Ýú�1�ÿ�,Ýú���@û�þ����óù�þ
π = c/b

@¢Snþ;��úÝú+�C�óÿ:ú
a


,�ü��-þºú+�8�-ÿ.7��-ÿ�ü��Ýþk�?���+9å�r
�����-þ
A

@ & ����ø�ü��-þÎÿ�þ�úpø�þ��X
-ü���ù�þ
'ºú��-þÎü ú6�-þ�ø�
�x't�����;
�½ù.� ø¬�-þ

ff(A)
Ã
a ⊆ aπ−1 ⊆ aπ−2 ⊆ ... @WlZ�óù�þ*pr
�þ�ø�þ

aπ−k ⊆ A þ���ù$���>þæø�ù�þ�4
, ü��-þºú+�¬�-þ
A

@ d �C�óÿ:ú	#Y��þæø�ù:úe'ºú��-þÎü úlúóø�ü���'���
�ø.znþæø�ø$���Xþæø�ù�ÿ�ü ù:úóø\�x�óüýø�ø�þ
aπ−k = aπ−(k+1)þ���ù$���±��ëù�þt�óÿ�þ�,Ýú³�X@��X@����ëø�þ��X
�þ�pw
�þ

π−1 ��ü���ù�þÎü ÿ.��ø$���-ÿ�þ
A

������-þX#Í�i�óÿk�	@�#
π−1 ∈ A �)pw
�þ��ú+��ø�
-ÿ.��@2û�þ��X@�#óø�þ��X
�þKpr
�þ�þæø�ù:ú*'ºú��-þÎü ú[�?����þæø�ù$=['t���½ù�ü���ú�þ�,

A
@ISnþ;��ú

m ∈ N ù:ú+�	pw
�þ
aπ−m ⊆ A,Ýúóø

aπ−(m+1) * A
@¬Snþ��X
�þ\pw
�þ

aπ−m * p = (π)
Oãø�þ��?���

aπ−(m+1) ⊆ A
U"@TlZ��/ ú+,Þþ���ù�þ�ù�þ�,�� ø


, ü��-þºú+�Ipw
�þ6�?���Ýþæø�ù$=�'t����ù�ü���fþ�,-
,�ü��-þºú+�8,Ýú�HÓü�,Ýú+�å@[hÍ���C�#
aπ−m = A

þ6�-þæø�ø²ú>ü��X
ú+����ú��-þø�þ��X
�þkpr
�þ
a = (πm)

't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
d ø�þ��X
-ü ÿ*/ ú+,�� ø��-þ"1��-ü ÿZ��~-ù�ü��I't����'æþÎü ù.�f�-þ6/óú+���óÿ�ü�E¿ú������)�Óüýø.'Îÿ�þÎù:úéþ\� ü��w=�9å� úëú����� ø�ú+���ÎüýøZ�-þ

/óú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú	@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Snþ;��ú

K

,-'t�óÿ��x�@WQ�,Ýú�/óú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:úpþ�,

K
�o
, N���,���,��óÿ�9

1ø�,����?���+9å�w
���
v : K× −→ Z

ù:ú+�Ypr
�þ
v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)), ∀a, b ∈ K.

& ��,��
v

�4�?���+9å�r
���#
v(K)

��
,£ø�
�� ÿ�
�i�e�?���+9å�w
�����-þ
Z
þX#3�x�óÿ�ù:ú+��ù.�# ��ú)�0�óÿ�,Ýú

mZ
�úÊÿ:úú+���X
,

m ∈ Z @�Snþ
m = 1

þ���ù$���
v

�pø.���-ÿ�þ;��þÎù.�óÿ:ú�þÞú)/ ú+���óÿ�ü�E¿ú������e�4�Óü ù:ú�þæø�ù:úÊÿk���óÿ�,Ýú+� ü�E¿ú���ú	@
& úóø.�4't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��#

a 7−→ m−1v(a)
ø�þÎÿ$=2
,Ýú�/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú����óÿ�,Ýú+� ü�E¿ú���ú	@

O��µU�Snþ;��ú
A


, ���,4���-ü��o�-ÿ�ü���'Îü��ú+��þ
K = ff(A)

@KSnþ;��ú
π


,Sþ��ýþ�,Þþ���ù.�\�-ÿ�ü�,��k�-þ
A

@;÷T��ù$���ù.�G���þ��ýþ�,Þþ���ù.�e�-þ
c ∈ K× �i�G�-þpø�þÎÿ�þæø.'Îÿ�ü ù.�^'t��,��

c = πm(a/b)
't��,

a
þ
b

�-ÿ�ü�,�� ø
't��,

π
@5ûtþ"1��ú

v(c) = m
@�÷W�½ù$���

v
�o
,Ýú�/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú����óÿ�,Ýú+� ü�E¿ú���ú	@

O��CU�Snþ;��ú
A


,ä���,4���-ü��e�-þ>û�þt�-þ�Fnü����3#
K = ff(A)

þ
p


,=ü��-þºú+�*O¹ü��½ù�þÎü ÿ.�wUZ�-ÿ�ü�,��^�-þ
A

@
5
úÊÿ:ú�pr
ú+��pw
�þÎÿ

c ∈ K× ø�þ;��ú pv(c)
ú2�x�óù.����'Îü ú4�-þ

p
�ú}��úÊù.�óÿ�ü�E¿ú��������-þ

(c)
@5÷T��ù$���

v
�


,Ýú�/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú4���óÿ�,Ýú+� ü�E¿ú���ú	@
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï l�� ø;þ"HÓþ�,4���� ø2ú�'Îü�,Ýú#ù�þ�,�� ø8pr
�þ�ø�þ

v(a) > v(b)
þ��½ù$���

v(a+b) = v(b)
@÷5ø�ù:ú4�X#��ú�ÿ�þºú+� ü���ú��-þX#?
,Ýú��-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þ}��þÎÿ:ú+�Y��úóø¢/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��tznþæø*�Óüýø.'Îÿ�þÎù:úóø�@u5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�f���óù�þ\pw
�þ

v(ζ) = 0
�úÊÿ:ú�ù.�r���þ��ýþ�,Þþ���ù.�

ζ ∈ K �-þ��óÿ.�-þ�, 1��-ü ù:ú}�i�óüýø
v

�*N���,���,��óÿ�1ø�,��pþ
Z

�?���6�x� ø�ø�
-üþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø��-þ\�óÿ.�-þ�, 1��-ü ù:ú	@ThÍ���C�#
v(−a) = v(−1) + v(a) = v(a)

þ�ø�þ
v(a) > v(b)

ù�þ�,�� ø
v(b) = v(a+ b− a) ≥ min(v(a+ b), v(a)) ≥ min(v(a), v(b)) = v(b) =⇒ v(a+ b) = v(b)

�i�óüýø
min(v(a+ b), v(a)) = v(a+ b)

@
Jgþ"H-þ�,4����)O��µUòú�'Îü�,Ýú6,�� ø�ù�ÿ:ú6pr
�þ[
,�ú+��þ��x�-þ*/ ú+���óÿ�ü�E¿ú������}�Óüýø$'Îÿ�þÎù:ú6��þÎÿ:ú6
,Ýú6/óú+���óÿ�ü�E¿ú������

�Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú����pø�þ�
e't�óÿ��x���-þo�ãÿ:ú��tznþæø�@KJaÿ�þæø�
� ù:ú���Þø�þ��X
-ü��½ù�þ6�?ú�ÿ�þt'����-ÿ.�G'ºú��-þæø�ù:úpú�1�ÿ�,Ýú������@
PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� Ï9Y ÜN^ Ñ v ÔGÕ Ñ d Ñ�Ù�Ó Ø Ú � Ñ áµÞ ÓDÒ�Ú à¡\ Ø.Ü ×åÑ Ü�Õ ÔGÕ \.Ó Ø ã	Ó

K
aRb Ö × Þ Ó A := {a ∈

K : v(a) ≥ 0} Z2ÔGÕ Ñ ÖxÜ Ù Ò Üzd Ñ�Ù�Ó Ø Ú � Ñ áµÞ ÓeÒ�Ú à¡\ Ø�Ü ×åÑ,\$Ó Õ Ú0Ò Ü Ñ�Ù Õ Ñ ß Ú Õ Ñ�Ù
m = {a ∈ K : v(a) >

0} a.Y Ü"Ö ÒCÓ
m ∈ Z ×åÑ�Ù Û�Ô�Ü v(K×) = mZ

× Ü"Õz� à Ü}Û�ÔÜ m Z � Ü"Ø ÑCÒCÓkã	Ó Ø6Û�Ô Ñ�Ù Û�ÔÜ�Ø�Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ
π

×åÑ�Ù
Û�Ô�Ü v(π) = m

a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ÷W, �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�m��
��úÊÿ�#��n'�� úÊÿ.�Ppw
�þ

A
�hú+��þ���þDpr
�þ

m
�Eü��-þºú+�k�-þ

A
@

d 1�ÿ�,Ýú+,�� økpr
�þ
A× = A\m = {a ∈ K : v(a) = 0} @?ûtþ\��úÊù.�#

A× ⊆ A\m �x�óüýø�úóøZ
�-ü���ú��-þæøø$���Qþ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø}�-þf�óÿ.�-þ�,�1��-ü ù:úQþ
v

��N���,���,��óÿ�1ø.,��@)5 �óÿ���
-ù�ÿ.�e� ú���#2ø�þ;��ú
a ∈ K ù:ú+�upr
�þ

v(a) = 0
@5÷W��ù$���#
0 = v(1) = v(aa−1) = v(a) + v(a−1) = v(a−1) =⇒ a−1 ∈ A =⇒ a ∈ A×þ�ù�þ�,�� ø¬��ú�1�ÿ�,Ýú���@ d ø�ø�ü�,e#

A
�[���G'ºú+�ipr
�þ[�?���}�*'t�óÿ��x�@WL�þæø�ù:ú�9å��� øu,�� ø�ù�ÿ:úÊÿupr
�þ

A
�*���,4���-ü��

�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@³5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�n/�þ;��ú+,�� ø�pr
�þ
m

�f,Ýú�HÓü�,Ýú+�å@n�;þ�,�� ø
∅ 6= v(m) ⊆ N∗ @D5;þ����n�-ÿ�ü���'����-ü��

��ú)�i��ú±�óÿ.�-þ�,e#2þ"HÓüýø�ù�þ
m ∈ v(m)

,4���-ü�,��@±Snþ;��ú
a ∈ m

ù:ú+�Tpr
�þ
v(a) = m

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø6pr
�þ
m = (a)

@��»'�� úÊÿ.��pr
�þ
m ⊇ (a).

58�óÿ���
-ù�ÿ.��� ú���#���ú���
b ∈ m

ù�þ�,�� ø�pw
�þ
v (b) = qm+ r, 0 ≤

r < m
@T�cúóø$þ���ù$���#

v (ba−q) = r < m
@KSnþ

r = 0
þ��½ù$���

ba−q ∈ A× =⇒ ba−qx = 1, x ∈ A×
������-þ

b = aqx−1 =⇒ a | b =⇒ b ∈ (a) .& ��,��
r > 0

�o
,�ú+��ø�
-ÿ.���O¼�x�óüýø['t����ù�ÿ:úÊÿ�ü úéú�,pü��-ü�,Ýú+� ü���ú��-þ6�-þ
m

Uòù�þ�,�� ø[���-þæø�þ;��ú���@
Snþ

a
�}
, ü��-þºú+��úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü����-þ

A
ù�þ�,�� ø\��ú),Þþæø�,Ýú)���óÿ�,Ýú	#

a = (a′)
�úÊÿ:ú

a′ ∈ a
ù:ú+�Tpw
�þ

v (a′) = min {v (a)} @Ýû�þ2��úÊù.�#�ø:þ;��úëù:ú+�
a′ ∈ a

@Ý÷W��ù$���
(a′) ⊆ a

þ4�i�óÿ\��
-ù�ÿ.�e� ú���#;ø�þ
b ∈ aù�þ�,�� ø

v (b) = qv (a′) + r, 0 ≤ r < v (a′)
@ d ø:ø�ü�,e#

v (ba′−q) = r < v (a′)
@KSnþ

r = 0
ø�þ��X
�þkpr
�þ

a′ | b ������-þ
b ∈ (a′)

@TSnþ
r > 0

ù�þ�,�� ø
r = pm+ s, 0 ≤ s < m

@ d ø�ø�ü�,
v (ba′−qa−p) = s < m

#
����/ ú+,Þþ���ù�þ�'t��,��

s > 0
�pú+��ø�
-ÿ.��fù�þ�,�� ø

v (ba′−qa−p) = 0
������-þ

ba′−qa−px = 1, x ∈ A×������-þ
b = a′qapx−1 =⇒ a′ | b�-ÿ.��/ ú+�����pr
�þ

b ∈ (a′)
þk�pù�þt�óÿ�þ�,Ýú	@ �

ô�ì¹Ð�ìÞ¶�Ã�ÐÖ×ãÆ;·¹Ã�¸�Ç2»l¶�»½Ç;»&Ñ�·ãÆ�Ç
l�þæø�ù:úlø�þt�����Qü ÿ�þ�,�� ø2�-þ"1��-ü ÿ��e�-ÿ�ü���'Îü��ú+�����	�±þÎù.�D�-þÝþæø�ù�
���n��Qù�ÿ:ú+�ú+��N��Ã�� ø2���,4���-ü�� ø2�-þûtþt�-þ�F½ü����Qþo/ ú+,�� ø¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pw
�þ\�Þú+���Îüýø��-þtü���ù�þÎü ÿ.� ø�/½üýø�ù.� ø��úpø�þt�����Ýú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ�,�þæø�ø:ú

����/ ú4�-þ"1��-ü������@
5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�#¢
,Ýúq�-þ"1��-ü������Ppr
�þ^��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿ú��úÊÿ:ú+ü��-þºúÊüýø)�q't����'æþÎü ù.�m�-þe�-ÿ�ü�,Ýú+� ü���ú��-þcþ���ù�ÿ�þþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø�þ\pw
�þo
�ø²úÊÿ�þ�,�� ø[,6
-ü ù.�������-þt't�óÿ�ÿ�þÎÿ���>ù�ÿ:ú+�ú+��N��@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@ ��@�� Ï Q�,°���,4���-ü��6�-þ�û�þt�-þ�Fnü�������
, ���,4���-ü��

A
#Cpr
�þ¢�?���\�¢'t�óÿ��x�#�ù:ú+�|pw
�þXÃ

O��µU
A

�kl��nþÎù�N�þÎÿ�ü ú+���@
O��CU

A
�tü���ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ���ù�þ6� þt'.Nú���@

O��CU4�Y�G��pü��-þºú+�Í�-ÿ�ü�,����-ÿ.7��-ÿ�ü��Ýþo�?���+9å�w
���f�-þ
A

�o,Ýú�HÓü�,Ýú+�å@
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@�� Ï d 5�ÿ.���x� ø�ü������²�	@��	@ �n��� ø��Óü�E±pw
�þf
, ���,4���-ü��n���r'ºú+���f���,4���-ü��²�-þûtþt�-þ�F½ü����Qø:þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ?ø:þ�þ��ýþ\�o
,�ú+��þ��Y�-þo/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú	@



ÂVn 3 n �3 x�cÎ��?�¡ 3����pX�jpK��p&Ïx���j� Â m
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@ ��@�� ÏcY ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó2Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò Ü S ÔrÕ àVÚ à"× Ü"Õ Ñ Õ�Ô Ù>×0Ú�ã|Ù Ú	\.ÑX×0Ú d Ó Ü"Õ

A
acb Ö × Þ Ó S−1A

Ó Ô¦Z6ÔrÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó�Ò Ü Ð Ü Ò ÜV± Ú Ö Ò^Ó ÔeÔGÕ \.Ó Ø ã	Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï l�ú�����ø:þÎÿ�/óú��������	@��X@��2/nü�,�� ø[pr
�þtø�þ

a
�o
,�ü��-þºú+��þ�,

S−1A
þ��½ù$���

a =

ace
������-þ

a
�I��þÎÿ:ú���[�x�óÿÍpw
ú+��pr
�þÎÿY't������
��ù.�[�-þW��þÎÿ:ú���óÿ�þæø8�-þ

ac
@ & ��,��

A
�WlZ�nþÎù�N�þÎÿ�ü ú+����ø�þ��X
�þ

pw
�þ
S−1A

�2�X@KSnþ;��ú�ú+�C�óÿ:ú
α ∈ ff(S−1A) = ff(A)

ü��½ù�þÎü ÿ.�>ø.���-ÿ�þ
S−1A

@�÷W��ù$���
α
ø:úÊù�üýø���ú+E*
,Ýúþtpw
ú���������pü���ù�þ�� ÿ:ú+� 't��,¯'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø

ai ∈ S−1A, 1 ≤ i ≤ n
#	�úÊÿ:ú�'ºú���ú

i ∈ {1, ..., n} þ"Hnüýø�ù�þ
si ∈ S

ù:ú+��pr
�þ
siai ∈ A

@ �8��,Þþ
s = s1...sn ∈ S

þ#ù�þÎÿ�þ�,�� ø
(sα)n+sa1(sα)n−1 + ...+snan = 0������-þ

sα
��ü��½ù�þÎü ÿ.�+ø.���-ÿ�þ

A
@ Snþ��X
�þepr
�þ

sα ∈ A
������-þ

α = s(α/s) ∈ S−1A
þ
S−1A

�ü���ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ��½ù�þ�� þt'.Nú���@�5 �óÿk1�,e#2ú±'t�����Óü������D�	@2�ú^�-þ"1��-ü������e�-þ4���,4���-ü��D�-þpû�þt�-þ�Fnü����²��� ø
�Óü�E¬pr
�þ}þ���ù�ÿ�þ#ü��-þºúÊüýø �-ÿ�ü�,�� øI�?���tþ"Hnüýø�ù�þòÿ�þ�� ú������o�-þ}ü���'���
�ø$���tþ}ú*�-ÿ.���i� ø�ü������o�	@��X@��tú�1�ÿ�,ÝúZpr
�þ�ù:ú+�
�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þ¢�K�-ÿ�þæø:þÎÿ�/óú���ú*��þ������-ÿ.�G'æþæø�ø.�Z�-þK���G'ºú+� ü�E¿ú������@KSnþ��X
�þ�pw
�þ}ø�þ

S−1A
ù�ü�/�þÎÿ
ú+���X
,¤ü��-þºú+�

�-ÿ.7��-ÿ�ü��4�?���+9å�w
���éþ���ù$���éþ��ýþk�k
,<���,4���-ü����-þ�ûtþt�-þ�Fnü����e'ºúóø.��'t���½ù�ÿ$=Êÿ�ü��Ýþ��ýþ\�o
,-'t�óÿ��x�@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@ � ÏcY ÜN^ Ñ Õ A ÔrÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0Ó4Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò Ü p ÔGÕ Ú0Ò Ü Ñ�Ùwã Ø Ú Õ Ó4Ò Ü A a�b Ö × Þ Ó

Ap Z\ÔGÕ Ñ ÖxÜ Ù8Ò Ü�d Ñ�Ù�Ó Ø Ú � Ñ áµÞ Ó^Ò�Ú à¡\ Ø�Ü ×åÑ&a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d 5�ÿ.���x� ø�ü������´�	@��X@��qú�1�ÿ�,Ýúmpr
�þ

Ap
�cú+��þ��Z���r'ºú+�å@ 52þ�� ú��-ÿ.���x� ø�ü������ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#

Ap
�k
,¯���,4���-ü��f�-þ?ûtþt�-þ�Fnü����Qþ\�-þ�ú�'t�óÿ.��f't��,=ú4����ø:þÎÿ�/óú��������	@ ��@��Ýø�þ��X
�þ\pr
�þ

Ap�?ú+��þ��Y�-þo/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú	@ �
& ú+,pü��Nú+,�� ø¢�úÊÿ:ú2�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ[�2�-ÿ�ü���'Îü��ú+��ÿ�þæø�
� ù:ú���pø.���-ÿ�þo���,4���-ü�� ø¢�-þtû�þt�-þ�Fnü����3Ã�ø�þ�
�øü��-þºúÊüýø[��úÊù.�óÿ:ú+,�9�ø�þ2�-þ6,Ýú+��þÎü ÿ:ú�~�-ü�'ºúéþ�,¯�-ÿ.�G�	
-ù.�f�-þ�ü��-þºúÊüýø��-ÿ�ü�,�� ø�@*5�ÿ�þt'Îüýø²úÊÿ�þ�,�� øk�-þ�ú+���X
��ø

�ýþ�,Ýúóø�@
� È�S[Î �	@ ��@�� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ Ñ ÖiÜ ÙB©\Ó Ü ×N� Ü"Ø Ú0Ñ Ö Ó'aÒb Ö × Þ Óq×åÓ�ÒwÓ²Ú�Ò Ü Ñ�Ù Ö|Þ Ó �BÖ�Ô Ù�Ó�Ò Ü A \$Ó Ö × Z"ÕÑ�Ù"� ÔrÕ ã Ø Ó�Ò Ô ×åÓ^Ò Ü Ú�Ò Ü ÑXÚ¡à�ã Ø Ú Õ Ó�à ÖiÞ Ó �BÖ?Ô Ù�Ó+àga
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Núqpw
�þ±�?���@ & ��,��

A
�^lZ�½þÎù�N�þÎÿ�ü ú+���²�x�G�-þ�,�� øÞþæø.'t����N�þÎÿ4
,

't����ù�ÿ:ú�9�þ"H-þ�,4����),Ýú�Hnü�,Ýú+�
a
@.� '�� úÊÿ.��pr
�þ

a
�?�����6�-ÿ�ü�,���������-þ�þ"Hnüýø�ù�þ�,

x, y ∈ A\a ù:úÊüýøZpw
�þ
xy ∈ a

@ d �C�óÿ:ú	#
a + (x), a + (y) ⊇ a

,Ýúóø
(a + (x))(a + (y)) ⊆ a

@�5;þ�� ú�,Ýú�Hnü�,Ýú+� ü���ú��-þ��-þ
a
#

a + (x), a + (y)
't����ù.��,e#?'ºú���ú�
,e#�ú+���X
,<�-ÿ.�G�	
-ù.���-þtü��-þºúÊüýø¢�-ÿ�ü�,�� ø[�?���+9å�r
��� ø�@¬Snþ��X
�þ6pw
�þ

a't����ù.��,=þ��ýþo,Þþæø�,��4
,<�-ÿ.�G�	
-ù.���-þtü��-þºúÊüýø[�-ÿ�ü�,�� ø*�?���+9å�w
��� ø���pw
�þk�?ú+��ø.
-ÿ.��@ �
� È�S[Î �	@ ��@�� Ï�Y Ü`^ Ñ A ÔrÕ Ñ ÖiÜ Ù Ü a, b

Ú�Ò Ü Ñ�Ú à Ö|Þ Ó � Ö�Ô Ù>Ó+à Ø.Ü Ù�ÑX×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü ã Ø Ú Õ Ó�à Ü�Õ A
a�b Ö × Þ Óã	Ñ Ø Ñ)×åÓ�ÒCÓ+à

m,n ∈ N × Ü�Õ�� à Ü2Û�Ô�Ü am, bn
à Þ Óoã Ø Ú Õ Ó�à Ü�Ö × Ø�Ü à"Ú	a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���NúDpr
�þ4�?���#
þ���ù$���
am + bn

��
,!ü��-þºú+�K�-ÿ.7��-ÿ�ü��n�-þ
A
þÝþæø�ù$=	#

�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#�'t����ù�ü���Ýþ�, ú+���X
,�ü��-þºú+�Í,Ýú�Hnü�,Ýú+�KO¼�-ÿ�ü�,��wU
p
@ & ��,��

p
���-ÿ�ü�,��Ýþ

p ⊇ am, bn
ø�þ��X
�þ

pw
�þ
p ⊇ a, b

������-þ
A 6= p ⊇ a + b

't����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����)�2��úÊù.�4pw
�þ
a, b

ø$���4�-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þ�ø�üå@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@�� Ï d 't�����Óü������nO��CU¢��ú4�-þ"1��-ü������f�-þ6���,4���-ü����-þ�û�þt�-þ�Fnü����Qü�,4�� ü�'ºú�pw
�þø�þ�
�ø�ü��-þºúÊüýø3�-ÿ�ü�,�� ø;ø$�����-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þ�ø�üå@YA�ø�ù.�$þK���ýþ�,Ýú�ú�'Îü�,Ýú#ü�,4�� ü�'ºú+, pr
�þWpr
úÊüýø.pw
�þÎÿ3�x�óù.����'Îü úóø

�-þtü��-þºúÊüýø[�-ÿ�ü�,�� ø�þ�, 
,-���,4���-ü����-þ?ûtþt�-þ�Fnü����Qø$�����-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þ�ø�üå@



ÂVn 3 n �3 x�cÎ��?�¡ 3����pX�jpK��p&Ïx���j� Â w
� È�S[Î �	@ ��@�� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ A,B

Ñ ÖjZ Ú àgazU|Ó�ÒCÓ�Ú0Ò Ü Ñ�Ù8Ò Ü A×B Z ÒwÑ � Ó Ø"Õ Ñ
a× b

Ó Ö Ò Ü a Ü b
à Þ ÓÚ0Ò Ü Ñ�Ú à Ü"Õ A Ü B ÝWØ.Ü àåã Ü \t×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü a�¾�Ù Z�Õ Ò�Ú¡àVà�Ó Ý Ó+àoÚ0Ò Ü Ñ�Ú àuã Ø Ú Õ Ó+à�T Õ Ñ ß Ú Õ Ñ�Ú à�]�Ò Ü A×B à Þ ÓÒCÑ � Ó Ø"Õ Ñ

p×B Ó Ô A× p
\.Ó Õ p

ã Ø Ú Õ Ó·T Õ Ñ ß Ú Õ Ñ�Ù ] Ü"Õ A
Ó Ô B Ø.Ü àBã Ü \t×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ��'�� úÊÿ.�}pw
�þ
a×b

�$ü��-þºú+�þ�,
A×B @YL�þt'Îü��-ÿ.�r'ºú+,Þþ��½ù�þX#½ø:þ;��ú

c

,�ü��-þºú+�þ�,

A×B þ�ø�þ;��ú+,
a = {a ∈ A : (a, 0) ∈ c}, b = {b ∈ B : (0, b) ∈ c} @B� '�� úÊÿ.��pw
�þ

a× b ⊆ c
#

�i�óÿ4��
-ù�ÿ.�³� ú���#u��ú���
(a, b) ∈ c

ù�þ�,�� ø
(a, 0) = (a, b)(1, 0) ∈ c

þ
(0, b) = (a, b)(0, 1) ∈ c������-þ

a ∈ a, b ∈ b
þ

(a, b) ∈ a × b
@è52úÊÿ:úGú³ø�þ��X
����ú��úÊÿ�ù�þ²��m�ýþ�,Ýú	#*�ýþ�,}�-ÿ�þ�,�� øepr
�þ

a × b ⊆ A × B �2
,'ü��-þºú+�T�-ÿ�ü�,���O¼,Ýú�HÓü�,Ýú+� U�ø�þpþpø.��,Þþ���ù�þÝø�þ
(A×B) /(a × b)

�4���,4���-ü��
O0't�óÿ��i�wU"@ d �C�óÿ:ú	#*�q�-ÿ.�G�	
-ù.���-þn��óüýøëú+���Îüýø)�?���+9å�r
��� ø�ø�þ�,4�-ÿ�þ��x� ø�ø�
-üZ�Óü�/½üýø$�óÿ�þæøf�-þDEºþÎÿ.���-þ
,��r��}pw
�þ����üýø$��,��óÿ�1ø�,��

(A×B) / (a× b) ∼= A/a×B/b ù�þ�,�� øupr
�þ�þæø�ù�þ[~� ù�ü�,��2�����,4���-ü��
O0't�óÿ��i�wU�ø�þ�þ�ø.��,Þþ��½ù�þtø�þ*��


a = A
��


b = B
@WSr
�x���Nú�ø�þ�, ��þÎÿ.��ú}�-þ[��þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þk�}~� ù�ü�,��#þ���ù$���

(A×B) / (a× b) ∼= A/a × (0) ∼= A/a
þ�þæø�ù�þ2�����,4���-ü��qO0't�óÿ��x�wU�ø�þ>þ>ø.��,Þþ���ù�þpø�þ

a
�

�-ÿ�ü�,���O¼,Ýú�HÓü�,Ýú+� U"@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@�� Ï J»�ýþ�,Ýú�ú�'Îü�,Ýú���þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿ú�9�ø�þ[�-þ¬,Ýú+��þÎü ÿ:úk7��w/nü ú��úÊÿ:úo�Z�-ÿ.�r�	
-ù.�Z1��-ü ù.�

�-þ?ú+���Îüýø�@
� È�S[Î �	@ ��@���� Ï�Y ÜN^ Ñ p ÔGÕ Ú0Ò Ü Ñ�Ù Õ Ñ ß Ú Õ ÑXÙ¢Ò Ü±ÔGÕ Ñ ÖiÜ Ù A Ü q

Ó²Ú�Ò Ü Ñ�Ù Û�Ô�ÜnÜ Ù Ü Ú Ö Ò Ô��nÜ"Õ
S−1A
aÓh$à"×åÓ ZVÝ q = S−1p

a Ð}ÑCÒCÓ
m ∈ N Ý Ñ´ÑVã|Ù Ú	\.Ñ áµÞ Ó π : A/pm −→ Ap/q

m ÒCÑCÒCÑeã	Ó Ø
a+ pm 7−→ a+ qm Z6ÔrÕ Ú¡àtÓ Õ Ó Ø �Tà Õ Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï {�ú+,�� ø[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pw
�þ

Kerπ = (0)
��pr
�þ�þtpr
-ü�/óú+�ýþ?ú2,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pw
�þ

qm ∩
A = pm

�����-þ
qm = S−1pm

@�� '�� úÊÿ.�)pr
�þ
qm ∩ A ⊇ pm

@ZL�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#x
,3þ��ýþ�,Þþ���ù.�^�-þ
qm ∩A �k��ú2���óÿ�,Ýú

a = b/s; a ∈ A, b ∈ pm, s ∈ S @5÷W��ù$���
as ∈ pm

@W{�ú+,�� ø*,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ*pr
�þ
s

�ü��w/�þÎÿ�ø���/�þ���þ�,
A/pm

������-þ�ø�þ��X
�þ*pr
�þ
a ∈ pm

@ d �C�óÿ:ú	#w�6~�-ü�'t��ü��-þºú+�?,Ýú�HÓü�,Ýú+�|pr
�þ['t����ù.��,
pm�

p
�x�óüýø¢'t��,��>ù.�G��},Ýú�HÓü�,Ýú+�Y�Z�-ÿ�ü�,��>ù�þÎÿ�� ú+,�� ø[pr
�þ�ø�þZ
, ,Ýú�Hnü�,Ýú+�

m ⊇ pm
ü�,4�� ü�'ºú

m ⊇ p
#

,Ýúóø
p

�2,Ýú�HÓü�,Ýú+�T������-þ
p = m

@ d ø�ø�ü�,e#i��þ����e��Ô�ù�þt�óÿ�þ�,Ýú^��)N���,���,��óÿ�1ø�,��#Y�)~�-ü�'t�fü��-þºú+�
,Ýú�Hnü�,Ýú+�5þ�,

A/pm
�

p/pm
@�÷W,ä�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#

A/pm
�����r'ºú+��þ

(A/pm)× = (A/pm) \ (p/pm)
@

& ��,��
s+ pm /∈ p/pm

ø�þ��X
�þk���-þæø:þ;��ú���@
�D� ø�ù�ÿ�þ�,�� øÞúEø.���-ÿ�þ;��þÎù�ü�/nü���ú��-þXÃéø�þ;��ú

a/s + qm ∈ Ap/q
m @ & ��,��

s /∈ p
þ

p
�),Ýú�HÓü�,Ýú+�ù�þ�,�� ø\pr
�þ

(s) + p = A,
üýø�ù.�^�X#

(s)
þ

p
øV���±�-ÿ�ü�,�� ø?þ���ù�ÿ�þÞø�üå@652þ����^�ýþ�,Ýú^�	@ ��@��

(s) + pm = A������-þ?þ"HÓüýø�ù�þ�,
b ∈ A þ t ∈ pm ⊆ qm

ù:úÊüýø�pw
�þ
bs+ t = 1

������-þ
π(bs+ pm) = π(1 + pm) = 1 + qm =⇒ π(b+ pm)π(s+ pm) = 1 + qm =⇒

=⇒ π(b+ pm) = π(s+ pm)−1 = s−1 + qm.hÍ���C�#
π(ba+ pm) = π(b+ pm)π(a+ pm) = s−1a+ qm

't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@��X� Ï L�þ"�0�óÿ.�ºú+����+ún����ø�þÎÿ�/ ú������q�	@��X@��Eù�þ�,�� ø�pr
�þ

aec = a
ù:ú+,6�x��, ���

'ºúóø.�4pr
�þ
a

�o
,Ýú��i�óù.����'Îü ú��-þk
,�ü��-þºú+�Í,Ýú�HÓü�,Ýú+�
p
þ
S = A\p @

PRQ È�Å Ì3È�S �	@ ��@���� Ï�Y Ü`^ Ñ A ÔGÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó4Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò'a.b Ö × Þ Ó�×åÓ�ÒCÓ�Ú0Ò Ü Ñ�ÙÍÒ Ü A Z ÒwÑ � Ó ØVÕ Ñ
pr11 ...p

rm
m

ã	Ñ Ø Ñ[� Ö Ú	\.Ó+à\Ú�Ò Ü Ñ�Ú à�ã Ø Ú Õ Ó+à
pi Ü ri ∈ N∗ a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

a 6= 0

,�ü��-þºú+�I�-þ

A
@[52þ����f�ýþ�,Ýúf�	@ ��@��	#

a ⊇ pr11 ...p
rm
m =: b

't��,
pi 6= pj , ∀i 6= j

@¢52þ�� ú�����ø:þÎÿ�/óú������)�	@ ��@��G#
pr1i + p

rj
j = A, ∀i 6= j

@ d ø�ø�ü�,e#���þ����pù�þt�óÿ�þ�,Ýúf'.N-ü����æø
��>ÿ�þæø�ù.�Þþk��4�ýþ�,Ýú��	@ ��@����	#-ù�þ�,�� ø[pr
�þ

A

b
∼= A

pr1
× ...× A

prm
∼= Ap1

(p1Ap1)r1
× ...× A

(pmApm)rm��þ�� úEú+�� ü�'ºú������
a + b 7−→ (a+ (p1Ap1)r1 , ..., a + (pmApm)rm)

@ d �C�óÿ:ú	#
a/b

��
, ü��-þºú+�[�-þ
A/b

pw
�þ}��þ������ýþ�,Ýú)�	@ ��@��ëþ6��ëø�þ��X
����ëù�þt�óÿ�þ�,Ýúf��fN���,���,��óÿ�1ø�,��±'t�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þpúÊù�ÿ:út/C�æøk��üýø.��,��óÿ�1ø�,��Ýú�'Îü�,ÝúÝú2
,�ü��-þºú+�Y��ú2���óÿ�,Ýú
a1

(p1Ap1)r1
× ...× am

(pmApm)rm't��,
ai
ü��-þºú+�o�-þ

Api

@ & ��,��qþæø�ù�þæøf~� ù�ü�,�� øfø$���qú+��þ��o�-þD/óú+���óÿ�ü�E¿ú������m�Óüýø.'Îÿ�þÎù:úÖù�þ�,�� ø
ai =

(piApi)
si , si ≤ ri, 1 ≤ i ≤ m @ d �C�óÿ:ú4�>ü��-þºú+�

(p1Ap1)s1

(p1Ap1)r1
× ...× (pmApm)sm

(pmApm)rmù:ú+,6�x��,è��ü�,Ýú+��þ�,e#X��þ�����üýø.��,��óÿ�1ø�,���ú�'Îü�,Ýú	#C���ü��-þºú+�
ps11 ...p

sm
m /b

������-þ
ps11 ...p

sm
m +b = a + bO0't��,��ëü��-þºúÊüýøk�-þ

A/b
U"@ & ��,���ú+,6�x� øk't����ù.��,

b
#?���µ/óú+,Þþ��½ù�þ4��þ����±� Ô ù�þt�óÿ�þ�,Ýú)��)N���,���,��óÿ�9

1ø�,��#
a = ps11 ...p

sm
m

@WL�þæø�ù:ú�9å��� ø¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�ú2
�-ü�'Îü���ú��-þX@ d �C�óÿ:ú	#ø�
�i���Nú
a = qr11 ...q

rn
n

@�÷W��ù$���
(0) =

a

a
∼=

(ps11 ...p
sm
m )Aqj

(q1Aq1)r1
× ...× (ps11 ...p

sm
m )Aqj

(qnAqn)rn

������-þ
(ps11 ...p

sm
m )Aqj/

(
qjAqj

)rj = 0∀j @ d �C�óÿ:ú	#Í1H-ú���
j0

#�ø�þ
pi 6= qj0 ∀i

þ���ù$���Qþ"HÓüýø�ù�þ�
,
þ��ýþ�,Þþ���ù.�k�-þ ∏

pi
pr
�þ¬��ü��r/�þÎÿ�ø���/�þ���þ�,

Aqj0

þ�'t����ø�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ���ù�þ�þ�,
Aqj0

/
(
qj0Aqj0

)rj0 ������-þ
(ps11 ...p

sm
m )Aqj0

/
(
qj0Aqj0

)rj0
= Aqj0

/
(
qj0Aqj0

)rj0 6= (0) .

58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#u�-þ�/�þ�,�� øÞù�þÎÿ
pi0 = qj0

�úÊÿ:úhú+���X
,
i0

@PSnþ��X
�þ)pr
�þ)�úÊÿ:úcþæø�ù�þ)�úÊÿ
(i0, j0)

ù�þ�,�� ø
si0 = rj0

@ & ����ù�ü��r
ú+����Gúóø�ø�ü�, /�þ�,�� ø)pw
�þ
m = n

þ
qj = pτ(j), rj = sτ(j)

�úÊÿ:ú+ú+���X
,
τ ∈ Sn

@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@���� Ï Q�ø:ú+����Þú2���óù:ú������f��>ù�þt�óÿ�þ�,ÝúÝú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#ù�þ�,�� ø*pr
�þ

a ⊆ pi ⇐⇒ ri > 0 ⇐⇒ aApi 6= Api .

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@���� Ï2Y ÜN^ Ñ Õ a, b
Ú�Ò Ü Ñ�Ú à Ü"ÕyÔrÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0ÓZÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò

A
aDb Ö × Þ Ó a ⊆ b ⇐⇒ aAp ⊆

bAp, ∀p ∈ Spec(A)
a.b Õ ã	Ñ Ø ×0Ú`\ Ô Ù�Ñ Ø$Ý a = b ⇐⇒ aAp = bAp, ∀p ∈ Spec(A)

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d ��þt'æþæø:ø�ü���ú��-þT�T7��r/½ü ú	@ 52úÊÿ:ú�ú$ø�
	1?'Îü�����'Îü ú	#Êþæø.'Îÿ�þ�/óú

a = pr11 ...p
rm
m , b = ps11 ...p

sm
m ; ri, si ∈

N
@�÷W��ù$���

aApi ⊆ bApi ⇐⇒ ri ≥ si�i�óüýø
Api

�?ú+��þ��Y�-þ\/óú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø$'Îÿ�þÎù:ú	@ d �C�óÿ:ú	#
ri ≥ si, ∀i =⇒ a ⊆ b.
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�

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@���� Ï@Y Ü`^ Ñ A ÔrÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�ÓÒ\.Ó Õ ÔGÕ \.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓX� Ö Ú0×åÓºÒ Ü Ú0Ò Ü Ñ�Ú¡àfã Ø Ú Õ Ó+à�a
b Ö × Þ Ó A Z ÒCÓ Õ�â Ö Ú0Ó)Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Òfà Ü�Ü à�Ó Õ�Ü"Ö × Ü à Ü A Z ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Óoã Ø Ú Ö \�Ú�ã	Ñ�Ù�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ��'�� úÊÿ.�[pr
�þ�ø�þ

A
�T���,4���-ü��¢�-ÿ�ü���'Îü��ú+�½þ��½ù$����þ��ýþT�W���,4���-ü����-þ�û�þt�-þ�Fnü����3@

Sr
�i���Nú
A


,-���,4���-ü����-þ�ûtþt�-þ�Fnü����3@T5;þ����Þù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@ ��@����4��ø�
	1?'Îüýþ��½ù�þk,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø*pr
�þk� øü��-þºúÊüýø2�-ÿ�ü�,�� ø�øV�����-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@qSnþ;��ú+,
p1...pm

� ø�ü��-þºúÊüýø2�-ÿ�ü�,�� ø��-þ
A

@³Snþ;��ú
x1 ∈ p1\ (p1)2 @

5;þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú6'$N-ü����æø����ÿ�þæø�ù.�#nþ"Hnüýø�ù�þ
x ∈ A ù:ú+�|pr
�þ

x ≡ x1 mod (p1)2 þ x ≡ 1 mod pi, i 6= 1
@

d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø¬pr
�þ
p1
þ

(x)
��þÎÿ:ú+, � øT,Þþæø.,�� ø�ü��-þºúÊüýøòþ�,

Api

�\pr
�þ[��þ����\'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü����	@ ��@����}�-þ�,����	9ø�ù�ÿ:únpw
�þëþ��ýþæøpø$���Eü��X
úÊüýø�@qû�þf��úÊù.�#�ù�þ�,�� ø
x = x1 + a1, a1 ∈ (p1)2 ������-þ

x ∈ p1\ (p1)2 @
hÍ���C�#

(p1Ap1)2 ( (x)Ap1 ⊆ p1Ap1

@ & ��,��
Ap1

�ëú+��þ����-þ)/óú+���óÿ�ü�E¿ú������³�Óüýø.'Îÿ�þÎù:úXù�þ�,�� ø�pw
�þ
(x)Ap1 = p1Ap1

@u5
úÊÿ:ú
i 6= 1

ù�þ�,�� ø�pr
�þ
x = 1 + ai, ai ∈ pi

������-þ
x ∈ Spi = A\pi

þ�ù�þ�,�� ø
pw
�þ

x ∈ (Api)
× @ d ø�ø�ü�,e#

(x)Api = Api

þ>ø�þ��X
�þ4��ú�1�ÿ�,Ýú���@�L�þ���þÎù�ü�����^�f�-ÿ.�G'æþæø�ø.�)�úÊÿ:ú±� ø
�-þ�,ÝúÊüýø$ü��-þºúÊüýø[�-ÿ�ü�,�� øµ#��>ÿ�þæø�
� ù:ú���Ýþæø�ù$=2�-ÿ.��/ ú���@ �

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@���� ÏcY ÜN^ Ñ Õ a ⊇ b 6=(0)
ÒCÓXÚ¡à*Ú�Ò Ü ÑXÚ¡à Ü"Õ ÔGÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0Ó4Ò Ü Ð Ü Ò ÜV± Ú Ö Ò'a.b Ö × Þ Ó

a = b + (a)
ã	Ñ Ø Ñ^Ñ�Ù"� ÔGÕ a ∈ A a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú
a = ps11 ...p

sm
m , b = pr11 ...p

rm
m ; ri, si ∈ N

@ & ��,��
a ⊇ b

ù�þ�,�� ø
si ≤ ri, 1 ≤ i ≤ m

@e5
úÊÿ:ún'ºú���ú
i
ø�þ;��ú

xi ∈ psii \ (pi)
si+1 @e52þ����Eù�þt�óÿ�þ�,ÝúD'$N-ü����æø���Qÿ�þæø�ù.�#þ"Hnüýø�ù�þ

a ∈ A ù:ú+�upr
�þ
a ≡ xi mod (pi)

ri , ∀i @ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø2pw
�þ
(b + (a))Api = aApi , ∀i

�-þ
�����-þ6�Ýÿ�þæø�
� ù:ú���éø:þ��X
�þX@�ûtþ\��úÊù.�#ø�þ

p /∈{p1, ..., pm}
þ��½ù$���f��ú�����ø�þÎÿ�/óú������±�	@ ��@����	#

bAp = Ap������-þ
(b+(a))Ap = bAp + (a)Ap = Ap = aAp

@ d �C�óÿ:úhù�þ�,�� ø±pr
�þ
a = xi + yi, yi ∈

prii =⇒ a ∈ psii \ (pi)
si+1 ������-þ

(a)Api = psii Api

@ d ø�ø�ü�,e#
(b + (a))Api = bApi + (a)Api =

prii Api + psii Api = aApi

't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@��µ� Ï@Y Ü`^ Ñ a ÔGÕ Ú�Ò Ü Ñ�Ù Ö|Þ Ó �BÖ�Ô Ù>Ó Ü"Õ ÔrÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó´Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò Ü à ÜN^ Ñ

a 3 a 6= 0
Ñ Ø �"Ú¼× Ø f Ø Ú0Ó Ü"Ö × Þ Ó Ü�ß Ú à"× Ü b ∈ a

×åÑ�Ù ÛtÔÜ a = (a, b)
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ]$úóø�ù:úÞú+�� ü�'ºúÊÿ*�4't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��ëú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ*��� ø�ü��-þºúÊüýø
a ⊇ (a)

@ �
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@���� ÏzY ÜN^ Ñ a ÔGÕ Ú�Ò Ü Ñ�Ù Ö|Þ Ó �BÖ�Ô Ù�Ó Ü"Õ ÔGÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�ÓqÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò'aºb Ö × Þ Ó

Ü�ß Ú à"× Ü�ÔGÕ Ú0Ò Ü Ñ�Ù ÖiÞ Ó �BÖ?Ô Ù�Ó a∗
Ò Ü A ×åÑ�Ù Û�Ô�Ü aa∗ Z ã Ø Ú Ö \�Ú�ã	Ñ�Ù�aXbuà"× Ü Ú�Ò Ü Ñ�ÙxãÓ�Ò Ü à Ü�Ø ×åÓ Õ ÑCÒCÓnÒ Ü

Õ Ñ ÖiÜ Ú Ø Ñ Û�Ô�Ü aa∗ = (a)
ãÑ Ø Ñ ÔGÕ a ∈ a

Ñ Ø ��Ú¼× Ø f Ø Ú0ÓnÓ Ô ã	Ó�Ò Ü à Ü"Ø ×åÓ Õ ÑCÒCÓDÒ Ü�Õ Ñ ÖiÜ Ú Ø Ñ Û�Ô�Ü)Ü Ù Üà ÜN^ Ñkã Ø Ú Õ Ó6\$Ó Õ-ÔGÕ Ú�Ò Ü Ñ�ÙIÑ Ø ��Ú¼× Ø f Ø Ú0Ó c
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
a ∈ a

#
a 6= 0

@ ÷W�½ù$���
a ⊇ (a)

������-þ
(a) = pr11 ...p

rm
m

þ
a = ps11 ...p

sm
m

't��,
si ≤ ri

@Z�Y��,Ýú+����
a∗ = pr1−s11 ...prm−smm

ù�þÎÿ�þ�,�� ø
aa∗ = (a)

@k�n� ø�ù�ÿ�þ�,�� ø
pw
�þ

a∗
�x�r�-þëø�þÎÿ>ù.��,Ýú���³�-ÿ�ü�,��²'t��,

c
@���þ�,�� ø

a ⊇ ac
������-þ±��þ����²'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü��q�	@ ��@����cþ"HÓüýø�ù�þ

a ∈ a
ù:ú+�3pw
�þ

a = ac + (a)
@ & ��,��

a ⊇ (a)
ù�þ�,�� ø���þ����>úÊÿ��X
,Þþ���ù.�Ýú�'Îü�,Ýú�pr
�þ

(a) = aa∗
�úÊÿ:úú+���X
,£ü��-þºú+�

a∗
@ d �C�óÿ:ú	#

a(c + a∗) = ac + aa∗= a
þ4��þ�� ú±
�-ü�'Îü���ú��-þ���ú^� úÊù.�óÿ:ú������lþ�,£ü��-þºúÊüýø

�-ÿ�ü�,�� ø�ø�þ��X
�þ\pr
�þ
c + a∗ = A

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
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� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@ ��@���� Ï·� Õ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�ÓDÒ Ü Ú Ö × Ü � Ø Ú�ÒCÑCÒ Ü A ZfÔrÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0Ó4ã Ø Ú Ö \tÚ�ã	ÑXÙTà Ü±Ü àtÓ �

Õ�Ü"Ö × Ü à Ü�Ü Ù Ü�Z ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Ó�Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò Ü Ò ÜB� ÑX×åÓ Ø Ñ áµÞ Ó6� Ö Ú	\.Ñ'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï � '�� úÊÿ.�fpw
�þ\
,-���,4���-ü����-ÿ�ü���'Îü��ú+� �\���,4���-ü��)�-þ?ûtþt�-þ�F½ü����3@[À�
�þ?þ��ýþ

�k���,4���-ü����-þo��úÊù.�óÿ:ú������4~�-ü�'ºú�,�� ø�ù�ÿ:ú�9�ø:þk��� ø['�
-ÿ�ø.� ø*�?=óø�ü�'t� ø[�-þ6=+����þ��-ÿ:ú	@
52úÊÿ:ú>úk/C��� ù:ú	#G��ø�
	1?'Îüýþ���ù�þ�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø�pw
�þ�� ø�ü��-þºúÊüýø¬�-ÿ�ü�,�� ø}ø$���\�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýøµ@uSnþ;��ú

p 6= (0),
, ü��-þºú+�¬�-ÿ�ü�,��@eQ�,!þ��ýþ�,Þþ���ù.�D�?���+9å�w
���³�-þ
p
# �x�óÿ6��þÎÿ�ù�þ���'æþÎÿ>úe
, ���,4���-ü��n�-þ4��úÊù.�óÿ:ú������

~�-ü�'ºú	#½ø:þ�þæø.'Îÿ�þ�/�þ['t��,��6�-ÿ.�r�	
-ù.�}�-þ�ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þÎüýø�@ & ��,��
p

�¢�-ÿ�ü�,���þ��ýþ�'t����ù.��, ��þ����\,Þþ���� øT
,
�-þ�ø�þ�
�ø*��úÊù.�óÿ�þæø�ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þÎüýøkpr
�þ6�-þ����óù:úÊÿ�þ�,�� øo�x�óÿ

π
@[52þ����±'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü��)�	@ ��@����	#�þ"HÓüýø�ù�þ\
,=ü��-þºú+�

p∗
ù:ú+�upr
�þ

pp∗ = (π)
@^�n� ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø2pw
�þ

p∗ = A
�-þf�����-þéø:þ��X
�þ��Qÿ�þæø.
� ù:ú���@^5;þ����D,Þþæø�,��

't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��lþ"HÓüýø�ù�þ�,£ü��-þºúÊüýø
q, q∗

ù:úÊüýø6pr
�þ
pq = (a), q + p∗ = A, qq∗ = (b)

þ
q∗+p = A

�úÊÿ:ú
a, b ∈ A @ & ��,��

(πb) = pp∗qq∗ = (a)p∗q∗
ù�þ�,�� øWpr
�þ

a | πb ������-þ
ac = πb, c ∈ A @ & ��,���þ�,


, ���,4���-ü��2�-þ���úÊù.�óÿ:ú������2~�-ü�'ºú�ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��Í�*�-ÿ�ü�,��>ù�þ�,�� ø�pr
�þ
π | a ��


π | c @KSnþ
π | a þ���ù$���

a/π ∈ A þ (a/π)p∗ = q
������-þ

q ⊆ p∗
þ¢'t��,��

q + p∗ = A
ù�þ�,�� øupw
�þ

p∗ = A
@ d �ú+������ú+,Þþ��½ù�þX#ø�þ

π | c þ��½ù$��� (c/π)p = q∗ =⇒ q∗ ⊆ p
þ�þ��½ù$���

q∗+p = A =⇒ p = A
�)pw
�þ2��ú+��ø.
-ÿ.��ëþþæø�ù�þk'ºúóø.���?���Ýú�'t���½ù�þt'æþX@ �

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@ ��@��X� Ï Snþ;��ú
A


,¯���,4���-ü����-þ?ûtþt�-þ�F½ü����3@KQ*,�ü��-þºú+�3�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü����-þ
A

�o
,
A

9�ø�
�,�7G�	
���
a

�-þ
K = ff(A)

ù:ú+�Ípr
�þ
da := {da : a ∈ a} ⊆ A �úÊÿ:úpú+���X
,

d ∈ A, d 6= 0
O0��
þtpw
-ü�/ ú+�ýþ���ù�þ�,Þþ��½ù�þ�þ�,

K
U"@

l��óù�þfpw
�þf
, ü��-þºú+�u�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��n�?���D�X#I��þt'æþæø�ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ���ù�þ)
, ü��-þºú+�å@nÀ�
ú+����D��þt'æþæø�ø$=Êÿ�ü��#
�úÊÿ:útþ�/½ü ù:úÊÿu't���	�¼
�ø$���#w��� ø�ÿ�þ"� þÎÿ�ü ÿ�þ�,�� øòú�� ø�ü��-þºúÊüýøT�-þ

A
't��,���ü��-þºúÊüýø�ü���ù�þÎü ÿ.� øK�-þ

A
@TJ 't�����;
�½ù.�

�� ø$ü��-þºúÊüýø¢�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø*�-þ
A
ø�þÎÿ$=��-þ����óù:ú�����i�óÿ

Id(A)
@

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@��	� Ï 5 �G�-þ�,�� ø�þtpr
-ü�/óú+�ýþ��½ù�þ�,Þþ���ù�þZ�-þ"1��-ü ÿ5ü��-þºúÊüýøI�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� øK't��,��?ø�þ�����
� ø
A

9�ø�
�,�7G�	
��� ø
a

�-þ
K

#��?���+9å�w
��� ø�#C1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ¢��þÎÿ:ú��� ø�@�ûtþu��úÊù.�#�
,è,6~� ù�ü�����\'t��,}
, �� ø
�-þ�����,pü��ú���óÿ�þæø��� øK��þÎÿ:ú���óÿ�þæø¬�-þ

a
ø²úÊù�üýø�� ú+E�ú\'t�����Óü������2��ú\�-þ"1��-ü������@WL�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#-ø:þ

a
�


,Wü��-þºú+�i�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��pþ���ù$���
da

��
,
A

9�ø�
�,�7G�	
�����-þ
A

O¼
,ªü��-þºú+� UòþX#G�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#G1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ
��þÎÿ:ú���@Z�i�óÿ�#i�Óü���ú+,�� ø�#

x1, ..., xm ∈ A
@kSnþ��X
�þ�pw
�þ

d−1x1, ..., d
−1xm ∈ K

�}
, 't������
��ù.�^�-þ
��þÎÿ:ú���óÿ�þæø[�úÊÿ:ú

a
@

�Y�G���þ��ýþ�,Þþ���ù.�e�?���+9å�r
���
x ∈ K �-þ"1���þ4�fü��-þºú+�I�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��

(x) := Ax = {ax : a ∈ A} @�;úÊüýø�ü��-þºúÊüýø��¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø�ø$�����-þ�����,pü��ú��� ø*�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@ûtú��� ø�ü��-þºúÊüýø¢�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø
a, b

�-þ
A
þæø�ù$=4�-þ"1��-ü�������-ÿ.�r�	
-ù.�

ab := {∑ aibi : ai ∈ a, bi ∈
b} pr
�þk�o����/ ú+,Þþ���ù�þ}
,�ü��-þºú+�3�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��@òûtþZ� úÊù.�#

ab
�\
,

A
9�ø�
�,�7G�	
�����-þ

K
#	�?���+9å�w
���#

1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þf��þÎÿ:ú���@flZ�óù�þ4pr
�þ4���e'ºúóø.�e�-þÞü��-þºúÊüýøfO �ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� øVUo�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�#
(a)(b) = (ab)

þ
pw
�þ

(a)b = ab = {ab : b ∈ b} @
�.� È�S��v|rÅ �	@ ��@��X� Ï Snþ;��ú

A

, ú+��þ��*�-þ^/ ú+���óÿ�ü�E¿ú��������Óüýø$'Îÿ�þÎù:ú²'t��, ü��-þºú+�[,Ýú�HÓü�,Ýú+�

(π)
þ

K = ff(A)
@u� ø�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø��?���+9å�w
��� øo�-þ

K
ø�þ?þæø$'Îÿ�þ�/�þ�,¯�-þo���óÿ�,Ýú�~�-ü�'ºú�'t��,��

a = uπm; u ∈
A×,m ∈ N @¬Snþ;��ú

a

, ü��-þºú+�3�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��f�-þ

A
@�÷W�½ù$���

da ⊆ A �úÊÿ:úÞú+���X
,
d ∈ A @K5 �G�-þ�,�� øø�
�x�óÿ

d = πn
@ò÷W��ù$���

πna
�6
,�ü��-þºú+��ü��½ù�þÎü ÿ.���-þ

A
þ?ù�þ�,e#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�ú4�0�óÿ�,Ýú

(πm), m ∈ N @
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d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø4pr
�þ

a = (πm−n)
@Öûtþ���úÊù.�#K't��,��

πna = (πm)
ù�þ�,�� ø4pr
�þ

πm = πna, a ∈ a������-þ
πm−n ∈ a

þ
(πm−n) ⊆ a

@6L�þt'Îü��-ÿ.�r'ºú+,Þþ��½ù�þX#Í��ú���
a ∈ a

#
πna = xπm, x ∈ A ������-þ

a = xπm−n ∈ (πm−n)
þëø�þ��X
�þ��cú�1�ÿ�,Ýú���@D5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#u� ø�ü��-þºúÊüýø\�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø4�-þ

A
øV���D��ú

�0�óÿ�,Ýú
(πm), m ∈ Z @�ûo��pr
�þ*���óüx/½üýø�ù.�#nþ��ýþæø¬���óÿ�,Ýú+, 
, � ÿ�
�x�>ú+��þ�� ü ú+����� ü�/nÿ�þk�-þ��x� ø�ù.�±��þ�úú+�� ü�'ºú������
Z −→ Id(A)

��ú���ú��x�óÿ
m 7−→ (πm)

�o
,�üýø.��,��óÿ�1ø�,��@
PRQ È�Å Ì3È�S �	@ ��@��X� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒwÓ Õ�â Ö Ú�Ó4Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò&a.b Ö × Þ Ó4Ó@\$Ó Ö�^"ÔrÖ ×åÓ

Id(A) Z Ó�� ØVÔ ã	Ó
Ñ'� Ü Ù Ú�Ñ Ö ÓfÙ Ú d�Ø.Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ6ã Ü Ù�Ó+à6Ú�Ò Ü ÑXÚ¡à¬ã Ø Ú Õ Ó+à6Ò Ü A a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï {�ü�,�� ø��úf����ø�þÎÿ�/óú������fú+��ù�þÎÿ�ü��óÿopr
�þ6���-ÿ.�G�	
-ù.�ëþæø�ù$=4��þ�,¯�-þ"1��-ü���fþ6�

���w/nü ú+,Þþ���ù�þ}'t��,6
-ù:úÊù�ü�/C�@ d úóø�ø$�r'Îü úÊù�ü�/nü���ú��-þk/�þ�,<�����úÊù.�4pw
�þ
(ab)c =

{∑
(aibi)ci : ai ∈ a, bi ∈ b, ci ∈ c

}
=
{∑

ai(bici)
}

= a(bc).

Jgþ��ýþ�,Þþ��½ù.�4��þ�
-ù�ÿ.�>ø�þÎÿ$=�þ�/½ü��-þ��½ù�þ�,Þþ���ù�þ
A

@I�D� ø�ù�ÿ�þ�,�� ø�ú�þ"HÓüýø�ù.����'Îü ú2�-þ�ü��w/�þÎÿ�ø.� øµÃ�ø�þ
a

��ü��-þºú+�ü���ù�þÎü ÿ.�Xþ���ù$���#8��þ����e't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��n�	@ ��@����Qþ"HÓüýø�ù�þ�
,£ü��-þºú+�òü���ù�þÎü ÿ.�
a∗
þ
a ∈ A ù:ú+�upw
�þ

aa∗ = (a)
@

d ø:ø�ü�,e#	��ú4����ø�þÎÿ�/ ú������Ýú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�ù�þ�,�� ø
a(a−1a∗) = a(a−1)a∗ = (a−1)aa∗ = (a−1)(a) = A.

l��4'ºúóø$����þÎÿ:ú+�å#-ù�þ�,�� ø
da


,�ü��-þºú+��ü���ù�þÎü ÿ.�f't��,
d ∈ A úóø�ø�ü�,eÃ

a(d(da)−1) = (a(d))(da)−1 = (da)(da)−1 = Aþ�ù�þ�,�� ø[�4�-þæø�þ;��ú���@WL�þæø�ù:ú�9å��� ø¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ[pw
�þ
Id(A)

�o��þÎÿ:ú����� ü�/½ÿ�þ�,Þþ��½ù�þk��þ���� ø$ü��-þºúÊüýø$ü���ù�þÎü ÿ.� ø
�-ÿ�ü�,�� ø}�-þ

A
@eSnþ;��ú

a ∈ Id(A)
þ��½ù$���

da
�Þü��-þºú+��ü��½ù�þÎü ÿ.�D�-þ

A
't��,

d ∈ A @)hY���C�#8�x�G�-þ�,�� øþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ
(d)a = da = pr1i ...p

rm
m

þ
(d) = ps11 ...p

sm
m

't��,
ri, si ∈ N

@ d ø�ø�ü�,e#
a = (d)−1(d)a = pr1−s11 ...prm−smm ; p−ki := (pki )−1.

d 
�-ü�'Îü���ú��-þ6/�þ�, ���� úÊù.�fpw
�þ�ø�þ?ù�ü�/C�æø�ø:þ�,�� ø
pr11 ...p

rm
m = qs11 ...q

sn
n ; ri, sj ∈ Z

't��,¯� úÊù.�óÿ:ú��tznþæø
�Óüýø�ù�ü���ù:úóø�þ���ù$���Xø�þ�����

a = p
|r1|
1 ...p

|rm|
m q

|s1|
1 ...q

|sn|
n

ù�þ�,�� ø
apr11 ...p

rm
m = aqs11 ...q

sn
n

't��,���ü��-þºúÊüýøü���ù�þÎü ÿ.� ø�'t����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����fú���=>þæø�ù:ú+��þ��ýþt'Îü���ú4
�-ü�'Îü���ú��-þ6��ú2� úÊù.�óÿ:ú��������-þæø�ù�þæø$ü��-þºúÊüýø�@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@��+� Ï L�þt'Îü��-ÿ.�r'ºú+,Þþ��½ù�þX#2÷*@YlZ�½þÎù�N�þÎÿ\,�� ø�ù�ÿ.��
�pr
�þ4
,����,4���-ü����-þÝü���ù�þ"9

� ÿ�ü���ú��-þ6'�
���� ø�ü��-þºúÊüýø[�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø����óÿ�,Ýú+,<
,-� ÿ�
�x�Ýø.���D�4�-ÿ.�r�	
-ù.�f�-þ�ü��-þºúÊüýøZ�k
,¯���,4���-ü��
�-þ�ûtþt�-þ�F½ü����3@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@ ��@��X� Ï Snþ;��ú

A

, ���,4���-ü��4�-þtû�þt�-þ�Fnü����fþ

K
ø�þ�
±'t�óÿ��i���-þ��ãÿ:ú��tz½þæø�@
ûtþ"1��-ü>9

,�� ø¢��� ÿ�
�i�4��úóø*'�� úóø�ø�þæø¢�-þtü��-þºúÊüýø['t��,��pø�þ�����4�4pr
��G'Îüýþ���ù�þ
Cl (K) = Cl(A) := Id(A)/P(A)�����-þ

P(A)
���fø�
�� ÿ�
�x�^�� øtü��-þºúÊüýøo�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� øk�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@�J �w~,ÞþÎÿ.�e�-þ�'�� úóø�ø:þ2�-þ

A
O0�-þ

K
U"#�-þ����óù:ú�����i�óÿ

hK
�?ú��óÿ.�-þ�,-�-þ

Cl(A)
@

Snþ;��ú
S


,�ø�üýø�ù�þ�,ÝúZ,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C��þ�,
A

#C���,4���-ü��\�-þ$ûtþt�-þ�Fnü����3#�þ
AS = S−1A

pw
�þ�/nü�,�� øø�þÎÿ*��
����,4���-ü��)�-þ?ûtþt�-þ�Fnü�������
e
, 't�óÿ��i�@}ûtþ6pr
ú+��pw
�þÎÿ¢���óÿ�,Ýú	#
ff(AS) = ff(A)

@�5
úÊÿ:úÞù.�G��ü��-þºú+�
a
#
S−1a := {a/s : a ∈ a, s ∈ S} �}� ú�'Îü���,Þþ��½ù�þ4/nüýø�ù.�éø:þÎÿZ
,3ü��-þºú+�T�-þ

AS
@\�;ú+,}�i��,��þ�/½ü��-þ��½ù�þ\pr
�þk��ú��� ø$ü��-þºúÊüýø¢�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø

a, b
#Óù�þ�,�9�ø�þ

S−1(ab) =
(
S−1a

) (
S−1(b)

) @KÀ�
�þÎÿ�þ�,�� ø
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,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pw
�þ

S−1
(
a−1
)

= S−1 (a)−1 @ & ��,��
S−1 (A) = AS

ù�þ�,�� ø¬pr
�þ
S−1 ,Ýú+����ú�þ��ýþ�,Þþ���ù.�

��þ�
-ù�ÿ.�Öþ�, þ��ýþ�,Þþ��½ù.�m��þ�
-ù�ÿ.�@ d ø�ø�ü�,e#
AS = S−1 (A) = S−1

(
a−1a

)
= S−1

(
a−1
)
S−1 (a)������-þ

S−1
(
a−1
)

= S−1 (a)−1 @
ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@��X� ÏcY ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�Ó}Ò Ü Ð Ü Ò ÜV± Ú Ö Ò Ü S ÔGÕ àVÚ à"× Ü�Õ Ñ Õ�Ô Ù>×0Ú�ã|Ù Ú	\.ÑX×0Ú d Ó Ü"Õ

A
a�b Ö × Þ Ó4Ñ4Ñ"ã|Ù Ú	\.Ñ á�Þ Ó a 7−→ S−1a

Ò Ü � ÖxÜ�ÔrÕ Ú à�Ó Õ Ó Ø �Wà Õ Ó Ü"Ö × Ø.Ü Ó}à Ô �	� ØVÔ ã	Ó)Ò Ü Id(A)
� Ü"Ø ÑCÒCÓã Ü Ù�Ó+à\Ú�Ò Ü Ñ�Ú à[TåÚ Ö × Ü Ú Ø Ó�à�]�ã Ø Ú Õ Ó+à6Ò Ü A Û�Ô�Ü\ÖiÞ Ó�Ú Ö × Ü"Ø à Ü \t×åÑ Õ S Ü Ó�� ØVÔ ã	Ó

Id(S−1A)
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï À�
�þ�þæø�ù:úcú+�� ü�'ºú������²�)
, ,��óÿ�1ø�,��²�-þ)� ÿ�
�i�cø�þ��X
�þ±��ú³'t����ø�ù�ÿ�
������ú�'Îü�,ÝúQþ���úe�-ÿ.���i� ø�ü������D�	@��X@���ø�þ��X
�þfpw
�þÝþ�� úe�4
,Ýúe�-ü �±þt�����Xþ���ù�ÿ�þ�� ø6��þÎÿ:ú���óÿ�þæø�þX#8�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#

,�üýø.��,��óÿ�1ø�,��@ �

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@��C� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔrÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0ÓPÒ Ü Ð Ü Ò ÜV± Ú Ö ÒÒ\.Ó Õ Ö � Õ�Ü"Ø Ó´Ò Ü \�Ù�Ñ+à$à Ü � Ö Ú0×åÓ'a
Y ÜN^ Ñ Õ a1, ..., am ÔrÕ \.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓ±Ò Ü}Ø�Ü ã Ø�Ü à Ü"Ö ×åÑ Ö × Ü à�ã	Ñ Ø Ñ^Ó�� ØVÔ ã	ÓeÒ Ü \tÙ>Ñ+àVà Ü à�Ò Ü Ú0Ò Ü Ñ�Ú à � Ó Ø"Õ ÑCÒCÓ
ã	Ó Ø Ú�Ò Ü Ñ�Ú àZÚ Ö × Ü Ú Ø Ó+à Ü à ÜN^ Ñ b ∈ ∩ai

acb Ö × Þ Ó2à Ü"Ö ÒCÓ
S = {bn : n ∈ N} × Ü"Õz� à Ü6ÛtÔÜ AS Z ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0Ó

ã Ø Ú Ö \tÚ�ã	ÑXÙ¹a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�óÿfN-ü��i7óù�þæø:þX#5ù.�G��cü��-þºú+��ü���ù�þÎü ÿ.�

a ∈ Id(A)
�i�G�-þ�ø�þÎÿÞþæø.'Îÿ�ü ù.�²'t��,��

a = (a)ai; a ∈ ff(A)×, 1 ≤ i ≤ m @5÷T��ù$���
S−1a = (a)S−1ai

�����-þX#�ú+�C�óÿ:ú	#
(a)

�-þ����óù:ú��>ü��-þºú+�
�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��±��þÎÿ:ú���±�x�óÿ

a
þ�,

AS
@ & ��,��

S−1ai
��ü���ù�þÎü ÿ.��þ>þ��ýþ4't����ù�þ�,�
,Ýúf
�-ü���ú��-þX#

b
#�þ��ýþ

�f�cú+��þ��#ü���ù�þÎü ÿ.�@qhY���C�#
S−1a

�)�-ÿ�ü���'Îü��ú+���úÊÿ:úXù.�r��Eü��-þºú+�}ü���ù�þÎü ÿ.�
a ∈ Id(A)

@ d �C�óÿ:úD��þ�� ú
����ø�þÎÿ�/ ú��������	@��X@��>ù.�G��>ü��-þºú+��ü���ù�þÎü ÿ.�f�-þ

AS
�6�-þæø�ù:ú}�0�óÿ�,Ýú�������-þ?ø�þ��X
�þ\�4�-þæø�þ;��ú���@ �

d �½ù�þæø\�-þ4't����ù�ü��r
úÊÿ�,�� ø}/�þ;��ú+,�� øk
,Ýú±'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�ü�E¿ú������D�-þ
a−1 pw
�þ���� ø?ø:þÎÿ$=)~-ù�ü��å@�ûtþ"1��ú

a′ = {a ∈ ff(A) : aa ⊆ A} @){�ú+,�� ø6,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ}pr
�þ
a′ = a−1 @X� �å=�'Îü��K/�þÎÿ2pw
�þÝþæø�ù�þ���
,

A
9ø�
�,�7G�	
�����-þ

ff(A)
@
û�ú���

d ∈ a
#X��ú��-þ"1��-ü������o�-þ

a′
ù�þ�,�� øIpr
�þ

da′ ⊆ A ������-þ
aa′ ⊆ A @;÷5ø�ù�þ

�6
,
A

9å,��r�	
���±'t����ù�ü����þ�,
A
þX#i�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#x
,3ü��-þºú+�W�-þ

A
@6Sr
�i���Nú)pr
�þ

aa′ ( A
@t÷W�½ù$���

aa′ ⊆ p
�úÊÿ:úXú+���X
, ü��-þºú+�¬�-ÿ�ü�,��n�-þ

A
@D52úóø�ø²ú+������úÊÿ:ú

Ap
O0pr
�þf�f���,4���-ü��D�-þëûtþt�-þ�F½ü����?U

���-ù�þ�,�� ø�ú�ü���'���
�ø$���
bb′ ⊆ q

�����-þ
q = S−1p, b = S−1a

þ
b′ = S−1a′

@
d 1�ÿ�,Ýú+,�� økpr
�þ

b′ = {a ∈ ff(AS) = ff(A) : ab ⊆ Ap} =: i
@�� '�� úÊÿ.�fpr
�þ

b′ ⊆ i
@Z52úÊÿ:ú�úü���'���
�ø$����'t���½ù�ÿ$=Êÿ�ü ú4���óù�þ\pr
�þ�ø�þ

x ∈ i
þ

a = α1A+ ...+ αnA, αi ∈ a ⊆ b
ù�þ�,�� ø¢�x�óÿ[N-ü��x7óù�þæø�þ

xαi = ai/si, ai ∈ A, si ∈ S
@KSnþ;��ú

s =
∏
si
þ���ù$���f��ú��� ø

λ1, ..., λn ∈ A
ù�þ�,�� ø

xs
(∑

λiαi

)
=
∑

λiŝiai ∈ A; ŝi = s/si.

hÍ���C�#
xs ∈ a′

������-þ
x = xs/s ∈ b′

þ�ø�þ��X
�þ\�Þú�1�ÿ�,Ýú���@
d �C�óÿ:ú�ù:ú+,6�x��,¤ù�þ�,�� ø

q = (π)
�����-þ

π
�K
,y�-ÿ�ü�,����-þ

Ap
þ

b = (πm), m ∈ Z @ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø
pw
�þ

b′ = (π−m)
�²pr
�þfü�,4�� ü�'ºúÊÿ$=qpr
�þ

q = bb′ = Ap
�²pr
�þ^�Qú+��ø�
-ÿ.��q������-þ�ø:þ��X
-ü ÿ$=²pw
�þ

aa′ = A
þ

a′ = a−1 @/ûtþe��úÊù.�#¢���óù�þnpw
�þ
π−mb = π−m(πm) ⊆ Ap

������-þ
π−m ∈ b′

þ
(π−m) ⊆ b′

@WL�þt'Îü��-ÿ.�r'ºú+,Þþ��½ù�þX#|��ú���
a ∈ b′

ù�þ�,�� ø
πm ∈ b

������-þ
aπm = b ∈ Ap =⇒ a = bπ−m ∈ (π−m)þ�ø�þ��X
�þ\�Þú�1�ÿ�,Ýú���@
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l�þæø�ù:úEø�þt�����n�-ÿ.�µ/óúÊÿ�þ�,�� øfpw
�þ±�D�ãþt'$N��Eü���ù�þÎü ÿ.�q�-þ)
, ���,4���-ü��²�-þfûtþt�-þ�F½ü����Gø.���-ÿ�þ)
,Ýúþ"Hnù�þ���øV���n1��-ü ù:úhþ�ø�þ��úÊÿ$=t/�þ��Z�-þ�ø�þ�
º't�óÿ��x�q�-þ)�¹ÿ:ú��tznþæø��X#}úÊü�����ú	#u
, ���,4���-ü����-þ�ûtþt�-þ�F½ü����3@
5�ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø��-þ)��óüýø6�ýþ�,Ýúóø�@²J¿�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�³�f��þ�, 't���N�þt'Îü���³�� ø2'�
-ÿ�ø$� ø6�?=óø�ü�'t� ø2�-þ±=+����þ��-ÿ:úXþ
��,pü ù�ü ÿ�þ�,�� ø�ú4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������@
� È�S[Î �	@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ Ñ ÖxÜ Ù�©\Ó Ü ×N� Ü"Ø Ú0Ñ Ö Ó'a.b Ö × Þ Óf×åÓ�ÒCÓ

R � Õ�� Ò Ô Ù�Ói� Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ Z©\Ó Ü ×N� Ü"Ø Ú0Ñ Ö Ó'a
�

� È�S[Î �	@��	@�� Ïz� Õ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�Ó}Ò Ü Ú Ö × Ü � Ø Ú�ÒCÑCÒ Ü A \.Ó Ö × Ü"Ö ÒCÓ ÔGÕ \$Ó Ø ãÓ
K Ü Ñ�Ù"� Z � Ø Ú`\$Ó2à�Ó'� Ø�ÜkÜ à�× Ü\.Ó Ø ã	Ó ZVÝ¬Ü Ù Ü6Õ�Ü à Õ Ó ÝTÔGÕ \.Ó Ø ã	Ó&a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
β ∈ A, β 6= 0

@u�n� ø�ù�ÿ�þ�,�� ø�pw
�þ?þ��ýþ6�i� ø:ø�
-ü�ü��w/�þÎÿ�ø.�ëþ�,
A

@ & ��,��
A

�òú+���C���-ÿ�ü�'t��ø.���-ÿ�þ
K

#
K[β]

ù�þ�, �Óü�,Þþ���ø$���[1��-ü ù:ú['t��,��
K

9�þæø��ú��t�¢/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@ d �C�óÿ:ú�ú�ú+�� ü�'ºú������
β : K[β] −→ K[β]

��ú���ú^�x�óÿ
x 7−→ βx

�pü�����þÎù.�óÿ:úqO¼�x�óüýø
A

�����,4���-ü��wU"@fû�úe=+����þ��-ÿ:ú^� ü���þºúÊÿø�þ��X
�þkpr
�þ
β

��ø.���-ÿ�þ;��þÎù.�óÿ:úpþ?þ"HÓüýø�ù�þ
β′ ∈ K[β] ⊆ A ù:ú+�Ypr
�þ

ββ ′ = 1
't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� ÏBY Ü`^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0ÓkÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò�\.Ó Õ \.Ó Ø ã	Ó2Ò Ül�VØ Ñ á�ªµÜ à K acY ÜN^ Ñ L ≥ K
ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ Ó�� Ö Ú¼×åÑ Ü à Ü ã	Ñ Ø f d+Ü Ù¹a�b Ö × Þ Ó AL Z ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú�ÓfÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò&a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�óÿ��X@��	@����	#

AL
þæø�ù$=o't����ù�ü����þ�,è
,

A
9å,�7G�	
���Z1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ[��þÎÿ:ú���

B
@ûo�}�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.���ýþ�,Ýú>ø:ú+��þ�,�� ø¢pr
�þ

B
�olZ�½þÎù�N�þÎÿ�ü ú+���@ d ø�ø�ü�,e#Óø�þ�
�ø#ü��-þºúÊüýø�ø$����ù.�r�� ø¬1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ

��þÎÿ:ú��� øk't��,��
A

9å,�7r�	
��� ø�þX#x't����ø�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ��½ù�þX#Y't��,��
AL

9å,�7G�	
��� ø4O¹ü��-þºúÊüýøVU"@k5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#
AL�?ú+��þ��YlZ�½þÎù�N�þÎÿ�ü ú+���@

Mw=f�-ÿ.��/ ú+,�� ø?þ�, �X@��X@����fpr
�þ
AL

��ü��½ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ���ù�þ��ãþt'$Nú���@\L�þæø�ù:ú�9å��� øo,�� ø�ù�ÿ:úÊÿopr
�þ�ù.�r��ü��-þºú+�Y�-ÿ�ü�,��
q
#|�?���+9å�w
���#3�-þ

AL
�6,Ýú�Hnü�,Ýú+�å@oSnþ;��ú

β ∈ q, β 6= 0
@ & ��,��

β
�?ü��½ù�þÎü ÿ.�éø.���-ÿ�þ

A
#þ��ýþ�ø:úÊù�üýø���ú+Ek
,Ýúpþtpr
ú���������pù�ü��x�

βn + b1β
n−1 + ...+ bn = 0, bi ∈ A

pw
�þT�i�G�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ�ø�þÎÿY�-þT� ÿ:ú+
6,4���-ü�,��#���
�ø�þ;��ú	#��x�G�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ
bn 6= 0

@ & ��,��
bn ∈ βAL∩Aù�þ�,�� ø6pr
�þ

q ∩ A 6= (0)
@ d �C�óÿ:ú	# ��'�� úÊÿ.�Dpw
�þéþæø�ù�þ��4
,!ü��-þºú+�K�-ÿ�ü�,��lþX#8�x�óÿ�ù:ú+��ù.�# ,Ýú�Hnü�,Ýú+�

�-þ
A

@�÷T��ù$���
A/ (q ∩A)

�}
, 't�óÿ��i�ëþ
AL/q

�}
, ���,4���-ü��@\J°�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�ëþæø�ù$=��úÊù�
-ÿ:ú+��,Þþ��½ù�þü�,ÞþÎÿ�ø.�)���éø:þ��X
����±��þ�� úëú+�� ü�'ºú������
x + q ∩ A 7−→ x + q

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� økpr
�þ
AL/q

�>ú+���C���-ÿ�ü�'t�ø.���-ÿ�þ
A/ (q ∩A)

@�ûtþ4��úÊù.�#I��ú���
α + q ∈ AL/q

#W't��,��
AL

�Ýü���ù�þÎü ÿ.�Eø.���-ÿ�þ
A

#;ù�þ�,�� ø}
,Ýúþtpw
ú������
αm + a1α

m−1 + ...+ am = 0, ai ∈ Apw
�þk't��,4�x� ø�ù:ú4't��, ú4�-ÿ.�+�±þt�����4��� ø*��=
(α+ q)m + (a1 + q)(α + q)m−1 + ...+ (am + q) = 0, ai + q ∈ A/ (q ∩A)

�4pw
�þo,�� ø�ù�ÿ:ú4pw
�þ
α+ q

�?ú+���C���-ÿ�ü�'t�Ýø.���-ÿ�þ
A/ (q ∩A)

������-þ?ø�þ��X
�þ6�Þú�1�ÿ�,Ýú���@�ûo�pø�þ��X
����
�ýþ�,Ýú	#ú+�C�óÿ:ú	#-ù�þ�,�� ø�pw
�þ

AL/q
�\'t�óÿ��x�pþX#�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�pr
�þ

q
�k,Ýú�Hnü�,Ýú+�å@ �
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Õ�À-ÁC¦�»½¸

Snþ;��ú
A


,-���,4���-ü����-þ?ûtþt�-þ�Fnü����e't��,-'t�óÿ��x���-þo�ãÿ:ú��tz½þæø
K

#
L ≥ K 
,ÝúÞþ"Hnù�þ���ø$���41��-ü ù:úþfø�þ��úÊÿ$=t/�þ���þ

B = AL
@qQ�, ü��-þºú+�¢�-ÿ�ü�,��

p
�-þ

A
��þÎÿ:ún�Eü��-þºú+�

pB
þ�,

B
pr
�þ±�-þ�/�þX#T��þ���� øù�þt�óÿ�þ�,Ýúóø��	@ ��@����pþ\�	@��	@��	#� úÊù.�óÿ:ú�9�ø�þ6�-þk,Ýú+��þÎü ÿ:ú�~�-ü�'ºú4't��,��Ã

O��	@��	@��µU
pB = Pe1

1 ...P
eg
g ; Pi ∈ Spec(B), ei ≥ 1.

Snþ
g > 1

�Óü�Eºþ�,�� ø)pr
�þ
p

�-þt't��,4�xznþ"9�ø�þlþ�,
B

@ Snþ
ei > 1

�úÊÿ:úqú+���X
,
i
#¢�Óü�Eºþ�,�� ø±pr
�þ

pÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þ�þ�,
B

O0��

L

U"@KÀ�
ú+����
P
ú+�úÊÿ�þt'æþZ�ú\� úÊù.�óÿ:ú������2�-þ

pB
�Óü�Eºþ�,�� ø¢pr
�þ

P
�Óü�/nü��-þ

p
þ

�-þ����óù:ú+,�� ø
P | p @TJ�øW�w~,ÞþÎÿ.� ø

ei
ø$���k'$Nú+,Ýú��� øK�����Óü�'æþæøK�-þ$ÿ:ú+,pü>1?'ºú������?þ¢�-þ����óù:ú+,�� ø

e(P/p)
@

J���ø�þÎÿ�/�þ�pw
�þ
B/P

�}
,
A

9å,�7r�	
���fþ�pw
�þ>ø�þ
P | p þ���ù$��� p (B/P) = (pB) /P = (0)

������-þ
B/P

�[
,
A/p

9�þæø��ú��t�}/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@KJ�
éø:þ;��ú	#
A/p

�x�r�-þ�ø:þÎÿT�úÊù�
-ÿ:ú+��,Þþ���ù�þ�ü��-þ���ù�ü>1?'ºú����'t��,��k
,ø�
�x't�óÿ��i�2�-þ
B/P

úÊù�ÿ:út/C�æø¢��ú>ú+�� ü�'ºú������
a+ p 7−→ a+ P

@TJ �w~,ÞþÎÿ.�eO¼�-ÿ.��/ úÊÿ�þ�,�� ø�ø�þÎÿu1��-ü ù.�wU
f(P/p) := [B/P : A/p]

�k�-þ�����,pü��ú���f�����Óü�'æþ\�-þtü����Îÿ.'Îü ú��-þ
P
ø$���-ÿ�þ

p
@

� È�S[Î �	@��	@�� Ï�©\Ñ Ö ÓX×åÑ áµÞ ÓPÑ�\�Ú Õ Ñ Ý2ÔGÕ Ú�Ò Ü ÑXÙIã Ø Ú Õ Ó
P

Ò Ü B Ò�Ú d Ú0Ò Ü p
à Ü³Ü à�Ó Õ�Ü"Ö × Ü à Ü

p = P ∩K a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ

P | p þ��½ù$���^�}'�� úÊÿ.�±pr
�þ
p ⊆ P ∩K þ>þæø�ù�þ6~� ù�ü�,��±�2
,3ü��-þºú+�W�-þ

A
@��Eúóø

P ∩K 6= A
O
1 /∈ P ∩K U������C�#i��þ�� ú�,Ýú�HÓü�,Ýú+� ü���ú��-þ��-þ

p
#�ù�þ�,�� ø

p = P ∩K @*5
úÊÿ:úú�/C��� ù:ú	#�ø�þ
p ⊆ P

þ��½ù$���
pB ⊆ P

�fpr
�þ6��þ�� úf����ø�þÎÿ�/óú������^�	@ ��@����	#�ü�,4�� ü�'ºú)pw
�þ
P
ú+�úÊÿ�þt'æþ��ú

� úÊù.�óÿ:ú��������-þ
pB

@ �
PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� Ï�Y Ü`^ Ñ d Ó¦� Ø Ñ Ô ÒCÑ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó�à Ü ã	Ñ Ø f d�Ü Ù L ≥ K Ü à ÜN^ Ñ Õ P1, ...,Pg ∈

Spec(B)
Ó+à¬ã Ø Ú Õ Ó�à\ÒXÚ d Ú�Ò�Ú Ö ÒCÓfÓkã Ø Ú Õ Ó

p ∈ Spec(A)
a.b Ö × Þ Ó

g∑

i=1

eifi = d; ei = e(Pi/p), fi = f (Pi/p) .

Y Ü L Z ¨[Ñ�Ù�Ó�Ú àVÚ�Ñ Ö Ó6à�Ó&� Ø�Ü K Ü�Ö × Þ Ó4×åÓ�ÒwÓ+àZÓ+à â Ö ÒXÚ`\ Ü àZÒ ÜZØ Ñ Õ Ú ��\.Ñ áµÞ Ó4à Þ Ó2Ú¹� Ô Ñ�Ú à Ý ×åÓ�ÒCÓ+àZÓ�àc� Ø Ñ Ô àÒCÑ+àR\�Ù�Ñ+à$à Ü à}Ò Ü6Ø.Ü à â Ò Ô Ó�à Þ ÓfÚ×� Ô Ñ�Ú à Ü × Ü"Õ Ó+à Ý ã	Ó Ø ×åÑ Ö ×åÓ
efg = d.

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 52úÊÿ:ú��-ÿ.��/ úÊÿ�,�� ø�ú2�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú4�úÊÿ�ù�þ\,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø�pw
�þ
∑

eifi = [B/pB : A/p] = d.

52úÊÿ:úpú}�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú�ü��X
ú+����ú��-þk����ø�þÎÿ�/�þkpr
�þZ��þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú�'$N-ü����æø[���ÿ�þæø�ù.�#
B/pB = B/

∏
Pei
i
∼=∏

B/Pei
i

þëø.7��-ÿ�þt'Îüýø²ú+,�� ø�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ4pw
�þ
[B/Pei

i : A/p] = eifi, 1 ≤ i ≤ g
@ d �C�óÿ:ú	# 1H�ú���

i
#¢�úÊÿ:ú�'ºú���ú

0 ≤ ri ≤ ei − 1
#$ù�þ�,�� ø±pr
�þ

Pri
i /P

ri+1
i

�D
,
B/Pi

9�þæø��ú��t��/�þÎù.�óÿ�ü ú+��O¼�i�óüýø
Pri
i /P

ri+1
i

�4
,
B

9å,�7G�	
���Qþ
Pi(P

ri
i /P

ri+1
i ) = (0)

U d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø}pr
�þ
Pri
i /P

ri+1
i

∼= B/Pi
@ûtþe��úÊù.�#�þæø$'t����Nú

x ∈ Pri
i \Pri+1

i

þ³�-þ"1��úGúqú+�� ü�'ºú������
ψ : B −→ Pri

i /P
ri+1
i

��ú���ú��i�óÿ
b 7−→ bx + Pri+1

i

@\lZ�óù�þ�pw
�þ}��þ����±� o ù�þt�óÿ�þ�,Ýú±��)N���,���,��óÿ�1ø�,��#Y�ëü��-þºú+�I��þÎÿ:ú���±�i�óÿ
x
þ�,

Pri
i /P

ri+1
i

�#ù.�r��k�?ú+��þ��å#�üýø�ù.�k�X#
(x) = Pri

i /P
ri+1
i

@I58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
ψ

�$ø.���-ÿ�þ;�±þÎù.�óÿ:ú	@WlZ�óù�þ#ù:ú+,6�x��,



ÂVn ¯Vn �vux���¹qC�7¥�uj�vÕ�pG� � ¶
pw
�þ

Pi ⊆ Kerψ
@ & ��,��

ψ 6= 0
þ

kerψ
�>ü��-þºú+�å#3�x�óÿk,Ýú�Hnü�,Ýú+� ü���ú��-þÝù�þ�,�� ø\pw
�þ

Pi = kerψ
@

5;þ������¡Ô�ù�þt�óÿ�þ�,Ýú����N���,���,��óÿ�1ø�,��éø�þ��X
�þ\�Þú�1�ÿ�,Ýú���@ d �C�óÿ:ú4����ø�þÎÿ�/�þ6pw
�þ
(Pri

i /P
ei
i )(

Pri+1
i /Pei

i

) ∼= Pri
i

Pri+1
i

∼= B

Pi
, 0 ≤ ri ≤ ei − 1

������-þ
dimB/Pi

(
Pri
i

Pei
i

)
= dimB/Pi

(
Pri+1
i

Pei
i

)
+ 1, 0 ≤ ri ≤ ei − 1 =⇒ dimB/Pi

(
B

Pei
i

)
= ei.

& ��,��#X�x�óÿT�-þ"1��-ü������#½úZ�Óü�,Þþ���ø$���\�-þ
B/Pi

ø$���-ÿ�þ
A/p

�
fi
ø�þ��X
�þ�pw
�þ

dimA/p (B/Pei
i ) = eifi

@
{�ú+,�� ø�4�ø�þ��X
����ú�ü��X
ú+����ú��-þX@é÷W� úe�4/�=+� ü���úepw
ú+����

A
�4�-ÿ�ü���'Îü��ú+�u�i�óüýøk��þæø�ù�þ�'ºúóø.�#

B
�

A
9å,�7G�	
���4� ü�/nÿ�þk�-þk�i� ø�ù.�

d
þ?þ��½ù$���

B ∼= Ad =⇒ A/p⊗B ∼= A/p⊗Ad =⇒ B/pB ∼= (A/p)d .

l���'ºúóø.�e��þÎÿ:ú+�å#
ø�þ;��ú
S = A\p þ����óù�þfpw
�þ

S ∩ Pi = (S ∩A) ∩ Pi = S ∩ p = ∅

�ø:ú+����D�

�ýþ�,Ýúpú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�@ul��óù�þtù:ú+,}�i��,-pr
�þ
S

��ø�üýø�ù�þ�,Ýú2,}
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C���úÊÿ:ú
B
þ?úóø�ø�ü�, ��þ�����'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü��

�	@ ��@��X�	#
S−1(pB) = S−1

(∏
Pei
i

)
=
∏(

S−1Pi

)ei .& ��,��
S−1A

�\�-ÿ�ü���'Îü��ú+��ø�þ��X
�þ\��ÝúÊÿ��X
,Þþ��½ù.�éú�'Îü�,Ýú4pr
�þ
∑

eif
′
i =

[
S−1B

S−1 (pB)
:
S−1A

S−1p

]
= d.

L�þæø�ù:ú�9å��� ø8,�� ø�ù�ÿ:úÊÿWpr
�þ
fi = f

(
S−1Pi/S

−1p
)

= f (Pi/p) = fi.
d �C�óÿ:ú	#�/nü�,�� ø8���*�ýþ�,Ýúo�	@ ��@����

pw
�þ
S−1A/S−1p ∼= A/p

#�x�óÿ�ù:ú+��ù.�
[
S−1B

S−1Pi
:
S−1A

S−1p

]
=

[
S−1B

S−1Pi
:
A

p

]
.

{5þ;��ú+,�� øYpw
�þ [
S−1B/S−1Pi : A/p

]
= [B/Pi : A/p]

@ISnþ;��ú {[β1] , ..., [βn]} �úóø�þK�-þ
S−1B/S−1Pi't��,��

A/p
9�þæø.�ú��t��/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@ 58�G�-þ�,�� øfø�
�i�óÿ

βi ∈ B
@ & ����ø�ü��-þÎÿ�þ

βi ∈ B/Pi
þ^���óù�þnpw
�þ

βi 6= 0
@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø6pr
�þ {

β1, ..., βn
} �2�úóø�þ4�-þ

B/Pi
't��,��

A/p
9�þæø��ú��t�e/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@pû�þ2��úÊù.�#ø�þ

λ1, ..., λn ∈ A/p
ø$���pù:úÊüýø�pw
�þ ∑

λiβi = 0
þ���ù$���f't��,��

Pi ⊆ S−1Pi
ù�þ�,�� ø ∑

λi [βi] = [0]þ�þ���ù$���
λ1, ..., λn = 0

@ d �C�óÿ:ú+ø�þ;��ú
β ∈ B/Pi

@»�;þ�,�� ø
[β] =

∑
λi [βi] , λi ∈ A/p

@ J�
ø�þ;��ú	#�ù�þ�,�� ø
β −∑λiβi ∈ S−1Pi.

& ��,��
β −∑λiβi ∈ B

þ
S−1Pi ∩ B = Pi

ù�þ�,�� ø2pw
�þ
β −∑λiβi ∈ Pi

������-þ
β =

∑
λiβi

�-ÿ.��/ ú+����4�Þú�1�ÿ�,Ýú���@TA ø�ù.�}'t����'���
-ü�ú2�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú2�úÊÿ�ù�þk��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú	@
d ø�ø.
,ÝúEú+�C�óÿ:ú³pr
�þ

L
��:�ú+���óüýø�ü ú+���cø.���-ÿ�þ

K
@Ä�è'�� úÊÿ.�²pr
�þ

B
�fþæø�ù$=t/�þ���ø.���Núcú������²�-þ

Gal(L/K)
#�üýø�ù.�f�X#

σB = B, ∀σ ∈ Gal(L/K)
Oãø�þ

b ∈ B þ
σ ∈ Gal(L/K)

#x't��,��
b

��ü��½ù�þÎü ÿ.�ø.���-ÿ�þ
A
ø:þ��X
�þZpr
�þ

σb
��ü��½ù�þÎü ÿ.��ø$���-ÿ�þ

A
@ & ��,��

B = AL
ø:þ��X
�þ�pr
�þ

σb ∈ B U"@I58�óÿ$þæø�ù:ú�ÿ:ú+Eµ���#ø�þ
P

�\
,=ü��-þºú+�I�-ÿ�ü�,��f�-þ
B
þ���ù$���

σP
ù:ú+,6�x��, �)Oãø�þ

xy ∈ σP
þ��½ù$���

σ−1 (x) σ−1 (y) ∈ P



ÂVn ¯Vn �vux���¹qC�7¥�uj�vÕ�pG� � m
������-þ

x
��


y
þæø�ù$=pþ�,

σP
U"@ d �C�óÿ:úpø�þ

P | p þ��½ù$��� σP | p �i�óüýø*����ýþ�,ÝúÞú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#
p = P ∩K =⇒ p = σp = σ(P ∩K) = σP ∩Kþ^����/ ú+,Þþ���ù�þ³����ýþ�,Ýú	#
σP | p

@ & ��,��
σ

�e
, üýø$��,��óÿ�1ø�,����-þ
K

9 =+����þ��-ÿ:úóø)�-þ�/�þ�,�� øéù�þÎÿ
e(σP/p) = e(P/p)

þ
f(σP/p) = f (P/p)

þfúóø�ø�ü�,��úóø�ù:ú�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø4pw
�þ
Gal(L/K)

ú+��þù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þ\��� ø�ü��-þºúÊüýø[�-ÿ�ü�,�� ø*�-þ
B

pr
�þk�Óü�/½ü��-þ�,
p
@

Sr
�i���Nú	#u�i�óÿÝú+��ø.
-ÿ.��#Kpr
�þ
P
þ

Q
�Óü�/nü��-þ�,

p
,Ýúóø4�?���hø$���²'t������
��ú��� ø�#5üýø�ù.�²�X#K�úÊÿ:úù.�r��

σ ∈ Gal(L/K)
#
σP 6= Q

@�Snþ;��ú R = {σP : σ ∈ Gal (L/K)} @+÷T��ù$���#T��þ����Eù�þt�óÿ�þ�,Ýú
'.N-ü����æø���Qÿ�þæø�ù.�#2þ"HÓüýø�ù�þ

β ∈ Q
ù:ú+�¬pr
�þ

β /∈ a, ∀a ∈ R @DSnþ;��ú
b = Nm(β) =

∏
σβ

@Q÷W�½ù$���
b ∈ A ∩Q = p

O¼��þ������ýþ�,ÝúCU"@¬5 �óÿ���
-ù�ÿ.��� ú���#?�úÊÿ:ú>ù.�G��
σ ∈ Gal(L/K), β /∈ σ−1P

#���
lø:þ;��ú	#
σβ /∈ P, ∀σ ∈ Gal(L/K)

@ d ø�ø�ü�,<����úÊù.�4pw
�þ ∏
σβ = b ∈ p ⊆ P

't����ù�ÿ:úÊÿ�ü úëú2�-ÿ�ü�,Ýú+� ü���ú��-þ2�-þ
P

�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú+����éú2~� ù�ü�,Ýú��úÊÿ�ù�þ\��>ù�þt�óÿ�þ�,Ýú	@ �

5�ÿ.�r'æþt�-þÎÿ�þ�,�� ø�ú+�C�óÿ:ú��úÊÿ:ú�
,�ÿ�þæø�
� ù:ú���)pw
�þ6��� ø*��=�
,Ýúpÿ�þæø��x� ø�ù:ú����	��þÎù�ü�/ úÞø.���-ÿ�þ}pw
úÊüýø
�-ÿ�ü�,�� ø$ÿ:ú+,pü>1?'ºú+,�9�ø�þ�þ�,<
,Ýúpþ"HÓù�þ���ø$���21��-ü ù:úÞþ�ø�þ��úÊÿ$=�/�þ��å@
� È�S[Î �	@��	@�� ÏRY ÜN^ Ñ A ≤ B ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó�Ò Ü Ñ ÖjZ Ú àf×åÑ�Ù Û�Ô�Ü B ZfÔGÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó³Ù Ú d�Ø.Ü Ò Üã	Ó+à�×åÓ
m
a$Y ÜN^ Ñ e = {e1, ..., em} ÔGÕ ÑØ��Ñ+à Ü Ò Ü B àtÓ'� Ø.Ü A a$b Ö × Þ Ó�ãÑ Ø Ñ�×åÓ�ÒCÓ³Ú�Ò Ü ÑXÙ a

Ò Ü A Ý
e = {e1 + aB, ..., em + aB} ZfÔrÕ Ñs��Ñ+à Ü ÒCÓ

A/a �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó B/aB Ü disce
(
Tr(B/aB)/(A/a)

)
≡

disce
(
TrB/A

)
mod a

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú^�úÊÿ�ù�þ���fù�þt�óÿ�þ�,Ýú2�.=����óüW/nüýø�ù:ú)�ú±�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������e��fù�þt�+9ÿ�þ�,Ýú[�	@��	@��	@Y5
úÊÿ:ú�ú#ø:þ��X
����ú��úÊÿ�ù�þX#µ/ ú+,�� øÍ,�� ø�ù�ÿ:úÊÿYpw
�þ

Tr(B/aB)/(A/a) (eiej + aB) ≡ TrB/A (eiej) mod a
@

52úÊÿ:ú�üýø�ø$�#�ø�þ;��ú+,
(akl)

þ
(bkl + aB)

úóøu,ÝúÊù�ÿ�ü�Eºþæø¬'t�óÿ�ÿ�þæø.�i�����-þ��½ù�þæøi4óø}ú+�� ü�'ºú��tznþæø
x 7−→ (eiej)xþ

x+ aB = (eiej + aB) (x+ aB)
@5÷W�½ù$���Þù�þ�,�� ø

(eiej)ek =
∑

l

aklel ; (eiej + aB) (ek + aB) =
∑

l

(bkl + aB) (el + aB)

ø�
��ø�ù�ü ù�
-ü���������-ù�þ�,�� ø
∑

l

(akl + aB)(el + aB) =
∑

n

(bmn + aB) (en + aB)

't��,��
e

�o�úóø�þ\�i�G�-þ�,�� ø$ü��X
ú+� úÊÿ*� ø¢�����Óü�'æþæø�þ\���-ù�þÎÿ
(akl + aB) (el + aB) = (bkl + aB) (el + aB), ∀k, l =⇒ (akl − bkl)el ∈ aB, ∀k, lþk't��,��
e
ù:ú+,}�i��, �o�úóø�þ\�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

akl − bkl ∈ a, ∀k, l
������-þ?ø�þ��X
�þk���-þæø:þ;��ú���@ �

� È�S[Î �	@��	@ � ÏiY ÜN^ Ñ A ÔrÕ Ñ ÖiÜ Ù Ü B1, ..., Bg Ü�ß × Ü"Ö à ªµÜ à}Ò Ü A T Ò Ü Ñ ÖjZ Ú à�]4×åÑ�Ú à ÛtÔÜ \.ÑCÒwÑ Bi Z
ÔrÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó)Ù Ú d�Ø.Ü Ò Ü ã	Ó+à"×åÓ�� Ö Ú¼×åÓ'a�b Ö × Þ Ó disc ((

∏
Bi) /A) =

∏
disc (Bi/A)

a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú+,

ei = {ei1, ..., eiji}
�úóø�þæøZ�-þ

Bi
þ
ιi : Bi −→

∏
Bi
úóø�ü�����þt�tz½þæø

'ºú+��©��-ü�'ºúóø[���4�-ÿ.�G�	
-ù.��'ºúÊÿ�ù�þæø�ü ú+���@B�»'�� úÊÿ.��pr
�þ ∪ιi(ei) þk�úóø�þk�-þ ∏
Bi

@ d ø�ø�ü�,�ø:þ�����>ù�þ�,�� ø
disc

((∏
Bi

)
/A
)

= det
(((

Tr(
Q
Bi)/A(ιk(ekl)ιm(emn))

)
ln

)
km

)
.

d �C�óÿ:ú�'t��,��
ιk(ekl)ιm(emn) =

{
0, k 6= m

ιk(eklekn), k = m

����=�'Îü��u/�þÎÿ2pr
�þéúe,ÝúÊù�ÿ�ü�E±�i�óÿ}����r't� ø
ú�'Îü�,Ýú>ù�þ�,�ú}���óÿ�,Ýú




(
TrB1/A(e1le1n)

)
ln

0 ... 0

0
(
TrB2/A(e2le2n)

)
ln

0

@@@@@@
0

@ @ @
0

0 ... 0
(
TrBg/A(eglegn)

)
ln



g×g������-þ

disc

((
g∏

i=1

Bi

)
/A

)
=

g∏

i=1

det
(((

TrBi/A(eilein)
)
ln

)
km

)
=

g∏

i=1

disc (Bi/A) .

�
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Q�,¤þ��ýþ�,Þþ���ù.�

a
�-þu
,¤ú+��þ��

A
�¬�Óü ù.���-ü����x�óù�þ���ù�þ#ø�þ}þ}ø.��,Þþ���ù�þ#ø�þ

ak = 0�úÊÿ:úQú+���X
,
k ∈ N∗ @±J�ú+��þ��

A
���Óü ù.�Qÿ�þt�	
Eæü���Eø�þpþÝø.��,Þþ��½ù�þÝø�þÝþ��ýþ4�?���e�x� ø�ø�
-ü5þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø

�-ü����i�óù�þ��½ù�þæø[�?���+9å�r
��� ø�@
� È�S[Î �	@��	@�� ÏRY ÜN^ Ñ K ÔrÕ \.Ó Ø ã	Ó)ã Ü"ØÙ��Ü Ú0×åÓ Ü à Ü`^ Ñ B ÔrÕ Ñ

K � f�Ù"� Ü � Ø Ñ�Ò Ü Ò�Ú Õ�Ü�Ö à Þ Ó�� Ö Ú¼×åÑ&a
b Ö × Þ Ó B Z6Ø�Ü Ò Ô�� Ú0ÒwÓ�à Ü�Ü àtÓ Õ�Ü"Ö × Ü à Ü disc(B/K) 6= 0

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���NúPpr
�þcþ"Hnüýø�ù:ú

β 6= 0

, þ��ýþ�,Þþ��½ù.�´�-ü����x�óù�þ���ù�þq�-þ

B
þcø�þ;��ú

{e1, ..., em}

,Ýúf�úóø�þ��-þ

B
't��,

e1 = β
@�÷W��ù$���

βei
�2�-ü����i�óù�þ��½ù�þ��úÊÿ:úëù.�r��

i
þX#x�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#úQú+�� ü�'ºú������

K
9å� ü���þºúÊÿ

x 7−→ βeix
�4�-ü����x�óù�þ���ù�þX@�÷W,��úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#�ú±,ÝúÊù�ÿ�ü�Efpr
�þÝúfÿ�þ��-ÿ�þæø�þ��½ù:ú

�\�-ü����x�óù�þ���ù�þX@ & ��,���
,Ýú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E2�-ü����i�óù�þ��½ù�þ�ù�þ�,=ù�ÿ:ú��t�f�w
���#�ø�þ��X
�þ6pr
�þ>ú4�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úf� ü��Nú���ú
,ÝúÊù�ÿ�ü�E

(TrB/K(eiej))ij
�k�r
� úpþX#	�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#ø�þ�
e�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ�ù:ú+,}�i��,e@

L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#�ø�
�x���Nú�pw
�þ
B

��ÿ�þt�	
Eæü���@I5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�Z/ ú+,�� ø ,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ pr
�þ#ú�ü��½ù�þÎÿ�ø�þt't�����#
R

#G�-þtù.�G�� ø�� ø#ü��-þºúÊüýø¢�-ÿ�ü�,�� ø¢�-þ
B

�Z�r
���@T52úÊÿ:úpüýø�ø.�#Óø�þ;��ú
b ∈ B, b 6= 0

þtø�þ;��ú
Σ

��'t�����;
�½ù.�
�� ø?ü��-þºúÊüýø2�-þ

B
pw
�þ��?����'t����ù.��, ��þ��Nw
,Ýú��x�óù.����'Îü úe�-þ

b
@ & ��,��

b
�?���e���-ü����i�óù�þ��½ù�þnO¼�x�óÿ

N-ü��i7óù�þæø:þµU
(0) ∈ Σ 6= ∅

@ & ��,��
B

�ol��nþÎù�N�þÎÿ�ü ú+���#
Σ

�x� ø�ø�
-üx
,�þ��ýþ�,Þþ���ù.��,Ýú�Hnü�,Ýú+�
p
@I{�ú+,�� ø

,�� ø�ù�ÿ:úÊÿKpr
�þ
p

�¢�-ÿ�ü�,��@ & ��,]üýø:ø.�#�þ[��o��úÊù.�\pr
�þ
b /∈ p

ø�þ��X
-ü ÿ$=kpr
�þ
b /∈ R

@WSnþ;��ú+,
x, y ∈ B\p @÷W��ù$���

p + (x), p + (y) ) p
@^52þ�� ú�,Ýú�Hnü�,Ýú+� ü���ú��-þ)�-þ

p
ù�þ�,�� ø

bm ∈ p + (x), bn ∈ p + (y)�úÊÿ:úcú+���X
,
m,n ∈ N @Ö÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

bm = p + cx, bn = q + dy; p, q ∈ p, c, d ∈ B
@Ö÷W��ù$���

bm+n = pq+ pdy+ qcx+ cdxy ∈ p + (xy)
������-þ

p + (xy) /∈ Σ
@2÷T, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#

p + (xy) 6= p������-þ
xy /∈ p

@IhÍ���C�#
p

�¢�-ÿ�ü�,���þ$ù�þ�,�� ø¬�\�-þæø�þ;��ú���@ & ��,��
b

��úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü���ø�þ��X
�þ[pr
�þ
R = (0)

@
d �C�óÿ:ú	#-ø�þ;��ú

p

,)ü��-þºú+�x�-ÿ�ü�,��púÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��4�-þ

B
@�÷W�½ù$���

B/p
��
,¿���,4���-ü��4pr
�þX#G��þ����}��úÊù.�

pw
�þ
B
ù�þ�, �Óü�,Þþ���ø$���61��-ü ù:ú?ø$���-ÿ�þ

K
#w��ú+���C���-ÿ�ü�'t�>ø.���-ÿ�þ

K
@I5;þ����}�ýþ�,Ýú}�	@��	@��	#

B/p
�*
, 't�óÿ��x�
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þX#Y�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#

p
��,Ýú�Hnü�,Ýú+�å@eSnþ;��ú+,

p1, p2, ..., pr
ü��-þºúÊüýø6�-ÿ�ü�,�� ø}�Óüýø�ù�ü���ù.� ø2�-þ

B
@ & ��,��Qù.�G�� øø$���4,Ýú�HÓü�,ÝúÊüýø*��þ����ÝúÊÿ��X
,Þþ��½ù.�fú�'Îü�,Ýú	#�þ��ýþæø�øV���Þù.�G�� ø[�-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þ�ø�üå@¢JSù�þt�óÿ�þ�,Ýú�'$N-ü����æøZ��ÿ�þæø�ù.�pþ���ù$������� ø[�Óü�E6pr
�þ

O��	@��	@��CU
B/

r⋂

i=1

pi =

r∏

i=1

B/pi.

d �C�óÿ:ú�����ø:þÎÿ�/�þ\pw
�þ
dimK B ≥ dimK (B/ ∩ pi) =

∑
dimK (B/pi) ≥ r.

58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
B

�x� ø�ø�
-ü�ú+��þ��úóøZ
,Ýú)pr
ú+��ù�ü���ú��-þ21��-ü ù:ú)�-þ�ü��-þºúÊüýøo�-ÿ�ü�,�� øµ#3�Óü���ú+,�� ø�#
p1, p2, ..., pg�����-þ

g ≤ dimK B
@ëûo�epw
�þ�/½ü�,�� ø�ù�þ�,�� ø ∩gi=1pi = R = (0)

þ4��ú+Eºþ�����
r = g

�úQþtpw
ú������
O��	@��	@��CU}ù�þ�,�� ø

B =

g∏

i=1

B/pi.

52úÊÿ:ún'ºú���ú
i
#
B/pi

�f
,¶'t�óÿ��i�Eþf�)
,ÝúXþ"Hnù�þ���øV����1��-ü ù:úD�-þ
K

@ & ��,��
K

�f��þÎÿ�� þÎü ù.�#5þæø�ù:ú
��
,Ýú�þ"HÓù�þ���ø$����ø�þ��úÊÿ$=t/�þ��å@f5;þ�� úe�-ÿ.���i� ø�ü������²�X@��	@��G#

disc((B/pi)/K) 6= 0
�úÊÿ:ú^'ºú���ú

i
@45;þ����

�ýþ�,ÝúÞú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#
disc(B/K) 6= 0

@ �

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� ÏBY Ü`^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0ÓkÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò�\.Ó ÕèÔGÕ \.Ó Ø ã	Ó Ö?ÔrÕ[Z"Ø Ú`\$Ó K T Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó� Ö Ú0×åÑ6Ò Ü Q ]R\.Ó Õ Ó�\.Ó Ø ã	Ó4Ò ÜL�"Ø Ñ á�ªµÜ à Ü à ÜN^ Ñ L ≥ K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó�� Ö Ú¼×åÑ&aB¾ZàVà ÔGÕ Ñ Û�Ô�Ü B = AL

ZZÔGÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù>Ó�Ù Ú d�Ø.Ü a.b Ö × Þ Ó ÔrÕ ã Ø Ú Õ Ó
p Ø Ñ Õ Ú ��\.Ñ � à Ü6Ü"Õ L

à Ü\Ü à�Ó Õ�Ü�Ö × Ü à Ü p | (disc(B/A))TåÚ�Ò Ü Ñ�Ù�� Ü�Ø ÑCÒwÓV]�acb Õ ã	Ñ Ø ×0Ú	\ Ô Ù>Ñ ØVÝ ÑVã Ü"Ö Ñ+à ÔGÕ Ñ Û�Ô Ñ Ö ×0Ú�ÒCÑCÒ Ü � Ö Ú0×åÑ\Ò Ü Ú0Ò Ü Ñ�Ú àYã Ø Ú Õ Ó�à Ø Ñ Õ Ú ��\$Ñ Õz� à Ü a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

p

, ü��-þºú+�Í�-ÿ�ü�,����-þ

A
@W5;þ������ýþ�,Ýú��	@��	@��>ù�þ�,�� ø[pr
�þ

disc(B/A) mod p ≡ disc ((B/pB) / (A/p)) .û�ú)N-ü��i7óù�þæø�þpø:þ��X
�þ4pw
�þ
A/p

�pþ"HÓù�þ���ø$���)1��-ü ù:ú^�-þ
Fp

�����-þ
p = p ∩ Z þ4�2�x�óÿ�ù:ú+��ù.����þÎÿ�� þÎü ù.�

�"!éÃ�ÐØ#�öx#W���@��+�  @³ûZ�³�ýþ�,Ýú²�	@��	@��	#
disc ((B/pB) / (A/p)) = 0

ø�þfþfø.��,Þþ��½ù�þ�ø�þ
B/pB

�?���
�ëÿ�þt�	
Eæü���@»Snþ;��ú

pB =
∏

Pei
i

@³÷W�½ù$���
B/pB ∼=

∏
(B/Pei

i )
þ^�^'�� úÊÿ.�²pr
�þ�þæø�ù�þ)~� ù�ü�,��q�ÿ�þt�	
Eæü���?ø�þ�þ$ø$��,Þþ���ù�þ�ø:þ¢'ºú���úo
, �� ø5ø�þ�
�øW� úÊù.�óÿ�þæøT��ÿ�þt�	
Eæü���6pr
�þ��i�óÿ5ø�
úk/�þ�E�ø$����ÿ�þt�	
Eæü��� øø�þ�þ�ø.��,Þþ��½ù�þ?ø�þ�ø�þ�
�ø$ÿ�þæø.��þt'Îù�ü�/C� ø

ei = 1
@ �

{5þ;��ú+,�� ø�ú+�C�óÿ:ú^
,'ÿ�þæø�
� ù:ú���epr
�þ>ú���
���ú±���^'�=+��'�
���e��úf��úÊù.�óÿ:ú������^�-þ�
,£ü��-þºú+�5þ�,ä
,Ýúþ"Hnù�þ���øV���@�÷W, ø�þ��X
-ü���ú�/�þÎÿ�þ�,�� ø�ú+���X
��ø�þ"H-þ�,4���� ø*�-þZ��úÊù.�óÿ:ú��tz½þæø��-þtü��-þºúÊüýø�@
PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� ÏDY ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0ÓoÒ Ü Ð Ü Ò ÜV± Ú Ö ÒR\.Ó Õ \$Ó Ø ãÓ6Ò Üj�"Ø Ñ á�ªµÜ à K Ü à ÜN^ Ñ B Ó �tÜ¡�\V�GÓ6Ú Ö × Ü Ú Ø Ó2Ò Ü A Ü"Õ°ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó�� Ö Ú0×åÑ Ü à Ü ã	Ñ Ø f d�Ü Ù L ≥ K a�buà¡\ Ø�ÜVd Ñ B = A[α] Ü à ÜN^ Ñ f(X)Ó*ã	Ó�Ù Ú Öj_�Õ Ú0Ó Õ�â¼Ö Ú Õ Ó2Ò Ü α à�Ó'� Ø.Ü K a.Y ÜN^ Ñ p ÔGÕ Ú0Ò Ü Ñ�ÙCã Ø Ú Õ Ó4Ò Ü A Ü à ÜN^ Ñ Õ g1(X), ..., gr(X) ∈

A[X]
Ò�Ú à"×0Ú Ö ×åÓ+à Ü Ú Ø"Ø�Ü Ò Ô × âNd+Ü Ú à Õ@� Ò Ô Ù�Ó p

×åÑ�Ú à ÛtÔÜ f(X) ≡ ∏ gi(X)ei mod p
a.b Ö × Þ Ó

pB =
∏

(p, gi(α))ei
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Z Ñ � ÑX×åÓ Ø Ñ áµÞ Ó�Ò Ü pB Ü"Õ ã Ø Ó�Ò Ô ×åÓ4Ò Ü ã	ÓX× Å"Ö \tÚ0Ñ�Ò Ü Ú�Ò Ü Ñ�Ú àIã Ø Ú Õ Ó+à*Ò�Ú à"×0Ú Ö ×åÓ+à�aD¾�Ù Z�Õ Ò�Ú à$à�Ó Ý Ó�\$Ó Ø ãÓ
Ø�Ü à â Ò Ô Ó

B/ (p, gi(α)) ∼= ((A/p) [X]) /(gi)
Ò Ü2Õ Ó�ÒCÓ Û�ÔÜ Ó â Ö Ò�Ú`\ Ü Ò Ü Ú ÖjZ"Ø \�Ú�Ñ fi ((p, gi(α)) /p)

Z Ú¹� Ô Ñ�Ù8ÑCÓz� Ø Ñ Ô Ò Ü gi a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�óÿZN-ü��x7óù�þæø�þX#úÞú+�� ü�'ºú������

A[X]/(f(X)) −→ B
��ú���ú��i�óÿ

X 7−→ α
�


,�üýø.��,��óÿ�1ø�,��@u�Y��,Ýú+��������-ÿ.�G�	
-ù.�pù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�8't��,
A/p

���-ù�þ�,�� øZ�>üýø.��,��óÿ�1ø�,��
K[X]/(f (X)) −→ B/pB; X 7−→ α

�����-þ
K = A/p

@�� '�� úÊÿ.�^pw
�þ
(g1), (g2), ..., (gr)

ø$���fü��-þºúÊüýøk,Ýú�HÓü�,ÝúÊüýø\�-þ
K[X]/(f (X))

@4ltúÿ�þºú+� ü���ú��-þX#òþæø�ù�þæøÞø$���cù.�G�� ø4� øpü��-þºúÊüýø4,Ýú�HÓü�,ÝúÊüýø4�i�óüýøµ#T��þ����hø�þ��X
����cù�þt�óÿ�þ�,Ýú²��³N���,���,��óÿ�9
1ø�,��#G
,�ü��-þºú+�x,Ýú�Hnü�,Ýú+�Í�-þ

K[X]/(f (X))
�-þ�/�þo't�óÿ�ÿ�þæø��i�����-þÎÿ�ú}
,�ü��-þºú+�

(h(X)) ⊇ (f(X))O¼�ýþ�,6�-ÿ�þ"9�ø�þ±pr
�þ
K[X]

���-ÿ�ü���'Îü��ú+� U�þX#I�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#
h | f mod p

þ
h ≡ gi mod p

�úÊÿ:úcú+���X
,
i
@ d �C�óÿ:ú	#i�Þü��-þºú+�

(gi)
þ�,

K[X]/(f (X))
't�óÿ�ÿ�þæø.�i�����-þ>ú��Þü��-þºú+�

(gi(α)) + pB
þ�,

B/pB
pw
�þX#

�i�óÿ>ø�
ú�/�þ�EC#T't�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þ�ú��Xü��-þºú+�
(gi(α), p)

þ�,
B

@ & ��,��hú�,Ýú�HÓü�,Ýú+� ü���ú��-þ^�f�-ÿ�þæø�þÎÿ�/óú���ú
�i�óÿtþæø�ù:úóøk't�óÿ�ÿ�þæø��x���������'Îü úóø?ø�þ��X
�þ�pr
�þ

(gi (α) , p), 1 ≤ i ≤ r
ø$���ëù.�r�� øk� ø�ü��-þºúÊüýøo,Ýú�HÓü�,ÝúÊüýø

O¼�-ÿ�ü�,�� øVU��-þ
B

't����ù�þ�����
p
@uJ�
lø�þ;��ú	#-ø$���>ù.�G�� ø[� ø$ü��-þºúÊüýø¢�-ÿ�ü�,�� ø�pw
�þ\�Óü�/nü��-þ�,

p
@

d �C�óÿ:ú)���óù�þ4pr
�þ ∏
(gi (X))ei =

(
f (X)

)
= (0)

þ�,
K [X] / (f (X))

þ4pw
�þ2��þ��Nw
,��-ÿ.�+9
�	
-ù.�D't��, þ"H	�i�nþ���ù�þæø2,Þþ����óÿ�þæø4�f�w
���@c÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

pB =
∏

(gi (α) , p)e
′
i
þf���óù�þ)pw
�þ)� ø

e′i
ø$���

'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�ü�E¿ú��� øI��þ����*��úÊù.��pr
�þ
pB ⊇∏ (gi (α) , p)e

′
i
,Ýúóø

pB
�?���Z't����ù�þ�,è��þ��Nr
,è�-ÿ.�r�	
-ù.�Z't��,

pw
ú+��pr
�þÎÿ
e′i
ø�
��ø�ù�ü ù�
����^�i�óÿ�ú+���X
,�/óú+���óÿ\,Þþ����óÿ�@�A�ø�ù.�^�X#

e′i
ø$���^� øk,Þþ����óÿ�þæø�þ"HG�x�½þ��½ù�þæø?ù:úÊüýø

pw
�þ ∏
(gi (α) , p)e

′
i = (0)

þ�,
B/pB

@ & ��,��
K [X] /

(
f (X)

) ∼= B/pB
't��,3úóø�ø�
��ø�ù�ü ù�
-ü��tznþæø

(gi (α))←→ (gi (α) , p)
ø:þ��X
�þ\pw
�þ

e′i = ei ∀i
@

J ÿ�þæø�ù:ú+�½ù�þ����ù�þt�óÿ�þ�,ÝúfO0pr
�þ
B/ (gi (α) , p) ∼= K [X] / (gi (X))

U�þæø�ù$=?ü�,4�����'Îü ù.�}��}�-þ�,����	9ø�ù�ÿ:ú���Þú�'Îü�,Ýú	@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï J���ø�þÎÿ�/�þ*pr
�þ[��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú�ú�'Îü�,Ýú	#Gpw
ú+�����ú+�� ü�'�=t/�þ��WO0� ø�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø¬�-ÿ�ü>9
,pü ù�ü�/C� ø��x�r�-þ�, �?���Öø�þÎÿpü���ù�þÎü ÿ.� øVU"#¬�x�r�-þ�ø:þÎÿ4
�ø:ú���²�úÊÿ:ún�-ÿ.��/ úÊÿf� øÞù�þt�óÿ�þ�,Ýúóøf�	@��	@��hþe�	@��	@��G@ûtþ^��úÊù.�#$ø:ú+��þ�,�� ø)pr
�þ

d = deg(f)
þX#¢�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�úqþtpr
ú������

d =
∑
eifi

�X#���þ����Öù�þt�óÿ�þ�,Ýúú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#5ú+��þ��úóø�úlþtpw
ú������
deg(f) =

∑
ei deg(gi)

@��;ú+,6�x��,e#
disc(B/A) = disc(f(X))

þþæø�ù�þk�k�Óü�/nüýø���/�þ��Í�x�óÿ
p
ø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ

disc(f(X)) ≡ 0 mod p ⇐⇒ disc(f(X)) = 0

�*pr
�þu�G't�óÿ�ÿ�þ}ø�þòþòø.��,Þþ���ù�þ#ø�þ
f(X)

ù�þ�, ��úÊù.�óÿ�þæø�ÿ�þ���þÎù�ü��� ø�#óüýø�ù.�Z�X# ú+���X
,
ei > 1

@ l��óù�þòù:ú+,6�x��,
pw
�þk�Þù�þt�óÿ�þ�,ÝúÝú�'Îü�,ÝúÝú+��þæø:úÊÿ[�-þ?ø:þÎÿ�þ�,-'æþÎÿ�ù.�Þø�þ��½ù�ü����
,Ýúpþæø.��þt'Îü ú+� ü�E¿ú������f��pù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@��	@��G#þ��ýþ?úÊü�����ú4�k/X=+� ü��������'t����ù�þ"HÓù.���-þk't�óÿ��x� ø[�-þo�0
���tznþæø['t�óüýø:ú�pr
�þk�?���4�k/�þÎÿ.��ú��-þk��þæø�ù�þ\~� ù�ü�,��@

l��óù�þ�pw
�þ�ø�þ
B = A [α]

þ���ù$���
B

�[� ü�/nÿ�þ�þ
D
(
1, α, ..., αm−1

)
= disc (B/A)

O
m = [L : K]

U"@
d �C�óÿ:ú	#�ú�'t����'���
�ø$���D��Xù�þt�óÿ�þ�,ÝúEú�'Îü�,ÝúXúÊü�����úD��/X=+� ü���ú^���n'ºúóø.�Xþ�,�pr
�þ

B
�?���n��� ü�/nÿ�þDOãþ�,

�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#
B 6= A [α] , ∀α ∈ B UI,Ýúóø#þ"HÓüýø�ù�þ

α ∈ B ù:ú+�xpw
�þ
D
(
1, α, ..., αm−1

)
= a disc (B/A)'t��,

a
ü��-þºú+�x�-þ

A
�?���+9B�Óü�/½üýø���/�þ��x�x�óÿ

p
@ d �-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú��������?���2�Z�Óü>�¼��'Îü��²� Ñ¤·¹á`#���ÀÍ#r���@��X�	#�J���ø�þÎÿ�9

/óú��������	@ �w�  @
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{5þ;��ú+,�� ø�ú+�C�óÿ:úÞú+���X
��ø�þ"H-þ�,4���� ø�@
�.� È�S��v|rÅ �	@��	@���� Ï Snþ;��ú

m 6= 1

,]ü���ù�þÎü ÿ.�2� ü�/nÿ�þ*�-þ�pw
ú��Óÿ:ú���@ & ����ø�ü��-þÎÿ�þ�,�� ø#úóøK�i� ø:ø���/�þÎüýø

� úÊù.�óÿ:ú��tznþæø6�-þÞü���ù�þÎü ÿ.� ø}�-ÿ�ü�,�� ø6�-þ
K = Q[

√
m]

@�h�þ�,}�-ÿ�þ�,�� ø�pw
�þ4��Qþ"H-þ�,4������X@��	@��	�Þù�þ�,�� ø
D(1,

√
m) = 4m

þ²pr
�þ
disc(ZK/Z) = D(1,

√
m)

ø�þ
m ≡ 2, 3 mod 4

þ
disc(ZK/Z) =

D(1,
√
m)/4

ø:þ
m ≡ 1 mod 4

@hûtþfpr
ú+��pw
�þÎÿ�,Ýú+��þÎü ÿ:ú	#W��þ�� ún����ø�þÎÿ�/ ú������cú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ4�i�G�-þ�,�� ø
����NúÊÿk�úÊÿ:ú

Irr(
√
m,Q) = X2 −m �úÊÿ:ú±�-þt'Îü��Óü ÿ�,�� ø�ø.���-ÿ�þÞú���úÊù.�óÿ:ú������e�-þ�
,ä�-ÿ�ü�,��

p ∈ Z��,4�úÊÿ}O 6= 2
U"@uJaù�þt�óÿ�þ�,Ýúf�	@��	@������ ø[��=>ù�ÿ.�æø¢�x� ø�ø�ü��-ü�� ü���ú��-þæøµÃ

(p)
ÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þfO

(p) = p2; e = 2, f = 1, g = 1
U

(p)
��þÎÿ�,Ýú+��þt'æþ6�-ÿ�ü�,���O

(p) = p; e = 1, f = 2, g = 1
U

(p)
�-þt't��,4�iznþ"9�ø�þ�O

(p) = p1p2; e = 1, f = 1, g = 2
U

Snþ
p | disc(ZK/Z)

ù�þ�,�� øu���ù�þt�óÿ�þ�,Ýú6�	@��	@��6pw
�þ
p
ÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þX@uSnþ

p - disc(ZK/Z)
þ���ù$���

p - mþk�Z��=�'Îü��Y/�þÎÿ[pw
�þ
p

�-þt't��,4�xznþ"9�ø�þ�ø�þ�þ?ø.��,Þþ��½ù�þ?ø�þ
m ≡ n2 mod p

@ & úóø.�4't���½ù�ÿ$=Êÿ�ü��#
X2 −m �ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��8,�7G�	
���

p
þ
p

��þÎÿ�,Ýú+��þt'æþ6�-ÿ�ü�,��@�5
úÊÿ:ú���'ºúóø.�
p = 2

þ
m ≡ 1 mod 4

�.=pø:ú+��þ�,�� ø
pw
�þ

p
�?���Qÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þX@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø6pr
�þ

p
�-þt't��,4�xz½þ"9�ø�þÝø�þpþÞø.��,Þþ��½ù�þÝø�þ

m ≡ 1 mod 8
þ
p��þÎÿ�,Ýú+��þt'æþ2�-ÿ�ü�,��fø�þ�þ�ø.��,Þþ��½ù�þ>ø�þ

m ≡ 5 mod 8
@o5
úÊÿ:ú�/�þÎÿ�,�� øtüýø:ø.��
�ø:ú+,�� øopr
�þ

B = A[α]�����-þ�O �.=²/nü�,�� øVU
α = (1 +

√
m) /2

@ ��þ�,�� ø)pr
�þ
Irr (α,Q) = X2 − X + (1 − m)/4

@ Snþ
m ≡ 1 mod 8

þ���ù$���
Irr (α,Q) ≡ X2 +X mod 2

pr
�þ\��úÊù.�óÿ:ú�9�ø�þ�þ�,
X(X + 1)

������-þ
(2) =

(2, α)(2, 1 + α)
@�Snþ

m ≡ 5 mod 8
þ��½ù$���

Irr(α,Q) ≡ X2 + X + 1 mod 2
pr
�þ2��ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��

������-þ
(2) = (2, 1 + α+ α2) = (2)

@
�Gø:ú+�-ü����pw
�þ

Z[i]
�Z
,¿���,4���-ü����-ÿ�ü���'Îü��ú+�KO¼
, ���,4���-ü��pþ�
�'�� ü��Óü ú+���pþ�,)ÿ�þºú+� ü���ú��-þµU"@ d 1�ÿ�9

,Ýú+,�� ø�pw
�þ��úÊÿ:ú}
, �-ÿ�ü�,��
p ∈ Z ù�þ�,�9�ø�þ

p ≡ 1 mod 4
ø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø:þ

(p)
�-þt't��,4�iznþ"9�ø�þ�þ�,

Z [i]
��
XúÊü�����ú	#�þ"Hnüýø�ù�þ�, ü���ù�þÎü ÿ.� ø

a
þ
b
ù:úÊüýø�pw
�þ

p = a2 + b2
@�ûtþo��úÊù.�#��þ����Ýþ"HÓþ�,4����ëú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#

(p)
�-þt't��,4�xznþ"9�ø�þfø�þéþfø.��,Þþ��½ù�þ�ø�þ −1 ≡ n2 mod p

þ��½ù$���
n mod p

�)
,ÝúXÿ:úÊü�E^pw
úÊÿ�ù:ú³��ú

�-ü���ú��-þX@DJ�
vø�þ;��ú	#

F×p
't���½ù.��, 
, þ��ýþ�,Þþ���ù.�³�-þ��óÿ.�-þ�,

4
@ & ��,��lþæø�ù�þ�~� ù�ü�,��n��
,�� ÿ�
�x�

'���'�� ü�'t�f�-þ2�óÿ.�-þ�,
p − 1

ù�þ�,�� øopw
�þ�üýø�ù.�éú�'t���½ù�þt'æþpø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ>ø�þ
4 | p− 1

@�5
úÊÿ:úfúÞø�þ��X
����úþtpw
-ü�/ ú+������'Îü ú4����ø�þÎÿ�/�þkpr
�þ�ø�þ
(p) = p1p2

þ�,
Z[i]

þ���ù$���
p1 = (a+ ib), p2 = (a− ib) �x�óüýø

Z [i]�o�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@KhÍ���C�#
p ≡ u2(a2 + b2), u ∈ Z [i]×

@ d ÿ�þt'����-ÿ.�r'ºú4��þ�/nü��-þ���ù�þX@
ô�ìÙÚ�ìÞí*¥�¾º»nÆ�¸µ¦�»�¸ÝÇ2»Qít·¹¸º»½Æ;¸æ¾º»½·ãÆ

h�þ�,6�-ÿ�þ�,�� øZpw
�þ6�4'Îÿ�ü ù.�Îÿ�ü����-þ?÷�üýø�þ���ø�ù�þÎü����Óü�Eæü ú4pr
�þ�ø�þo
,<�x��� ü���©�,pü��
Xm + a1X

m−1 + ...+ am, ai ∈ Z
��ù:ú+�Ipr
�þX#|�úÊÿ:úfú+���X
, �-ÿ�ü�,��

p ∈ Z #
p | ai, ∀i

þ
p2 - am

þ���ù$����þæø�ù�þ}�x��� ü���©�,pü��)��ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��þ�,
Q [X]

@Wl�þæø�ù:ú>ø�þt�����4/ ú+,�� ø¢��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿úÊÿ�þæø�ù�þ�ÿ�þæø�
� ù:ú���@
Snþ;��ú

A

,s���,4���-ü��q�-þQûtþt�-þ�Fnü����NþX#¬'t��,��q�-þe't� ø�ù�
,ÞþX#

B
ø�þ�
´� þt'.N��hü��½ù�þÎü ÿ.�Öþ�, 
,Ýúþ"Hnù�þ���øV����1��-ü ù:úfþpø:þ��úÊÿ$=t/�þ��

L
�-þpø�þ�
²'t�óÿ��x�)�-þ2�ãÿ:ú��tznþæø

K
@�Snþ;��ú

p

,ä�-ÿ�ü�,��^�-þ

A
þ

P

,

�-ÿ�ü�,����-þ
B

pr
�þu�Óü�/nü��-þ
p
@WSnþ�����

e = e (P/p)
þ
vp, vP

úóø8/óú+���óÿ�ü�E¿ú��tznþæøI�Óüýø.'Îÿ�þÎù:úóø ���óÿ�,Ýú+� ü�E¿ú���úóøúóø�ø.�G'Îü ú���úóø�ú
p
þ

P
�o�å=�'Îü��3/�þÎÿ*pr
�þ

vP |K= evp
@



ÂVn ¶�n p'§j��pK�i�¡Õ�p	����p¢pw�¡�VpK�i����pr��� 3��
� È�S[Î �	@��G@�� Ï�ÛnÑ Ö × Ü"Ö ÒCÓ�Ñ Ö ÓX×åÑ áµÞ Ó�Ñ'\�Ú Õ Ñ Ý4Ü à Ü�Ö ÒCÓ

a1, ..., an ∈ B
×åÑXÚ¡à Û�Ô�Ü ∑ ai = 0× Ü"Õz� à Ü}ÛtÔÜ Ó d Ñ�Ù�Ó Ø\Õ�â¼Ö Ú Õ ÓfÒ Ü {vP (ai)}ni=1 Z ÑX×0Ú Ö ��Ú�ÒCÓkã Ü Ù�Ó Õ�Ü�Ö Ó+à6Ò Ô Ñ+à d+Ü���Ü àga

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Núfpr
�þk�?���@[Snþ�,-��þÎÿ.��ú��-þ\��þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þX#|�x�r�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ*pw
�þ
vP (a1) < vP (ai) , ∀i > 1

@T�cúóø$þ���ù$���
vP(a1) = vP (−a1) = vP

(
n∑

i=2

ai

)
≥ min

2≤i≤n
(vP(ai)) > vP(a1)

þtù�þ�,�� ø[
, ú+��ø�
-ÿ.��@ �
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��G@�� Ï Snþ;��ú

A

, ���,4���-ü��2�-þ�ûtþt�-þ�Fnü����éþ

p

, �-ÿ�ü�,��}�-þ

A
@WQ�, �x��� ü���©�,pü��

Xm + a1X
m−1 + ... + am, ai ∈ A

�f�Óü ù.�cø�þÎÿ��-þé÷5üýø�þ���ø�ù�þÎü��vÿ�þ�� úÊù�ü�/C�+ú
p
ø�þéþëø$��,Þþ���ù�þfø�þ

vp (ai) > 0, 1 ≤ i ≤ m− 1
þ
vp(am) = 1

@
PRQ È�Å Ì3È�S �	@��G@�� Ï9Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0Ó^Ò Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò·\.Ó Õ ff (A) = K

ã Ü"ØN��Ü Ú¼×åÓ Ü f(X) ∈
A[X] ÔGÕ ã	Ó�Ù Ú Ö�_XÕ Ú�Ó4Ò Ü b�Ú¡à Ü"Ö à"× Ü Ú Ö^Ø.Ü Ù�ÑX×0Ú d Ó�Ñ

p ∈ Spec(A)
acb Ö × Þ Ó f Z Ú Ø"Ø.Ü Ò Ô × âÙd+Ü Ù Ü"Õ A[X] Üà Ü α ZZÔGÕ Ñ Ø Ñ�Ú � Ò Ü f Ü�Ö × Þ Ó p Z ×åÓX×åÑXÙ Õ�Ü"Ö × ÜoØ Ñ Õ Ú ��\.ÑCÒwÓ Ü"Õ K [α]

a¬Ð Ü2� ÑX×åÓ Ý × Ü"Õz� à Ü pB = Pm\.Ó Õ P = (p, α) Ü m = deg(f)
azU|Ñ�Ú¡à Ü�ß × Ü"Ö à ª�Ü à\à Þ ÓfÒ Ü�Ö Ó Õ Ú Ö ÑCÒCÑ+à Ü�ß × Ü�Ö à ªµÜ à2Ò Ü b¬Ú à Ü"Ö à�× Ü Ú Ö a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
L = K [α]

þ���ù$���éù�þ�,�� ø
[L : K] ≤ m

@*Snþ;��ú
P


,¯�-ÿ�ü�,��f�-þ
AL�Óü�/½ü��Óü�����

p
't��, �����Óü�'æþ6�-þtÿ:ú+,pü>1?'ºú������

e
@T��þ�,�� ø�ú>þtpw
ú������

αm + a1α
m−1 + ...+ am = 0.

& ��,��
f

�\�-þ�÷�üýø�þ���ø�ù�þÎü��lù�þ�,�� ø�úóø$ÿ�þ�� ú��tznþæø
vP(αm) = mvP(α)

vP

(
aiα

m−i) ≥ (m− i)vP(α) + e; 1 ≤ i ≤ m− 1

vP(am) = e .

5;þ������ýþ�,Ýúe�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
vP(α) 6= 0

������-þ
vP(aiα

m−i) > vP (am) = e, 1 ≤ i ≤ m − 1
þX#

����/ ú+,Þþ���ù�þX#?��þ����4�ýþ�,Ýúpù�þ�,�� ø[pw
�þ
mvP (α) = e

@ThÍ���C�#
mvP(α) = e ≤ [L : K] ≤ mþW�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

[L : K] = m = e
@ d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú$ü��X
ú+����ú��-þ�ü�,4�� ü�'ºú[pr
�þ

f = Irr(α,K)
þ�ú$ø�þ��X
����ú

't��,ä�Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú^�	@��	@��)��� øo�Óü�E4pw
�þ
f(P/p) = 1 = g

������-þ
pB = Pm �����-þ

P = (p, α)
��þ����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú±�	@��	@��DO¼���óù�þ2pw
�þ

α
��ü���ù�þÎü ÿ.�±������-þ

AL = A [α]
þ2'ºú+��,�� ø��ú�N-ü��x7óù�þæø�þ}��éù�þt�óÿ�þ�,Ýúëþ

��þæø�ù�þk'ºúóø.�
f (X) ≡ Xm mod p

U"@ �
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��G@ � Ï l��óù�þ\pr
�þ6't��,��

A
�?���f�X#þ�,<��þÎÿ:ú+�å#i���,4���-ü��4��úÊù.�óÿ�ü ú+�Y�?�����i�G�-þ�,�� ø


�ø:úÊÿ��\��ú+,�� ø.�}�ýþ�,Ýú6�-þk:�ú+
�ø�ø¬�úÊÿ:ú}'t����'���
-ü ÿ�pr
�þ
f

��ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ���þ�,
K [X]

O0't��,��6����'ºúóø.�2��
'Îÿ�ü ù.�Îÿ�ü����-þ?÷�üýø:þ���ø�ù�þÎü���'��¡=óø�ø�ü�'t�wU"@
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l�þæø�ù:úXø�þ��X
����ún�úÊÿ�ù�þX#5þæø�ù:úÊÿ�þ�,�� ø4't����ø�ü��-þÎÿ:ú+����
K
ø�þ�,4�-ÿ�þ)
, 't�óÿ��x���r
,��Îÿ�ü�'t�#�üýø�ù.�³�X#


,Ýú�þ"HÓù�þ���ø$����O 1��-ü ù:úCUI�-þ
Q

@8{�ú+,�� øK�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿK�úÊÿ:útù:úÊüýøu't�óÿ��i� øT��óüýø�ÿ�þæø�
� ù:ú��� øW�0
����ú+,Þþ��	9ù:úÊüýø�Ã>ú±1��-ü ù�
��-þ)��e�w~,ÞþÎÿ.�n�-þ�'�� úóø:ø�þÝþf�Qù�þt�óÿ�þ�,ÝúD��úóø\
�-ü���ú��-þæø��-þÝû�ü ÿ�ü�'.N�ýþÎù�@³J¿�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�ú�1�ÿ�,Ýúëþ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þ4�)pr
�þ2�Óü�E>ø:þ�
D����,ÞþXÃ��f�r~,ÞþÎÿ.�^�-þ�'�� úóø�ø�þ2�\1��-ü ù.�@}Sr
ú)�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������^�þ"Hnù�ÿ�þ�,Ýú+,Þþ��½ù�þ�þ��ýþ���ú+�½ù�þ�þ�ü��w
�ø�ü ù:ú���ú	@uSr
ú�ü�,4�i�óÿ�ù$ç+��'Îü ú�þæø�ù$=o���o��úÊù.�6pr
�þ�þ��ýþ$ù.�óÿ��ú6�k�-ÿ.����ýþ�,Ýú
�-þ�� úÊù.�óÿ�ü�E¿ú������eO0�-þ�ü��-þºúÊüýøVUu��� ø�ú+���Îüýø¢�-þ�ü���ù�þÎü ÿ.� ø*�-þæø�ù�þæø¢'t�óÿ��i� ø#ù�ÿ:úÊù$=�/�þ���þZ��þ�,¿�úÊÿ�þt'Îü��� ø['t��,
�6'ºúóø.�2�� ø}ü���ù�þÎü ÿ.� ø\O¹ÿ:ú�'Îü����úÊüýøVU"@¬Jgø�þ��X
�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú�ø�þ��úÊÿ�þt'æþ*,}
-ü ù.�4't��, �}�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�>þ�,ªø�
ú
�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������@
÷W�ýþ$ú�1�ÿ�,ÝúZpw
�þ¬�*� ÿ�
�x�Z��úóø8
�-ü���ú��-þæøW�� ø2ü��½ù�þÎü ÿ.� øW�-þæø�ù�þæøI't�óÿ��i� øI�W1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ
��þÎÿ:ú���@



& d 5W���¢Q�h J �

¢ A>������%����)��&'�t©>43�
	�&'���ª9;�������
l�þæø�ù�þf'ºú+�� ù�
�����-ÿ.�µ/óúÊÿ�þ�,�� ø�pr
�þ����D'ºúóø.�e�-þ�
,¶'t�óÿ��x�e�w
,��Îÿ�ü�'t�PO¼
,ÝúXþ"Hnù�þ���ø$���D�-þ

Q
U

�)�w~,ÞþÎÿ.�^�-þ�'�� úóø�ø�þ��}1��-ü ù.�@}ltúóøZ�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úóø�ù�ÿ.�æø�ø�þt�tznþæøZ/óú+,�� øtü��½ù�ÿ.�r�	
Eæü ÿ6�f� þÎÿ�ÿ:ú+,Þþ���ù:ú+�K��ú
�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������ÃÍ/ ú+,�� øÍ��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿úÊÿI�['t����'æþÎü ù.���-þW���óÿ�,Ýú[�-þ5þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø �úÊÿ:ú#ü��-þºúÊüýøÍ�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� ø�#ü���ù�ÿ.�G�	
Eæü ÿ8�¢'t����'æþÎü ù.�[�-þ5ÿ�þÎù�ü�'�
� ú��� ø;þW�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ �¬� ú+,�� ø$�#ù�þt�óÿ�þ�,Ýú[�-þW�Xü��FC��¹�ø�Fnüw��ú���þt��,Þþ"9ù�ÿ�ü ú2�� øu�r~,ÞþÎÿ.� ø�þZ�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ¢,ÝúÊüýø�ú+���X
��ø��ýþ�,Ýúóø�@Wltú\~� ù�ü�,Ýú>ø�þt������ù�þ�,�� ø�ú}�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������
��ú}1��-ü ù�
��-þ6����r~,ÞþÎÿ.���-þ\'�� úóø�ø:þo�-ÿ.���-ÿ�ü ú+,Þþ���ù�þ2�Óü ù:ú	@

£�ì0��ìf�!Æ;Ã¼óÐ+ÀcÇ2»lÉ2Ðç·¹Ç;»½À�á�ß�¼ÅÀ-Õ½·ÙÃ�Æ�Ô-¼ó·¹Ã
Snþ;��ú

A

,-���,4���-ü����-þ?ûtþt�-þ�Fnü����e't��,-'t�óÿ��x���-þo�ãÿ:ú��tz½þæø

K
#
L ≥ K 
,ÝúÞþ"Hnù�þ���ø$���41��-ü ù:úø�þ��úÊÿ$=t/�þ���þ

B = AL
@³{�ü�,�� ø4pr
�þ

NmL/K : L× −→ K×
�)
,¶N���,���,��óÿ�1ø�,��²�-þ)� ÿ�
�i�@

�;ú+,}�i��,</nü�,�� ø¢pr
�þ
Id (A)

þ
Id(B)

ø$���2� ÿ�
�x� ø�ú+��þ�� ü ú+��� ø�� ü�/nÿ�þæø¢��þÎÿ:ú��� ø¢��þ���� ø#ü��-þºúÊüýø��-ÿ�ü�,�� ø
�-þ

A
þ
B
ÿ�þæø.��þt'Îù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX@[À�
�þÎÿ�þ�,�� ø*�-þ"1��-ü ÿ�
,<N���,���,��óÿ�1ø�,�� N : Id(B) −→ Id(A)

pr
�þ
't��,6
-ù�þ}'t��,

Nm
@TA ø�ù.����ù:ú+�Ípr
�þ\�4�Óü ú+� ÿ:ú+,ÝúÝú+�úÊü>H�4't��,6
-ù�þXÃ

O��	@��X@��µU
L× - Id(B)

K×

Nm

?
- Id(A)

N
?

�����-þ¬� øIN���,���,��óÿ�1ø.,�� øWN��óÿ�ü�E�����ù:úÊüýøW,Ýú+��þÎü ú+,Sþ��ýþ�,Þþ���ù.� øT�-þ
K
þ
L

��� ø
ÿ�þæø���þt'Îù�ü�/C� ø2ü��-þºúÊüýø
�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@ & ��,��

Id(B)
��� ü�/nÿ�þ�ø.���-ÿ�þo� ø}ü��-þºúÊüýø¬�-ÿ�ü�,�� ø�#Óø.7}�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø¢�-þ"1��-ü ÿ N (P)

�úÊÿ:ú
P�-ÿ�ü�,����-þ

B
@

Snþ;��ú
p


,¿�-ÿ�ü�,��4�-þ
A
þ�þæø.'Îÿ�þ�/ ú

pB =
∏

Pei
i

@KSnþ
p

�Z�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å#��Óü���ú+,�� ø
p = (π)

#�þ��½ù$���
�-þ�O��	@��X@��µU��-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
O��	@��X@��CU N (pB) = N (πB) = (Nm (π))A = (πm) = pm

�����-þ
m = [L : K]

@T58�óÿ���
-ù�ÿ.�4� ú���#�'t��,�� N �k�-ÿ:úpø�þÎÿ¢N���,���,��óÿ�1ø.,����-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ�Ã
O��	@��X@��CU N (pB) = N

(∏
Pei
i

)
=
∏

(N (Pi))
ei .

& ��,4�úÊÿ:ú+����púóøòþtpr
ú��tz½þæøoO��	@��X@��CU�þ}O��	@��X@��CUòþ[�ýþ�,}�-ÿ:ú+����2�-þo�	@��	@��}pw
�þ
m =

∑
eifi

/�þ�,�� ø�pw
�þ
�-þ�/�þ�,�� ø*�-þ"1��-ü ÿ N (Pi) = pfi

@
3 ¯
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H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��X@�� Ï ûtþ"1��-ü�,�� ø?ú����óÿ�,Ýúf�-þ}
,3ü��-þºú+�I�-ÿ�ü�,��

P
�-þ

B
't��,��éø:þ�����)�éü��-þºú+�

N (P) := pf
�-þ

A
�����-þ

p = P ∩A þ f = f (P/p) = [B/P : A/p]
@}÷�ø�ù�þ����-þ������� ü�/nÿ�þ�,Þþ���ù�þ

�úÊÿ:ú4��� ÿ�
�x�
Id(B)

���-ù�þ�,�� ø[
,<N���,���,��óÿ�1ø�,�� N : Id(B) −→ Id(A)
@

{�ü�,�� øIpr
�þ
Nm

��ù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/ ú�ø.���-ÿ�þu
,Ýú�ù.�óÿ�ÿ�þ��-þ�'t�óÿ��x� ø�@;û�ú*��� ø�ø:ú��-þ"1��-ü������# N ù:ú+,6�x��,°�
�i�óüýøòüýø�ø.��ÿ�þ�,�����ù:úpú��6� úÊù.�2pr
�þ*� ø¬�����Óü�'æþæø��-þ�ü����Îÿ.'Îü ú2��ø$���@IA�ø�ù.�}�

f(Q/P)f (P/p) = f (Q/p)ø�þ
Q

�}
, �-ÿ�ü�,��±pr
�þ}�Óü�/nü��-þ
P
þ�, 
,Ýúëþ"HÓù�þ���ø$���

M
�-þ

L
@�{�ú+,�� ø?ú+�C�óÿ:ú)�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ\pr
�þ

��� ø�ø:ú��-þ"1��-ü��������X#?�-þZ� úÊù.�#�'t�óÿ�ÿ�þÎù:ú	#?��
lø�þ;��ú	#pw
�þ�O��	@��X@��µU�'t��,}
-ù:ú	@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��X@�� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ A ≤ B Ü K ≤ L \.Ó Õ Ó±Ñ�\�Ú Õ Ñ'a
O��µU[à Ñ Ø Ñ)×åÓ�ÒCÓfÚ�Ò Ü Ñ�Ù �"Ø Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú0Ó a

Ò Ü A Ý NL/K(aB) = am
Ó Ö Ò Ü m = [L : K]

a
O��CU Y Ô ã	Ó Ö �	Ñ Û�Ô�Ü L Z ¨[Ñ�Ù�Ó�Ú àVÚ�Ñ Ö Ó)àtÓ'� Ø.Ü K a@Y ÜN^ Ñ P ÔGÕ ã Ø Ú Õ Ó Ý¢Ö|Þ Ó �BÖ�Ô Ù>Ó Ý Ò Ü B Ü p =

P ∩A a�b¬à¡\ Ø.ÜVd Ñ Á pB = (P1...Pg)
e b Ö × Þ Ó

(
NL/K (P)

)
B =

(
pf
)
B = (P1...Pg)

ef =
∏

σ∈Gal(L/K)

σP

O��CU[à Ñ Ø Ñ)×åÓ�ÒCÓ Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ
ζ ∈ L Ý (NmL/K (ζ)

)
A = NL/K (ζB) Ý Ú à"×åÓ ZVÝ T�áKaÙâ�aNâ�][\.Ó Õ�Ô ×åÑ'a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï O��µU��gø�
	1?'Îüýþ��½ù�þ��-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø\�Qú�1�ÿ�,Ýú���^�úÊÿ:ú)
,3ü��-þºú+�W�-ÿ�ü�,��
p�-þ

A
@Tl�þæø�ù�þk'ºúóø.�#

N (pB) = N
(∏

Pei
i

)
=
∏
N (Pi)

ei =
∏

peifi = p
P
eifi = pm

�����-þ�
�ø:ú+,�� øW�tù�þt�óÿ�þ�,Ýú\�	@��	@��	@ & ��,�� N (Pi) = pf
�úÊÿ:ú�ù.�r��

i
#�þ�,y�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿK�úÊÿ:ú

P
#óù�þ�,�� ø

(N (p))B =
(
pf
)
B = (pB)f = (P1...Pg)

ef .

O��CU d �C�óÿ:ú	#¬/nü�,�� ø����hù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@��	@��qpr
�þ
Gal (L/K)

ú+��þ�ù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þD���q't������
��ù.�
{P1...Pg}

@Ó�¿
, þ"H-þÎÿ.'���'Îü����å=�'Îü��o�-þlù�þt�óÿ�ü ú��-þ�� ÿ�
�x� ø)/�þÎÿ^pw
�þD'ºú���ú
Pi

ú+�úÊÿ�þt'æþ
m/g =

ef
O¼����/ ú+,Þþ���ù�þf
�ø:ú+������	@��	@��CUk/�þ�Eºþæø\�ú)��ú+,4��� ü ú {σP : σ ∈ Gal (L/K)} @±Jªÿ�þæø�
� ù:ú���lø:þ��X
�þü�,Þþt�Óü úÊù:ú+,Þþ���ù�þX@
O��CU�Sr
�x���Nú	#�ü��-ü�'Îü ú+��,Þþ���ù�þX#Ípr
�þ

L
�4:�ú+���óüýøtø.���-ÿ�þ

K
@ d ú+�� ü�'ºú������

ι : Id (A) −→ Id (B)��ú���úf�i�óÿ
a 7−→ aB

��ü�����þÎù.�óÿ:ú��x�óüýøtþ�� ú��±�}��� øZ��þÎÿ:ú���óÿ�þæø\�-þ
Id (A)

@ d ø�ø�ü�,e#i�úÊÿ:úf,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�9
,�� ø�pw
�þ

Nm (ζ)A = N (ζB)
�ëø.
	1?'Îüýþ���ù�þ±,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø4pr
�þ

(Nm (ζ))B = ι (Nm (ζ)A) =

ι (N (ζB)) = (N (ζB))B
@KSÓú+��þ�,�� ø[pr
�þ

B =
∑
Aβi

�úÊÿ:ú�
,<'t������
��ù.��1��-ü ù.�4�-þ
βi

@�÷T��ù$���
σ (ζB) = σ (ζ

∑
Aβi) = σ (ζ)

∑
Aσ (βi) = σ (ζ)B

�����-þ±�ún~� ù�ü�,Ýúcü��X
ú+����ú��-þ^
�ø:ú+,�� ø��
�ýþ�,Ýú^�X@��	@����	@ d ø�ø�ü�,e#

(N (ζB))B =
∏

σ (ζB) =
∏

(σ (ζ)B) =
(∏

σ (ζ)
)
B = (Nm (ζ))B.

52úÊÿ:ú���'ºúóø.����þÎÿ:ú+�å#�ø�þ;��ú
E


,ÝúÞþ"HÓù�þ���ø$���):�ú+���óüýø�ü ú+�ú�1��-ü ù:ú��-þ
K

't����ù�þ�����
L
þ
d := [E : L]

@
Snþ�����

C = B
þ�,

E
#	��þ����pü ù�þ�,��X@�#���'ºúóø.�Þú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�þ\'t��,��Ýú2���óÿ�,Ýú4�tù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/ ú>ù�þ�,�� ø�Ã

(
NL/K (ζB)

)d
= NE/K (ζC) =

(
NmE/K (ζ)

)
A =

(
NmL/K (ζ)

)d
A.

Á�£wõ�ú�
µðåõ�ú¢í"ô3þµí¬öåõ�í$ðåõ�ú[ïcãtü ä�ü ã
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& ��,��

Id (A)
�k� ü�/nÿ�þ�ø�þ��X
�þ\pr
�þ NL/K (ζB) =

(
NmL/K (ζ)

)
A

't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��X@�� Ï Snþ;��ú

a

,�ü��-þºú+��þZ�?���+9å�w
���éþ�, 
, ú+��þ��Í�-þtü��½ù�þÎü ÿ.� ø

ZK
�-þo
,<'t�óÿ��i�

�w
,��Îÿ�ü�'t�
K

@ò÷W��ù$������þ�� ú4����ø:þÎÿ�/óú������D�X@��	@��	#
a
ù�þ�,<�����Óü�'æþ\1��-ü ù.�Þþ�,

ZK
@�û�þ"1��-ü�,�� øtú����óÿ�,Ýú

�w
,��Îÿ�ü�'ºú2�-þ
a
#Gpr
�þ��-þ����óù:ú+,�� ø��x�óÿ

N (a)
#G't��,���ø:þ������þæø�ù�þ������Óü�'æþX@WA ø�ù.�6�X#

N (a) := (ZK : a)
@

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��X@ � Ï�Y ÜN^ Ñ ZK Ó)Ñ ÖiÜ Ù Ò Ü Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à6Ò Ü6ÔrÕ \.Ó Ø ã	Ó Ö�ÔGÕ@Z�Ø Ú	\.Ó K aO��µU[à Ñ Ø Ñ)×åÓ�ÒCÓfÚ�Ò Ü Ñ�Ù a Ü"Õ ZK Ý NK/Q (a) = (N (a)) ÜVÝ ãÓ Ø ×åÑ Ö ×åÓ Ý N (ab) = N (a)N (b)
a

O��CU Y ÜN^ Ñ Õ b ⊆ a
Ú�Ò Ü Ñ�Ú à �"Ø Ñ�\tÚ0Ó Ö f Ø Ú�Ó+à Ü"Õ K Ü"Ö × Þ Ó (a : b) = N

(
a−1b

) a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï O��µUò÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

a =
∏

Pri
i

þ�ø�þ;��ú+,
fi = f (Pi/ (pi))

�����-þ
(pi) = Z∩Pi

@÷W��ù$��� N (Pi) = (pi)
fi @ 5;þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýúo'$N-ü����æøT��tÿ�þæø�ù.�#

ZK/a ∼=
∏
ZK/Pri

i

������-þ
(ZK : a) =∏

(ZK : Pri
i )

@IlZ���-þt't�óÿ�ÿ�þÎÿ���ú}�-ÿ.�µ/óú����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú4�	@��	@��},�� ø�ù�ÿ:ú+,�� ø¢pw
�þ
[ZK/Pri

i : Z/ (pi)] =

firi
@ d ø�ø�ü�,e#

∏
(ZK : Pri

i ) =
∏

(Z : piZ)firi =
∏

pfirii =⇒ (N (a)) =
(∏

pfirii

)
=
∏

(pi)
firi = N (a) .

d ,}
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/½ü���ú��-þ2�-þ
N
ø�þ��X
�þ�ú+�C�óÿ:ú���ú��-þ N @

O��CU)Sr
�x���Nú	#�ü��-ü�'Îü ú+��,Þþ��½ù�þX#opw
�þ
a
þ

b
ø$���qü���ù�þÎü ÿ.� ø�@S÷W�½ù$���

a−1b
�lü��½ù�þÎü ÿ.�GþX#¢�i�óÿ²�X@�#

N (a)N
(
a−1b

)
= N (b)

������-þ
N
(
a−1b

)
=
N (b)

N (a)
= (a : b) .

52úÊÿ:ú
a
þ

b
úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü�� ø�#i���óù�þ}pr
�þ�þ"HÓüýø�ù�þ�,

d1
þ
d2 ∈ ZK

ù:úÊüýøZpw
�þ
d1a, d2b ⊆ ZK

#�üýø�ù.���X#
d1aþ

d2b
ø$���fü��-þºúÊüýøtü���ù�þÎü ÿ.� øµ@}�8��,Ýú+����

d = d1d2
ù�þ�,�� ø

da, db ⊆ ZK
@ d �C�óÿ:ú	#

x 7−→ dx
�2
,üýø.��,��óÿ�1ø�,��n�-þ

ZK
9å,�7G�	
��� ø2������-þ

(da : db) = (a : b)
@ d ø:ø�ü�,e#Y��þ����n'ºúóø.�Xú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�#
ù�þ�,�� ø

(a : b) = (da : db) = N
(

(da)−1 (db)
)

= N
(
a−1b

) @ �
£�ì ô�ì@!é»�¾¿·ÙÕ½É;á¹À-Ç2Ã¸

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Snþ;��ú
V


,/þæø.�ú��t��/�þÎù.�óÿ�ü ú+��-þ¬�Óü�,Þþ���ø$���
n
ø$���-ÿ�þ

R
@ Q*,/ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���tþ�,

V
�*
,�ø�
�� ÿ�
�x�2��ú\���óÿ�,Ýú

Λ = Ze1⊕ ...⊕Zer
't��, {e1, ..., er}

� ü���þºúÊÿ�,Þþ��½ù�þtü����-þ���þ����-þ��½ù�þæøþ�,
V

@WJ�
ëø�þ;��ú	#C
,]ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���2�¢
, � ÿ�
�i��ú+��þ�� ü ú+���}� ü�/½ÿ�þ[��þÎÿ:ú���6�x�óÿ�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø¬� ü���þºúÊÿ�,Þþ��½ù�þü����-þ���þ����-þ��½ù�þæø��-þ
V

@KÀ�
ú+����
r = n

�Óü�Eºþ�,�� ø*pr
�þk�>ÿ�þÎù�ü�'�
� ú������ø:úÊù�
-ÿ:ú���@÷W,�ù�þÎÿ�,�� øZ����-ÿ.�G�	
-ù.�éù�þ���ø.�óÿ�ü ú+�Y�x�r�-þ�,�� øZ�Óü�EºþÎÿ�pr
�þ\
,�ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���±��ø:úÊù�
-ÿ:ú���fpw
ú+����ú��hþæø�ù�þ����-þÎÿ�,�� ø)� øÞþæø.'ºú+� úÊÿ�þæø4�úÊÿ:ú
R

���-ù�þ�,�� ø�
, üýø.��,��óÿ�1ø�,��#}üýø�ù.�²�
R ⊗Z Λ ∼= V

��þ�� úú+�� ü�'ºú������ ∑
ζi ⊗ λi 7−→

∑
ζiλi

@
�.� È�S��v|rÅ �	@��	@�� Ï J=ø.
�� ÿ�
�i�

Z + Z
√

2 ≤ R �)� ÿ�
�x�+ú+��þ�� ü ú+���³� ü�/nÿ�þ^�-þ)�i� ø�ù.�
2

�x�óüýø
√

2
�Ýü ÿ�ÿ:ú�'Îü����ú+�å#W���lþ��½ù:ú+��ù.�#5þ��ýþf�?������
,!ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���cþ�,

R
�x�óüýø

1
þ √

2
ø$���e� ü���þºúÊÿ�,Þþ��½ù�þ

�-þ���þ����-þ��½ù�þæø�þ�,
R

@
d þæø.'t����Nú*�-þW
,Ýú��úóø�þT�úÊÿ:ú

V
�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú[
,güýø.��,��óÿ�1ø�,����-þ

V
't��,

Rn
þX#µ�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#+
,Ýúù.���i������� ü útþ�,

V
pw
�þ¢�tù.�óÿ��úk
,�þæø��ú��t�o/�þÎù.�óÿ�ü ú+��ù.���x����7�� ü�'t��O úóøW����þÎÿ:ú��tznþæøT�-þ$ø.��,Ýútþ��-ÿ.�G�	
-ù.�

�i�óÿ$þæø.'ºú+� úÊÿ�ø$����'t����ù����w
úóø"U"@u�2ú+��ù.���i������� ü ú�ü����-þ���þ����-þ\��ú2�úóø�þo�x�óüýø#ù.�G��
R

9�ú+
-ù.��,��óÿ�1ø�,����-þ
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Rn

�\N���,Þþt��,��óÿ�1ø�,��@ZQ*,�ø�
�� ÿ�
�i�
Λ

�-þ
V

�}�Óü ù.���Óüýø.'Îÿ�þÎù.�ëø�þ�þ��ýþ}�6�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�f�úpù.���x������� ü úü����	
Eæü���ú��x�óÿ
V

@Wh�þ�,6�-ÿ:ú+����fpw
�þo
,�þæø.�ú��t�>ù.���i����7�� ü�'t���o�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�Ýø�þtþ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þtù.�G�� ø¢� øø�þ�
�ø¢�x����ù.� ø2OãþX#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�ù.�G�� ø�ø:þ�
�ø�ø�
�x't�����;
�½ù.� øVU$ø$���éú+��þÎÿ�ù.� ø�#�ù�þ�,�� ø*pr
�þ
Λ

�6�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�Þø�þþ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ�ù.�r����i���½ù.�
λ

�-þ
Λ

�x� ø�ø�
-ü3
,Ýú�/nü�Eæü��Nú+���ºú
U
þ�,

V
ù:ú+�Ypr
�þ

U ∩ Λ = {λ} @{�ú+,�� ø[�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ�ú+�C�óÿ:ú2
,Ýú2�-ÿ.���x� ø�ü������4pw
�þZ��� ø¢��=���
-ù�ÿ.�4'Îÿ�ü ù.�Îÿ�ü����úÊÿ:ú��-þt'Îü��Óü ÿ�ø:þ*
,ø�
�� ÿ�
�x�
Λ

�-þ
V

�o
,�ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���@ d �½ù�þæø�#	
,<�ýþ�,Ýú	Ã
� È�S[Î �	@��	@�� Ï�¾oà}à Ü � Ô Ú Ö × Ü à@\$Ó Ö Ò�Ú á�ªµÜ à Ü�ÕäÔrÕ à Ô �	� ØVÔ ã	Ó

Λ
Ò Ü4ÔGÕ�Ü àåã	Ñ á Ó d+Ü ×åÓ Ø Ú0ÑXÙ Ø.Ü Ñ�Ù Và Þ Ó Ü�Û�Ô Ú d Ñ�Ù Ü"Ö × Ü à�³O��µU

Λ Z\ÔrÕ à Ô �	� Ø"Ô ã	Ó�Ò�Ú¡àg\ Ø.Ü ×åÓ'aO��CU b ß Ú à"× Ü6ÔGÕ Ñ'� Ü"Ø ×åÓ U Ò Ü V ×åÑ�Ù ÛtÔÜ U ∩ Λ = {0}O��CU U|Ó�ÒCÓX\.Ó Õ ã	Ñ�\�×åÓ^Ò Ü V Ú Ö × Ü"Ø à Ü \t×åÑ Λ Ü"Õ-ÔGÕ \.Ó Ö�^VÔGÖ ×åÓ�� Ö Ú0×åÓ'a
O¼�rU U|Ó�ÒCÓX\.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓfÙ Ú Õ Ú¼×åÑCÒwÓ�Ò Ü V Ú Ö × Ü"Ø à Ü \t×åÑ Λ Ü�Õ<ÔrÕ \.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓ�� Ö Ú¼×åÓ&a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï O��X@ ⇐⇒ �	@�Uå� '�� úÊÿ.�´pr
�þm�X@

=⇒ �	@�@ 5
úÊÿ:úNúqÿ�þt'����-ÿ.�r'ºúm���óù�þ²pr
�þ
x 7−→ λ+x

�¢
, N���,Þþt��,��óÿ�1ø�,��6�úÊÿ:ú?ù.�r��
λ ∈ V @ d ø�ø�ü�,e#�ø�þ

U
�['t��,���þ�,¿�	@2þ��½ù$���

λ+U�o/½ü�Eæü��Nú+���ºú��-þ
λ
ù:ú+�Ypr
�þ

(λ+ U) ∩ Λ = {λ} @O��X@
=⇒ �	@�U�Snþ

K ⊆ V �k't��,4�ú�'Îù.�Ýþ���ù$���f't��,��
K ∩ Λ

�Z� þt'.Nú���éþ�,<
,<'t��,4�ú�'Îù.�Ýþ��ýþ6�
't��,4�ú�'Îù.�@K5 �óÿ*��
-ù�ÿ.�4� ú���#

K ∩ Λ
�k�Óüýø.'Îÿ�þÎù.��������-þ

K ∩ Λ
�Z1��-ü ù.�@

O��	@
=⇒ ��@�U·� þ�/½ü��-þ��½ù�þ2/½üýø�ù.�)pr
�þ�ù.�G��±'t�����;
�½ù.�f� ü�,pü ù:ú���^�-þ

V
�}�-ÿ.�"9B't��,4�ú�'Îù.�#�üýø�ù.�±�X#

�i� ø:ø�
-üi�ãþt'$N���'t��,4�ú�'Îù.�@
O¼��@

=⇒ �	@�U2Snþ;��ú
V


,Ýú[/nü�Eæü��Nú+���ºú�� ü�,pü ù:ú���ú��-þ
0
@2÷W��ù$���

S := (U∩Λ)\{0} �K1��-ü ù.�*�x�óÿ ��@þX#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#+� þt'.Nú���@ d ø:ø�ü�,e#
U\S �W
,Ýú�/nü�Eæü��Nú+���ºú�ú+��þÎÿ�ù:ú[�-þ

0
ù:ú+�rpw
�þ

(U\S)∩Λ = {0} �
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��	@ � Ï�� Õ à Ô �µ� ØVÔ ã	Ó

Λ
Ò Ü V Z¢ÔrÕ Ø.Ü ×0Ú	\ Ô Ù�ÑCÒCÓ\à Ü*Ü à�Ó Õ�Ü"Ö × Ü à Ü*Ü Ù Ü�Z Ò�Ú à¡\ Ø.Ü ×åÓ'a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï � '�� úÊÿ.�epr
�þ�
,'ÿ�þÎù�ü�'�
� ú�����4�Óüýø$'Îÿ�þÎù.�@�L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#
ø�þ;��ú
Λ


,ø�
�� ÿ�
�x�f�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�^�-þ
V
þ {e1, ..., er}


,3ø�
�x't�����;
�½ù.�±� ü���þºúÊÿ�,Þþ���ù�þpü����-þ���þ����-þ���ù�þ�,Ýú�HÓü�,Ýú+�
Oãþ�,�ÿ�þ�� ú������éú�pr
ú+��ù�ü���ú��-þ}�-þ?þ��ýþ�,Þþ���ù.� øVU[�-þ

Λ
@T55ÿ.�r'æþt�-þ�,�� ø*�i�óÿ$ü����	
������éø.���-ÿ�þ

r
@

Snþ
r = 0

þ��½ù$���
Λ = {0} þk�?����N?=��ú���ú@42�-ÿ.�µ/óúÊÿ�@

Snþ
r = 1

þ��½ù$���éù.�G��
λ ∈ Λ

ø�þ�þæø.'Îÿ�þ�/�þ2't��,��
λ = ζe1, ζ ∈ R

@ & ��,��
Λ

�2�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�#x��þ����
�ýþ�,Ýúhú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�# {ζe1 : |ζ| < M} ∩ Λ

��1��-ü ù.��������-þ�þ"Hnüýø�ù�þ
f1 ∈ Λ

ù:ú+�[pr
�þ
f1 = ζ1e1

't��,
ζ1 > 0

,4���-ü�,��@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� øZpr
�þ
Λ = Zf1

@�Sr
�x���Nú�pr
�þ
λ ∈ Λ

,Ýúóø
λ /∈ Zf1

@}÷T��ù$���ëþ"Hnüýø�ù�þ
m ∈ Z ù:ú+�8pw
�þ

λ−mf1 = bf1
't��,

0 < b < 1
@u�cúóø�þ��½ù$���

Λ 3 λ−mf1 = bf1 = bζ1e1
't��,

0 < bζ1 < ζ1
't����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����fú>þæø.'t����Nú4�-þ

f1
@

5�ÿ.��/�þ�,�� ø2�úÊÿ:ú
r
@fSnþ;��ú

Λ′ = Λ ∩ (Re1 + ... + Rer−1)
pw
�þ4�4
,!ø�
�� ÿ�
�i���Óüýø.'Îÿ�þÎù.���-þ

V ′ := Re1 + ... + Rer−1
@^52þ�� ú�N-ü��x7óù�þæø�þf�-þÝü����	
������#

Λ′ = Zf1 + ... + Zfr−1
�úÊÿ:úlú+���X
��ø

fi
� ü���þºúÊÿ�,Þþ���ù�þ>ü����-þ���þ����-þ���ù�þæø�ø.���-ÿ�þ

R
pr
�þX#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�ù:ú+,}�i��,¯�0�óÿ�,Ýú+, 
,Ýú��úóø�þ\�úÊÿ:ú

V ′
@

�Y�G��?þ��ýþ�,Þþ���ù.�
λ ∈ Λ

ø�þ$þæø.'Îÿ�þ�/�þ*�-þ¬�0�óÿ�,Ýúo~�-ü�'ºú\'t��,��
λ = ζ1f1 + ...+ζr−1fr−1 +ζer, ζi, ζ ∈

R
@KSnþ;��ú

ϕ : Λ −→ R
��ú���ú4�i�óÿ

λ 7−→ ζ
þ�ø:þ;��ú

Λ′′ := Im (ϕ)
@TlZ�óù�þkpw
�þ

ζ
ù:ú+,6�x��,-��ü�,Ýú+��þ�,

�-þ
Λ 3 (ζ1 − [ζ1]) f1 + ...+ (ζr−1 − [ζr−1]) fr−1 + ζer

�����-þ
[x]

�-þ����óù:ú}�\,ÝúÊü��óÿ}ü���ù�þÎü ÿ.�},Þþ����óÿ



� n ÂVn ��p&���7¥��Ì�u��3 3� ; �
��
+ü��X
ú+�.4

x
O �0
�������e�úÊÿ�ù�þéü���ù�þÎü ÿ:úCU"@ d ø�ø�ü�,e#;ù.�r��lþ��ýþ�,Þþ���ù.�

ζ ∈ {ζ ∈ Λ′′ : 0 ≤ |ζ| < M} �ü�,Ýú+��þ�,ä�-þ6
,'þ��ýþ�,Þþ���ù.�^�-þ
Λ

���±'t�����;
�½ù.�)� ü�,pü ù:ú��� {λ ∈ Λ : 0 ≤ ζi < 1, |ζ| < M} @Z52þ����
�ýþ�,Ýú�ú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�#�þ"HÓüýø�ù�þ�, 1��-ü ù.� ø

λ æ øY��þæø�ù�þu~� ù�ü�,��o't�����;
�½ù.�tþX#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#X1��-ü ù.� ø
ζ æ øÍ�����-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�@

5;þ�����'ºúóø.�
r = 1

ø�þ��X
�þ\pr
�þ
Λ′′

�o
,�ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���Ýþ�,
R

#�Óü���ú+,�� ø
Λ′′ = Zϕ(fr), fr ∈ Λ

@
Snþ;��úQú+�C�óÿ:ú

λ ∈ Λ
1H	�@é÷W��ù$���

ϕ (λ) = mϕ (fr) , m ∈ Z
�����C�

ϕ (λ−mfr) = 0
������-þ

λ−mfr ∈ Λ′
þ�þæø�ù�þ[�i�G�-þ�ø�þÎÿòþæø.'Îÿ�ü ù.�6't��,��

λ−mfr = m1f1 + ...+mr−1fr−1, mi ∈ Z
������-þø�þ��X
�þk���-þæø�þ;��ú���@ �

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Snþ;��ú
Λ


,Wÿ�þÎù�ü�'�
� ú����ø:úÊù�
-ÿ:ú����þ�,
V

#G�Óü���ú+,�� ø�#
Λ =

∑n
i=1 Zei

@ 5
úÊÿ:ú
'ºú���ú

λ ∈ Λ
ø�þ;��ú

Dλ := {λ +
∑
ζiei : 0 ≤ ζi < 1} @ Q�,s't�����;
�½ù.���-þæø�ù:ú²�0�óÿ�,Ýúq�e�Óü ù.�ø�þÎÿ[
,<�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt����¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�8�úÊÿ:ú

Λ
@}÷5ø�ù$=4'�� úÊÿ.�fpw
�þ�ú4�0�óÿ�,Ýú��-þk
,-�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��

�¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�¬�-þ���þ����-þ���úlþæø.'t����Núe�-þ�
,Ýú±�úóø�þ��úÊÿ:ú
Λ

@±lZ�Qþ���ù:ú+�½ù.�# 1H-ú����
,Ýú^�úóø�þX# � ø
�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt�� ø[�¼
����ú+,Þþ��½ù:úÊüýø�'t���-ÿ�þ�,

V
ø�þ�,�ø$���-ÿ�þ��i� ø�ü������@

SÓú+��þ�,�� øT��o'�=+��'�
���\pr
�þ���ú��� ø5þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
v1, ..., vn ∈ Rn

��/C����
,Þþ*����úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��\�-þ"9ù�þÎÿ�,pü��ú���2�i�óÿ}þ��ýþæø�ù�þ�, /C����
,Þþo��ú���6�x�óÿ
µ (P ) := |det (v1, ..., vn)| @ d ø�ø�ü�,e#r�úÊÿ:ú\
,ªÿ�þÎù�ü�'�
	9

� ú���$ø:úÊù�
-ÿ:ú���
Λ =

∑
Zei

�¢/C����
,ÞþT����úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��[�0
����ú+,Þþ���ù:ú+�G�
µ (D) = |det (e1, ..., en)|þ�ø:þ�ù:ú+,}�i��,3ù�ü�/�þÎÿ�,�� ø

Λ =
∑
Zfi

þ��½ù$���fú�,ÝúÊù�ÿ�ü�Epÿ�þ�� ú�'Îü����ú+���� {ei} 't��, {fi} ��ü��r/�þÎÿ�ø���/�þ��þ�,
Mn (Z)

þX#3�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#�ù�þ�,��-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ ±1
@ & ����ø�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ��½ù�þX# �±/C����
,Þþ��-þ�
,ä�úÊÿ�9ú+�ýþ��ýþ������þt��4�¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�;ü����-þ���þ����-þ\��ú2�úóø�þ?þæø$'t����N-ü���ú��úÊÿ:ú

Λ
@

Snþ
Λ ⊇ Λ′

ø$������óüýø�ÿ�þÎù�ü�'�
� ú��� ø�ø²úÊù�
-ÿ:ú��� ø�þ�,
Rn

#8�i�G�-þ�,�� ø�þæø$'t����N�þÎÿ6��þÎÿ:ú���óÿ�þæø {ei} þ
{fj}

�úÊÿ:ú
Λ
þ

Λ′
ù:ú+�ipr
�þ

fi = miei, mi ∈ N∗
Oãþæø�ù�þZ����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú2�� øK��úÊù.�óÿ�þæø}ü��w/ úÊÿ�ü ú+��ù�þæø��úÊÿ:ú

,�7r�	
��� ø*� ü�/½ÿ�þæø*1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ2��þÎÿ:ú��� ø�ø.���-ÿ�þ\
, ���,4���-ü����-ÿ�ü���'Îü��ú+�
þ6�6
,ÝúÞþæø���þt'Îü ú+� ü�E¿ú������f��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú d @��	@��X�µU"@ & ��,]ù:ú+��þæø.'t����Nú	#r�6�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��6�0
����ú+,Þþ���ù:ú+�
D′

�-þ
Λ′

�*
�-ü¡���6�Óüýø0��
��ù:ú
�-þ ∏

mi = (Λ : Λ′)
�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt�� ø¢�0
����ú+,Þþ���ù:úÊüýø

D
�-þ

Λ
@W��þ�,�� ø�#?�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#ú2��7óÿ�,6
� ú	Ã

O��	@��	@��µU µ (D′)
µ (D)

=
(
Λ : Λ′

)
.

ûtú���ú�
,Ýú4�úóø:þ6�úÊÿ:ú
V

���-ù�þ�,�� øZ
,=üýø.��,��óÿ�1ø�,��
V ∼= Rn

þX#��x�óÿ�ù:ú+��ù.�#i
,Ýú�,Þþt�Óü���ú
µü��w/ úÊÿ�ü ú+��ù�þ2�x�óÿ�ù�ÿ:ú+��ø�� ú������@[Q�,¯��
-ù�ÿ:úéþæø.'t����Núf�-þ\�úóø�þ6�úÊÿ:ú

V
��� øZ��=���
-ù�ÿ:ú�,Þþt�Óü���ú

ν
#�,Ýúóøù:ú+�Wpw
�þ

ν = ζµ, ζ ∈ R× @658�óÿ�ù:ú+�½ù.�#2úéÿ:ú+Eµ����þ���ù�ÿ�þÞúóøo,Þþt�Óü���úóø6�-þ2��óüýø6't�����;
�½ù.� ø?þæø�ù$=f��þ�,
�-þ"1��-ü���úpþX#�þ�, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#�ú2�07óÿ�,}
� úeO��	@��	@��µU¬/ ú+�ýþk�úÊÿ:ú>ÿ�þÎù�ü�'�
� ú��� ø�þ�,

V
@

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ D0 ÔGÕ ã	Ñ Ø Ñ�Ù Ü Ù Ü ã â ã Ü ÒCÓ �"ÔGÖ ÒCÑ Õ�Ü"Ö ×åÑXÙ	ã	Ñ Ø Ñ ÔrÕ¯Ø�Ü ×0Ú	\ Ô Ù>ÑwÒCÓfà�ÑX× ÔGØ ÑCÒCÓ
Λ Ü"Õ ÔGÕ<Ü àåã	Ñ á Ó d+Ü ×åÓ Ø Ú�Ñ�Ù Ø.Ü Ñ�Ù V a.Y Ü S Z�ÔrÕ à Ô �o\.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓ Õ�Ü"Ö à ÔrØ f d+Ü Ù3Ò Ü V Ü µ (S) > µ (D0)

Ü"Ö × Þ Ó S \.Ó Ö × Z"Õ ã	Ó Ö ×åÓ�à
α 6= β

×åÑ�Ù Û�Ô�Ü α− β ∈ Λ
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï J¿'t������
��ù.�
S ∩ Dλ

��,Þþ���ø�
-ÿ$=t/�þ��u�úÊÿ:úfù.�r��e�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��e�¼
����ú�9
,Þþ���ù:ú+�

Dλ
þ

µ (S) =
∑

λ∈Λ

µ (S ∩Dλ)

�i�óüýø {Dλ}
't���-ÿ�þ

V
ø�þ�, ø.���-ÿ�þ��x� ø�ü������@q5
úÊÿ:ú³'ºú���ú

Dλ
þ"Hnüýø�ù�þ�
,¶~�-ü�'t�

λ′ ∈ Λ
ù:ú+�¢pw
�þ±�ù�ÿ:ú+��ø�� ú���ú���n�-þ

S ∩ Dλ
�x�óÿ

λ′
�Ýø�
�x't������
��ù.�n�-þ

D0
@ & ��,��

µ (S) > µ (D0)
# ��þ�����,Þþ���� ø
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��óüýøK�-þæø�ø:þæøK't������
��ù.� ø}ù�þ�,]ü��½ù�þÎÿ�ø�þt't�����6�?���+9å/ ú+Eæü ú�O0'ºúóø$�6't����ù�ÿ$=Êÿ�ü���ù�þÎÿ�� ú+,�� øu
,Ýú\'t����þÎÿ�ù�
-ÿ:ú6�-þ

,!ø�
�x't������
��ù.�n�-þ

D0
�x�óÿ}'t������
��ù.� ø��Óüýø0��
��ù.� ø2��ú±���óÿ�,Ýú

S ∩ Dλ + λ′
þéþ���ù$���

µ (D0) ≥∑
µ (S ∩Dλ) = µ (S)

U"@�A ø�ù.�±�X#�þ"HÓüýø�ù�þ�,
α, β ∈ S ù:ú+�Kpr
�þ

α − λ0 = β − λ1, λ0 6= λ1 ∈ Λ������-þ
0 6= β − α ∈ Λ

't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �
� È�S[Î �	@��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ T ⊆ V Õ�Ü�Ö à ÔGØ f d+Ü Ù3×åÑ�Ù Û�Ô�Ü (α− β) /2 ∈ T ã	Ñ Ø Ñ�×åÓ�ÒCÓ

α, β ∈ T Ü Λ ÔGÕ
Ø�Ü ×0Ú`\ Ô Ù�ÑCÒCÓ±àtÑX× ÔGØ ÑCÒwÓ Ü"Õ V

aRb Ö × Þ Ó T ã	Ó+àVà Ô Ú Ø f ÔGÕ ã	Ó Ö ×åÓ�ÒCÓ Ø.Ü ×0Ú`\ Ô Ù�ÑCÒCÓ Ý Ò�Ú¡à�×0Ú Ö ×åÓ^ÒCÑeÓ Ø Ú×� Ü"Õ2Ýà Ü"Õ ã Ø.Ü2Û�Ô�Ü µ (T ) > 2nµ (D)
Ó Ö Ò Ü n = dimV Ü D Z6ÔGÕ ã	Ñ Ø Ñ�Ù Ü Ù Ü ã â ã Ü ÒCÓ �"ÔGÖ ÒCÑ Õ�Ü"Ö ×åÑXÙYÒ Ü Λ

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

S = (1/2) T
@�÷W�½ù$����ø�þ

α, β ∈ S ù�þ�,�� ø
α−β = (1/2) (α′ − β′) , α′, β′ ∈

T
������-þ

α− β ∈ T @¬52þ����Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýúéú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#
S

't����ù.��, �x����ù.� ø*�Óüýø�ù�ü���ù.� ø
α 6= β ∈ Λ

ø�þ�,4�-ÿ�þ
pw
�þ

µ (S) > µ (D)
#�üýø�ù.�^�X#

µ ((1/2) T ) > µ (D) =⇒ (1/2n)µ (T ) > µ (D) =⇒ µ (T ) >

2nµ (D)
@Wl�þæø�ù�þk'ºúóø$�#

T 3 α− β 6= 0
't��,

α− β ∈ Λ
't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@�� Ï�T¡U Ü Ó Ø�Ü"Õ Ñ\Ò Ü ÛDÚ Ör± ÓÃçIà ± Úè].Y ÜN^ Ñ T ÔGÕ à Ô ��\.Ó Ö�^"ÔrÖ ×åÓ\Ò ÜuÔGÕ Ü àBã	Ñ á Ó d�Ü ×åÓ Ø Ú0Ñ�Ù
Ø�Ü Ñ�Ù V ×åÑ�Ù ÛtÔÜ T Z \.Ó Õ ã	Ñ�\t×åÓ Ý \$Ó Övd+Ü�ß Ó Ü à"Ú Õ[Z × Ø Ú`\$Ó Ü"Õ Ø�Ü Ù�Ñ áµÞ Ó�Ñ^Ó Ø Ú×� Ü"Õ�Ü Λ ÔGÕ¯Ø.Ü ×0Ú	\ Ô Ù�ÑCÒCÓà�ÑX× ÔGØ ÑCÒCÓ Ü"Õ V

a.Y Ü µ (T ) ≥ 2nµ (D)
Ó Ö Ò Ü n = dimV Ü D Z�ÔGÕ ã	Ñ Ø Ñ�Ù Ü Ù Ü ã â ã Ü ÒCÓ �"ÔGÖ ÒCÑ Õ�Ü"Ö ×åÑXÙ

Ò Ü Λ Ü"Ö × Þ Ó T ã	Ó+à$à Ô Ú ÔGÕ ãÓ Ö ×åÓ)ÒCÑ Ø�Ü ×0Ú	\ Ô Ù>ÑwÒCÓ^Ó Ô × Ø Ó Û�Ô�Ü}Ö|Þ Ó)ÑfÓ Ø Ú¹� Ü"Õ a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

ε0 > 0
@WJ´'t������
��ù.�

(1 + ε0) T
�u,Þþ���ø�
-ÿ$=t/�þ��Óþ}ø:úÊù�üýø���ú+Eòú[N-ü��x7óù�þæø�þ

��q�ýþ�,Ýú³ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�@ & ��,��
µ ((1 + ε)T ) = (1 + ε0)n µ (T ) > 2nµ (D)

#¢��þ����q,Þþæø�,����ýþ�,Ýú	#
((1 + ε0) T ∩ Λ) \{0} 6= ∅

þk�Z1��-ü ù.���i�óüýø
(1 + ε0)T

�6't��,4�ú�'Îù.�@ & ��,��
T

�o� þt'.Nú���#�ù�þ�,�� ø
T = ∩ε>0(1 + ε)T

@ Snþn��þ��Nw
, �� øf1��-ü ù.� ø±�x����ù.� øe�-þ
((1 + ε0) T ∩ Λ) \{0} þæø�ù$=qþ�, T�i�G�-þ�,�� ø?ù.��,ÝúÊÿ

ε′
ø�
	1?'Îüýþ��½ù�þ�,Þþ���ù�þ)��þtpr
�þ����Qù:ú+�¬pw
�þ

((1 + ε′) T ∩ Λ) \{0} = ∅
�epw
�þf�Ýú+�	9ø�
-ÿ.��@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï Jaù�þt�óÿ�þ�,ÝúÞú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ[���óüx�-þæø$'t����þÎÿ�ù.�4�x�óÿ¢�lü��FC�µ¹�ø�Fnü�þ�,����X�X�>þZ�0�óüÍ�
�i���½ù.�4�-þk�úÊÿ�ù�ü���ú4�-þo
,�ÿ:ú+,��4�ú�ù�þt�óÿ�ü ú��-þ\�w~,ÞþÎÿ.� ø�#N��+��þ¬�.=2�-ÿ:úÊù�ü�'ºú+,Þþ���ù�þ?ü��úÊù�ü�/ ú	#��-þ�����,�9ü��ú���ú���þt��,ÞþÎù�ÿ�ü ú��� ø[�w~,ÞþÎÿ.� ø�@u{�ú+,�� ø[�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿZ�4
�ø.�4�-þæø�ù�þ�ù�þt�óÿ�þ�,Ýú4�-ÿ.��/ ú+�����pr
�þ�ù.�r��
�w~,ÞþÎÿ.���úÊù�
-ÿ:ú+��ø�þ�þæø.'Îÿ�þ�/�þ\'t��,��Ýø.��,Ýú��-þ\pr
úÊù�ÿ.��pw
ú��Óÿ:ú��� øµ@ûtú�ü��-þ��½ù�ü���ú��-þ

(
a2 + b2 + c2 + d2

) (
A2 +B2 + C2 +D2

)
=

(aA− bB − cC − dD)2 + (aB + bA+ cD − dC)2 +

(aC − bD + cA+ dB)2 + (aD + bC +−cB + dA)2

/�þ�,�� ø±pw
�þD�Xø�
	1?'Îüýþ��½ù�þn,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø±pw
�þXù.�r����-ÿ�ü�,��
p
ø�þXþæø.'Îÿ�þ�/�þD't��,��vø.��,Ýú��-þ�pr
úÊù�ÿ.�

pw
ú��Óÿ:ú��� øµ@ & ��,��
2 = 12 + 12 + 02 + 02 �x�r�-þ�,�� ø�ø.
�i�óÿ

p
��,4�úÊÿ�@

d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø�pw
�þ
m2 + n2 + 1 ≡ 0 mod p

ù�þ�, ø.����
������Ýþ�,
Z

@I{�ú+,�� ø¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ*pr
�þ
#
{
m2 : 0 ≤ m ≤ p− 1

}
= (p+ 1) /2

�i�óüýøéø�þ�����vúóø�ø�ü�, ��,Þþæø�,��q/ ú+�ýþe�úÊÿ:ú {
n2 + 1 : 0 ≤ n ≤ p− 1

} þlþ��½ù$�����úÊÿ:ú�pw
�þEúq't���	9
� ÿ�
�����'Îü úÞú�'Îü�,Ýú2�?���pù�þ��Nú>ø.����
��������-þ�/�þÎÿ�� ú+,�� ø�ù�þÎÿ

m2 6= n2 + 1
�úÊÿ:úpù.�r�� ø¢� ø

p+ 1
/ ú+���óÿ�þæø
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pw
�þ�þ��ýþæøéúóø�ø�
,Þþ�,s�²pr
�þ^��ü�,4�x� ø�ø���/�þ��å@»Snþ;��ú+,

a 6= b
ù:ú+�*pr
�þ

0 ≤ a, b ≤ p − 1
@ d �C�óÿ:ú	#

a2 ≡ b2 mod p ⇐⇒ (a+ b) (a− b) ≡ 0 mod p ⇐⇒ a+ b ≡ 0 mod p
Oãþæø�ù:ú+,�� øtø�
�x������

a 6= b
U"@ & ��,��

0 ≤ a, b ≤ p−1
þæø�ù�þ¢~� ù�ü�,���ú�'t����ù�þt'æþ�ø�þ�þ$ø.��,Þþ��½ù�þ�ø�þ

a+b = p
@ d ø�ø�ü�,e#�ø:þ�����

R := {(a, b) : 0 ≤ a, b ≤ p− 1, a 6= b, a+ b = p} ù�þ�,�� ø
#R = p − 1

�i�óüýø
a + b = p

ù�þ�,þ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þ6
,Ýúéø.����
������ëø�þ
a > 0

þ6�?���Þù�þ�,3ø.����
������Ýø:þ
a = 0

@ d �C�óÿ:ú	#�ø�þ
(a, b) ∈ R þ��½ù$���

(b, a) ∈ R ø�þ�,Wù�þÎÿ�,�� ø¬�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú���2��þ��Nr
, ���µ/C��þ��ýþ�,Þþ��½ù.�2�-þ
S :=

{
m2 : 0 ≤ m ≤ p− 1

} @
hÍ���C�#

#S = #Fp −#R/2 = p− (p− 1) /2 = (p+ 1) /2
't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@

R;ü>H-þo
,Ýúpø.����
������
m,n

�úÊÿ:úÞú�'t���� ÿ�
�����'Îü úÝþ\'t����ø�ü��-þÎÿ�þ\�>ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���
Λ :=

{
(a, b, c, d) ∈ Z4 : c ≡ ma+ nb mod p, d ≡ mb− na mod p

}
⊆ Z4

O0pw
�þ
Λ

��
, ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���Eø:þ��X
�þ���^��úÊù.�npw
�þéþ��ýþ��ëø�
�� ÿ�
�i�D�-þ
Z4 pr
�þ����Óüýø$'Îÿ�þÎù.�D������-þ

Λ�e�Óüýø.'Îÿ�þÎù.�wU"@ lZ�óù�þ�pr
�þ
pZ4 ⊆ Λ

������-þ
Λ/pZ4 ⊆ Z4/pZ4 = F4

p

þlþæø�ù�þD�X##þ�, ÿ�þºú+� ü���ú��-þX#

,=ø.
��þæø��ú��t��/�þÎù.�óÿ�ü ú+�I�-ü��Óü�,Þþ���ø�ü����ú+�W�-þ

F4
p

O
a
þ
b
øV���ëúÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü�� øo,Ýúóø�þ���ù$���

c
þ
d
þæø�ù:úÊÿ$���

�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú��� øVU"@IhÍ���C�# (
Z4 : Λ

)
= p2 þW��þ�� ú��07óÿ�,}
� ú6O��	@��	@��µU"#

µ (DΛ) =
(
Z4 : Λ

)
µ (DZ4) = p2 @

Snþ;��ú
T := B (0, r)

�D�ãþt'$N��q��ún�i��� ú³�-þ^'æþ��½ù�ÿ.�
0
þfÿ:úÊü��

r > 0
þ���ù$���

µ (T ) = π2r4/2
O0��

'�=+��'�
���D��
m�-þÞÿ�þæø�
� ù:ú��� ø���úe�-ÿ.7tHÓü�,ÝúXø:þt�����wUk�-þ�,Ýú+��þÎü ÿ:únpr
�þÝþæø.'t����N�þ�����
r2 > 1.9p

ù�þ�,�� ø
µ (T ) > 16µ (DΛ)

@�52þ����Qù�þt�óÿ�þ�,Ýú^�-þ��Xü��FC��¹�ø.F½üå#2þ"Hnüýø�ù�þ
(a, b, c, d) ∈ (Λ\{0}) ∩ T @ & ��,��

(a, b, c, d) ∈ Λ
ù�þ�,�� ø
a2 + b2 + c2 + d2 ≡ a2

(
1 +m2 + n2

)
+ b2

(
1 +m2 + n2

)
mod pþo't��,��

(a, b, c, d) ∈ T ù�þ�,�� ø
a2 + b2 + c2 + d2 < 2p

@KSnþtpr
�þopw
�þ
a2 + b2 + c2 + d2 = p

't��,��
pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@

£�ì�£�ìÝñ�¼ÊÛ�¸Ýá¹»nÐ+À-¸ÞÇ2»lÕ�Ô�á¹Õ�É2á¹Ã
� È�S[Î �	@��	@�� ÏiY ÜN^ Ñ Õ a1, ..., an ∈ R×+

acb Ö × Þ Ó (
∏
ai)

1/n ≤ (
∑
ai) /n
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�G�-þ�,�� ø�ø.
�i�óÿ
a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an

@�Sr
�i������fù:ú+,}�i��,�pr
�þ
an ≤ 1,�� ø�ù�ÿ�þ�,�� ø*pr
�þ

n (
∏
ai)

1/n ≤∑ ai
@W52úÊÿ:ú

n = 1
�>ÿ�þæø�
� ù:ú�����k7��r/½ü��@T55ÿ.��/�þ�,�� ø��úÊÿ:ú

n
Ã

n

(
n∏
ai

)1/n

= (n− 1)

(
n∏
ai

)1/n

+

(
n∏
ai

)1/n

≤

≤ (n− 1)

(
n−1∏

ai

)1/(n−1)

+ an ≤
n∑
ai

�����-þ2
�ø:ú+,�� økpw
�þ
ai ≤ an ∀i =⇒ ∏n ai ≤ ann =⇒ (

∏n ai)
1/n ≤ an

@ d �C�óÿ:úf�úÊÿ:úf�±'ºúóø.�
��þÎÿ:ú+��Oãø�þ

an > 1
U�ø�þ;��ú

λ > an
������-þ

λ−1a1 ≤ ... ≤ λ−1an ≤ 1
þ���e�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���cú�'Îü�,Ýúù�þ�,�� ø

n

(
n∏
λ−1ai

)1/n

≤
n∑
λ−1ai =⇒ n

(
n∏
ai

)1/n

≤
n∑
ai

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
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� È�S[Î �	@��	@�� ÏiY ÜN^ Ñ Õ m ∈ N∗, a1, ..., am ∈ R×+

a¬Ð Ü � Ö Ñ

I (a1, ..., am; t) :=

∫

Z(t)
xa1

1 ...x
am
m dx1...dxm

Ó Ö Ò Ü Z (t) := {x ∈ Rm : xi ≥ 0,
∑
xi ≤ t}

acb Ö × Þ Ó

I (a1, ..., am; t) = t
P
ai+m

Γ (a1 + 1) ... (am + 1)

Γ (a1 + ...+ am +m+ 1)Ó Ö Ò Ü Γ
Ò Ü"Ö ÓX×åÑ±Ñ �"ÔrÖ?á�Þ Ó��wÑ Õ Ñ)Ò Ü b Ô Ù Ü"Ø a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï h�þ�,6�-ÿ�þ�,�� øopr
�þ?ú}�¼
�������
Γ (x) :=

∫∞
0 e−ttx−1dt

�tù:ú+�Ypw
�þ
O��	@��	@��µU

Γ (x) = (x− 1) Γ (x− 1) .

Rú+Eºþ�����
x′i = xi/t

þ�,
I

���-ù�þ�,�� ø
I (a1, ..., am; t) =

∫

Z(1)
x′a1

1 ...x′amm t
P
ai+mdx′1...dx

′
m = t

P
ai+mI (a1, ..., am; 1)

þk��ø�
	1?'Îüýþ���ù�þ6,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø*���ýþ�,Ýú��úÊÿ:ú
t = 1

@T55ÿ.�r'æþt�-þ�,�� ø��i�óÿ$ü����	
������Ã

I (a1; 1) =

∫ 1

0
xa1

1 dx1 =
1

a1 + 1
=

Γ (a1 + 1)

Γ (a1 + 2)��þ�� ú}��7óÿ�,6
� ú�O��	@��	@��µU"@¬Snþ;��ú
Z (x′m) :=

{
x ∈ Rm−1 : xi ≥ 0,

∑
xi ≤ 1− xm

} þ���ù$���
I (a1, ..., am; 1) =

∫ 1

0
xamm

(∫

Z(xm)′
xa1

1 ...x
am−1

m−1 dx1...dxm−1

)
dxm =

=

∫ 1

0
xamm I (a1, ..., am−1; 1− xm) dxm =

= I (a1, ..., am−1; 1)

∫ 1

0
xamm (1− xm)

Pm−1 ai+(m−1) dxm =

= I (a1, ..., am−1; 1)
Γ (am + 1) Γ (a1 + ...+ am−1 +m)

Γ (a1 + ...am +m+ 1)

�����-þW�ú¬~� ù�ü�,Ýú#ü��X
ú+����ú��-þK
�ø:ú+,�� ø�ú¢'t���N�þt'Îü���ú�ü��-þ���ù�ü���ú��-þ ∫ 1
0 x

p−1 (1− x)q−1 = Γ (p) Γ (q) /Γ (p+ q)
@

5;þ�� ú4N-ü��i7óù�þæø�þ6�-þtü����	
����������-ù�þ�,�� ø¢1��ú+��,Þþ��½ù�þ
I (a1, ..., am; 1) =

Γ (a1 + 1) ...Γ (am−1 + 1)

Γ (a1 + ...+ am−1 +m)

Γ (am + 1) Γ (a1 + ...+ am−1 +m)

Γ (a1 + ...+ am +m+ 1)'t��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

Snþ;��ú
V = Rr ×Cs #Óþæø��ú��t��/�þÎù.�óÿ�ü ú+��ÿ�þºú+�Í�-þk�Óü�,Þþ���ø$���

n = r+ 2s
@�ûtþ"1��úpú2���óÿ�,Ýú>þ�,

V��ú���ú��x�óÿ ||x|| := ∑r
i=1 |xi|+ 2

∑s
i=r+1 |zi|

�����-þ
x = (x1, ..., xr , zr+1, ..., zr+s)

@

� È�S[Î �	@��	@�� Ï2Y ÜN^ Ñ t ∈ R×+ Ü X (t) := {x ∈ V : ||x|| ≤ t} Ü"Ö × Þ Ó µ (X (t)) = 2r (π/2)s tn/n!
a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ïo& ��,��

X (t)
�$ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t�?þ�,]ÿ�þ�� ú�������ú�� ø5þÎü>H� ø�ÿ�þºúÊüýø5ù�þ�,�� ø

µ (X (t)) =

2rµ (Y (t))
�����-þ

Y (t) := {x ∈ V : ||x|| ≤ t, x1, ..., xr ≥ 0} @�Rú+Eºþ�����Xú),}
���ú+���ºúe�-þ�'t�G�óÿ�9
�-þ��ú���úóø

Φj
þ�,

zj := xj + iyj
��ú���ú��x�óÿ

xj := (1/2) ρj cos θj, yj := (1/2)j sin θj
/�þ�,�� ø

pw
�þ
J (Φj) :=

(
1
2 cos θj −1

2 j
sin θj

1
2 sin θj

1
2ρj cos θj

)

������-þ |det J (Φj)| = ρj/4
@ThÍ���C�#

µ (Y (t)) =

∫

Y (t)
dx1...dxrdxr+1dyr+1...dxr+sdyr+s =

= 4−s
∫
ρr+1...ρr+sdx1...dxrdρr+1dθr+1...dρr+sdθr+s

�����-þ
Y ′ (t) :=

{
(x, ρ, θ) ∈ Rr+2s : xi, ρi ≥ 0, 0 ≤ θi ≤ 2π,

∑
xi +

∑
ρi ≤ t

} @ & ����ù�ü��w
ú+����Ã

µ (Y (t)) =

(
2π

4

)s ∫

Y ′′(t)
ρr+1...ρr+sdx1...dxrdρr+1...dρr+s

't��,
Y ′′ (t) := {(x, ρ) ∈ Rr+s : xi, ρi ≥ 0,

∑
xi +

∑
ρi ≤ t}

@^52þ������ýþ�,ÝúXú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�ù.��,Ýú+����
m = r + s

#
ai = 0 , 1 ≤ i ≤ r þ ai = 1, r + 1 ≤ i ≤ m ù�þ�,�� ø

µ (Y (t)) =
(π

2

)s
ts+m

Γ (1) ...Γ (1) Γ (2) ...Γ (2)

Γ (n+ 1)
=
(π

2

)s tn
n!������-þ

µ (X (t)) = 2r (π/2)s tn/n!
@

O��µU & úóø.�
r = 2, s = 0

þ��½ù$���
µ (X (t)) = 2t2

�)pw
�þ2't�óÿ�ÿ�þæø��x�����-þ>ú��±pr
ú��Óÿ:ú���±�-þ6� ú���
√

2t
�-þ"1��-ü���4�i�óÿ |x|+ |y| ≤ t @O��CU & úóø.�
r = 0, s = 1

þ��½ù$���
X (t)

't�óÿ�ÿ�þæø.�i�����-þQú��²'�� ÿ.'�
���²�-þfÿ:úÊü��
t/2

'�
���ú²=Êÿ�þºú³�
µ (X (t)) = πt2/4

@
�

£�ì¹Ð�ì�� Ø�Æ;·Ù¾¿É;Ç;»QÇ2ÃqÆ3�2Ð+»½¼ÅÃhÇ2»lÕ½áÙÀ-¸¿¸º»
Snþ;��ú

K

,s't�óÿ��x�²�r
,��Îÿ�ü�'t���-þ�� ÿ:ú+


n
@»�;þ�,�� øéþ��½ù$���

n
ü�,ÞþÎÿ�ø.znþæø

K ↪→ Q
@kû�þ����óù�þ

{σ1, ..., σr}
úóø�ü�,ÞþÎÿ�ø$z½þæø�ÿ�þºúÊüýø^O¹üýø�ù.�D�X#2ù:ú+��pw
�þ

σi (K) ⊆ R U�þ {σr+1, σr+1..., σr+s, σr+s}
úóøü�,ÞþÎÿ�ø.znþæø#ù:ú+�Ípw
�þ

R ) σr+i (K) , σr+i (K) ⊆ C @
÷W��ù$���
n = r+ 2s

þtù�þ�,�� ø[�2,�������,��óÿ�1ø�,��
�-þ?ú+���Îüýø�Ã

σ : K ↪→ V : Rr × Cs ��ú���4�i�óÿ
σ (ζ) 7−→ (σ1 (ζ) , ..., σr(ζ),<(σr+1(ζ)),=(σr+1(ζ)), ...,=(σr+s(ζ))) .

A �-þ��½ù�ü>1?'ºú+,�� ø
V

't��,
Rn


�ø:ú+����Þú��úóø�þ {1, i} �úÊÿ:ú
C

@
d pw
-ü

∆K
�-þ����óù:úD�³�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þe��úEþ"Hnù�þ���øV���Eþ

BK := (4/π)s (n!/nn) |∆K |1/2
�f�-þ"9

����,pü��ú�����4� ü�,pü ù:ú+�½ù�þ6�-þ\�Xü��FC��¹�ø�Fnü3�úÊÿ:ú
K

@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@ ��@�� Ï�Y ÜN^ Ñ a ÔrÕ Ú�Ò Ü Ñ�Ù ÝZÖiÞ Ó �BÖ?Ô Ù�Ó Ý Ò Ü ZK a»b Ö × Þ Ó σ (a) ZfÔGÕ�Ø.Ü ×0Ú	\ Ô Ù�ÑCÒCÓà�ÑX× ÔGØ ÑCÒCÓ Ü"Õ V Ü Ó d Ó�Ù ÔrÕ�Ü ÒCÓkã	Ñ Ø Ñ�Ù Ü Ù Ü ã â ã Ü ÒCÓ �"ÔGÖ ÒCÑ Õ�Ü"Ö ×åÑXÙYÒ Ü σ (a) Z 2−sN (a) |∆K |1/2

a
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ïo& ��,��

a
�
Z
9å,�7G�	
���^1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ)��þÎÿ:ú���Xø�þ�, ù.�óÿ.�����mO¼�i�óüýø

a
�
ZK

9
,�7r�	
���^1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ)��þÎÿ:ú���lø�þ�, ù.�óÿ.�����lþ

ZK
�
Z
9å,�7r�	
����� ü�/½ÿ�þµU�ù�þ�,�� ø2pr
�þ

a
�
Z
9å,�7G�	
���

� ü�/½ÿ�þX@ & ��,��
a ⊆ ZK

þ
ZK ∼= (α) ⊆ a

�úÊÿ:ú
α ∈ a\{0} ù�þ�,�� ø*�-þo
,�ÿ�þæø�
� ù:ú����'t���N�þt'Îü������úù�þt�óÿ�ü ú4�-þk,�7G�	
��� ø�ø.���-ÿ�þk���,4���-ü�� øZpr
�þ

n = dimZ (α) ≤ dimZ a ≤ dimZ ZK = n
@uSnþ;��úÞþ���ù$���

α1, ..., αn

,Ýú4�úóø�þ\�úÊÿ:ú

a
't��,��

Z
9å,�7r�	
���@}÷W��ù$���

σ (a) = σ (
∑
Zαi) =

∑
Zσ (αi)

þk�úÊÿ:ú
/�þÎÿ�,�� økpw
�þ

σ (a)
��ÿ�þÎù�ü�'�
� ú����ø:úÊù�
-ÿ:ú���±�úóø�ù:úf,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø\pr
�þ {σ (αi)}

��'t������
��ù.�±� ü���þºúÊÿ�9
,Þþ���ù�þ}ü����-þ���þ����-þ���ù�þ$þ�,

Rn
�opw
�þu��þ�� ú��-þ"1��-ü������o�-þ

σ
þtpr
-ü�/óú+�ýþ#ú[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿIpr
�þ¬���-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ

��ú2,ÝúÊù�ÿ�ü�E
A ∈Mn (R)

'�
���ú
i
9B�æø�ü�,Ýú�� ü��Nú4�

(σ1 (αi) , ..., σr (αi) ,< (σr+1 (αi)) ,= (σr+1 (αi)) , ...)

�o�?���+9å�w
���@�Snþ;��ú
B ∈Mn (C)

ú2,ÝúÊù�ÿ�ü�E2'�
���ú
i
9B�æø�ü�,Ýú�� ü��Nú4�

(
σ1 (αi) , ..., σr (αi) , σr+1 (αi) , σr+1 (αi), ...

)

þ�����ø�þÎÿ�/�þfpw
�þÞø:þÞþ�,
B
ø.��,Ýú+,�� ø>ú^'t����
�ú

r + 2
4e't����
�ú

r + 1
þÞø�
�-ù�ÿ:ú+��,�� ø},ÞþÎù:ú��-þ)��ú

't����
�ú
r + 1

��ún't����
�ú
r + 2

���-ù�þ�,�� ø
2< (σr+1 (αi))

�ún't����
�ú
r + 1

þ −i= (σr+1 (αi))�ú�'t����
�ú
r + 2

@*L�þ��-ü ù:úÝúf����þÎÿ:ú������f�úÊÿ:úf� ø��-þ�,ÝúÊüýøZ�úÊÿ�þæøZ�-þ}'t����
�úóø�@��;úÊüýøo����þÎÿ:ú��tz½þæø��?���
,6
���ú+, �4�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ2�-þ

B
�-þo���óÿ�,Ýú�pr
�þk���-ù�þ�,�� ø�Ã

detB = det ((σ1 (αi) , ..., σr (αi) , 2< (σr+1 (αi)) ,−i= (σr+1 (αi)) , ...)i) =

= (−2i)s detA .

�Eúóøx/nü�,�� øÍ�ú¬�-ÿ.���x� ø�ü������\�X@��	@��¢pw
�þ
(detB)2 = D (α1, ..., αn) 6= 0

������-þ
detA = (−2i)−s D (α1, ..., αn)1/2 6=

0
������-þ?ø�þ��X
�þ\�4�-þæø�þ;��ú���@

d �C�óÿ:úf't��,��
σ (a) =

∑
Zσ (αi)

��/C����
,Þþ2����úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��f�¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�
D

�-þ
σ (a)

�
|detA| @ 5;þ�� úo����ø:þÎÿ�/óú��������X@��	@��tø:ú+��þ�,�� øIpw
�þ |D (α1, ..., αn)| = (ZK : a)2 |∆K |

������-þ
µ (D) =

2−s (ZK : a) |∆K |1/2
't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@ ��@�� Ï�Y ÜN^ Ñ a ÔGÕ Ú�Ò Ü Ñ�Ù Ö|Þ Ó �BÖ�Ô Ù�Ó Ü"Õ ZK
a[b Ö × Þ Ó a

\.Ó Ö × Z�Õ�ÔGÕ�Ü Ù Ü�Õ�Ü�Ö ×åÓ
Ö|Þ Ó � Ö�Ô Ù>Ó α ∈ ZK ×åÑ�Ù ÛtÔÜ |Nm (α)| ≤ BKN (a)

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ïo& ����ø�ü��-þÎÿ�þ�þ�,

V
ú6���óÿ�,Ýú2�Óüýø.'�
-ù�ü���ú>ú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�,Þþ���ù�þX#?��ú���ú}�x�óÿ�# ‖x‖ =∑r

i=1 |xi| + 2
∑r+s

i=r+1 |zi|
�����-þ

x = (x1, ..., xr, zr+1, ..., zr+s) ∈ Rr × Cs ∼= Rn
@�Snþ;��ú

X (t)'t��,��������ýþ�,Ýú4�	@��	@��>þ
D

�2�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt����¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+�Y��eO¼��þ�� ú6�-ÿ.���x� ø�ü������Ýú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿVU}ÿ�þÎù�ü�'"9

� ú���Öø:úÊù�
-ÿ:ú���

σ (a)
@ Jä't������
��ù.�

X (t)
��'t��,4�ú�'Îù.�#['t���r/�þ"H	�qþlø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t�qþ�, ÿ�þ�� ú������ê4

�óÿ�ü���þ�,e#	�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#-ù.��,Ýú+����
t
� ÿ:ú+���-þk�>ø�
	1?'Îüýþ��½ù�þ�ù:ú+�3pw
�þ

µ (X (t)) ≥ 2nµ (D)
��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú4�-þ

�lü��FC�µ¹�ø�Fnü8�	@��	@���,�� ø�ù�ÿ:ú�pr
�þ
X (t)

't����ù.��,¯
, �i���½ù.�
σ (α) 6= 0

@T5
úÊÿ:úÞþæø�ù�þ
α ∈ a

ù�þ�,�� ø
|Nm (α)| = |σ1 (α)| ... |σr (α)| |σr+1 (α)|

∣∣∣σr+1 (α)
∣∣∣ ... |σr+s (α)|

∣∣∣σr+s (α)
∣∣∣ =

= |σ1 (α)| ... |σr (α)| |σr+1 (α)|2 ... |σr+s (α)|2 ≤

≤
(

r∑

i=1

|σi (α)|+ 2

r+s∑

i=r+1

|σi (α)|
)n

n−n ≤ ‖σ (α)‖n
nn

≤ tn

nn
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�����-þ³
�ø:ú+,�� øe�m�ýþ�,Ýú´�	@��	@��²�úm�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úP�-þæø�ü��X
ú+����ú��-þX@ d �C�óÿ:ú	#Z�úÊÿ:ú³ù�þÎÿ�,�� ø

µ (X (t)) ≥
2nµ (D)

#C
�ø:ú+����}�k�ýþ�,Ýú6�	@��	@��6pw
�þ*��� øK��=\�\/C����
,Þþ��-þ
X (t)

þ�úo�-ÿ.���x� ø�ü�������ú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ¬pr
�þ[��� ø
��=��4/C����
,Þþ\�-þ

D
#�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø*pr
�þ

2r
(π

2

)s tn
n!
≥ 2n2−sN (a) |∆K |1/2

��
Qø�þ;��ú
tn ≥ n!2n−rπ−sN (a) |∆K |1/2 = n!22sπ−sN (a) |∆K |1/2 .52úÊÿ:úÞþæø�ù:úpþæø.'t����Nú4�-þ

t
ù�þ�,�� ø�þ��½ù$���Ã
|Nm (α)| ≤

(
4

π

)s n!

nn
N (a) |∆K |1/2 = BKN (a)

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
{�ú+,�� ø�þ���ù$���éú�� ø*��óüýø$ù�þt�óÿ�þ�,Ýúóø*�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø*�-þæø�ù:úpø:þt�����Ã
PRQ È�Å Ì3È�S �	@ ��@�� Ï�Y ÜN^ Ñ K ÔrÕ Ñ Ü�ß × Ü�Ö à Þ Ó�Ò Ü � Ø Ñ Ô n Ò Ü Q Ü à Ü`^ Ñ ∆K

à Ü"Ô Ò�Ú à¡\ Ø Ú Õ Ú Ö Ñ Ö × Ü aY ÜN^ Ñ 2s
Ó Ö � Õ�Ü"Ø Ó\Ò Ü Ú Õ�Ü"Ø à ªµÜ à¢Ò Ü K Ü�Õ Q T �tÜ \V�GÓ6ÑXÙ � Z � Ø Ú	\.ÓV] Û�Ô�Ü�Ö|Þ Ó Ü à"× Þ ÓR\.Ó Ö ×0Ú�ÒCÑ+à Ö Ó+à Ø.Ü Ñ�Ú à ÝÚ¡à�×åÓ ZVÝ¢ÛtÔ Ñ Ö ÒCÓ Ü à"× Ü�Ö Ò�Ú�ÒCÑ}ã	Ñ Ø Ñ C à Ô Ñ±Ú Õ Ñ�� Ü"Õ Ö|Þ Ó Ü à�×µf,\.Ó Ö ×0Ú�ÒCÑ Ö Ó+à Ø�Ü ÑXÚ¡à�a�b Ö × Þ Ó Ü�ß Ú¡à�× Ü2ÔrÕ\.Ó Ö�^"ÔGÖ ×åÓ�Ò ÜkØ�Ü ã Ø�Ü à Ü"Ö ×åÑ Ö × Ü à¬ã	Ñ Ø Ñ Cl (K)

\.Ó Ö à"Ú¡à�×0Ú Ö ÒwÓ�Ò Ü Ú�Ò Ü ÑXÚ¡àZÚ Ö × Ü Ú Ø Ó+à a
×åÑ�Ù ÛtÔÜ N (a) ≤ BKÓ Ö Ò Ü BK = (4/π)s (n!/nn) |∆K |1/2 Z Ó�Ù Ú Õ Ú¼×åÑ Ö × Ü Ò Ü ÛDÚ Ör± ÓÃçIà ± ÚiãÑ Ø Ñ K a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
c


, ü��-þºú+�K�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��EúÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��D�-þ
ZK

@)5�ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø},�� ø�ù�ÿ:úÊÿ
pw
�þ�ú\'�� úóø�ø�þ��-þ

c
þ�,

Cl (K)
��ÿ�þ��-ÿ�þæø�þ��½ù:ú���ú}�i�óÿT
,Wü��-þºú+��ü��½ù�þÎü ÿ.�

a
ù:ú+�|pr
�þ

N (a) ≤ BK
@TSnþ;��ú

d ∈ K× ù:ú+�Ípw
�þ
(d) c−1 = dc−1 =: b

ø�þ;��ú}
,�ü��-þºú+��ü��½ù�þÎü ÿ.��O¼�i�óÿ�þ"H-þ�,4����#pr
ú+��pw
�þÎÿ�þ��ýþ�,Þþ��½ù.�
�-þ

c
U"@NûtþQú�'t�óÿ.��q't��,_ú³�-ÿ.���x� ø�ü������Öú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�#}þ"HÓüýø�ù�þ

β ∈ b
#
β 6= 0,

ù:ú+�*pr
�þ |Nm (β)| ≤
BKN (b)

@ d �C�óÿ:ú	#
(β) ⊆ b

������-þ
(β) = ab

�úÊÿ:úfú+���X
,=ü��-þºú+�
ü��½ù�þÎü ÿ.�
a

Oãþ"H�úÊù:ú+,Þþ���ù�þ
βb−1 U"@l��óù�þkpr
�þ

a ∼ b−1 ∼ c
þkpw
�þ

(N (a)N (b)) = (N (ab)) = (N ((β))) = N ((β)) = (Nm (β))

�����-þ*
�ø²ú+,�� ø#úóøu�-ÿ.���x� ø�ü��tz½þæø��	@��X@���9$�tþ��	@��X@ ��9 �}�úóøu~� ù�ü�,Ýúóø¢�	
úóø�ü��X
ú+����ú��-þæø#ÿ�þæø���þt'Îù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX@
& ��,��

N (a)N (b) ∈ N þ Nm (β) ∈ Z O¼�x�óüýø
β ∈ ZK

Uòù�þ�,�� ø
N (a)N (b) = |Nm (β)| ≤ BKN (b) =⇒ N (a) ≤ BK

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
PRQ È�Å Ì3È�S �	@ ��@ � Ï�Y Ü`^ Ñ K ≥ Q ÔGÕ Ñ Ü.ß × Ü"Ö à Þ Ó9� Ö Ú0×åÑ'a�b Ö × Þ Ó±Ó Ö � Õ�Ü�Ø Ó^Ò Ü \tÙ>Ñ+àVà Ü Ò Ü K Z� Ö Ú0×åÓ'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ����éù�þt�óÿ�þ�,ÝúÝú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�#x�?ø�
	1?'Îüýþ���ù�þ6,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� øZpw
�þ?þ"HÓüýø�ù�þ�,3ú+��þ��úóø


,Ýúopw
ú+�½ù�ü���ú��-þ¢1��-ü ù:úk�-þ�ü��-þºúÊüýø5ü���ù�þÎü ÿ.� ø
a

�-þ
ZK

ù:ú+�?pr
�þ
N (a) ≤ BK

@8{�ú+,�� øK,�� ø�ù�ÿ:úÊÿT,ÝúÊüýø�ë
pw
�þ*�úÊÿ:ú6pr
ú+��pr
�þÎÿu�úÊù�
-ÿ:ú+�

M > 0
#nþ"HÓüýø�ù�þ�,)ú+��þ��úóø¬
,Ýú6pr
ú+��ù�ü���ú��-þ�1��-ü ù:ú}�-þ�ü��-þºúÊüýø}ü��½ù�þÎü ÿ.� ø

a
�-þ
ZK

't��,
N (a) ≤M @WJ�ÿ:ú	#nø�þ

a =
∏

prii
þ���ù$���

N (a) =
∏
prifii

�����-þ
(pi) = pi∩Q

þ
fi =

f (pi/ (pi))
@ & ��,��

N (a) ≤M üýø�ù.�6��þÎÿ�,pü ù�þ�ú+��þ��úóø¬
,Ýú2pw
ú+�½ù�ü���ú��-þZ1��-ü ù:ú2�-þ��x� ø�ø�ü��-ü�� ü���ú��-þæø
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�úÊÿ:ú

pi
OãþX#?�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#x�úÊÿ:ú

pi
/nüýø�ù.��pr
�þ�þ"HÓüýø�ù�þ�,'ú+��þ��úóø�
,Ýú�pr
ú+��ù�ü���ú��-þ}1��-ü ù:úf�-þ

pi æ øZpw
�þ
�Óü�/½ü��-þ�,

(pi)
U#þ

ri
@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@ ��@�� Ï Snþ;��ú
S

�)'t������
��ù.�±�� ø�ü��-þºúÊüýø�ü��½ù�þÎü ÿ.� øZ�-þ
K

't��, ���óÿ�,Ýú�,Þþ����óÿk��
ü��X
ú+��4
BK

@ {�ü�,�� øfpw
�þ
S

�^1��-ü ù.�Öþ�pw
�þ
Cl (K) = S/ ∼ �����-þ

a ∼ b
ø�þQþXø.��,Þþ���ù�þXø�þ

a = (d) b, d ∈ K× @Z5
úÊÿ:ú�ú�'.NúÊÿ�,�� ø
S

�úóø�ù:ú�'ºú+��'�
� úÊÿ�,�� ø?úóøo�-þt't��,4�x� ø�ü��tznþæø�þ�,
ZK

�-þ6
,
�w~,ÞþÎÿ.�éø�
	1?'Îüýþ���ù�þ}�-þk�-ÿ�ü�,�� ø

pi ∈ Z
O0� ø*�-ÿ�ü�,�� ø[,Þþ����óÿ�þæø*��
lü��X
úÊüýø�4

BK
U"@T5
úÊÿ:ú��-þt'Îü��Óü ÿ�,�� ø

pw
ú+����
a ∼ b

ù�þ�,�� ø2pr
�þ�/�þÎÿ�ü>1?'ºúÊÿpø�þ
c := ab−1 ���-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@ d �C�óÿ:ú	#I�x�r�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ�ø�þ�,

��þÎÿ.��ú��-þn��þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þ²pw
�þ
c

�lü��½ù�þÎü ÿ.�#�'ºúóø.�m't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��#
c−1 �Xü���ù�þÎü ÿ.�GþXù�þ�,�� ø^pw
�þ

c−1 �
�-ÿ�ü���'Îü��ú+��ø�þ�þ?ø$��,Þþ���ù�þ?ø�þ

c
�o�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@ d ø:ø�ü�,e#	�úÊÿ:ú

γ ∈ c
Ã

(γ) = c ⇐⇒ c−1 (γ) = ZK ⇐⇒
(
ZK : c−1 (γ)

)
= 1 ⇐⇒

⇐⇒ N
(
c−1 (γ)

)
= 1

∗⇐⇒ N
(
c−1 (γ)

)
= Z ∗∗⇐⇒

⇐⇒ N (c)−1 (Nm (γ)) = Z ∗⇐⇒ (N (c)) = (Nm (γ)) ⇐⇒ N (c) = |Nm (γ)|�����-þ$þ�,
(∗) 
�ø:ú+,�� ø�úZ�-ÿ.���x� ø�ü������6�	@ ��@���9 ��þ�þ�,

(∗∗) 
�ø:ú+,�� ø�úZ�-ÿ.���x� ø�ü������6�	@ ��@��"9 �	@�÷W,�ø�
,Ýú	#
�úÊÿ:ú6�-þt'Îü��Óü ÿ�,�� ø$ø:þ

a ∼ b
�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø}ÿ�þæø.����/�þÎÿ$ú�þtpr
ú������

Nm (γ) = m ∈ Z @
÷W� ú>ú��	,pü ù�þ�
,Ýúø.����
������Þø�þ�þ�ø$��,Þþ���ù�þ?ø�þ
a ∼ b

@ d �Þþ"H	�-ÿ�þæø�ø:úÊÿ�,�� ø
γ
þ�,�ù�þÎÿ�,�� ø*�-þk
,Ýú2�úóø:þ�ü���ù�þ�� ÿ:ú+�;üýø�ù.�pø�þù.�óÿ��ú�
,Ýútþtpw
ú������o�Óü��+��ú+��ù�ü��úo��þ�,Sþæø���þt'Îü ú+�pr
�þ¬�i� ø�ø.
-üÓú+���C�óÿ�ü ù�,�� ø5þ"1?'Îüýþ��½ù�þæøW�úÊÿ:ú�ÿ�þæø.����/C�"9å� ú	@

d ø:ø�ü�,e#	�k�i� ø:ø���/�þ��Í'ºú+��'�
� úÊÿ�,�� ø
Cl (K)
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K = Q [i]
@Wl�þæø�ù�þ\'ºúóø.�#�ú�'t�����Óü������f��pù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@ ��@��4�

N (a) ≤ (2/4) (4/π) 2 < 1.27 < 2

������-þ
N (a) = 1

þtù�þ�,�� ø
a = ZK

@uJ�
Qø:þ;��ú	#
ZK

�\���,4���-ü��4�-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@
O��CU[Snþ;��ú

K = Q
[√
−5
] @Wl�þæø�ù�þk'ºúóø.����þ����Þþ"H-þ�,4����e�X@��	@��	��ù�þ�,�� ø

∆K = −20
������-þ

N (a) ≤ (2/4) (4/π) |−20|1/2 < 3.

À�
ú+��pw
�þÎÿpü��-þºú+���ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��³�-ÿ.7��-ÿ�ü��#u�?���+9å�w
���#}ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ�����+úD�-þæø�ü��X
ú+����ú��-þe�-þ�/�þ^�Óü�/½ü��Óü ÿ��ü��-þºú+�
(2)

�-þ
Z

@Ø�y�å=�'Îü��¢/�þÎÿ�pr
�þ
(2) = p2 �����-þ

p =
(
2, 1 +

√
−5
) þëþæø�ù�þ)�^�n~�-ü�'t�cü��-þºú+�

�Óü�/½ü��Óü�����
(2)

/nüýø�ù.�fpw
�þ>úÝþ"HÓù�þ���ø$���)�2:�ú+���óüýø�ü ú+�úéþX#|�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#x/ ú+�ýþ}�Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú)�	@��	@��	@ d ø�ø�ü�,e#
ZK

þ
p

���óÿ�,Ýú+, 
, 't������
��ù.�2�-þ$ÿ�þ��-ÿ�þæø�þ��½ù:ú+��ù�þæø¬�úÊÿ:ú
Cl (ZK)

@ d �C�óÿ:ú	#
p

�?���}�¢�-ÿ�ü���'Îü��ú+�?�x�óüýø
�?���Qþ"HÓüýø�ù�þ4
, þ��ýþ�,Þþ��½ù.�

ZK 3 α = m + n
√
−5

ù:ú+�Kpr
�þ
Nm (α) = m2 + 5n2 = 2

@ & ��,��
't����ø�þtp&%�����'Îü ú

hK = 2
@

O��CU\Snþ;��ú
K


, 't�óÿ��i��'�~�-ü�'t��'t��,��Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þ),Þþ����óÿ6pw
�þ�EºþÎÿ.�@ & ��,��
sign (∆K) =

(−1)s
þ

[K : Q] = r + 2s
ù�þ�,�� ø

s = 1
þ
r = 1

@^l�þæø�ù�þ�'ºúóø.�#
BK < 0.283 |∆K |1/2

@^5
úÊÿ:ú
|∆K | ≤ 49

ù�þ�,�� ø[]
K < 2

������-þ\�úÊÿ:ú −49 ≤ ∆K < 0
�4�r~,ÞþÎÿ.���-þ\'�� úóø�ø:þ

hK = 1
@

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@ ��@�� Ï Q*,Ýú$þ"HÓù�þ���ø$���
L ≥ K 1��-ü ù:ú[�-þW
, 't�óÿ��x�¢�r
,��Îÿ�ü�'t���W�Óü ù:ú�ü ÿ�ÿ:ú+,pü>1?'ºú���ú

��
^�?���+9�ÿ:ú+,pü>1?'ºú���úÝø:þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þo��þ��Nw
,¯�-ÿ�ü�,��pü���ù�þÎü ÿ.�f�-þ
ZKK

ø:þtÿ:ú+,pü>1?'ºúÞþ�,
ZLK

@
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K

,ÝúQþ"HÓù�þ���ø$����1��-ü ù:ú��-þ

Q
@ & ��,����D't�����;
�½ù.�n�-þÝÿ�þ��-ÿ�þæø�þ��	9ù:ú+��ù�þæø��úÊÿ:ú}�)� ÿ�
�i���-þo'�� úóø�ø�þæø���ø�þ�,4�-ÿ�þZ�?���+9å/óú+Eæü��>þZ
,�þ��ýþ�,Þþ���ù.�4�-þ��ýþZ�i� ø:ø�
-ü|���óÿ�,Ýú},ÝúÊü��óÿ

��
�ü��X
ú+�}4
1
#�pù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@ ��@��4��� ø[�Óü�E6pr
�þ

1 ≤ (n!/nn) (4/π)s |∆K |1/2
#��
Xø�þ;��ú	#

|∆K |1/2 ≥
nn

n!

(π
4

)s
≥ nn

n!

(π
4

)n/2
=: an; n ∈ N∗.

l��óù�þkpr
�þ
a2 > 1

þkpw
�þ
an+1/an = (π/4)1/2 (1 + 1/n)n > 1

@�û�þZ��úÊù.�#-ø�þ�����
f (x) := (π/4)1/2 (1 + 1/x)x ; x ≥ 1ù�þ�,�� ø

f ′ (x) = (π/4)1/2 ln (1 + 1/x) (1 + 1/x)x
(
−1/x2

)
≤ 0.hÍ���C�#

f (x)
���?���+9B'Îÿ�þæø$'æþ���ù�þ�þ)'t��,��

limx→+∞ f (x) =
(
π1/2/2

)
e > 1

ù�þ�,�� ø�pw
�þ
f (x) >

1∀x ≥ 1
't��,��Nú�1�ÿ�,Ýú���@ d ø�ø�ü�,e#�úÖø:þtp'%�����'Îü ú {an}n∈N∗ �n,������óù.���-ü�'ºú+,Þþ���ù�þq'Îÿ�þæø$'æþ���ù�þX@

Snþ��X
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�þ |∆K |1/2 > 1
@k5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#�þ"HÓüýø�ù�þ

p ∈ Z �-ÿ�ü�,��ëù:ú+�Ipr
�þ
p | ∆K

þ�ø:ú+��þ�,�� øZ�-þ4�	@��	@��
pw
�þ

(p)
ÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þ�þ�,

K
@ �

ÄoÅ8Ì|Å}|�~8ÌlJ¼Å �	@ ��@�� Ïc© Þ Ó Ü�ß Ú à"× Ü ã	Ó�Ù Ú Ö�_XÕ Ú�Ó�Ú ØVØ.Ü Ò Ô × âNd+Ü Ù Õ@_�Ö Ú	\.Ó
f (X) ∈ Z [X]

\.Ó Õ ∂f > 1TÙ� Ø Ñ Ô ] Ü disc (f (X)) = ±1
a
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,gù:ú+�X�x��� ü���©�,pü��@TSÓú+��þ�,�� øY��ú¢����ø�þÎÿ�/ ú������\�X@��	@��¢pr
�þ
disc (f (X)) =

(ZK : M) disc (ZK/Z)
�����-þ

M
�u�
Z
9å,�7G�	
���Z��þÎÿ:ú������þ�� úóø;ÿ:ú+��EºþæøW�-þ

f
@ISnþ

disc (f (X)) = ±1þ���ù$���
disc (ZK/Z) = ±1

��pr
�þ\/nü�,�� øtú�'ºúÊÿ�ÿ�þÎù:úfpr
�þ
Q [α] ≥ Q O

α
ÿ:úÊü�E2�-þ

f
U¢�?ü ÿ�ÿ:ú+,pü>1?'ºú���ú
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K
�x� ø�ø�
-üi� ÿ�
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Cl (K)
@�AB���Óü�'ºú+,�� øz� Ñ¤·¹á`#lÚ  't��,���
,Ýúf�x��úpÿ�þ"� þÎÿ.����'Îü ú��úÊÿ:úëúÝù�þt�óÿ�ü ú��� øo't�óÿ��x� ø

�-þ4'�� úóø�ø�þX@p÷W,��úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�# �-þÞú�'t�óÿ.���'t��,���þ"HÓþ�,4����D�	@Ýú�'Îü�,Ýú
Cl
(
Q
[√
−5
]) ∼= F2

������-þ
Q
[√
−5
] �-þ�/�þ\�i� ø�ø.
-ü ÿ¢
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α
ÿ:úÊü�E��-þ

f (X) = X5 − X + 1
#Ypr
�þ��pü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��å@){�ü�,�� ø?þ�,


,'þ"HÓþ�,4�����ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ)O0��
n
�ø²ú+����Qú���7óÿ�,6
� ú²O��X@��	@��CU�UZpr
�þ
f

�x� ø�ø�
-üW�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ
19 × 151

@÷W, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#
ZK = Z [α]

@W52þ�����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@ ��@���ù.�r���þ��ýþ�,Þþ���ù.�4�-þ
Cl (ZK)

't���½ù.��, 
,ªü��-þºú+�
't��,

N (a) < 0.062 ×
√

19× 151 = 3.3 < 4
@oSnþ

p
�6
, �-ÿ�ü�,��)�-þ

ZK
't��,

N (p) = 2
þ��½ù$���

f (p/ (2)) = 1
@�52þ����éù�þt�óÿ�þ�,Ýú)�	@��	@��	#

f (X) ≡ g (X) mod (2)
't��,

∂g = 1
#x��
Eø�þ;��ú	#

f
�x� ø�ø�
-ü


,Ýúéÿ:úÊü�E
mod (2)

@\�cúóø
f
(
0
)

= 1
þ
f
(
1
)

= 1
������-þ��?���fþ"HÓüýø�ù�þ�ù:ú+�

p ì S½ü�,pü�� úÊÿ�,Þþ��½ù�þ4�úÊÿ:ú
N (p) = 3
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K ≥ Q 1��-ü ù:ú	@
Ð�ì0��ì�È�Ã�Æ;¸¿·¹Ç;»½¼ÅÀ-Áw¦�»�¸pÄ2¼Å»ná¹·ãÐq·¹Æ;À-¼Ê»�¸

h�þ�,6�-ÿ�þ�,�� øZpw
�þ\
,<� ÿ�
�i�Þú+��þ�� ü ú+����1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ6��þÎÿ:ú���
G

��üýø.��,��óÿ����@4
T ⊕ Zk �����-þ

T�\�Þø�
�� ÿ�
�x���-þ?ù.�óÿ.�������-þ
G

O0pw
�þ\�k1��-ü ù.�wU�þ
k ∈ N �-þ���þ����-þ�ú+��þ��úóø��-þ

G
þ\�\�-þ�����,pü��ú���

�i� ø�ù.�@WJ¯ù�þt�óÿ�þ�,Ýú2��ú}
�-ü���ú��-þo�Óü�Eopr
�þZ�}� ÿ�
�x����úóø¬
�-ü���ú��-þæø¢�-þ
ZK

��1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þo��þÎÿ:ú���4�-þ
�i� ø�ù.�

r+ s− 1
#	�����-þ

r
þ
s
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UK := ZK×
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µK ≤ UK
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µK
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u ∈ µK
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un = 1
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u
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Xn − 1 = 0
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@�û�ú),Þþæø�,Ýúf���óÿ�,Ýú (

u−1
)n − 1 = (un)−1 − 1 = 0
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u−1 ∈ ZK
@ d ø:ø�ü�,e#
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u ∈ µK
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1 ...u
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NmK/Q(α) = ±1
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K

't��,�
, ø.
�i't�óÿ��x�^�-þ
C

#Y��
+ø:þ;��ú	#
1H-ú+����[
,Ýú}ü�,ÞþÎÿ�ø$���

σ0
�-þ
K
þ�,
C
ù�þ�,�� ø ±1 = NmK/Q(α) =

∏
σ σ(α) = σ0(α)

∏
σ 6=σ0

σ(α)�����-þ
σ : K ↪→ C

ø$���pù.�G��úóø�úóø�ü�,ÞþÎÿ�ø.z½þæø��-þ
K
þ�,

C
O¹ü���'���
-ü�����ëúóø�ÿ�þºúÊüýøVU"@[Snþ

α ∈ ZK
þ���ù$���

±σ0(α)−1 =
∏
σ 6=σ0

σ(α) ∈ C �Ýü���ù�þÎü ÿ.�cú+���C���-ÿ�ü�'t�n�i�óüýø}� ø
σ(α)

ø$���lÿ:ú+��Eæþæø2�-þ�
,Ýúe,Þþæø�,Ýúþtpw
ú������>ü��½ù�þ�� ÿ:ú+�å@ d ø�ø�ü�,e#	't��,��pù:ú+,}�i��, ±σ0(α)−1 ∈ K ù�þ�,�� ø ±σ0(α)−1 ∈ ZK
@KSnþ��X
�þ\pw
�þ

α
ù�þ�,�ü��r/�þÎÿ�ø.�Þþ�,

ZK
þk�X#��i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#�
,Ýú�
�-ü���ú��-þX@ �

;ow
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�.� È�S��v|rÅ ��@��X@�� Ï Snþ;��ú

K = Q[
√
d]

@T{�ü�,�� ø[pr
�þ
ZK =

{
m+ n

√
d : m,n ∈ Z

} ��

ZK =

{
m+ n (1+

√
d)

2 : m,n ∈ Z
} @W5;þ������ýþ�,ÝúÞú�'Îü�,ÝúÞúóø¢
�-ü���ú��-þæø��-þ

K
ø:úÊù�üýø�� ú+Eºþ�,

Nm(m+ n
√
d) = m2 − n2d = ±1

��

Nm

(
m+ n

(1 +
√
d)

2

)
=

(
m+ n

(1 +
√
d)

2

)(
m+ n

(1−
√
d)

2

)
=

= m2 +mn+
n2

4
− n2d

4
= ±1.A�ø�ù.�2�X#

m2 − n2d = ±1��

(2m+ n)2 − n2d = ±4.R2ü�'ºúÞþ���ù$���)'�� úÊÿ.�)pw
�þ�ø�þ

d < 0
þæø�ù:úóø�þtpw
ú��tznþæø�ù�þ�,3ú+��þ��úóø�
, �w~,ÞþÎÿ.��1��-ü ù.�f�-þ�ø.����
��tz½þæø�þX#

�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
UK = µK

@oA�ø�ù.�f't����'t�óÿ.��ú±'t��,ä�éù�þt�óÿ�þ�,Ýú±��ú�
�-ü���ú��-þ2�x�óüýøo't��,��
d < 0

�-þ�/�þ�,�� øù�þÎÿ�
,ÝúÝü�,ÞþÎÿ�ø$���)'t��,4��ýþ"H-ú��?���+9�ÿ�þºú+�å@tû�ú�'t�����Óü������
r + 2s = 2

�úÊÿ:úéúóø�ü�,ÞþÎÿ�ø.znþæøZ�-þt�	
Eæü�,�� ø
r = 0, s = 1

þ2pw
�þ
r + s − 1 = 0

#�úóø�ø�ü�,e#
UK

ù�þ�, �x� ø�ù.�
0
@o58�óÿk��
-ù�ÿ.�)� ú���ëø�þ

d > 0
þ��½ù$���ù�þ�,�� ø¢�	
úóø#ü�,ÞþÎÿ�ø.znþæøòÿ�þºúÊüýøµ#½üýø�ù.�2�X#

r = 2 , s = 0
þo��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú���ú6
�-ü���ú��-þ?ú�1�ÿ�,Ýú�pr
�þ

UK
ù�þ�,

�i� ø�ù.�
1
@

�.� È�S��v|rÅ ��@��X@ � Ïo& ����ø�ü��-þÎÿ�þ
K = Q[α]

�����-þ
α

�éÿ:úÊü�Ef�-þ
X3 + 10X + 1

@e��þ�,�� ø2��þ�� ú
�07óÿ�,}
� ú�O��X@��	@��CU"# pw
�þ

disc(K/Q) = −4027
@ & ��,��

sign(disc(K/Q)) = (−1)s
þ
r + 2s = 3�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

r = 1 = s
@ d �C�óÿ:ú	#

Nm(α) =
∏
αi = (−1)3 = −1

�����-þ�� ø
αi
øV���6� øK't������
��ú��� ø

�-þ
α
þÞþæø�ù:ú+,�� ø6
�ø:ú+������e����ø:þÎÿ�/óú���Xþ�,s�X@��X@��	@eSnþ��X
�þ�pr
�þ

α
�4
�-ü���ú��-þX@){5þÎÿ�þ�,�� ø�ú��Óü ú+�½ù�þ

pw
�þ
α

�¢
�-ü���ú��-þ[�0
����ú+,Þþ���ù:ú+��þX#r�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#	�?ù�þt�óÿ�þ�,Ýú}��úk
�-ü���ú��-þZ�� øu�Óü�EZpw
�þ
UK = {±αm :

m ∈ Z} @

Ð�ì ô�ìÝ¶�»½ÐÖÃ�Æ;¸æ¾º¼ÅÀ-Á�Â-Ã+Ç;ÃÖ¾º»�Ã�¼Å»nÐ+ÀhÇ2À+É;Æ2·¹Ç;À-Ç2»
h�þ�,6�-ÿ�þ�,�� ø2��^'ºú+�� ù�
���lú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ}�����-þ>ù����Nú+,�� ø

Q ⊆ K
�-þ�� ÿ:ú+


n ∈ N þ4�-þ"1��-ü�,�� ø}�
,�������,��óÿ�1ø�,����-þ?ú+���Îüýø

σ : K ↪→ V := Rr ×Cs ��ú�����i�óÿ
σ(ξ) = (σ1(ξ), ..., σr(ξ), σr+1(ξ), ..., σr+s(ξ)) .

À�
�þÎÿ�þ�,�� ø\
-ù�ü�� ü�E¿úÊÿ�úëù�þt�óÿ�ü ú^�� ø?ÿ�þÎù�ü�'�
� ú��� ø\�úÊÿ:ú�ú±�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������D��fù�þt�óÿ�þ�,Ýú	@45�ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø
�-þ2
,å�æú+�?=+�����C�v���úÊÿ:ú

σ
�����-þ>ù�þ�,�� ø\'t��,��^���,4���-ü��e�)� ÿ�
�i�±,}
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�

K×
@2A�ø�ù.�)��� ø

�ýþ�/óúpú�'t����ø�ü��-þÎÿ:úÊÿ�úpú+�� ü�'ºú������
L : K× ↪→ Rr+s

��ú���4�x�óÿ
L(ξ) = (ln |σ1(α)| , ..., ln |σr(ξ)| , 2 ln |σr+1(ξ)| , ..., 2 ln |σr+s(ξ)|) .

A�ø�ù.���#þ�,e�Îþæø�ø.����'Îü úr��'t��,4�x�óÿ
σ

't��, �o������úÊÿ�ü ù�,��o�úÊù�
-ÿ:ú+��pr
�þ$ø:ú+��þ�,�� ø
ø�þÎÿI
,èN���,���,��óÿ�1ø�,��
��n� ÿ�
�i�n,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/C�

R×+
���n� ÿ�
�x�cú��Óü ù�ü�/C�

R+
@ & ��,�� |α| = |α| #W�úÊÿ:úD��úÊÿ:ú+��ù�ü ÿ�,�� øëú
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ü����-þ���þ��������'Îü ú4� ü���þºúÊÿ�#ú+�ú+������ú+,�� ø�úóø*'t�r�óÿ.�-þ��ú���úóø�'t��,4��ýþ"H	�+9B't������
��ú���úóø�þo,}
� ù�ü��� ü�'ºú+,�� ø
�i�óÿ

2
úóø$ÿ�þæø�ù:ú+��ù�þæø�@

d ú+�� ü�'ºú������
L

�4'�� úÊÿ:ú+,Þþ���ù�þ�
,äN���,���,��óÿ�1ø�,��@�5;þ����±�ýþ�,Ýú�ú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�#�ø�þ
ξ ∈ UK

þ���ù$���
Nm(ξ) = ±1

#-üýø�ù.�4�X#
|σ1(ξ)| ... |σr(ξ)| |σr+1(ξ)|2 ... |σr+s(ξ)|2 = 1þtù.��,Ýú+�������������úÊÿ�ü ù�,��f���-ù�þ�,�� ø

|σ1(ξ)|+ ...+ |σr(ξ)|+ 2 |σr+1(ξ)|+ 2 |σr+s(ξ)| = 0.

58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
L(ξ) ∈ H := {x ∈ Rr+s : x1 + ...+ xr + 2xr+1 + ...+ 2xr+s = 0} pw
�þm�m
,

N-ü���þÎÿ��� ú+���@�L�þ��úÊÿ:ú+,ÞþÎù�ÿ�ü�E¿ú+����
H
þ�,'ù�þÎÿ�,�� ø6��ú)~� ù�ü�,Ýú^'t�r�óÿ.�-þ��ú���úe���-ù�þ�,�� øk
,'üýø.��,��óÿ�9

1ø�,��
H ∼= Rr+s−1 @

l��lÿ�þæø�ù:ú+��ù�þ±�-þæø�ù:úlø�þt������/ ú+,�� ø2�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ4pw
�þ
L(UK)

�f
, ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���cø:úÊù�
-ÿ:ú���Eþ�,
H
þ±pw
�þ

kerL = µK
@�A�ø�ù.�³�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úqpw
�þ

UK
�f1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ���þÎÿ:ú���hþ^pw
�þ

rank(UK) =

rank(L(UK)) = dimH = r + s− 1
pr
�þk�k�pù�þt�óÿ�þ�,Ýú4��ú�
�-ü���ú��-þXÃ

PRQ È�Å Ì3È�S ��@��	@�� Ï»TVU Ü Ó Ø.Ü"Õ ÑºÒCÑí� Ö Ú�ÒCÑCÒ Ü Ð\Ú Ø Ú	\V�wÙ Ü ×î]ÄY ÜN^ Ñ Q ⊆K ÔGÕ Ñ Ü�ß × Ü"Ö à Þ ÓX� Ö Ú¼×åÑ&a
b Ö × Þ Ó UK Z � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ Ü × Ü�Õ ã	Ó+à�×åÓ)Ú×� Ô Ñ�Ù Ñ

r + s− 1
Ó Ö Ò Ü r Ü s à Þ Ó±Ó Ö � Õ�Ü"Ø Ó^Ò ÜÚ Õ�Ü"Ø à ª�Ü à Ø�Ü Ñ�Ú¡à Ü \.Ó Õ ãiÙ Ü�ß Ñ+à2Ò Ü K Ø.Ü àåã Ü \t×0Ú d Ñ Õ�Ü"Ö × Ü a �

� È�S[Î ��@��	@�� Ï à Ñ Ø Ñ Û�Ô Ñ�Ú à Û�Ô�Ü"Ø m,M ∈ N Ó·\.Ó Ö�^"ÔrÖ ×åÓDÒ Ü Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à�Ñ�Ù"� Z � Ø Ú	\.Ó+à α \.Ó Õ � Ø Ñ ÔTÙ� Ø Ñ Ô ÒCÓ[ã	Ó�Ù Ú Ö�_XÕ Ú�Ó Õ�â Ö Ú Õ ÓV] Õ�Ü"Ö Ó Ø�ÛtÔÜ m Ü ×åÑ�Ú¡à ÛtÔÜ |α′| < M
T d Ñ�Ù>Ó Ø Ñ'�VàtÓ�Ù Ô ×åÓ@\$Ó Õ Ø.Ü àåã Ü Ú¼×åÓÑ ÛtÔ Ñ�Ù Û�Ô�Ü"Ø Ú Õ�Ü"Ø à Þ Ó Ü"Õ C

] Z � Ö Ú0×åÓ'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d �-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úk't�����Óü������o� ü�,pü ù:úo�Z� ÿ:ú+
��� øI�x��� ü���©�,pü�� øW,4���-ü�,�� ø�úZ't����ø�ü��G9þÎÿ:úÊÿ�@ d ø�þ��X
����ú6't�����Óü������}� ü�,pü ù:ú	#Óþ�, ,�7G�	
���#Óúóø�ÿ:ú+��Eºþæø¬�-þæø�ù�þæøu�i��� ü���©�,pü�� ø#þX#½ù�þ������þ�, /½üýø�ù:úú²����ø�þÎÿ�/ ú������º�X@��X@��	##ü����Óü ÿ�þÎù:ú+,Þþ���ù�þn� ü�,pü ù:ú	##þ�,s,�7G�	
���#�� ø�'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø)�-þæø�ù�þæø��x��� ü���©�,pü�� ø�@

& ��,��fù:úÊüýø\'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø\�-þ�/�þ�, ø:þÎÿ�ü��½ù�þÎü ÿ.� ø�#�þ"HÓüýø�ù�þ�, ú+��þ��úóøo
,Ýú±pw
ú+�½ù�ü���ú��-þ41��-ü ù:ú±�-þ��ýþæø?þX#
�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
,Ýú4pr
ú+��ù�ü���ú��-þ\1��-ü ù:ú4�-þ�ÿ:ú+��Eºþæø�@ �
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ ��@��	@�� ÏB©6Ñ Ö ÓX×åÑ áµÞ Ó2Ò Ü à Ü"Ö�d Ó�Ù d Ú0ÒwÑ4Ñ�\�Ú Õ Ñ Ý × Ü"Õ Ó+à Û�Ô�Ü L(UK) Z[ÔGÕ Ø.Ü ×0Ú	\ Ô Ù>ÑCÒwÓ

Ü"Õ H Ü kerL Z\ÔGÕ � Ø"Ô ã	Ó�� Ö Ú0×åÓ�T ÜVÝ ã	Ó Ø ×åÑ Ö ×åÓ Ý Ú×� Ô Ñ�Ù8Ñ
µK
]�a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú
0 ∈ C ⊆ H 
,¯'t�����;
�½ù.�4� ü�,pü ù:ú���@�û�ü���ú+,�� ø*pr
�þ

C ⊆ {x ∈ H : |xi| ≤M} .
Snþ
L(ξ) ∈ C þ���ù$��� ln |σi(ξ)| ≤M, ∀i #w��
ëø�þ;��ú	# |σi(ξ)| ≤ eM , ∀i @ & ��,��

[Q[ξ] : Q] ≤ [K : Q]
#

��þ����)�ýþ�,ÝúQú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ6�^'t������
��ù.�e�-þ�ù:úÊüýø
ξ

�21��-ü ù.�@4J�
+ø:þ;��ú	#
L(UK) ∩ C �21��-ü ù.�@�52þ����^�ýþ�,Ýú

�	@��	@��lþf�-ÿ.���x� ø�ü������²�	@��	@ �cø:þ��X
�þfpr
�þ
L(UK)

�éÿ�þÎù�ü�'�
� ú���hþ�,
H

@ & ��,��
L(kerL) = 0 ∈ Cù�þ�,�� ø�#-þ�,¿�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#�pr
�þ

kerL
�*1��-ü ù.�@ & ��,��4�}F�þÎÿ���þ��Í�tø�
�� ÿ�
�x�pø�þ��X
�þopr
�þ

kerL ⊆ µK
@

L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#òø�þ
ξ ∈ µK

þ��½ù$���
σ(ξ) ∈ {z ∈ C : |z| = 1} ������-þ±/�þ�,�� ø4pr
�þ

ξ ∈ kerL
@

hÍ���C�#
kerL = µK

't��,4��ýþÎù:ú+����éú��-ÿ.�µ/óú	@ �
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� È�S[Î ��@��	@ � Ï�Y ÜN^ Ñ A = (aij) ∈ Mm(R)

×åÑ�Ù Û�Ô�Ü aij < 0, ∀i 6= j Ü ∑j aij > 0, ∀i aib Ö × Þ Ó
A Z Ú Övd+Ü�Ø à âÙd+Ü Ù¹a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Núepw
�þ2�?����þ}1HÓþ

(x1, ..., xm) ∈ kerA
�?���+9å�w
���@ & ����ø�ü��-þÎÿ�þ

iù:ú+�Tpw
�þ |xi| = max |xj |
@pû�ü�/nü��Óü�����^�x�óÿ |xi| �i�G�-þ�,�� ø?ø�
�x�óÿ |xi| = 1

þpþ��½ù$��� |xj| ≤ 1, ∀j @l�þæø�ù�þk'ºúóø.�#�ú
i
9B�æø�ü�,Ýúpþtpr
ú�������1?'ºú	Ã

0 =
∑

aijxj = aii +
∑

j 6=i
aijxj ≥ aii +

∑

j 6=i
aij > 0

�����-þe
�ø:ú+,�� øëúóø�N-ü��x7óù�þæø�þæø��úq�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú+þQø:þ��X
����úq�-þæø�ü��X
ú+����ú��-þæø�@ �;þ�,�� ø�
, ú+��ø�
-ÿ.��ÖþX#
�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#

kerA = (0)
@�Snþ��X
�þ\pr
�þ

A
�tü��r/�þÎÿ�ø���/�þ��å@ �

� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ ��@��	@�� Ï��í\.Ó Ö�^"ÔrÖ ×åÓ
L(UK) Z6ÔGÕ<Ø�Ü ×0Ú`\ Ô Ù�ÑCÒCÓfà�ÑC× ÔrØ ÑCÒCÓ Ü"Õ H

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ïo& ����ø�ü��-þÎÿ�þ4���µ/óú+,Þþ��½ù�þ��±,�������,��óÿ�1ø�,��

σ : K ↪→ Rr × Cs ∼= Rr+2s��4'ºú+�� ù�
���éú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�@K5
úÊÿ:ú
x = (x1, ..., xr, xr+1, xr+s) ∈ Rr × Cs

�-þ"1��ú
Nm(x) := x1...xrxr+1xr+1...xr+sxr+s.÷W��ù$��� �� 't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��è�X@��	@ � ù�þ�,�� ø

Nm(σ(α)) = Nm(α)
@ lZ�óù�þ³ù:ú+,6�x��, pw
�þ |Nm(x)| =

|x1| ... |xr| |xr+1|2 ... |xr+s|2
@)h�þ�,6�-ÿ�þ�,�� ø4��ú^�-ÿ.���i� ø�ü������n�	@ ��@��f�����-þ�,�� ø�ù�ÿ:ú+,�� ø2pw
�þ

σ(ZK)�)
, ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���Öø:úÊù�
-ÿ:ú���hþ�,
Rr × Cs þ^�³/C����
,Þþ^�-þ�ø�þ�
´�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt��³�0
����ú+,Þþ���ù:ú+���

2−s |∆K |1/2
@´�cúÊüýø4�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,Þþ��½ù�þX#}ø:þ

α1, ..., αn
�±
,Ýú

Z
9å�úóø�þ±�úÊÿ:ú

ZK
,�� ø�ù�ÿ:ú+,�� øfpw
�þ^�

/óú+���óÿ�ú+��ø$����
-ù.������-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ2��ú2,ÝúÊù�ÿ�ü�E}'�
���úóø¢� ü��Núóø�øV���
σ(αi) = (σ1(αi), ..., σr(αi),<(σr+1(αi)),=(σr+1(αi)), ...)

�
2−s |∆K |1/2

@mR;ü�Eºþ�,�� ø>üýø:ø.�n,�� ø�ù�ÿ:ú+����qpr
�þéù:ú+�¢,ÝúÊù�ÿ�ü�E^�x�G�-þëø:þÎÿ����-ù�ü���ú³��ún,ÝúÊù�ÿ�ü�Ee'�
���úóø
� ü��Núóø�ø$���

(σ1(αi), ..., σr(αi), σr+1(αi), σr+1(αi), ...)úÊù�ÿ:út/C�æøZ�-þ6����þÎÿ:ú��tz½þæø�þ��ýþ�,Þþ���ù:úÊÿ�þæøo�úóø�'t����
�úóøopw
�þk,}
� ù�ü��� ü�'ºú+,ä��,�7G�	
��������-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ
��ú2,ÝúÊù�ÿ�ü�E\�x�óÿ

2−s
þ�ø:ú+��þ�,�� ø[pr
�þ\�4�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ2��ú2~� ù�ü�,Ýú4,ÝúÊù�ÿ�ü�E}� ± |∆K |1/2

@
d �C�óÿ:ú�/óú+,�� ø}�-ÿ.�G'æþt�-þÎÿpú+�ú+������ú+,Þþ��½ù�þXÃÝø�þ;��ú

x ∈ Rr × Cs ù:ú+�¬pr
�þ 1
2 ≤ |Nm(x)| ≤ 1

þ
�-þ"1��ú

xσ(ZK) := {xσ(α) : α ∈ ZK}
pw
�þu't��,��

Rr×Cs �òú+��þ��Óþæø�ù$=*��þ�,y�-þ"1��-ü���@G�Xü�,Þþt�Óü úÊù.�
pw
�þ

xσ(ZK)
�Z����/ ú+,Þþ���ù�þk
,)ÿ�þÎù�ü�'�
� ú���@uJ /C����
,Þþk�-þtø�þ�
)�úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt����0
����ú+,Þþ���ù:ú+�Í�o�

,�7r�	
������4�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ2��ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E6'�
���ú
i
9B�æø�ü�,Ýú�� ü��Nú4�XÃ

(x1σ1(αi), ..., xrσr(αi),<(xr+1σr+1(αi)),=(xr+1σr+1(αi)), ...) .

& ��,��?ú+��ù�þæø
ù�þ�,�� øTpr
�þ��Z/óú+���óÿ5ú+��ø.����
-ù.�k��k�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ*�-þ}ù:ú+�	,ÝúÊù�ÿ�ü�E[�
2−s

/�þ�EºþæøW�Z,�7r�	
���
��4�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ2��ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E6'�
���ú

i
9B�æø�ü�,Ýú�� ü��Nú4�XÃ

(x1σ1(αi), ..., xrσr(αi), xr+1σr+1(αi), xr+1 σr+1(αi), ...)

pw
�þk�X#	��þ�� ú�,}
� ù�ü>9å� ü���þºúÊÿ�ü���ú��-þ}����-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+�½ù�þ�ü��X
ú+�2ú	Ã
|x1| ... |xr| |xr+1|2 ... |xr+r|2 |∆K |1/2 = |Nm(x)| |∆K |1/2 .
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58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#

xσ(ZK)
�o
,�ÿ�þÎù�ü�'�
� ú����'�
������úÊÿ:ú+�ýþ��ýþ������þt����¼
����ú+,Þþ��½ù:ú+��ù�þ�,</C����
,Þþ

2−s |∆K |1/2 |Nm(x)| .
l��óù�þkpr
�þ�þ���pr
ú+��ù.�

x
/óúÊÿ�ü úpø$���-ÿ�þ 1

2 ≤ |Nm(x)| ≤ 1
��/C����
,Þþk��þÎÿ�,Ýú+��þt'æþ\� ü�,pü ù:ú���@

58�G�-þ�,�� øpþ���ù$���n't����ø�ü��-þÎÿ:úÊÿ�
,�'t������
��ù.�³'t��,4�ú�'Îù.�#T't���r/�þ"H	�EþÝø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t�cþ�,!ÿ�þ�� ú������¿4
�óÿ�ü���þ�,

T ⊆ Rr × Cs ù:ú+�Ipr
�þX#Í�-þÞú�'t�óÿ.��^'t��,��ëù�þt�óÿ�þ�,Ýú^�-þ4�Xü��FC��¹�ø.F½üK�	@��	@��	#3�úÊÿ:úëù.�G��
x't��, 1

2 ≤ |Nm(x)| ≤ 1
þ"HÓüýø�ù�þ

γ ∈ ZK , γ 6= 0
ù:ú+�¢pw
�þ

xσ(γ) ∈ T
@�J�ø2�i���½ù.� ø4�-þ

T
ù�þ�,

't�r�óÿ.�-þ��ú���úóø�� ü�,pü ù:ú���úóøÞþX#W�x�óÿ�ù:ú+��ù.�# |Nm(y)| ≤ M, ∀y ∈ T
þ�ú+���X
,

M > 0
@mSnþ��X
�þ^pr
�þ

xσ(γ) ∈ T =⇒ |Nm(xσ(γ))| ≤M #���
lúÊü�����ú	#

|Nm(γ)| = |Nm(σ(γ))| ≤ M

|Nm(x)| ≤ 2M.

& ����ø�ü��-þÎÿ�þ*�k't������
��ù.� {(γ)}γ∈Λ

�-þ�ü��-þºúÊüýøK�-þ
ZK

�����-þ
γ

/óúÊÿ�ü úZ���\'t������
��ù.�
Λ

�� ø
γ ∈ ZK�úÊÿ:ú4� ø[pr
úÊüýø�þ"HÓüýø�ù�þ

x
ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ����� 1

2 ≤ |Nm(x)| ≤ 1
þ
xσ(γ) ∈ T @I{�ü�,�� ø[pr
�þk�úÊÿ:ú�
,�ù:ú+�

γ
ù�þ�,�9�ø�þ |Nm(γ)| ≤ 2M

�����-þ
M

�-þ���þ����-þÝú+��þ��úóøk�-þ
T

@ d øo�-ÿ.���x� ø�ü��tznþæø\�	@��X@���9 �fþ��	@��X@���9$�
't��,6�-ü��ú���úóøtú�1�ÿ�,Ýú+,-pr
�þ

(Nm(γ)) = N ((γ)) = (N((γ))) =⇒ |Nm(γ)| = N(γ)

��
lø�þ;��ú	#	�úÊÿ:ú
γ ∈ Λ

ù�þ�,�� ø
N((γ)) ≤ 2M

@�Jaù�þt�óÿ�þ�,Ýúf�	@ ��@ �ëú�1�ÿ�,Ýú�pw
�þX#��þæø�ù�þ\'ºúóø.�#�þ"HÓüýø�ù�þ�,ú+��þ��úóø*
,Ýú�pr
ú+��ù�ü���ú��-þ}1��-ü ù:ú��-þ�ù:úÊüýø�ü��-þºúÊüýø�ëi�Óü���ú+,�� ø
(γ1), ..., (γt)

@ d ø�ø�ü�,e#ø�þ
γ ∈ Λ

þ��½ù$���
(γ) = (γi)

�úÊÿ:úQú+���X
,
i
@�Snþ��X
�þ�pw
�þpþ"HÓüýø�ù�þ

ε ∈ UK
ù:ú+�Kpr
�þ

γ = γiε
@ & ��,��

γ ∈ Λ
ù�þ�,�� ø

xσ(γ) ∈ T
�úÊÿ:ú+ú+���X
,

x
ø:úÊù�üýø���ú+Eºþ����� 1

2 ≤ |Nm(x)| ≤ 1
@»J�
kø�þ;��ú	#

xσ(γiε) ∈ T
pr
�þ^�þtpw
-ü�/ ú+�ýþ���ù�þ�4

xσ(ε) ∈ σ(γ−1
i )T

@KSnþ;��ú
T ′ = σ(γ−1

1 ) ∪ ... ∪ σ(γ−1
t )T÷5ø�ù:ú+,�� øI�-ÿ.����ù.� øT�úÊÿ:ú�ù�þÎÿ�,pü��úÊÿ�ú��-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� øWpw
�þkO úóø�ø.
,pü�����

r+s−1 ≥
1

'ºúóø$��'t���½ù�ÿ$=Êÿ�ü��´�?���mN?=��ú���úvú³ø�þÎÿ)� þÎü ù.�wU ∀i ∈ {1, ..., r + s}, ∃εi ∈ UK
ù:ú+�kpw
�þ ∀j 6=

i, |σj(εi)| < 1
@�ûtþ}� úÊù.�#�ø�
�x������±pw
�þ}�?���# ∃i ∈ {1, ..., r + s} ù:ú+�Ipr
�þ ∀ε ∈ UK , ∃j 6= i

ù:ú+�
pw
�þ |σj(ε)| ≥ 1

@¬Snþ;��ú
d = sup{|xk| : x = (x1, ..., xr+s) ∈ T ′}

þtù.��,Þþ
x0 =

(
d+ 1, d + 1, ...,

1

(d+ 1)r+s−1
, d+ 1, ..., d + 1

)

�����-þ}����úÊù.�óÿ
1/(d + 1)r+s−1 ú+�úÊÿ�þt'æþ2�ú

i
9B�æø�ü�,Ýú)'t�G�óÿ.�-þ��ú���ú	@kl��óù�þ2pr
�þ |Nm(x0)| = 1

@tû�ú
N-ü��i7óù�þæø:þ^�-þQú+��ø�
-ÿ.��# ∀ε ∈ UK , ∃j 6= i

ù:ú+�*pr
�þ |(x0σ(ε))j | = (d + 1) |σj(ε)| > d
������-þ

�-ÿ.��/ ú+,�� økpw
�þ ∀ε ∈ UK , x0σ(ε) /∈ T ′ @kJ�
cø�þ;��ú	# ∀ε ∈ UK , ∀k = 1, ..., t, x0σ(ε) /∈ σ(γ−1
k )T

#
��
lúÊü�����ú	#

∀ε ∈ UK , ∀k = 1, ..., t, x0σ(εγk) /∈ T.�Eúóøx���óù�þKpw
�þ {(εγk)}ε∈UK , k∈{1,...,t} = {(γ)}γ∈Λ
������-þT�úÊÿ:ú$þæø�ù�þ

xo
# / ú+�ýþWpw
�þ ∀γ ∈ Λ, x0σ(γ) /∈

T
�4pw
�þX#'t��,���/½ü�,�� ø�#?'t����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú��>ù�þt�óÿ�þ�,Ýú��-þk�lü��FC�µ¹�ø�Fnüå@TA�ø�ù.�4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú4�Ýú�1�ÿ�,Ýú���@
Snþ;��ú�þ��½ù$��� {ε1, ..., εr+s) ⊆ UK

't��,Wù:úÊüýøT�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæø�@uSnþ��X
�þ�pw
�þ
ln |σj(εi)| < 0, ∀j 6= i

@
d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø6pw
�þ ˙{L(ε1), ..., L(εr+s−1)} ��'t�����;
�½ù.�^� ü���þºúÊÿ�,Þþ���ù�þÞü����-þ���þ����-þ��½ù�þ����ëÿ�þÎù�ü�'�
� ú���
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L(UK)

@T5
úÊÿ:úpüýø�ù.���-ÿ�þt'Îüýø²ú+,�� ø[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ*pr
�þ?ú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E6'�
���ú
i
9B�æø�ü�,Ýú4� ü��Nú4�

(ln |σ1(εi)| , ..., 2 ln |σr+s−1(εi)|)
�tü��w/�þÎÿ�ø���/�þ��å@�J�ø�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø*���óÿ:ú���ú4�Óü ú+�C���ú+��ø$���4��þ���úÊù�ü�/C� ø*,Ýúóø�ú>ø.��,Ýú

ln |σ1(εi)|+ ...+ 2 ln |σr+s(εi)| = 0

�i�óüýø
L(εi) ∈ H

@ d ø�ø�ü�,e#
ln |σ1(εi)|+ ...+ 2 ln |σr+s−1(εi)| = −2 ln |σr+s(εi)| > 0.

R2ü��ú+��,Þþ���ù�þX#���þ������ýþ�,ÝúÞú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�ù:ú+�Í,ÝúÊù�ÿ�ü�E6�?ü��w/�þÎÿ�ø���/�þ��Y��pw
�þk�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÝú��-ÿ.���i� ø�ü������@ �
Ð�ì�£�ìÞßQÆ2·ÙÇ2À-Ç2»�¸Þ»nÐ Õ�Ã¼ÊÄ5Ã�¸pÕw��ä
·¹Õ�Ã¸pÇ2»lÇ
·¹¸ºÕ�¼ó·ãÐÖ·ãÆ�À�Æ�¾º»XÆ�»½åÀÓ¾¿·Ùà�Ã

{�ú+,�� ø>ú+�C�óÿ:úEþæø�ù:ú+��þ��ýþt'æþÎÿ�
,ÝúQÿ�þ�� ú������Eü�,4�x�óÿ�ù:ú+��ù�þ±�úÊÿ:úD�D'ºúóø$�D�� ø�'t�óÿ��x� ø2'�~�-ü�'t� ø4�-þ
�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+��ù�þ}��þ���úÊù�ü�/C�@[h�þ�,}�-ÿ�þ�,�� økpw
�þ\��þ�� ú��-ÿ.���i� ø�ü������D�X@��	@��X�	#

sign(disc(K/Q)) = (−1)sþX#T�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#¬���²'ºúóø.�cþ�,spr
�þæø�ù$���²�-þ�/�þ�,�� øpù�þÎÿ
r = s = 1

@´A;�-þ���ù�ü>1?pr
�þ�,�� ø����²pr
�þ�ø�þ��X
�þ
K

't��,��q
, ø�
�x't�óÿ��i�q�-þ
R
úÊù�ÿ:út/C�æøf�-þQø�
ú³~�-ü�'ºúcü�,ÞþÎÿ�øV���hÿ�þºú+�å@ J=ù�þt�óÿ�þ�,Ýú���ú³
�-ü���ú��-þ

�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���\�úZ~� ù�ü�,Ýú�ø�þt�����?ú�1�ÿ�,Ýú�þ��½ù$���6pr
�þ
UK = {±εm : m ∈ Z} �úÊÿ:ú?ú+���X
,Ýú\
�-ü���ú��-þ

ε
@ l��óù�þ¢pr
�þ¢'t��,�� −ε, ε−1,−ε−1 ù:ú+,6�x��,]ø$���Z
�-ü���ú��-þæøW�0
����ú+,Þþ���ù:úÊüýøK�i�G�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ

ε > 1
@

� È�S[Î ��@��	@�� Ï.©\Ñ�à�\.Ó Ö Ò�Ú á�ªµÜ à2Ñ�\�Ú Õ ÑfÒ Ü à¡\ Ø Ú¼×åÑ�à6× Ü"Õz� à Ü |∆K | < 4ε3 + 24
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ïo& ��,��
ε /∈ Q þ [K : Q] = 3

�-þ�/�þ�,�� øtù�þÎÿ
Q[ε] = K

@Z�;ú+,}�i��,�'t��,��
s = 1

�-þ�/�þ�,�� ø?ù�þÎÿ\pr
�þ�� øk��óüýø\'t������
��ú��� ø6�-þ
ε

�-þ�/�þ�, ø:þÎÿo't��,4��ýþ"H�+9B't������
��ú��� ø�@Þûtþ����óù�þ
δeiθ, δe−iθ, 0 ≤ θ ≤ π ù:úÊüýø*'t������
��ú��� ø�@5ûtþ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

±1 = Nm(ε) = ε(δeiθ)(δe−iθ) = εδ2 > 0

�����C�
εδ2 = 1

þ
δ = ε−1/2 @�÷5ø.'Îÿ�þ�/�þ�����

ε = u2, u ∈ R, u > 1
ù�þ�,�� ø

u−1δiθ, u−1δ−iθ
't��,��4� ø

't�����;
��ú��� ø��-þ
ε
@

Snþ;��ú
∆′ = D(1, ε, ε2)

@ SÓú+��þ�,�� øfpw
�þ
∆K |∆′

��þ����q����ø�þÎÿ�/ ú���+þ�, �X@��	@��ÖþX#K�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#¢�ø�
	1?'Îüýþ���ù�þ\,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø�pr
�þ |∆′| < 4ε3 + 24
@

5;þ�� ú��-ÿ.���i� ø�ü��������X@��	@����>ù�þ�,�� ø
(
∆′
)

1/2 =
(
u2 − u−1eiθ

)(
u2 − u−1e−iθ

)(
u−1eiθ − u−1e−iθ

)
=

= 2i
((
u3 + u−3

)
sin θ − 2 cos θ

)
sin θ.Rú+Eºþ�����

2ξ = u3 +u−3 ù�þ�,�� ø |∆′|1/2 = 4(ξ−cos θ) sin θ
pr
�þ��úÊÿ:ú

u
1H�ú���?úÊù�ü����þ[�o,�=�HÓü�,��

pw
ú+����
ξ cos θ − cos2 θ + sin2 θ = 0

#���
Qø�þ;��ú	#
ξ cos θ − 2 cos2 θ + 1 = 0ûtþ"1��ú −g(x) = ξx− 2x2 + 1, |x| ≤ 1

@}û�ú2�07óÿ�,}
� ú��-þ6]uN?=óø.FóúÊÿ:úÝþ\'t��,��
ξ > 1

O¼�i�óüýø
u > 1ü�,4�� ü�'ºú

u3+u−3 > 2
U3/�þ�,�� øIpr
�þK
,Ýú�ÿ:ú+��E��-þ

g(x)
�u,ÝúÊü��óÿWpw
�þ

1
@ISnþ;��ú+,

x0, x1
úóø;ÿ:ú+��EºþæøI't��,

x1 > 1
þ���ù$���)'t��,��

x1x0 = −1
ù�þ�,�� ø −1 < x0 < 0

@¬5 �r�-þ�,�� ø�,Þþ���N��óÿ:úÊÿ���� ø:ø:úóø�þæø�ù�ü�,ÝúÊù�ü�/ úóø
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µK

¯ ;
�úÊÿ:ú

x0
����ø�þÎÿ�/ ú+�����pr
�þ

g(0) = −1
þ

g

(−1

2u3

)
= 2

(−1

2u3

)2

− ξ
(−1

2u3

)
− 1 =

3

4

(
u−6 − 1

)
< 0

þtù�þ�,�� ø*pr
�þ −1 < x0 < −1/2u3 @�÷W��ù$���#
x2

0 > 1/4u6 üýø�ù.���X#
u−6 − 4x2

0 < 0
������-þ

u−6 − 4x−2
0 − 4x4

0 < 0

�i�óüýø
4x2

0 < x−2
0 + x4

0

�úÊÿ:ú |x0| ≤ 1
@WQ�ø:úÊÿ�þ�,�� ø�ú>þ"HG�-ÿ�þæø�øV���Þú�'Îü�,ÝúÞúpø�þ��X
-ü ÿ�@

Sr
��ø�ù�ü ù�
-ü�����
x0

�úÞþ"HG�-ÿ�þæø�øV�����úÊÿ:ú
∆′
ù�þ�,�� ø}O ��ú+Eºþ�����

cos θ = x0
U

∣∣∆′
∣∣ ≤ 16

(
ξ2 − 2ξx0 + x2

0

) (
1− x2

0

)
.

Q�ø²ú+����4pw
�þ
ξx0 = 2x2

0 − 1
þ
ξ2x2

0 = 4x4
0 − 4x2

0 + 1
O¼�i�óüýø

g(x0) = 0
U}ù�þ�,�� ø

∣∣∆′
∣∣ ≤ 16

(
ξ2 + 2− 4x2

0 + x2
0 − 4x4

0 + 4x2
0 − 1 + 4x4

0 − 2x2
0 − x4

0

)
=

= 16
(
ξ2 + 1− x2

0 − x4
0

)
= 16

(
u6 + 2 + u−6

4
+ 1− x2

0 − x4
0

)
=

= 4u6 + 24 + 4
(
u−6 − 4x2

0 − 4x4
0

)
< 4u6 + 24.J�
Qø�þ;��ú	# |∆′| < 4ε3 + 24

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
�.� È�S��v|rÅ ��@��	@�� Ï {T��� ù:ú+����lú��fþ"HÓþ�,4����^��ëü����'Îü��^��±'ºú+�� ù�
����ø�þ;��ú

α
ÿ:úÊü�E�ÿ�þºú+�T�-þ

X3 +

10X + 1
þ
K = Q[α]

@[{�ü�,�� øZpw
�þ
α ∈ UK

þ2pw
�þ
∆K = −4027

������-þ6��þ������ýþ�,Ýúëú�'Îü�,Ýú
ε >

3

√
4027−24

4 > 10
@ & ��,��

α ≈ −0, 099903
ù�þ�,�� ø −α−1 ≈ 10, 00998

þ\'t��,��
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þ��ýþ}���)'t�óÿ��i�±�-þ��-þt't��,4�x� ø�ü������^�-þ

Xn − 1
� Ñ¤·¹á`#���ä¬#|���@��X�  #�þ�, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#

Q ⊆ K
�}
,Ýúþ"Hnù�þ���øV���D:�ú+���óüýø�ü ú+�ú	@±Snþ;��ú

G := Gal(K/Q)
@6� ��=�'Îü��T/�þÎÿ}pw
�þ4� ø�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø2�-þ��óÿ.�-þ�,

n
�-þ

K
ø$���ëþæø�ù$=t/�þÎüýøo��þ�� úëú������)�-þ

G
#�üýø�ù.�)�X#3�ëø�
�� ÿ�
�i�)��þÎÿ:ú���)��þ���� ø�þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø\�-þ��óÿ.�-þ�,

n
�-þ

K
���-ÿ�þæø�þÎÿ�/ ú���±�x�óÿ

G
@25 �óÿ�ù:ú+��ù.�# ��þ����)�ýþ�,ÝúQú�'Îü�,Ýú	#Í��ú���

τ ∈ G ù�þ�,�9�ø�þ
τ(ζ) = ζm

#Í�����-þ
m

�}�-ÿ�ü�,��±'t��,
n
þ}~�-ü�'t�f,�7G�	
���

n
@Z�;þ�,�� ø�þ���ù$���±
, ,�������,��óÿ�1ø�,��qO¼�ýþ�,6�-ÿ:ú+�����pw
�þ2� øþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
ÿ�þ��X
� úÊÿ�þæøW�-þ

Zn
ø$���K�;
�ø�ù:ú+,Þþ���ù�þ$úóø2ü�,Ýú+��þ���øW��*�r~,ÞþÎÿ.� øI�-ÿ�ü�,�� øW't��,

n
U
G −→ Z×n

@
{�ú+,�� ø4,�� ø�ù�ÿ:úÊÿéúcø�þ��X
-ü ÿ�pr
�þ�þæø�ù:úhú+�� ü�'ºú��������±
, üýø.��,��óÿ�1ø�,��q�²pr
�þX#T�x�óÿpÿ�þæø�
� ù:ú��� ø

'��¡=óø�ø�ü�'t� ø[��ú�ù�þt�óÿ�ü ú��-þ}:�ú+���óüýø�#�þtpr
-ü�/ ú+�ýþ�4�ü��X
ú+����ú��-þ
[K : Q] = ϕ(n) := card

(
Z×n
)

�����-þ
ϕ

��úpú+�� ü�'ºú������Þù.�óù�üýþ��½ù�þ6�-þ�÷W
�ýþÎÿ�@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï J

n
9B�æø�ü�,��4�x��� ü���©�,pü���'Îü�'����óù.©�,pü�'t�f�\�-þ"1��-ü����'t��,��

Φn(X) :=
∏

(X − ζ ′)
�����-þ

ζ ′
��þÎÿ.'t�óÿ�ÿ�þ\�4't�����;
�½ù.����úóø$ÿ:ú+��Eºþæø

n
9B�æø�ü�,Ýúóø¢�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/óúóø���ú�
�-ü���ú��-þX@

5;þ������Óüýø$'�
-ù�ü���Ýú�'Îü�,Ýú	#
G

1H-ú
Φn

#	������-þ
Φn ∈ Q[X]

@ & ��,��
Φn(ζ) = 0

ù�þ�,�� ø*pw
�þ
Φn =

Irr(ζ,Q)
ø�þ�þ?ø$��,Þþ���ù�þ�ø�þ

Φn
��ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��å@[l�þæø�ù�þ\'ºúóø.�Ýù�þÎÿ�þ�,�� ø

[K : Q] = deg(Φn) = ϕ(n)
@÷W, ø�
,Ýú	#Óù�þ�,�� ø�úóø�ø�þ��X
-ü��½ù�þæø�þtpr
-ü�/óú+������'Îü úóø�Ã

O��µU
G ∼= Z×nO��CU
[K : Q] = ϕ(n)O��CU
G
ú+��þ�ù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/óú+,Þþ��½ù�þ\�úóø$ÿ:ú+��Eºþæø

n
9B�æø�ü�,Ýúóø¢�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ úóø*��ú2
�-ü���ú��-þX@

O¼�rU
Φn

�tü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��å@
l��óù�þ�pw
�þD'ºú���úhÿ:ú+��E

n
9B�æø�ü�,Ýú���ú²
�-ü���ú��-þn�^
,Ýúhÿ:úÊü�E

d
9B�æø�ü�,Ýú²�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ ú���ú³
�-ü���ú��-þD�úÊÿ:úþ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þZ
,

d
�Óü�/nüýø.�óÿ��-þ

n
#r�i�óüýø#ø�þ

ζn− 1 = 0
#Óþ���ù$���

ζ
ù�þ�, �óÿ.�-þ�,e#	���},�=�HÓü�,��#

n
þ�ø�
ú

�óÿ.�-þ�,-�Óü�/nü��-þ
n
@WSnþ��X
�þ}pw
�þ

O��	@��	@��µU
Xn − 1 =

∏

d|n
Φn(X).

÷IH�ú+,pü���þ�,�� ø[�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.���4'ºúóø$�
n = pr

#
p

�-ÿ�ü�,��@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��	@�� Ï�©\Ñ+à�\.Ó Ö ÒXÚ á�ª�Ü ànÑ�\�Ú Õ Ñ�Ò Ü à¡\ Ø Ú¼×åÑ�à�ã	Ñ Ø Ñ K Ü \.Ó Õ n = pr Ý p ã Ø Ú Õ Ó

× Ü"Õz� à Ü ³O��µU
K ⊇ Q × Ü"Õ � Ø Ñ Ô Ú¹� Ô ÑXÙ8Ñ

ϕ(pr) = pr−1(p− 1)
a

O��CU �yÑ ÖiÜ ÙYÒ Ü Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à6Ò Ü K Z Z[ζ]
a

O��CU � Ü Ù Ü"Õ�Ü"Ö ×åÓ
π := ζ − 1 Z ã Ø Ú Õ Ó Ü"Õ ZK Ü pZK = (π)e

\.Ó Õ e = ϕ(pr)
a

O¼�rU U Ü"Õz� à Ü disc(ZK/Z) = ±pc ã	Ñ Ø Ñ�Ñ�Ù"� ÔGÕ c ∈ N a�b Õ ãÑ Ø ×0Ú	\ Ô Ù>Ñ Ø$Ý p Z ÓX� Ö Ú`\.Ó2ã Ø Ú Õ Ó
Û�Ô�Ü à Ü6Ø Ñ Õ Ú ��\$Ñ Ü�Õ Q

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�)���óù�þ}pr
�þX#i���w/nü ú+,Þþ���ù�þX#

Z[ζ] ⊆ ZK
þ6pr
�þ�ø�þ

ζ ′
�}��
-ù�ÿ:úÞÿ:úÊü�E

pr
9B�æø�ü�,Ýú4�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ ú���ú�
�-ü���ú��-þ�þ���ù$���

ζ ′ = ζs
þ
ζ = (ζ ′)t

#�úÊÿ:ú
s, t ∈ N @�hÍ���C�#

Q[ζ ′] = K
þ
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Z[ζ ′] = Z[ζ]

@ d �C�óÿ:ú	#

1− ζ ′ = 1− ζs = (1− ζ)
(
1 + ζ + ...+ ζs−1

)
=⇒ 1− ζ ′

1− ζ = 1 + ζ + ...+ ζs−1 ∈ Z[ζ]

þ�ø�ü�,pü�� úÊÿ�,Þþ���ù�þ
1− ζ/1− ζ ′ ∈ Z[ζ]

������-þ
1− ζ/1− ζ ′ �Z
,Ýú6
�-ü���ú��-þo�-þ

Z[ζ]
��þ�,¿'t��,��4�-þ

ZK
@
d þtpr
ú�������O��	@��	@��µU¬��� ø���=	Ã

Xpr − 1 =
∏

d|pr
Φd(X) = Φp(X)Φp2(X)...Φpr (X) =

=


 ∏

d|pr−1

Φd(X)


Φpr(X) =

(
Xpr−1 − 1

)
Φpr(X) =⇒

O��	@��	@��CU
=⇒ Φpr(X) =

Xpr − 1

Xpr−1 − 1
=
tp − 1

t− 1
= 1 + t+ ...+ tp−1; t = Xpr−1

.

Snþ��X
�þ\pr
�þ
Φpr(1) = p

@WQ�ø:ú+����éú��-þ"1��-ü��������-þ
Φpr

ù�þ�,�� ø*pr
�þ
p = Φpr(1) =

∏(
1− ζ ′

)
=
∏ 1− ζ ′

1− ζ (1− ζ) = u
∏

(1− ζ) = u (1− ζ)ϕ(pr)

�����-þ
u ∈ Z[ζ]×

@T5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#�ù�þ�,�� ø�úpø�þ��X
-ü��½ù�þ�ü��X
ú+����ú��-þ6�-þ�ü��-þºúÊüýø�þ�,
ZK

Ã
(p) = (π)e ; π := 1− ζ, e = ϕ (pr) .

& ��,��
ϕ(pr) ≥ [K : Q]

#x��f� úÊù.�)��)N���,���,��óÿ�1ø�,��
G −→ Z×pr

�Óüýø.'�
-ù�ü����ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�,Þþ��½ù�þÝø�þÎÿü����±þÎù.�óÿ?þ4��fù�þt�óÿ�þ�,Ýú��	@��	@��^�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
f = g = 1

#Y��
+ø�þ;��ú	#
(π)

�>ü��-þºú+�K�-ÿ�ü�,��Qþ�,
ZK

ù:ú+�
pw
�þ

f ((π)/(p)) = 1
þ

(p) = (π)ϕ(pr) @ & ��,�üýø�ù.���-ÿ.��/ ú+,�� ø}O��µU#þ�O��CU"@
d �C�óÿ:ú�/ ú+,�� ø¢�-ÿ.�µ/óúÊÿ*pr
�þ

disc(Z[ζ]/Z)
�k�x�óù.����'Îü ú4�-þ

p
@�û�ú�����ø�þÎÿ�/ ú������e�X@��	@��Þüýø�ù.�>ü�,4�� ü>9

'ºúÊÿ$=epr
�þ
disc(ZK/Z)

���x�óù.����'Îü ú��-þ
p

O¼�-ÿ.�µ/óú+����´O¼�rU�U�þ�pr
�þ
(ZK : Z[ζ])

���x�óù.����'Îü ú��-þ
p
@

l�þæø�ù�þk'ºúóø.�#
pM (ZK/Z[ζ]) = 0

�úÊÿ:úÞú+���X
,
M ∈ N #��
Qø�þ;��ú	#

pMZK ⊆ Z[ζ]
@

Mw=pø:ú+��þ�,�� ø*pr
�þ
Φpr = Irr(ζ,Q)

�i�G�-þ�,�� ø�þ��½ù$����
�ø:úÊÿ�ú4�-ÿ.���i� ø�ü��������X@��	@������úÊÿ:ú�'ºú+��'�
� úÊÿ
disc(Z[ζ]/Z)

@ d ø�ø�ü�,e#
disc (Z[ζ]/Z) = disc (Φpr(X)) = ±NmK/Q

(
Φ′pr(ζ)

)

û�ü>�ãþÎÿ�þ���'Îü ú+����Ýú4�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úpþtpw
ú���������úpþ"HG�-ÿ�þæø:ø$���eO��	@��	@��CU$þ�ø�
��ø�ù�ü ù�
-ü�����
X

�x�óÿ
ζ

���-ù�þ�,�� ø
Φ′pr(ζ) =

prζp
r−1

ζpr−1 − 1
.

& ��,��
ζ

��
�-ü���ú��-þDO¼�x�óüýø
ζn = 1 =⇒ ζ−1 = ζn−1 U�ù�þ�,�� ø

NmK/Q ζ = ±1
þf��'�� úÊÿ.��pr
�þ

NmK/Q(pr) = (pr)ϕ(pr) = prϕ(pr) @ & ú+��'�
�ýþ�,�� ø
NmK/Q(ζp

s − 1)
@25�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�#Y�úÊÿ:ú

s = 0
Ão�

�i��� ü���©�,pü���,4���-ü�,����-þ
1− ζ �

f(X) := Φpr(1−X)
�.=2pw
�þtþ��ýþk�Z,�©��-ü�'t�Þþ�ü ÿ�ÿ�þt�	
-ù���/�þ��Í�x�óüýø$ø�þ

Φpr(1−X) = P (X)Q(X)
't��,

P
þ
Q

�?����'t����ø�ù:ú+��ù�þæø�þ���ù$���
Φpr(X) = P (1−X)Q(1 −X)'t����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����?ú*,pü��-ü�,Ýú+� ü���ú��-þ¢�-þ

Φpr(X)
@ d �C�óÿ:ú	#

f
ù�þ�,/ù�þÎÿ�,��o't����ø�ù:ú+��ù�þ

f(0) = Φpr(1) = p
@
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{�ü�,�� ø¬pr
�þX#Óú\,Þþ���� ø¢�-þ�ø�ü��ú+�å#nú6���óÿ�,Ýú2�-þ*
,)þ��ýþ�,Þþ���ù.����þ"H-úÊù:ú+,Þþ��½ù�þk��ù�þÎÿ�,��2't����ø�ù:ú+��ù�þk��ø�þ�
²�x��� ü���©�,pü��^,4���-ü�,��@�hÍ���C�#

NmK/Q(1 − ζ) = ±p @4Q�ø:ú+����füýø�ø.�#8'ºú+��'�
�ýþ�,�� ø�ú+�C�óÿ:ú±�úÊÿ:ú
s < r

ÃW�k'�� úÊÿ.��pr
�þ
ζp

s �o
,Ýú>ÿ:úÊü�E
pr−s

9B�æø�ü�,Ýú��-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ ú���ú2
�-ü���ú��-þ�þk��'�=+��'�
���Ýú�'Îü�,ÝúeO0't��,
r − s ���4��
��úÊÿ*�-þ

r
Uu,�� ø�ù�ÿ:ú4pr
�þ

NmQ[ζps ]/Q
(
1− ζps

)
= ±p.

5;þ�� ú?ù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/nü���ú��-þ*��úo���óÿ�,Ýú�þ�,Wù.�óÿ�ÿ�þæøK�-þ�þ"HÓù�þ���ø.znþæø5þ[��o��úÊù.�kpr
�þ
NmM/L α = α[M :L] �úÊÿ:ú

α ∈ L ù�þ�,�� ø*pr
�þ
NmK/Q(1− ζps) = pa, a < r

@ 5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#

NmK/Q
(
Φ′pr(ζ)

)
= ±p

rϕ (pr)

pa
= pc, c ∈ N

�i�óüýø
a < r

@
L�þæø�ù:ú�9å��� ø¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ6O��CU"@ & ��,��

f((π)/(p)) = 1
ù�þ�,�� ø*pw
�þ?ú�ü���'���
�ø$���

Z ↪→ ZK
ü����	
Ek
,üýø.��,��óÿ�1ø�,��

Zp ∼= ZK/(π)
@>÷W,ä�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ

Z + πZK = ZK
þX#Y�4'�� úÊÿ.�#

Z[ζ] + πZK = ZK
@

��
� ù�ü��� ü�'ºú+����D�x�óÿ
π
ù�þ�,�� ø?ù:ú+,}�i��,

πZ[ζ] + π2ZK = πZK
@fû�ú���

α ∈ ZK

�ø²ú+����lþæø�ù:úóø

�	
úóø�þtpr
ú��tz½þæø¢�x�G�-þ�,�� ø�þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ
α = α′ + γ; α′ ∈ πZK , γ ∈ Z[ζ]

α′ = α′′ + γ′; α′′ ∈ π2ZK , γ′ ∈ Z[ζ].hÍ���C�#
α = (γ + γ′) + α′

#u��
Zø�þ;��ú	#òù�þ�,�� ø)pw
�þ
ZK ⊆ Z[ζ] + π2ZK

�-ÿ.�µ/óú+����mpr
�þ
ZK =

Z[ζ] + π2ZK
@#ûtþk,Ýú+��þÎü ÿ:ú���þÎÿ:ú+�;ù�þ�,�� ø

ZK = Z[ζ] + πmZK, ∀m ∈ N
@¬�Eúóø*/½ü�,�� ø�pw
�þ\�úÊÿ:ú

m ≥M ù�þ�,�9�ø�þ
pmZK ⊆ Z[ζ]

������-þ
∀m ≥M, Z[ζ] + πmZK = Z[ζ].

A�ø�ù.�},�� ø�ù�ÿ:ú4pw
�þ6�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
ZK = Z[ζ]

't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï J�ø�ü��ú+�u�-þ
disc(K/Q)

�x�G�-þÞø�þÎÿk��ú�'Îü���,Þþ���ù�þ)'ºú+��'�
� ú���hú±�úÊÿ�ù�ü ÿ2��
'Îÿ�ü ù.�Îÿ�ü��*�-þuS½ù�ü�'$F�þ�����þÎÿ���þÎÿ�@ & ��,��

K
�?���*�i� ø�ø.
-ü ü�,ÞþÎÿ�ø.z½þæø�ÿ�þºúÊüýø;ú�,Þþ���� ø8pw
�þ

ζ = ±1
O¼��þæø�ù�þu'ºúóø.�

K = Q
U#ù�þ�,�� ø

sign(disc(K/Q)) = (−1)s
#?�����-þ

s = [K : Q]/2 = ϕ(pr)/2 = (p− 1)pr−1/2
@

Snþ
p = 2

ù�þ�,�� ø
s

��,4�úÊÿòø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ
r = 2

@KSnþ
p 6= 2

ù�þ�,�� ø
p ≡ 1 mod 4

��

p ≡ 3 mod 4þk�tü�,Þþt�Óü úÊù.��pr
�þ

s
�o��,4�úÊÿ�ø:þ�þ?ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þtù�þ�,�9�ø�þ\��~� ù�ü�,��@

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï Snþ;��ú+,
ζ
þ
ζ ′

#ºÿ�þæø.��þt'Îù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX#óÿ:ú+��Eºþæø
pr

9B�æø�ü�,Ýú$þ
qs

9B�æø�ü�,Ýú��-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ úóø
��úD
�-ü���ú��-þ)'t��,

p 6= q
@h÷W��ù$���

Q[ζ] ∩ Q[ζ ′] = Q
#I�i�óüýø���úD�-ÿ.���i� ø�ü������cú�'Îü�,ÝúEÿ�þæø.
� ù:úDpr
�þ

L ⊆ Q[ζ]
ü�,4�� ü�'ºú6pw
�þ

p
�[�k~�-ü�'t�\�x� ø�ø���/�þ���-ÿ�ü�,��}pw
�þ�ÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þ�þ�,

L
þ¢��ú+�?=+�����C�6/óú+�ýþ¢�úÊÿ:ú

Q[ζ ′]
@ & ��,��Ýú�ü���ù�þÎÿ�ø:þt't�������� ø*��óüýø�þæø�ù$=�'t����ù�ü���úÝþ�,�ú+,6�x� ø*�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

Q[ζ] ∩Q[ζ ′] = Q
@

d ø�þ��X
-ü ÿ*/óú+,�� ø�ú��4'ºúóø$�
n
úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��@
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� È�S[Î �	@��	@�� Ï9Y ÜN^ Ñ Õ L Ü M Ü�ß × Ü"Ö à ªµÜ à�� Ö Ú0×åÑ+à}Ò Ü Q ×åÑ�Ú¡à Û�ÔÜ [LM : Q] = [L : Q][M : Q]Ó Ö Ò Ü LM Ò Ü�Ö ÓX×åÑºÓÒ\$Ó Õ ã � àVÚ0×åÓ Â Ò Ü L Ü M Ü à Ü`^ Ñ d = gcd(disc(ZL),disc(ZM ))

a>b Ö × Þ Ó
ZLM ⊆ d−1ZLZM

a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú+, {α1, ..., αl}

þ {β1, ..., βm}
�úóø:þæø�ü��½ù�þ�� ÿ:úÊüýø��-þ

L
þ
M
ÿ�þæø���þt'Îù�ü>9

/óú+,Þþ��½ù�þX@5÷W�½ù$��� {αiβj}i,j ��þÎÿ:ú
LM

þk��ú�N-ü��x7óù�þæø�þk��ú4�Óü�,Þþ���øV���#	�0�óÿ�,Ýú4
,Ýú��úóø�þo�úÊÿ:ú
LMø.���-ÿ�þ

Q
@ d ø�ø�ü�,e#pr
ú+��pw
�þÎÿ

γ ∈ ZLM
�i�G�-þ�ø�þÎÿ�þæø.'Îÿ�ü ù.��'t��,��

γ =
∑

i,j

a′ij
rij
αiβj ; a

′
ij, rij ∈ Z

pw
�þZ��ú+Eºþ�����
r := gcd(rij)

�i�G�-þ�,�� ø$ÿ�þæþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ�'t��,��
O��	@��	@��CU

γ =
∑

i,j

aij
r
αiβj ; aij, r ∈ Z

þk�-þk,Ýú+��þÎü ÿ:ú4pr
�þk��þ��Nw
,-� úÊù.�óÿ*�-ÿ�ü�,����-þ
r

�Óü�/nü��-þ�ù.�G�� ø[� ø
aij

@T55ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ���ù$���
pw
�þ

r|d �x�óüýø�#	��þæø�ù�þ\'ºúóø$�#-ø�þ
s = d/r

þ��½ù$���
d−1 = (rs)−1 þ

γ =
∑

i,j

aijs

d
αiβj ∈ d−1ZLZM .

A �-þ��½ù�ü>1?pw
�þ�,�� ø
M

't��, 
,)ø�
�x't�óÿ��i�6�-þ
C

O úÊù�ÿ:út/C�æø��-þ[
,Ýú�ü�,ÞþÎÿ�ø$���6pr
ú+��pr
�þÎÿVU5þ�ø�þ;��ú
σ


,Ýúü�,ÞþÎÿ�ø$���[�-þ
L
þ�,
C

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø pw
�þ
σ
þæø�ù�þ����-þ"9�ø:þK�-þW,Ýú+��þÎü ÿ:ú�~�-ü�'ºú[�úÊÿ:ú�
,Ýú$ü�,ÞþÎÿ�øV���[�-þ

LMþ�,
C

@ 52úÊÿ:ú?üýø�ø.�#�þæø$'Îÿ�þ�/óú
L = Q[α]

O ú�pr
-üå#C
�ø²ú+,�� øK��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú6��?þ��ýþ�,Þþ���ù.�6�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/C�wU5þ�ø:þ��X
�þþ���ù$���npw
�þ
LM = M [α]

@�ûtúeN-ü��i7óù�þæø:þ��-þ��Óü�,Þþ���øV���D�-þt�	
Eæü�,�� ø�pr
�þ
Irr(α,Q) = Irr(α,M)O0'ºúóø.�P't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��vù�þÎÿ�� ú+,�� ø

[LM : Q] < [L : Q][M : Q]
U"@ d ø�ø�ü�,e#�þ"Hnüýø�ù�þD
, O¼~�-ü�'t�wU

L
9

N���,���,��óÿ�1ø�,��
τ

,Ýú+��þºú+����
α
þ�,

σ(α)
#-üýø�ù.�4�X#�ù:ú+�Ípw
�þ

τ |L = σ
@W5 �G�-þ�,�� ø�#þ��½ù$���#ú+�
�ø:úÊÿ�þ

�-þ����óù:úÊÿ
τ

�i�óÿ
σ
ù:ú+,6�x��,e@ d �� ü�'ºú+����

σ
�ú2�07óÿ�,}
� úeO��	@��	@��CU�ú�'Îü�,Ýú����-ù�þ�,�� ø

σ (γ) =
∑

i,j

aij
r
σ (αi) βj .

÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú
xi :=

∑
j(aij/r)βj

#C�-þ¬���óÿ�,Ýúopw
�þ�ø�þ
σ1, ..., σm

ø$���?úóø�ü�,ÞþÎÿ�ø$z½þæøT�-þ
L
þ�,
C
ù�þ��Nú+,�� ø

�pø�þ��X
-ü���ù�þ�ø�üýø�ù�þ�,Ýú��-þ?þtpr
ú��tznþæø¢� ü���þºúÊÿ�þæø�Ã
∑

i

σk (αi) xi = σk (γ) ; 1 ≤ k ≤ m.

5;þ�� úéÿ�þ�� ÿ:úf�-þ & ÿ:ú+,ÞþÎÿtù�þ�,�� ø
Dxi = Di

#|�����-þ
D = det(σk(αi))

þ
Di ∈ ZLM

�x�óüýø
Di

�\
,
�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú+��ù�þ��-þ\
,Ýú�,ÝúÊù�ÿ�ü�E2't��, 't�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæøtþ�,

ZLM
@¢SÓú+��þ�,�� øZ��ú4�-ÿ.���x� ø�ü��������X@��	@���pw
�þ

D2 = disc(ZL/Z) = ∆L
#T�-þ±�����-þ

∆Lxi = DDi ∈ ZLM
þX#W�x�óÿ4��
-ù�ÿ.�³� ú���#

∆Lxi ∈ M
@

d ø:ø�ü�,e#	't��,��
∆Lxi ∈M ∩ ZLM

�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
∆Lxi ∈ ZM

@ d �C�óÿ:ú	#
∆Lxi =

∑
j ∆L(aij/r)βjþ {βj} �o�úóø:þ�ü���ù�þ�� ÿ:ú+�å#?�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#

(∆Laij)/r ∈ Z
#��
Qø�þ;��ú	#

r|∆Laij , ∀i, j
@uSnþ��X
�þ\pr
�þ

r|∆L
@

S½ü�,pü�� úÊÿ�,Þþ���ù�þ2�-þt�	
Eæü�,�� ø*pr
�þ
r|∆M

������-þ
r|d 't��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �

Â.énú¢õ�÷�íVðÍñ�í$ðåîXí�ñ�íV÷�öåõ;÷�þ�í¬í"ôÍñ�íVðåîXíVô þ�ï"þµí"ô�ü
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PRQ È�Å Ì3È�S �	@��	@���� Ï�Y ÜN^ Ñ ζ ÔGÕ Ñ Ø Ñ�Ú � n �0Z àVÚ Õ Ñ2ã Ø Ú Õ Ú¼×0Ú d Ñ^ÒCÑ ÔrÖ Ú0ÒCÑwÒ ÜVÝ n ∈ N Ü K = Q[ζ]\.Ó Õ Ó±Ñ Ö × Ü à�acb Ö × Þ Ó'³
O��µU

K
× Ü"Õ � Ø Ñ Ô ϕ(n)

à�Ó&� Ø�Ü Q aO��CU �yÑ ÖiÜ ÙYÒ Ü Ú Ö × Ü Ú Ø Ó+à6Ò Ü K Z Z[ζ]O��CU Y Ü p Ø Ñ Õ Ú ��\.Ñ � à Ü�Ü�Õ K Ü"Ö × Þ Ó p|n a5ÛnÑXÚ¡àkã Ø�Ü \tÚ¡àtÑ Õ�Ü"Ö × ÜVÝ à Ü n = prm
\.Ó Õ p - m

Ü"Ö × Þ Ó
(p) = (p1...ps)

ϕ(pr)

Ü"Õ K
\.Ó Õ pi

ã Ø Ú Õ Ó+à6Ò�Ú à"×0Ú Ö ×åÓ+à\Ò Ü ZK a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5�ÿ.�G'æþt�-þÎÿ�þ�,�� ø}�x�óÿ�ü����	
����������e�r~,ÞþÎÿ.�D�-þ��-ÿ�ü�,�� ø6�Óü�/nü��Óü�����
n
@)l��

'ºúóø.�k�-þæø�ù�þ¢�r~,ÞþÎÿ.��ø�þÎÿ
1
ù�þ�,�� ø

n = pr
pr
�þ¢��úZ�-ÿ.���i� ø�ü������}�	@��	@��	@Il��k'ºúóø$�\�-þ�þ��ýþ¢�x� ø�ø�
-ü ÿW,ÝúÊüýø

�-þ�
,°�-ÿ�ü�,��?þ�,]ø.
ú�� úÊù.�óÿ:ú������#½ø�þ��ýþt'Îü�����þ[
,�þ�þæø$'Îÿ�þ�/óú
n = prm

't��,
p - m

@ & ��,��
m

�i� ø:ø�
-ü
,Þþ���� ø��-ÿ�ü�,�� øÞþ�, ø�
ú���úÊù.�óÿ:ú������³�i�G�-þ�,�� øÞúóø�ø�
,pü ÿ�#K��þ�� úDN-ü��x7óù�þæø�þ^�-þëü����	
������#u�cù�þt�óÿ�þ�,Ýú
/�=+� ü���o�úÊÿ:útþ��ýþX@
ûtþ"1��ú

ζpr := ζm
þ
ζm := ζp

r ���óù:ú+����6pw
�þ
ζpr
þ
ζm
ø$���tÿ:ú+��Eºþæø

pr
9B�æø�ü�,Ýútþ

m
9

�æø�ü�,Ýú��-ÿ�ü�,pü ù�ü�/óúóøu��ú�
�-ü���ú��-þX#�ÿ�þæø���þt'Îù�ü�/óú+,Þþ��½ù�þX@Wl��óù�þ#ù:ú+,}�i��, pw
�þ
K = Q[ζ] = Q[ζpr ]Q[ζm]

@
SÓú+��þ�,�� ø�pr
�þ

[Q[ζpr ] : Q] = ϕ(pr)
þ

[Q[ζm] : Q] = ϕ(m)
��þ�� únN-ü��x7óù�þæø�þ^�-þfü����	
������@

& ����ø�ü��-þÎÿ�þ4�fø�þ��X
-ü���ù�þ4�Óü ú+� ÿ:ú+,Ýú±pr
�þ2,�� ø�ù�ÿ:ú�ú�� úÊù.�óÿ�ü�E¿ú������^�-þ
(p)ZK

þ������-þ4� øZ�w~,ÞþÎÿ.� ø\���ü���ù�þÎÿ�ü��óÿZ������ ø:ú+��C�Þø$���Þúóø$ÿ�þæø.��þt'Îù�ü�/ úóø[�Óü�,Þþ���ø.znþæø*��úóø�þ"HÓù�þ���ø.znþæø�Ã
(∏

Pe
i

)ϕ(pr)

K

pϕ(pr) Q
[
ζpr
]

Q
[
ζm
]

d

∏
qi

Q

ϕ(
m

)ϕ(p r
)

(p)J�ø
qi
ø$���^�Óüýø�ù�ü��½ù.� ø�#3�x�óüýøo��þ�� ú)N-ü��x7óù�þæø�þ4�-þ>ü����	
������

p
�?���fÿ:ú+,pü>1?'ºú�9�ø�þÞþ�,

Q[ζm]
@ d ����,

�Óüýø�ø.�#¢� ø������Óü�'æþæø)�-þlÿ:ú+,pü>1?'ºú������P�� ø
Pi

ø$����� ø�,Þþæø.,�� ø�#¢�x�óüýø
Q[ζpr ] ⊆ K

�n:?ú+���óüýø�ü ú+�ú	@
SÓú+��þ�,�� øo��)�Óüýø.'�
-ù�ü���)���Ýü����'Îü��)�-þæø�ù�þ2'ºú+�� ù�
���^pw
�þ

[K : Q] ≤ ϕ(n)
@t÷W, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#�ù�þ�,�� ø

d ≤ ϕ(n)/ϕ(m) = ϕ(pr)
O ú±�0
��������ù.�óù�üýþ��½ù�þf�-þÞ÷T
�ýþÎÿ}�4,}
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/óúCU"@^�cúóø\����ø�þÎÿ�/�þfpw
�þ

Pi|qk
�úÊÿ:úEú+���X
,

k
@²l�þæø�ù�þ±'ºúóø.�#

(Pe
i )
ϕ(pr)|qk

#T�i�óüýø2
,¶�-ÿ�ü�,��³�?���n�i�G�-þéþæø�ù:úÊÿpú�'Îü�,Ýú³�-þ
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��óüýø*�-ÿ�ü�,�� øo�Óüýø�ù�ü��½ù.� ø�@Z58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#3��Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú±�	@��	@��f�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

eϕ(pr) ≤ d ≤ ϕ(pr)
������-þ

d = ϕ(pr)
þ
e = 1

@TA�ø�ù.�4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úeO��µU#þ�O��CU"@
52úÊÿ:únO��CU[����ø:þÎÿ�/�þ}pr
�þ

p - disc(ZQ[ζm]/Z)
������-þ2't��,��

disc(ZQ[ζpr ]/Z) = ±pc ù�þ�,�� øZpw
�þù:úÊüýø[�Óüýø.'Îÿ�ü�,pü��ú+�½ù�þæø�ø$�����-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þ�ø�üå@�ûo���ýþ�,ÝúÞú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�ø�þ��X
�þ\pr
�þ
ZK ⊆ ZQ[ζpr ]ZQ[ζm] = Z[ζpr ]Z[ζm] = Z[ζ]

�����-þX#����/ ú+,Þþ���ù�þX#|
�ø:ú+,�� ø�ú2N-ü��i7óù�þæø�þ6�-þ�ü����	
������Þþ�ú��-ÿ.���x� ø�ü������Ýú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�@�Snþ��X
�þ6pw
�þ
ZK =

Z[ζ]
@ �
& ��, üýø�ø.�lþ���'æþÎÿ�ÿ:ú+,�� ø�þæø�ù�þ�'ºú+�� ù�
���D�����-þf't����ø�þ��X
-ü�,�� ø�ÿ�þæø.
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& d 5W���¢Q�h J �

� ° �±���:43&£�f��&$	��543�'���ª���
	�43�#�g(+�$	��'(v	��²43&��g�/��¥�%��:�$	����
l�þæø�ù�þ�~� ù�ü�,���'ºú+�� ù�
���^
�ø:úÊÿ�þ�,�� ø�úëù�þt�óÿ�ü úe�-þæø�þ��w/C����/nü���úQúÊù.�Þú�pr
-üT�úÊÿ:ú±��úÊÿ\
,Ýúfø.����
������

�úÊÿ.'Îü ú+�Y�úÊÿ:ú�
,-�-ÿ.����ýþ�,Ýú�� ú+,�� ø.�ýø�ø�ü�,��Ã¬��~� ù�ü�,��Þù�þt�óÿ�þ�,Ýúf�-þ6RþÎÿ�,ÝúÊù�@ d ù.��úÝø.����
�������'t��,�9
��ýþÎù:ú2��ú���ú2�i�óÿ d @G·Zü��ýþæø#þ�, ���X�X����pr
�þ�ú+�-ÿ�þæø:þ���ù:úÊÿ�þ�,�� ø�ú�pr
-ü�þÎÿ:ú2�},Þþ���N��óÿ$ÿ�þæø.
� ù:ú���}�ú2�Óü>9ÿ�þt�������-þ�ÿ�þæø.����/�þÎÿ
þæø�ù�þK�-ÿ.����ýþ�,Ýú	@
÷5ø�ù:ú�ø.����
��������úÊÿ.'Îü ú+��òúÊù�ÿ�ü��
����útú�÷[@+®o
,4,ÞþÎÿ�#�,ÝúÊù�þ�,�=Êù�ü�'t�ú+�ýþ�,����Qú)pw
�þ�,ä�x��úf�úÊÿ�ù�þ4��úëù�þt�óÿ�ü ú±�� ø\���,4���-ü�� ø\�-þ>ûtþt�-þ�F½ü����ºO¼�?���±�ú)� ü���X
ú+��þ�, þ2��þ��	9þÎÿ:ú+� ü���ú��-þQú�pw
-ü��-þæø�þ��r/C����/½ü���úóø�#¬�)'�� úÊÿ.�wU2�ëúÊù�ÿ�ü��
����ú	@q÷W, ÿ�þºú+� ü���ú��-þX#K®o
,4,ÞþÎÿ4�?���n�
�ø.'ºú�/óú
�Óü ÿ�þÎù:ú+,Þþ���ù�þlÿ�þæø.����/�þÎÿ��n�-ÿ.����ýþ�,Ýúq�-þ^R�þÎÿ�,ÝúÊùfpw
ú+����q�-þæø:þ��w/C����/nü úhø�
úEù�þt�óÿ�ü ú	#u,Ýúóø�#K't��,s�ù�þ�,4�i�21?'t��
Xþ�/½ü��-þ��½ù�þ�úpú+�-ÿ:ú+��C����'Îü úÞþ\
-ù�ü�� ü���ú��-þ\�-þæø�ù:ú	@

J �-ÿ.����ýþ�,Ýúe�-þ�RþÎÿ�,ÝúÊù6't����ø�üýø�ù�þÞþ�,��-ÿ.��/ úÊÿ�úfø�þ��X
-ü��½ù�þéú�1�ÿ�,Ýú������Ã6��ú���
n ≥ 3, n ∈ N�?���pþ"Hnüýø�ù�þ?ø.����
������>ü���ù�þÎü ÿ:ú��úÊÿ:úÞúpþtpr
ú������

O��	@��	@ �rU
Xn + Y n = Zn.÷5ø�ù�þ��¬
,�þ"HÓþ�,4����k�-þ¬
,è�-ÿ.����ýþ�,Ýúo�Óü��+��ú+��ù�ü����k�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�,Þþ��½ù�þ*�Óü>�0��'Îü��å#X/nüýø�ù.�opw
�þ$úóø
ù.�t'��-ü�'ºúóø


�ø�
úÊüýø�#+'t��,���ú[
-ù�ü�� ü�E¿ú���ú[�úÊÿ:ú�ÿ�þæø.����/�þÎÿ
úóø;þtpr
ú��tz½þæø8�-þu52þ����	�Óüýø.'�
-ù�ü���úóøY�-ÿ�þ�/�þ�,Þþ��½ù�þ¬����'ºú+�� ù�
���ø.���-ÿ�þk�pù�þt�óÿ�þ�,Ýú4��ú4
�-ü���ú��-þX#	� ú+��Nú+,e@
(��+��þ$þ�,°�Óü ú�þæø�ù�þ��-ÿ.����ýþ�,Ýútù:ú+,}�i��, �i�G�-þ$ø�þÎÿT�-þæø.'Îÿ�ü ù.�\'t��,��o
, �-ÿ.����ýþ�,Ýúk�-þ�:tþt��,ÞþÎù�ÿ�ü ú

d ÿ�ü ù�,��Îù�ü�'ºú	@¬Snþ\�Óü�/½ü��Óü ÿ�,�� ø�ú>þtpw
ú������éú�'Îü�,Ýú��i�óÿ
Zn

���-ù�þ�,�� ø�úpø�þ��X
-ü��½ù�þ?þtpr
ú������Ã
αn + βn = 1; α, β ∈ Q.÷W��pr
ú+��ù.�*pr
�þ5ú[:tþt��,ÞþÎù�ÿ�ü ú d ���C���-ÿ�ü�'ºú��-ÿ�þt�G'�
�ú�9�ø�þòþ�, �-þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ;úóøÍ�-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þæøY��þt��,��Îù�ÿ�ü�'ºúóøþX#�þ�, ~� ù�ü�,Ýúéü���ø�ù$ç+��'Îü ú	#�þ���'t����ù�ÿ:úÊÿ�úóø�ø.����
��tznþæø*�úÊÿ:úf
,3ø�üýø�ù�þ�,ÝúÝú+���C���-ÿ�ü�'t� Á ø$���-ÿ�þ6
, 't�óÿ��i�ú+����þ��-ÿ�ü�'ºú+,Þþ���ù�þ±� þt'.Nú���##úD��þt��,ÞþÎù�ÿ�ü úhúÊÿ�ü ù�,��Îù�ü�'ºú³�-ÿ.���xz½þ"9�ø�þfþ�, þæø�ù�
���úÊÿ4�³'t��,4�i�óÿ�ù:ú+,Þþ��½ù.�

�-þæø�ù�þæø�,Þþæø�,�� ø��-ÿ.����ýþ�,Ýúóø�ø$���-ÿ�þtú},}
���ú+���ºú4��4't�óÿ��i�>ø�
�	��ú�'æþ���ù�þX@�÷W, ��þÎÿ:ú+��þæø�ù�
���ú�9�ø�þtþæø�ù�þæø
�-ÿ.����ýþ�,Ýúóø�ø.���-ÿ�þu
,Ýú�þ"HÓù�þ���ø$���*1��-ü ù:ú��-þ

Q
@YQ�,Ýú�7óù�ü�,Ýú�ÿ�þ"� þÎÿ.����'Îü ú��úÊÿ:ú�þæø�ù�þu'ºú+,4�x�*,��G�-þÎÿ����þn,6
-ü ù.�Nú+�-ÿ:ú+���þ���ù�þ��5� ï�Ã¼Ã#�ö  @ d ø.����
������Nú+�-ÿ�þæø:þ���ù:ú���úm�x�óÿ d @¬·kü��ýþæø±�úÊÿ:úm�m�-ÿ.����ýþ�,Ýú

��þÎÿ�ù�þ���'æþ�ú>þæø�ù�þk'ºú+,4�i�Ýþk�k
,ÝúÞú+�x�óÿ.��ú+��þ�,<,6
-ü ù��ýø�ø�ü�,����Óü>� þÎÿ�þ���ù�þ\��ú�
-ù�ü�� ü�E¿ú���úéú�pw
-üå@÷W,��-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�D��
��úÊÿ�����ø�þÎÿ�/�þ�pr
�þ��x�r�-þ�,�� ø�ÿ�þt�	
Eæü ÿ��e�-ÿ.����ýþ�,ÝúD�úÊÿ:úQþ"H	�i�nþ���ù�þæø}�-ÿ�ü�,�� ø�@ûtþ���úÊù.�#5ø�þ)�-ÿ.��/ úÊÿ�,�� øÝúlü���þ"Hnüýø�ù.����'Îü ú³�-þëø$����
��tz½þæø2�úÊÿ:ú³� ø2�-ÿ�ü�,�� øpþfø�þ
x, y, z ∈ Z ��
,Ýúø.����
������³�úÊÿ:ú²�hþ"H	�i�nþ���ù�þ

n
ø�þ�����

p|n #
p

�-ÿ�ü�,��#òþ��½ù$���
xn/p, yn/p, zn/p

ø�þÎÿ�ü ú³
,Ýúcø.����
������
�úÊÿ:ú2��þ"H	�i�nþ���ù�þ

p
þ�ù�þÎÿ�� ú+,�� ø�
,�ú+��ø�
-ÿ.��@T5 �óÿ¬1�,¿�-ÿ.��/ ú�9�ø�þ�� ú�'Îü���,Þþ��½ù�þ�þ�,þ� í�Ç;îXÚ�Ú|#�Snþt�����

�X@��	#i���@\�  pr
�þ}�?���ëþ"HÓüýø�ù�þ�ø.����
������)�úÊÿ:ú)�)'ºúóø$�
n = 4

�-þ2,Ýú+��þÎü ÿ:úëúëþ"H'���
-ü ÿk� ø��r~,ÞþÎÿ.� ø\��ú
Á +iíV÷��0ë�÷töåí�-�÷�ò�öåí¬þ�õWîXíVó�ò�÷/ö"ú¢ò�í"ôÍñ�íVú´ñ�ítõ-�ñ;ò�õ;÷�öåõ;ô8õ�úmë+ú´ñ�í$ðåîXí�ü

¶ ;



¯VncÁon u³����Êr�¹u¿��p6ÌÃui�.ÿ¢p^ s¥�ux�� �� ���G�x ¦��pG x��pr�cu¿��p[q'pG�?�cu&� ¶0¯
�0�óÿ�,Ýú

2k, k > 1
pr
�þëø$���³� ø�~�-ü�'t� ø��úÊù�
-ÿ:úÊüýø4,ÝúÊü��óÿ�þæø4pw
�þ

2
�?���³�Óü�/½üýø���/�þÎüýø��x�óÿ�
,¶�-ÿ�ü�,��

p > 2
@

d pw
-ür
�ø:úÊÿ�þ�,�� ø8��pw
�þK't���N�þt'æþ�,�� ø ��ú�úÊÿ�ü ù�,��Îù�ü�'ºú*��úóø2þ"HÓù�þ���ø.z½þæø8'Îü�'����óù.©�,pü�'ºúóø �úÊÿ:ú¢,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ
pw
�þf��þ�� úD't����ø�þ��X
-ü�,�� ø�
,Ýú^��úÊù.�óÿ:ú������³'t���w/�þ��-üýþ��½ù�þ^�úÊÿ:úcúQþtpr
ú������n�-þ)R�þÎÿ�,ÝúÊùpþ)pw
�þX#W't��,ú+���X
,Ýúóø�N-ü��i7óù�þæø:þæøÞú��Óü�'Îü����úÊüýøpø.���-ÿ�þ±�Eþ"H	�x�½þ��½ù�þf�-ÿ�ü�,��

p
Ât#T�-þf��úÊù.�#T�éü�,4�i� ø�ø.��/�þ��¬
,ÝúXù:ú+�ø.����
������@

52úÊÿ:ú6,ÝúÊüýø}ü��	�0�óÿ�,Ýú��tznþæøKN-üýø�ù.7óÿ�ü�'ºúóø�ü����Óü�'ºú+,�� ø��\� ü�/nÿ.�¢� í�Ç;îXÚ�Ú  @Wltúo�-ÿ.7�Hnü�,Ýú�ø�þt�����6/óú+,�� øþ"HG�x�óÿ5ú�ü���Îü úZ�-ÿ�ü���'Îü��ú+�|��úo�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������6pw
�þ¢'t����ø�üýø�ù�þ��ú�� úÊù.�óÿ:ú������@� ü��½ù�þ�� ü���þ���ù�þ�����útþtpw
ú������
O��	@��	@ �rUT��ú���ú}�x�óÿ¬h;ú+,���þ�ü�,4�� ü�'Îü ù:ú+,Þþ���ù�þk�-ÿ�þæø:þ���ù�þZ�úóøòø$����
��tz½þæø���ú���úóø¬�i�óÿ#÷W
�ýþÎÿ��úÊÿ:ú}�}'ºúóø.�
p = 3

þ?û�ü ÿ�ü�'.N�ýþÎù[�úÊÿ:ú���'ºúóø.�
p = 5

@

Ö�ì0�ì)�!·¹Ç �½·¹ÀhÇ;»Xï5À�Ð+ðE»lÃqÕ�À-¸ºÃ����	��Ç2Ãh¾º»½Ã¼Ê»½Ð+ÀÖÇ;»lÜ�»�¼óÐ+ÀÓ¾
Sr
�i���Núfpw
�þ

(x, y, z)
�\
,ÝúÝø.����
������Ýü��½ù�þÎü ÿ:ú���úÝþtpw
ú������)�-þ6RþÎÿ�,ÝúÊù�O��	@��	@ �rU*�����-þ

n = p't��,
p

�-ÿ�ü�,��³��,4�úÊÿ�@�5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú+,Þþ���ù�þX#����óù�þ±pr
�þ)�i�G�-þ�,�� øpø�
�x�óÿ
x, y, z

��óüýø�9�ú�9B��óüýø��-ÿ�ü�,�� øþ���ù�ÿ�þëø�üå# �i�óüýø�ø�þ���óüýø2�-þ��ýþæø�ù�þ�,�
,�� úÊù.�óÿ�þ�,�'t��,}
,¶�lù�þÎÿ.'æþÎü ÿ.����þt'æþæø:ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ���ù�þfù:ú+,}�i��,ù�þÎÿ$=>þæø�ù�þo��úÊù.�óÿ[�-þo���óÿ�,Ýú�pw
�þk�x�G�-þ�,�� ø�þ�� ü�,pü��?=�9å������ú>þtpr
ú������@
l�þæø�ù:úëø�þt�����±/ ú+,�� ø�þ"H	�i�óÿ?úéü���Îü ú)�-ÿ�ü���'Îü��ú+�5þ4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ\�)~� ù�ü�,���ù�þt�óÿ�þ�,Ýú±�-þ4R�þÎÿ�,ÝúÊù

���\'ºúóø.�6�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ¬�����-þ�ø�
�i��,�� øupw
�þ
p - xyz

#�üýø�ù.�\�X#rpw
�þ
p

�?���\�Óü�/nü��-þ[��þ��Nr
, �� øu�w~,ÞþÎÿ.� ø
��ú2N-ü��i�óù.�Îù�ü�'ºúÝø.����
������@5÷5ø�ù�þk�\�4�-þ�����,pü��ú����'ºúóø.�DO0A�U¬��>ù�þt�óÿ�þ�,Ýú��-þkR�þÎÿ�,ÝúÊù�@

& ����ø�ü��-þÎÿ�þ³���x��� ü���©�,pü��
tp + 1

'�
���úóøëÿ:ú+��EºþæøëøV��� −1,−ζ, ...,−ζp−1 �����-þ
ζ

��
,ÝúÖÿ:ú+��E
p
9B�æø�ü�,Ýú³�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/ úq��ú³
�-ü���ú��-þX@ d ø�ø�ü�,e#

tp + 1 =
∏p−1
i=0 (t + ζ i)

@ Sr
��ø�ù�ü ù�
-ü�����
t

�x�óÿ
x/y���-ù�þ�,�� ø�Ã

(
x

y

)p
+ 1 =

p−1∏

i=0

(
x

y
+ ζi

)
=⇒ xp

yp
+ 1 =

1

yp

p−1∏

i=0

(
x+ yζ i

)
=⇒ xp + yp =

p−1∏

i=0

(
x+ yζ i

)

üýø�ù.�4�X#
O��	@��X@��µU

zp =

p−1∏

i=0

(
x+ yζ i

)
.

d þtpw
ú������cú�'Îü�,Ýú��f���x����ù.�n'.Nú�/�þ±��úe�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������cþ4���óüK�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:ú+,Þþ��½ù�þ^'t����ø�ü��-þÎÿ:ú���ú
�i�óÿ¢h�ú+,�«X@�÷5ø�ù�þX#�ø�þ�, �pø�
�x�óÿ�ù�þk��ú�ù�þt�óÿ�ü ú4�� ø#ü���ù�þÎü ÿ.� ø�'Îü�'����óù.©�,pü�'t� ø�#�ú�'$Nút/ ú4pr
�þZ� ø[�w~,ÞþÎÿ.� ø
��ú)���óÿ�,Ýú

a + bζ i; a, b ∈ Z ø�þÎÿ�ü ú+, � ø?ü���ù�þÎü ÿ.� ø���úlþ"Hnù�þ���ø$���
K := Q[ζ]

@ d ø�ø�ü�,e# 't��,��e��þ����
�ýþ�,Ýúpú+�úÊü>H	��� ø���úÊù.�óÿ�þæø¢��ú>þtpr
ú������pø$���2�-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þ�ø�üå#'ºú���ú}��úÊù.�óÿ¢�-þ�/�þÎÿ�ü úpø�þÎÿ�
,Ýú

p
9B�æø�ü�,Ýú

�i�óù.����'Îü ú	@\{�ü�,�� økpr
�þX#�ÿ�þºú+��,Þþ���ù�þX#
ZK = Z[ζ]

,Ýúóø?ú�'t����'���
�ø$���^pr
�þ�� ø�� úÊù.�óÿ�þæø�ø$���
p
9B�æø�ü�,Ýúóø

�i�óù.����'Îü úóø6��� ú+�ýø²úéþ�,���þÎÿ:ú+�å@�A�ø�ù.�)�0�óü�ú+�x����ù:ú���^�x�óÿ\h�ü���
/nü����ýþX#��.=fþÎÿ:ú�ø:ú+�-ü���±�x�óÿ\®o
,4,ÞþÎÿ�þø�þk�-þ�/�þ�ú�����úÊù.�4pr
�þ
Z[ζ  �?���4��þt'æþæø�ø²úÊÿ�ü ú+,Þþ���ù�þ6�6���,4���-ü��4��úÊù.�óÿ�ü ú+�å#�'t��,��4/nü�,�� ø�@ d ù�þt�óÿ�ü ú���

� ÿ�
�i�4�-þ6'�� úóø�ø�þæø[�-þtü��-þºúÊüýø�ÿ�þæø��i�����-þ¬��
�ø�ù:ú+,Þþ��½ù�þ�þæø�ù:ú2��þÎÿ��X
��ù:ú	@

Â�
rôµî+ó�ò�ñ�òcöBïVú¢õ�÷töåõWï���ò�î��Vöåõ�ô�õTêtë+õ
p - hQ[ζ]

íV÷�þ�õ
ζ * ë+ú[ïWðBïVû 1 p � * ô�ò�ú[ïuî�ðåò�ú¢òcöåò�ÿ"ïKþ+ïuë+÷+ò�þ�ï"þ�õVü
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� È�S[Î �	@��X@�� Ï²©\Ñ+à��wÚ�ã � × Ü à Ü à*ÒCÑkà Ü�áµÞ Ó Ý Ó+à Ü Ù Ü�Õ�Ü�Ö ×åÓ+à

x+ζ iy ∈ Z[ζ]
à Þ Ó6ÒCÓ�Ú à � Ñ � ÒwÓ�Ú¡à8ã Ø Ú Õ Ó+à

Ü"Ö × Ø.Ü àVÚµa
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï {�ú+,�� ø¬,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ¬pr
�þ[�?����þ"HÓüýø�ù�þ[
,ªü��-þºú+�|�-ÿ�ü�,��

q
�Óü�/nü��Óü�����

(x+ ζ iy)þ
(x+ ζjy)

#ø�ü�,6
� ù:ú+��þºú+,Þþ��½ù�þX#�ø:þ
i 6= j

@uSr
�x��������4't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��éù�þ�,�� ø
O��	@��X@��CU

q|
(
x+ ζ iy − x− ζjy

)
=
(
ζi − ζj

)
y =

(
1− ζj−i

)
y = py

�i�óüýø
ζj−i = ζk

�úÊÿ:ú
k ≡ j − i mod p

þ
1 ≤ k ≤ p− 1

O
k 6= 0

�x�óüýø
i 6= j

U}þ
p = (1− ζ)

't��,��
����'ºú+�� ù�
���hú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�@qS½ü�,pü�� úÊÿ�,Þþ��½ù�þ

q|px @ & ��,��
x
þ
y
ø$���e�-ÿ�ü�,�� ø>þ��½ù�ÿ�þëø�ü�ù�þ�,�� ø

p = q
@

d �C�óÿ:ú
(x+ y) = (x+ ζ iy)

't��,���ü��-þºúÊüýø¬�x�óüýø
ζ ∈ UK

@WhÍ���C�#
x+ y ≡ x+ ζ iy ≡ 0 mod p

@I�Eúóøþ���ù$���
x+y ∈ p∩Z = (p)

þ
zp = xp+yp ≡ x+y ≡ 0 mod p

������-þ
p|z �6pr
�þ*��ú+��ø.
-ÿ.��@ �

d ü���Îü ú³��þ��-ü ú+���-þe®o
,4,ÞþÎÿf�^����ø�þÎÿ�/ úÊÿ�pr
�þ^'t��,��
Z[ζ]

ù�þ�, ��úÊù.�óÿ:ú������q~�-ü�'ºúq�-þfü��-þºúÊüýø
�i�G�-þ�,�� øZ����NúÊÿZ�úÊÿ:úëúéþtpw
ú������²O��	@��X@��µU�'t��,��éþ"H	�-ÿ�þæø�ø:ú+����)
,ÝúÝü��X
ú+����ú��-þ��-þ�ü��-þºúÊüýøµ@ & ��,��
��þ������ýþ�,Ýúéú�'Îü�,Ýúf� ø*� úÊù.�óÿ�þæø�ø$�����-ÿ�ü�,�� øtþ��½ù�ÿ�þ�ø�üå#?'ºú���ú�� úÊù.�óÿZ�6
,Ýú

p
9B�æø�ü�,Ýú��x�óù.����'Îü úf�-þ\
,ü��-þºú+�3�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��@TA�ø�ù.�4�X#�i�G�-þ�,�� ø�þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ

O��	@��X@��CU (
x+ ζ iy

)
= a

p
i .d ø�þ��X
-ü ÿ�#u®o
,4,ÞþÎÿ��ãþ�EQúnN-ü��x7óù�þæø�þ�ú��Óü�'Îü����ú+�*pr
�þ
p - hK

�����-þX#K't��,��+ú+�½ù�þæø�#
hK

�-þ����óù:ú²�
�w~,ÞþÎÿ.�4�-þk'�� úóø�ø:þ��-þ

K
@ & ��,�þæø�ù:ú}N-ü��i7óù�þæø�þ�ù�þ�,�� ø[pr
�þ

Cl(K)
�?���>ù�þ�,�þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø��-þo�óÿ.�-þ�,

p
�-þ����óÿ�,ÝúDpr
�þ)�úlþtpr
ú������+ú�'Îü�,Ýún�-þ�/�þ�,�� ø>ù�þÎÿ

ai ∈ P(Z[ζ])
O¼�úD���óù:ú������³��³'ºú+�� ù�
���q�	#

P (ZK)
�[��ø.
�� ÿ�
�i�\�� ø�ü��-þºúÊüýøK�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø"U"#�üýø�ù.�6�X#

ai = (αi); αi ∈ Z[ζ]
þ�úóø�ø�ü�, 't����ø�þ��X
-ü�,�� ø

��'t����ø�þÎÿ�ù:úÊÿ��?ú4�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú��������-þkh�ú+,�«\pr
�þk/ ú+,�� ø�þ"H	�i�óÿ�@
� È�S[Î �	@��X@�� Ï à Ñ Ø Ñ)×åÓ�ÒCÓ

α ∈ Z[ζ], αp ∈ Z+ pZ[ζ]
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú
α = a0 + a1ζ + ...+ ap−2ζ

p−2; ai ∈ Z
@2÷T��ù$���

αp =
(
a0 + ...+ ap−2ζ

p−2
)p ≡ ap0 + ap1 (ζ)p + ...+ app−2

(
ζp−2

)p
mod pZ[ζ]

�i�óüýø*� ø['t�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæø[�-ü�����,pü úÊüýø�ø$���4,6~� ù�ü����� ø��-þ
p
@ d �C�óÿ:ú

ζp = 1
������-þ

αp ≡ ap0 + ...+ app−2 mod pZ[ζ]

�4pw
�þo,�� ø�ù�ÿ:ú4�4�-þæø�þ;��ú���@ �
J¿�ýþ�,Ýúlú�'Îü�,Ýúe,�� ø�ù�ÿ:úepr
�þÞþ�,

Z[ζ]
ù.�r��ú

p
9B�æø�ü�,Ýú±�x�óù.����'Îü ú���'t���� ÿ�
�þ���ù�þX#I,�7G�	
���

p
#
ú


,�ü���ù�þÎü ÿ.�@
� È�S[Î �	@��X@�� ÏRY Ô ãÓ Ö �GÑ α = a0 + a1ζ + ... + ap−1ζ

p−1 Ý \.Ó Õ ai ∈ Z Ü ã Ü Ù�Ó Õ�Ü"Ö Ó+à ÔrÕ
aj = 0

a.b Ö × Þ Ó4à Ü α Z Ò�Ú d Ú¡à âÙd+Ü ÙGã	Ó ØkÔGÕ Ú Ö × Ü Ú Ø Ó n Ý Ú à"×åÓ ZVÝ α ∈ nZ[ζ] Ü"Ö × Þ Ó[\.ÑwÒCÑ ai Z Ò�Ú d Ú¡à âÙd+Ü Ùã	Ó Ø n a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï SÓú+��þ�,�� ø pr
�þ

Φp(X) = 1+X+...+Xp−1 �x�óüýø
Xp−1 = (X−1)Φp(X)úóø�ø�ü�,

0 = 1+ζ+...+ζp−1 @WSnþ��X
�þ¢��ú+�pw
�þ¬pr
ú+��pw
�þÎÿ�ø�
�x't�����;
�½ù.�k�-þ {1, ζ, ..., ζp−1} 't��,
p−1þ��ýþ�,Þþ���ù.� øo�k
,Ýú��úóø�þ\�-þ

Z[ζ]
@�Sr
�x���Nú�pr
�þ

ai0 = 0
þ���ù$���ëþæø.'Îÿ�þ�/�þ�����

α = nβ; β ∈ Z[ζ]
þ
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't��,�� {1, ζ, ..., ζp−1} − {ζi0}

�6�úóø�þ�ù�þ�,�� ø
β = b0 + ... + bp−1ζ

p−1 �-þ\,Ýú+��þÎü ÿ:ú�~�-ü�'ºúÞþ\'t��,
bi0 = 0

@KSnþ��X
�þ}pw
�þ
α = nβ = nb0 + ...+ nbp−1ζ

p−1 ������-þ
a0 = nb0, ..., ap−1 = nbp−1

@ �
� È�S[Î �	@��X@ � ÏiY Ü α Z\ÔGÕ Ú Ö × Ü Ú Ø Ó)Ñ�Ù � Z � Ø Ú`\.Ó,\ Ô�^ Ó+àR\.Ó Ö�^"Ô �CÑCÒCÓ+à�ãÓ+à$à ÔÜ"Õ2Ý ×åÓµÒCÓ+à ÝDd Ñ�Ù>Ó Ø Ñ'�Và�Ó �Ù Ô ×åÓ
1
T \$Ó Õ-Ø.Ü àåã Ü Ú¼×åÓ^Ñ)Ñ�Ù"� ÔGÕ ÑfÚ Õ�Ü"Ø à Þ Ó Ü"Õ C

] Ü"Ö × Þ Ó α Z6ÔGÕ Ñ Ø Ñ�Ú � ÒCÑ ÔrÖ Ú�ÒCÑCÒ Ü a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

α1 = α, α2, ..., αn
� ø8't�����;
��ú��� ø �-þ

α
@ 5 �óÿYN-ü��x7óù�þæø�þ |αi| = 1, ∀i @R2ü>HÓþ

m ∈ N, m 6= 0
þ�ø�þ;��ú

β1 = αm1
@�Snþ;��ú+,=ù:ú+,6�x��,

f(X) = Irr(β,Q) = Xk + a1X
k−1 +

... + ak; ai ∈ Z
þ
β2, ..., βk

� ø}'t�����;
��ú��� ø2�-þ
β
@ë÷W�½ù$���

βi = αmj
�úÊÿ:úlú+���X
,

j
@éûtþ�� úÊù.�#

�-þ����óù:ú+����
L = Spl(f)

�6't�óÿ��x�6�-þ��-þt't��,4�i� ø�ü������2�-þ
f
þ
G

�6� ÿ�
�i�2�-þZ:�ú+���óüýø¬�-þ
L

#�ø:ú+��þ�,�� ø
pw
�þ

G
��þÎÿ�,}
-ù:ú�� ø

αi
@I��þ�,�� ø�þ���ù$���Þú�ù.�óÿ�ÿ�þ

Q ⊆ Q[β1] ⊆ Q[α1] ⊆ L 't��,
Q ⊆ L ��ú+���óüýø�ü ú+�ú	@

Snþ��X
�þfpr
�þ
Q[β1] ⊆ L

þ
Q[α1] ⊆ L

ù:ú+,}�i��, ø$���D��ú+���óüýø�ü ú+�úóø�@³5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#
βi = σ(β1)

�úÊÿ:úú+���X
,
σ ∈ G

@ J�
 ø�þ;��ú	#
βi = σ(β1) = σ(αm1 ) = σ(α1)m = αmj

#[�úÊÿ:úvú+���X
,
j

't��,��
pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@

d �C�óÿ:ú	#�þ�,-�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#�ù�þ�,�� ø |βi| = |αj |m = 1
��ú4N-ü��x7óù�þæø�þX@¢{�ü�,�� ø[�úf����ø�þÎÿ�/ ú��������X@��X@��

pw
�þ
al = ±Sl(β1, ..., βk)

�����-þ
Sl

�-þ����óù:úo�
l
9B�æø�ü�,��o�x��� ü���©�,pü���ø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'t�?þ��ýþ�,Þþ��½ù:úÊÿ�@W58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#

|al| =

∣∣∣∣∣∣
∑

i1<...<il

βi1 ...βil

∣∣∣∣∣∣
≤

∑

i1<...<il

|βi1 ...βil | =
∑

i1<...<il

1 =

(
k

l

)
≤ k

þ^'t��,��
Q[αm] ⊆ Q[α]

ù�þ�,�� ø�pr
�þ
k

�Óü�/½ü��-þ
[Q[α] : Q] = n

@G÷W, ø.
,Ýú	#u,�� ø�ù�ÿ:ú+,�� ø�pr
�þ
�úÊÿ:ú^pr
ú+��pw
�þÎÿ

m ∈ N, m 6= 0
#8�^/ ú+���óÿ�ú+��ø.����
-ù.���� ø\'t�nþ"1?'Îüýþ���ù�þæø2��^�x��� ü���©�,pü��e,4���-ü�,��D�-þ

αm
�D� ü�,pü ù:ú���P��þ������ ÿ:ú+
 �-þ

α
ø$���-ÿ�þ

Q
@y5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#�ø.7qþ"HÓüýø�ù�þD
,Ýú�pr
ú+��ù�ü���ú��-þn1��-ü ù:úm�-þ

�i��� ü���©�,pü�� ø[,4���-ü�,�� ø[pw
�þo�x� ø�ø�
�þ�,¿
,Ýú2�x�óù.����'Îü ú��-þ
α

't��,��>ÿ:úÊü�E?þX#-þ�,¿�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#ø$7�þ"HÓüýø�ù�þ

,Ýú4pr
ú+��ù�ü���ú��-þ61��-ü ù:ú��-þ\�x�óù.����'Îü úóøZ�-þ

α
@[Snþ��X
�þ6pr
�þ

α
ù�þ�,¯�óÿ.�-þ�,-1��-ü ù:úÞþ�,

C×
#�üýø�ù.���X#

α�tÿ:úÊü�E6��ú2
�-ü���ú��-þX@ �
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ �	@��X@�� Ï9Y Ü`^ Ñ u ÔGÕ Ñ ÔGÖ Ú0ÒwÑCÒ Ü Ò Ü K aRb Ö × Þ Ó u = ζrv

Ó Ö Ò Ü v ∈ K Z ×åÑ�Ù Û�Ô�Ü
v̄ = v
a �
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Snþ;��ú

σ1 : K ↪→ C

,Ýú�ü�,ÞþÎÿ�ø$���XþÝú±
-ù�ü�� ü�Eºþ��úÊÿ:ú�ü��-þ���ù�ü>1?'ºúÊÿ

K
't��,


,�ø�
�x't�óÿ��i���-þ
C

@�ûtþ"1��ú
α = u/ū ∈ ZK

�x�óüýø
ū ∈ UK

@KSnþ
α′

�o
,-'t�����;
��ú�����-þ
α
þ��½ù$���

∣∣α′
∣∣ = |σ (α)| =

∣∣∣∣
σ (u)

σ (ū)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
σ (u)

σ (u)

∣∣∣∣∣ = 1

�����-þ
σ

�*��ú+
-ù.��,��óÿ�1ø.,��2�-þÎù�þÎÿ�,pü��ú���2�x�óÿ
σ(α) = α′

@I5;þ����2�ýþ�,Ýú�ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#
α ∈ µK

#r��
ëø�þ;��ú	#
u/ū = ±ζa @Sr
�i���Núfpw
�þ

u/ū = −ζa þ�þæø.'Îÿ�þ�/ ú u = a0 + a1ζ + ... + ap−2ζ
p−2 þ���ù$��� u ≡ a0 + ... +

ap−2 mod(π)
�����-þ

π = 1−ζ 't��,��[����'ºú+�� ù�
����ú+�½ù�þÎÿ�ü��óÿ�@W�;ú+,6�x��,e#
ū ≡ a0+...+ap−2 mod(π)������-þ

u ≡ ū mod(π)
@¢58�óÿZ��
-ù�ÿ.��� ú���#|'t��,��

u = −ζaū ù�þ�,�� ø
u ≡ −ū mod(π)

@*Snþ��X
�þ6pr
�þ
ū ≡ −ū mod(π)

#w��
�ø�þ;��ú	#
2ū ≡ 0 mod(π)

@ & ��,��
2 /∈ (π)

þ
(π)

�K�-ÿ�ü�,���ù�þ�,�� ø
ū ≡ 0 mod(π)

��� úmõ�ó�õ�ú¢õ�÷töåíuñ�í"ú¢íKõ�ô0öåõ * þµõ�÷+íVú¢ò�÷+ï"þµíKðåõ�ï$ó�ü
�ó�õIîXõ;ð�öåõ�÷�ñ�õWï$í¬ñ�í$ðåîXí
Q[ζ + ζ−1] ⊆ K êtë+õ * í¬ô�ë/
Xñ�íVðåîXíKðåõ�ïVóú[ï�ô�ò�ú[ï$ó�ü



¯VncÁon u³����Êr�¹u¿��p6ÌÃui�.ÿ¢p^ s¥�ux�� �� ���G�x ¦��pG x��pr�cu¿��p[q'pG�?�cu&� ¶ w
�4pw
�þ6��ú+��ø�
-ÿ.��4�x�óüýø

ū ∈ UK
@K5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#

u/ū = +ζa
@uSnþ;��ú

r
ù:ú+�Ypr
�þ

2r ≡ a mod p
þ\�-þ"1��ú

v := ζ−2u
@�÷W��ù$���

u = ζrv
þo���óù�þkpw
�þ

v̄ = ζrū = ζrζ−rv = v
't��,��4pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�@ �

d ÿ�,Ýú��� ø4�-þæø�ù�þæø>ÿ�þæø.
� ù:ú��� ø4/C��� ù:ú+,�� øÝú��Eù�þt�óÿ�þ�,Ýú³�-þ±R�þÎÿ�,ÝúÊù�@������Nú+,�� ø (
x+ ζ iy

)
=

(αi)
p @ �Y��,Þþ

i = 1
þT��,pü ù:ú[� øY�����Óü�'æþæø�@2÷W��ù$����ù�þ�,�� ø

x+ζy = uαp
�úÊÿ:ú

u ∈ UK
@ A;�-þ���ù�ü>1?'ºú+����

K
't��,°
,Wø�
�i't�óÿ��x�k�-þ

C
úÊù�ÿ:ú�/C�æøK�-þ�ú+���X
,Ýútü�,ÞþÎÿ�øV���k�-ÿ.�"9�1H-ú���ú	#r�x�r�-þ�,�� øW��þ�� ú	#X�-ÿ.���x� ø�ü������ú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�#�þæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ

u = ζrv
#�'t��,

v
ø²úÊù�üýø�� ú+Eºþ�����

v̄ = v
@K52þ������ýþ�,Ýú��	@��X@��Þþ"Hnüýø�ù�þ

a ∈ Z ù:ú+�Ypw
�þ
αp ≡ a mod pZ[ζ]

@I58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
x+ ζy = ζrvαp ≡ ζrva mod pZ[ζ]

x+ ζ̄y = ζ−rvᾱp ≡ ζ−rva mod pZ[ζ].�Y��,Ýú+����f���-ÿ.�r�	
-ù.�����-ù�þ�,�� ø
(x+ ζy) ζ−rva ≡

(
x+ ζ−1y

)
ζrva mod pZ[ζ] =⇒

=⇒ (x+ ζy) ζr ≡
(
x+ ζ−1y

)
ζr mod pZ[ζ] =⇒

O��	@��X@ �rU
=⇒ x+ ζy − ζ2rx− ζ2r−1y ≡ 0 mod pZ[ζ].

d �C�óÿ:ú	#-ø:þ
1, ζ, ζ2r−1, ζ2r ø$���>ù.�G�� ø¢�Óüýø�ù�ü���ù.� ø�þ�ø�
�i������

p ≥ 5
#��þ����2�ýþ�,Ýú��	@��X@��	#

p
�Óü�/nü��-þ

x
þ

y
't���½ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+�������� ø�ø:úóø[N-ü��i7óù�þæø�þæøµ@T58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#ÿ�þæø�ù:ú+, úóø�ø�þ��X
-ü���ù�þæø��x� ø�ø�ü��-ü�� ü���ú��-þæø�Ã

O��µU
1 = ζ2r Ã�÷T��ù$���éú>þtpr
ú�������O��	@��X@ �rU}ÿ�þt�	
E�9�ø:þ�ú

ζy − ζ2r−1y ≡ 0 mod pZ[ζ]
þk���ýþ�,Ýú

�	@��X@��>ü�,4�� ü�'ºú�pw
�þ
p

�Óü�/nü��-þ
y
@ d ��ø�
-ÿ.��@

O��CU
ζ = ζ2r−1 Ã
÷W�½ù$���>ú�þtpr
ú������±O��	@��X@ �rU�ü�,4�� ü�'ºú

x− ζ2x ≡ 0 mod pZ[ζ]
þX#r���µ/óú+,Þþ��½ù�þX#

�4�ýþ�,Ýú��	@��X@��pü�,4�� ü�'ºú4pw
�þ
p

�Óü�/nü��-þ
x
@ d ��ø�
-ÿ.��@

O��CU^�	�
ζ2r−1 Ã2÷W�½ù$���

ζ = ζ2r þ*�	@��X@ ��ü�,4�� ü�'ºú
(x−y)− (x−y)ζ ≡ 0 mod pZ[ζ]

þ*�k�ýþ�,Ýú
�	@��X@��>ü�,4�� ü�'ºú�pw
�þ

p
�Óü�/nü��-þ

x− y @
52úÊÿ:úÝù�þÎÿ�,pü��úÊÿ�,�� øZ/óú+,�� ø�,�� ø�ù�ÿ:úÊÿopw
�þ}��'ºúóø.�nO0A�U[��Þù�þt�óÿ�þ�,Ýúf�-þ6R�þÎÿ�,ÝúÊùk�6/�þÎÿ.��ú��-þÎü ÿ.���úÊÿ:ú
p = 3

þ\'t����'���
-ü ÿ[
,�ú+��ø.
-ÿ.�����>ü ù�þ�,�O��CU$ú�'Îü�,Ýú	@
Snþ
p = 3

���óù�þopr
�þ�� ø�~�-ü�'t� ø¢'�
�x� ø¬,�7r�	
���
9
ø$��� −1, 0, 1

þX#G�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#�'t��,��
x3, y3, z3 6=

0 mod p
#w�i�óÿuN-ü��i7óù�þæø:þX#�ù�þ�,�� ø

x3 +y3 ≡ −2, 0, 2 mod 9
þ
z3 ≡ −1, 1 mod 9

�}pw
�þ���ú+��ø�
-ÿ.��@
58�óÿ±1�,e#*���óù�þnpr
�þEø�þ

p ≥ 5
�?�����i�G�-þ�,�� øfù�þÎÿ

x ≡ y ≡ −z mod p
#['ºúóø.�P't���½ù�ÿ$=Êÿ�ü��#ù�þÎÿ�� ú+,�� ø

zp ≡ xp + yp ≡ −2zp mod p
#8��
³ø�þ;��ú	#

p|z 't���½ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����húóø\N-ü��x7óù�þæø�þæø�@^5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#

,Ýú4��úóø*'t���� ÿ�
�����'Îü úóø�ú�'Îü�,Ýú4�k� ú+�ýø:úÞþ�ÿ�þæþæø.'Îÿ�þ�/�þ�����éúÞø.����
���������úpþtpr
ú��������-þ6R�þÎÿ�,ÝúÊù�'t��,��
xp+(−z)p = (−y)p

#�ø:þ���þt'æþæø�ø$=Êÿ�ü��#C�x�G�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ
x 6= y mod p

#�üýø�ù.�\�X#
p - x−y �-þ¢,Ýú+��þÎü ÿ:ú

pw
�þfù�þ�,�� ø�
,_ú+��ø�
-ÿ.��²���²'ºúóø.�ºO��CUÞú�'Îü�,Ýú	@ºA�ø�ù.�²'t����'���
-ü�ú³�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���������²'ºúóø$�»O0A�U2��ù�þt�óÿ�þ�,Ýú4R�þÎÿ�,ÝúÊù��úÊÿ:ú��-ÿ�ü�,�� ø
p
ù:úÊüýø*pr
�þ

p - hK
@

l�úq�-ÿ.7tHÓü�,Ýúqø:þt�����q��� ø)'t����'æþ���ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø^����'.Nú+,Ýú���P'ºúóø.� O0A$A�U���q~� ù�ü�,��qù�þt�óÿ�þ�,Ýú��-þ
R�þÎÿ�,ÝúÊù�#,}
-ü ù.��,ÝúÊüýø[�Óü>�0��'Îü���þk�����-þ?ø�þÎÿ$=4��þt'æþæø�ø$=Êÿ�ü��4,ÝúÊüýø¢
,Ýú4N-ü��i7óù�þæø�þ�ø$���-ÿ�þ

p
@



¯Vn ÂVn u3���j�|���vu��jp	�9��p Q[ζ � p± s¥rux�� �� �¡���G�3 ¦��pG x��pr�cu¿��p[q&pr�|�cu'� m �
Ö�ì ô�ì��é¸ÝÉ2Æ;·¹Ç2À-Ç;»½¸ÞÇ;»

Q[ζ � »XÃÖÕ�À-¸¿Ã����	����Ç2Ãh¾º»�Ã�¼Å»nÐ+À+Ç2»XÜ�»�¼óÐ+ÀÓ¾
d �C�óÿ:ú�/ ú+,�� ø�ú+�ú+� üýø²úÊÿ�úpþtpr
ú��������-þ\R�þÎÿ�,ÝúÊù�����'ºúóø.�Þþ�,-pr
�þ�úpø.
�i� ø�ù:ú>ø$����
������

(x, y, z)�?ù:ú+�Ipw
�þX#�ø�þ�, ��þÎÿ.��ú��-þ}��þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þX#3� ø*�r~,ÞþÎÿ.� ø�ø$���)��óüýø�9�ú�9B��óüýøo�-ÿ�ü�,�� øtþ���ù�ÿ�þ>ø�ü;þ
p|xyz @l�þæø�ù�þ�'ºúóø.�#

p
�Óü�/nü��-þ?ú+��þ��úóø�
, �� ø��w~,ÞþÎÿ.� ø[�i�óüýø$ø�þ��?���>þ��ýþo�Óü�/nü��Óü ÿ�ü ú�ù.�r�� ø¢��pr
�þZ't���½ù�ÿ:úÊÿ�ü úú²N-ü��x7óù�þæø�þn�-þ��ýþæøf�?���qù�þÎÿ�þ�,¸� úÊù.�óÿ�þæøëþ�, 't��,6
,e@ L�þæþæø.'Îÿ�þ�/�þ�����GúÖø.����
������#�ø�þ���þt'æþæø�ø$=Êÿ�ü��#

�i�G�-þ�,�� ø�ø.
�i�óÿ2pw
�þ
p|z @�÷5ø�ù�þ��f�^��ú+,�� ø.�e'ºúóø.�mO0A.A�Uo��Qù�þt�óÿ�þ�,ÝúD�-þ�R�þÎÿ�,ÝúÊù>þ�����þ�,�,ÝúÊüýø

�Óü>�¼��'Îü��å@
l���'ºúóø.�^O0A�UT
�ø²ú+,�� ø[�2� ÿ�
�i�4�-þo'�� úóø�ø�þæø¢�-þ�ü��-þºúÊüýø�#�ú��2��ú+EºþÎÿ�,�� ø�ú}N-ü��i7óù�þæø:þk�-þZpr
�þ

p - hK
#

�úÊÿ:ú�ÿ�þæø���úÊù:úÊÿ�,�� ø�ú�ü���Îü úo�-þ¢h�ú+,�«X@
÷5ø�ù:ú�ü���Îü úopr
�þu�¼
��'Îü�������
Ýù$���o��þ�,e#�ú�pr
-üå#�ø�þÎÿ$=�úÊü�����úZ,ÝúÊüýøü�,4�i�óÿ�ù:ú+�½ù�þX@�lZ�^�-ÿ�þæø�þ��½ù�þf'ºúóø.�#I't��,��D/óú+,�� ø6/�þÎÿ�#I� ø\��úÊù.�óÿ�þæø}��ú��-þt't��,4�i� ø�ü������D��úlþtpw
ú������
O��	@��X@��µUk�?���Xø$���e,ÝúÊüýø}�-ÿ�ü�,�� ø>þ���ù�ÿ�þëø�üòþéþ���ù$���cúóø6
�-ü���ú��-þæø��-þ

K
þ���ù�ÿ:ú+, þ�,-�����C�@±{�ú+,�� ø

�-þ"1��-ü ÿ}
, � ÿ�
�x�D�-þ)'�� úóø�ø�þæø2�-þ�
�-ü���ú��-þæø�pr
��r'Îüýþ��½ù:ú+����húóø}
�-ü���ú��-þæø2�x�óÿ}
, ø�
�� ÿ�
�x�D�-þ

�-ü���ú��-þæø��"�x��úóø��tþ�þ���ù$����� ú+EºþÎÿ�ú2N-ü��i7óù�þæø�þk�-þ6pw
�þ

p
�?�����Óü�/nü��-þ\���r~,ÞþÎÿ.���-þtù:úÊüýø*'�� úóø:ø�þæø�@

Snþ;��úÖþ���ù$���
p > 2


,s�-ÿ�ü�,��³þX#¬'t��,��vú+��ù�þæøµ#
K := Q[ζ]

�+���-þ
ζ

��
,Ýúhÿ:ú+��E
p
9B�æø�ü�,Ýú

�-ÿ�ü�,pü ù�ü�/óúq��ú³
�-ü���ú��-þX@ J=ù�þt�óÿ�þ�,Ýú²��ú²
�-ü���ú��-þe��� ø��Óü�Eepr
�þ
UK ∼= µK ⊕ Zs−1 �����-þ

s =

(p− 1)/2
@ 3

Snþ
(x1, ..., xs) ∈ Zs

�tù:ú+�Ypr
�þ
x1 + ...+ xs = 0

#?�>ü���ù�þÎü ÿ.��'Îü�'����óù.©�,pü�'t�
O��	@��	@��µU ±ζk (1− σ1 (ζ))x1 ... (1− σs (ζ))xs ∈ UK
�����-þ

σ1, ..., σs : K ↪→ C
�Z
, 't������
��ù.�4't��,4��ýþÎù.�4�-þ�ü�,ÞþÎÿ�ø.znþæø¢�	
úóø�9�ú�9B�	
úóø¢�?����'t�����;
��ú���úóøµ@

A�ø�ù.��ø�þ��X
�þZ��}� úÊù.�2pw
�þ�ø�þ
ζ ′

��
, 't������
��ú���4�-þ
ζ
þ��½ù$���

(1− ζ ′)/(1− ζ) ∈ UK
#rpr
�þ[���óüi/½üýø�ù.�

�ú2�-ÿ.���i� ø�ü��������	@��	@��	@ d ø�ø�ü�,e#

±ζk (1− σ1 (ζ))x1 ... (1− σsζ)xs = ±ζk
(

1− σ1 (ζ)

1− ζ

)x1

...

(
1− σs (ζ)

1− ζ

)xs
∈ UK

�i�óüýø
(1− ζ)x1+...+xs = (1− ζ)0 = 1

@
� Å8ÊXÎlM�O3Å �	@��	@�� Ï Snþ;��ú

VK
��ø�
�� ÿ�
�i�2�-þ

UK
��þÎÿ:ú���2�i�óÿu
�-ü���ú��-þæø¢���ù�ü��x�fO��	@��	@��µUòþ�ø�þ;��ú

kK := (UK : VK)
�2�w~,ÞþÎÿ.�4�-þo'�� úóø�ø:þæø¬�-þ�
�-ü���ú��-þæø[�-þ

K
pr
�þo�[1��-ü ù.�2�x�óüýø

VK
ù�þ�,¿�},Þþæø�,��

�i� ø�ù.�4pw
�þ
UK

þ
Z

�k���,4���-ü��@
d �úÊÿ�ù�ü ÿ��-þ�ú+�C�óÿ:ú4/ ú+,�� ø�ø�
�x�óÿ�ù:ú+,}�i��, pw
�þ

p - kK
@�J�
lø�þ;��ú	#-ù�þ�,�� ø

p > 2
þ
p - hKkK

@
5�ÿ�ü�,�� øZ�-þæø�ù:ú2���óÿ�,ÝúÞø$����� ø�pw
�þ6®o
,4,ÞþÎÿ��-þ�����,pü�����
³�-þ\�-ÿ�ü�,�� ø�ÿ�þ��X
� úÊÿ�þæøµ@¬5 � ø�ù�þÎÿ�ü��óÿ�,Þþ��½ù�þX#þ��ýþ�,Þþæø�,��e't����'���
-ü�
Í#Ipr
�þpø�þ�,4�-ÿ�þ

kK |hK
�-þ4�0�óÿ�,Ýú±pr
�þ4�x�r�-þ�,�� ø\�-þ"1��-ü ÿ>úëÿ�þ��X
� úÊÿ�ü���ú��-þf�-þ


, �-ÿ�ü�,��Ýú+��þ��úóø�þ�,�ù�þÎÿ�,�� ø*��ú��Óü�/½üýø�ü��-ü�� ü���ú��-þ6�-þ
hK

�x�óÿ
p
@

H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ �	@��	@�� Ï Q�, �-ÿ�ü�,��
p

�2�Óü ù.�fÿ�þ��X
� úÊÿkpw
ú+����
p - hK

�����-þ
hK

���f�w~,ÞþÎÿ.�e�-þ
'�� úóø�ø�þk�-þtü��-þºúÊüýø����'t�óÿ��i�

Q[ζ]
@

3 £wõ�ú�
µðåõ�ú¢í"ô3êtë�õI÷+õ�ô0öåõWñ�ïVô�í
r = 0

õ
[K : Q] = p− 1

ü



¯Vn ÂVn u3���j�|���vu��jp	�9��p Q[ζ � p± s¥rux�� �� �¡���G�3 ¦��pG x��pr�cu¿��p[q&pr�|�cu'� m Á
xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ �	@��	@�� Ï Snþ

v1, ..., vk
�W
, 't������
��ù.�Z�-þ�ÿ�þ��-ÿ�þæø�þ��½ù:ú+��ù�þæøI�úÊÿ:ú

UK/VK
�x�r�-þ�,�� øø�
�x�óÿu��þ�� ú\�-ÿ.���x� ø�ü������4�	@��X@��2pw
�þ

v1, ..., vk
ø$����ÿ�þºúÊüýø�#nüýø�ù.�2�X#

vi = v̄i
O0't������
��ú����'t��,4��ýþ"H	�>þ�,ú+���X
,Ýú>ü�,ÞþÎÿ�ø$���Þþ�,

C
�-ÿ.�"9�1H�ú���úCU"@

{�ú+,�� ø�ú��-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������Ýÿ�þ��-ÿ.�r�	
Eæü�����ëú�pw
-ü�úpþtpr
ú�������O��	@��X@��µU"Ã

zp =

p−1∏

i=0

(
x+ yζ i

)
.

J���Nú+����+ún�-ÿ.��/ ú³��³�ýþ�,Ýú²�	@��X@��^/�þ�,�� ø�pr
�þfþ��ýþ±�?���³,ÝúÊüýøÞø�þ�ú+�� ü�'ºúcþX#K�-þ)��úÊù.�#K����Nú+����Öúþtpw
ú������mO��	@��X@��CU\����ø:þÎÿ�/óú+,�� ø2pw
�þf�e~�-ü�'t���i� ø�ø.��/�þ��T��úÊù.�óÿ}'t��,6
, þ���ù�ÿ�þ
x + yζ i

þ
x + yζj

�
π = 1 − ζ

@ & ��,��²���²'ºúóø.�ºO0A$A�U}��cù�þt�óÿ�þ�,Ýú²�-þ^R�þÎÿ�,ÝúÊùéù�þ�,�� ø
p|z �-þt�	
Eæü�,�� øfpw
�þ

π|z þX#�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#?��þt'æþæø:ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ���ù�þX#
π|(x + yζ i), ∀i @¢�cúÊüýø�pr
�þ?üýø�ø$�#?'t��,��

x
þ
y
øV�����-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þ�ø�ü

��ú2,Þþæø�,Ýúpþtpr
ú������pù�þ�,�� ø*pr
�þ
(x+ yζ i)π−1 ø$���4��óüýø�9�ú�9B��óüýø[�-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þ?ø�üå@ûtú2,Þþæø.,Ýú2�0�óÿ�,Ýú�pw
�þo����'ºúóø$�eO0A�Uòù�þÎÿ�þ�,�� ø

x+ yζ i

π
= uiα

p
i't��,

ui ∈ UK
þ
αi

��óüýø�9�ú�9B��óüýø¢�-ÿ�ü�,�� ø�þ���ù�ÿ�þ�ø�üå@�÷T, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#
π

�Óü�/½ü��-þX#	����,�=�HÓü�,��#
,
αiþX#r�-þ[� úÊù.�#nþ��ýþZ�Óü�/½ü��-þ

α0
�i�óüýø¬'t��,��

p|z ù�þ�,�� ø
0 ≡ zp ≡ xp + yp ≡ x+ y mod p

��þ����6��þtpr
�þ����ù�þt�óÿ�þ�,Ýú4�-þ\R�þÎÿ�,ÝúÊù�@ d ø�ø�ü�,e#
p|x+ y =⇒ πp−1|x+ y =⇒ πp−2|u0α

p
0.÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

α0 = πmw
�����-þ

π - w, m ≥ 1
@5÷W�½ù�ÿ�þ�úóø

p
þtpr
ú��tz½þæø�ú�'Îü�,Ýú>ù�þ�,�� ø�þ�, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ ;

x+ yζ−1 = πu−1α
p
−1

x+ y = πu0π
mpwp

x+ yζ = πu1α
p
1.Sr
�-ù�ÿ:úÊü�����éú4� Ô þtpr
ú���������ú4� Ô þ?ú^� Ô ��ú4� Ô ���-ù�þ�,�� ø

(ζ − 1) y = πy = π (u1α
p
1 − u0π

mpwp)
(
1− ζ−1

)
y = ζ−1 (ζ − 1) y = ζ−1πy = π

(
u0π

mpwp − u−1α
p
−1

)
.J�
Qø�þ;��ú	#

(u1α
p
1 − u0π

mpwp) = ζ
(
u0π

mpwp − u−1α
p
−1

)
pw
�þ�þtpr
-ü�/ ú+�ýþ?ú

0 = u1α
p
1 − (ζ + 1) u0π

mpwp + u−1α
p
−1.& ��,��

ζ + 1 = (ζ2 − 1)/(ζ − 1) ∈ UK
#	�i�G�-þ�,�� ø['t�����G'ºúÊÿ�úpþtpr
ú������Ýú�'Îü�,Ýú��ú}���óÿ�,Ýú	Ã

U0π
mpwp = αp1 + U ′−1α

p
−1; U0, U

′
−1 ∈ UK .

; £wõ�ú�
µðåõ�ú¢í"ôiê�ë�õ íVôYû�÷+þ�ò�ñ�õ�ô
i
õ�ô0öBì$í¢þ�õ-+÷+ò�þ�íVô3ú.��þ�ë�ó�í

p
þ�õG¤ íVðåú[ï¬êtë�õ îXí�þ�õ;ú¢í"ô3ô�ë�
�ô0öåòcöåë+òcð3í�û�÷�þµò�ñ�õ

i = p− 1îXí$ð
i = −1

ü



¯Vn ÂVn u3���j�|���vu��jp	�9��p Q[ζ � p± s¥rux�� �� �¡���G�3 ¦��pG x��pr�cu¿��p[q&pr�|�cu'� m Â
d �C�óÿ:ú	#����Nú+����éþæø�ù:ú>þtpr
ú������4,�7r�	
���

(p) = (π)p−1 ù�þ�,�� ø[��þ����4�ýþ�,Ýú��	@��X@��Þú>þtpw
ú������
0 ≡ a+ U ′−1b mod(p); a, b ∈ Z.

Snþ��X
�þ}pr
�þ
U ′−1 ≡ c mod(p); c ∈ Z �i�óüýø

b 6= 0 mod(p)
#|'ºúóø.�f't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��#

p|αp−1

#�üýø�ù.���X#
p|α−1pw
�þo/nü�,�� ø¢�?���Ýú�'t���½ù�þt'æþÎÿ�@

d �C�óÿ:ú�
�ø:ú+,�� øk��� ú+,�� ø.�f�ýþ�,Ýúf�-þ}®o
,4,ÞþÎÿ\�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���)���f1��ú+�I�-þæø�ù�þ}'ºú+�� ù�
���@�÷T�ýþ2�
�2�i���½ù.�4'.Nút/�þ6��2'ºúóø$�eO0A.A�U�þo��'æþÎÿ���þk��ú}�Óü>1?'�
����ú��-þX@ò÷W�ýþo��úÊÿ:ú+��ù�þ6pw
�þtø.���Qú2't�����Óü������

p - kKþ���ù$���
U ′−1 ≡ c mod(p)

't��,
c ∈ Z ü�,4�� ü�'ºú

U ′−1 = Up−1

�úÊÿ:ú
U−1 ∈ UK

@ d ø�ø�ü�,�ù�þ�,�� ø
U0π

mpwp = αp1 + (U−1α−1)p ; U0, U−1 ∈ UK .
l��óù�þupw
�þ5þæø�ù:ú¢�W
,Ýú�þtpr
ú������[�úÊÿ�þt'Îü���ú�'t��,/ú�þtpw
ú��������-þKR�þÎÿ�,ÝúÊù

zp = xp+yp
#ÊþT�¢,Þþæø�,��úÊÿ��X
,Þþ���ù.�±'t��,=ú+���X
,Ýú�,��G�Óü>1?'ºú��tz½þæø���� ø*��=�
,ÝúÞù�þÎÿ.'æþÎü ÿ:úéþtpw
ú������@$ûtþ\� úÊù.�#�ø�
�i���Nú�pw
�þù�þ�,�� ø¢
,Ýúpþtpr
ú���������pù�ü��x�

O��	@��	@��CU
xp + yp = uπmpwp; u ∈ UK , x, y, w ∈ ZK

't��,
m ≥ 1

#
x, y, w

��óüýø�9�ú�9B��óüýø6�-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þÝø�ü5þ
π - xyw

@ & ��,��Eú+��ù�þæø\� úÊù.�óÿ:ú+,�� ø2�±� ú���þæø.pr
�þÎÿ.��2't��,��
xp + yp = (x+ yζ0)...(x+ yζp−1)

@uSnþ��X
�þkpr
�þ
π

�Óü�/nü��-þZ
,<�� ø¬� úÊù.�óÿ�þæø$þX#��ú
,Þþæø�,Ýú2���óÿ�,Ýú�pr
�þ�ú+��ù�þæøµ#?pr
�þ

π
�Óü�/½ü��-þX#��ú4/�þÎÿ.��ú��-þX#�ù.�G�� ø*� ø[� úÊù.�óÿ�þæøµ@K�;ú+,}�i��,e#�ù�þ�,�9�ø�þ}pw
�þ

� ø[pr
��r'Îüýþ��½ù�þæø
(x+ yζ i)π−1 ø$���pù.�G�� ø[��óüýø�9�ú�9B��óüýø*�-ÿ�ü�,�� ø�þ��½ù�ÿ�þ?ø�üå@

& ��,��
x+y

�?�����T,ÝúÊüýø�#+��þt'æþæø�ø:úÊÿ�ü ú+,Þþ��½ù�þX#�
,¯ü��½ù�þÎü ÿ.��O¹ÿ:ú�'Îü����ú+� UÍ�?���[�x�G�-þ�,�� ø;úÊÿ��X
,Þþ���ù:úÊÿ
't��,���ú+��ù�þæøu�úÊÿ:ú\�-þt�	
Eæü ÿ¬pw
�þ

π2|x+y
@ �cúóøòúÊü�����ú\�¢/�þÎÿ.��ú��-þ*pr
�þ

π2 �Óü�/½ü��-þ¢
, OãþX#C�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#ø.��,Þþ���ù�þ\
,fU��� ø���úÊù.�óÿ�þæø*�-þ
xp + yp

@T5
úÊÿ:ú�/�þÎÿ�,�� ø�üýø:ø.���-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø*��Ýø�þ��X
-ü���ù�þk�ýþ�,Ýú	Ã
� È�S[Î �	@��	@ � ÏzY Ü`^ Ñ α = a0 + a1ζ + ... + ap−2ζ

p−2 ∈ ZK Ü m > 0
a b Ö × Þ Ó Ü.ß Ú¡à�× Ü"Õ

c0, c1, ..., cm−1 ∈ Z
×åÑXÙ Û�Ô�Ü

α ≡ c0 + c1 (ζ − 1) + ...+ cm−1 (ζ − 1)m−1 mod (ζ − 1)m .
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5�ÿ.�G'æþt�-þ�,�� ø*�x�óÿ$ü����	
������ÃT�úÊÿ:ú

m = 1
ù�þ�,�� ø

α = a0 + ...+ ap−2ζ
p−2 ≡ a0 + a1 + ...+ ap−2 mod (ζ − 1)þo�úóø�ù:ú>ù.��,ÝúÊÿ

c0 = a0 + ...+ ap−2
@

Sr
�i��������Þÿ�þæø�
� ù:ú���4/X=+� ü�����úÊÿ:ú
m− 1

�-ÿ.��/�þ�,�� ø��úÊÿ:ú
m

@W��þ�,�� ø
α ≡ c0 + c1 (ζ − 1) + ...+ cm−2 (ζ − 1)m−2 mod (ζ − 1)m−1 .÷W��ù$���#
β := α−

(
c0 + ...+ cm−2 (ζ − 1)m−2

)
≡ 0 mod (ζ − 1)m−1

������-þ
(ζ − 1)m−1 |β #-üýø�ù.�4�X#

β/(ζ − 1)m−1 ∈ ZK
þ\��4'ºúóø$�

m = 1
ù�þ�,�� ø

β/(ζ − 1)m−1 ≡ cm−1 mod(ζ − 1)

pw
�þ�þtpr
-ü�/ ú+�ýþ?ú
β ≡ cm−1(ζ − 1)m−1 mod(ζ − 1)m.



¯Vn � n  ¦Ì�pr�cu¿��p6Ï3�i�¢�.pr� m �
d ø:ø�ü�,e#

α ≡ c0 + ...+ cm−2 (ζ − 1)m−2 + cm−1 (ζ − 1)m−1 mod (ζ − 1)m .

�

{T��� ù:ú+����z4}�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���������2'ºúóø.�fO0A.A�U"#wpr
�þÎÿ�þ�,�� ø¬,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pw
�þ
π2 �Óü�/nü��-þ*
,¿�� øu� úÊù.�óÿ�þæø

�-þ
xp + yp

@T52þ����4�ýþ�,ÝúÞú�'Îü�,Ýú>ù�þ�,�� ø�þ"Hnüýø�ù�þ�,
a0, a1, b0, b1 ∈ Z

ù:úÊüýø*pw
�þ
x ≡ a0 + a1π modπ2

y ≡ b0 + b1π modπ2.hÍ���C�#
x+ yζ i ≡ a0 + a1π + (1 + π)i (b0 + b1π) = a0 + b0 + (a1 + b1 + ib0) π modπ2

�i�óüýø6� ø\�-þ�,ÝúÊüýø?ù�þÎÿ�,�� ø}�-þ
(1 + π)i

þ��r/C����/�þ�,
π2 @�lZ�óù�þ�pr
�þ

0 ≡ x + yζ i ≡ a0 + b0 modπ������-þf't��,��
a0 + b0 ∈ (π) ∩ Z = (p)

ù�þ�,�� ø
a0 + b0 ≡ 0 mod p

@ d ø:ø�ü�,e#
π2|x + yζ i

ø�þÝþø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ
a1 + b1 + ib0 ≡ 0 modπ

�fpw
�þ}�r't�óÿ�ÿ�þ�ø�þ�þ�ø.��,Þþ���ù�þ�ø�þ
a1 + b1 + ib0 ≡ 0 mod p��þ�� ú),Þþæø.,Ýúfÿ:ú+Eµ���@��2ú+�òþtpr
ú������^�i� ø:ø�
-ü5ø.����
�������O¼�úÊÿ:ú

i
Uk�-þæø.�-þ�pr
�þ

b0 6= 0 mod p
�^pr
�þ��

/�þÎÿ.��ú��-þf'ºúóø$�e't����ù�ÿ$=Êÿ�ü��
π|x 't���½ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����³�Xúóø�ø�
,pü���@�A�ø�ù.��'t����'���
-ü¬pr
�þ

π2 �Óü�/½ü��-þ�
,��� ø
� úÊù.�óÿ�þæø*'t��,���pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@

J���Nú+����Eú�þtpr
ú������PO��	@��	@��CU"#8��þ����e�-þt�	
Eæü���cú�'Îü�,Ýú	#I�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
m > 1

@ë÷�ø.'Îÿ�þ�/óú
m =

M+1
�����-þ

M > 0
@ & ��,��k�x�G�-þ�,�� ø5ø�
��ø�ù�ü ù�
-ü ÿ

y
�i�óÿ

yζ i
ø�þ�,Wú+� ù�þÎÿ:úÊÿòúo�0�óÿ�,Ýúo�-þæø�ù:ú?þtpw
ú������

�i�G�-þ�,�� ø�úóø�ø�
,pü ÿ¢pr
�þ
x+ y

�Z�2��úÊù.�óÿ¢�-þ
xp + yp

pr
�þk�o�Óü�/½üýø���/�þ��x�x�óÿ
π2 @WL�þæø�
,pü�����#� ø

mp� úÊù.�óÿ�þæø
π

�-þ
xp + yp

't����ø�üýø�ù�þ�,<�-þZ
, ~�-ü�'t�2��úÊù.�óÿ��úÊÿ:ú2'ºú���ú�ù�þÎÿ�,��
x+ yζ i, 1 ≤ i ≤ p− 1

þ
1− (m− 1)p = 1 +Mp

� úÊù.�óÿ�þæø¬����ù�þÎÿ�,��
x+ y

@ d ø�ø�ü�,e#G't��,���ú+�½ù�þæø¢�-þt�	
Eæü�,�� ø#úóø#þtpr
ú��tz½þæøµÃ
x+ yζ−1 = πu−1α

p
−1

x+ y = πu0π
MpW p

x+ yζ = πu1α
p
1�����-þ

u−1, u0, u1 ∈ UK , α−1, α1,W ∈ ZK
't��,

π - α−1α1W
@\J�øZ,Þþæø�,�� øo�úóø�ø.� øopr
�þ�ú+�½ù�þæø

��� ø[��=2
,Ýúpþtpr
ú���������ú2���óÿ�,Ýú
Xp + Y p = UπMpW p; X,Y,W ∈ ZK , U ∈ UK

�����-þ
X,Y,W

ø$������óüýø�9�ú�9B��óüýø��-ÿ�ü�,�� øfþ��½ù�ÿ�þXø�üå#
π - XYW

þ
M = m − 1

@ L�þ���þÎù�ü�����m�
�-ÿ.�r'æþæø:ø.�lø�
�'æþæø:ø�ü�/óú+,Þþ��½ù�þf���-ù�þ�,�� ø2
,ÝúXþtpw
ú������n't��,

M = 1
�npr
�þ�/nü�,�� ø�ø�þÎÿ�ü�,4�x� ø�ø���/�þ��å@

A�ø�ù.�6't��,4��ýþÎù:ú�ú\�-ÿ.�µ/óú}��}'ºúóø$�fO0A.A�UW���ù�þt�óÿ�þ�,Ýú}�-þZR�þÎÿ�,ÝúÊù#ø:ú+��/C�}��þ�� ú6�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���������6�ýþ�,Ýú
�-þk®o
,4,ÞþÎÿ��4pr
ú+��ú+�C�óÿ:úpü ÿ�þ�,�� ø[�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ�@

Ö�ì�£�ì^�'áÙ»nÐ+ÀhÇ2»��QÉ2ÐÖÐÖ»�¼
52úÊÿ:úÞù�þÎÿ�,pü��úÊÿ[�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,�� ø[,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ*�Þø�þ��X
-ü��½ù�þk�ýþ�,Ýú4�-þ�/nü���Ýú�®o
,4,ÞþÎÿ�Ã
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� È�S[Î �	@��	@�� Ï6T�� ÔGÕ�Õ�Ü�Ø ]¢©6Ñ+à6\.Ó Ö ÒXÚ á�ª�Ü à±Ò Ü à"× Ü \.ÑVã â × Ô Ù>Ó Ý TBÚ¡à�×åÓ ZVÝ p ã Ø Ú Õ Ó Ø.Ü � Ô Ù�Ñ Ø$Ý K =

Q[ζ]
ã	Ñ Ø Ñ ζ ÔGÕ Ñ Ø Ñ â�� p �oZ àVÚ Õ ÑKã Ø Ú Õ Ú¼×0Ú d ÑkÒCÑ ÔrÖ Ú�ÒCÑCÒ Ü ]ZÑ�\.Ó Ö Ò�Ú áµÞ Ó ÖiÜ \ Ü à$àgf Ø Ú0Ñ u ≡ a mod p; a ∈

Z
ã	Ñ Ø Ñ Û�Ô�Ü u ∈ UK à Ü`^ Ñ ÔGÕ Ñ

p �0Z àVÚ Õ Ñ\ã	ÓC× Å"Ö \�Ú�Ñ Z ×åÑ Õ � Z"Õ à Ô ��\tÚ Ü"Ö × Ü a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d �-ÿ.��/ ú\�-þ�pw
�þ�ú\'t�����Óü������2�[��þt'æþæø�ø$=Êÿ�ü ú6�*�6�ýþ�,Ýú6�	@��X@��	@ d ø�
	1?'Îü�����'Îü ú
�2�úÊù�
-ÿ:ú+��,Þþ���ù�þ�,ÝúÊüýøk�Óü>�0��'Îü��5þ>ø�
ú)�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������e�>þ���
�'Îü���úÊù�ü�/ ú^'t��,3ÿ�þæø���þÎü ù.�Qú)�-þ"1��-ü������e��
� ÿ�
�i�

VK
þk��ú>ÿ�þ��X
� úÊÿ�ü���ú��-þ6�-þ

p
@

5�ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.����� ø$ÿ�þæø�ù�ÿ�ü��� ü�,�� ø�ú���'ºúóø.�
u ∈ VK

@Wl�þæø�ù:ú�'t�����Óü��tznþæø�þæø.'Îÿ�þ�/�þ�����
u = ±ζ l (1− σ1 (ζ))x1 ... (1− σs (ζ))xsú�1�ÿ�,Ýú+,�� ø*pr
�þ

u = vp, v ∈ UK
ø�þ�þ�ø.��,Þþ��½ù�þ�ø�þ

p|xi ∀i
@�û�þk� úÊù.�#-ø�þ

p|xi ∀i
þæø.'Îÿ�þ�/ ú

u = ±ζ l (1− σ1 (ζ))py1 ... (1− σs (ζ))pys ; 1 ≤ l ≤ p.ûo���ýþ�,Ýú´�	@��X@��³ù�þ�,�� ø
((1 − σi(ζ))yi)p ≡ ci mod(p)

't��,
ci ∈ Z

@ & ��,��#Z�i�óÿ±N-ü��x7óù�þæø�þX#
u ≡ c mod(p)

�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
ζ l ≡ c′mod(p)

�úÊÿ:ú
c′ ∈ Z @ d �C�óÿ:ú	#

ζ = 1− (1− ζ)
������-þ

ζ l = 1−
(
l

1

)
(1− ζ) +

(
l

2

)
(1− ζ)2 − ...+ (1− ζ)l

þe/�þ�,�� ø±pr
�þ
ζ l ≡ c′ mod(p)

't��,
c′ ∈ Z ø�þXþXø.��,Þþ��½ù�þXø:þ l = p

�x�óüýøf,�7r�	
���
p
ù�þ�,�� ø

(1− ζ)i 6= (1− ζ)j
�úÊÿ:ú

i < j ≤ p @ d ø�ø�ü�,e#
u = ζp (1− σ1 (ζ))py1 ... (1− σs (ζ))pys = [(1− σ1 (ζ))y1 ... (1− σs (ζ))ys ]p .

L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#;ø�þ
u = vp

�-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
v ∈ UK

'ºúóø.�±'t����ù�ÿ$=Êÿ�ü��Qù�þÎÿ�� ú+,�� øk
,£þ��ýþ�,Þþ���ù.�e�-þ
UK−VK

�-þ¢�óÿ.�-þ�,
p
þ¢��tù�þt�óÿ�þ�,Ýúk�-þ*h�ú+� ÿ:ú+���þ¢�úÊÿ:ú?úo�óÿ.�-þ�, �-þ�
,�ø.
�� ÿ�
�i�\�-þ�
,è� ÿ�
�x�

1��-ü ù.���-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ
p|kK

't����ù�ÿ:úÊÿ�ü ú+����fú2N-ü��i7óù�þæø:þ\�-þ
p
ø�þÎÿ�ÿ�þ��X
� úÊÿ�@5÷�ø.'Îÿ�þ�/óúÞþ���ù$���

v = ±ζm (1− σ1 (ζ))y1 ... (1− σs (ζ))ys .÷W��ù$���#
u = ±ζmp (1− σ1 (ζ))py1 ... (1− σs (ζ))pys = ± (1− σ1 (ζ))py1 ... (1− σs (ζ))pys

��
Qø�þ;��ú	#
ζ l (1− σ1 (ζ))x1−py1 ... (1− σs (ζ))xs−pys = ±1.& ��,��Ýú+��ù�þæøµ#��-þ�/�þ�,�� ø�ù�þÎÿ

ζ l ≡ c′ mod(p)
't��,

c′ ∈ Z ������-þ
l = p

þtù�þ�,�� ø
(1− σ1 (ζ))x1−py1 ... (1− σs (ζ))xs−pys = ±1.

Snþ��X
�þ\��ú+�Ípr
�þ
xi − yip = 0∀i ������-þ

p|xi ∀i
't����'���
-ü�����ëúpú�1�ÿ�,Ýú������@

Sr
�i���Núvú+�C�óÿ:ú���'ºúóø.����þÎÿ:ú+�k�����-þ
u ∈ UK

þ
u ≡ c mod(p), c ∈ Z @g÷W��ù$���

ukK ≡
ckK mod(p)

@ & ��,��
ukK ∈ VK

ù�þ�,�� ø
ukK = ±ζ l (1− σ1 (ζ))x1 ... (1− σs (ζ))xs .



¯Vn 3 n ¥�ux�vu�¥r��pr�?�7Í�uj���| ¿�3 3��tr�?���[ 3�o��p�ðx��ÌÃux��p	� m ;
d �C�óÿ:ú	#Í,�� ø�ù�ÿ:ú�9�ø�þpþ�, � í�Ç�îXÚ�Úi#YSnþt�������	@��µ�G#3���@��X�X�  #Y
-ù�ü�� ü�E¿ú+����lúëù�ÿ:ú+��ø����óÿ�,Ýú���ú^�-þ�R���
-ÿ�üýþÎÿ
�Óüýø.'Îÿ�þÎù:ú	#?pr
�þX#ø:þ�����

p
ÿ�þ��X
� úÊÿ�#i't��,��

ukK ∈ UK
#�ù�þ�,�9�ø:þ6pr
�þ

p|xi ∀i
@ d ø�ø�ü�,e#

ukK = vp
��þ����

'ºúóø.�Þú+��ù�þÎÿ�ü��óÿ�@ & ��,��
p - kK

þ"Hnüýø�ù�þ�,�ü��½ù�þÎü ÿ.� ø
a, b

ù:úÊüýø*pw
�þ
akK + bp = 1

������-þ
u = uakK+bp = vapubp =

(
vaub

)p

þtù�þ�,�� ø*�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú�����4�ýþ�,Ýú4�-þk®o
,4,ÞþÎÿ�@ �
Ö�ì¹Ð�ìfÈ�À-¼ÊÀ-Õ ¾º»�¼ó·N½�À-Á�Â-ÃvÇ2Ã¸pÄ2¼Ê·ãÐ+Ã�¸>¼Å»½å�É2áÙÀ-¼Ê»�¸

52úÊÿ:úëþ���'æþÎÿ�ÿ:úÊÿo�6't���w/�þ��-üýþ��½ù�þÞú�'.NúÊÿZ
,Ýú�'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�ü�E¿ú�������ú+� ù�þÎÿ��úÊù�ü�/ ú��úÊÿ:úf� ø��-ÿ�ü�,�� ø�ÿ�þ���9

� úÊÿ�þæø*/nüýø�ù.�fpw
�þ6�úÊÿ�ù�ü ÿ���þ�� ú��-þ"1��-ü������)��ú+���C�éü���ù�ÿ:úÊù:ú�/�þ��å@\À�
ú+��ù.��úpüýø�ø$�#?���-ÿ.7��-ÿ�ü��±®o
,4,ÞþÎÿú�'.N���
Xúpÿ�þæø��i� ø�ù:ú	Ã
P È�Å Ì3È�S[ÎuÏs� Õ ã Ø Ú Õ Ó

p ∈ N ZnØ�Ü � Ô Ù�Ñ Ø à ÜqÜ à�Ó Õ�Ü�Ö × Ü à Ü p Ö|Þ Ó´Ò�Ú d Ú�Ò ÜnÖiÜ"Ö � ÔrÕ ÒCÓ�à
Ö�ÔGÕ�Ü�Ø ÑCÒwÓ Ø�Ü à2ÒCÓ+à Ö � Õ�Ü"Ø Ó�à}Ò Ü���Ü"Ø"Ö Ó Ô Ù¼Ù Ú B2, B3, ..., Bp−3

a
J�ø¢�w~,ÞþÎÿ.� øZ�-þk]#þÎÿ�����
��� üY�x�r�-þ�,�ø�þÎÿ[�-þ"1��-ü��� ø��-þ\�	
úóø¢,Ýú+��þÎü ÿ:úóø�Ã
• & ��,���� ø}'t�½þ"1?'Îüýþ��½ù�þæø}��ú�þ"H	�ú+��ø$���Qþ�,!ø.�Îÿ�üýþ��-þ4�x�óù.����'Îü úóø}��ú±�¼
��'t�����

x/(ex − 1)
@

A ø�ù.�4�
x

ex − 1
=
∑

Bn
xn

n!
.

• & ��,��³��/ ú+���óÿ>úóø:ø�
,pü������þ���� ø�ÿ�þæø���þt'Îù�ü�/C� ø}�x��� ü���©�,pü�� ø4�-þ)]}þÎÿ�����
��� ü\O¹ù:ú+,}�i��, �-þ"9
���óù:ú��� ø)�i�óÿ

Bn(X)
U������x����ù.��EºþÎÿ.�@ 5 �óÿ�ø�
ú²/�þ�E³�

n + 1
9B�æø�ü�,����x��� ü���©�,pü��P�-þ

]#þÎÿ�����
��� ü*�±�n~�-ü�'t�³�i��� ü���©�,pü��q�-þ)� ÿ:ú+

n + 1

pr
�þ)��� ø4��=húXø$��,Ýú³��úóø��-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ:úóø
n
9B�æø�ü�,Ýúóø¢�x�óù.����'Îü úóø�@T5 �óÿ�þ"H-þ�,4����#

B2(X) =
X(X + 1)

2
=
X2

2
+
X

2d �-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������}��tù�þt�óÿ�þ�,Ýú�ú�'Îü�,Ýú�ø²úÊü����þæø.'t���i�k�-þ���� ø:ø.�tù�ÿ:ú+�ú+��N��\�x�óüýø�þ��w/C����/�þ*
,è��þt��ú��t�
��úéù�þt�óÿ�ü úëú+�ú+��� ù�ü�'ºú±�� øo�r~,ÞþÎÿ.� ø�@6�cúÊüýøo�-ÿ�þt'Îüýø:ú+,Þþ��½ù�þX#�úéù�þt�óÿ�ü ú�ú+�ú+��� ù�ü�'ºú),6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/ ú^pw
�þù�ÿ:ú+�ú+��Nú±'t��,��)� ÿ�
�i�^��úf�0
���tznþæøo,6
� ù�ü��� ü�'ºúÊù�ü�/ úóøfO0'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�þæøVUtþpø.
úóøtÿ�þæø���þt'Îù�ü�/ úóø�ø.�Îÿ�üýþæø\�-þû�ü ÿ�ü�'.N�ýþÎù�@ d �-þ�,����½ù�ÿ:ú������?ø�þ��X
�þ�,ÝúÊüýøI��
4,Þþ���� ø5ú�� ü��Nú���úZ�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������6��ú���ú*�x�óÿ�û�ü ÿ�ü�'.N�ýþÎù
�úÊÿ:ú�ú)�-þ���ø�ü���ú��-þ��-þ2�-ÿ�ü�,�� ø?þ�,ä
,Ýú)�-ÿ.��� ÿ:úóø�ø$���QúÊÿ�ü ù�,��Îù�ü�'ºúlþ��-þ���þ����-þ2�0
����ú+,Þþ���ù:ú+��,Þþ��½ù�þ
��ú}� ú+,�� ø²ú2�07óÿ�,}
� ú��-ÿ.�G�	
-ù.���-þ?÷W
�ýþÎÿ�Ã

∑

n

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s (s > 1)

�����-þëúlø.��,Ýú^/ úÊÿ�ü úXø.���-ÿ�þÝù.�G�� ø2� ø6�úÊù�
-ÿ:úÊüýø>þ����-ÿ.�r�	
-ù.�Eø.���-ÿ�þéù.�r�� ø2� ø}�-ÿ�ü�,�� ø}�x� ø�ü ù�ü�/C� ø�@
d pw
-üu�-þÎü>H-ú+,�� ø6��� ø6't����ù�þ��½ù:ú+,�� ø>þ�,��-þÎü>H-úÊÿ}
,Ýúfÿ�þ"� þÎÿ.����'Îü úe't��,4��ýþÎù:ú^�úÊÿ:ú��-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú������Ã
� í�Ç;îXÚ�Úx# & ú+�Í@��	#���@����	�  @



d 5��Tl�ûZA & ÷ d

67*���%���&��/��&$§�	��)��&�43@����:&��g���W�������2¼������
l�þæø�ù�þ�ú+�i�����Óü�'æþ¢/ ú+,�� øK���-ù�þÎÿK
,Ýúo��þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿ú������}��?ù�þt�óÿ�þ�,Ýú\�� øI��úÊù.�óÿ�þæø5ü��r/óúÊÿ�ü ú+�½ù�þæøK�úÊÿ:ú

,�7r�	
��� ø�ø.���-ÿ�þ4���,4���-ü�� ø\�-þpûtþt�-þ�F½ü����3@ d pr
-ü
A

�-þ����óù:úÊÿ$=±
,����,4���-ü��^�-þ>ü���ù�þ�� ÿ�ü���ú��-þÝþ
Kø�þ�
²'t�óÿ��i���-þ2�¹ÿ:ú��tznþæø�@�l�� ø:ø.�)�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�^�úóø�ø.��ø�þÎÿ$=),�� ø�ù�ÿ:úÊÿ\pw
�þ>ù.�G��

A
9å,�7G�	
���

M
� ü�/½ÿ�þ4�-þù.�óÿ.�����4�x�r�-þ�ø�þÎÿ$ü�,ÞþÎÿ�ø$�Þþ�, 
,

K
9�þæø��ú��t�4/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@

�lì0�ì^�'»�¸¿Ä;À-Á�ÃÖà�»�¾ºÃ¼ó·ÙÀ�á}»nÆ�à�Ã�áÙà�»½Æ�¾º»
÷W,

M × A\{0} �-þ"1��úXúfÿ�þ�� ú������
(m,α) ∼ (n, β) ⇐⇒ βm = αn

@X� '�� úÊÿ.��pr
�þÝþæø�ù:úÿ�þ�� ú������4�tÿ�þV(þ"Hnü�/ ú>þtø�ü�,��Îù�ÿ�ü�'ºú	@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø[pr
�þtþ�� ú��tù�ÿ:ú+��ø�ü ù�ü�/óú	@�û�þ���úÊù.�#-ø�þ
(m,α) ∼ (n, β)þ

(n, β) ∼ (p, γ)
þ���ù$���

βm = αn
þ
βp = γn

������-þ
αβp = γβm =⇒ αp = γm

�i�óüýø
M

��� ü�/nÿ�þf�-þéù.�óÿ.�����@ d ø:ø�ü�,e#2ù�þ�,�� ø}
,Ýúlÿ�þ�� ú������³�-þéþtpr
-ü�/ ú+������'Îü ú	@Xûtþ����óù:úÊÿ�þ�,�� ø
KM :=

(M ×A\{0}) / ∼ þ�
, þ��ýþ�,Þþ���ù.�³�-þ
KM

�x�óÿ
[m,α]

@³J���ø�þÎÿ�/�þ)pw
�þ�� ú+Eºþ�,�� ø��-þ
KM


,
� ÿ�
�i�ëú+��þ�� ü ú+���ëø�þ}�-þ"1��-ü ÿ�,�� ø

[m,α] + [n, β] := [βm+ αn, αβ]
@*58�óÿ�1�,e#|�-þ"1��úëú+�C�óÿ:ú�
,Ýúú������²�-þ

K
þ�,

KM
� ú+Eºþ�����

(s/t, [m,α]) 7−→ [sm, tα]
þfù�þÎÿ�þ�,�� ø�
,

K
9�þæø��ú��t�q/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å@

d 1�ÿ�,Ýú+,�� økpr
�þ>úëú+�� ü�'ºú������
M

i−→ KM
��ú���ú)�x�óÿ

i(m) := [m, 1]
�2
,

A
9å,�������,��óÿ�1ø�,��@

J�ÿ:ú	#Y�4'�� úÊÿ.�epr
�þpþ�� ú^��N���,���,��óÿ�1ø�,��@ d �C�óÿ:úfø�þ
i(m) = [0, 1]

þ���ù$���
[m, 1] = [0, 1]

������-þ
m = 0

@
Snþ
M

�*1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þo��þÎÿ:ú���#�Óü���ú+,�� ø��x�óÿ
m1, ...,mk

þ��½ù$���
[m1, 1] , ..., [mk, 1]

��þÎÿ:ú
KM

@ûtþ[��úÊù.�#��ú���
[m,α] ∈ KM ù�þ�,�� ø

[m,α] = [
∑
λimi, α] =

∑
λiα
−1 [mi, 1]

@�÷W,¿�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#ø�þ��X
�þ¢pr
�þ�ø�þ
M

��� ü�/nÿ�þ�þ��½ù$���k
,Ýúo�úóø�þ[�-þ
M
ü����	
E[�x�óÿ

i

,Ýúo�úóø�þ�þ�,

KM
@TJ�
Ýø�þ;��ú�ù�þ�,�� øúóø$ü�,4�� ü�'ºú��tznþæø

M =
∑

Ami =⇒ KM =
∑

Kmi

M = ⊕Ami =⇒ KM = ⊕Kmi.

58�G�-þ�,�� ø�þ��½ù$������þ���þÎÿ:ú+� ü�E¿úÊÿ�ú}�-þ"1��-ü��������-þ��x� ø�ù.�2�-þZ
, ,�7r�	
�����-þZ,Ýú+��þÎü ÿ:ú�pw
�þ�ù:ú+,}�i��,�ø�þú+�� ü�pw
�þ�42,�7r�	
��� ø¢� ü�/nÿ�þæø*�-þtù.�óÿ.�����@
H È�IKJ¼ÆLJNM�OxÅ d @��X@�� Ï J �x� ø�ù.�6�-þ�
,

A
9å,�7G�	
���6� ü�/nÿ�þ��-þ�ù.�óÿ.�����

M
#G�-þ����óù:ú���2�i�óÿ

(M : A)�k���w~,ÞþÎÿ.�nO¼�i� ø�ø�ü�/�þ���,Þþ���ù�þ?ü��	1��-ü ù.�wU
dimK KM

#Óüýø�ù.�4�X#
(M : A) = (KM : K)

@
{5þ;��ú+,�� ø*
,�ÿ�þæø�
� ù:ú����~-ù�ü��Ípr
�þk
�ø:úÊÿ�þ�,�� ø��ãÿ�þtp&%�þ���ù�þ�,Þþ���ù�þ2����-þt't�óÿ�ÿ�þÎÿ*�-þæø�ù:úpø�þt�����@
� Ì?ÅG��ÅGk�JNM�OxÅ d @��X@�� Ï9Y ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â Ö Ú0Ó^Ò Ü Ú Ö × Ü � Ø Ú�ÒCÑCÒ ÜVÝ K à Ü"Ô \.Ó Ø ã	Ó�Ò Üc�VØ Ñ á�ªµÜ à Ü M

ÔrÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù�Ó)Ù Ú d�Ø.Ü Ò Ü ×åÓ Ø;á�Þ Ó'a.b Ö × Þ Ó KM ∼= K ⊗AM
\$Ó Õ Ó Ü àåã	Ñ á Ó+à d+Ü ×åÓ Ø Ú�Ñ�Ú àga

m ¯
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H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ûtþ"1��úXúXú+�� ü�'ºú������

ψ′ : K ×M −→ KM
��ú���ú��i�óÿ

(α/β,m) 7−→
[αm, β]

pr
�þk�
A

9å�ú+� ú+��'æþºú���ú	@òûtþo� úÊù.�#

ψ′
(
α

β
+
γ

δ
,m

)
= ψ′

(
αδ + βγ

βδ
,m

)
= [(αδ + βγ)m,βδ] =

= [αm, β] + [γm, δ] = ψ′
(
α

β
,m

)
+ ψ′

(γ
δ
,m
)

þk��þ�/½ü��-þ��½ù�þ6pr
�þ
ψ′ (α/β,m + n) = ψ′ (α/β,m) + ψ′ (α/β, n)þ
ψ′ ((α/β) r,m) = ψ′ (α/β, rm) ; ∀a ∈ A.5;þ�� ú��-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þ�
�-ü�/�þÎÿ�ø:ú+������-ÿ.�G�	
-ù.��ù�þ���ø$�óÿ�ü ú+�nù�þ�,�� øW�

K
9åN���,���,��óÿ�1ø�,��

ψ : K⊗AM −→
KM

ù:ú+�opw
�þ
ψ(α/β ⊗ m) = [αm, β]

@�� '�� úÊÿ.�mpw
�þ
ψ

�Xø.���-ÿ�þ;��þÎù.�óÿ:úq�x�óüýøf��ú���
[m,β] ∈

KM
ù�þ�,�� ø

ψ(1/β ⊗ m) = [m,β]
@ L�þæø�ù:ú�9å��� ø^,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pr
�þ

ψ
�cü�����þÎù.�óÿ:ú	@ d ú+�� ü�'ºú������

φ : KM −→ K⊗AM
��ú���úo�i�óÿ

[m,β] 7−→ 1/β⊗m þæø�ù$=o��þ�,°�-þ"1��-ü���úk�x�óüýø5ø�þ
[m,β] = [n, δ]þ���ù$���

βn = δm
þ

1/δ ⊗ n = (1/δ) (1/β) ⊗ βn = (1/δ) (1/β) ⊗ δm = 1/β ⊗ m @ d �C�óÿ:ú	#
φ (ψ (α/β ⊗m)) = φ ([αm, β]) = 1/β ⊗ αm = α/β ⊗ m þéø�þ��X
�þ±pr
�þ

ψ
�éü�����þÎù.�óÿ:úD't��,��

pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �
& ��,6�-ü��ú+����»�Ppr
�þn/½ü�,�� øfù�þ�,�� øepr
�þ

M ↪→ K ⊗A M
úÊù�ÿ:ú�/C�æøe��

A
9å,�������,��óÿ�1ø�,��

m 7−→ 1⊗m þkpw
�þ
(M : A) = (K ⊗AM : K)

@
Snþ

θ : M −→ N
��
,

A
9�üýø.��,��óÿ�1ø.,��#;ø:ú+��þ�,�� ø\pr
�þ

1 ⊗ θ : K ⊗A M −→ K ⊗A N
�

K
9�üýø$��,��óÿ�1ø�,��@5÷W,<�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#

KM ∼= KN
úÊù�ÿ:út/C�æø���úÞú+�� ü�'ºú������

[m,β] 7−→ [θ(m), β]
@

d �úÊÿ�ù�ü ÿ��-þéú+�C�óÿ:ú
A

�4
,����,4���-ü��n�-þÝûtþt�-þ�Fnü����ÖþÞù�þ�����Xþ�,�,Þþ��½ù�þëúQü�,ÞþÎÿ�ø$���
M ↪→

KM
�-þ����óù:úÊÿ�þ�,�� ø6�fþ��ýþ�,Þþ���ù.�

[αm, β]
�i�óÿ

(α/β)m
��
+ú+��þ��úóø

ξm
't��,

ξ ∈ K @ d ø�ø�ü�,e#�ø�þ
θ′ : KM −→ KN

�4
,
K

9åN���,���,��óÿ�1ø.,��Qü����	
Eæü���e��þ����
A

9åN���,���,��óÿ�1ø�,��
θ : M −→ Nþ���ù$���

θ′
(
α

β
m

)
= θ′ ([αm, β]) = θ′

(
α

β
[m, 1]

)
=
α

β
θ′ ([m, 1]) =

α

β
[θ(m), 1] = [αθ(m), β] =

α

β
θ(m).

÷W,<�úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�ø:þ
m ∈M þ

ξ ∈ K ø$���>ù:úÊüýø[pr
�þ
ξm ∈M þ���ù$���

O d @��X@��µU
θ(ξm) = θ′(ξm) = ξθ(m).

�Qì ô�ì�È�á¹À-¸º¸¿·ÙØ2Õ�À-Á�Â-ÃÖÇ2Ã¸ÝÐÖÌ�Ç2É2á¹Ãh¸ºÃä2¼Ê»lÉ;ÐçÇ;Ã�ÐÖ×ãÆ;·¹ÃhÇ2»l¶�»½Ç;»&Ñ�·¹Æ;Ç
d pw
-ü8/óú+,�� øo���-ù�þÎÿ�ÿ�þæø�
� ù:ú��� ø�ú+�?=+�����C� ø?ú�� øZ�-þ6'�� úóø:ø�ü>1?'ºú������f�-þ},�7G�	
��� ø�ø.���-ÿ�þ2���,4���-ü�� ø

�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@ d ��ù�þæø�#�ú+���X
��ø[�ýþ�,Ýúóø�@
� È�S[Î d @��	@�� ÏKÐ}Ó�Ú¡à[Ú�Ò Ü ÑXÚ¡à �"Ø Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú0Ó�à M,N

Ò Ü A à Þ Ó A � Ú à�Ó Õ Ó ØN� Ó+à¢à ÜoÜ à�Ó Õ�Ü�Ö × Ü à ÜkÜ Ù Ü à
Ü à"× Þ Ó Ö Ñ Õ�Ü à Õ Ñ¢\�Ù�Ñ+à$à Ü Ò Ü Ú0Ò Ü Ñ�Ú¡à�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i���Nú

M
þ
N

�ú2,Þþæø�,Ýú4'�� úóø�ø:þ�þ���ù$���Þþ"HÓüýø�ù�þ
α ∈ K ù:ú+�Ypr
�þ

M =

(α)N = αN
������-þ

θ : N −→ M
��ú���e�i�óÿ

n 7−→ αn
�
A

9�üýø.��,��óÿ�1ø�,��@�L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#
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ø�þ
M

θ∼= N
þæø�ù�þ�����ú

θ
�úÊÿ:úf�

K
9�üýø.��,��óÿ�1ø�,��

θ′
't��,��±�Óüýø.'�
-ù�ü����ú�'Îü�,Ýú	@\Sr
�x������

M 6= (0)
#þ"Hnüýø�ù�þ

m ∈ M, m 6= 0
@ & ��,��

1 = m−1m ∈ m−1M ∼= M
�i�G�-þ�,�� øÞø�
�x�óÿÝø�þ�, ��þÎÿ.��ú

�-þ���þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þ�pw
�þ
1 ∈ M

@ d ø�ø�ü�,e#[��ú���
α ∈ M ⊆ K

ù�þ�,�� ø±��þ�� úÖþtpr
ú������ O d @��X@��µU"#
θ(α) = θ (α1) = αθ (1)

������-þ
N = θ (1)M

þ�ø�þ��X
�þ\�4�-þæø�þ;��ú���@ �
� È�S[Î d @��	@�� Ï»U?Ó�ÒwÓ

A � Õ@� Ò Ô Ù>Ó M Ý � Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü�Ø ÑCÒwÓ Ý Ù Ú dµØ�Ü Ò Ü ×åÓ Ø;áµÞ Ó Ü Ò Ü ãÓ+à"×åÓ
1 Z

A � Ú¡àtÓ Õ Ó ØÙ� Ó4Ñ ÔGÕ Ú0Ò Ü Ñ�Ù �"Ø Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú0Ó�Ò Ü A a.Û³Ñ�Ú¡à Û�ÔÜ Ú¡àVà�Ó ÝTÜ�ß Ú à"× ÜkÔrÕ Ú�Ò Ü Ñ�Ù �"Ø Ñ�\tÚ0Ó Ö f Ø Ú�Ó a
Ò Ü A×åÑ�Ù Û�Ô�Ü M = am

Ó Ö Ò Ü m ∈M Z\ÔrÕ Ñ,��Ñ+à Ü Ò Ü KM a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 58�óÿZN-ü��x7óù�þæø�þX#

KM = Km
�����-þ6�i�G�-þ�,�� ø�ù.��,ÝúÊÿ

m ∈ M\ {0} @*Snþ;��ú
a = {ξ ∈ K : ξm ∈M} @�� þ�/½ü��-þ��½ù�þ�pw
�þ

a
�6
,

A
9�ø�
�,�7G�	
���±�-þ

K
@kJ

A
9åN���,���,��óÿ�1ø�,��

θ : a −→ M
��ú���n�x�óÿ

θ (ξ) = ξm
�X#W
,ÝúD/�þ�E±pr
�þ

M
��� ü�/nÿ�þ±�-þëù.�óÿ.�����#�ü����±þÎù.�óÿ�@ & ��,��

M ↪→ KM = Km
#
θ

�>ø.���-ÿ�þ;�±þÎù.�óÿ:úëþX#x�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#Y
,=üýø$��,��óÿ�1ø�,��@ & ��,��
M

�}1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ
��þÎÿ:ú���#

a
ù:ú+,6�x��,-���X#������-þ

a
�tü��-þºú+�3�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü����-þ

A
þ�ø�þ��X
�þk���-þæø�þ;��ú���@ �

� È�S[Î d @��	@�� Ï�Y ÜN^ Ñ M ÔrÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù>Ó�� Ö Ú0×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü�Ø ÑCÒwÓ Ü Ù Ú dµØ�Ü Ò Ü ×åÓ Ø�áµÞ Ó'azY Ü ζ ∈ K Z×åÑ�Ù Û�Ô�Ü ζM ⊆M Ü"Ö × Þ Ó ζ ∈ A a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï Sr
�i������

M 6= (0)
ù.��,Þþ

m ∈M, m 6= 0
þ�ø�þ;��ú

a = {ξ ∈ K : ξm ∈M}pw
�þX#Y't��,��^/½ü�,�� øµ#Y��
,£ü��-þºú+�W�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü����-þ
A
ù:ú+�Tpr
�þ

a ⊇ A
@�5 �óÿ\N-ü��i7óù�þæø:þ

ζ ∈ a
������-þ

a ⊇ A [ζ]
#��x�óüýø

a
�u
,Ýú

A
9 =+����þ��-ÿ:úZpr
�þu't���½ù.��,

A
þu����þÎÿ:ú���óÿ

ζ
@ & ��,��

a
�T1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ¢��þÎÿ:ú���þ

A
�6l��nþÎù�N�þÎÿ�ü ú+���Ýø�þ��X
�þ6pw
�þ

A [ζ]
�o1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ6��þÎÿ:ú���@¬58�óÿ*1�,e#?'t��,��

A
��ü��½ù�þ�� ÿ:ú+��,Þþ���ù�þ

�ãþt'$Nú���Þø�þ��X
�þ\pr
�þ
ζ ∈ A @ �

xzy�k�È�Ì�{CÎlM�OxÅ d @��	@ � Ï Snþ
a

�}
, ü��-þºú+�8�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��±�-þ
A

#?�?�����r
���#�þ���ù$���
a
ù�þ�,¯�i� ø�ù.�

1�i�óüýø�'t��,��
K

�
A

9å,�7G�	
���2�� ú+����ù�þ�,�� ø¢pw
�þ
0 −→ a −→ K

ü�,4�� ü�'ºú
0 −→ Ka −→ KK = Kþ�ø:þ��X
�þ�pr
�þ

Ka
�
K

9�ø�
��þæø��ú��t�6/�þÎù.�óÿ�ü ú+�å#G�?���2�w
���#	�-þ
K

������-þ
(Ka : K) = 1

@�÷W,¿��þÎÿ:ú+�å#Óø�þ
a1, ..., an

ø$����ü��-þºúÊüýøu�-þ
A
þ��½ù$��� ⊕ni=1ai

�[
,
A

9å,�7G�	
���#r� ü�/nÿ�þ*�-þ�ù.�óÿ.�����#r1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þo��þÎÿ:ú���@
d �C�óÿ:ú	#

(⊕ni=1ai : A) = (K ⊗ (⊕ni=1ai) : K) = (⊕ni=1 (K ⊗ ai) : K) = n.÷W,£ø�þ��X
-ü���ú±�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø�úéÿ�þt'����-ÿ.�r'ºú±�-þæø�ù�þ>ÿ�þæø.
� ù:ú���@2A ø�ù.�±�X#�ù.�G��
A

9å,�7G�	
���±� ü�/½ÿ�þ4�-þù.�óÿ.�����#G1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þk��þÎÿ:ú���#�-þo�x� ø�ù.�
n
#G��üýø.��,��óÿ����pú�ø.��,Ýú2�Óü ÿ�þÎù:ú>þ"Hnù�þÎÿ��ú��-þ

n
ü��-þºúÊüýø[�-þ

A
@

� È�S[Î d @��	@�� ÏiY ÜN^ Ñ a ÔrÕ Ú�Ò Ü ÑXÙ �VØ Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú�Ó±Ò Ü A Ü"Ö × Þ Ó a Z\ÔGÕ A �BÕ@� Ò Ô Ù>Ó\ã Ø Ó ^�Ü ×0Ú d Ó'a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï �D� ø�ù�ÿ:úÊÿ�þ�,�� ø�pw
�þfø�þ

M
ψ−→ a −→ 0

�ëþ"H�úÊù:úcþ���ù$���
N := kerψ

�ø.��,Ýú+����)�Óü ÿ�þÎù.�f�-þ
M

�fpw
�þX#|�x�óÿ�ÿ�þæø�
� ù:ú��� øZ't���N�þt'Îü��� ø�#x��þtpr
-ü�/óú+�ýþ��½ù�þpú����-þæø�þ;��ú���@ & ��,��
aa−1 = A

þ"HÓüýø�ù�þ�, þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø
α1, ..., αn ∈ a−1 þ β1, ..., βn ∈ a

ù:úÊüýø[pr
�þ ∑
αiβi = 1

@�÷5ø.'t����Núþ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
m1, ...,mn ∈ M

ù:úÊüýø�pr
�þ
ψ (mi) = βi

@kSnþ;��ú
γ ∈ a, γ 6= 0

1H	�f�x�óÿ.��,3úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��@÷W��ù$���
γαi ∈ A, ∀i

þ
z :=

∑
(γαi)mi ∈M

@ d �C�óÿ:ú	#
ψ (z) = γ

∑
αiψ (mi) = γ

@ d �C�óÿ:úpø�þ;��ú
T := Kz ∩M @u{�ú+,�� ø*,�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�pr
�þ

M = T ⊕N @}÷W,-�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�f��
��úÊÿ�#
T ∩N = (0)

�x�óüýø�ø�þ
ξz ∈ N �����-þ

ξ ∈ K þ��½ù$���[��þ�� ú$þtpr
ú������}O d @��X@��µU�ù�þ�,�� ø
0 = ψ (ξz) = ξψ (z) = ξγ =⇒ ξ = 0

@
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d �C�óÿ:ú	#?��ú���

m ∈M úÊÿ��-ü ù�ÿ$=Êÿ�ü��#ø:þ;��ú
ξ = ψ(m)

þ���ù$���
ξαi ∈ A, ∀i

þ
w :=

∑
(ξαi)mi ∈M

@
�Eúóø

w = ξγ−1z ∈ Kz
������-þ

w ∈ Kz ∩M = T
@ d �C�óÿ:úD't��,��

ψ (w) = ξγ−1ψ (z) = ξù�þ�,�� ø\pr
�þ
m − w ∈ kerψ = N

þ
m = w + (m − w) ∈ T + N

@4hÍ���C�
M = T ⊕ N 't��,��

pw
�þÎÿ�� ú+,�� øµ@ �
PRQ È�Å Ì3È�S d @��	@�� ÏDY ÜN^ Ñ A ÔGÕ ÒCÓ Õ�â¼Ö Ú0ÓkÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò'a�U|Ó�ÒCÓ

A �BÕ@� Ò Ô Ù�ÓD� Ö Ú¼×åÑ Õ�Ü"Ö × Ü � Ü"Ø ÑCÒCÓ ÝÙ Ú d�Ø.Ü Ò Ü ×åÓ Ø�áµÞ Ó Ý Ò Ü ã	Ó+à"×åÓ
n Z Ú¡àtÓ Õ Ó ØN� Ó�Ñ�à�Ó Õ Ñ�Ò�Ú Ø.Ü ×åÑ Ü�ß × Ü"ØVÖ Ñ�Ò Ü n Ú0Ò Ü Ñ�Ú¡à �VØ Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú�Ó+àoÒ Ü A a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5�ÿ.�G'æþt�-þ�,�� øW�i�óÿ
ü����	
������@WlZ�*�ýþ�,Ýú d @��	@����-ÿ.��/ ú+,�� øW�úÊÿ:ú
n = 1

@WSnþ;��ú
n ≥ 2

þÝø�
�x���Nú^�lù�þt�óÿ�þ�,Ýú^/X=+� ü���e�úÊÿ:ú
n − 1

@eSnþ;��ú
m ∈ M, m 6= 0

þ
N := Km ∩M @

& ��,��
M
þ
N
ø$���\1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þo��þÎÿ:ú��� ø#ù�þ�,�� ø�pr
�þ

M/N
ù:ú+,6�x��,¿�X@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø¢pw
�þ

M/N
�

� ü�/½ÿ�þk�-þ?ù.�óÿ.�����@¬J�ÿ:úpø�þ
α ∈ A\ {0} þ n ∈M ø$���pù:úÊüýø[pr
�þ

αn ∈ Km ∩M = N
þ���ù$���éþ"Hnüýø�ù�þ

ξ ∈ K ù:ú+�Ypr
�þ
αn = ξm =⇒ n = α−1ξm ∈ Km =⇒ n ∈ N @uSnþ�����Ýúóø:ø�ü�,e#�ø�þ

αn = 0
þ�,

M/N
þ��½ù$���

αn ∈ N þk��púÊÿ��X
,Þþ���ù.�éú�'Îü�,Ýú
n ∈ N #nüýø�ù.�4�X#

n = 0
þ�,

M/N
't��,��Þú�1�ÿ�,Ýú���@

l�� ø�ø²ú)�-ÿ.7tHÓü�,Ýúlú�1�ÿ�,Ýú������n��pw
�þ
M/N

ù�þ�,��i� ø�ù.�
n − 1

@ëûtþ�� úÊù.�#8��ú�ø�þtp&%�����'Îü úQþ"H�úÊù:ú
0 −→ N −→ M −→ M/N −→ 0

þf��D��úÊù.�Dpr
�þ
K

�
A

9å,�7G�	
���D�� ú+���cø�þ��X
�þ±pr
�þ
0 −→

KN −→ KM −→ K(M/N) −→ 0
��þ"H-úÊù:ún������-þ

KN
�fø�
��þæø��ú��t�³/�þÎù.�óÿ�ü ú+�*�-þ

KM
þ

K(M/N) ∼= KM/KN
@ d �C�óÿ:ú	#T��þ����npr
�þ)���óü��Óüýø$'�
-ù�ü���hø:ú+��þ�,�� ø4pr
�þ�þ"HÓüýø�ù�þ)
,Ýún�úóø�þ^�-þ

KM
�����-þ

m
1��X
-ÿ:ú	@�û�ú}�-þ"1��-ü��������-þ

N
þ*�i�óÿ}ü����-þ���þ��������'Îü ú2� ü���þºúÊÿ¬�*��=�'Îü��i/�þÎÿ�pw
�þ�pw
ú+��pr
�þÎÿ

��
-ù�ÿ.��þ��ýþ�,Þþ��½ù.�o�-þæø�ù:ú[�úóø:þT�?������þÎÿ�ù�þ���'æþ#ú
N

@ Snþ������úóø�ø�ü�,e#Åù:úÊüýø
þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø ���óÿ�,Ýú+, 
,Ýú*�úóø�þ
�úÊÿ:ú

KM/KN
@�û�üýø�ù.�fø�þ��X
�þ}pr
�þ

M/N
ù�þ�, �x� ø�ù.�

n − 1
't��,��Qú�1�ÿ�,Ýú����þX#�þ�, �úÊÿ�ù�ü�'�
� úÊÿ�#

pw
�þ
N
ù�þ�,<�x� ø�ù.�

1
@ûtúkN-ü��i7óù�þæø�þ*�-þ$ü����	
�������þ"HÓüýø�ù�þ�,�ü��-þºúÊüýø

a1, ..., an−1
�-þ
A
ù:úÊüýøTpw
�þ

M/N ∼= a1⊕ ...⊕an−1
@

5;þ������ýþ�,Ýú d @��	@��	#X'ºú���ú*�úÊÿ.'æþ�� ú*�-þæø�ù:ú�ø.��,Ýú*�Óü ÿ�þÎù:ú�þ"Hnù�þÎÿ��ú��T
,y,�7r�	
�����-ÿ.�+��þÎù�ü�/C��þX#+�x�óÿ�ù:ú+��ù.�#
M/N

�)�X@ d ø�ø�ü�,e#
M ∼= (M/N) ⊕N þ

N
�}� ü�/½ÿ�þ2�-þ�ù.�óÿ.�����@Z52þ����)�ýþ�,Ýú d @��	@��	#

N ∼= an

,ü��-þºú+�3�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü����-þ

A
@ & ����'���
-ü�����#ù�þ�,�� ø

M ∼= a1 ⊕ ...⊕ an−1 ⊕ an
't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

d �½ù�þæø*�-þ6't���½ù�ü��w
úÊÿ�,�� øu��
�ø�ù�ü>1?pw
�þ�,�� ø*
,Ýúpÿ�þt�	
��������úóø[N-ü��x7óù�þæø�þæø�ø.���-ÿ�þ6� ø�ü��-þºúÊüýø*�-þ
A

@
Snþ

a
�>ü��-þºú+�T�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��e�-þ

A
ø:ú+��þ�,�� ø\pw
�þÝþ"Hnüýø�ù�þ

ξ ∈ K ù:ú+�Kpr
�þ
ξa ⊇ A

O¹ù.��,Þþ
ξ = m−1

�����-þ
m

�*
, �� ø¬��þÎÿ:ú���óÿ�þæø¢�-þ
a
U"@Tl��óù�þZpr
�þ

a ∼= ξa
þX#G�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#-ø�þ

M
ψ∼= a1⊕ ...⊕ an

þ���ù$���
M ∼= ξ1a1 ⊕ ... ⊕ ξnan

't��,
ξiai ⊇ A

@ d ø�ø�
,pü ÿ�þ�,�� ø�#|�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#�ú4�úÊÿ�ù�ü ÿo�-þ�ú+�C�óÿ:úfpr
�þ6'ºú���ú
ai ⊇ A

@
Snþ;��ú+,

1i := ιi(1) ∈ a1 ⊕ ... ⊕ an
�����-þ

ιi : ai −→ a1 ⊕ ... ⊕ an
�Þúëü���'���
�ø$���e'ºú+��©��-ü�'ºú	@

Snþ;��ú+, ù:ú+,6�x��,
mi := ψ−1 (1i)

@³52þ�� úcþtpw
ú������´O d @��X@��µU�ù�þ�,�� ø
M = ψ−1 (a1 ⊕ ...⊕ an) =

ψ−1 (⊕ai1i) = ⊕ψ−1 (ai1i) = ⊕aiψ
−1 (1i) = ⊕aimi

@ J�
"ø�þ;��ú	#
m1, ...,mn

���óÿ�,Ýú+,s
,Ýú
�"�úóø�þ��±�úÊÿ:ú

M
���hø�þ���ù�ü����pw
�þfù.�G��+þ��ýþ�,Þþ��½ù.���-þ

M
ø�þ�þæø.'Îÿ�þ�/�þe�-þ±,Ýú+��þÎü ÿ:úq~�-ü�'ºú²'t��,��

∑
λimi, λi ∈ ai

@
� È�S[Î d @��	@�� ÏiY ÜN^ Ñ Õ a1, ..., an

Ú�Ò Ü Ñ�Ú à �"Ø Ñ�\tÚ0Ó Ö f Ø Ú�Ó+à6Ò Ü A acb Ö × Þ Ó ⊕ai ∼= An−1 ⊕ a1...an
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5�ÿ.�G'æþt�-þ�,�� ø\�x�óÿ�ü����	
������@2�n� ø�ù�ÿ�þ�,�� øo�úÊÿ:ú
n = 2

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø\pr
�þþ"Hnüýø�ù�þ�,
α, β ∈ K ù:úÊüýøIpw
�þ

αa1+βa2 = A
@2û�þK��úÊù.�#Åù.��,Þþ

β, γ ∈ K ù:úÊüýøIpw
�þ
βa2

þ
γa−1

1

ø�þ;��ú+,
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ü��-þºúÊüýø�ü���ù�þÎü ÿ.� ø �-þ

A
@85;þ�����'t�óÿ.���¡=Êÿ�ü����	@ ��@����$þ"HÓüýø�ù�þI
,gü��-þºú+�

b
ù:ú+�wpr
�þ

bγa−1
1 = (δ)

þ
b+βa2 = AþT't��,��

b = γδa1
ù.��,Ýú+����

α = γδ
ø�þ��X
�þT��ú�1�ÿ�,Ýú���@ d ø:ø�ü�,e#Åø.
��ø�ù�ü ù�
-ü�����*� ø�ü��-þºúÊüýø8�x�óÿ�ü��-þºúÊüýøüýø.��,��óÿ���� ø8�x�G�-þ�,�� ø;ø�
�x�óÿIpw
�þ

a1, a2
øV����ü��½ù�þÎü ÿ.� ø�þ

a1+a2 = A
@
÷5ø.'t����Nú

α1 ∈ a1, α2 ∈ a2
ù:úÊüýø

pw
�þ
α1−α2 = 1

þ}ø�þ;��ú
ψ : a1⊕a2 −→ A⊕a1a2

��ú���ú��i�óÿ
ψ (β1, β2) = (β1 + β2, α1β2 + α2β1)pw
�þf��
,

A
9åN���,���,��óÿ�1ø�,��D��ú�'Îü���,Þþ���ù�þ)/½üýø�ù.�Qø�þÎÿ�ü�����þÎù.�óÿ�@DÀ�
ú+�½ù.�Eúlø.���-ÿ�þ;�±þÎù�ü�/nü���ú��-þX#W��ú���

α ∈ A þ γ ∈ a1a2
@I�úóø�ù:ú>ù.��,ÝúÊÿ

β1 := α1α− γ
þ
β2 = γ − α2α

@
Sr
�i��������Þÿ�þæø�
� ù:ú���4/X=+� ü�����úÊÿ:ú

n− 1
�-ÿ.��/�þ�,�� ø*�úÊÿ:ú

n
@KJ�ÿ:ú	#

a1 ⊕ ...⊕ an−1 ⊕ an ∼= An−2 ⊕ a1...an−1 ⊕ an ∼= An−2 ⊕A⊕ (a1...an−1) an = An−1 ⊕ a1...an
't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �

PRQ È�Å Ì3È�S d @��	@�� ÏRY ÜN^ Ñ Õ M = a1 ⊕ ... ⊕ am, N = b1 ⊕ ... ⊕ bn
Ó Ö Ò Ü Ñ�àkã	Ñ Ø \ Ü Ù�Ñ+à)à Þ ÓÚ0Ò Ü Ñ�Ú à �VØ Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú�Ó+à}Ò Ü A a�b Ö × Þ Ó M ∼= N

à Ü�Ü à�Ó Õ�Ü"Ö × Ü à Ü m = n Ü a1...am Ü b1...bm Ü à�× Þ Ó
Ö Ñ Õ�Ü à Õ Ñ6\tÙ>Ñ+àVà Ü T ÒwÓ�� ØVÔ ã	Ó±Ò Ü \�Ù�Ñ+à$à Ü à�]�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï d /C��� ù:úÞø�þ��X
�þ\�Óü ÿ�þÎù:ú+,Þþ���ù�þ2�� ø¢�ýþ�,Ýúóø d @��	@��?þ d @��	@��G@
d �C�óÿ:úëø�
�x���Nú

M
θ∼= N

@t÷W��ù$���2�.=�/nü�,�� øopw
�þ
m = (M : A) = (N : A) = n

@o5 �r�-þ�,�� øúóø�ø�
,pü ÿopw
�þ2'ºú���ú
ai, bj

't����ù.��,
A

/nüýø�ù.�)pw
�þ�ü��-þºúÊüýøZ�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü�� øtüýø.��,��óÿ��0� øtþæø�ù$���)�ú�,Þþæø�,Ýú
'�� úóø�ø�þ¢��þ����k�ýþ�,Ýú d @��	@��X@TSnþ;��ú+,e#C�úÊÿ:ú\'ºú���ú

1 ≤ i ≤ m #
(ai1, ..., aim) := θ(1i)

O
1i

't��,���ú�'Îü�,ÝúCU
�����-þ

aij ∈ bj
@K5;þ�� úpþtpr
ú�������O d @��X@��µU}ù�þ�,�� ø*pr
�þ

N = θ (M) = θ (a11i ⊕ ...⊕ am1m) = a1 (a11, a12, ..., a1m) + ...+ am (am1, am2, ..., amm) =

= (a1a11 + a2a21 + ...+ amam1, ..., a1a1m + a2a2m + ...+ amamm)þI/�þ�,�� øYpr
�þ
bj =

∑
akakj

@ d ø�ø�ü�,e#
b1, ..., bm

't����ù.��,aù.�r�� øY� ø�ü��-þºúÊüýøY��úu���óÿ�,Ýú
a1σ(1)...amσ(m)a1...am, σ ∈

Sm
@TSnþ�����

δ := det (aij)
ù�þ�,�� øupw
�þ

δ
�$ø.��,Ýúk�-þ��-ÿ.�G�	
-ù.� ø ∏

akσ(k)
't��,]ø�ü��ú+���i� ø:ø�ü�/�þ���,Þþ���ù�þ

��þ���úÊù�ü�/C�@³58�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
b1...bm ⊇ δa1...am

@�5 �óÿ4��
-ù�ÿ.�D� ú���#I�úÊÿ:ún'ºú���ú
1 ≤ j ≤ m

þ"HÓüýø�ù�þ�,þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
bij ∈ aj , 1 ≤ i ≤ m

ù:úÊüýø�pw
�þ
θ (b1j , ..., bmj) = 1j ∈ bj

@³Snþ��X
�þ±pr
�þ
(bij) (aij)O¼�-ÿ.�r�	
-ù.���-þ�,ÝúÊù�ÿ�ü�EºþæøVUo�éú±,ÝúÊù�ÿ�ü�EÝü��-þ��½ù�ü���ú��-þf������-þ

det (bij) = δ−1 @)J�úÊÿ��X
,Þþ��½ù.�Eú�'Îü�,Ýú
,�� ø�ù�ÿ:ú�þ���ù$����pr
�þ

a1...am ⊇ δ−1b1...bm
������-þ

b1...bm = δa1...am
þo����ýþ�,Ýú d @��	@��

b1...bm
þ

a1...am
þæø�ù$�����ú�,Þþæø�,Ýú�'�� úóø�ø�þX@ �

J/ù�þt�óÿ�þ�,ÝúÝú�'Îü�,Ýú��k,ÝúÊüýø�ü�,4�x�óÿ�ù:ú+��ù�þ}���pr
�þk�úÊÿ�þt'æþX@}÷W,�þ"� þÎü ù.�#���pr
�þo���óüY�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���
�Eú�'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�ü�E¿ú������´'t��,4��ýþÎù:úP�� ø),�7r�	
��� ø)�-ÿ.�+��þÎù�ü�/C� ø)1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ³��þÎÿ:ú���Gø.���-ÿ�þn���,4���-ü�� ø
�-þ�ûtþt�-þ�F½ü����3@vûtþf� úÊù.�#¬��ú���

M

, ù:ú+�¢,�7G�	
���#òþ"HÓüýø�ù�þ±
, �úÊù�
-ÿ:ú+�

n
O0�³�i� ø�ù.�wU�ù:ú+�[pw
�þ

M ∼= An−1 ⊕ a
�����-þ

A
�4�^���,4���-ü��e�-þÞûtþt�-þ�Fnü����hþ�,�pr
�þæø�ù$����þ

a ∈ Id(A)
@45
úÊÿ:úe�±�ýþÎü ù.�óÿü���ù�þÎÿ�þæø�ø²ú���e��
�'t���N�þt'æþt��óÿ�#8�i�G�-þ�,�� ø�ú��Óü ú+��ù:úÊÿ2pw
�þÞú±®Z9�ù�þt�óÿ�ü úlú+���C���-ÿ�ü�'ºú�ù�ÿ:úÊù:ú^�-þæø�ù:ú	#;þ���ù�ÿ�þ

��
-ù�ÿ:úóø�#3pr
�þæø�ù.z½þæøtþX#x��þæø�ù:úf� ü���X
ú+��þ�,e#Í�±pr
�þ}�0�óüW�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú���Qú�pr
-üW�2pr
�þ���� ÿ�
�x�
K0(A) ∼=

Z ⊕ Id(A)
@°5
úÊÿ:úm,ÝúÊüýøfü��	���óÿ�,Ýú��tz½þæøfü����Óü�'ºú+,�� ølúqÿ�þ"� þÎÿ.����'Îü ú �"!éÃ�¸�#vÐ  �����-þX#�þ���ù�ÿ�þ²��
-ù�ÿ.� øÿ�þæø�
� ù:ú��� ø�ü���ù�þÎÿ�þæø�ø²ú+��ù�þæø�#3��þ"HG�x� ø�ù.�éù:ú+,6�x��,¯
,Ýúéÿ�þ�� ú������éü���ù�þÎÿ�þæø�ø:ú+�½ù�þpþ���ù�ÿ�þ2�Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú)��úóø


�-ü���ú��-þæø*�-þ�û�ü ÿ�ü�'.N�ýþÎù�þ\�4'.Nú+,Ýú����� ÿ�
�i�
K1

�-þ
A

@
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{T��� ù:ú+�����ú��6��� ø�ø.��þæø�ù�
���#w/�þ;��ú+,�� ø}ú+�C�óÿ:ú\,ÝúÊüýøu��óüýøu�ýþ�,Ýúóø�#r�\�-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.��ø�þ�����\
,Wÿ�þ"�0�óÿ.�t�

��4't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��f�	@ ��@����	@
� È�S[Î d @��	@�� ÏRY Ü`^ Ñ Õ a Ü b

Ú0Ò Ü Ñ�Ú à �"Ø Ñ�\tÚ0Ó Ö f Ø Ú�Ó+à^Ò Ü A à Ü"Ö ÒwÓ
a

Ú Ö × Ü Ú Ø Ó'a$b Ö × Þ Ó Ü�ß Ú à"× Ü c ÝÚ0Ò Ü Ñ�ÙÍÚ Ö × Ü Ú Ø Ó)Ò Ü A Ý ã Ø Ú Õ Ó6\.Ó Õ a Ý ×åÑ�Ù ÛtÔÜ bc Z ã Ø Ú Ö \�Ú�ã	Ñ�Ù�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï ÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú

b = b+ (b−)
−1 �����-þ

b+ #
b−
ø$���ëü��-þºúÊüýø�ü���ù�þÎü ÿ.� øµ@�÷W�½ù$���^��þ����

't�óÿ.���¡=Êÿ�ü��*�	@ ��@�����þ"HÓüýø�ù�þ�, ü��-þºúÊüýø�ü���ù�þÎü ÿ.� ø
c′

#
c′′

�-ÿ�ü�,�� ø8't��,
a
ù:úÊüýøÍpr
�þ

b+c′
þ
b−c′′

ø$���¢�-ÿ�ü���'Îü��úÊüýø�@
�;ú+,}�i��, þ"Hnüýø�ù�þ

c′′′
#�ü���ù�þÎü ÿ.�#8�-ÿ�ü�,��e't��,

a
ù:ú+�Tpr
�þ

c′′c′′′
���-ÿ�ü���'Îü��ú+�å@ d ø�ø�ü�,e#�ø�þ�����

c = c′c′′′
#

pw
�þk�tü��½ù�þÎü ÿ.�Ýþo�-ÿ�ü�,���'t��,
a
ù�þ�,�� ø

bc = b+
(
b−
)−1

c′c′′′ =
(
b+c′

) (
b−c′′

)−1 (
c′′c′′′

)

pw
�þk�o�-ÿ�ü���'Îü��ú+� 't��,���pr
�þÎÿ�� ú+,�� ø�@ �
� È�S[Î d @��	@���� Ï�Y ÜN^ Ñ Õ a Ü b

Ú�Ò Ü Ñ�Ú à �VØ Ñ�\�Ú�Ó Ö f Ø Ú�Ó+à�Ò Ü A à Ü"Ö ÒwÓ
a

Ú Ö × Ü Ú Ø Ó'a�b Ö × Þ Ó A/a ∼= b/ab\.Ó Õ Ó
A � Õ�� Ò Ô Ù�Ó+à�a
H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï 5;þ������ýþ�,Ýú d @��	@��	#Óþ"Hnüýø�ù�þ

c
ü���ù�þÎü ÿ.�2�-ÿ�ü�,��4't��,

a
ù:ú+�3pr
�þ

bc
���-ÿ�ü���'Îü��ú+�å#

�Óü���ú+,�� ø�#
bc = ρA, ρ ∈ K

@³ûtþ"1��ú
ϕ : A −→ b/ab

�x�óÿ
ϕ(α) = αρ + ab

pr
�þ^�)
,
A

9
N���,���,��óÿ�1ø�,��@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø*pr
�þ

ϕ
��ø.���-ÿ�þ;��þÎù.�óÿ�þkpw
�þ

kerϕ = a
@�û�þZ��úÊù.�#

ϕ(A) = ρA+ ab = bc + ab = (a + c) b = bþpù�þ�,�� ø>úQø.���-ÿ�þ;��þÎù�ü�/½ü���ú��-þX@ d �C�óÿ:ú	#2ø�þ
α ∈ a

þ��½ù$���
αρ ∈ ab

�x�óüýø
ρ ∈ b

������-þ
a ⊆ kerϕ

@
L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#�ø�þ;��ú

α ∈ kerϕ
þ��½ù$���

αρ ∈ ab
������-þ

αρc ⊆ abc = ρa
þ
αc ⊆ a

@ & ��,��
a+c = A

þ"HÓüýø�ù�þ�,
α0 ∈ a

#
γ ∈ c

ù:úÊüýøYpr
�þ
α0+γ = 1

������-þ
α = αα0+αγ ∈ a

@8hÍ���C�#
kerϕ = a't��,��Ýú�1�ÿ�,Ýú���@¬Jaÿ�þæø.
� ù:ú���Þø�þ��X
�þ�ú+�C�óÿ:ú4����-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�Ýù�þt�óÿ�þ�,Ýú����N���,���,��óÿ�1ø�,��@ �

d ø�þ��X
-ü ÿT�Z�-ÿ�ü���'Îü��ú+��ÿ�þæø�
� ù:ú���k��ú�ø�þt�����Ã �tù�þt�óÿ�þ�,Ýúo�� ø ��úÊù.�óÿ�þæø�ü��w/ úÊÿ�ü ú+��ù�þæøK�úÊÿ:úZ,�7r�	
��� øø.���-ÿ�þk���,4���-ü�� ø*�-þ�û�þt�-þ�Fnü����3@
PRQ È�Å Ì3È�S d @��	@��X� Ï�T¡U Ü Ó Ø�Ü"Õ Ñ�ÒwÓ+à � ÑX×åÓ Ø.Ü àch Övd Ñ Ø Ú�Ñ Ö × Ü à ]�Y Ü`^ Ñ Õ M,N Õ�� Ò Ô Ù�Ó+à � Ö Ú¼×åÑ Õ�Ü�Ö × Ü� Ü"Ø ÑCÒCÓ+à Ý Ù Ú d�Ø.Ü Ò Ü ×åÓ Ø�áµÞ ÓZàtÓ'� Ø.Ü¬ÔGÕ ÒCÓ Õ2â¼Ö Ú�ÓoÒ Ü Ð Ü Ò Ü�± Ú Ö Ò

A Ü Ò Ü¬Õ�Ü à Õ ÓTã	Ó+à�×åÓ
k Ü ×åÑ�Ú¡à ÛtÔÜ N ⊆

KM
a�b Ö × Þ Ó Ü�ß Ú à"× Ü"Õ Ü Ù Ü�Õ�Ü�Ö ×åÓ+à

m1, ...,mk ∈M Ü Ú�Ò Ü ÑXÚ¡à �"Ø Ñ�\tÚ0Ó Ö f Ø Ú�Ó+à a1, ..., ak, b1, ..., bk
Ò Ü

A
×åÑ�Ú¡à Û�Ô�Ü bj ⊇ bj+1, 1 ≤ j ≤ k − 1 Ü

M = a1m1 ⊕ ...⊕ akmk ; N = b1a1m1 ⊕ ...⊕ bkakmk.

�¬àeÚ0Ò Ü Ñ�Ú¡à b1, ..., bk
à Þ Ó ÔGÖ Ú	\.Ñ Õ�Ü"Ö × Ü Ò Ü × Ü"Ø"Õ Ú Ö ÑwÒCÓ+à4ã Ü Ù>Ó�ã	Ñ Ø M,N Ü à Þ Ó´Ò Ü"Ö Ó Õ Ú Ö ÑCÒCÓ+àDÓ�à

� ÑC×åÓ Ø�Ü à\Ú Övd Ñ Ø Ú�Ñ Ö × Ü à\Ò Ü N Ü"Õ M
a

H ÈjS*Å ÆLkµÊxÌiÎlM�OxÅ¬Ï û�ü�/½ü��Óü ÿ�þ�,�� ø�ú[�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú�������þ�,y�óü ù.��þÎù:ú+�úóø �-ÿ.�G'æþt�-þ�����*�x�óÿ�ü����	
������ø.���-ÿ�þ
k
Ã

O��µU d ø�ø�
,Ýú
k ≥ 1

þ�ø�
�x���Nú6��ÿ�þæø�
� ù:ú���2/�=+� ü���2�úÊÿ:ú
k− 1

ø�þ
k > 1

@ & ��,��
N ⊆ KM�x�r�-þ�,�� øÞø.
�i�óÿ

M
þ
N
ü�,ÞþÎÿ�ø$� ø4���²,Þþæø�,��hþæø��ú��t�q/�þÎù.�óÿ�ü ú+�

k
9B�Óü�,Þþ���ø�ü����ú+�å@»A ø�ù.�
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�X#
KM = KN

@ d ø�ø�ü�,e#Í�úÊÿ:úfù.�G��
m ∈ M þ"HÓüýø�ù�þ

α ∈ A\ {0} ù:ú+�¬pw
�þ
αm ∈ N #

�-þ±��úÊù.�#òþ"HÓüýø�ù�þ
β/α ∈ K

þ
n ∈ N

ù:ú+��pw
�þ
m = (β/α) n ∈ KN

������-þ
αm =

βn ∈ AN = N
@ & ��,��

M
��1��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þq��þÎÿ:ú���#*
�ø:ú+����P�vúÊÿ��X
,Þþ���ù.�"ú�'Îü�,Ýúþ�, 
, 't�����;
�½ù.�m1��-ü ù.�m�-þn��þÎÿ:ú���óÿ�þæøe�-þ

M
���-ù�þ�,�� ø^
, þ��ýþ�,Þþ��½ù.�

γ ∈ A\ {0}ù:ú+�[pr
�þ
γM ⊆ N

@ d �ú+������ú+,Þþ���ù�þQþ"HÓüýø�ù�þ
δ ∈ A\ {0} ù:ú+��pr
�þ

δN ⊆ M
@+ûtþ"1��ú

b′ := {ξ ∈ K : ξN ⊆M} 3 δ pr
�þZ�Z
,
A

9�ø�
�,�7G�	
�����-þ
K

�?�����w
���@ d ����,<�Óüýø�ø$�#ø�þ
ξ ∈ b′

þ��½ù$���
ξN ⊆M =⇒ γξN ⊆ N @I52þ����\�ýþ�,Ýú d @��	@��o't����'���
��,�� øupr
�þ

γξ ∈ A #
��
Qø�þ;��ú	#

ξ ∈ γ−1A
@KSnþ��X
�þkpr
�þ

b′
�Z
,�ø�
�,�7r�	
���4�-þ

γ−1A
þX#G�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�#
,�ü��-þºú+�

�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��4�-þ
A

@W58�óÿ¢'t����ø�ù�ÿ�
������#
b′

���2,ÝúÊü��óÿ}ü��-þºú+�i�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü���ù:ú+�3pw
�þ
b′N ⊆M @

& �����G'ºú+����
b := (b′)−1 't����'���
��,�� ø6pr
�þ

b
�4�±~�-ü�'t�Qü��-þºú+�W�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü���,pü��-ü�,Ýú+�5ù:ú+�

pr
�þ
N ⊆ bM

@¬A�ø�ù.���X#��úÊÿ:ú�pr
ú+��pr
�þÎÿ�ü��-þºú+�Í�ãÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü����?���Þù�ÿ�ü�/½ü ú+��O
/∈ {(0) , A} Uk#

c
#ù�þ�,�� ø

N * cbM
@

O��CU�Snþ;��ú+,
p1, ..., ps

� øòü��-þºúÊüýø¬�-ÿ�ü�,�� ø¢�Óüýø�ù�ü��½ù.� ø¢pw
�þZ't����ù.��, ��ü��-þºú+�i�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��2�-ÿ�ü���'Îü��ú+�
γA

þ	�+��
��r't�óÿ�ÿ�þ�, 't��,�þ"HG�x�½þ��½ù�þæøW��þ���úÊù�ü�/C� øW�ú���úÊù.�óÿ:ú������\�-þ
b
@ 52úÊÿ:ú\'ºú���ú

1 ≤ i ≤ s�x�r�-þ�,�� ø�ù.��,ÝúÊÿ
ni ∈ N

ù:ú+�upr
�þ
ni /∈ pibM

@DJ�ù�þt�óÿ�þ�,Ýú�'$N-ü����æø2��lÿ�þæø�ù.�D��� ø}��=þ��ýþ�,Þþ���ù.� ø
µi, 1 ≤ i ≤ s

ù:úÊüýø4pw
�þ
µi ≡ 0 mod

∏
i6=j pj

þ
µi ≡ 1 mod pi

@PSnþ;��ú
n :=

∑
µini ∈ N

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø6pw
�þ
n /∈ pibM, ∀i #3�-þ}��úÊù.�#�ø�
�x���Núf�i�óÿ�þ"H-þ�,4����

pr
�þ
n ∈ p1bM

#W't��,��
µini ∈ p1N ⊆ p1bM ∀i 6= 1

ø�þ��X
-ü ÿ$=npr
�þ
µ1n1 ∈ p1bM

@
& ��,��

p1
�éü��-þºú+�u,Ýú�HÓü�,Ýú+�¬�i�G�-þ�,�� ø�ù.��,ÝúÊÿ

µ ∈ A, p ∈ p1
ù:ú+��pr
�þ

p + µµ1 = 1������-þ
n1 = pn1 + µµ1n1 ∈ p1bM

�epr
�þ4�pü�,4�i� ø:ø���/�þ��K't��,��lú�1�ÿ�,Ýú���@^J��-ù�þ�,�� ø
�x�óÿ�ù:ú+��ù.��
,�þ��ýþ�,Þþ���ù.�

n ∈ N ù:ú+�Ípw
�þ
n /∈ pibM, ∀i @O��CU�J�øT,�7G�	
��� ø

Kn∩N ≤ N þ
Kn∩M ≤M ø$���k,�7G�	
��� øT1��-ü ù:ú+,Þþ��½ù�þ*��þÎÿ:ú��� øµ#w� ü�/nÿ�þæø

�-þ�ù.�óÿ.�����>þ��-þ��i� ø�ù.�
1
@W52þ����}�ýþ�,Ýú d @��	@���þ"HÓüýø�ù�þ�,)ü��-þºúÊüýø

i, j
ù:úÊüýø�pr
�þ

Kn∩N = in
þ

Kn∩M = jn
@2÷W��ù$���

b′in ⊆ b′N ⊆M ü�,4�� ü�'ºú
b′in ⊆ jn

�-þ�,Ýú+��þÎü ÿ:ú6pw
�þ
j = k−1b′i�����-þ

k
�u
,¤ü��-þºú+�Óü���ù�þÎü ÿ.�@�÷W,Sø�þ��X
-ü���ú�ù�þ�,�� ø

γjn ⊆ γM ⊆ N ������-þ
γj ⊆ i

#w��
�ø�þ;��ú	#
γ ∈ ij−1 = kb

@}5 �óÿ�ù:ú+��ù.�#
kb

't����ù.��, �ëü��-þºú+�I�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��^�-ÿ�ü���'Îü��ú+�
γA

�-þ�,Ýú+��þÎü ÿ:ú
pr
�þ2� ø���úÊù.�óÿ�þæøo�-ÿ�ü�,�� øk�-þ

k
't���½ù.��,

γA
��
+ú+�úÊÿ�þt'æþ�,�'t��,'þ"HG�x�½þ��½ù�þæøo��þ���úÊù�ü�/C� øk�ú

��úÊù.�óÿ:ú������f�-þ
b
@�Snþ�����fúóø�ø�ü�,e#�� ø[� úÊù.�óÿ�þæø��-ÿ�ü�,�� øZ�-þ

k
þæø�ù$���Ýþ���ù�ÿ�þ

p1, ..., ps
@u�cúóø�ø�þ

pi ⊇ k
þ���ù$���

n ∈ in = kbjn ⊆ kbM ⊆ pibM
�epr
�þ4/½ü�,�� ø�ø�þÎÿ?ü�,4�x� ø�ø���/�þ��å@)hÍ���C�#

k = A
þ

j = b′i
@

O¼�rU�Snþ;��ú+,
N1 := in = Kn∩N þ

M1 := jn = b′in = Kn∩M pw
�þ#ø$����ø�
�,�7G�	
��� øI� ü�/½ÿ�þæø
�-þ#ù.�óÿ.�����k�-þ

M
þ
N
ÿ�þæø���þt'Îù�ü�/ ú+,Þþ���ù�þX@KMw=Z/½ü�,�� øI���tù�þt�óÿ�þ�,Ýú d @��	@��opr
�þ

M/N
��� ü�/nÿ�þ

�-þÞù.�óÿ.�����@ & ��,��Xþ��ýþf�41��-ü ù:ú+,Þþ���ù�þ)��þÎÿ:ú���#I��þ����^,Þþæø�,��Xù�þt�óÿ�þ�,Ýú	#�þ��ýþ��püýø$��,��óÿ��0�
4D
,ÝúEø.��,Ýún�Óü ÿ�þÎù:ú³�-þéü��-þºúÊüýø4�-þ

A
@q5;þ����³�ýþ�,Ýú d @��	@��Eþ��ýþ)�

A
9å,�7r�	
���³�-ÿ.�+��þÎù�ü�/C�@

Snþ��X
�þ*pr
�þ
0 −→M1 −→M −→M/M1 −→ 0

'Îü����-þ�þ
M1

�$ø.��,Ýú+����6�Óü ÿ�þÎù.�}�-þ
M

@÷5ø.'Îÿ�þ�/ ú
M = M1 ⊕M ′1

þpø�þ;��ú
N ′1 := KM ′1 ∩ N

@ d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø\pr
�þ
KN ′1 = KM ′1

@
& ��,��

γM ⊆ N
ù�þ�,�� ø

γM ′1 ⊆ N ′1
�i�óüýø�ø�þ

x ∈ M ′1 ⊆ M
þ��½ù$���

γx ∈ N ∩KM ′1 =

N ′1
@ Snþ��X
�þ�pr
�þ

KM ′1 ⊆ KN ′1
@»L�þt'Îü��-ÿ.�G'ºú+,Þþ���ù�þX#

N ′1 ⊆ M = M1 ⊕ M ′1
������-þ

KN1 ⊆ KM1⊕KM ′1
O¼�úóø�ù:úo���óù:úÊÿ¬pw
�þ

K⊗ (M1⊕M ′1) ∼= (K ⊗M1)⊕ (K ⊗M ′1)
U"@
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d �C�óÿ:ú	#w��ú���

KN ′1 3 ζy = ρx1 +ξx′1 ∈ KM1⊕KM ′1
ù�þ�,�� ø

ρx1 = ζy−ξx′1 ∈ KM ′1�x�óüýø
y ∈ N ′1 ⊆ KM ′1

@ d ø�ø�ü�,e#
ρx1 = 0

þ
ζy ∈ KM ′1

������-þ
KN ′1 ⊆ KM ′1

�-ÿ.��/ ú+����
�Ýú�1�ÿ�,Ýú���@

O��CU d 1�ÿ�,Ýú+,�� ø�ú+�C�óÿ:ú�pw
�þ
N = N1⊕N ′1

@�ûtþ*� úÊù.�#	��ú2�-þ"1��-ü������4�-þ
N1
þ
M1

ù�þ�,�� ø¢pw
�þ
KN1 = KM1

������-þ
N1 ∩N ′1 ⊆ KN1 ∩KN ′1 = KM1 ∩KM ′1 = (0).ûo��� úÊù.�´pr
�þ
KN = KM = KM1 ⊕ KM ′1

ù�þ�,�� ø^pr
�þ³��ú���
x ∈ N

�i�G�-þ�,�� øþæø.'Îÿ�þ�/�þÎÿ
x = ζn + y, ζ ∈ K, y ∈ KM ′1

@�÷W�½ù$���
b′x = b′ζn + b′y

@6�cúóø�#
b′x ⊆ M��þ�� ú^'t����ø�ù�ÿ�
��������-þ

b′
@��;ú+,}�i��,e#

b′ζn ⊆ KM1
þ

b′y ⊆ KM ′1
�x�óüýø

ζn ∈ KM1
þ

y ∈ KN ′1
@4Snþ��X
�þ4pw
�þ

b′ζn ⊆ M1
������-þ

ζn ∈ bM1 = N1
@ d ø�ø�ü�,e#

y = x − ζn ∈
N ∩ KM ′1 = N ′1

�-þ�,�����ø�ù�ÿ:ú+������Öú�1�ÿ�,Ýú���@ ÷T, ø�
,Ýúhù�þ�,�� øµ#
M = jn ⊕ M ′1

#
N = bjn ⊕N ′1

't��,
KM ′1 = KN ′1

@[Rú+Eºþ�����
a := j

�-ÿ.��/ ú+,�� øk���-ÿ�ü�,ÞþÎü ÿ.�f�úóø�ø.�)��úü����	
������@
O��CU d �� ü�'ºú+�����ú+�C�óÿ:ú�ú¬N-ü��x7óù�þæø�þT�-þ
ü����	
�������ø$���-ÿ�þ

M ′1
þ
N ′1

���-ù�þ�,�� ø�þ��ýþ�,Þþ��½ù.� ø
m1, ...,mk−1 ∈

M ′1
þ�ü��-þºúÊüýø

a1, ..., ak−1, b1, ..., bk−1
�-þ

A
ù:úÊüýø*pr
�þ

bj ⊇ bj+1, 1 ≤ j ≤ k − 2
þ�ù:úÊüýø

pr
�þ
M ′1 = a1m1 ⊕ ...⊕ ak−1mk−1 ; N ′1 = b1a1m1 ⊕ ...⊕ bk−1ak−1mk−1.

5
úÊÿ:úf�-þ�,�����ø�ù�ÿ:úÊÿtúpþ"HÓüýø�ù.����'Îü úf��ú��-þt't��,4�x� ø�ü������)�X#��x�óÿ[1�,e#�ø�
	1?'Îüýþ���ù�þ},�� ø�ù�ÿ:úÊÿ�,�� ø
pr
�þ

b ⊇ b1
@³û�ún't����ø�ù�ÿ�
������#

b1
�^'ºúÊÿ:ú�'Îù�þÎÿ�ü�E¿ú����'t��,��²�³~�-ü�'t�cü��-þºú+�[�¹ÿ:ú�'Îü����?=Êÿ�ü��

,pü��-ü�,Ýú+�5þ�,=ÿ�þ�� ú������Qú��-ÿ.���-ÿ�üýþt��ú��-þ4pr
�þ
b1M

′
1 ⊇ N ′1

@ & ��,��
bM ′1 ⊇ N ′1

ø�þ��X
�þ�pw
�þ
b ⊇ b1

't��,���pr
�þÎÿ�þ�,�� ø�@
Oå�XU4R2ü��ú+��,Þþ���ù�þX#	��þæø�ù:úóø¬�	
úóøu~� ù�ü�,ÝúóøòþÎù:ú+�úóø�#r�-ÿ.��/�þ�,�� ø$ú\
�-ü�'Îü���ú��-þ��� øòü��-þºúÊüýø

bi
@TSr
�	9ø�ù�ü ù�
-ü�����

M
�i�óÿ

b1M
�x�r�-þ�,�� ø�ø�
�x�óÿ�ø�þ�,���þÎÿ.��ú��-þ���þ���þÎÿ:ú+� ü���ú��-þ±pr
�þ�� ø

bi
ø$���ü��-þºúÊüýø�ü��½ù�þÎü ÿ.� ø*�-þ

A
@�ûo�4�ýþ�,Ýú d @��	@�����ù�þ�,�� ø�Ã

M/N ∼= a1

b1a1
⊕ ...⊕ ak

akbk
∼= A

b1
⊕ ...⊕ A

b1
; b1 ⊇ ... ⊇ bk.

Sr
�x���Nú4pw
�þ?ù:ú+,6�x��,�ù�þ�,�� ø
M/N ∼= A

b′1
⊕ ...⊕ A

b′1
; b′1 ⊇ ... ⊇ b′k.

lZ�óù�þkpw
�þo� ø�,�7G�	
��� ø
A/bi

þ
A/b′i

't����ù.��,�ú+��þ��úóø�
,Ýúóø[pr
ú+��ù�ü���ú��-þo1��-ü ù:ú��-þ�ø�
�	9
,�7G�	
��� ønO0� ø�,�7r�	
��� øf��ún�0�óÿ�,Ýú

A/c
't��,

b ⊆ c
U>þlø$���#¬�i�óÿ�ù:ú+�½ù.�# d ÿ�ù�ü��-ü ú+��� øëþ

lZ�½þÎù�N�þÎÿ�ü ú+��� ø�@D5;þ����Xù�þt�óÿ�þ�,Ýún�-þ�®tÿ�
���>9;SG'$N,pü��Óù�� È�É�¼ÃÖ�ôx#TSnþt�����m����@��	# ���@��X�  'ºú���ú

,¶�-þ��ýþæø�ø:þ��-þt't��,4�xz½þX#5úe,Þþ���� ø2�-þ���þÎÿ�,}
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Livros Grátis
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Baixar livros de Agronomia
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Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas
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