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Resumo

Nesta dissertagao, estudaremos o Teorema de Nehari, nosso principal resultado, que nos permite
decidir quando uma matriz Hankel infinita representa um operador continuo. Para isto, veremos
brevemente alguns resultados sobre operadores de multiplicagao, o que nos permitira definir os op-
eradores de Laurent e de Toeplitz, com os quais estabeleceremos importantes resultados que nos
permitirao, juntamente com o Teorema de Parrott, demonstrar o nosso principal resultado. Sendo
assim, estabeleceremos algumas condigoes para determinar quando certas matrizes (Laurent, Toeplitz
e Hankel) representam operadores continuos. Trataremos, também do Teorema de Hartmann que

caracteriza quando um matriz Hankel compacta representa um operador continuo.
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Abstract

The main result studied in this work is Nehari’s Theorem, which allows us to decide when
does an infinite Hankel matrix represent a continuous operator. For this we will briefly discuss
results about multiplication operators, enabling us to define Laurent and Toeplitz operators, with
which we will establish important results, allowing us, together with Parrot’s Theorem, to prove our
main result. In that way we will give conditions to determine when do certain matrices (Laurent,
Toeplitz and Hankel) represent continuous operators. Moreover we will discuss Hartmann’s Theorem

characterizing when does a Hankel matrix represent a compact operator.
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Introducao

Uma matriz infinita H = (ai;)i;>1 € dita ser uma matriz Hankel infinita se a; ; é dada por
alguma funcao de ¢ + j. Em outras palavras, as entradas dessa matriz sdo constantes ao longo das
diagonais perpendiculares a diagonal principal.

Zeev Nehari provou em [19] uma condicdo necessdria e suficiente para uma matriz Hankel ser
limitada. A condig¢@o é que a primeira linha da matriz H nos fornece os coeficientes de Fourier, de
indices positivos, de alguma funcao mensuravel e limitada no circulo unitario complexo.

Um ano apds a publicacao de Nehari, Philip Hartmann encontrou em [14] uma caracterizacao,
semelhante a obtida por Nehari, para matrizes Hankel compactas. Este resultado nos diz que uma
matriz Hankel é compacta se e somente se sua primeira linha fornece os coeficientes de Fourier,
novamente de indices positivos, de uma funcao continua no circulo unitério.

Assim, temos que a cada matriz Hankel limitada estd associada uma func¢ao mensuravel e limitada
no circulo unitario complexo, enquanto a cada matriz Hankel compacta estd associada uma fungao
continua no circulo unitario complexo.

Nossa proposta, nesta dissertagao, é provar o resultado obtido por Nehari, “que usou uma abor-
dagem algébrica, a saber a relacao entre as formas bilineares e os operadores lineares. Para tal
usaremos como ferramenta principal o resultado obtido por Stephen Parrott em [17], do qual a par-
tir de uma matriz Hankel encontramos uma matriz de Toeplitz, que é uma matriz unilateral infinita
cujas diagonais paralelas & diagonal principal sdo constantes, e assim usando o teorema (2.2) no
capitulo 2, obtemos uma funcao mensurdvel e limitada cujos coeficientes de Fourier, com indices
positivos, sao as entradas da matriz H.

Esta dissertagao esta dividida em cinco capitulos, sendo que o primeiro trata apenas de alguns



resultados preliminares, além do apéndice, que traz alguns resultados classicos de grande importancia
no contexto deste trabalho. Como nosso objetivo é provar o resultado obtido por Nehari, sem usar
as formas bilineares, fazemos no capitulo 2 uma breve discussdo sobre operadores de Laurent (ou
seja, operadores de multiplicagdo cujo dominio é o espaco L?(S!)) e operadores de Toeplitz (um
operador T, (f) ¢ dito de Toeplitz quando, T,,(f) = P(¢f), Vf € H?*(S')), donde obtemos uma
caracterizagdo para estes operadores. Ja no capitulo 3, tratamos especificamente do resultado obtido
por Parrott em [17], o que nos permitir adicionar entradas de uma matriz sem alterar a norma da
mesma. No capitulo 4, tratamos do nosso resultado principal, que é o resultado obtido por Nehari
em [19] onde seguimos a prova dada por [17]. Para finalizar, no capitulo 5, tratamos do resultado

obtido por Hartmann em [14], onde seguimos a prova dada por Lavon Page em [9].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 O Espago L*(S!)

Sejam S! o circulo unitdrio no plano complexo, isto é, St = {z € C : |z| = 1} e p a medida
normalizada de Lebesgue (i.e, u é a extensdo do comprimento de arco e u(S') = 1) nos borelianos
de S! (lembre que um conjunto boreliano é um elemento da o-algebra Borel, que é a o-algebra B(r)
onde 7 é a familia de todos os abertos do conjunto dado, ou seja, é a menor o-algebra que contém
os abertos do conjunto).

Vamos mostrar que o conjunto B = {e, = 2" : z € S',n = 0,+1,+2,...} forma uma base
ortonormal para L?(S!) (o espaco das funcdes mensurdveis de quadrado integrével).

e B é um conjunto ortonormal.

De fato, considere o produto interno em L?(S') donde temos que:

1 [ _
<€n,€m> — / Z"(zm)*d,u(z) — 7/ eznee—zmede
st 2m Jo

1 2T
- ez(n—m)GdG
2 0

Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso1l: m=n

1 27 .
(en,m) = —/ etn=mfgg — 1
27T 0

Caso 2: m#n



Desta forma temos que:

1 27
(en,em) = — [cos(n —m)0 + isen(n — m)6]do
2T 0
1 27 2m
= — {/ cos(n —m)0do + z/ sen(n — m)Hd@}
2 0 0
2
_ 1 ) sen(n—m)f .cos(n—m)o _o
- 2r n—m E— 0 N

Portanto,
<€TL7 €m> = Onm;
donde segue que B ¢é ortonormal.
B f bas L2(St
e B forma uma base para .
Para mostrar esta afirmacdo vamos usar o teorema de Stone-Weierstrass, notando apenas que
t di junto d linomios é d C(St t t
esse teorema nos diz que o conjunto dos polindomios é denso em , € queremos mostrar que este

conjunto ¢ denso em L?(S!). Note ainda que temos a seguinte relacio:
Span(B) C C(S') C L*(SY)

e mais, C(S') é denso em L?(S!) (resultado no Apéndice - Teorema A.2).

Considere as normas em C(St) e L2(S1), ||.||o € ||.||2, respectivamente.

Assim temos que, dada § € L*(S'), existe f € C(S') tal que ||f —&[2 < 5 (pela densidade de
C(S') em L?(S")) e para esta f existe g € Span(B) tal que || f —g|ls < 5(pela densidade do Span(B)
em C(SY) ).

Mostremos agora que Span(B) é denso em L?(S!) e para isto, primeiramente vamos observar que
a norma ||.|l € mais fina que a norma ||.||2 e em seguida vamos mostrar que, dado € > 0 a fungao g
obtida acima satisfaz ||€ — g||2 < €.

Assim,

nml/ﬁmWW<lfWNww2
27271' 0 \27'(' 0 0 B o2
donde [[fl2 < [Ifllse-

Portanto,

€= gll2 <€ = Fllo+ 1f = glle < 1§ = fllz+ 11 = glloo < 5+ 5 ==.

Logo, Span(B) é denso em L?(S'), donde resulta que B é uma base para L2(S!).



1.2 Operadores de Multiplicacao

Suponha que X é um espago mensuravel com medida p.

Definigcao 1.1 Seja ¢ : X — C uma funcdo mensurdvel e essencialmente limitada. Diremos que o

operador de multiplicacio induzido por ¢ em L*(X) € o operador M, definido por:

SN)@)=p@)f(x), VYreX e felL*X).

Note que, se X é o conjunto dos inteiros positivos e p é a medida de contagem entao os operadores
de multiplicagao se reduzem aos operadores diagonais.

Vejamos agora alguns resultados importantes acerca dos operadores de multiplicacao.

Teorema 1.1 Seja M, um operador de multiplicacdao induzido por uma funcao mensurdvel e limi-

tada ¢ num espaco de medida o — finita, entao || Myl = ||¢||oo-

Demonstra¢do: Seja p uma medida o — finita. Note que:

M fP = /X lof Pdu < /X o2 2du

IN

(sup658|<ﬁl)2/xlf|2du: lollZ 1112

Donde segue que: || M| < ||¢|loo-

Provemos agora que ||My|| > ||¢]lso. Dado & > 0, temos que |p(z)] > ||¢|lcc — €, num conjunto
M de medida positiva, ou seja (M) = oo ou é finita.

e caso 1: M tem medida finita.

Seja f é a funcao caracteristica de M, isto é,

0, se z¢ M
f(z) =
1, se zeM
entao
1917 = [ = (o)
M
e assim :

1M, £11*

/IsﬁfIQdﬂ:/ | 1dp
/m dp> (lolloe — <) /du

(el = )2 u(M) = (I2lloc —)* [/



Donde segue que:

1Mo f1l 2 (lelloc = )IfIl = (Mol = [[¢lloc — e

Como isto vale para qualquer € > 0, temos que || Myl > [|¢]|co-
e caso 2: M tem medida infinita.
Sabemos, por hipdtese que a medida é o-finita, entao podemos descrever o espaco X como
uma reunido enumerédvel e crescente de conjuntos de medida finita, ou seja, X = |J X,, com
neN

X1 CXyC...C X, C...epu(X,) < oo Sendo assim, podemos escrever M da seguinte forma

M = |J M X,,onde cada conjunto M (] X,, tem medida finita donde
neN

p(M) = lim p(M()X,) = oo

n—oo

e assim temos que existe um ng € N tal que 0 < p(M [ X,,) < cc.
Agora vamos considerar f como sendo a fungio caracteristica do conjunto M () X,,. Seguindo o

procedimento do caso 1 obteremos que || M| > [|¢||,.

Teorema 1.2 Sejam p uma medida o-finita e A : L*(X) — L*(X) um operador limitado tal que

A(f) =of Yf e L*(X), para alguma funcdo p. Entdo o é mensurdvel e essencialmente limitada.

Demonstragao:

e  é mensuravel.

Como a medida é o - finita, existe um elemento f € L?(X) que ndo se anula em nenhum lugar,
pois sabendo que a medida é o-finita temos X = |J X,, = |J A, onde estas reunides sao crescentes e

a tltima unido é disjunta uma vez que
A1 = X1
A2 = X2 \X1

Ay = X\(Xa (U Xa)



donde podemos definir a fungéo f acima por

(ﬁ)%v se QL‘EAn
flay=q
0, se z¢A,

1

Sendo assim, sabendo que f é mensurdvel temos que =+ também é mensuravel e como A é um

=l

operador de L?(X) em L?(X), temos que ¢f é mensuravel pois, A(f) = ¢f € L*(X).

Notando ainda que o produto de fungées mensurdveis é uma funcao mensurdvel temos que @ =
(gpf)% é mensurével.

e  ¢é essencialmente limitada.

Para mostrarmos esta afirmacao basta mostrar que |p(z)| < ||Al| quase sempre. Para tal, suponha
que isto n ao ocorra, entao existe um conjunto M mensurdvel de medida positiva no qual |¢(x)| >
lA]l (ie, 0 < u(M) < K, onde K é um nimero finito, ou p(M) = 00) e provemos que M deve ter
medida nula. Para isto vamos dividir a prova em dois casos:

e Caso 1: 0 < u(M) < K.

Se f é a funcio caracteristica de M, entdo f € L*(X) uma vez que ||f||*> = u(M) < co. Desta

forma f = 0 quase sempre ou

e N

S AR = A F)
Assim,
Af 2
A2 > '” fH'l > A2

Portanto M deve ter medida nula, donde segue que ||¢|| < ||4].

e Caso 2: u(M) = cc.

Neste caso, usando a hipdtese da medida ser o-finita, vamos proceder como no caso 2 do teorema
anterior, trabalhando com o conjunto M (X, e tomando F como a fungdo caracteristica deste
conjunto. Assim, M [ X, tem medida finita e ainda satisfaz ||¢| > ||A|| donde o restante da prova

segue de forma analoga ao caso anterior.



Observagao 1.1 Uma fungdo essencialmente ilimitada ndo pode induzir uma transformagao limi-
tada de L*(X) em L?(X), pois se uma funcdo induzir tal transformacdo, obrigatoriamente tem que

ser essencialmente limitada.

Teorema 1.3 Seja u uma medida o - finita e  uma fungdo de valores complexos tal que pf € L?(X)

para toda f € L*(X) entdo, ¢ € essencialmente limitada.

Demonstragdo: Vamos provar que o operador A = pf com f € L?(X) é fechado e usar o teorema
do grafico fechado.

Como A é de L?(X)em L?(X), temos que o dominio de A é fechado.

o A é fechado.

Suponha que (fn,gn) pertence ao grafico de A (i.é, g, = ¢f), suponha ainda que (fy,gn) —
(f.9), ouseja, fn — fegn — g

Assuma, sem perda de generalidade que f, — f e g, — ¢ quase sempre, uma vez que se isto
nao vale para a seqiiéncia { f,} valerd para uma subseqiiéncia desta
(isto segue do fato da convergéncia uniforme implicar a convergéncia pontual, ver [2], e como a
convergéncia quase sempre é a convergéncia pontual enfraquecida, ver [3], o resultado acima segue).
Como f,, — f quase sempre segue que ¢ f, — @f quase sempre.

Mas temos que ¢ f, — ¢ (pois (fn, gn) — (f, g) quase sempre). Segue pela unicidade do limite
que g = ¢f. E assim (f, g) pertence ao grafico de A, donde segue que A é fechado.

Portanto, pelo teorema do grafico fechado temos que A é limitado, donde segue que ¢ é essen-

cialmente limitada (pois ||¢||cc = ||A|| pelo teorema 1.1).



Capitulo 2

Operadores de Toeplitz

Neste capitulo enunciaremos algumas defini¢oes e alguns resultados auxiliares que serao utilizados
nos capitulos posteriores, omitiremos algumas demonstracoes por tratarem-se de resultados conheci-

dos. Também, neste capitulo, fixaremos as notagoes a serem usadas no presente trabalho.

2.1 Matrizes e Operadores de Laurent

Seja S' o circulo unitario e ¢ a medida normalizada de Lebesgue.

Definicao 2.1 Seja ¢ uma funcdo mensurdvel, limitada no circulo unitdrio, dizemos que o operador
de multiplicagdo induzido por ¢ em L?(S') é um operador de Laurent. Denotaremos este operador

por L.

A matriz que representa um operador de Laurent L, com relagao a familiar base ortonormal de
L?(S') tem uma forma bastante simples, que estd elegantemente relacionada com a funcao ¢. Para
descrever esta relacdo defina uma matriz de Laurent como uma matriz (bilateral) infinita (A, ) tal
que:

Antlmtl = Aam VYn, m(=0,£1,+2,...).



Em outras palavras: uma matriz de Laurent é uma matriz cujas diagonais( paralelas a diagonal

principal) sdo constantes.

a_o a_1 ap ay

a_3 a_2 a_1 Qo

Por exemplo, note que a matriz de L, ¢ uma matriz de Laurent, e a relacao entre as entradas dessa

matriz com o multiplicador ¢ é dada por:

A = (Ly(em), en) = /Sl (2)2™2"dz

1 [27 o .

— 27 @(619)61m0672n6d9
™ Jo
L [%7 oy itmen)o

— . 7 i(m—n d9
o7 J, p(e”)e
L [T oy —itnem)o

- 7 —i(n=m)0 19
o7 /. p(e)e

= o(n—m)

onde
1 27 " -
A I — () —in d9
B =5 [ et

denota o coeficiente de Fourier da fungao ¢.

Lema 2.1 Seja A: L*(S') — L2(S') limitado. Entdo, A comuta com o shift bilateral se e somente

se A= Ly, onde ¢ € L>=(S").

Demonstracdo: Seja S o operador shift bilateral. Note que S pode ser visto como um operador de

multiplicagao pois:

10



Como existe um isomorfismo entre l5(Z) e L?*(S') segue que L, pode ser identificado com S.

Assim ¢ ficil ver que S comuta com qualquer operador de multiplicacao. De fato, seja A = L,

SA(f)(2) = z0(2) f(2) = p(2)2f (2) = AS(f)(2).

Donde AS = SA.
Suponha agora que AS = SA e provemos que A é um operador de multiplicagao. Primeiramente
vamos mostrar que A comuta com qualquer operador de multiplicagao induzido por f € C(S'). De

fato, temos por hipétese que A comuta com S = L, e assim:
AL, =AL,L, =L, AL, =L,L.A=L,A.

= ALZTL = LZnA,V’rL Z 0.
Portanto:
N N N N
n=0 n=0 n=0 n=0

Observe que:

N N
D AL () =Y Mz = p(2)€ = Ly(€)
n=0 n=0

N
onde p(z) = > A,2" e assim concluimos que A comuta com L,. Mostremos agora que A comuta
n=—M
com L;! = (L,)™!, note que isto decorre do seguinte resultado: "AB = BA e B inversivel =

AB™! = B7'A”( de fato, AB = BA = ABB™! = BAB™! = B7'A =B '!BAB™! = B4 =
AB™1). Donde A comuta com L, . E como o conjunto dos polinémios trigonométricos é denso em
C(S!), temos que para toda f € C(S') existe uma seqiiéncia de polindémios trigonométricos {p,} tal
que p, — f uniformemente.

Note que L, — Ly uniformemente , uma vez que:

(Teol.1)
1Lp, = Ll = 1 Lp 5" = "llPn = flloo — 0.

Portanto:

AL; = lim AL, = lim L, A= L;A.

n—oo

Sabendo que A é um operador limitado, e sendo £ € C(S!) entéo:

A(§) = A(Le(1)),

11



onde L¢ é o operador de multiplicagao induzido por . Donde:
A(§) = A(Le(1)) = Le(A(1) = Lep = &p = @€
onde ¢ := A(1) € L*(S'), donde segue que ¢ é mensuravel. Assim temos que:
Ae =€, VEeC(sh)

, ou seja o perador A estéd definido por ¢ no espaco C(S') o qual é denso em L2(S?).

Seja B :={z €S : |¢(2)] > M} onde M > ||A|| e suponha que p(E) > 0. Vamos mostrar que E
deve ter medida nula. De fato, pela regularidade da medida p temos que Ve > 0, existe um compacto
K e um aberto U tais que K CE CU e u(U\ K) < e. Como U¢ e K séo fechados e UK = 0,

temos pelo Lema de Urysohn que existe £ € C(S') (0 < £(2) < 1) tal que:

0, se zeU®
1, se zeK

Note que:

o€l = [ lotPan> [ IeePdn> [ Mg = arPu),

I = [ lePdu= [ lePdn
/I(Iflzduju/U\K € |2dp
[ [

= )+ pU\K) <pK)+e.

IN

Note ainda que: F\ K C U\ K e assim:

wE) = p(K)+pE\K)

Tomando & < 1u(E) temos que

p(K) > u(E) ~ & > u(E) ~ Zp(E) = Zu(E).

12



Donde segue que:

M?1u(K) < lpg]l* = [lAg]*
< 1Al [lE]?
< AN (() + €)

= u(K)(M? - 4%)  <c|A|?

Mas temos que:

SHEYM? — [ AJP) < u(K) (M ~ A1)

donde

1
SHE)MZ = [[A]%) < [[A|%e.

Tomando o limite quando € — 0, em ambos os lados temos que:

SH(E)(M? — [ A]) < 0

= M? — |A|? <0= M? < |A|* = M < ||A],

uma contradi¢do. Logo E deve ter medida nula e assim concluimos que ¢ € L>(S!).
Assim temos que, como @€ é um operador de multiplicacao que coincide com o operador A no
conjunto C(S') que é denso em L%(S'), onde ¢ é mensuravel e limitada, o operador Aé um operador

de multiplicacao, ou seja, A = L.

Vimos que a matriz que representa um operador de Laurent é uma matriz de Laurent. Veremos

a seguir a reciproca deste resultado.

Teorema 2.1 Seja A : L2(S') — L2(S') um operador limitado tal que sua matriz é uma matriz de

Laurent. Entao eziste uma fungdo ¢ em L>(S') tal que A = Ly, e neste caso $(n) = An 0, n € L.

Demonstragdo: Vamos mostrar que existe uma funcao ¢ , com as propriedades acima, sabendo
que operador A é representado por uma matriz de Laurent. Para isto, basta mostrar que A é um
operador de multiplicacao, pois um operador de multiplicacao é unicamente determinado por uma

fungao em L°°(S').

13



e A é um operador de multiplicacao.
Para mostrar esta afirmagao vamos usar o lema anterior. E assim, basta provar que A comuta
com o operador shift bilateral.

Seja S tal operador.Entao:
<AS€]‘,€Z‘> = <A€j+1,€i> = <A€j,€i_1> = <A€j,S*€i> = <SA€J‘,€Z‘>.

Donde concluimos que AS = SA. Portanto A é um operador de multiplicacao ( operador de
Laurent) e sendo assim, é unicamente determinado por um multiplicador ¢ : S' — C. Para finalizar,
vamos mostrar que A, o = @(n). De fato:

1

1 27 ] ] ) 27 ) ) R
Ano = {Aco, en) = o= /0 o) g = /0 pl(e?)e" ™ d6 = G(n).

Conclusao: Uma matriz de Laurent representa um operador de Laurent se e somente se existe

uma fungao ¢ em L*(S!) tal que A, o = $(n) n € Z.

2.2  Matrizes e Operadores de Toeplitz

Sabendo que operadores de Laurent sdo operadores de multiplicagao em L?(S'), vamos considerar
o subespaco H? C L*(S'), onde H? é o subespago fechado gerado pelo conjunto {e, = 2" : n =
0,1,2,..}, o qual obviamente forma uma base para o mesmo. Algo interessante é o que ocorre
quando um operador de Laurent é contraido para H?(S!) cuja descrigdo é dita teoria dos operadores

de Toeplitz.

Definigao 2.2 Um Operador de Toeplitz é a contracdo de um operador de Laurent para H*(S'). Ou
seja, se p € uma fungdo mensurdvel e limitada e P é a projecio do espagco L?(S') sobre o espaco

H?2(S'), entdo o operador de Toeplitz, denotado por T,, é dado por:

Tp(f) = P(ef), Vfe H*S).

Observagao 2.1 O mais simples e nao trivial exemplo de um operador de Laurent € o operador

shift bilateral e o mais simples e nao trivial ezemplo de um operador de Toeplitz € o shift unilateral.
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Assim como uma matriz de Laurent na base natural de L%(S') tem uma forma especialmente
simples, uma matriz de Toeplitz na base natural de H?(S!) , é uma matriz infinita ( unilateral)
(An,m) tal que :

)\n,m = >\n+1,m+13 Vn7 m = 07 17 27

Desta forma, uma matriz de Toeplitz também é uma matriz cujas diagonais paralelas a diagonal

principal sao constantes.

apy a-1 a_2 a_3
ay ap a_1 Qa_»9

as aip aop a—_1

E assim como a matriz de L, é uma matriz de Laurent, a matriz de T, ¢ uma matriz de Toeplitz

e a relagao entre as entradas dessa matriz com o multiplicador ¢ é dada por:
An,m = P(n —m).

Teorema 2.2 Seja A : H?(S') — H?(S') um operador limitado tal que sua matriz é uma matriz
de Toeplitz. Entio existe uma ¢ € L>(S') tal que A = T, e |¢|| = ||A]l, e neste caso Ao =

p(n), ¥n>0.
Demonstracio: Suponha que A € B(H?(S!)) é um operador tal que:

An,rn - >\n+1,m+1 5

onde A, ,, representam os coeficientes da matraiz A na base canoénica e vamos mostrar que existe
uma ¢ € L>®(S') tal que A\, = $(n), Vn > 0. Para isto, basta mostrar que A é um operador
de Toeplitz, uma vez que um operador de Toeplitz é obtido de um operador de Laurent, que é
unicamente determinado por um multiplicador ¢ € L>(S!) tal que A, o = @(n).

Defina, para cada inteiro ndo-negativo n, o operador A,, : L?(S!) — L%(S') por:
A, = S"APS",

onde S é o operador shift bilateral e S* é seu operador adjunto.
Sejam 4, j,k,1 > 0 tais que k—1 = i — j, donde ay; = a;j, onde a; ; denotam as entradas da matriz

A. Como conseqiiéncia disto temos que para k,l > 0ei,j > —n,
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(Apej,e;) = (S™APS"e;, e;)
= (APejin,S"e;) = (APejin,€itn)
= (Aejin,€itn) = (e, er),
donde Vi, j € Z a seqiiéncia {(Ane;, €;)} é eventualmente constante (ou seja, a partir do indice n € N
tal que n > maz{—i, —j} a seqiiéncia {(A,e;,e;)} é constante) e assim independe de n.
Conseqliéncia disto temos que: Se p e ¢ sdo polinémios trigonométricos (isto é, combinagoes
lineares finitas dos e}s,i = 0,+1,+2,...) entdo seqiiéncia {(A4,p,q)} é convergente, uma vez que a

partir de um certo indice (onde o indice n é da forma acima) é constante. Como:
[Anll < |40l = || Al,
temos que {A,} é limitada em B(L%(S!)).
Nosso objetivo agora é definir uma forma sesquilinear a partir do limite

lim (A,f,g), Vf,g€L*S"),

n—oo

e para isto primeiramente vamos mostrar que este limite de fato existe Vf,g € L%(S'), uma vez que
pelo que foi visto acima este limite existe quando f’, ¢’ sdo polinomios. De fato, sabendo que o limite

acima existe quando f’, ¢’ sao polinémios, considere
lim (A, f, ") = (Axf',9"), Vf',¢ polindomios.
n—oo

E assim, dado £ > 0 existe ng € N tal que Vn > ng temos [(A,f,g") — (Ao f',9')| < §. Sabendo

ainda que dadas f,g € L*(S') existem polinomios f', ¢’ tais que || f — f'|| < 5557 ¢ ll9 — 9l < 557
onde K, N, M sao constantes positivas tais que ||Ax|| = [|[Ax|| < 1Al = K, ||f/]| = N e ||g|| = M.

Assim, dados € > 0, f,g € L*(S') e f/, ¢’ polinomios, da forma acima temos

IA

(Anf.9) = (Auf 9|+ [(Anf'.6) = (A", 0)]
+ [(Asef'g') = (At 9)]

< 1(Anf,0) = (Auf',0) + (Auf',0) = (Auf', )]
=+ (At 9) = (Af's9) + (A f'.9) = (Axf. )]
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= [(Aa(F = F)9) + (Auf' g =)l +
+ At = 9)+ (Al = £).9)]
< 4ullls = gl + 1Aall g = o'll+ 5

+ Aol MMl = o'l + 1 Ase L = Flllgll

g g £ & £
K-S MiKN_° +S.igN K- M
< Berm TR YsRN T TRV sRN TR sRr

e assim fica provada a existéncia do limite acima para toda f,g € L?(S!).

Agora podemos definir

U(f.9) = lim (4,f.g), Vf.geL*(S")

que é uma forma sesquilinear continua, donde temos que existe um tnico operador A, € B(L?(S'))
tal que

P(f,9) = (Ascf’ 9)-

Assim temos que a seqiiéncia { 4,,} converge fracamente no conjunto dos polinémios trigonométricos
e como este ¢ denso em L2(S!), temos por continuidade que {4, } converge fracamente para o oper-
ador A, € BL*(S')).

Observe que Ay, é de fato um operador de Laurent, sejam i, j € Z

(Axcej,e;) = lim (S*™APS"e;, e;)

n—oo

= lim <S*n+1APSn+16j,6i>

n—oo

= lim (S*”HAPS”ejH,ei>

n—oo

= lim (S APS"e;1,Se;)

n— 00

= lim <S*nAPSn6j+1,€i+1>
n— 00

= (Acc€jt1,€it1)-

Dessa forma fica provado que Ao, é um operador de Laurent. Assim: se e;, e; € H?2(S!), entdo:

(PAxej,e;) = (Ascej,e;) = lim (S™APS e ,e;) = (Aej, ;).

n—oo
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Logo, PA.f = Af Vf € H?*(S') uma vez que f pode ser escrita como uma combinagao
linear infinita dos e;* e portanto A ¢ a compressao para H*(S') de um operador de Laurent e, por

definicao, A é um operador de Toeplitz. Dessa forma, existe ¢ € L°°(S!) tal que

Af =P(pf),  VfeH*S)

e conseqiiéncia A, 0 = @(n), n >0.

Para concluir nossa demonstragao, basta mostrar que ||¢|| = ||Al|. De fato, observe que

[All = IToll = IPLol a2t | < 1Ll = [l

por outro lado temos que

el = 1ol = [[Aco |l < [[Al],

donde resulta que [|A| = ||¢]|

Observagao 2.2 Como podemos obter a funcdo ¢ que induz A, a partir de A? Se A =T, entdo
As = Ly e ainda, os coeficientes de Fourier de ¢ sio as entradas da matriz A, isto € p(n) =
An0, N E€Z. Esta é uma maneira de obtermos ¢ a partir de As, mas gostariamos de obter uma

resposta em termos de A. Sejam 1,) = 0,entdo

(Aej, ei) = (Aocej €i) = D1 — )
(,/O\(Z) = <A60, €i>7 Vi Z 0
P(=j) = (Aej e0), Vi=0
Desta forma ¢ € uma fungdo cujos coeficientes de Fourier de indices positivos sao os termos da

coluna zero da matriz que representa A e os coeficientes de indices negativos sao os termos da linha

zero da mesma matriz.

Corolario 2.1 Uma condicdo necessdria e suficiente para que um operador A € B(H?(S')) seja um

operador de Toeplitz € que U*AU = A, onde U € o shift unilateral.

Demonstragao:
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Basta observar que:

<A€j+1,61‘+1> = <AU€]'7U€1'> = <U*AU€j,€1‘>, Vl,j eN

e portanto

(Aeji1,eiv1) = (Aej,e)

— A = UAU

Observagao 2.3 Como S € unitdrio, nao existe diferenca entre S*AS = A e AS = SA. Jd
as equagoes correspondentes para U dizem coisas completamente diferentes. A primeira equa¢do
A =U*AU caracteriza um operador de Toeplitz enquanto é possivel provar que a sequnda, UA = AU
caracteriza um operador de Toeplitz analitico, ou seja, o operador € induzido por uma funcgao

analitica.
Note ainda que um operador de Toeplitz analitico é subnormal e assim ndo é somente uma

compressio para H*(S') mas sim uma restri¢io do operador de Laurent.

Corolario 2.2 O dnico operador de Toeplitz compacto é o operador nulo.

Demonstragao:
Note que se ¢ é uma fungao mensuravel e limitada e se n e n + k sao inteiros nao negativos,

entao:
@(k) = <T¢en7en+k>-

Supondo que T, é compacto e sabendo que e, — 0 fracamente (pois [|€]|2 = Y [(€,en)]? =

(&, en) — 0 e portanto e,, — 0 fracamente), temos que:

ITpen] — 0.

Donde (k) =0, Vk, pois

IR = KTpen, entr)l
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IToenllllensrll

[Tpenl — 0,

e assim ¢ = 0. Portanto, T, = 0.
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Capitulo 3

Teorema de Parrott

Seja B(H, K) o espago de Banach de todos operadores lineares e limitados de um espaco de Hilbert
H num espago de Hilbert K. Sejam H; e K7 subespacos de H e K respectivamente e considere ainda
B(Hy, K1) C B(H, K) (isometricamente incluido pelo operador identidade em B(Hp, K;) com sua
tinica extensdo para H a qual é zero em Hi ). Vamos observar que existe um modo simples de
determinar a norma da imagem p(T") de um elemento T € B(H, K) pela aplicagdo quociente:

B(H,K)

p:B(H,K) — BUL. K

Qualquer T € B(H, K) pode ser restrito 4 Hi- para obtermos um operador T|H1¢, o qual depende
somente da imagem p(T) de T no quociente. De fato, suponha que p(Ty) = p(Te) = T) — T €

B(Hl,Kl). Assim T7 = T2+X, onde X € B(Hl,Kl) = T1|H1L = (T2+X)|H1L = TQ‘HIL Donde,
[p(T)|| = max{[|T] o ||, |77 g [}
é trivial uma vez que

lp(D)|| = inf{T—l—XH:XEB(Hl,Kl)}

Y

inf{(T +X) gl X € B(Hl,Kl)}

= |T|gxl-
Similarmente, aplicando para T* obtemos que
Irl = int{ 7 4 X1 X € B )
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- m%KT+XMVXeBGAKﬂ}

iM{HW+XW:X*emKLHQ}

Y

{7+ Xl X € B, )

1T | g -

() = 1T e -

E assim, para qualquer T' € B(H, K),

Ip(T)] = maz{|T|Hf||, ||T*K1L||}.

Existe uma interpretacao simples da observagao acima em termos das matrizes de operadores.

Um operador T € B(H, K) pode ser visto como uma matriz

onde A: H - K{+ , B:H}f - K, , C:H — K{ e X:H — K. Entdo ||p(T)| =
inf{”T + X X € B(Hl,Kl)} e como X varia em B(Hi, K1), ||T|g.| ¢ a norma da primeira
coluna de T e ||[T*[k .|| é a norma da primeira linha de T'.

Faremos algumas consideragoes sobre a decomposi¢ao polar de um operador T' € B(H, K) que
é dada por T = US , onde S é um operador positivo (a saber, S = (T*T)%) elU: H — K é uma
isometria parcial e do seu operador adjunto 7™ que é dada por T* = V(TT *)%. Desta forma temos
que T* = V(TT*)2 = T = (TT*)2V*, ¢ portanto T = (TT*)zV* = V*(V(TT*)2V*) (a tltima
igualdade ocorre pois V*V projeta a imagem do operador (TT*)%V* Nno espaco em que a mesma se

encontra ). De posse destas informagbes vamos demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 Seja T um operador limitado, cuja decomposi¢io polar (e de seu adjunto) é da
forma acima, entao valem as sequintes afirmacades:

(i) se T = U(T*T)2 entio U = V* e (T*T)z = U*(TT*)zU, donde resulta que T = U(T*T)2 =
(TT*)=U.

(ii) para qualquer f € C([0,]|T||%]), temos que U f(T*T) = f(TT*)U.
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Demonstragio: (i) Este resultado segue da unicidade da decomposigao polar (ver [18], pg:118). De
fato, para usarmos este resultado, basta mostrar que Ker(V*) = Ker(V(TT*)%V*).
Como T = V*(V(TT*)2V*) temos que
Ker(V*) = Ker(T)= Ker(V*(V(TT*)%V*))

O Ker(V(TT*)2V*)) D Ker(V*)

[N

= Ker(V(TT*)2V")) = Ker(V")

(note que as inclusdes seguem do fato que Ker(A o B) D Ker(B)). Assim, U = V* e (T*T)z =
U*(TT*)2U, donde resulta que U(T*T)2 = UU*(TT*)2U = U(T*T)2 = (T'T*)zU. O que conclui
a prova deste caso.
(ii) Para mostrar esta afirmagcdo, consideremos inicialmente a fungéo f pertencendo ao conjunto
dos polinémios.
Tomando f(t) =t", n >0 temos
UHT*T) = UT*T)" =U(T*T)---(T*T)

n vezes

=@ (TT*):2U(T*T)% (T*T)"

= (TT")"U = f(TT*)U.

E fAcil ver que isto vale para qualquer polinémio e assim, como o conjunto dos polinémios é denso
em C([0, [|T|?]) temos pelo teorema da aproximagao de Weierstrass, que toda fungao em C([0, ||T'||?])
pode ser aproximada por polindmios e assim podemos concluir que U f(T*T) = f(TT*)U para toda
fec(o, 7).

O

A B
Lema 3.1 Seja T = ondeT : Hy® Hi — Ko ® K;. Se Im(

C D

B A B
Im entdo ||T|| < mazx

D C D

A B
Demonstra¢do: Suponha que Im( ) é ortogonal & Im( ) .Sejax e Hoo Hy = x =
C D

A
€ ortogonal a

C

)
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xo+ 21, xo € Hy, 21 € Hy. Considere ainda Ty = T'|g, e T1 = T|p,. Assim temos que

|1 T||?

IT2o + Tz1|* = || Twol* + | T |2

= |[Towol® + | T1a1 |

< A Tol ol + 17112l ]I
< (max{||Toll, 1T [1})* (lwoll* + 1 %)
< (max{||To||, [1T3[1}) [l

(Note que a segunda igualdade segue do fato dos vetores T'zy e Tx; serem ortogonais.)

Donde segue nosso resultado.

Considere agora Hy = Hi- e Ko = Ki-. Sendo T : H — K escreva A = P, T|p,, B =
Py, T\, C = Pk,T|g,. Para qualquer X € B(H;, K;) defina Mx como o operador de H =
Hy® Hy em K = Ky & K1, cuja matriz com relagao a decomposicao na soma direta indicada é dada

por:

A C
My =

B X
Entédo como X varia em B(Hy,K;), Mx varia em T + B(H1, K1) = {Y : Y =T+ V,V €

B(Hl,Kl)}.

Lema 3.2 Se T é uma contra¢io e T|g, : Hy — T(Hp) uma isometria entdo Im(T|g,) é ortogonal

a Im(T|m,)-
Demonstragao: Seja & € Hy queremos mostrar que 7'(§1) L T'(Hp). Como T é uma contragao:
IT(& + &)l = [IT'(&1) + T(&o)Il < [&1 + &oll,

onde & € Hy e § € Hp.
Note que
IT(&) + T ()17 = ITE)? + 2Re(T(&1), T (%)) + [ T(%0) 1.
Assim
ITE)I? + 2Re(T(&1),T(6)) + IT(E)I° < l&r + &> < &)l + &l
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= | TE)? +2Re(T (&), T(&)) < |&l?, V& € Ho,

logo, ao considerarmos A&y no lugar de &y , ainda teremos que

ITED? + A2Re(T(&),T(%)) < &

= Re(T(&),T(&)) = 0.
Note ainda que para A = —i temos
0= Re(T'(&1), T(=i&o)) = iRe(T(62), T(&0)) = Im(T'(&1), T (§0))-
Portanto,

T(&) L T() V& eH e (€ Hy

= T(Hy) L T(Hy).

O

Teorema 3.1 Para qualquer T € B(H, K), ||p(T)| = ma:v{T|Ho||, T*|KO||}, E ainda, existem
seqiiéncias de nimeros reais {c,} e {d,} tais que o limite fraco X = lim —c,B(I —d,A*A)"1A*C
n—oo

existe e satisfaz | Mx| = ||p(T)]|.
Demonstracdo: Note que a desigualdade

Ip(D)| = max{ [T e |, 7o [}

é trivial uma vez que

lp(T)|| = inf{||T+X|| X € B(Hl,Kl)}
> inf{||(T+X)|HO|| X € B(Hl,Kl)}

= 1 T]a,l-
Similarmente, aplicando para T* obtemos que

(@) = inf{||T+X|| :XeB<H1,K1>}
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= inf{||(T—|—X)*| X € B(Hl,Kl)}
= inf{||T*—|—X*|| X EB(Kl,Hl)}
> inf{||(T*+X*)|KO|| DX GB(Kl,Hl)}

= Tkl

(D) = (1T o I

E assim, para qualquer T € B(H, K),

Ip(T)]) = max{nmon, ||T*|K0|}.

Também, substituindo T por um multiplo escalar dele mesmo, é suficiente mostrar que se tanto
IT|m, || quanto || T%|k, || ndo excedem 1, entao existe um X da forma acima tal que [|[Mx| = 1.

Observe que, da igualdade ||S||? = ||S*S||, segue

- *

, AP A A
1T, I = =
B B B
r A
~ |4 5| A" A+ BB
- B
e
, AP A A
1T | rolI” = =
C* c* c*
A*
- |4 ] = jaar 1 o).
C*
Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: A*A+ B*B = Iy, e AA* + CC* = Ik, (estamos supondo aqui que ||T|g,|| =1 e
1T | 5o [| = 1)-
Seja A = Upg(A*A)2, B = Up(B*B): e C = Ug(C*C)2 a decomposicio polar de A, B
e C, respectivamente. Primeiramente vamos mostrar que ||[Mx| = 1, onde X é definido como
X = —UpA*Uc. (A motivagao para esta escolha de X segue do fato da primeira coluna, T'|x,, de
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Mx ser uma isometria, pois (T'|w,)*(T'|m,) = (A*A + B*B) = Iy, por hipétese, e disto segue que
se Mx é uma contragdo, entdo a imagem da primeira coluna T'|g, deve ser ortogonal & imagem da
segunda, T'|g,. Isto é, devemos ter Yu € Hy,v € Hy, (Au,Cv)+ (Bu,Xv) =0, que é equivalente
a A*C + B*X = 0. Esta tltima equagio sugere a definicio de X = —(B*)"1A*C, caso B seja
inversivel e assim:
(BY)TIATC = [((B"B)*UR)| ™ (A" A)*UAUG(CC)

= (UR)H(B"B)*| (AT A)FUR(CCT) e

= Upl(B"B)*| (A" A)TUR( — AA")Uc = (1)
((U3)~! = Up pois Up = UgUpUge como B é inversivel temos que Up é inversivel e assim I =
UpUp = U =Ug")

() = UslI—A"A)} " (A"A)5 (I — A"4)*U3Uc

Ug(A*A): U Uc

UpA*Uc

= (B*)'A*C = UgA*Ug

Aqui e daqui por diante usaremos repetidamente os fatos (i) e (ii) da proposicao (3.1).)

Agora,
B*X = B*(-UpA*Uc)=—(B*B)*UzUpA*Uc
= —(B*B)7A*Ug,

pois UrUg é a projegdo no Im(B*) = (Ker(B*B)%)L.

Assim

B*X = —(B*B)iA*Uc=—(I— A*A)7(A*A)3U%Uc

—(A*A)3 (I — A*A)3U%Uc

=) _(A*A)2U%(I — AA*)2Uc

—(A*A)2UL(CC*)2UC

—A*Uc(C*C)?

27



= -AC

Em (f) usamos a proposicio (3.1), com f(A*A) = (I — A*A)z = f(A*A)U% = U%f(A*A).
O fato de B*X = —A*C mostra que com esta escolha de X, a imagem de Mx|pg, é de fato
ortogonal & imagem de Mx|p, .
Dado isto, segue pelo lema (3.1) que ||Mx| < 1 se e somente se tanto ||Mx|q,|| < 1 (o que
é verdade pois |[Mx|m,||? = ||A*A + B*B|| = ||I|| = 1) quanto |Mx|m,| < 1. Agora, note que
[Mx|m, | = [[C*C + X*X]| e :
C*C+X*X = [Uo(C*O):* [Uc(C*C)3] + X*X

= [(CCH)U*[(CC*)3Uc] + UL AULUp A*Ue
N——
<I
< UL(CCH)(CC*)3Ue + ULAA* U

= UL(CC*)Uc + ULAA U
= UL(CC* + AA")Ug
= ULIUc

= UiUc

IN

I,

donde, ||Mx|m, || <1, temos que | Mx| < 1.

< Observe que

MX: + = =
B D 0 Y B D+Y B X

Portanto,

(D) < IT+ Y| = [Mx|| <1 = max{[|T] e, ||, |7 o [ -

Caso 2: A*A+ B*B < Iy, e AA*+ CC* < Ig,. Sejam,

Ko, =[Im(Iyg, — A*A— B*B)3]

Hy =[Im(Igx, — AA* — CC*)z]
H, =H, & H,
K, =K, &Ko.
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Defina,

’

B =B® Iy, —A*A—B*B)?): Hy— K, e

’

¢ :H,— K,

como o operador cujo adjunto é

C*=C* @ (Igx, — AA* — CC*)? : Ky — H,.

Entao:
A*A+B*B =1y,

AA*+C'C* =1k,

pois

A*A+B*B = A*A+B*BI—-A*A—-B*B=1

uma vez que

B* = [ B* Iy, — A*A— B*B)2 }

, B

= B'B = { B* (Iy, — A*A— B*B): ]
(Ig, — A*A— B*B)2

= BB+ (Iy, — A*"A—B*B) = Iy, — A*A.

Analogamente obtemos que AA* +C0'Cr =1 K, E assim pelo que ja foi provado no caso 1, existe

um operador Y : Hi — K; tal que o operador Ny : Hy ® Hi — Ky® Ki, definido pela matriz

A C
Ny =
B Y
satisfaz ||[Ny| = 1. Observe que o operador Ny pode ser representado por uma matriz 3 x 3 com
relagdo a decomposi¢ao em soma direta Hy @ H1 ® Hy e Ko® K1 & Ko,
A C (g, — AA* — CC*)3
Ny = B Y; Ys
Iy, —A*A—B*B)z Y, Y,
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Y1 Y3
onde Y = é a matriz que representa Y com relacao a decomposicao em soma direta

Y Y,
H =H ®H, ¢ K,=K &K,

A C
Como | Ny || <1 é ébvio que a norma da submatriz nao excede 1 e portanto encon-

B 1
tramos um operador X =Y} tal que ||[Mx| < 1.

Finalmente, mostremos que se Y é definido por Y = Uy A*Ur ese  ||A]| <1entdo X =Y
é dado pela férmula explicita X = —B(I — A*A)"1A*C e quando ||A|| = 1, X é o limite fraco de
uma seqiiéncia de operadores correspondendo a substitui¢ao de A por cA com 0 < ¢ < 1.

Assuma que ||[A] < 1. Como C'C* = Ig, — AA*, temos que C'C'* é inversivel
(pois |C"C™*|| = | T, —AA*|| > | I, |- |AA*| = 1—||A|? >1-1=0 =3a >0 talque ||C'C*| >
a) e ainda

Uolm, = (C'C*)75(CC*)2 U,
= (C'C") 72U (C*C)E |,
= (C'C™)2C |,
= (C'c™icC
= (Igx, — AA")"3C,

e se P denota a projecao de Ky & Ki em Ky ® Ki,
PUZA* = PB (B*B) A"
= PB'(Iy, — A*A)" 2 A*

= B(Iy, — A*A) 2 A"
Assim,
X = PYl|y, = —-PURA*Uq|n,
= —B(Ig, — A*A) 2 A*(Ix, — AAY)"3C.
Agora, note que

A* (I, — AA*)™3 (A*A)2U% (I, — AA*)™2
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(A*A)? (I, — A*A)"2U}
= (Im, — AA)"2(A"A)2U}

= (In, — A"A) 7247,

observe que aqui usamos novamente a proposi¢ao (3.1) com A* no lugar de T' e f(x) = (1 — x)

assim combinando estas duas equacoes obtemos
X = -B(I - A*A)1A*C.

Finalmente, para tratar do caso em que ||[A]| < 1,seja0<c<1le X.=—B(I —c2A*A)"1A*C.

cA C
Do que ja foi provado, cada matriz tem no maximo norma 1, e da compacidade da bola
B X.
unitaria de operadores na topologia fraca, existe uma seqiiéncia 0 < ¢; < c2 < ... < ¢ < ... — 1
A C
tal que os operadores X, convergem fracamente para um operador X, donde tem no
B X

maximo norma 1.

E assim fica provado que

Ip(T)] < max{|T|Ho|, |T*|Ko||}.

O que conclui nossa demonstragao.
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Capitulo 4

O Teorema de Nehari

4.1 Matrizes e Operadores de Hankel

Considere o espaco H2(S!) e o operador shift unilateral S.

Definicao 4.1 Um operador de Hankel H : H*(S') — H?(S!) é um operador que satisfaz:
S*H =HS.

Uma matriz de Hankel é uma matriz unilateral infinita (A m) = (an+m),n,m > 0 cujas entradas
satisfazem:

)\n,m - )\n+17m71 Vn,m S N, m > 0.

Ou seja, uma matriz de Hankel é uma matriz cujas diagonais perpendiculares a diagonal principal

sao constantes, donde:

ap a1 a2 ag

H = a1 a2 a3z a4 . (I)

Observagao 4.1 A matriz que representa um operador de Hankel H € uwma matriz de Hankel. De

fato, sejam A; ; as entradas da matriz que representa o operador de Hankel H. Assim,
Xij = (Heje) = (HSej_1,¢e;)
= (S"Hej_1,e;) = (Hej_1,Se;) = (Hej—1,€i41)
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Ait1j-1-
Portanto, a matriz que representa um operador de Hankel é uma matriz de Hankel.
Seja M, = span{---e_s,e_1,€0,*",€m}. Assim, se reordenarmos os elementos da base de
H?(S!), através de um operador unitério
U: H*SY) — M,

€n 7 €_n,

teremos que a matriz de Hankel H com relagao & esta base reordenada de H?(S') é da seguinte forma

a2 a3 G4 a5
ayp a2 asz a4

ap ai a2 as

Assim, U o H tem a forma dada em (II). Sendo assim, usaremos a caracterizagdo dada em (II)

quando nos referirmos & uma matriz de Hankel.

Exemplo 4.1 Vejamos agora um exemplo de operador de Hankel.
Seja
H,: H*SY) — H*(S"
[ = P(e)(f o conyj)

onde ¢ é uma funcdo fiza em L>®(S'), P denota a projecdo ortogonal de L?(S') sobre H*(S') e a

fungdo conj € definida por

conj: S' — St

Vamos verificar que H, € um operador de Hankel. De fato, observando que
Hw(ej)(ew) = P(p)(e; 0 conj)(ew) = P((P(eie)efijf))7

e que

o(ef?) = Z B(n)e™®  ( convergéncia na ||.||2)
neEL
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temos,

(p(eié)e—ije — Z @(n)einee—ijG
nez
= Y Eme I ()
nez

Fazendo m =n—j (n=j+m) temos que

(x) = > @(m+ j)e™.

ne”Z

Donde,

Hy(e;)(e) = Plp(e®)e9%) = 37 g(m + j)e'™.

n>0

Portanto,
(Hy(ej), ex) = (5 + k),

o que mostra que o operador H, é um operador de Hankel.

Teorema 4.1 (Teorema de Nehari) Seja H : H*(S') — H?(S') um operador limitado tal que
sua matriz é uma matriz de Hankel como em (II). Entdo existe ¢ € L°°(S) tal que |H|| = ||¢|loo €

@(n) = )‘n,Ov n Z 0.

Demonstracdo: Seja H a matriz de Hankel que representa o operador limitado H. Vamos usar a
matriz H na forma (II). Queremos mostrar a existéncia de uma func¢ao ¢ mensurdvel e limitada que
satisfaca as propriedades acima. Para tal, vamos construir um operador H : H2(S') — L2(S') com
matriz, na base candnica reordenada, por U, na forma Hankel, ou seja, que as diagonais paralelas a

diagonal principal sao constantes.

apr a2 az a4

ooy
I

ap ay; a2 as

a_1 Qap a1 a2

Observe que a matriz H pode ser vista como uma matriz de blocos, da seguinte forma:
. H
H = ,
T
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onde T é uma matriz de Toeplitz dada por:

ao ap a2 as
a_1 ag a; a2

a_o a—1 Qag aip

e assim teremos pelo teorema (2.2), a existéncia de uma ¢ € L (S!) tal que §(n) = a,, Vn > 0.
Sendo assim, vamos & construcio de H. Primeiramente vamos construir um operador Hj :

H? (Sl) — M, cuja matriz que representa este operador tem a seguinte forma:

az | a3z a4 Gas

H,y

ay a2 a3 a4

ap | a1 a2 as

e que satisfaz |[Hy|| = | H]||-
E claro que a construgao deste operador envolve somente a escolha de a_;. E para esta escolha,

vamos usar o teorema (3.1) escrevendo:

A |B
Hl = )
X, | C
onde -~ _ -~ -
ag az a4 as
A= , B= ’ C= ap a1 as as
ai az a3z Qa4
ag ap a2 as
e X1 = |: a_q :|
B
Note que as submatrizes | 4 B | e tem a mesma norma que a matriz H, uma vez que
C

estas matrizes sao da forma UHV onde U e V sao isometrias e portanto tém norma 1. E assim,

. } tal que ||Hi|| = ||H]|, donde X; é dado pelo limite fraco

pelo teorema (3.1), existe X7 = [ a

indicado no mesmo teorema.
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Suponha agora que exista Hy_1 : H2(S) — Mj,_; tal que |[Hy_1|| = ||H|| e além disso as entradas
matriz Hy_1 coincidem com as entradas da matriz H, em parte (conforme a ilustragdo abaixo) e sdo

constantes ao longo das diagonais.

a2 as a4 as

a az as Qa4

ag a a2 as
Hy— =

a_1 ap aq as

a_9 a_1 aq al

ag—1 Qk—2 0ak-3 0Qk—4q

Sendo assim, aplicando novamente o teorema (3.1) para o operador Hj, : H?(S!) — M;, cuja

matriz que o representa é dada por:

A | B
Hk = )
X, | C
onde
a1
Qo a_1 a_o
ao
A= , B= v C=1 a1 ap2 ar-3 apa
ax
k-3 Gk—a Qk—5
Ak—2 Ap—3 Ap—4
Gk—1 ) )
e Xy = [ ar } e assim |Hg|| = ||H||. Donde segue que a seqiiéncia de operadores {H,} é uma

seqiiéncia limitada, isto é, H, € B(H?(S!), L*(S')), Vn € N. Assim, pela compacidade da bola
unitdria de operadores na topologia fraca, segue que existe uma subseqiiéncia de {H,}, a saber
{Hp, }, convergindo fracamente para um operador H. Para simplificar a notacdo, vamos denotar a

subseqiiéncia por {H,}
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Observe ainda que as entradas da matriz H sdo dadas por:

(H(ej),ei) = lim (Hn(e;), ;).

n—oo

E como a matriz H é da forma

. H
H =
T

como acima, fica provada a existéncia da fungao ¢ mensurdvel e limitada tal que @(n) = a,,, Vn > 0.

Para finalizar, vamos mostrar que |H|| = [|¢||s. Para tal, sabendo que |[H| = ||H|, por
construgdo, e que ||T|| = ||¢|leo, pelo teorema (2.2), basta mostrar que |H| = ||T]|. De fato,
sabemos que a norma de uma matriz H é dada por ||H|| = sup{||H,||}, para n € N, onde H, denota
os blocos da matriz H, que conforme n cresce a matriz H,, se aproxima da matriz H. Assim, como a
matriz T pode ser vista como um bloco da matriz H temos que ||T|| < ||H|| = ||H||. Por outro lado,
temos que ||H, || = | T|| < ||T, onde T}, é a prépria matriz H,, deslocada diagonalmente para baixo,
e note a desigualdade ocorre do fato de que ||T'|| = sup{||T,.||}. E como ||H|| = sup{||H.|} < ||T|
temos que: [|H| = ||T|.

Portanto fica provado que ||[H| = ||¢c.
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Exemplo 4.2 (Matriz de Hilbert)

Considere H denotando a matriz de Hilbert, que é dada por

1 1
L 5 3
111
2 3 4

H:
111
3 4 5

Note que esta matriz é uma matriz de Hankel, e desejamos encontrar uma funcao ¢ € L°°(St)
tal que os coeficientes de Fourier desta func¢do, com indices nao negativos, sejam, exatamente, as

entradas da matriz de Hilbert H.

Considere a funcio p(z) = 1 Arg(z). Notando que ¢ € L>(S") vamos calcular os coeficientes de

T

Fourier desta funcao.

@(n) /Sl o(z) -z "dp(z) = %/0 = Arg(e?) - =049

1 [ i 2m 1
i ), 6 - [cos(—nB) + isen(—nb)]do = L

Portanto, por um comentdrio feito no inicio deste capitulo, temos que H = H,, e assim podemos

concluir que a matriz de Hilbert H representa um operador continuo.
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Capitulo 5

O Teorema de Hartmann

Consideremos o operador de Hankel no espago de Hardy H?(S') ( conforme visto no capitulo

anterior) da seguinte forma:
H,: H*SY) — H*S')
J = Plp-foconj)

onde ¢ é uma funcio fixa em L°°(S'), P denota a projecao ortogonal de L?(S') sobre H2(S') e a

funcao conj é definida por

conj: S' — St

Vimos no capitulo anterior, que sendo S o shift unilateral em H2(S!), que é dado por S(f)(e?) =
e f(e'?), Nehari provou que toda solucio limitada para a equacio de operadores S*H = HS ¢ da
forma H = H, onde ¢ € L>(S') e também que ¢ pode ser escolhida de forma que ||H| = ||¢||c-

Nosso objetivo agora é provar que se H é um operador compacto que é representado por uma
matriz Hankel, entdo podemos escolher tal fungao ¢ em C(S!), onde este é exatamente o contetido
do teorema de Hartmann. Para isto usaremos o teorema de F. e M. Riesz (ver apéndice) e a

caracterizagao de operadores Hankel dada por Nehari em (4.1).

Observagao 5.1 Sabemos que para uma dada func¢io f € L*(S') os coeficientes de Fourier de f
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sao dados por

fn)= | f(z)-2""d\(2), Vn€eZ,
Sl

onde \ denota a medida de Lebesgue.
Seja 1 wuma medida finita Borel compleza em S', entdo define-se a transformada de Fourier da
medida p por

(n) :/ 27 "du(z), VYné€Z.
Sl

Sabendo que L*(S*) € M(SY)( pois a cada f € L*(S') podemos associar uma medida f - ), onde

M(S') denota o conjunto de todas as medidas finitas borelianas em S*. Assim, definindo

~

Hl(Sl) ={fe LI(SI) :fln)=0 Vn <0}
teremos que para f € H*(S'),

fo = [ 1e)-=maxe) = [ = feane) = [ s aue)
onde p= f-A.

Agora, de posse dessa observagao e dos lemas a seguir, estamos aptos para demons-
trar o teorema de Hartmann.
Seja Hp o espacgo dos operadores Hankel limitados e H¢ denotando o espago dos operadores

Hankel compactos.
Lema 5.1 O espaco de Banach Hp € isomorfo ao seqgundo dual do espago de Banach He.

Demonstragao: Esta prova segue de um resultado abstrato de Gellar e Page [16].

Primeiramente, o problema é mostrar que todo operador Hankel é o limite na topologia fraca de
uma seqiiéncia de operadores Hankel compactos e isso pode ser provado sem o conhecimento a priori
de quais operadores Hankel sdo compactos, e foi assim que Gellar e Page provaram isto. De fato,
do teorema 1 de [16], pg:437 ( ver A.4), temos que todo operador em Hg é o limite fraco de uma
seqliéncia de operadores em He. Assim, pelo teorema 2 de [16], pg:438 ( ver A.4), temos que Hp é

isomorfo ao segundo dual de He.
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Lema 5.2 Sejam X e Y espagos vetoriais normados, inc.cany : X — X** inc.cany 1 Y — Y™ A:
X — )Y eB:X*™ — Y* isometrias tais que B oinc.canx. = inc.cany.o A

Se a imagem de B € Y**, entao a imagem de A é ).

Demonstracdo: Esta demonstracao é uma conseqiiéncia do teorema de Hahn-Banach e do fato que

um espago normado é denso, na topologia fraca-estrela, no seu segundo dual.(Ver [2])

Defina

Aog =span{z" : n > 1},

um subconjunto de L?(S') e mostraremos que esta definicdo de Ag é equivalente &
Ao ={pccCSH:5(n)=0, n<o0l

De fato, por um lado é facil ver que Ag = span{z" :n > 1} C {p € C(S') : p(n) =0, n <0}. Por
outro lado, seja f € {¢ € C(S!) : §(n) =0, n < 0}, e objetivamos escrever f como um limite de

uma combinagado linear dos elementos de {z" : n > 1}, sendo assim, considere f(n), denotando os

coeficientes de Fourier da fungao f, e a série de Fourier dessa fungao, que é dada por

S Fm) =3 )"

ne”Z n>1
Considere ainda,
M Mo
Su =) fme"= > f(n)z" (pois f(n)=0 ¥n<0)
n=0 n=—M

denotando a m-ésima soma parcial da série de Fourier acima.

Seja

S+ S+ + Sy

Cn i

denotando a média de Cesaro da série de Fourier de f, como f € C(S') temos, pelo teorema da
convergéncia de Cesaro ( ver [6]), que Cy — f uniformemente em S* e assim, como cada Sy é uma

combinacao linear dos 2™ com n > 1,temos que cada C'y também é uma combinagao linear de z" tais
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que n > 1, e assim podemos concluir que f € Ag. Portanto, {¢ € C(S') : p(n) =0, n <0} C Ay,
donde

{peC(SH:3(n)=0, n<0}=A.

Este conjunto A, juntamente com os lemas anteriores, nos auxiliard na demonstragao do seguinte

resultado.

Teorema 5.1 (Teorema de Hartmann)Um operador H : H*(S') — H?(S') € representado por
uma matriz Hankel compacta se e somente se existe uma funcdo o € C(S') tal que H = H, e

IH] = lllloo-

Demonstracdo: Usando o teorema de F e M. Riesz e o teorema da representacao de Riesz para

funcionais lineares limitados em C(S!), vamos mostrar que o espago de Hardy H'(S') é o espaco
dual de C(S')/Ayp.

Seja ¢ : C(S') — C continua, entao
pla,=0 & ") =0, Yn>1

Sabendo que

(C(SN)/Ag)" = {f eC(S")": f | A = 0}

e notando que C(S')* ~ M(S') ( onde M(S') é o espago das medidas complexas e finitas), temos
que

(C(8")/Ao)* = {1 € M(S) : u]4,= 0}.

Observe que
pla, =0 < ukE")=0 ¥n>1 = 0 :/ 2~ du(z) = fi(=n), VYn>1.
St

Assim, pelo teorema de F e M. Riesz temos que i é absolutamente continua com relagao a medida
de Lebesgue, donde segue que p = f - A para alguma f € L*(S!).

Note ainda que



~

donde segue que fi(k) = f(k) =0 Vk < —1. Portanto, f € H'(S'). Logo u € H'(S') ( pois
p=f-A quando peC(S') e pls, =0).

Supondo agora que f € HI(S!), ou seja, que f € L*(S') e f(n) = 0 V¥n < 0, e definindo a

medida p como pu = f -\, temos que p € M(S'). Note que V. n < 0,

i) = [ ) = [ G- = fw =0
St st
=  pla=0 = pe{peM(S") :puls=0}=

= {fecC(S) : fla, =0} = (C(S")/40)".

Portanto

(C(8")/A0)" = {u € C(S') = pla, =0} = H'(S").

Sejam H>°(S') o espaco de todas as fungoes f € L°°(S!) para as quais os coeficientes de Fourier
de indices negativos sio nulos e H$® denotando a classe das fungdes de H*(S!) tais que f(n) =
0 Vn<O0.

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que L>(S')/H§® é o dual de H'(S') e para isto, primeiramente
vamos mostrar que H§® é o anulador de H'(S?).

Lembre que o anulador de H!(S'), que denotaremos por An(H!(S')), é definido como
An(H'(SY) ={p e (L'(S")* 1 o(f) =0, VfeH'(SY)},
ou equivalentemente,

AMH%§D={96LW®U:/QQVQMZ=Q v e H'(SY)}.
st

Assim, dada ¢ € An(H'(S')) temos que

p € L=(Sh) e /go(z)f(z)dz:o Vf e HY(Sh)

St
/(p(z)z"dz =0, Vn>0 ( pois 2" pertence & H'(S'), n > 0)
Sl
= o(—n) =0, Yn>0=o(n)=0, Yn<0= ¢ec H°.

Portanto, An(H'(S!)) C Hg°.
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Suponhamos agora que ¢ € HS® e mostremos que ¢ € An(H'(S!)). Como ¢ € H® temos que

o € L*(St) e (n) = 0,Vn < 0 ( pela definicio de HS®), donde
P(—n)=0 Yn>0= /Lp(z)z"dz =0, Vn>0. (5.1)
Sl

Usaremos a equagao (5.1) para mostrar que [ ¢(z)f(z)dz = 0, Vf € H'(S'). Para isto, é
St

importante notar que qualquer funcao de H*(S') pode ser escrita como o produto de duas funcoes
de H?(S') (ver [15] , pg:34) , assim dada f € H'(S!) existem g, h € H?(S') tais que f = g- h, onde

g(2) = 3 apz® e h(z) = Y Bi2!. Dessa forma,
k>0 >0

f(Z) = g(Z)h(Z) = Z 2"y Y=o B,

n=k+1>0

uma vez que a série acima converge na norma ||.||;. De fato, temos que
n
g(z) = lim E 2" = lim g,(2)

h(z) lim Zﬂlzl = lim h,(2).
1=0

n—oo

n n n
Agora vamos mostrar que, como f,(2) = (Y. axz®)(X Bi2)) = Y 2P = gu(2)hn(2), fo — f
k=0 i=0 p=k+1=0

na norma ||.|[;. De fato

[ fo = fllL = llgnhn — ghll < |lgnhn — gnhlls + lgnh — ghlls

l[gn(hn = B)[lx + [ (gn — 9)Pl12

IN

lgnllz [1hn = Pll2 + llgn — gll2[|Pll2 — O
——

limitado

Donde

[ere = [ea)Y eras

st st n>0
T R
n>0 St
———

0

Portanto, ¢ € An(H'(S!)) e assim H$® C An(H!(S')).

HE® = An(H*(SY)).
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Agora podemos mostrar L>(S')/HS® é o dual de H(S'). De fato, como L*°(S') é o dual de

LY(S') e H§® é o anulador de H'(S!), defina uma aplicagao linear A por
A (LAY = (HY(SY)
Y = <P|H1(s1)
que é sobrejetora, pelo teorema de Hahn - Banach. A partir dai, definimos uma nova aplicacao
A (LMY /HE — (HY(SY)"
e = olme

que é injetora , que também é sobrejetora ( caracteristica herdada de A),e além disso esta aplicagao é
uma isometria, de fato: tomando » € (L' (S))*/HS®, temos que A(p) = ¢ € H'(SY))*. Estendendo

¢, por Hahn-Banach, a ¢ em (L'(S!))* temos que

veEESY)) e AW)=¢=A@) =>V=0
(esta implicagdo vem do fato de A ser injetora). Assim,
IR@) = llell = %]l = [[&] = Il
Por outro lado, seja h € HS°

IA@)]l sup [l +h) () < sup [[(e+h)(N)l = Il + Al
FeH!(SY) ferLt(sth)
A@)| < i = |zl
=A@ < hg}{fox le + Al = [l
Portanto, |A(®)|| = ||@]|, o que mostra a isometria desejada.

Assim temos que (H(S1))* = (LY(SY))*/HE® = L>(S')/H§®. Temos assim que
(C(S")/Ao)™ = (H'(S'))" = L=(S")/ H{®. (5:2)
Defina agora

b LoSY) — Mg
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Note que Ker(v) = HS® = {9 € H®(S') : §(n) =0, V¥n < 0}. Dessa forma, o teorema de

Nehari nos garante que a aplicagao

¢: L®(SY)/H — Mg

»+ Hg° — H,

é um isomorfismo isométrico entre espagos de Banach. (Pois {E é um homomorfismo bijetor e a
isometria vem do fato que, dado um operador de Hankel H,, existe, pelo teorema de Nehari, uma
fungao ¢ € L>=(S') tal que H, = H,, e ||H,|| = |¢1]], assim: como H, = H,, temos que H,_,, =
0 = ¢-—pieHi® = @+H=p1+Hg®, donde [0+ HG|| = [l +Hgel| < [loall = [[He |-
Por outro lado, dada f € HS®, temos que ||Hy|| = ||Hypir|l < o+ f]| » € como ||Hy|| = ||Hy, || =
|01 temos que ||H, || independe de f, donde ||Hy|| < inf{|l¢ + f|| : f € H®} = ||o+HG®| portanto,
[Hell = lle + H5"[.)

A reciproca do teorema de Hartmann , isto é, H, é compacto se ¢ é continua, segue do fato que
ao supormos @ continua temos que existe uma seqiiéncia de polinémios trigonométricos {¢,} que

converge uniformemente para ¢ e neste caso
[1He, — Hell = llon — ¢l = 0,

donde H,, — H, na topologia da norma. E assim, a compacidade de H, segue do fato que H, ¢
o limite de uma seqiiéncia de operadores de posto finito (a saber {H,} ), ou seja, H, = nh_}n;o H,,. .
(Este resultado encontra-se no apéndice)

Consideremos agora  denotando a restrigao de ¢ para C(S'). Como H,, é compacto quando ¢ é

continua, temos que 6 leva C(S') em Hc. Vamos mostrar que Ker(#) = Ag. De fato

() =0 < H,=0< amatrizde H, =0

< p(n)=0, VYn<O0,

e assim
Portanto,

peKer(d) ©p(n)=0, m<0speA
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Assim, definindo

0: C(SY)/ Ay — He
v+ A — H,

temos que 6 é injetora (pois Ker(0) = Ap).

Temos que

inc.can : C(S')/Ag — (C(S')/Ap)*™ = L>°(S')/HS®
0:C(SY) /Ay — He
D(C(SY)/A0)"™ — (He)™

inc.can : He — (He)™™

donde inc.can o @ = v o inc.can lema 5.1, Hg ~ (He)**. Sabemos ainda que ¥ ¢ uma isometria
e assim vamos mostrar que 6 também é uma isometria, pois uma vez provado isto, usaremos o
lema 5.2 para concluir que 6 é sobrejetora. De fato, sabemos pelo teorema de Hahn-Banach que a
aplicacacao natural de C(S')/Ag em (C(S')/Ap)** é uma isometria e como 9 e a aplicacdo natural

de He em(He)** também o sdo temos que, para dada f € C(S)/ Ay

Ifll = llinc.can.(f)llcest)) a0+

[ (inc.can.(f))|| (zre)-

lline.can(0( )| e

16CH)II,

donde concluimos que 6 ¢ uma isometria. E portanto, pelo lema 5.2 temos que 6 é sobrejetora.
Sendo assim, 6 é um isomorfismo isométrico entre os espacos de Banach C(S')/Ag e Hc. Portanto
um operador compacto H € B(H?(S') é representado por uma matriz de Hankel se e somente se

existe uma fungao continua no circulo unitario complexo, tal que H = H,,.

Observagao 5.2 Vimos no capitulo anterior, que a matriz de Hilbert é uma matriz de Hankel

limitada, pois conseguimos encontrar uma funcdo ¢ € L (S') tal que seus coeficientes de Fourier
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de indices positivos sao as entradas da linha zero da matriz de Hilbert. E bem sabido que a funcao
encontrada, a saber %Arg(z) ndo € continua em S', o que nos leva a sequinte questdo:

”Serd que podemos encontrar uma funcao em C(S) tal que seus coeficientes de Fourier de indices
positivos sejam as entradas da primeira linha da matriz de Hilbert?”

A resposta é nao, pois a matriz de Hilbert nao é compacta. Provemos esta afirmac¢ado.

Considere H denotando a matriz de Hilbert e H,, uma submatriz n X n de H dada por

1 1 1
L 5 3
1 1 1 _1
2 3 1 P
H, = 1 1 1 _1
" 3 41 5 nt2 ’
1 1
n 2n—2

note que a matriz finita H,, pode ser vista como uma matriz infinita e para isto basta completar esta
matriz com zeros infinitamente na direita e para baixo.

Observe ainda que a matriz H — H,, contém uma submatriz n X n

1 1. 1
2n+1 2n+2 3n
_1
2n+2
Y =
1 R S
3n 4n—1
Se a matriz H fosse compacta teriamos que lim ||[H — H,| = 0.
n—oo
Seja Q a matriz n X n onde toda entrada é %, isto €,
11 1
n n n
1
Q _ n
1 1
n n

Note ainda que a matriz @ é uma matriz que representa uma projecao ortogonal, uma vez que

0=0"=0> = ||=1
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Tomando v = (ﬁ, s, =) € D(Q) temos |[v]| =1 e Q(v) = v, assim

n

1 9 17 J—
7= <vi>_Zij' (k)

>0

Como cada entrada de'Y é maior que as entradas de %, temos que

() < > Yijua; = (Yo,0)
2%
= |(Yo,0)| < [[Yollllo]] < []Y]|

e assim Seque que

Q 1
H-H,\>|YII>|=I=-,
B~ Hll > V] > 1Sl = 5
donde

lim |[H — Hy| # 0,

e portanto H ndo é compacta.

49



Apendice

Neste apéndice trataremos de algumas defini¢oes e resultados importantes, que por serem cléssicos,

omitiremos suas demonstragoes.

A.1 Teoria da Medida

Medida Regular

Sejam [ C P(X) uma o-dlgebra de um espago topolégico X e u : 8 — [0,400] uma medida
(finitamente aditiva). A medida p é dita regular se VE € 8 vale:
(1) w(E) =inf{u(A): A€ e A éum aberto que contém E}

(2) W(E) =sup{u(K): K€ e K éum compacto contido em FE}.

Medidas Absolutamente Continuas

Seja (X, 3, u) um espaco de medida e v : § — C uma medida complexa ou medida com sinal,
entdo v é dita absolutamente continua com respeito a v (notacgdo: v < u) se para todo F €  com

w(E) =0, temos v(E) = 0.

Medida o-finita

Dado um espago de medida (X, 3, i), a medida p é dita o-finita se existem F,, € 3, Vn € N

tais que u(E,) < +o0, VneNe |J E, =X.

n=1
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Lema de Urysohn

Lema A.3 Suponha que A e B sao subconjuntos fechados de um espaco de normal X e AN B = {);

entdo existe uma funcgdo continua & : X — [0, 1] tal que

0,se z€A
§(x) =

l,se z€B

Demonstragio: (Ver [18] pg: 207)

Densidade de C(X)

Seja Ce(X) o conjunto das fungdes continuas com suporte compacto.

Teorema A.2 Seja X um espago métrico localmente compacto e p uma medida boreliana reqular
o-finita (ou mais simplesmente, tal que todo conjunto unitdrio de X tenha medida finita). Entdo

Ce(X) € denso em LP(X);1 <p < +o0o
Demonstragio: (Ver [1] pg:131)

Observagao A.3 Como Cc(SY) = C(S'), seque que conjunto C(S*) é denso em L%(St).

A.2 Andlise Funcional

Operador Linear

Um Operador Linear T' é um operador tal que:
(1) o dominio D(T) e a imagem R(T') sdo espagos vetoriais sobre um mesmo corpo;

(2) Va,y € D(T) e escalares «,

Tx+y) = Tx+Ty

T(ax) = oTx.

Operador Limitado

Sejam X e Y espacos normados e T': X — Y um operador linear. O operador T é dito limitado

se 3¢ > 0,¢ € R tal que Vz € X, ||[Tz| < c||z]|-
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Teorema de Continuidade e Limitacao

Teorema A.3 SejaT : D(T) — Y um operador linear, onde D C X e X eY sao espagos normados.
Entao:

T ¢ continuo < T € limitado.

Demonstragao: (veja [2] pg: 97)

Teorema da Representacao de Riesz

Teorema A.4 Seja X um espagco compacto Hausdorff, e 3 denotando a o- dlgebra Borel.

(1) Seja p: B — [0,+00) uma medida finita, entdo a equagdo:

oulf) = /X fdu, fec(X)

define um funcional linear limitado ¢, € C(X)*, o qual € positivo, isto é, f > 0= ¢,(f) > 0.
(2) Reciprocamente, se p € C(X)* é um funcional linear limitado o qual é positivo, entdo existe

uma unica medida finita p : 3 — [0, 400) tal que p = p,,.

Demonstragio: (Ver [18] pg:235)

Teorema de Isomorfismo
Teorema A.5 Seja X um espagco compacto e Hausdorff. Entao a equagao:

on(f) = /X fdu, fec,

define um isomorfismo isométrico entre os espagos de Banach M(X) (o espaco de todas as medidas

complezas finitas) e C(X)* dado por pn— ¢,,.

Demonstragdo: (ver [18] pg: 236)

Teorema de F e M.Riesz

Teorema A.6 Toda medida Borel complexa no circulo unitdrio, cujos coeficientes de Fourier com

indices negativos sao nulos, € absolutamente continua com relacdo a medida de Lebesgue.

Demonstragao: (Ver [20] pg: 369)
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Teorema de Stone-Weierstrass

Teorema A.7 (1) (Versao Real) Seja X um espago compacto e Hausdorff; seja A uma sub-dlgebra
da dlgebra de Banach real Cgr(X) (i.e, o conjunto da fungdes continuas de X em R); suponha que A
satisfaz as sequintes condicoes:

(i) A contém as fungdes constantes; e

(ii) A separa pontos em X.
Entao, A € densa em Cr(X).
(2) (Versao Complexa) Seja X como acima, e suponha que A é uma sub-dlgebra auto-adjunta de
C(X) (ie, A= A*, e A* ={a*:a € A}, [5] ) satisfazendo as condigées (i) e (i) acima. Entdio, A

é densa em C(X).

Demonstragao: (Ver [18] pg:234)

A.3 Operadores Compactos

Operador Linear compacto

Sejam X e Y normados. Um operador T : X — Y é dito compacto (ou completamente continuo)

se T é linear e se para qualquer subconjunto limitado M de X, a imagem T'(M) é relativamente

compacta, isto é, T(M) é compacto.

Critério de Compacidade

Teorema A.8 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. FEntao T €
compacto se e somente se leva seqiiéncias limitadas {x,} em X em seqiéncias {T(x,)} em Y que

possuem uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao: (Ver [2] pg:407)

Dominio ou Imagem de Dimensao Finita

Teorema A.9 Sejam X eY espacos normados e T : X — Y um operador linear. Entdo:
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(1) Se T é limitado e dim(T(X)) < oo, entdo o operador T' é compacto.

(2) Se dimX < oo, entdo o operador T é compacto.

Demonstragao: (Ver [2] pg:407)

Seqiiéncia de Operadores Lineares Compactos

Teorema A.10 Seja {T,,} uma seqiiéncia de operadores lineares compactos de um espago normado
X sobre um espago de Banach Y. Se {T,} € uniformemente convergente, (||T,, —T|| — 0) entdo o

operador limite T' € compacto.

Demonstragio: (Ver [2] pg:408)

Convergéncia Fraca

Teorema A.11 Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y wm operador linear compacto.
Suponha que {x,} em X € tal que x,, ¥ x, ou seja converge fracamente. Entao {T(x,)} converge

fortemente em Y e seu limite € Tx.

Demonstragio: (Ver [2] pg:410)

Operadores Compactos como Limite de Operadores de Posto Finito

Teorema A.12 Seja Y um espaco de Banach e T, : X — Y,n > 1, operadores de posto finito. Se

{T,,} € uniformemente convergente entdo o operador limite T € compacto.

Demonstrag¢ao: Temos por hipGtese que os {T),}'s sao limitados, ou seja, a imagem de cada T}, tem
dimensao finita. Temos ainda que {7}, } converge na topologia da norma, donde segue que cada T,
é limitado, uma vez que toda seqiiéncia convergente ¢é limitada.

Assim, pelo teorema (A.9) temos que cada T,, é compacto, e assim estamos nas hip6teses do

teorema (A.10) e portanto o operador limite é compacto.
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A.4 Resultados Extras

Teorema 1 de ([16])

Sejam T; e T operadores limitados em um espaco de Hilbert H. Entao o espago dos operadores
limitados X em H tais que XT; = T> X, onde X é solugao desta equacgao, (denotaremos por 7 (T, T3))
é isometricamente isomorfo ao segundo dual de sua parte compacta, que provém de que cada operador
em 7 (T1,T%) é o limite, na topologia fraca de operadores, de uma seqiiéncia de operadores compactos
em T (T1,T5).

(A demonstragao deste resultado encontra-se em ([16]), pg:437)

Teorema 2 de ([16])

Seja S o shift unilateral ST a inversa a esquerda de S, que leva ey no zero. Entao 7(S,S™) ¢é
isomorfo a C(S, ST)**, que denota a parte compacta de 7 (S, S™T).

(A demonstragao deste resultado encontra-se em ([16]), pg:437)
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