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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a homogeneizacao da equagao da onda com condicoes
de fronteira de Dirichlet homogéneas num dominio contendo pequenos buracos, pe-
riodicamente distribuidos na direcao de cada eixo-coordenado. Para este problema,
provamos a convergencia do processo de homogeneizacao e resultados de correcao. As
demonstracoes serao desenvolvidas de acordo com o quadro abstrato de hipdteses in-
troduzido por D. Cioranescu e F. Murat para o estudo de problemas elipticos, o qual

estd baseado no uso adequado de fungoes testes adaptadas a geometria do problema.



Abstract

In this work we study the homogenization of the wave equation with homoge-
neous Dirichlet boundary conditions in a domain containing small holes periodically
distributed in the direction of each coordinate axis. For this problem we prove the
convergence of the process of homogenization and corrector results. The proofs are de-
veloped according the abstract framework of hypotheses introduced by D. Cioranescu
and F. Murat for the study of elliptic problems, which is based on the use of suitable

test functions adapted to the geometry of the problem.
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Introducao

O método de homogeneizacao é uma técnica que possibilita varias aplicagoes,
destacando-se entre elas, a modelagem de fenomenos fisicos caracterizados por prob-
lemas com miiltiplas escalas, ou seja, o comportamento macroscépico é resultante da
superposicao de fenomenos que ocorrem em diversas escalas inferiores. A abordagem
matematica destes problemas pode ser feita utilizando-se as técnicas da teoria da

homogeneizagao. Citamos alguns exemplos onde esta situagao ocorre com freqiiéncia:

e A modelagem de escoamentos (monofasicos e multifdsicos) acoplados a dis-
persao de contaminantes, transporte de calor e massa e deformagoes/tensoes em
formagoes geoldgicas heterogéneas sao processos que envolvem miultiplas escalas.
A correta descri¢ao de processos que ocorrem na escala de campo (quilémetros)
tais como a macro-dispersao em reservatérios de petroleo bem como o trans-
porte de contaminantes em aquiferos esta fortemente atrelada ao atendimento
dos diversos fenomenos que ocorrem nas escalas inferiores. Exemplos: na escala
do poro (mm), onde valem as equagoes da Mecanica do Continuo; na escala de

laboratério (cm), onde vale a lei de Darcy...

e Na Mecanica dos Materiais, varios modelos macroscopicos de plasticidade em
metais sao correlacionados com fenomenos microscopicos referentes ao movi-
mento de discordancias ocorridos na microesturtura cristalografica do material.
Analogamente, fenomenos de plasticidade em meios granulares estao fortemente

ligados a fenomenos de friccao na estrutura microscopica granular.

e Na area da climatologia e metereologia, o acoplamento entre modelos de pre-



visao climéatica globais macroscépicos com modelos regionais microscopicos, por
exemplo, relativos a precipitacao e temperaturas locais, envolve o entendimento

de um processo como multiplas escalas conhecido como downscaling.

e Na Mecanica de Fluidos, o fenomeno de turbuléncia estd associado ao movi-
mento de flutuacao das particulas de fluido em torno da velocidade média da
corrente fluida. A influéncia da perturbacao relacionada com a flutuagao sobre
o comportamento do fluido a nivel macroscopico enovlve o estabelcimeno de um

modelo com muiltiplas escalas.

e Na area da biologia estrutural, o processo envolvendo multiplas escalas é bas-
tante freqiiente. Por exemplo, o correto entendimento do campo de forcas que
atua na estrutura e arranjo de proteinas esta fortemente relacinado com os dados
relativos as seqiiéncias de DNA sendo também governado pelas forcas atomicas
que atuam na microfisica. Além disso, o estudo de propagacao de populacoes
e epidemias em ecossistemas envolve fenomenos com multiplas escalas advindos

do acoplamento entre interagoes globais e locais entre as espécies.

e Na area da farmacologia, o transporte macroscépico de drogas nos organismos
vivos é fortemente determinado pela micro-fisico-quimica resultante das com-

plexas interagoes que ocorrem entre farmacos e células.

Como vimos, a teoria de homogeneizagao é uma técninca que permite modelar
fenomenos de transporte e difusao numa escala macroscépica através de informagoes
numa escala microscépica. Como exemplo, o escoamento de um fluido, em rum rio
ou em um lago, com obstaculos, onde estes obstaculos seriam constituidos por uma
regiao com arvores. Numa escala “microscépica”, de alugns metros, as equagoes que
descrevem um tal escoamento, sao as equagoes de Navier-Stokes, numa geometria
muito complicada. No entanto, fenomenos de grande interesse ocorrem numa escala
de quilometros, escala “macroscépica”. As equacoes desse escoamento nesta escala

podem ser bem mais trataveis quando escritas em termos de grandezas médias, onde os



efeitos locais de flutuacao sao incorporados a certos parametros desses novos modelos.
Busca-se assim, obter exatamento o correto tratamento, na escala macroscépica, de
efeitos nao lineares descritos pela equacao de Navier-Stokes numa escala microscopica.

O tratamento matematico, em geral, do método de homogeneizacao se da em duas
abordagens.

A primeira é exemplificada em J. L. Lions (cf. [16]), onde estuda-se o problema:

_Aue = fea em (2
(1)

u, satisfazendo a certas condigoes de fonteira,

onde €2, denota um dominio aberto limitado “perfurado”do R™, obtido de um aberto
2 do R™ pela extracao de um certo nimero de orificios distribuidos periodicamente
com periodo € > 0. Problemas deste tipo aparecem no estudo da torsao elastica de um
tronco cilindrico com r cavidades ou furos. Obviamente que, para € > 0 poderiamos
resolver o problema (1) usando métodos variacionais, mas tal procedimento dependeria
de €, ou seja, o espaco no qual se aplicariam os métodos dependeria de e¢. Por outro
lado, a obtengao de uma solugdo aproximada de (1), para e suficientemente pequeno,
demandaria muito esfor¢co do ponto de vista da analise numérica e computacional.
E necessario, portanto, um método que nos proporcione uma solugao aproximada do
problema (1) e que nao dependa de €. Para isto usamos o método de homogeneizagao.

Para que obtenhamos a homogeneizagao do problema (1) realizamos um desen-

volvimento de ordem qualquer em € para u.:

UE(.T) = U()(.T,y) + GUl(.T,y) + 62u2(33,y) + ..+ Gjuj<x7y> + ...

onde y = £, x representa uma variavel macroscopica e y uma variavel microscépica.

e’

As funcgoes wug, uq, us, ... sdo construidas independentes de €, de tal forma que se

tenha algum controle de erro, por exemplo

||U5 - (uo +eur +...+ Emum)” < Ce™,



com uma norma adequada, ou ainda que o erro seja de ordem €™, num espacgo de
Sobolev sobre (2., para todo m € N. Desta forma, podemos afirmar que a solugao

aproximada do problema (1) sera:

u0+6u1+...+emum.

As funcoes u; da expansao assintética se da impondo-se a condicao de que u. seja
solugao do problema (1) com a vantagem destes problemas, agora, estarem definidos
em todo dominio €). Esta seria a abordagem através da expansao assintética. Fazendo-
se uso desta abordagem, relaciona-se os efeitos microscdcpicos e macroscopicos de
fenomenos envolvendo escoamentos de fluidos.

A segunda abordagem sera exemplificada nesta dissertacao no decorrer dos proximos
capitulos.

Nesta dissertagao, estudamos o artigo de D. Cioranescu, P. Dona to, F. Murat e

E. Zuazua de 1991, mais precisamente, a homogeneizagao da equacao da onda

u! — Au, = f. em Q. x(0,7), T>0
uc(x,0) =u’(z) em Q.
(2)

ul(x,0) =ul(z) em Q.

ue =0 sobre Y. =T, x (0,7), ['c = 00,

\
com os seguintes dados u? € H}(Q,), u!l € L*(Q.), f. € L'(0,T;L*)), em um
dominio perfurado 2., obtido pela extracao de subconjuntos fechados de um conjunto
Q) C R", aberto e limitado, distribuidos periodicamente com periodo 2¢, € > 0, na
direcao de cada eixo coordenado.

Nosso objetivo é obter a convergéncia, quando € — 0, da seqiiéncia das solucoes .,
do problema (2), e identificar a equagao satisfeita pelo limite u, ou seja, caracterizar
o limite dessa seqiiéncia como sendo a solucao definida em todo dominio €2 e obter
resultados de correcao, isto é, resultados de aproximacao para as solucoes u,. quando

€ é pequeno.



Em toda a apresentacao deste trabalho, os conjuntos ). serao supostos satis-
fazerem as condigoes do quadro funcional abstrato introduzido por D. Cioranescu e
F. Murat para o estudo da homogeneizacao de problemas elipticos em dominios per-
furados com pequenos buracos com condig¢oes de fronteira de Dirichlet homogéneas,
(cf. [9]).

Este trabalho é somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogéneos,
o caso de dados de Newman homogéneos deve ser tratado de modo diferente, (cf. [6]).

Dividimos este trabalho em seis capitulos e um apéndice:

No capitulo 1, apresentamos resultados bésicos para o estudo das E.D.P.’s, re-
sultados de andlise funcional e espagos de Sobolev. No capitulo 2, apresentamos o
contexto geométrico do problema a ser estudado, como também, resultados sobre a
homogeneizagao de problemas elipticos. No capitulo 3, mostramos a existéncia e a
unicidade de soluc¢@o para o problema (2), para cada ¢ > 0, fixado, através do método
de Faedo - Galerkin. No capitulo 4, fazemos as seguintes hipdteses sobre os dados do

problema (2):

) — ug, fracamente em HE(),
u! — wuy, fracamente em L*(1Q),

f; — f, fracamente em L'(0,T; L*(2)),

onde ﬂg, ﬁi e ﬁ representam, respectivamente, as extensoes por zero fora de €2, das
fungoes u?, u! e f.. Mostramos, com essas hipéteses, que u, = wu, fraco-estrela em
L>(0,T; HY () N Whee(0,T; L*(Q)), onde u , definida em todo €2, é a solugdao do

problema homogeneizado

W —Au+pu=f em Qx(0,7),7T>0
u(z,0) = ug em )
(3)
u'(x,0) = uy em ()
\u:O sobre X =1 x(0,7), [' =09,

onde p é uma medida de Radon finita e nao negativa.



Esse é o principal resultado deste trabalho, que é demonstrado no teorema 4.1.
No capitulo 5, apresentamos o resultado de correcao para a equacao da onda. Para

isso, fazemos novas hipdteses sobre os dados, a saber,

ug S H&<Qe)§
Jdg. € HY(Q), tal que

(

—Au? = g, em D'(Q),
ge — g, fortemente em H~1(Q),

u. — u', fortemente em L*((Q),

}2 — f, fortemente em L'(0,T; L*(2)),

0 que permite-nos mostrar que 4, pode ser escrita como

Ue = UW, + T,

onde u é a solucao de (3), w, a funcdo dada pelo quadro abstrato de hipéteses e o

residuo r. satisfaz

r. — 0, fortemente em C°([0, T]; L*(2)).

O termo ww,, chamado de corretor, é entao uma boa aproximacao da solucao u..

Temos, também, que

u. — ', fortemente em C°([0, T]; L2(2)).

No capitulo 6, consideramos o caso dos buracos menores do que o tamanho critico,
apresentado no capitulo 2, e finalmente, no Apéndice, demonstramos a densidade de
D(Q) em H}(Q) N L*(Q;dp) quando p é uma medida de Radon finita e nao negativa
de H7Y(Q).



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo enunciaremos algumas definicoes e alguns resultados auxiliares
que serao utilizados nos capitulos posteriores, omitiremos as demonstracoes por se
tratarem de resultados conhecidos. Também, neste capitulo, fixaremos as notagoes a

serem usadas no presente trabalho.
1.1 Calculo Vetorial

Funcao Escalar e Campo Vetorial

Uma fungao u cujo dominio é um conjunto 2 C R" e cuja imagem estd contida
em R, isto é, u : Q@ C R®” — R, é dita ser uma funcdao escalar. Por outro lado a
aplicagao U :  C R" — R™ que associa a cada x no seu dominio 2 um vetor U(x), é

denominada um campo vetorial.

Gradiente, Divergente e Laplaciano
Se u : 2 C R" — R é diferenciavel, entao o gradiente de u, denotado por Vu, é

definido como o vetor do R™ dado por

ou ou
VU— <8—xl7,a—xn)



Se U : Q C R* — R™ é um campo vetorial de classe C!, definimos o divergente de

U, denotado por divU, por

"L Ou
divU =V .U =
iv \Y Zzl oz,
onde V é o operador definido como V = i, i, ey i .
0xy’ O0x9 o0x,,

O Laplaciano é definido como

n 2
div(Vu) =V -Vu=Y_ (gg) ,

=1

e é denotado por Au.

Identidades Uteis
Se u e v sdo funcoes escalares de classe C!, ¢ uma constante real, e U, V campos

vetorias também de classe C'!, entdo as seguintes identidades podem ser demonstradas:
1. V(u+v) =Vu+ Vo
2. V(cu) = cVu
3. V(uwv) =uVv+ovVu
4. div(U + V) =divU + divV

5. div(ulU) = udivU + U - Vu.
1.2 Analise Funcional

Funcionais e Operadores Lineares - Espaco Dual
Seja X um espago vetorial normado sobre K (R ou C). Um funcional linear sobre

X é uma aplicacao f: X — K linear.



Denotamos por X’ o espaco dual de X dado por
X' ={f:X — K, linear e continua}.
O espaco X’ é um espaco vetorial sobre K com as operacoes usuais

(f+9)(@) = f(z) +9(z), veX;
(af)(x)=af(x), € X, a e K

A norma em X’ é dada por

1 fllx = ilel)g{lf(ﬂf)l >l <1}

Temos que (X', || - ||x/) é um espaco de Banach.

Quando f € X' ex € X, geralmente denotaremos (f, x) no lugar de f(z). Dizemos
que (-,-) é um produto escalar na dualidade X', X.

Também podemos tomar o dual de X', denotado por X”, que também é chamado
de espaco bidual de X.

A norma em X” é dada por

1€l xxn = sup {I<&, )5 [ /]l < 1}
fex’

Sejam X e Y dois espagos de Banach. Um operador linear é uma aplicacao T : X —
Y linear. Designaremos por £(X,Y’) o espaco dos operadores lineares e continuos de

X em Y, munido da norma

1T cxvy = Slel)lg{l\T(fU)H el < 13

Teorema 1.1 Se uma seqiéncia eqiicontinua de fungoes f, : X — R converge sim-



plesmente num subconjunto denso D C X, entao f, converge uniformemente em cada

parte compacta K C X.
Demonstragao: Ver [12], p. 327. O

Teorema 1.2 (Arzela Ascoli) Seja K C R compacto. Toda sequéncia eqiicontinua
e simplesmente limitada de funcgoes f, : K — R possui uma subsegiiéncia uniforme-

mente convergente.
Demonstragao: Ver [12], p. 329. O

Teorema 1.3 (Banach-Steinhauss) Sejam X eY espacos de Banach. Seja {T;}icr
uma familia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de
X em Y. Suponhamos que

sup [|[Ti(x)]| < o0, VzelX,
i€l
entao,

sup || T3] c(x,y) < 0.
i€l

Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que

IT:@)| < Cllal, YweX, Viel
Demonstragao: Ver [2], p.16. O

Corolario 1.1 Seja {T,}nen € L(X,Y), X, Y Banach. Suponhamos que para cada
x € X existe lim T,(z) =: T(x). Entao temos
(1) sup | Tl cexy) < o0

(ii) T € L(X,Y)

(iii) |T||zexy) < h}gg)lf 1Tl ecx,y)

10



Demonstragao: Ver [2], p. 17. O

Topologias Fraca e Fraca-Estrela

Seja X um conjunto nao vazio e 7 C p(X). Suponhamos que
(i) @, X er

(i) JAa €71, se Ay €71, YVael

a€l

n
(i) N Aier, se A;er,i=1,2,... n;
i=1

onde p(X) denota o conjunto das partes de X. Nesse caso, dizemos que 7 forma uma

topologia sobre X e o par (X, 7) é chamado de espago topoldgico.

Definigao 1.1 Seja X um espago de Banach. A topologia fraca sobre X, denotada
poro(X, X"), € a topologia menos fina sobre X, que torna continua todas as aplicagoes

feX'.

Notagao: Dada uma seqiiéncia {z,}n,eny em X, denotaremos por z, — x, a

convergéncia de x,, para z, na topologia fraca o(X, X’).

Proposicao 1.1 Seja {x, }neny uma seqiiéncia em X. Entao,
(i) z, = x em o(X, X') se, e somente se, (f,x,) — (f,x) ¥V feX';
(ii) se x, — x fortemente, entio x, — x fracamente em o(X, X');
(i1i) sex, — x fracamente em o(X, X'), entao ||x,| € limitada e ||z|x < lirrlriglf |Tn |l x5

(iv) se x, — x fracamente em o(X,X') e se f, — [ fortemente em X' (isto é,

[fo = fllxr — 0), entao (fo,xn) — (f, ).

Demonstragao: Ver [2], p.37. O

Seja X espaco de Banach e consideremos x € X fixo. Definamos a aplicagao

Jo: X' =K, por (J,, ) = (f,x).

11



As aplicacoes J, sao lineares e continuas. Logo, J, € X", Vo € X.
Definamos, agora, a aplicagdo canonica J : X — X” dada por J(z) = J,.

Dizemos que X ¢é reflexivo se J(X) = X”. Em geral, temos J(X) C X".

Proposicao 1.2 Seja X espaco de Banach reflexivo, consideremos {x,}nen uma
seqiiéncia em X, limitada. Entdo existe uma subseqiiéncia {x,, tren convergindo na

topologia fraca o(X, X').
Demonstragao: Ver [2], p.50. O

Definigao 1.2 A topologia fraca-estrela, denotada por o(X', X), é a topologia menos

fina sobre X', que torna continuas todas as aplicagoes J,.

Notagao: Dada uma seqiiéncia {f,}n,en em X', denotaremos por f, —= f, a

convergéncia de f, para f na topologia fraca-estrela o(X’, X).
Proposicao 1.3 Seja {f,}nen uma seqiiéncia em X'. Entao,
(i) fn=f emo(X', X) se, e somente se, (fn,x) — (f,x), VzreX;

(ii) se f, — [, fortemente, entao f, — f fracamente em o(X', X"),

se fo = femao(X', X"), entao f, =f em o(X', X);

(i1i) se f, =f em o(X', X) entao || f,]|

¢ limitada e || f|| < liminf || f,||;
n—oo

() se f, =f em o(X', X) e se x, — x fortemente em X (isto €, ||z, —x||x — 0),

entao (fn,xn) — (f, ).

Demonstragao: Ver [2], p.41. O
Seja X espago métrico. Dizemos que X ¢é separdvel se ele possui um subconjunto

enumeravel e denso.

Proposicao 1.4 Seja X espaco de Banach separdvel e consideremos { f,}nen uma
seqliéncia limitada em X', entdo existe uma subseqiiéncia { fy, }ren que converge fraco-

estrela em X'.

12



Demonstragao: Ver [2], p.50. O

Teorema 1.4 (Alaoglu-Bourbaki) Seja X espaco de Banach. Entao o conjunto

Bxr ={f e X" /| fll <1}, € compacto na topologia fraca-estrela o(X', X).

Demonstragao: Ver [2], p.43. O

Espacgos LP
Seja Q C R", aberto. Definimos o espaco LP(2), 1 < p < oo, como sendo o
conjunto das fungdes u definidas em €2 com valores em K, mensuréveis tais que |u|? é

integravel no sentido de Lebesgue em €2, isto é,
LP(Q) = {u 1 — K ; u é mensuravel e / |u(z)Pdx < oo} .
Q

Se p = 00, definimos o espago L*(£2) como sendo o conjunto das fungées u : 2 — K

mensuraveis e essencialmente limitadas em €2, isto é,
L>®(Q) ={u:Q— K ; ué mensurdvel e |u(z)| < C q. s. em Q}.

Os espagos LP, para 1 < p < 0o e L™ sao espacos de Banach com as seguintes

normas, respectivamente
1
p
il = ( [ lutopac)

|[w]| Loy = sup ess|u(z)| = inf{C : |u(z)| < C q.s. em Q}.

€N

Se p = 2, temos que L*(€) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(u,v) 20 = /Qu(:c)v(x)d:c, Yu,v € L*(Q).

Temos que LP(Q2) é reflexivo para todo 1 < p < oo e que LP(2) é separavel para
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todo 1 < p < .

O teorema abaixo identifica o dual de L?(2) com L4(€2), onde %Jr% =1,1<p< 0.

Teorema 1.5 (Representagao de Riesz) Sejam Q@ C R™ aberto, 1 < p < oo,

p € (LP(2)) com % + % = 1. Entao eziste uma tnica u € LI(QY) tal que
(o.h)= [uf, vFe D@, ¢

ol ey = llullza@)-

Demonstragao: Ver [2], p.61. O

Se p = oo, temos

Teorema 1.6 Sejam Q C R™ aberto, ¢ € (L'(Q)). Entao existe uma tnica u €
L>(Q) tal que
.y = [t vre L@,
lell @y = llullzoe()-

Demonstragao: Ver [2], p.63. O

A seguir, enunciaremos alguns resultados tteis para os espacos LP.

Observacao 1.1 Quando nao especificarmos, estaremos considerando €2 um aberto

do R"™.

Desigualdade de Holder

Suponhamos que p; > 1, i =1,...,m sao tais que
1
Lo
im1 Pi

Se fi € LPI(Q) parai=1,...,m entdao temos que [ f; € L*(Q) e ainda
i=1




Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes L*((2)

Sejam u,v : Q — K duas fungoes em L*(Q). Entao

[ utontaas < ( [ |u<x>\2dx)% (f |v<x>|2dx)% ~ ulol.

Teorema 1.7 Seja {f,}nen uma seqiiéncia de funcgoes em LP(Q2) e f € LP(QY), tais

|(u, ) L2y =

que || fn — fllze@@) — 0. Entao existe uma subseqiiéncia { f,, }ren tal que
(1) fo. () = f(z) ¢.5. em Q,
(11) | fn, ()] < h(z) Yk e ¢.s. em £, com h € LP(Q).

Demonstragao: Ver [2], p.58. O

Teorema 1.8 ( Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja { f,, }nen uma seqiiéncia

de fungoes em LY(Q). Suponhamos que

(1) {fn} = [(2), g 5. em S

(ii) existe h € LY() tal que para cada n, |f,(z)] < h(z) ¢. s. em Q. Entao,

feLlX Q) ellfu— flya — 0.
Demonstragao: Ver [2], p.54. O

Teorema 1.9 (Densidade) O espaco Cy(€2), espaco das fungoes continuas em §)
com suporte compacto em ), é denso em L'(Q), isto é, para toda u € L'(Q) e para

todo € > 0, existe v € Cy(Q) tal que ||u —v| 1) <e.

Teorema 1.10 (Fubini) Suponhamos que f € L'((0,T) x Q),

entao para quase todo t € (0,T),

flto) e LNQ) e /Qf(t,:c)d:c € LX((0.T)).
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Igualmente, para quase todo x € ),

ft,x) € L}((0,T)) e /o f(t,x)dt € LL(S).

Portanto temos

/OT/S)f(t7x)dxdt:/Q/OTf(t’x)dtdx:/(o,T)xQ f(t, z)dtdz.

Os Espagos C([0,T];Y) e LP(0,T;Y)
Sejam Y um espacos de Banach, T' > 0 um nimero real e 1 < p < oo.
Definimos o espaco C([0,7];Y) como sendo o conjunto das fungoes u : [0,7] — Y,

tais que t — ||u(t)]|y- é continua em [0, 7.

A norma em C([0,7];Y) é dada por

||u(t)||0([0,T];Y) = org%}% [u(@)]]y-

Definimos o espago LP(0,7;Y") como sendo o conjunto das fungoes u : (0,7) — Y
tais que u é mensuravel e ||u(t)||y € LP(0,T).

A norma em LP(0,7;Y) é dada por

r
- ( / ||u<t>||y)
0

O espago LP(0,7;Y), munido da norma acima, constitui um espago de Banach.
Observemos que se 1 < p < oo e Y é reflexivo, entao LP(0,7;Y) também é
reflexivo. E, se Y é separavel, entdao LP(0,7;Y) é separavel, para 1 < p < 0.
O espago L9(0,7;Y"), sendo Y’ o dual topoldgico de Y e ¢ tal que % + é =1,
1 < p < o0, é dito ser o dual topolégico de LP(0,T;Y).

Sep=2eY éum espaco de Hilbert, entao temos que L?(0,T;Y) é um espago de
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Hilbert com produto interno

(1) o) = [ (ult) oe)ve

€ norma

T
T / lu(t)2dt.
0

Quando p = oo, definimos o espago L>°(0,7T;Y’), como sendo o conjunto das fungdes

w: (0,7) — Y mensuraveis e essencialmente limitadas em Y, ou seja,
sup ess||u(t)||y < oo.
A norma em L*(0,7;Y) é dada por

[ull Lo (o) = sup ess|u(t)]]y-
1.3 Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Distribuicoes

Seja f : 2 — K. Definimos suporte de f e escrevemos supp f, como sendo o fecho
do conjunto {z € Q; f(x) # 0} em Q.

Designaremos por C§°(£2) o espago das fungoes [ : 2 — K de classe C* em ) e
que possuam suporte compacto contido em §2.

Dados a = (ag,a9,...,0,) € N" e (z1,29,...,2,) € R", definimos o operador

derivagao de ordem « definido por

onde o] = ag + -+ + .
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Se a = (0,0, ...,0), definimos D% = u.

Em C§°(Q), introduzamos a seguinte nogao de convergéncia:

Definigao 1.3 Dizemos que uma seqiiéncia {¢,},en C C§°(§2), converge para zero, e

denotamos p,, — 0, quando existe um subconjunto compacto K C €1, tal que
(i) suppp, C K, Yv €N,
(ii) D%, — 0 uniformemente em 2, Yo € N™.

Dizemos que uma seqiiéncia {¢, } C C5°(Q2) converge para ¢ € C§°(£2) quando a
seqiiéncia {y, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C§°(2), com essa nogao de convergéncia, denomina-se espaco das fungoes
testes e é representado por D(€2). Denominamos distribui¢ao sobre (£2), a toda forma
linear e continua em D(2). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre {2 é um espagco
vetorial sobre K, com as operacoes usuais de soma de fungoes e produto por escalar;
e é representado por D'(12).

Em D'(€2), temos a seguinte nogao de convergéncia: dizemos que uma seqiéncia

{T,}ven C D'(2), converge para T em D'(S2), se

(T,,, 90> - <T7 S0> em K, VSO S D(Q)

Definimos a derivada de ordem « de T, de uma distribuicao 7" sobre €2, como sendo

o funcional D*T'; em D((2), dado por:

(DT, ) = (=1)I*NT, D*p); Vo € D(Q).

Temos que DT também é uma distribuicao. Assim, temos que toda distribuicao
sobre () possui derivadas de todas as ordens, as quais constituem, também, dis-

tribuigoes sobre €.
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Espacgos de Sobolev
Sejam m € N e 1 < p < oo. Representamos por W™P(Q) o espago vetorial de
todas as fungoes u € LP(2), tais que D%u € LP(Q2), V|a| < m, sendo D®u a derivada

no sentido das distribuicoes sobre €2, isto é,
WmP(Q) = {u € LP(Q2) / D € LP(Q),Va € N" com |a] < m}.

O espago WP ()) é chamado de espaco de Sobolev de ordem m relativo ao espago
LP(2).
Quando p = 2, escrevemos H™(2) no lugar de W™?(Q).

O espago W™P(2) é um espago de Banach, com a seguinte norma

lallwrsey = | S / Deup

la<m

O espago H™(£2) é um espago de Hilbert com o produto interno

((u,v))gm) = Z (D%, D*0)12¢0y,  Yu,v € H™(Q).

laf<m
Definamos o espago Wy""(£2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q), ou seja,

WP ()

o) =wy(a).

1

Sejam 1 < p < oo e g tal que 7 4 3 = 1. Representamos por W="4(Q) o

dual topoldgico de W™" (). Conseqiientemente, representamos o dual topoldgico de
H" () por H™().

Quando m = 1, temos o espaco de Hilbert H*(2) munido do produto interno
(u7 U)HI(Q) = (U,U) + (VU,, VU),
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e da norma induzida

1
[ullmro) = (Jul* +[Vul*)?.

Desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Seja Q um aberto limitado do R™. Se v € H} (), entao
[0l z2@) < ClIVoll 2,

onde C' € uma constante que depende somente de §2

Como conseqiiéncia desta desigualdade, considera-se a norma de Hg (),

HUHHg(Q) = HVUHLQ(Q)a

sendo ||[v]|g1() e V| r2) equivalentes.

Demonstragao: Ver [2], p.174. O

Teorema da Divergéncia e Férmula de Green
Seja Q um aberto limitado do R™, com fronteira de classe C*. Entdo valem as

sequintes formulas

(i)
/Q div(F(z))dz — /8 F@) @)z, Fe[H'Q)

(i1)
/vAud:v:—/Vv-Vud:v, v e Hi(Q), ue H*(Q).
Q Q

Desigualdade de Gronwall

Suponhamos que u, v e w sao fungoes positivas satisfazendo

w(t) < o(t) +/O u(s)w(s)ds, ¥Vt e€[0,T].
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Entao temos que

w(t) <o(t)+ /Otu(s)v(s)efst ur)dr g,

Demonstragao: Ver [24], p.13. O

Corolario 1.2 Suponha que sejam vdlidas as hipoteses da Desigualdade de Gronwall,

e consideremos v uma funcao crescente. Entao temos
w(t) < v(t)eho m)ds,
Em particular, se v(t) = C, temos
w(t) < Clelo uls)ds,

Demonstragao: Ver [24], p. 14. O

1.4 Imersoes em Espacos de Sobolev

Sejam V e H espacos de Hilbert, tais que V C H e seja ¢ : V — H, a injecao
canoénica de V em H que a cada v € V associa ¢(v) = v como elemento de H.
Dizemos que o operador linear ¢ é o operador de tmersao de V em H.

Dizemos que a imersao ¢ : V — H é continua e indicaremos por —, quando existe
uma constante C' > 0 tal que ||v|| g < C|v|ly, YveV.

Um exemplo simples é o caso V = H}(Q) e H = L*(Q) ouV = H'(Q) e H =
L*(Q2), ou ainda V = H™(Q) e H = L*(Q).

Dizemos que a imersao ¢ : V — H é compacta e indicaremos por <%, quando a
imagem dos limitados de V ,por ¢, sao conjuntos relativamente compactos de H, isto é
conjuntos cujo fecho é compacto em H, ou ainda, quando as seqiiéncias limitadas em

V' sao levadas por ¢ em seqiiéncias que possuem subseqiiéncias convergentes em H.

21



Teorema 1.11 Seja Q um aberto de classe C' com fronteira T' limitada e seja 1 <

p < 00. Entao,

. 1 1
se 1 < p < n, tem-se que WHP(Q) — LP"(Q) onde — = —
prp

)

1
n
se p=mn, tem-se que WP(Q) — L1(Q) Vq € [p, +0),

se p>mn, tem-se que W1P(Q) — L>(9).

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov)Suponhamos 2 C R", aberto, limitado e de

classe C*. Entao,

1 1
se p < n, tem-se que WHP(Q) < L9(Q), Vg € [1,p*) onde — = - — —,
p n

!
p
se p=mn, tem-se que WP(Q) <-L9(Q) Vg € [1, +00),

se p > n, tem-se que WHP(Q) <C(9Q).

Demonstragao: Ver [2], p.169. O

1
Teorema 1.13 (Sobolev) Se 1 < p < n, tem-se W™P(Q) — L%(Q) para — =
q

1
——T>0.

P n

Demonstragao: Ver [24], p. 120.
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Capitulo 2

Contexto Geométrico

Neste capitulo apresentaremos a estrutura geométrica do problema a ser estudado,
a qual nos permitira introduzir o quadro funcional abstrato de hipéteses construido por
D. Cioranescu e F. Murat. Apresentaremos, alguns resultados de homogeneizagao de
problemas elipticos, supondo satisfeitas as hipdteses de tal quadro e também resulta-
dos de compacidade nos espacos LP(0,T; X)) sendo X um espago de Banach. Também
introduziremos o operador “quase-extensao”, P, que serd de grande utilidade nos

proximos resultados.

2.1 Geometria do Problema

Seja @ C R™ (n > 2), dominio limitado. Consideremos €2, o dominio obtido pela
N(e)
extracao do conjunto fechado S, = J Sf, de Q, ou seja,
i=1

N(e)
Qﬁ = Q\ U Szev
i=1

onde S§ sd@o “pequenos”subconjuntos fechados (buracos) de €2, € é um parametro que
tende a zero enquanto N(€), o nimero de buracos, é um inteiro que tende ao infinito.
Essa estrutura possibilita-nos obter o quadro funcional abstrato de hipéteses, con-

struido por D. Chioranescu e F. Murat, no qual supoe-se a existéncia de uma familia
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adequada de funcoes testes.

Admitiremos, entao, que:

\

.
Existe uma seqiiéncia (we, e, 7v.) de fungdes testes, tais que:

i) we e HY(Q) N LX(Q), [Jwe]lre(e) < Mo;
i)  we=0em S

(2.1)

(
(
(ii7) we — 1, fracamente em H(Q), e q.s. em ;
(iv) —Aw, = pe — v, onde e, v € H () com
e — i, fortemente em H (),

(e, ve)q = 0 para todo v, € HJ(£2)

tal que v =0 em S..

Em (2.1) estamos representando por (- , -)q, o par dualidade entre H () e

H;(€2). Daqui em diante, continuaremos adotando tal notagao.

Observacgao 2.1 Em algumas demonstracoes que se sequem, usaremos a sequinte

hipdtese no lugar da hipdtese (iv) em (2.1):

(
Consideremos a seqiiéncia v, e a funcao v tais que:

ve — v, fracamente, em H'(2),
(v) ve = 0, sobre S, 1 <7 < N(e).

Entao, para toda funcao ¢ € D(2), temos:

\ <_Aw€7 §0U€>Q - <H, SOU>Q

E de facil verificacdo a implicacdo de (iv) em (v).

Exemplo 2.1 Um exemplo, onde o quadro de hipdteses (2.1) € satisfeito, se dd ao

considerarmos o caso em que ) € periodicamente perfurado, com um periodo 2¢ na

direcao de cada eizo -coordenado, por buracos S§ dados por:

n

SE=acS+2¢ ) ey, (2.2)

i=1
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sendo (iy,1g, ...,1,) um multi-indice de Z", {e1, ea, ...,e,} a base candnica de R" e S
um conjunto fechado contido na bola By , de raio 1 e centro na origem, (no caso
n = 2, admite-se que S contém uma bola centrada na origem, (cf. [14], obs 2.2), e

a. < € satisfaz:

eloga, — —Cy, sen =2

(2.3)
ace " — ), sen>3
para um dado Cy > 0.
O caso modelo é dado por
ae = 0. eXp(_E(;“), se n =2, com €*logd, — 0 quando € — 0, e (2.4)

_n_
a. = Cyen—2, sen >3

e S sendo escolhido como a bola unitaria do R”.
Se a. for dado por (2.3) ou (2.4), podemos construir “explicitamente”as fungoes
n
we: sobre o cubo P de tamanho 2e com centro z§ = 2¢ Z ixer, consideremos a funcao
i=1

we € H'(Pf) definida por

Aw, =0 em Bf \ S
we =0 em S (2.5)

we =1 em PP\ Bj.

A fungao w, definida em (2.5), em cada Pf, satisfaz (2.1) com

1=
b= =% sen=2
~2 (2.6)
= an .Cap(S,R™), se n >3
onde Cap(S, R") = 1Dn(£ : Jn |V|*dz é a capacidade em R™ do buraco fechado S.
pe n
p=1lem S

Observagao 2.2 No exemplo (2.1), o tamanho a. definido em (2.3) é critico no

sequinte sentido: se tomarmos r. como sendo o tamanho dos buracos, com r. << a,
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1sto €, quando

e2logr. — — o0, sen =2
(2.7)
/m2r. — 4+ 00, sen >3,

a hipdtese (2.1) € satisfeita, mas em (iii), we — 1, fortemente em H'(Q) e, em
(), pe e . convergem fortemente para zero; meste caso p = 0. Por outro lado,
se tomarmos a. << 1., 0 que corresponde a substituir oo por 0 em (2.7), podemos
demonstrar que nao existe seqiéncia de fungoes w. satisfazendo (i), (it), e (iii) do
quadro de hipdteses (2.1).

O tamanho a. dado em (2.3) € portanto, o unico para o qual (2.1) é satisfeito com

convergéncia fraca, e ndao forte, de w. para 1 em (iii).

2.2 Alguns Resultados Elipticos

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados sobre a homogeneizacao de proble-

mas elipticos, supondo-se que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito.

Lema 2.1 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao a dis-

tribui¢ao p que aparece em (iv) € dada por
()=t [ olVuPds, ¥ € D).
€— 9]
Logo, p é uma medida de Radon positiva e pertence a H=*(Q). Também, u € finita.

Demonstracao: Seja ¢ € D(Q), entao pelas hipéteses (iii) e (iv) em (2.1), segue

que

(—Awe, pwe)a = (fte — Ve, PWe)a = (e, PWe) — (Ve, PWe)a = (He, PWe)o — (1, ©)

Por outro lado, pela férmula de Green, temos
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(—Awe, pwe)o I/Vwe~V(g0we)da:
Q

= /QVwe- (pVw, + w.Vy)dr
= / V. *odz + / w.Vw, - Vdz.
Q Q
Notemos que o segundo termo desta igualdade tende a zero, pois usando a hipdtese
(#ii) de (2.1) e o teorema de Rellich-Kondrachov, temos que, w. — 1, fortemente em
L*(92), e Vw, — 0, fracamente em [L?(2)]".
Assim, obtemos

lnr&(—Awe, ¢w6>9 = <lu7 80>Q7 €

lim(—Awe, pwe)q = lir%/ o|Vw,|*dx
€— (o)

e—0

Da unicidade do limite, segue que

(1, o = 1in%/ o|Vw|*dz, Yo € D(Q).
€E— Q

Observagao 2.3 Um resultado de J. Deny (1950) nos diz que, se Q é um conjunto
aberto do R™ e p uma medida de Radon positiva tal que u € H=(S), entdo, para

todo v € HJ (), v é mensurdvel com relagio a medida du, v pertence a L'(Q;dp), e

<M7 U>Q = fQ vdp.

Podemos definir, entao, sem ambigiiidade, o espaco

V = H}(Q) N L*(Q; du) (2.8)
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que é um espaco de Hilbert munido do produto interno

a(u,v) :/Vu~Vvdx + /uvd,u. (2.9)
0 Q

Definigao 2.1 Para qualquer v € L*(€),) definimos U como a extensdio de v por zero

fora de €., isto €,

v(z) se x € Q.
v(z) = (@) ©

0 se x €S,

Teorema 2.1  Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e con-

sideremos a sequéncia de problemas de Dirichlet

—Ave = g., em D'(L2)

(2.10)
ve € HYH(Q).
onde g. € H1(Q) € tal que
ge — g, fortemente em H™ ().
Entao a seqiiéncia v,, satisfaz
U — v, fracamente em H} (),
onde v =wv(x) € a Unica solu¢do de
—Av+ v =g, em D(Q)
a @) (2.11)

velV.

Demonstragao:  Multiplicando a equagao em (2.10) por uma fungao teste u €
H}(£.), obtemos, por meio da integragao por partes e da férmula de Green, a for-

mulagao variacional do problema (2.10) dada por
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Jo. Vve - Vu = (g, u)o,
ve € HH ()

(2.12)

Pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré-Friedrichs, temos

- - |
/Q|VUE|2 < Nl gellz@)l|Vell 2@ < ||gs||L2(Q)a||V?Je||L2(Q),

onde o > 0 ¢ a constante dada pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs

Assim, temos

~ [
[Bellzza @) < N9ell 2oy ~ 17l g ).

o que nos da,

~ 1
”UeHHg(Q) < HQEHLQ(Q)E-

Isto nos diz, que v, é limitada em H} (), que é um espago de Hilbert reflexivo. Assim,

existe uma subseqiiéncia v, tal que

U — v, fracamente em H; ().

E, como H{ () <% L*(Q), temos que existe subseqiiéncia v, tal que
U, — v, fortemente em L*(12).

Agora, usando as hipéteses (i) e (i) de (2.1), temos que para toda ¢ € D(£2), a fungao
ow, pertence a H} (). Com isso, podemos usar a formulagao (2.12) para tal funcao.

Assim,

/Q Vve . V(wetp) = <95, wESO>Qe

o que nos da

/ oV, - Vw, + / WV - Vo = (ge, Wep) - (2.13)
Q Q

Analisemos as convergéncias em (2.13):
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Pela hipétese (iii) em (2.1) e pelo teorema de Rellich-Kondrachov, concluimos que

w, — 1, fortemente em L*(2). (2.14)

Analisemos, agora, a primeira parcela do primeiro membro de (2.13). Pela férmula

de Green, temos:

/@V@;Vwe = (—Aw,, pU)q — / v.VoVuw,.
Q

Q

Pela hipétese (v) de (2.1) temos que

/@VgoVwe — / ©VeV1 =0
Q )

Dos resultados obtidos, passando o limite quando € — 0 em (2.13) temos

Logo, a fungao v é solucao de (2.11) e é unica, pois p é positiva. E ainda, a
unicidade do limite, implica que a seqiiéncia toda, v, e nao apenas uma subseqiiéncia,

converge para v.

O

Teorema 2.2 (Semi-continuidade inferior fraca da energia) Suponhamos que
o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao, para toda seqiiéncia v, e para toda

fungdo v tais que v, — v, fracamente, em H}(Q)) e v. =0 em S., temos:

liminf/|Vve|22/|Vv|2+<,u,112>
Q Q

e—0

Demonstracao: Seja ¢ € D(Q). Temos que
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/ IV (ve —wep)]? = / Vv — oVw, — wVo|?
Q Q
= / Vo |* — oVo Vw, — w VvV — oVw Vv, + (pVw,)?
Q

+ow Nw.Vp — w NV eV + ow.NVpVw, + (w.Vp)?
- / |Vve|2 —2¢Vo.Vw, — 2w Vv -V + 20w.NVNw.Vp
Q

+HeVw|* + |w.Vp|?

(2.15)
Agora, notemos que
(—Aw,, v,) :/(meVme/veVapre. (2.16)
Q Q
Substituindo (2.16) em (2.15), obtemos
J1u—wiP = v+ [ i9el+ [ oPvu
Q Q Q Q
—2/w6V06V<p+/g0w€Vw€V<p (2.17)
Q Q
—2(—Aw, pv.) —|—2/v€V<prE
Q

Consideremos, agora, uma subseqiiéncia v de v, tal que fQ |Vve|? seja conver-
gente.

Assim, usando a hipétese de que v, — v, fracamente em H}(Q) e v. = 0 em S,
o teorema de Rellich-Kondrachov, as hipéteses (iii) e (v) de (2.1) e o Lema (2.1),

conseguimos passar o limite no segundo membro de (2.17), obtendo:

i [ 190~ v =i [ 10+ [ 1960+ e
e —0 (o) e —0 QO Q

(2.18)
—Q/QVvVgo — 2(u, pv).
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Escolhendo v de tal forma que:
hmmf/ (Vo |? = hmmf HveHHl @ = hm Hz/”Hl @ = hm/ Ve |?,

temos

lim/|V Ve — Wep)| —hmlnf/|Vve|2 /|V<p|2 (1, 02

e—0

(2.19)

/VvVgo 2(u, @uv).
Q

Observemos, agora, que o primeiro membro de (2.19) é positivo, logo, podemos

concluir que

hmmf/ |Vv|? >2/VvVg0 /|Vg0|2+2(,u ov) — (1, 9%, Yo € D(Q). (2.20)

Finalmente, tomando ¢ € H}(Q), em (2.20), temos

liminf/\Vv€|22/\Vv\2+<u,02).
e—0 QO 9]
0

Teorema 2.3 Suponhamos que as hipdteses do teorema (2.2) sejam satisfeitas e que

a seqiiéncia v. satisfaca:

/\Vve\2—>/ |Vol? + (p, v?). (2.21)
Q Q

Entao

(ve — ww) — 0, fortemente em W, ' (Q). (2.22)
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Demonstragao: Usando a hipétese (2.21) e a igualdade em (2.18) do teorema

(2.2), temos que

131/ V(v — wep) / Vol + (1,0 / Vol + (1, 0%)

/ VoV — 2(u, pv) (2.23)

=/Q|v<v—so>|2+ (. (v — 9)%). Vo € D(Q).

Assim, se v € D(Q2), tomamos ¢ = v em (2.23), o que nos da (v. — wev) — 0,
fortemente, em Hg(§2). Mas, se v ndo pertence a D((2), entdao como v € Hi (), Vn > 0
e ¢ € D(Q) fixo, existe ¢(n) tal que [|v — ¢l g1 <.

Com isso, de (2.23), temos

iy [ (900, = wp)? <7+ Ilhyrello = ol
=0+ ||l -1 /Q V(v —¢)?| (2.24)
=7+ il [ 20= )0 =)

Em (2.24), usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Poincaré-Friedrichs,

obtemos:

ing [ 190 = w0 <o+ lilhysn2l | V0= o)F) [ [0 )"

= 1" + | lly-1.021V (0 = D)l 2y llv = @l 2

[N

2
< 4 [l -1 2C 0NV (v = ) 720 (2.25)
2
<0 + [ plly-r. 20l = Ol 0
<"+ ||l 100207

=" (1 + 2 llyy-1.0)-

Assim, 3¢5 > 0, tal que Ve < ¢, temos

2
|ve — ws<P||Hg(Q) < C'12 ?
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mas, sendo

[ve — wﬁv”W(}’l(Q) < [Jve = weSOHW(}’l(Q) + [lwe(v = SO)HW(}J(Q)a
segue que

v = wolhgaey < Cun+ [ [Vludo =)
—Cint [ Vo= )+ w0 - )
Q

< O+ [Vwell 2 llv = @l 2 ) + llwell 20y + V(0 = @)l 120
< O+ 20 Vwell 12y IV (0 = )l 12(q)
= Cn + Cy,

sempre que € < €, 0 que demonstra (2.22). Observemos que, na estimativa acima,

novamente usamos as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Poincaré-Friedrichs.

O proximo resultado segue como um corolario dos teoremas anteriores.

Corolario 2.1 Suponhamos que as hipdteses, em (2.1), sejam satisfeitas. Entao, as

solugoes v, dos problemas de Dirichlet, em (2.10), em S, verificam
Ve = WU + T,

com r. — 0, fortemente em W, (Q), sendo v a solugio de (2.11).

2.3 Alguns Resultados de Compacidade

Consideremos X e Y dois espagos de Banach reflexivos tais que X C Y, com

imersao continua e densa.
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Definamos o seguinte espago

CY0,T;Y) :={f € L>(0,T;Y) : t — (f(t),v)yy continua de [0,T] em R,

para qualquer v € Y’ fixado }
Entao temos os seguintes resultados:

Lema 2.2 Consideremos g. uma sequéncia de funcoes tal que

ge = g, fraco-estrela, em L>(0,T; X
| ) (2.26)
ge — g, fortemente em C°(0,T;Y).
Entao

ge — g, fortemente em C2([0,T]; X),

isto €, para todo v € X', a fungao h. : t — {(g(t),v)xx pertence a C°([0,T]) e
satisfaz

he — h, forte, em C°([0,T)), (2.27)

onde h é definida por h: t— (g(t),v)x x'.

Demonstragio: Do fato de L>=(0,T; X)NC%0,T;Y) = C%0,T; X), (cf. [18], lema
8.1 p.297), segue por (2.26) que g. pertence a C%(0,7;X) e assim, h. pertence a
Co([0, TT).

Afim de demonstrarmos a convergéncia em (2.27), mostraremos que h. é uma
sequencia de Cauchy.

Seja v € Y’/ e definamos a funcao

he — (ge(), 0)yy’-
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Temos,

he(t) = ha(t)] < [he(t) — he(t)] + |he(t) — ho(t)]
= [(ge(t),v = 0) x x| + [{ge(t) — ger (1), V)viyr| + [{ger(t), v — 0) x,x/|
< (1gell oo o,mx) + 19er | oo o x)) [l — 0] x

+ge = gellcogo, v [10]] v
(2.28)

Combinando (2.26), (2.28) e a densidade de Y’ em X’ seque que h, é uma
seqiiéncia de Cauchy em C°([0,T]), que é completo. Logo h. — h, fortemente, em
([0, 7).

O

Proposicao 2.1 Suponhamos, agora, que a imersao X C Y seja compacta. Con-

sideremos g. uma sequéncia tal que:

ge — g, fracamente em L'(0,T;X) e

g.— ¢, fracamente em L*(0,T;Y).

Entao,

ge — g, fortemente em C°([0,T];Y).

Demonstragao: Por um resultado de J. Simon, (cf. [25], teorema 3), para obtermos

a convergéncia desejada, basta provarmos que
1ge(- + ) = ge()|lL0,7—ny) — 0, quando h — 0, uniformemente em e. (2.29)

Temos que

t+h
lge(- +h) = ge( )l 0,r-niv) < sup / 19c(s)|[v-ds. (2.30)
te[0,T—h] Jt

Mas, por outro lado, J. Diestel e J.J. Uhl,, (cf. [10], p. 104), nos diz que a norma

em Y de uma seqiiéncia que converge fracamente em L'(0,7;Y) é uniformemente
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integravel sobre [0,7]. Assim, o lado direito de (2.30) converge para zero, quando

h — 0, uniformemente em ¢, o que demonstra (2.29).

OJ

Corolario 2.2 Suponhamos que a imersio X C Y seja compacta. Consideremos g.

uma sequéncia que satisfaz

ge = g, fraco-estrela em L>(0,T; X)

g.— g, fracamente em L*(0,T;Y).

Entdo, g. converge fortemente para g em C?([0,T); X), isto €,
(9e(-)sv)x xr = (9(),v)x,xr, fortemente em C°([0,T]), Vv e X'.

Demonstracao: A demonstracao deste corolario é uma conseqiiéncia direta do

lema 2.2 e da proposicao 2.1.

O

Proposicao 2.2 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e con-

sideremos uma seqiéncia de fungoes v em L*(0,T; Hi(Q)) N WH(0,T; L*(£2))

satisfazendo
U = v, fraco-estrela em L*(0,T; HL(Q
X f ( 0(€2)) (231)
v, ', fraco-estrela em  L>=(0,T; L2(52)).
Entao,
0,0.(-))a — (0,v(-))q, fortemente em C°([0,T)), (2.32)
para qualquer 6 € H=*(Q2), e por outro lado,
v e L®0,T; V)N Wh(0,T; L*(Q)). (2.33)

Demonstragio: Fazendo X = HJ(2) e Y = L*(Q) no corolério 2.2, obtemos a

convergéncia em (2.32).
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Notemos que (2.32) nos diz que
U(t) — v(t), fracamente em H}(S2) Vt € [0,T] fixado.
Assim, usando os teoremas (2.1) e (2.2), obtemos que, para qualquer t € [0, T fixado,
v(t) eV,

lo()|%. = {/Q|Vv(x,t)|2dx+/ﬂ|v(az,t)\2du(az)} < hmmf/ V3 (2, 1) Pda.

Como

sup ess/ |V (z,t)|Pdr = ||Dc]| o ormi«) < Co,
te[0,T)

para algum Cj < oo, segue que

v(t) eV Vte€[0,T] e que sup ess||v(t)||%/ < Cp.
te[0,7

Para mostrarmos que v € L>(0,T; V) N W1*(0,T; L*(Q2)), resta mostrar a men-
surabilidade da fungao v : [0,7] — L*(Q%;dp), uma vez que v € L*(0,T; H}(2)) N
Wheo(0,T, L*(Q)).

Para isto, sendo L*(Q;dpu) separavel, é suficiente demonstrar, pelo teorema de
mensurabilidade de Pettis, cf. [10], teo 2, p.42, que v é fracamente mensuravel.

Como v € L>(0,T; H}()), segue da observacao (2.3), que v € L>(0, T; L*(Q; dp)).
Assim, a fungao t — [, v(z, t)1(t)du(x) é mensurdvel para alguma ¢ € C°(2). Aprox-
imemos, agora, ¢ € L*(Q;du) por uma seqiiéncia 1, € C°(€Q).

Como v(t) € L*(Q;du), Vt € [0,T], temos

/ o, )by (2)dp( _>/ (2, ) p(2)dp(x), ¥t € [0,T].
Q

Isso demonstra a mensurabilidade da funcao t — [, v(x,t)p(z)du(z).
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2.4 Um Operador Quase-extensao

Vamos introduzir, agora, o operador P., dado por
Pap =wab, em Q, Vi € L2(), (2.34)

onde v é a extensao de 1 por zero nos buracos S..

Esse operador nos seré de grande utilidade nos préximos resultados.

Observacao 2.4 Observemos que o operador P. nao é um operador extensao, pois
P.4) nao coincide com 1 em ), pois w, nao coincide com um neste conjunto.

No entanto, para qualquer ¢ € L*(Q.), temos P.p — @, fortemente em L?*(Q).
De fato! | Seja p € L*(), entio Pp = w.p. Por (i) e (iit) de (2.1), seque que

(P.p—9)—0,q s. emQ e

|Pep =8I =|wed — @I = |8]" +]1 —w|*

< 2@ (1 + Jwel?) < 2181*(1 + pg) = C12I%,

isto nos diz que (P.o — @) € limitada por uma fun¢do pertencente a L*(S2). Logo, pelo
teorema 1.8, seque que P.p — @ em L*(S)), e por conseqiiéncia em L*(Q). |

Assim, podemos dizer que P, atua como um operador ”quase-extensdo”.

Proposicao 2.3 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito. Entao,

P. € L(L*(Q0); L* (), (2.35)

1 Pell L2 @0:22(0)) < Mo.

Além disso, o operador P. é estendido a um operador definido em H~(S.), e para

qualquer € > 0 e qualquer q € (1 %1), temos

‘n

P. € L(H(Q0); W1(Q)), (2.36)

e Hﬁ(H‘l(Qe);W—lwz(Q)) < C,.
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Demonstragdo: Seja p € L*(€,), entao P.p = w.p. Claramente P. € L(L?(Q.); L*(Q).

Também, temos

[ Pepllzzn = lwepllrz) < lwell L@ 18] 22) < Mollellrz@.),

isto significa que || Pe||zz2(0.):02(0)) < Mo.
Provemos, agora, a asser¢ao (2.36). Seja p > n fixado e consideremos o espago

WyP(€). Definamos o operador

a., Yo e WyP(Q). (2.37)

R.p = pw,
Temos
V(Rep) = wVp + pVw,, em ().

Assim,

/\V(Rgp)ﬁd:c §2/ \w€\2|V<p\2d:c+2/ lo|?| Vw,|*dz
Qe Qe Q€

2
< 2Mo el + 2Cpl P12 1y e s

2
< C;”SOHWOLP(Q)a

onde C, ndo depende de €, uma vez que Wy (Q) < W, (Q) e W, * () — L®(Q).
Logo,

Re € LWyP(Q); Hy(S)), e (2.38)

IRell cowir ey < Cr

Consideremos, agora, o operador R definido em H (), por

(RZ, @)W—l,q(g),wgw(g) = <¢7RE<P>H—1(Q€),H3(QE)> VYHH(Q), Ve e WOLP(Q)a

onde ¢ é dado por i+é =1.
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A identidade

<1/}7R690>H71(Q€),H3(QE) :/Q wQO’LUEdSC:/S; Pappdr, VZ/}L2<Q€), VQOGWOLP(Q)a

demonstra que R = P, é uma extensao de P. e (2.38) imediatamente implica (2.36).

0

Proposicao 2.4 Suponhamos que o quadro de hipdteses (2.1) seja satisfeito e consid-

eremos o operador P, definido em (2.34). Sejave uma seqiéncia em L>(0,T; L*(2))N

W0, T; H1(Q,)) tal que

Ve = v, fraco-estrela, em L>(0,T; L*(2))

Pyl — v, fracamente, em LY0, T; W—19(Q)),

para algum q € (1 L )

' n—1

Entdo, para toda ¢ € L*(Q), temos

/5E(x,-)g0(x)dx —>/v(x,-)go(x)da:, fortemente em C°([0,T)),
Q Q

isto €,
U — v, fortemente em C°([0,T); L*(2)).

Demonstracao: Notemos que
P, = wo, = v, fraco-estrela em L>°(0, T; L3(12)).
De fato! Temos por (2.39); que
(Ve ) — (v, 9), Vo € LN(0,T; L*(9)).

Assim,

T T
Ve, Y)dt — ,)dt,
/O<vw>t /Ow)t
41
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integrando em €2 e aplicando Fubini, temos

A?AQWMhHXfAmMMt (2.41)

Por outro lado,

(W + WV — W — v wdmdt

/(/M—U¢Mﬂ

Logo, combinando (ii7) de (2.1, (2.41) e (2.42), segue que

(P.ve — U)@Z)dxdt'

< M,

-1 vwdmdt’
(2.42)

T
/ /(PevE —o)pdadt — 0, Yoo € L*(0,T; L*(2)), quando e — 0,
0o Ja

o que demonstra (2.40).
Assim, por (2.39) e (2.40), a seqiiéncia g. = P.v, satisfaz as hipéteses do corolario
(2.2) com X = L?(Q) e Y = W1(Q).
Logo,
P, — v, fortemente em CY([0,T]; L*()),

ou seja,

wv, — v, fortemente em C?([0,T]; L*(9)),

o que nos da,
/ WU pdr — / vedz, fortemente em C°([0,T]), Vo € L*(Q). (2.43)
Q Q
Agora, notemos que

/@cpdxz/wef);cpdx+/55g0(1—we)dx. (2.44)
Q Q Q

42



Mas, por (i) e (¢i7) de (2.1), por (2.39) e pelo T.C.D.L., temos

S H’fZ\J;HLoo(QT;LQ(Q))”gO(l — ’wE)HL2(Q) — O (245)

/ V(1 — w,)dx
Q

Assim, combinando (2.43), (2.44) e (2.45), segue que

/”ﬁewdxﬁ/vgod:c, fortemente em C°([0, T)).
Q Q
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Fracas

Neste capitulo apresentaremos, através do método de Faedo - Galerkin, as condigoes
para a existéncia e unicidade de solucao fraca do Problema de Cauchy associado a
equacao da onda, no dominio {2, definido no capitulo 2, para cada ¢ > 0 fixado. Di-
vidiremos este capitulo em trés secoes. Na secao 3.1 apresentaremos o problema, na
secao 3.2 mostraremos a existéncia de solucao fraca para o probema enunciado na

secao 3.1 e na secao 3.3 mostraremos a unicidade da solugao.

3.1 Apresentacao do Problema

Consideremos €2, C R™ ,n > 2, um conjunto aberto, limitado e bem regular.
Representaremos por I, a fronteira de €2, por Q. o cilindro Q. = Q. x (0,7") e por X,
a fronteira lateral de Q., isto é, ¥, =T'. x (0,7)).

O problema consiste em:

Dados f € L'(0,T; L*(2) e ug € L*(€), encontrar u = u(x,t) definida em Q.,
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tal que:

(u—Aue—fe em Q.=Qx(0,7T),T>0
u(0) = u? em Q.
ul(0) = u} em €
ue =0 sobre Y. =T, x (0,7).

\

Observagao 3.1 Em (3.1) estamos representando por u’. e a derivada de u.(x,t) em

relagdo a t e por u! a derivada de u. em relagao a t.

Formularemos agora, o conceito de solugao fraca.

Para u,v € H} (), consideremos a forma de Dirichlet

ou 61}
ox; 8:6Z

() Z/

Uma solugao fraca para o problema hiperbdlico (3.1), é uma fungao wu. :

H}(9.), tal que

d.

7 (Ue(t),0) + ((ue?), ve)) = ve), Yo € Hy(Q),

(fe(®),

sendo esta igualdade entendida no sentido das distribuicoes.

0,7) —

Enunciaremos entao, o seguinte teorema, a ser demosntrado nas secoes 3.2 e 3.3.

Teorema 3.1 Consideremos f € L'(0,T; L*(Q)), u® € H} (), ul € L*(Q.). Entao,

existe uma unica fungao u. : Q. — R, satisfazendo:

ue € L=(0,T; H} ());
u, € L*>(0,T; LZ(QE));
uw’ € LY0,T; H ()

E(ué(t}, UE) + ((ue( ) )) (fe( )
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u(0) = u? eul(0) = ul. (3.4)

€ €

Na demonstracao desse teorema usaremos o método de Faedo - Galerkin, o qual
consiste em aproximar a solucao desejada, por solugoes de problemas analogos, mas

em dimensao finita.

3.2 Existéncia de Solucao

Dividiremos a demonstragao da existéncia de solugao para o problema enunciado

no teorema (3.1) em quatro etapas, a saber:
(i) construgao de solugoes aproximadas em subespagos de dimensao finita;
(ii) estimativas a priori sobre as solugdes aproximadas;
(iii) passagem ao limite das solugbes aproximadas;
(iv) verificagdo da condicao inicial.

Etapa (i) - Problema Aproximado
Sendo H} () um espago de Hilbert separdvel, segue que existe uma seqiiéncia de
vetores

Wel, We2y « ooy Wemy - - -
tais que:
o w, € HY(Q), Vi=1,2,....m,...;
® W, Wea, ..., W, sa0 linearmente independentes para cada m fixo;
e as combinagdes lineares finitas dos w,; sao densas em Hj(€2,).

Seja, entao, We, = [Wea,We, ..., Wey) 0 subespaco m-dimensional de H} (),

gerado pelos m primeiros vetores.

46



Queremos encontrar

Uem : (0,T) = W

sob a forma:
m

ten(t) = 3 gty

Jj=1

sendo 0s g.;m determinados pelas seguintes condicoes:

d

a(uim(t)av) + ((Uem(t),v)) = (fe(t),v), Yv € Wepp, (3.5)
Uern(0) = 0 lim v’ =l em H&(Qe), (3.6)
U, (0) = uly,, lim ul, =u! em L*(Q), (3.7)

Substituindo v, por w;, 0 < j < m, em (3.5), resulta que as funcbes t —

(Uem (), we;) devem satisfazer

%(uim(t),wej) + ((uem(t), we)) = (felt), we), J = 1,2, ,m.

Agora, notemos que u? € H}(€,), logo pode ser aproximada pelos w,;. Assim,
existem o, € R, tais que

m
0 .
u, = lim E Qi Wej, (3.8)
m—oo £ i
iz

€ COImo queremos

usm(t) = ngjm(t)wsja
j=1

temos

usm(o) = ngjm(o)w5j~ (39)
j=1
Fazendo v = > ajpnwe;, de (3.8) e (3.9), deduzimos que (3.6) equivale a
j=1

ge]m(o) = ajma j = 17 27 U (310)
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Analogamente, usando a densidade de H}(Q.) em L?*(€)), concluimos que u!
também pode ser aproximada pelos we;, com isso, existem 3;,, € R, j =1,2,...,m,

tais que que

m
1 9
u, = lim E BimWe;
m—0o0
i=1

m
Assim, tomando U, = Y Bjmw,j, obtemos que a condi¢ao em (3.7) equivale a
J=1

9tim(0) = Bjm, §=1,2,...,m. (3.11)

Obtemos entao o sistema

d m m
% Z g;jm(t)(weﬁ wEi) + ngjm(t)((ija wfi)) = (fE(t)v ij)? 1=1,2,...,m; (3'12)

gejm(o) = Qjm, j = 1727"'7m; (313)

9tim(0) = Bjm, j=1,2,...,m. (3.14)

Notemos que o sistema dado por (3.12), (3.13) e (3.14), constitui um sistema lin-
ear de equacoes ordinarias, que pode ser escrito numa forma adequada a aplicacao do
teorema de existéncia de Caracthéodory. Logo, existe a solu¢ao aproximada e, (),

para t no intervalo [0, 7.

Etapa (ii) - Estimativas a priori

Fazendo v. = u,,(t) € W, em (3.5), obtemos:

1d , ) B /
57 Ut + (e (1), wem (D))} = (Fe(0), i (t) (3.15)
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Vimos na etapa (i) que ., (t) existe em [0,¢,,). Entado, tomando 0 < ¢t < ¢, e

integrando (3.15), temos

t
[ ()7 + (e (8), tem(t))) = [t (0)* + ((uem(0), uem(0))) + 2/0 (fel(5), g (s))ds
(3.16)
Notemos que de (3.6) e da desigualdade de Poincaré-Friedricks, podemos con-
cluir que ((¢em(0), uen(0))) é convergente, logo limitada. De modo andlogo, de (3.7)
também temos que |u.,,(0)| é convergente e com isso limitada.
Vamos analisar, agora, o termo 2 fot(fg(s), ul,,(s))ds.

Pela desigualdade de Schwarz e da desigualdade 2ab < a? + b?, temos:

(s),ul,.(s))ds < t ()|, |ds
Q/O(f()l())l<2/0|f()|| |

=2 11 £(5)|2] () |7l ds (3.17)
< TV f))ds + [11S.()ds] i, |2ds

Como f. € L'(0,T; L*(€.)), temos que a primeira integral do segundo membro,
em (3.17), é um numero independente de m.

Assim, das estimativas acima e de (3.16) obtemos:

[t (D + [Juem ()]* < C +/0 [ fe(5)| gy (5)*ds. (3.18)

Segue, agora, pela desigualdade de Gronwall, que |ul,,(t)| é limitada por uma
constante em [0, 7"), independente de m.

E, pela desigualdade de Poincaré-Friedricks, ||uen(t)|| também é limitada por uma
constante em [0, 7), independente de m.

Com isso,

{tem (t) }rmen € limitada em L>(0,T; H}(€2,))) independentemente de m; (3.19)

{ul,,(t) }men € limitada em L>(0,T; L*(£2,))) independentemente de m.
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Etapa (iii) - Passagem ao limite
Pelas estimativas (3.19), segue que existem subseqiiéncias {uc, }ren de {Uem fmen

e {ul,}ven de {ul, }men, tais que:

Uy = U, fraco-estrela em L>=(0.T; H}(Q)), (3.20)

ul, = ul, fraco-estrela em L>(0.T; L*(Q,)). (3.21)

€

Isto significa que para toda w € L'(0,T; H*(Q)) € L'(0,T; H*(€Q.)) tem-se:

/O<ue,,(t),w(t)>dt—>/0 (uc(t),w(t))dt. (3.22)

Identificando L*(Q.) ao seu dual, via teorema da representagao de Riesz, temos

que para cada w € L*(0,T; L*(€.)), vale que:

/0 (W (), w(t))dt — /0 (ol (1), w(t))dt. (3.23)

Como a forma bilinear ((.,.)) é continua em HJ(€,), ao fixarmos uma coordenada,
a forma resultante serd continua em H}(€2.). Com isso, pela convergéncia fraca-estrela

de e, temos que:

/0((u5m(t),w(t)))dt—>/o ((ue(t),w(t)))dt. (3.24)

Notemos que (3.20) e (3.21) nos diz que u, € L*>(0,T; Hy(Q()) e u. € L>*(0,T; L*(Q,)).

Mostremos, agora, que u, é solugdo da equacao em (3.3), no sentido de D'(0,7).
Consideremos my fixo e v > my. Multiplicando a equagao aproximada (3.5) por

0 € D'(0,T) e integrando de 0 a T', obtemos
| s+ [ (oo o= [ (o000
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para toda v € Wy,

Integrando por partes a primeira integral, obtemos

- / (uly (), 0)6'(£)dt + / (e (), 0))B(8)dt = / (fu(6), 0)6(t)dt.

Tomando o limite quando v — oo, por (3.22) e (3.23), obtemos
—/0 (ul(t),v)0'(t)dt +/0 ((u(t),v))0(t)dt = /0 (fe(t),v)0(t)dt (3.25)

para toda v € Wy,

Como t — (ul(t),v) € L>(0,T), esta fungao define uma distribui¢ao sobre (0,7).

€

A primeira integral em (3.25) é derivada desta distribuigao, logo

/O %(UQ(t),v)H(t)dtJr /0 ((ue(t), v))0(t)dt = /0 (f.(t), v)0(t)dt (3.26)

para toda v € Wey,, e § € D(0,T).

Pelo fato dos W, serem densos em H}(€2.), podemos concluir de (3.26) que

/0 %(u’E(t),v)e(t)dH /0 ((ue(t),0))0(t)dt = /0 (£.(1), v)8()dt

para toda v € H}(Q.) e 8 € D(0,T).
Isto nos diz que u, é solucao da equagao em (3.3) no sentido de D’(0, 7).
Mostremos, agora, que u? € L*(0,T; H~(€,)).

Como v/ € L*(0,T; L*()), u. define uma distribuicao vetorial u/, dada por:

(i, ) = / (Wl (t). v)p()dt € LX) € H (). (3.27)
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Assim, u! € L(D(0,T), H(Q,)) e possui derivada no sentido das distribui¢oes

vetoriais, dai,

<@%@=—@Mﬂz—£(ﬂ&@¢@ﬂeH*mJ

o que nos da (u!) € L(D(0,T), H ().

Entdo, podemos calcular ((ul), ) € H™'() em v € HL(Q,).

€

Assim,
(@ ) ) men = ()W,
:4éﬂumw¢m@w%@>
= - [ i,
:—Aﬂummwﬁw
Logo,
(Do = [ ), o0 (3.25)

Mas, u. € L=(0,T; H}(2)) nos da que —Au € L*(0,T; H ().
Entao,

(0,2} = [ (=Bu)ple))de vo € HY(@.). (3.29)

De modo analogo, temos f. € L'(0,T; L*(€)), assim, f.(t) € H 1(Q.), o que nos
da

«ﬁux@nmmmy=é<ﬂuxwwwMtvUeHamy (3.30)

Agora, identificando u,. com a distribui¢ao u,. dada em (3.27), sendo u, solugao da

equagao (3.3), concluimos de (3.28), (3.29) e (3.30) , que u, satisfaz a equagao

U;’—Au:fg
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no sentido das distribuigoes vetoriais em H!(€.) e também u” € L*(0,T; H~(Q,)).

Etapa (iv) - Verificagao das condigoes iniciais

/!
€em?

Observemos que, pelas estimativas obtidas para ue, e u.,,, temos que (uepy) é
limitada em HY(Q.). E, como HY(Q.) <% L*(Q.), segue que a subseqiiéncia ()
converge para ., fortemente em L?(Q,), logo, converge fracamente em L?(Q.).

Assim, para 6 € C'([0,T];R), 6(0) =1, 6(T) =0, temos:

/0 (1w (£), )0/ (£)dt — /O (ue(£), )0 (£)dt

Ao integrarmos por partes, como u, € C°([0, T]; L*(€2.)), segue que:

{= [ e - w00}~ {- [ww.oo - wo.w}.
Usando (3.23), concluimos que:
(e, (0),0) — (uc(0),v), Yo € Hy(S).

Assim,

(e, (0)) — ue(0), fracamente em L*(,).

Por construcao temos que

e, (0) = u?, — v, fortemente em Hy(€2,).

Logo,

0

e, (0) — u?, fracamente em L?(€2,).

0

€

Assim, pela unicidade do limite fraco, segue que u.(0) = u

1

Analogamente concluimos que u.(0) = u/..
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3.3 Unicidade da Solucao Fraca

Nesta se¢ao demonstraremos, com as hipéteses do teorema (3.1), que a solucao
encontrada é unica.

Na segao 3.2 vimos que toda soluc¢ao u, do teorema (3.1), satisfaz

—/0 ((u;(t%v)@’(t)dH/o ((ueu(t),v))G(t)dtZ/o (fe(t),0)0(t)dt+(ug, (0),v), Y0 € C*([0, T R),

Notemos que z(t) = 0(t)v € C*([0,T); Hy(Q)) C L' (0, T; Hy ().
Assim, supomos u, e u; duas solu¢oes nas condigoes do teorema (3.1). Temos que

we = u, — u; satisfaz:
—/0 (wg(t),z’(t))dt+/0 ((we(t), 2(1))dt =0 Vz € CY([0,T); Hy(Q)).  (3.31)

Seja s € (0,7).

Observemos que w, é solugao nas condigoes do teorema (3.1), com f. =0, w(0) =
wl(0) = 0.

Temos que w, € L'(0,T; H}(€)), assim

— [y we(&)dE, se t<s

0 se t > s.

2(z) = (3.32)

é uma fungao de C1([0, T); H3(Q)).
Temos 2/'(t) = w(t).

Substituindo z(t), dada em (3.32), em (3.31), temos que:

/0 (! (1), welt))di + / (X (0), 2(0))dt = 0,

o que nos da:

/0 S ((2(0), 2(1))) = |we(t)|?]dt = 0.
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Mas, z(s) = 0 e w.(0) = 0, logo, ((2(0)), 2(0))) + |w.(s)|> = 0. Como ((2(0)), 2(0))) >
0, temos que |w.(s)[* = 0, logo w.(0) =0, Vs e [0,T].

Portanto a solugao fraca do teorema (3.1) é tnica.
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Capitulo 4

Homogeneizacao da Equacao da

Onda

Neste capitulo mostraremos o resultado de homogeneizacao para a equacao da

onda, e também, a semi-continuidade inferior da energia.

4.1 O Processo de Homogeneizacao

O capitulo 3 nos garante a existéncia e a unicidade da solucao da equacao da onda
no dominio €2, para € > 0, fixado, vamos obter nesta secao a solucao desta equacao
em todo o dominio €. Vamos, para isto, fazer ¢ — 0. Isto é o que chamamos de

resultado de homogeneizacao, que é apresentado no seguinte Teorema.

Teorema 4.1 Suponhamos que o quadro de hipéteses (2.1) seja satisfeito e consid-

eremos as sequéncias de dados satisfazendo:

1?8 —u®, fracamente em H}(Q)
ul = ul, fracamente em L2(Q) (4.1)

fe = f, fracamente em L'(0,T; L*(2)).
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Entao, a seqiiéncia de solugoes u. de (3.1) satisfaz

U. = u, fraco-estrela, em L>(0,T; H}(Q))

N (4:2)
u. = ', fraco-estrela, em L>=(0,T; L*(2)),
onde u = u(x,t) € a unica solu¢do da equacdo da onda homogenizada:
( 1
u — Au+ pu = f, em Q=Qx(0,7)
u =0, em Y =0x(0,T), I'=0909
u(0) = u°, em € (4.3)
u/'(0) = ul, em
| uwe OO0, T]; V) N CH([0, TT; L2(Q),

onde V = H}(Q) N L*(Q, du) definido em (2.8)e u é uma medida de Radon dada pelo
Lema (2.1).

Observagao 4.1 Notemos que, devido ao produto escalar a(-,-) de V', definido em

(2.9), a formulagao variacional da equagdo da onda, em (4.3); é:

G [t tua)ds + au(v)0) = [ f s
em D'(0,T), YveV (4.4)

u € L0, T; V)N Whe(0,T; L*()).

Notemos, também, que de acordo com o Teorema 2.2, a funcao u® (que € o limite fraco
em H}(Q) das fungoes 1° que se anulam sobre os buracos S, ) pertence a V', logo nao e-
ziste contradigcdo entre as duas condigoes u(0) = u® e uw € C°([0,T]; V). Observemos
que os resultados cldssicos garantem a existéncia e a unicidade de solugdes de (4.3).
De fato, a unicidade é garantida na larga classe L>=(0,T;V) N W1(0,T; L*(Q)).

E vdlido, também, observarmos que ]75 ¢ assumida convergir fraco em L*(0,T; L?(2)),

que € uma hipotese mais forte que ser limitada neste espago. [

Demonstracao: (do teorema (4.1)) Procederemos a demonstracao em quatro etapas:
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12 etapa - Estimativas a priori

Das estimativas obtidas em (3.19) segue-se que existe uma subseqiiéncia { e, Fmen

tal que
Uem = ue, fraco-estrela em L>(0,T; H(S)) (45)
u,,, = u,, fraco-estrela em L*>(0,T;L*(Q))
Assim, pelo teorema de Banach-Steinhaus, temos:
[ttel[ oo 0,713 (02)) < lim inf [teml| L0, m1 () < €, VE>0 (46)
HULHLW(O,T;LQ(Q)) S I%HLIOIlf Hu;mHLoo(O,T;Lz(QE)) S C, V€ > O
onde C nao depende de € devido as condigoes em (4.1).
Logo,
. é limitada em L>(0,T; Hj(f2)), independentemente de € > 0 (47)

u. é limitada em L°°(0,7; L*(2)), independentemente de € > 0.

Com isso, existe uma subseqiiéncia, a qual continuaremos a denotar por wu., tal

que:
Ue = u, fraco-estrela em L>(0,T; H}(2)) (48)
175 =g, fraco-estrela em  L=(0,T; L*(Q)).
Assim, pela proposigao(2.2), segue que
uw € L0, T; V)N Wh(0,T; L*(Q)). (4.9)

2¢ etapa - Passagem ao limite na equacao (3.1);
Sejam 1 € D(0,T), ¢ € D(Q2) e w, a seqiiéncia de fungdes do quadro de hipéteses
(2.1). Consideremos a funcao teste 1(t)w.(z)p(z) e vamos compo-la com a equagao

(3.1)..
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Temos:

(ue, V" (H)we(2)p(2))q. + (—Aue, Y(t)we(2)p(2)) . = (fe, Y (H)we(z)p(2))q.-
(4.10)

Observacao 4.2 Em (4.10) estamos representado por (-, -)g. o par dualidade entre

LY0, T3 H-Y(QL)) e L&(0, T; HE(QL).

Integrando por partes, na variavel x, o segundo termo do primeiro membro de

(4.10), obtemos:

(—Aue, Ywep) g, = / Vu, - V(Ywep)dedt =
¢ (4.11)
= / Vue - YyVwepdrdt + / Vue - Yw.Vodxdt.

€ €

Mas, por outro lado, temos que

<_Awe> wUéP)Qe = Vwe - V(@Z)usw)dl‘dt =
Qe (4.12)
= Vw, - YVuepdrdt + Vw, - Yu.Vpdxdt,
Qe Qe

entao segue que

/ Vi, - YVwepdzdt =
6 (4.13)
= <_Awe7wue()0>Qe - / Vwe - wuev(pd'rdt

€

Substituindo (4.13) em (4.11), obtemos

(=Aue, Ypwep)g. = (= Awe, Yucp)g.—

— Vw, - Yu.Vodrdt + Vue - Yw.Vpdzdt.
Qe Qe

(4.14)
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E, substituindo (4.14) em (4.10), temos

<U;a Ywep)q, + (—Awe, Pucp)q, — Vw, - YuVpdrdt+
@ (4.15)
+ / Vu, - pw NVedrdt = (fe, pwep)q.-

Aniélise dos termos de (4.15):

Antes de analisarmos, termo a termo, a equagao (4.15), faremos algumas consid-
eracoes.

Notemos que, em (4.8) temos a convergéncia
U, = u, fraco-estrela, em L>°(0, T'; Hy (),
que implica na convergéncia

T T
/ (ﬁe,vmdtH/ {(u, v)adt, Yo € L'0,T; H1(Q)),
0 0

em particular, para v(z,t) = ¢(x)y(x), com p € H~Y(Q), ¢ € L*(0,T), assim,

T T
/ (te, p)avpdt — / (u, p)ovdt, Yo € HT(Q), ¢ € L'(0,T).
0 0

Com isso,

T T
/ (/ ﬂewdaz) Ydt — / (/ ugodx) Ydt, Yo € H1(Q), Y € D(0,T).
0 0 0 Q

Pelo teorema de Fubini, segue que

T T
~ _ -1
/Q (/o wuedt) pdx /Q (/o wudt) edx, Yo € H(Q), Y€ D(0,T).
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Isto significa que
T T
/ Yudt — / Yudt fracamente em H,(2), (4.16)
0 0
logo, por Rellich-Kondrachoff, (inclusao compacta de H~1(Q) em L?*(€2),) segue que
T T
/ wﬂedtﬁ/ Yudt fortemente em L*(9).
0 0
E, como ¢ € D(0,T), seque que ¥" € D(0,T), logo,
T T
/ V" udt — / Yudt fracamente em H) () e fortemente em L*(Q).  (4.17)
0 0

Vamos, agora, a andlise dos termos em (4.15).

12 termo:
Estendendo por zero fora de €. e aplicando o teorema de Fubinino primeiro termo,

obtemos

T T
(Ue, V" wep) . = / /Qﬁ;w”wecpdxdt = /nggo </ @Z)"@dt) dx. (4.18)
0 0

Usando a hipétese (iiz) de (2.1) e o teorema de Rellich-Kondrachoff, para uma

subseqiiéncia, ainda denotada por w,, temos que
w, — 1, fortemente, em L*(€2). (4.19)

Assim, de (4.16) e (4.19), temos a seguinte convergéncia em (4.18)

T
(Ue, V" wep)g. — /Qcp (/0 w"udt) dx. (4.20)

61



2° termo:

Pela hipétese (iv) de (2.1) (—Awe = e — ), € pelo teorema de Fubini, segue que

(—Aw, Q/JUEQO)Qe = ((He = 7e), Yuep)q. =

_ <(ue — 70, </OT z/nIedt) <,0>Q (4.21)
(e ([ vrr) o),

pOiS7 <757 ¥ fOT wﬁ;dt)Q = 0.

Logo, de (4.16) e de (iv) em (2.1), temos a seguinte convergéncia em (4.21)
T
(—Awe, Yucp)g. — <u, (/ wudt) <p> : (4.22)
0 0

32 termo:

Aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de €., temos

T
Vw, - YuVpdrdt = / Vw, - (/ @Z)Egdt) Vipdzx.
Qe Q 0

Pela hipétese (iii) de (2.1), para uma subseqiiéncia, que ainda denotaremos pelo

mesmo simbolo, temos que Vw, — 0, fracamente, em L?(£2). Dai e de (4.16), temos

Vw, - YuVeodxdt — 0. (4.23)
QC

4° termo:

Aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de €., temos

T
Vu, - Yw.Vdrdt = / w V-V (/ @/}&}dt) dz. (4.24)
Qe Q 0
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Por (4.16);, para uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo, temos que:

T T
\% (/ z/nfedt) -~V (/ wudt) , fracamente, em [L*(Q)]". (4.25)
0 0

Assim, de (4.19) e (4.25) obtemos a seguinte convergéncia em (4.24):

T
/ Vu, - Yyw.Vodrdt — / Ve -V </ wudt) dx. (4.26)
. Q 0

52 termo:

Também aplicando o teorema de Fubini e estendendo por zero fora de €2, temos

Wep </OT @/}ﬁdt) dz, (4.27)

que

(fvwipo. = [

Q

e da hipdtese (4.1)3 temos que

T T
/ U fedt — / Y fdt, fracamente, em L?(€2).
0 0

Assim, desta convergéncia e de (4.19), obtemos em (4.27) que

uvule. — [ ¢ ( / ' wfdt) dr. (4.28)

Agora, usando as convergéncias obtidas em (4.20), (4.22), (4.23), (4.26) e (4.28),

segue de (4.15), que

[ ([ o) o [ sur) )
+/QV<pV</O wudt)d:c:/s)ng(/o

b fdt) dz,
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por Fubini e pelo teorema de Deny (ver observagao (2.2)), obtemos

/OT@/)” </Q;Ls0dx) dt+/0T1/1(/ngodu2dt
+/0 w(/ﬂvu.wdx)dt:/o ¢(/ﬂgpfdx)dt.

Pela arbitrariedade de ¥ € D(0,T), segue demonstrado que

d2

e u(z, t)p(z)dr + a(u, p) = / fedz, em D'(0,T),Vp € D(Q). (4.29)
Q Q

Por (4.9) e pela densidade de D(2) em V' (ver apéndice A), segue que (4.29) pode
ser estendida para toda fun¢ao v € V', o que demonstra (4.4) que equivale a (4.3); e
(4.3)5.

32 etapa - Passagem ao liminte nos dados iniciais

De (4.8) e da proposicao (2.2), temos que

(0, (-))a — (p,u(-))q, fortemente em C°([0,T]), Vo € H Q). (4.30)

Com isso e de (4.1),, obtemos que u(0) = u®.

Mostremos agora que u'(0) = wu!, para isto, aplicaremos a proposicao (2.4) a

Ve = ul.

Verifiquemos que P.u! — u”, fracamente em L'(0, ;W ~14(2)). De fato! Temos
u! = Aue + fo,

assim,

P.u! = P.Au.+ P.f..

Por (4.8)1, segue que [|Auc||r~@ru-10.)) < C, logo, pela proposicao (2.1), temos
n
| PeAte|| oo 0w 100y < Oy, Vg € Lm :
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Analisemos o termo P.f.. Pelas hipéteses (i) de (2.1) e (4.1) temos que wf. é
limitada em L'(0,T; L*(€2)), também [, we f.dt é relativamente compacta na topologia
fraca de L*(Q)) para qualquer subconjunto mensurdvel E de [0,7T], pois as funcoes
t |1 r2(0) sao uniformemente integraveis sobre [0,7], devido ao fato de que a
sequéncia f. ser relativamente compacta em LY0,T; L*(Q)), cf. [10] coroldrio 13
p.76, podemos aplicar o teorema de Dunford, (cf. [10], teorema 1, p. 101).

Logo, P.f. = wjg é relativamente compacto na topologia fraca de L1(0, T; L?(Q2)).

Com isso, Pu! = P.Au, + P.f. é relativamente compacto na topologia fraca de
LY0,T; W=19(Q)).

Assim, por (2.1) e (4.8)2, segue que

P/

! = we, > u, fraco-estrela, emL>(0,T; L*()).
Mas, (Pul)" = P!, logo,
P! — ", fracamente em L'(0,T; W 14(Q)). (4.31)

Logo, por (4.8)2, 4.31 e pela proposicao 2.4, segue que

/@(w,-)gp(x}dm — / u'(z,)o(z)dx, fortemente em C°([0,T)), Vo € L*(Q).
’ ) (4.32)
Portanto, usando (4.1),, segue que u'(0) = u'.
42 etapa - Conclusao da demonstracao

Demonstramos, pela extracao de uma subseqiiéncia (ainda denotada por (u.) que

a subseqiiéncia (u.) satisfaz (4.2) onde o limite
uwe€ L®(0,T; V)N Wh>(0,T; L*(Q2))

e satisfaz (4.3).
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A unicidade da solugao de (3.3), permite-nos deduzir que a seqiiéncia inteira sat-
isfaz (4.2).

Portanto, o teorema (4.1) estd provado.

4.2 Semi-continuidade Inferior da Energia

Nesta segao, mostraremos um resultado de convergéncia pontual (no tempo) e a
propriedade de semi-continuidade inferior da energia.

Definamos, para qualquer ¢ € [0, 7] a energia E — €(+) por
1 / 2 1 2
EL(0) = S 10320 + 310 g (4.33)
Temos a seguinte identidade da energia,

E.(t) = E.(0) +/0 /Q fe(z, s)dzds. (4.34)

Teorema 4.2 Suponhamos que as hipdteses do teorema (4.1) sejam satisfeitas. Entao,

para qualquer t € [0,T], fizado temos

u.(t) = wu(t), fracamente, em Hy (),

- (4.35)
ul(t) = u'(t), fracamente, em L*(1),

[ 1vutw 0P+ [ a0 Pduto) <

z 2 (4.36)

Sliminf/ |Vue(x,t)[*dz.
e—0 Q.
/|u'(:p,t)|2dx§1imiglf/ |ul(z,t)]*dz e (4.37)
Q =0 Ja.
E(t) <liminf E.(t), (4.38)

e—0
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onde a energia E.(-) € definida em (4.33) e e a energia E(-) é dada por
Lo 1 2 1 2
E(t) = 5ol (0) Bagoy + 3 V() Bae) + 5 (0 20 (4.39)
Demonstragao: Em (4.30), obtemos

(0, () — (p,uc(+))q, fortemente em C°([0,T7]), Yo € H ().

Em particular, V ¢ € [0, T], temos

(@, ue(t))o = (9, uc(t))a,

isto é

u.(t) — u(t), fracamente em H}(Q), Vt € [0,T],

o que nos da (4.35);.

Analogamente, de (4.32) temos
/ﬂzﬂ'(:c,~)g0(q:)dx—> /Qu'(a:,-)go(:c)dx, fortemente em C°([0, 7)), Vo € L*(9).
Em particular, Vt € [0, 7], temos

(o, () r2(),200) = (@: ue(t)) 120,020, Voo € L*(9),

isto é,

w. (1) — u(t), fracamente em L*(Q), Vt € [0,T],

o que nos da (4.35)s.

Ja a asser¢ao em (4.36) segue diretamente do teorema (2.2).
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De (4.35)3 segue que
/\u’(x,t)|2dx:lim/ U/ (z,t) P dz < liminf/ \Vul(z,t)|*dx.
Q e—0 Q. e—0 Q

Agora, combinando (4.36) e (4.37) temos

/|Vux52dx+/|ux52d,u /\u;z:s\d:c

< lim 1&1f{fQe |Vue(z,t)|>dr + er [ul(z,t)|>dz}.

Assim,

/|Vu:c52d:c—|- /\uxs2du /\u;z:s\d:c

< lim 1&1f{5 er |Vue(z,t)|*de + 5 er |ul(z,t)>dz},

isto é,

E(t) <lim iglf E(t),

o que demonstra (4.38).
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Capitulo 5

Resultados de Correcao

Neste capitulo estabeleceremos e demonstraremos o resultado de correcao para a
equacao da onda. Para isto serao necessarias hipoteses especiais sobre os dados. Uma

das principais etapas da demonstragao é a convergéncia forte da energia em C°([0, T1).

5.1 Convergéncia Forte da Energia

Com relagao a condigao inicial u?; suporemos que

u) € Hy(S2);

Jdg. € H7Y(Q), tal que
(5.1)

—Aug = g., em D'(QQ),

ge — g, fortemente em H~1(Q).
Assim, pelo teorema (2.1), temos

0

u? — u°, fracamente em Hj (),
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onde u° = u’(x) é a tinica solucao de

—Au? + pu® = g, em D'(Q)

ud e V.

Teorema 5.1 Suponhamos que as hipdteses do teorema (4.1) sejam satisfeitas e que

a seqiiéncia de dados u?, ul, f. satisfacam (5.1) e

€’

fo = f, fortemente em L(0,T; L*(R)), (5.2)

ul — ul, fortemente em L?(Q).

Entao,

E.(t) — E(t), fortemente em C°([0,T)), (5.3)

onde E.(-) e E(-) sdo dadas por (4.33) e (4.39), respectivamente.

Demonstracao: Temos as seguintes identidades:

E.(t) = E(0) + /0 t /Q 6 fulw, ). (x, s)dads e

E(t) :E(0)+/Ot/Qf(x, s)u'(z, s)dxds,

com

1 1
Ee(O)zi/Q |ui|2dyc+§/Q |Vu8|2dx e

1 1 1
E0) = —/ |u1|2dx+—/ |Vu0|2dx+—/ [uC|d .
2 Ja 2 Ja 2 Ja

Pelo teorema (4.1) e pela hipétese (5.2)1, temos

/O t /Q fe(z, s)ul(z, s)dxds — /O t /Q fla, s)u'(z, s)dxds,

para qualquer t € [0, T.
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Por outro lado, das hipéteses (5.1), (5.2)3 e do teorema (2.3) resulta que
E.(0) — E(0).

Logo,

E.(t) — E(t), para qualquer t € [0,T], (5.4)

0 que é apenas uma convergencia pontual no tempo.
Para obtermos a convergéncia uniforme da energia, usaremos o teorema 1.2. Mostraremos,
entao, que a familia de energias { E(t) }.~o é eqiiicontinua. Com efeito, sejam ¢ € [0, T]

e h > 0 suficientemente pequeno. Entao, temos:

t+h
|E(t+h) — / fe(z, s)u.(x, s)dxds

t+

folz, s ||uE x, s)|dxds

< el e 0.2 (@) Hf( $)ll 2@ ds
t

Como u. ¢ limitada em L>°(0,T; L*(Q)) e f. — f, fortemente em L'(0,T; L3(2)),

temos que

|E.(t+h) — E(t)] — 0, quando h — 0, uniformemente em ¢, (5.5)

o que nos diz que a familia de fungdes { E.(t)}c~0 € eqiiicontinua.

Logo, de (5.4), (5.5) e do teorema 1.2, segue-se a convergéncia (5.3).

]
5.2 Resultado Auxiliar
Vamos definir, agora,
ec(0)(H) = 210/ (D) 2y + V0D (5.6)
€ ) L2(Q) T 5 L2(Q) .
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para v € C°([0,T]; H} (2.)) N CY([0,T); L*(9)), e

1 1 1
(o)1) = S0/ Oxey + 5V aey + 5100 Exaa (57)

para v € C°([0,T]; V) N CL([0,T]; L*(%2)).

Temos, entao, o seguinte resultado:

Proposicao 5.1 Suponhamos que as hipdteses do teorema (5.1) sejam satisfeitas,

entao

ec(tue —wep)(r) — e(u — )(+), fortemente em  C°([0,T]), (5.8)

para toda ¢ € D(0,T;D(Q)).

Demonstracao: Temos que

ee(Ue —wep)(t) = ec(uc)(t) + ec(wep)(t) — /Qﬂle(:p, twe(x)@ (x,t)dx (5.9)

- /Q Vi(z,t) - V(we(z)p(x, t))dr.

Tomando o limite em cada termo do lado direito da equacao (5.9), temos

1° termo. Como e.(u.)(t) = E(t),do teorema 5.1, segue que

ec(ue) () — e(u)(+), fortemente em C°([0,T]). (5.10)

2° termo. Derivando-se no tempo mostra-se que a fungao |wecp(-)|%2(ﬂe) é limitada
em W1>°(0,7) <=C°([0,T]), pelo teorema (1.12)iii).

Assim, usando (7i7) de (2.1), obtemos que

[wed' (NZza,) = [0t ()Zag) = |¢'F2q), fortemente em  C°((0,T7),  (5.11)
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e também que

t t
/ |wecp(s)|%2(ge)ds—>/ |g0(s)|%g(mds, fortemente em C°([0, T]). (5.12)
0 0

Por outro lado,

/0 19 (w0 (5)) Py ol = / 19 (1 (5)) By e
- / (V(wep(s)), V(wep(s)))ds

(=div[V (wep(s))], wep(s))ds

(-
-/

(

_ /(AWp( ) 4 2Vw, - Vio(s) + Ap(s)we, wep(s))ds
( (),
(

o\o\w

div[Vwap(s) + wVeo(s)], wep(s))ds

div(Vwe)e(s) + Vw, - Vo(s) + div(Ve(s))we + Vwe - Vo(s), wep(s))ds

[e=]

— /0 Aw.p(s), wep(s))ds — 2 /0 (Vwe - Vp(s), wep(s) )ds
Ap(s)we, wep(s))ds

(Awep(s), wep(s)ads — 2 / / Vuw, - Vo (s)wep(s)dads

//A(p Ywel*o(s)dxds

Por (iii) e (i) de (2.1), podemos tomar o limite em cada termo do lado direito, e

),
),

observando que cada termo é limitado em W1>(0, T'), obtemos

//Agp Nwe*o(s)dzds — — //A@ s)dxzds, (5.13)

fortemente em C([0, T]);

t
—/ /Vwe-Vgo(s)wego(s)d:cds—>O, fortemente em  C°([0, T7); (5.14)
0o Ja
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<—Aw€g0(8),w€g0(8)>g = <_Awea we(p2(5)>9 = </~Le — Ve we¢2(5)>9
= (e, we®(s))o — (1, ©*(s)) o,
fortemente em C°([0,T7).

Logo,
- / (Awp(s), wep(s))ads — — / (1. () ads, (5.15)

fortemente em C°([0,T7).

Combinando (5.11) e (5.15), obtemos que

ec(wep(+)) — e(p)(+), fortemente em C°([0,T]). (5.16)

32 termo. Notemos que, de (4.32), temos
/ u o (z, p(z)de — / u/(z, - )p(x)dz, fortemente em C°([0,T)), ¥ o € L=(S),
Q Q
assim, como

sup < el e 0,122 [l 220 @) lwe = L[ r2(0) — 0,

te[0,7)

/ (1, 8) (wel(x) — 1)(x)da
Q

por (7ii) de (2.1), e assim
/{Z’e(x,t)wg(x)@/)(x)dm — / W' (z,t)Y(z)dr, fortemente em C°([0,7]). (5.17)
Q Q

Aproximando ¢’ (z,t) em C°([0,T]; L*(Q2)) por fungoes da forma Y n;(t);(x), onde

=1
n; sdo fungoes continuas sobre [0, 7] e as 1; pertencem a L>(Q), Vi € {1,2,- -, k},
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deduzimos, de (5.17) e por (i) de (2.1), que

/Qz?e(x,t)we(x)go’(x,t)dx%/Qu’(:c,t)go’(x,t)dx, fortemente em C°([0, TY).
(5.18)

42 termo. Observemos que

/Q Vi (z, ) - V(we(2)p(r, s))dz = (~ Awe T()p(t))

) ) (5.19)
—Q/ng(x,t)Vwe(x)-Vgo(m,t)dx—/Que(:p,t)we(x)Ago(x,t)dx.

Consideremos a funcao

t— —Q/S)ﬂg(x,t)Vwe(x) -Vo(z,t)dr — /Qﬁe(:p,t)weAcp(:p,t)dx.

Agora, do teorema (4.1), temos que @, é limitada em W1*°(0,T; L*(Q)), logo a
fungdo é limitada em W1>(0,T) e é relativamente compacta em C°([0, T7).

Com isso,

—Q/Qﬂe(x,t)Vwe(x)-Vgo(x,t)d:c—/Qﬁe(x,t)weAw(:c,t)dx

(5.20)
— —/u(x,t)Ago(x,t)dm = / Vu(z,t) - Vo(z,t)dz,
Q Q

fortemente em C°([0, 7).
Analisemos, agora, o termo (—Aw,, u.(t)p(t))q.

Como, u, = 0 em S, segue que

(—Awe, uc(t)p(t))a = (pe, Uc(t)p(t))o-

Mas, como € H™1(Q), e L2(2) = H1(Q) existe uma sequéncia v, em L?(Q) tal que

. (5.21)

| =

Ve = ptll 1) <
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Assim,

[{(=Awe, tep)a — (1 up)allL~om) < [[{pe — 1, tep)allLoeqo,r)
[ = vi, (e — )l e0,1) (5.22)

[k, (e — u))all Lo o,r)-

Por (iv) de (2.1) e por (4.2), temos

lim [[{pe = g1, Uephall e 0.1y <

<ty (Il e = o) =

e, de (5.21), temos

{1t = vk, (e — u))al| Lo,y <

(VAN
w'lm

< lp(te = w)|| oo 0,1 ) 1t — Vil -1

Além disso, de (4.2) e da proposigao (2.1), temos que
i, — u, fortemente em C°([0, T], L*(2)), e

portanto, para k fixado,

lim [ (v, (e — u))allL=o,r) <
0 ©n (5.23)

< lim (17l 2oy 1]l oo @y [t = wllcoqo. 79 22(02))) = O.

De (5.22) e (5.23), segue que
(—Awe, Uep)a — (1, up)q, fortemente em C°([0,TY).

Assim,

/SZVﬁe(x,t) -Vwe(x)p(x, t)de — /S)Vu(x,t) -Vo(x, t)dr + (p, up)q, (5.24)
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fortemente, em C°([0,TY).

Portanto, por (5.10), (5.15), (5.18) e (5.24), segue que

ec(ue —wep)(r) — e(u — )(+), fortemente em C°([0,T]), V¢ € D(0,T;D()).

0

5.3 Corretor para a Equacao da Onda

Nesta secao apresentaremos o resultado de correcao para a equacao da onda, em um
dominio com pequenos buracos. Para isto usaremos a convergéncia forte da energia,

demonstrada na sec¢ao 5.1 e o resultado auxiliar visto na secao 5.2.

Teorema 5.2 Suponhamos que as hipéteses do teorema (5.1) sejam satisfeitas. Se
u denota a tnica solu¢io do problema homogeneizado (4.3), entdo a seqiéncia de

solugoes {uc}eso do problema (3.1) satisfaz:

w. — !, fortemente em C°([0,T]; L%()), (5.25)
Ue = W +1e, com (5.26)
re — 0, fortemente em  C°([0,T]; Wy (Q)). (5.27)

Além disso, se u € C°(Q x [0,T)), entdo

re — 0, fortemente em  C°([0,T]; H}()). (5.28)

Antes da demonstracao do teorema 5.2, faremos a seguinte observagao:

Observagao 5.1 Seu € D(Q), o teorema 5.2 é uma conseqiiéncia direta da proposi¢ao

5.1. De fato, (5.26), e (5.28) seqguem imediatamente de (5.8) e (5.25) é também uma
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conseqiiéncia de (5.8), observando que
/ / / / /
u, —u' = u, — wau' + (we — 1)u'.

Mas, se u nao pertence a D(Q), o teorema 5.2 ndao pode ser obtido tao facilmente.
Nesse caso, a solu¢ao u deverd ser aproximada por uma seqiiéncia de funcoes requlares
¢ para deduzirmos (5.25), (5.26) e (5.27) de (5.8). E o que faremos na demonstragio

abaizo.

Demonstracao: (do teorema 5.2) Pelo teorema 4.1, temos que
u € C°([0,T]; V)N CH[0, T]; L*(2)).
Seja (pr) uma seqiiéncia em D(Q) tal que
or — u, em C°([0,T); V) N C*([0, T); L*(2)), (5.29)

quando k — oo.

Pela proposigao (5.1), temos

lim sup {H(ﬂe - weSOk)IH%oo(o,T;B(Q)) + V(. — we‘Pk)”%w(o,T;m(Q))} =

e—0

< 2lle(w = i) || L= 0,1),

e assim,

Jm lim sup {|| (@e — wepr)' || 0,720+

(5.30)
+||V (e — w&k)”%w(o,T;L?(ﬂ))} =0
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Notemos que

/e — U poorrz@) = [0 + wep, — wepl, + @, — Pl — || oo 0.1:02(02))
< e = wel |l Lo + 1k (we — 1) || o 0,122 (02))

Hlek = 'l =720
(5.31)
Por (5.29), (5.30), (5.31) e (2.1), deduzimos que

w'. — ', fortemente em C°([0, T]; L*(12)).

Logo, (5.25) esta demonstrada.

Por outro lado, temos

|V (te — weu)|| oo 0,701 (02)) =
= [[V(ue — weu) — V(wepr) + V(wespk)”/;oo(o,T;Ll(Q))
= ||V (e — wepr) + V(we(or — w)) Lo 0,01 (0))
<||V(ae — we()@k)”Lw(O,T;Ll(Q)) + [V (we(pr — U))||L°°(0,T;L1(Q)) (5.32)
< C|\V(te — wepr) || e 0,m;02(0)) + [[Vwe(r — w)|| Lo 0,001 @)
FweV (or — W)L 0,7;01(2)
< OV (ue — wepr) || L0120 + ClIVWel 2@y~ - Ik — ulloogo,ry22(0)

+CH7~U6HL2(Q) loox — UHCO([O,T];H(%(Q))-

Assim, combinando (2.1), (5.29), (5.30) e (5.32), segue que
Vre = V(i —weu) — 0, fortemente, em C°([0,77; [L'(2)]™).

o que demonstra (5.27).
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Consideremos, agora, o caso em que u € C’O(ﬁ x [0,T]). Neste caso, a seqiiéncia

(pr) pode ser escolhida de maneira que satisfaga, além de (5.29), a seguinte hipotese
¢r — u, fortemente, em C°(Q x [0,T))).
Com isso, podemos estimar V(u. — weu) em L*°(0,T; L*(Q2)) e ndo apenas em

L>=(0,T; L*(£2)), como fizemos em (5.32). Com efeito, temos que

IV (we(er — w))l| L0, 1:22(0) <
< [Vwe(or — u) || Lo o,m522(0)) + [[weV(0r — w) || L 0,7:22(0)

< O Vwellizz@ - lok — ullco@xpory + Cllwel =) - [lor — ull L 0,013 @)

Analogamente a (5.32), isso nos da

Vre = V(i — weu) — 0, fortemente, em C°([0, T]; [L*(2)]"),

o que demonstra (5.28).
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Capitulo 6

O Caso dos Buracos Menores que o

Tamanho Critico

Neste capitulo estudaremos o caso partidular onde os buracos sao menores que
o tamanho critico. Neste caso, a sequéncia w., do quadro de hipdteses (2.1), con-
verge fortemente em H'(Q), o que resulta u = 0. Os resultados de homogenizagao e
correcao, apresentados nos capitulos 4 e 5, continuam validos neste caso, podendo ser
melhorado o resultado de corre¢ao, substituindo-se w, por 1, e assim a convergéncia
forte dos dados agora implicara na convergencia forte das solucgoes.

Admitiremos que:

.
Existe uma seqiiéncia de funcoes testes w,. que satisfaz

') we € HY(Q), Jwe|| o) < M,
(2) (€0), [JwellLoe ) < Mo 6.1)

(17) we=0em S,

\ (i17) we — 1, fortemente em H(Q).

Observacao 6.1 Notemos que a hipdtese principal nao € feita diretamente sobre a
forma e o tamanho dos buracos, mas em termos da familia de funcoes testes w.. As
hipdteses (6.1) dizem que o tamanho dos buracos r. é menor que o tamanho critico

dado em (2.4), ou seja, re € tomado satisfazendo
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e2logr, — —oo0, sen =2

e/ (n—2) (6.2)
— 400, sen > 3.

Te
A principal diferenca entre as hipdteses (2.1) e (6.1) é que, em (iii) de (6.1), ad-
mitimos a convergéncia forte de w.. Neste caso, a hipdtese (iv) de (2.1) é claramente
satisfeita com v. =0, pe = —Aw, e pu = 0.
Notemos, também, que se admitirmos que (2.1) € satisfeita com p =0, o uso de

ve = pw, com @ € D(Q) em (i) de (2.1), implica que
w, — 1, fortemente em H} (),

isto nos diz que a condi¢ao = 0 em (2.1) pode ser entendida como uma “ versdo

local” de (6.1), onde H*(Q) € substituida por H}, ().

Exemplo 6.1 Um exemplo em que o quadro de hipdteses (6.1) é satisfeito, se dd
quando ) é periodicamente perfurado por buracos S. da forma S dada no exemplo
(2.1) e tamanho como em (6.2) (ver observagdo (2.2)).

Outro exemplo que satisfaz (6.1) € o caso onde S¢ é a unido de um nimero finito

N (fizo) de buracos que se dissipam, ou seja,
N
Se=Jss,
i=1
com S§ conjuntos fechados tais que S C K para algum K tal que K C Q e
diam(S;) — 0, quando € — 0.

Teorema 6.1 Suponhamos que o quadro de hipdteses (6.1) seja satisfeito e consider-

emos uma seqiiéncia de dados que satisfazem (4.1). Entdo, a sequéncia u. de solugioes

de (3.1) satisfaz:
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Ue = u,  fraco-estrela em L*°(0,T; Hy(9))

u’ = u', fraco-estrela em L>(0,T; L*(Q)),

u(t) — u(t), fracamente em Hj(S2)

u/ —/'(t), fracamente em L*(Q),

para todo t € [0,T), onde o limite u € a unica solugcdo de:

' — Au=f, em Q=Qx(0,T)
u=0, em X =00 x(0,T)
(6.3)
u(0) =u®, /' (0) = u', em
| e oo, T HY) N O (0, T(9)
Além disso, se os dados satisfazem
fo— f,  fortemente em LY(0,T:L*())
w — u® fortemente em H}(Q), (6.4)
ul — u', fortemente em L*(Q),
entao,

. — wu, fortemente em C°([0,T]; HY(Q)) (6.5)

u, — u, fortemente em C°([0,T]; L*(Q)).

€

Observagao 6.2 Notemos que a substituicao da hipdtese (2.1) pela hipdtese (6.1)
implica que a condi¢ao (6.4) equivale a hipdtese do teorema (5.1).[ Com efeito, quando
(5.1) e (6.1) sdo satisfeitas, o teorema (2.1) nos dd a convergéncia forte de u° para
u®, em H}(Q), pois p = 0 em (2.10). Reciprocamente, g = —Au§ e g = —Au®

claramente satisfazem (5.1)].

Demonstracao: ( do teorema (6.1)) A demonstracao da primeira parte do teorema

(6.1) (passagem ao limite em (3.1)) é uma mera reformulacao dos teoremas (4.1) e
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(4.2). Por outro lado, as hipdteses em (5.3) implicam que as hipdteses do teorema
(5.2) sobre os dados u?, ul e f. sdo satisfeitas, entao (6.5)y é dada por (5.25).

Para demonstrarmos (6.5);, procederemos como na demonstragao do teorema
(5.2). Seja ¢r € D(Q) uma seqiiéncia satisfazendo (5.29).

Assim, temos

IV (Ue = u)lleomirz @i < V(e = wer) | Loo(o,7502(0))
HIV((1 = we)er)l| Lo 0,122 (6.6)

+IV (er — U)”LOO(O,T;L?(Q))-

Raciocinando como na demostragao do teorema (5.2), e usando agora a convergeéncia
forte de w, para 1, em H'(£2), no segundo termo apés a desigualdade (6.6) ( esta é a

novidade importante aqui), obtemos facilmente (6.5);.
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Apeéendice

Neste apéndice apresentaremos a defini¢ao e enunciaremos alguns resultados sobre

medidas de Radon e provaremos a densidade de D(2) no espaco V', definido em (2.8).

A.1 Medidas de Radon (ou medidas de ordem zero)

Sejam ) C R", aberto e K um subconjunto compacto de €2. O espaco
Ce(Q2) ={p € C(Q) : supp ¢ C K},
munido da norma

el = max {[p(t)] - ¢ € K},

é um espaco de Banach.

Definigao A.1 Seja {¢n}nen uma seqiéncia em C.(S2), escreveremos ¢, — 0 se, e

somente se, existir um subconjunto compacto K C €2, tal que
(i) supp ¢, C K, ¥n € N,
(ii) @, — 0, uniformemente em Q.

Dizemos, entao, que {pntnen converge para zero, em (ou no sentido de) C.(£2).

Definicao A.2 Uma medida de Radon real p, em §2, € uma forma linear em
C.(Y), que é continua no sentido em que {on}tn C Ce(Q) e ¢, — 0, juntos, im-

plicam lim p(p,) = 0.
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Analogamente define-se medida de Radon complexa.

Proposicao A.1 Uma forma linear pn em C.(2) é uma medida de Radon, se, e

somente se, para todo conjunto k C €, existir my > 0 tal que

()] < mpllellx, Vo € C(S2),

com supp f contido em K.

Definicao A.3 Uma medida de Radon real i1, em €2, é positiva no sequinte sentido:

para toda ¢ € C.(Q), com p(x) >0, para todo x € €,

/ o(@)dp(z) > 0.
Q

Nesse caso

(@) = sup{p() : ¢ € Cer (Q), ¥ < @},

para cada @ em C.y (), conjunto das fungoes positivas em C.(€).

Exemplo A.1 Sdo exemplos de medidas de Radon: medida de Lebesgue, medida

atomica, densidades, medida de Lebesque-Stiltjes.

A.2 Um Resultado de Densidade

Teorema A.1 Seja Q C R", aberto e limitado. Consideremos p € H~1(Q)

uma medida de Radon finita e positiva sobre Q. Entdao D(2) € denso em V =
H () N L2(;dp).

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao em trés etapas:
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12 etapa - Densidade de V N L>®(Q) N L*(Q;du) em V

Sejam v € V e r > 0. Definamos

r, se v>r
Tiv= v, se |v|<r

—r, se v< —rT.

Temos que Trv € HY () N L>®(2), Vr >0 e que

T,v — v, fortemente em H}(f2), quando r — oo.

Também, |T,.(z)| < r, Yz € 2, exceto sobre um conjunto de capacidade zero.

Sendo p uma medida de Radon pertencente a H (), e como todo conjunto de
capacidade zero é p - medida zero, temos que |T,v(z)| < r, Vx € €2, exceto sobre um
conjunto de medida zero.

Logo, T,v € L*®(Q;du) C L*(Q;du). Com isso, T,v € V.

Da convergéncia forte de T,v para v, em H} (), existe uma subseqiiéncia, ainda
denotada pelo mesmo simbolo, tal que T,v(z) — v(x), Vx € €, exceto sobre um
conjunto de capacidade zero.

Assim, T,v(x) — v(zx), Yz € §, exceto sobre um conjunto de p - medida zero.

Aplicando o teorema de Lebesgue, temos T,v — v, fortemente em L*(2;du),
quando r — 00.

Portanto, V' N L*>(2) N L>°(Q; du) é denso em V.

22 etapa - Densidade de V N CY(Q) em V

Consideremos v € V' N L*(2) N L*>(; du) e v, uma seqiiéncia tal que

v, € D(§2), para cada r fixo,

v, — v, fortemente em H}(Q2), se r — oc.
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Seja M = [[v]|o(q) = [[V]l (0.4 € cOnsideremos a seqiiéncia w, = Thr41v,. Temos
que w, € CY(Q).

Sendo a aplicagao Tyry1 : HE(Q) — HJ (), continua, segue que

w, = Tyrp1v, — Tarv = v, fortemente em Hy(Q), ser — oo.

Para uma subseqiiéncia adequada, temos que w,(x) — v(zx), Vo € 1, exceto sobre
um conjunto de p - medida zero.

Como |w,(x)| < M +1, exceto sobre um conjunto de x - medida zero, pelo teorema
de Lebesgue, w, — v, fortemente em L2(€2;du), se r — oo.

Logo, para v € V N L>*(Q) N L>*(; dp), temos

w, € VNCYN)

w, — v, fortemente em V, quando r — oo,

usando a 12 etapa, segue que V N CY(Q2) é denso em V.

32 etapa - Aproximagao de fungoes de V N CY(Q) por fungoes de D(1)

Seja v € VN CY(Q) e definamos v, = p * v, com p.(z) = p(%), onde p € D(R™)
¢ uma funcao nao-negativa com suporte compacto contido na bola unitaria do R™ e
satisfaz [, p(z)dz = 1.

Temos que, para € > 0, suficientemente pequeno, v, € D(2). Também,

v. — v, fortemente em H () N C(Q), quando ¢ — 0.

Sendo p uma medida de Radon finita, temos C(Q) — L2(£2;dpu).
Logo,

v, — v, fortemente em L*(Q;du), quando e — 0.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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