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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é calcular a densidade de centro da representacao
geométrica do ideal totalmente ramificado em corpos de condutor primo. Primeiro, faze-
mos a caracterizagao dos subcorpos do p-ésimo corpo ciclotomico e dos elementos do
ideal, também calculamos a norma desse ideal. Em seguida, é apresentada uma forma
quadratica e explicitado o seu minimo para o cédlculo do raio de empacotamento dessa

representacao geométrica. Finalizamos com o calculo da densidade de centro.

Palavras-chave: corpos ciclotomicos, condutor, reticulados, densidade de centro,

forma quadratica.



Abstract

The main aim of this work is to calculate density of the center from the geometric
representation of the totally ramified ideal in prime conductor fields. First of all, we
make the characterization of the elements from subfields of the p-th cyclotomic field and
from the ideal of the elements, we also calculate the norm of this ideal. After that, a
quadratic form is presented and exhibit its minimun for the radius of packing calculation

this geometric representation. Concluding with the center density calculation.

Keywords: cyclotomic fields, conductor, lattices, center density, quadratic form.



Introducao

O desafio de se determinar empacotamentos esféricos com a maior densidade tem
despertado a curiosidade de matematicos desde 1900, quando esse foi citado por Hilbert
como sendo o 18° problema de uma seleta lista de vinte e trés problemas. Em particular,
os empacotamentos esféricos cujo conjunto de centros das esferas formam um subgrupo
discreto do R™ foram estudados com maior interesse e denominados empacotamentos
reticulados.

Em 1948 Shannon publica um artigo [11] mostrando a estreita relacao entre a eficiéncia
de codigos corretores de erro e a densidade de empacotamentos reticulados, com isso o
problema proposto por Hilbert ganha um espaco na Teoria da Informagao.

Sao varias as técnicas para se obter reticulados; neste texto utilizamos a técnica des-
crita por Minkowski, que se baseia na Teoria Algébrica dos Nimeros e consiste na repre-
sentagao geométrica de Z-moddulos livres de um corpo de nimeros.

Na década de 90 Joseph Boutros juntamente com outros especialistas publicaram
alguns resultados onde mostram que versoes particulares de empacotamentos reticulados
construidos de corpos ciclotomicos, coincidiam com os reticulados mais densos conhecidos.
Dessa forma comecam a surgir varios trabalhos em corpos ciclotomicos.

Nesta dissertacao optamos por trabalhar em corpos abelianos de condutor primo, pois
o grupo de Galois do p-ésimo corpo ciclotomico Q((,) sobre Q ¢ ciclico, o que garante que
para cada d divisor do grau de Q((,) sobre Q existe um tnico subcorpo K de Q(¢,), de
grau d. Ainda é possivel caracterizar esse corpo e seu anel dos inteiros algébricos, Ok (cf.

Teorema 2.2.2). Obtemos os reticulados a partir da representagao geométrica de ideais a

12
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do anel dos inteiros algébricos de K.
Dentre os varios parametros de um reticulado, damos énfase a densidade de centro,

que é dada pela expressao:
2tpn
| Dx|'/2N (a)

onde t é a metade do nimero de imersoes complexas de K em C, p é o chamado raio de
empacotamento do reticulado, n é o grau do corpo K, Dk é o discriminante do corpo e
N(a) é a norma do ideal.

O discriminante do corpo, nestes casos, é obtido de forma direta, aplicando o Teorema
2.2.2. Para calcular a norma de um ideal, devido as dificuldades, optamos por tomar
ideais primos que se ramificam completamente em Oy, onde a determinacao do raio de
empacotamento requer a minimizagao de uma forma quadratica que é obtida da funcao
trago como veremos no iltimo capitulo.

Dessa forma percebemos que a maior dificuldade para obtermos a densidade de centro
do reticulado, no nosso caso, esta na determinacao do raio de empacotamento. Assim
o objetivo central deste trabalho é compreender a forma quadratica da funcao traco do
corpo Q((,) e dos seus subcorpos, obtendo as informagoes necessarias para o calculo da
densidade de centro.

Esta dissertacao destina-se ao leitor que tem conhecimento béasico de Teoria Algébrica
dos Nuimeros, ou seja, que tenha uma familiarizagao dos conceitos introduzidos no primeiro
capitulo, que esta descrito abaixo. Os principais resultados de cada capitulo sao menciona-
dos no inicio de cada um, como também ¢é dito o critério usado para a escolha de quais
resultados sao demonstrados. Dividimos este trabalho em trés capitulos.

No primeiro Capitulo introduzimos e exemplificamos os conceitos basicos necessarios
para o entendimento desta dissertacao tais como a definicao de corpos de ntimeros, ele-
mentos algébricos, discriminante, inteiro algébrico, base integral, norma e traco de um
elemento. Também apresentamos a fatoracdo de um ideal primo, usando o Lema de
Kummer e estudamos norma de um ideal.

No segundo Capitulo encontra-se os resultados utilizados para a melhor compreensao
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do Capitulo seguinte. Iniciamos com o conceito de corpo ciclotomico e polindmio ci-
clotomico, descrevemos o anel dos inteiros algébricos desse corpo, enunciamos e exempli-
ficamos alguns resultados para o calculo do seu discriminante. Na se¢ao seguinte caracte-
rizamos os subcorpos do p-ésimo corpo ciclotomico, o seu anel dos inteiros algébricos e o
seu discriminante; nessa secao utilizamos alguns resultados da Teoria de Galois. Também
apresentamos os conceitos de reticulados, empacotamento esférico e densidade de centro.
Por 1ltimo é apresentado o método de Minkowski e explicitada uma férmula geral para o
calculo da densidade de centro dos reticulados obtidos a partir desse método.

No terceiro Capitulo encontra-se o principal objetivo deste trabalho. Aqui abordamos
especificamente o corpo Q((,) e seus subcorpos K. A Proposicao 1.6.1, sobre a decom-
posicao de ideais em um corpo de extensao; o Teorema 1.6.6, fornecendo uma condigao
necessaria e suficiente para que um ideal se ramifique completamente em um corpo de
nimeros; o Lema de Kummer e o Teorema da Evidéncia sao resultados da segao 1.6 forte-
mente utilizados neste capitulo, assim como o Teorema 2.2.2, que caracteriza os subcorpos
K, da subsecao 2.2.1.

Primeiramente estudamos o ideal pZ que é o 1nico ideal primo que se ramifica com-
pletamente em O, o anel dos inteiros algébricos de L. = Q((,); descrevemos sua de-
composicao em O, e no anel dos inteiros algébricos de K, Okx. Em seguida fazemos a
caracterizacdo dos elementos dos ideais p, = (1 — (,)OL e px = pr N Ok.

Na secao seguinte apresentamos uma forma quadratica para a funcao trago no corpo
Q(¢p) e para seus subcorpos K, que sera utilizada no célculo da densidade de centro.
Depois estudamos a minimizagao da forma quadratica para o subcorpo K restrita ao ideal
pk e determinamos o minimo dessa, consideramos esse o topico mais dificil desse Capitulo.
Finalizamos com exemplos explicitando o calculo da densidade de centro da representagao

geométrica do ideal pg.



Capitulo 1

Corpos de Numeros

Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos da Teoria Algébrica dos Numeros
afim de proporcionar um melhor entendimento dos préximos capitulos e também fixar
a notagao aqui adotada. Admitimos que o leitor tenha conhecimentos elementares de
estruturas algébricas, que podem ser encontrados nas referéncias [4], [5] e [6].

Introduzimos os conceitos e as propriedades de extensoes de corpos, elementos algébricos
e inteiros algébricos. Também definimos corpo de ntimeros, tratamos de discriminante,
anel dos inteiros algébricos, base integral e de norma e trago de um elemento.

Ainda descrevemos a decomposicao de ideais em ideias primos usando o Lema de
Kummer e também a decomposicao de ideais em uma extensao qualquer e ainda, mais
especificamente, em uma extensao galoisiana. Por tltimo calculamos a norma de um ideal
nao nulo do anel dos inteiros algébricos.

Dentre os resultados centrais do capitulo destacamos o Teorema 1.4.1, que garante a
existéncia da base integral para todo corpo de numeros; o Teorema 1.6.3, mostrando a
unicidade da fatoracao de um ideal em ideais primos, a Proposicao 1.6.1, sobre a decom-
posicao de ideais em uma extensao e também o Teorema 1.7.2, que prova que a norma de
ideais é multiplicativa.

Aqui optamos por apenas citar as fontes onde se encontram as demonstragoes dos

resultados apresentados.
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Sejam L um corpo e K seu subcorpo, dessa forma IL é dito o corpo de extensao de K e
denota-se L/K. A dimensao de L, visto como K-espago vetorial é chamada de grau de LL
sobre K e denotada por [L : K]. A extensao L/K é uma extensao finita se [L : K] é finito.
E possivel mostrar que se K é um corpo, . uma extensao finita de K e F uma extensao
finita de L, entao [F: K] = [F : L].[L : K]

Tomando a um elemento de L, definimos K[a] o conjunto de todas as expressoes
polinomiais em « com coeficientes em K.

Um elemento a de L é dito algébrico sobre K se esse é raiz de um polinomio nao nulo
com coeficientes em K; caso contrario o elemento é dito transcedente sobre K.

Por exemplo a = 2 4+ /=3 ¢é algébrico sobre Q, pois é raiz do polinémio
a* + 18z + 25 € Q[x].

Se todo elemento de L é algébrico sobre K a extensao L/K é dita extensao algébrica.

Uma extensao L/K é simples quando existe a € LL tal que:

L =K(o) = {f(a)/g(a) : f(x),9(x) € Klz] e g(a) # 0}

O polinémio moénico nao nulo p(z) € K[z| de grau minimo tal que « é raiz chama-se
polinomio minimal de « sobre K, esse polinomio € irredutivel sobre K e serd denotado
por irr(a, K).

Para « algébrico, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 ([13], pag. 23) Sejam L/K e a € L, entio a € algébrico sobre K se,
e somente se, K(a) € uma extensao finita de K. Neste caso [K(a) : K| = Op, onde

p=1rr(o,K) e K(a) = K[a].

O conjunto de todos os niimeros algébricos sobre K é um subcorpo de C (cf. [13], pag.
39).
Um corpo K é dito corpo de niumeros se esse é uma extensao finita dos racionais, o

que implica que K é uma extensao algébrica sobre Q.
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Teorema 1.1.2 ([15], pag. 40) Se K € um corpo de nimeros entao K = Q(0), para algum

0 algébrico.

Exemplo 1.1.1 Seja K = Q(v/2,V3), temos que f(x) = 2> — 2 e g(z) = 2> — 3 sdo
respectivamente os polinémios minimais de /2 e /3 sobre Q. As raizes de f sio oq = /2
ey =—V2 edeg sio S =3 e By =—v3. No Teorema acima prova-se que basta

tomarmos

o — Qg
B — B
Dessa forma podemos fazer § = /2 + /3 e entdo @(\/5, \/§) = Q(\/§ + \/§)

0 = a1 + cfy, tal que c #

i=1,2¢j=2

1.2 Conjugados e Discriminantes

O conjunto dos monomorfismos de um corpo de nimeros K = Q(#) em C forma uma
parte fundamental da teoria utilizada neste trabalho. Tais monomorfismos sao dados pelo

Teorema abaixo:

Teorema 1.2.1 ([15], pag. 41) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Entdo
existem exatamente n monomorfismos o; de K em C. Os elementos o;(0) = 0; sao as

raizes distintas em C do polinomio minimal de 6 sobre Q.

Para o € K, os elementos o;(«), com i = 1,...,n sdo chamados K-conjugados de «.
Apesar dos 6; (os K-conjugados de ) serem distintos, nem sempre os K-conjugados de «

sao distintos, por exemplo o;(1) = 1 para todo i = 1, ..., n.

Exemplo 1.2.1 Seja K = Q(v/2), temos que irr(v/2,Q) = 2* — 2. As raizes desse
polinémio sio: V2, —v/2,iv/2,—iv/2, onde i = /—1. Logo para o = 1 + 2v/2 temos que

0s K-conjugados de o sao:
o(14+2vV2) =14+2v2  o(1+2v2)=1-2V2

o3(142vV2) =142ivV2  ou(1+2v2) =1—2iv2.
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Pelo exemplo acima notamos que os K-conjugados de a nao sao necessariamente ele-
mentos de K, como também os s ndo necessariamente pertencem a K.

Ainda com K = Q(6), um corpo de nimeros de grau n e oy, ..., 0, 0s monomorfismos
de K em C, para cada o € K, o polinémio caracteristico de a sobre Q é definido como

sendo:

n n n
falz) = H(x —oi(a) =2" — (Z Ji(a)) 2N (=) Hai(oz).
i=1 i=1 ‘
Em ([13], pag. 42), mostra-se que os Coeﬁcientes do polin()mio caracteristico sao
numeros racionais. Assim, podemos concluir que Z oi(a)e H o;(«) sdo nimeros racionais.
Também em ([13], pag. 43) prova-se que o pOilIiOInlO caractemstlco fa € uma poténcia
do polinomio minimal p e os K-conjugados de a sao as raizes de p em C, cada uma
repetida n/m vezes, onde m = Jp.
Tome agora, {aq, ..., a,} uma base de K sobre Q, definimos o discrimante dessa base

como sendo:

Alay, ..., o] = (det[oi(;)])?.

Exemplo 1.2.2 Sejam K = Q(+v/7) um corpo de niimeros e {1, \/7} C K. Entao:

2

A1, V7] = | det LoV = (=2V7)? =

1 =7

n
Se tomarmos outra base {f, ..., B, }, entao By = E ciryi, comcy, € Q, k=1,...,n. E
i=1
possivel verificar que:

AlBy, ..., Ba] = (det(cip))®. Alay, ...au).

Teorema 1.2.2 ([13], pag. 44) O discriminante de qualquer base para K = Q(0) €
racional e nao nulo. Se todos os K-monomorfismos de 6 sao reais entao o discriminante

de qualquer base € positivo.
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1.3 Inteiros Algébricos

Um nimero complexo 6 é um inteiro algébrico se esse é raiz de um polindomio monico

nao nulo com coeficientes em Z, por exemplo, /—3 é um inteiro algébrico pois é raiz do
linomio 22 +3. O conjunto dos intei lgébri tit 1 que denot

polinémio z“+3. O conjunto dos inteiros algébricos constituem um anel que denotaremos

por Z.

Teorema 1.3.1 ([13], pag. 47) Seja 0 um nimero complezo satisfazendo um polinémio

monico nao nulo cujos coeficientes sao inteiros algébricos. Entao 0 € um inteiro algébrico.

Sabendo que Z é um anel e utilizando o Teorema acima é possivel construirmos novos
inteiros algébricos. Por exemplo, sendo v/7 e v/8 inteiros algébricos entdao 2v/7 + 5(\/§)6 é
um inteiro algébrico e também os zeros do polinémio ' ++/72® —[2v/7+5(v/8)6]2® —151/8
sao inteiros algébricos.

A interseccao de Z com um corpo de nimeros K é o que chamamos de Anel dos Inteiros
Algébricos de K e denotamos por Ogx. Como K e Z sdo subanéis de C segue que Ok é um
subanel de K.

Tomando o um elemento nao nulo de K, prova-se em ([13], pag. 49) que para algum
¢ € Z nao nulo ca € Ok, ou seja, ca é um inteiro algébrico. Logo podemos concluir que

K = Q(#), para algum 6 inteiro algébrico.

Observagao 1.3.1 Se K = Q(0), onde 6 € um inteiro algébrico, entao certamente Ok

contém Z[0], ji que Ox € um anel contendo 0, mas ndao é necessariamente igual a Z[0).

1++v/28
2

Por exemplo, Q(\/28) € um corpo de nimeros e \/28 € um inteiro algébrico. Mas,
¢ um zero de p(x) = z* — 2z — 6, logo um inteiro algébrico contido em Q(+/28), entdo

pertence a Ok e nao pertence a Z[v/28].

O préximo lema é 1til, em termos de polindbmio minimal, para vereficarmos se um

nimero é um inteiro algébrico.

Lema 1.3.1 ([15], pag. 49) Um nimero algébrico o € um inteiro algébrico se, e somente

se, seu polinomio minimal sobre Q tem coeficientes em 7.
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Lema 1.3.2 ([15], pag. 50) Um inteiro algébrico € um nimero racional se, e somente se,

¢ um inteiro. Equivalentemente, ZNQ = Z.

1.4 Base Integral

Sejam K = Q(#) um corpo de nimeros de grau n e § um inteiro algébrico. O anel de
inteiros Ok é um grupo abeliano sobre a adigdo. Uma Z-base para (Ok,+) é chamada
base integral para K.

Assim {aq, ..., ags} é uma base integral se, e somente se, todos «; € Ok e todo elemento

de Ok ¢é unicamente determinado como:
aroq + a0 a; € 7.

Os dois préximos resultados garantem a existéncia da base integral para todo K corpo

de niimeros, ou seja, que (Og,+) é um grupo abeliano livre de posto n.

Lema 1.4.1 ([15], pag. 51) Se {aq,...,a,} € uma base de K consistindo de inteiros

algébricos, entao o discriminante Alay, ..., o] € um inteiro nao nulo.

Teorema 1.4.1 ([15], pag. 51) Todo corpo de nimeros K possui uma base integral, ou

seja, o grupo aditivo Ok € abeliano livre de posto n igual ao grau de K.

Dada uma Q-base de K consistindo de inteiros algébricos, calculamos seu discriminante

e entao temos o seguinte teorema:

Teorema 1.4.2 ([15], pag. 53) Sejam ay, ..., a,, elementos de Ok formando uma Q-base
para K. Se Alay, ..., € um inteiro livre de quadrados entdo {a, ....,a,} € uma base

integral.

O discriminante de duas bases integrais sao iguais (cf. [13], pag. 53), este valor comum
¢ denominado discriminante do corpo K que denotamos por Dk e também esse é sempre

um numero inteiro nao nulo.
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1.5 Norma e Traco

Sejam K C L = K(6) corpos de nimeros, com o grau de L sobre K igual an e gy, ..., 0,
os K-monomorfismos de . em C. Para qualquer x € IL definimos a norma e o traco de x

sobre K como sendo:

n

NL/K@):H@(@ e Tryjx(z) =Y oi(x).

=1

No contexto em que estiver explicito a extensao de corpos, a norma e o traco de x
serao abreviados por N(z) e Tr(x), respecitvamente. E ainda, é possivel verificar que se

x é um inteiro algébrico, entao a norma e o trago de x sao inteiros.

Exemplo 1.5.1 Sejam K e a como no exemplo 1.2.1 entao temos que:
Tr(z)=1+2V2+1-2V2+1+2ivV2+1-2ivV2=4
N(z) = (1+2V2)(1 — 2v2)(1 + 2iv2)(1 — 2iv/2) = =31

Para a um elemento de K e x,y de L, seguem como consequéncia da definicao as

seguintes propriedades:
L. Tryx(z+vy) = Trux(z) + Trox(y)
2. Tryx(azr) = aTry k()
3. Trik(a) =na
4. Nyjr(zy) = Noj(@)Nox(y)
5. Nyk(a) =a”
Agora sejam K C L. € M corpos de nimeros, dado a € M temos:
L Tryyx(a) = Tryr(Truw(a))

2. NM/K(Q) = N]L/K(NM/]L<C¥))
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Em particular, se x € L, entao:
1. TT’M/K(JJ) = [M . ]L]TT’]L/K<SC)
2. NM/K(I) = NL/K(JI)[M:L]

Proposigao 1.5.1 ([15], pag. 53) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros onde 0 tem

polinomio minimal p de grau n. A Q-base {1,0,...,0"1} tem discriminante
AL, 0,....0" Y = (=1)"=D72 . Ny o' (8))
onde p' € a derivada formal de p.
Exemplo 1.5.2 Sejam K = Q(6), onde = /5 e p(z) = 2* — 5 = irr(0,Q). Entdo:

A[L,0,0% 0% = (—1)°Ng,g(46%) = (46°)* = 256.125.

1.6 Fatoracao de Ideais

Um dominio é dito dominio Noetheriano quando todos seus ideais sao finitamente

gerado. Temos duas condigoes que sao equivalentes a essa definicao:
1. A condigao de cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais
0 CL..CZT,C ..

entao existe algum N tal que Z,, = Zy, para todo n # N, ou seja, toda cadeia

ascendente é estaciondria.

2. A condigao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel tem um ele-
mento maximal, isto é, um elemento que nao esta propriamente contido em qualquer

outro elemento.

Agora um dominio é definido como dominio de Dedekind se for integralmente fechado,
Noetheriano e se todo ideal primo nao nulo for maximal.

O proximo teorema garante que o anel dos inteiros algébricos é um dominio de

Dedekind.
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Teorema 1.6.1 ([15], pag. 115) O anel dos inteiros algébricos Ox de um corpo de nimeros
K tem as sequintes propriedades:

(a) Ok € um dominio, com corpo de fra¢oes K,

(b) Ok € Noetheriano,

(c) Se a € K satisfaz um polindmio monico com coeficientes em Ok, entao a € Ok,

(d) Todo ideal primo ndo nulo de Og € mazimal.

Notemos que um ideal pode ser descrito como um Og-submodulo de Ok, dessa forma
restringimos ao estudo de Og-subméddulos de K.

Em particular estamos interessados nos submoédulos que tem uma estrutura de grupo
sobre a multiplicacao; esses sao caracterizados pela seguinte propriedade: um Og-subméddulo
a de K é dito ideal fraciondrio de Ok de existe algum ¢ € Ok nao nulo tal que ca C Ok.
Em outras palavras, o conjunto b = ca é um ideal de Og e a = ¢ 1b; assim os ideais
fraciondrios de Ok sao um subconjunto de K da forma ¢~ 'b, onde b é um ideal de Ok e
¢ é um elemento nao-nulo de Ok.

A seguir enunciaremos os dois principais teoremas desta secao.

Teorema 1.6.2 ([15], pag. 117) Os ideais fraciondrios nao nulos de Ox formam um

grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 1.6.3 ([13], pag. 117) Todo ideal nao nulo de Ox pode ser escrito como o

produto de ideais primos unicamente determinados a menos da ordem dos fatores.

De um modo geral, esse ultimo teorema vale para A um anel de Dedekind; assim se a
é um ideal nao nulo de A, entao existem pq, ..., p,, ideais primos de A e ey, ..., e, inteiros
positivos tais que:
n
e
a= H P
i=1
e esta expressao é unica, a menos da ordem dos fatores (cf. [10], pag. 50).

Veremos agora a decomposicao de um ideal em uma extensao.
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Proposicao 1.6.1 ([10], pag. 71) Sejam K C LL corpos de nimeros, com [L : K| =n, p

um ideal primo ndao nulo de Ok e

g
pOL = [ [ vs", (1.1)
i=1

a decomposicao de pOr, em ideais primos de Op. Entdao os ideais pys sao precisamente os

ideais primos q de O, tais que qN Ok = p.

Nas condicoes da proposicao anterior, diremos que os ideais p;/; estao acima do ideal
p. Ainda g é denominado nidmero de decomposi¢ao de p na extensao L/K e os expoentes
eis sao chamados de indices de ramifica¢ao que denotaremos por e(q|p). Dizemos que um
ideal primo p de Ok é ramificado em Of, (ou em L) se, e(q|p) > 1 para algum ideal primo

q de O, acima de p.

Teorema 1.6.4 ([7], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de O,
entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) a|pOL,

(b) 9 2 pOL,

(c) a2 p,

(d) anOx =p,

(e) gnK =p.

Quando ocorre uma das condigoes acima, dizemos que ¢ estd acima de p, ou p estd
abaixo de q. Mostra-se, em ([7], pag. 63) que todo ideal primo q de O, estd acima de
um Uunico ideal primo p de Ok e todo ideal primo p de Ok esta abaixo de no minimo um
ideal primo q de Of.

H& outro ntimero importante associado ao par de ideais primos p e ¢, com ¢ acima
de p. Sabemos que os anéis quocientes Ok /p e OL/q sdo corpos ja que p e q sao ideais
maximais e ainda existe uma maneira em que Ok /p pode ser visto como um subcorpo
de Op/q. Como Ox C O, temos que Ok em Op, induz um homomorfismo de anéis

Ok — OL/q, e o ntcleo é Og N q. Sabemos que Og N q = p (pelo Teorema 1.6.4 item
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(d)), entdo obtemos a imersao Ok /p — OL/q. Esses sdo chamados de corpos residuais
associados a p e q. Esses corpos sao finitos e assim, O /q é uma extensao de grau finito
sobre Ok /p e seja f este grau. Entdo, f é chamado de grau de inércia ou grau residual
de q sobre p e denoteremos por f(q|p).

Notemos que se p C g C usao ideais primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos

Ox C O C OU, entao

c(ulp) = elula)e(a]p),
flulp) = flula)f(alp).

Teorema 1.6.5 (Igualdade Fundamental) ([7], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e
qi,-..,dq 0s tdeais primos de Oy, acima do ideal primo p de Og. Denotamos pore, ..., e,

e fi,..., fy 0s correspondentes indices de ramificagao e graus residuais. Entao:

g
_ JR— OL . OK — .
n = ZZ:; elfl = {_pOL : —p ‘| = [OL : pOL] .

O préximo Teorema apresenta uma condicao necessaria e suficiente para que um ideal

primo se ramifique em Ok.

Teorema 1.6.6 ([10], pag. 74) Seja K um corpo de nimeros. Uma condi¢io necessdria

e suficiente para que um ideal primo pZ de Z se ramifique em Og € que p divida Dyg.

Como consequéncia desse Teorema, pode-se concluir que existe apenas um numero

finito de ideais primos de Z que se ramificam em Ok.

Lema 1.6.1 (Lema de Kummer)([1], pag. 39) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu
anel dos inteiros algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(0). Dados um nimero primo p tal
que p nao divide [Ok : Z[0]] e f(x) o polindmio irredutivel de 6 sobre Q, entdo existem

p1(x),...,ps(x) € Z[X], polinomios irredutiveis, ey, ..., e, € N*, tais que,

f(x) =pi(2)? .. .py(x)*  (mod pZ[X]) e

(1) p; = (p,pi(0)) = pOx + p;(0)Ox sdo ideais primos de Ox acima de pZ, i =1,...,g;
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g
(i) pOx = [ ¢
=1

i) | % %} = opi(a) = f:

Exemplo 1.6.1 Sejam K = Q(v/—6), Ox = Z[\/—6] o seu anel dos inteiros algébricos e

p=1rr(v/—6,Q) = 22 +6. Considerando o ideal 77 C 7, o polinomio p € fatorado como:

p(x) = pi(x)p2(z) (mod 7)

onde p1(x) =z + 1 e po(x) = & + 6, logo pelo Lema de Kummer temos:
(a) py =< 7,p1(vV/=6) > e ps =< 7,p2(v/—6) > sdo os ideais primos de O acima de 77,
(b) 70k = p1.p2,
(0) 25 &)= [ &) = 0pr = 0pa = 1.
Pelo Teorema da Igualdade Fundamental temos que os graus residuais sao fi = fo =1

e os indices de ramificacdo sao e; = ey = 1.

Considerando agora o ideal 3Z C Z o polinomio p € fatorado da sequinte maneira:

p(z) = p1(x) (mod 3)

onde pi(z) = 2%, logo pelo Lema de Kummer temos:
(a) p1 =< 7,p1(v/=6) > € o ideal primo de Ok acima de 37,
(b) 30k = pu,
() [%: & =0m =2,
Pelo Teorema da Iqualdade Fundamental temos que o grau residual € fi = 2 e o indice

de ramificacao € e; = 1.

1.6.1 Decomposicao de ideais em extensoes galoisianas

Sejam IL uma extensao galoisiana sobre K e q, q’ ideais primos de O, acima do ideal
primo p de Okg. Aqui veremos como se comporta o grau de inércia e o indice de ramificagao

dos ideais q e q’ sobre o ideal p.
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Teorema 1.6.7 (Da Evidéncia)([7], pag. 70) Dados L/K uma extensao galoisiana com
grupo de Galois G e, q e q' tais que q N Ox = ¢ N Ok. Entio existe o € G, tal que
o(q) =4’

Corolario 1.6.1 ([7], pag. 71) Sejam L uma extensao galoisiana sobre K e q, q' sao dois

ideais primos acima de p, entao e(qlp) = e(q'|p) e f(qlp) = f(d|p).

Pelo coroldrio acima temos que para a extensao galoisiana I /K, o ideal primo p fatora-
se em (g19z2...q4)¢ em O, onde 0s ;5 80 os ideais primos distintos acima de p, todos tendo
o mesmo grau residual f sobre p. Dessa forma, pelo Teorema da Igualdade Fundamental,
n=I[L:K]=g.e.f.

Conhecendo o indice de ramificagao e o grau de inércia podemos classificar os ideais
primos, pys, i =1,...,9, de O, em:

(a) Totalmente ramificado se g = f; = 1 e ¢; = n.
(b) Totalmente inerte se fi =neg=e¢e; = 1.

(c) Totalmente decomposto se g =n e e; = f; = 1.

Exemplo 1.6.2 Sejam K = Q(i), onde i = /—1, Ox = Z[i] 0 anel dos inteiros algébricos
de K e p(x) = 2*> + 1 o polinémio minimal de i. Este polinomio é fatorado em 57 da
sequinte forma:
22 +1 = pi(z).p2(x) (mod 5Z[z])
onde py(z) = x4+ 2 e po(x) = . + 3, logo pelo Lema de Kummer temos:
(a) p1 =< 5,p1(2) > e pa =< 5, pa(1) > sao os ideais primos de Ok acima de 5Z,
(b) 50k = p1.p2,
() [5: &) =[58: &] =0p = dpy = 1.

Assim temos g=2,e=1, f=1e2=g.e.f=21.1.

1.7 Norma de um Ideal

Sejam K um corpo de numeros, Ok o seu snel dos inteiros algébricos e a um ideal nao

nulo de Og. A norma de a é definida como sendo a cardinalidade do quociente Ok /a e
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denotada por N(a),ou seja,

Assim, N(a) é um nimero inteiro positivo.

Teorema 1.7.1 ([15], pag. 126) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o seu
anel dos inteiros algébricos. Entao,
(a) Todo ideal a C Og com a # 0 tem uma Z-base {ay, ..., can};

(b) A norma de um ideal ndo nulo a de Ox satisfaz:

Alaq, ..., ap) 1z

Dx

Y

N(a):’

onde Dk € o discriminante de K.

Corolario 1.7.1 ([19], pag. 126) Seja a =< a > um ideal principal, entao

Exemplo 1.7.1 Considere o ideal a =< 2 —1i >, com i = +/—1, de Z[i]. Pelo coroldrio
acima temos:

N(a)=|N(2—1i)|=(2—-14)(2+1) =5.
Veremos agora que a norma de ideais é multiplicativa.

Teorema 1.7.2 ([13], pag. 127) Sejam K um corpo de nimeros e a , b ideais nao nulos
de Ok. Entao
N(ab) = N(a)N(b).

Para o préoximo Teorema é conveniente introduzir outro uso para a palavra “divide ”.
Se a é um ideal de Ok e b um elemento de Ok tal que a |< b >, entao escrevemos também

a | b e dizemos que a divide b. E claro que a | b se, e somente se, b € a.

Teorema 1.7.3 ([15], pag. 129) Seja a um ideal de Ok, a # 0.

(a) Se N(a) é um primo, entdao a é um ideal primo,
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(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a),

(c) Se a € um ideal primo que divide um primo p, entdo,
N(a) =p™,
onde m < n, o grau de K.

Em particular, o item (c¢) do Teorema 1.7.3, pode ser escrito do seguinte modo: para
todo ideal primo nao nulo p de Ok, temos que, N(p) = p’, onde f é o grau residual de p

Ok Z

e p ¢ o unico nuimero primo de p. De fato, como {T : —Z} = f, entao resulta que Ok /p
p

tem pf elementos.

Exemplo 1.7.2 Sejam K = Q(v/—5), Ok = Z[\/—5], 0 seu anel dos inteiros algébricos,
p1 =< 2,14++/—5 > ideal primo de Og. Entao N(p1) = 2 e podemos imediatamente dizer

que py € primo. Notemos que N(py) =2 € py, como garante o Teorema 1.7.3(item (b)).



Capitulo 2

Corpos Ciclotomicos e

Representacao Geométrica

Aqui descrevemos os corpos ciclotomicos e os polinomios ciclotomicos; apresentamos
uma base integral para esses corpos e alguns resultados para o calculo do seu discriminante.
Também caracterizamos os subcorpos de Q((,), o p-ésimo corpo ciclotomico e o seu anel
dos inteiros algébricos.

Na secao seguinte, sao dadas as defini¢oes de empacotamento esférico, empacotamento
reticulado, densidade de empacotamento e densidade de centro. Por tltimo, introduzimos
o método algébrico para a obtencao de reticulados, bem como a férmula para o cédlculo
da sua densidade de centro.

Como os principais resultados citamos o Teorema 2.1.2 que caracteriza o anel dos
inteiros algébricos do corpo ciclotomico, o Teorema 2.2.2 caracterizando os subcorpos de
Q(¢p) e ainda o Teorema 2.4.1 com o método algébrico para a obtencao de reticulados.

Neste capitulo demonstramos apenas os resultados das se¢oes 2.2 e 2.4 pois nessas
encontram-se, respectivamente, a caracterizagdo dos subcorpos de Q((,) que formam o

nosso ambiente de trabalho e o método de Minkowski para a obtencao de reticulados.
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2.1 Corpos Ciclotomicos

O n-ésimo corpo ciclotémico é da forma Q(¢,), onde (, é a n-ésima raiz primitiva da
n

unidade. O polinémio ®,,(z) = H (z— (") é chamado o n-ésimo polinémio ciclotémico,
(im)=1
esse ¢ um polinomio moénico em Z[X] (cf. [8], pag. 114) de grau ¢(n), onde ¢ é a fungao

de Euler.

Lema 2.1.1 ([8], pag. 110) Seja n um inteiro positivo, entao:
2" —1=]] Palz)
dn

Em particular para p um nimero primo segue que:
2P —1=d(x) - Dp(x),

assim

-1 2P-1
@ = = = p—1 p—2 1
o () 5i) w1 e R e

Mais geralmente, para as poténcias de p, temos:

(s r—1

2P —1=d(x) Pp(x) - Ppr—1 - Dpr = (2P —1)- Ppr,

e portanto

r—1

<Dpr<l’) — P e + A )] I S

O préoximo Teorema nos garante a irredutibilidade de ®,, sobre Q.

Teorema 2.1.1 ([§], pag. 115) Seja n um inteiro positivo. Entdo o n-ésimo polinémio

ciclotomico ®,, € irredutivel sobre Q.

Sobre o anel dos inteiros algébricos de Q((,) e o seu discriminante temos os seguintes

teoremas:

Teorema 2.1.2 ([16], pag. 11) Seja n um inteiro positivo. Entdo o anel dos inteiros

algébricos de Q((,,) € Z[(y).
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Teorema 2.1.3 ([16], pag. 12) O discriminante do corpo K = Q((,) é:

Dg =+———
pln
Exemplo 2.1.1 Seja K = Q((42), entdao pelos dois Teoremas anteriores que:

4212

_ 92 6
Jiagegz o

Ok = Z[(42] e Dk =+

Um outro resultado sobre discriminante, que utilizamos é:

Teorema 2.1.4 ([9], pag. 64) Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro positivo e

K C Q({yr), [K: Q] =up’, p nao divide u. Entao,

DK = :i:pv

. ; J+1_1
onde v =u[(j +2)p — ] -1

2.2 O p-ésimo Corpo Ciclotomico

Veremos aqui, a irredutibilidade de @, , o traco, a norma e o discriminante de Q(¢,)

para qualquer p : primo impar.

Lema 2.2.1 ([15], pag. 69) Seja p : primo tmpar. Entdo o p-ésimo polinémio ciclotomico

o, € irredutivel sobre Q.

Demonstracao:

zP—1
r—1

Temos que ®,(z) = , como ( — 1 # 0 e (P =1 segue que ®,((,) = 0. Precisamos
mostrar agora que ®,(z) é irredutivel, para isso mostraremos que ®,(x + 1) é irredutivel.

Sabemos que:

e

X
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Agora o binémio (f) é divisivel por pse 1 <r<p—1,e (i’) = p nao ¢ divisivel por
p*. Daf pelo Critério de Eisenstein’s ®,(z + 1) ¢ irredutivel. Portanto ®,(z) é irredutivel
sobre Q e ainda como o grau de @, é p — 1, entao [Q((,) : Q] =p — 1.

n

As poténcias (2, ..., 27" também sao raizes p-ésimas da unidade, distintas de 1. Logo,

temos que:

q)p(x):mp_1+xp_2—0—--~+x+1:(x—Cp)'(x—(§)~~~(x—gpp_1) (2.1)

e entao os conjugados de (, sao (p, g, ...,Cg_l. Isso significa que os monomofismos de

Q(¢,) em C sdo dados por:

0i(&)=¢, 1<i<p-1,

¥4 Y
para um elemento geral
o = Cllcp —+ ang + -+ apflq,’*l, a; € Q

temos que:

oi(a) = alC; + (Izéﬁi +---+ ap_lg;(p_l)

Agora podemos calcular a norma e o trago de .
Sendo a N((,) = Cpgj e Cg_l, basta fazer x = 0 na equacao 2.1 e entao teremos que

N(G) = (=1)"' =1, como (, e ¢! (1 <i < p—1)sao conjugados temos que:

N(G) =N(G) =1, (2.2)

japara o Tr((p) = Gp+¢o+- - -+¢2" fazemos x = (, na mesma equacao e dai Tr((,) = —1

e entao para C;; (1 <i<p-—1) temos que:
Tr(Gi) = Tr() = —L (23)
Sabendo que paraa € Q a N(a) =a” ' e o Tr(a) = (p — 1)a segue que:

N(1)=1 e Tr(l) =p—1. (2.4)
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Usando que ¢} =1 e a equagao 2.4, podemos estender as equagoes 2.2 e 2.3 para:

N(¢) =1, Vs € Z (2.5)

-1, se s#0 (mod p);
Tr((,*) = (2.6)
p—1, se s=0 (mod p).
Ainda é possivel generalizar o trago para qualquer elemento de Q((,) da seguinte

maneira;:
p—1 p— p—1

TT(Z aiC;) = ZTT(C%C;) = - Zai

=1 i= i=1
Para a norma, o caso geral é mais complicado, mas um resultado 1util é:

p—1

N1-¢) =]Ja-¢) =p (2.7)

1=1

esse fato é verificado fazendo x = 1 na equacao (2.1).

As duas préximas observagoes serao necessarias na demonstracao do Teorema 2.1.4

Observagao 2.2.1 (1 —(,)Ox NZ =pZ =<p >.

De fato: De (2.7) seque que : p= (1—C,) - (1 —¢°) -+ (1 =P, Assim temos que
p€ (1 —¢)Ok. Portanto <p>C (1 — ()0 NZ, (pois < p > é um ideal em Z). Para
mostrarmos a outra inclusao vamos supor que pZ & (1 — (,)Ox NZ C Z. Como pZ €
mazimal ([5], pag. 24), entdo (1 — (,)Oxk NZ =7Z. Como 1 € Z, entio 1 = (1 — (,)a,
a € Ok. Entao N(1) = N(1 —(,) - N(a), donde seque que 1 = p.N(a), com N(a) € Z, o

que € um absurdo.

Observagao 2.2.2 Tr(y(1 — (,)) € pZ, para todo y € Ok.
De fato: Cada conjugado y;(1 — (") de y(1 — (,) é um mailtiplo em Ok de (1 — ().
Sendo o traco a soma dos conjugados, seque que

Tr(y(1—¢)) = yi(1—Gp) +12(1 _Cp2) oty (1 _Cppil) =a(l—¢), com a€ Ok.

Portanto Tr(y(1 — (,)) € Ok(1 — () e dai seque que Tr(y(l — (,)) € Z. Assim,

Tr(y(1-¢)) € ZN(1—(,)Ok. Ainda pela observagao 2.2.1 temos que Tr(y(1—(,)) € pZ.
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Teorema 2.2.1 ([13], pag. 74) (a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q((,) € Z|[(,)].

(b) O discriminante de Q((,), com p wm primo impar €
(—1)P=D/2pp=2,

Demonstragao:

(a) Seja Ok, o anel dos inteiros algébricos de Q((,), entao é claro que Z[(,] C Ok. Seja

a € Ok. Entao a € Q((p), logo
a=ay+aily+ -+ a, 20",

com a; € Q. Multiplicando ambos os lados por (1 — (,) temos:

01— G) = a1~ )+ (G — 67+ + apa(GP 7 — )

Assim,
Tr(a(l =) = agTr(1 — &) + arTr(¢ — §2) + -+ -+ ap 2 Tr(GP > — (P,
e pela observagao (2.2.2), Tr(a(l — (,)) € pZ. Mas, pela observagao (2.2.1),
agTr(1 — () = aop € pZ,

donde segue que ag € Z. Analogamente mostramos que a; € Z, para todo i. Portanto
Ok = Z[Cp]-
(b) Vimos que uma base integral para Q(¢,) é 1,¢,, ... ,Cpp_Q. Assim, pela Proposicao

(1.5.1) o discriminante é igual a

(—1)" 2 N(®(G,)

com ¥, (x) como na equagao (2.1). Sendo p um primo impar, o primeiro fator se reduz a

(—1)@, pois

(p—1)(p—2)
2

(=1)
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Para desenvolver o segundo fator tomemos

) = E ot ) = L)
Assim,
Con (G =DpGP T = (G =) (1= GpG T —pG !
CI)p(Cp) B (Cp - 1)2 B (1 - Cp)2 B 1- Cp '
Logo,
V(@) = M) - TR

. .. , (p—1)
Portanto o discriminante é (—1) 2

P2,

2.2.1 Os subcorpos de Q((,)

O corpo Q((,) é uma extensao galoisiana, pois contém todas as raizes do polinémio
2P — 1. O seu grupo de Galois sobre Q, que aqui denotaremos por Gal(Q((,) : Q), é
isomorfo ao grupo multiplicativo Zj (cf. [7], pag. 18) que é ciclico.

Sabendo que o grau de Q((,) sobre Q é p — 1 e ainda que o seu grupo de Galois é
ciclico temos, pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, que: dado d um divisor de
p — 1 existe um unico subcorpo K de Q((,) cujo grau é (p —1)/d.

Um corpo K é dito corpo de condutor f se esse esta contido em Q((y) e f é o menor
nimero natural com essa propriedade, logo os subcorpos de Q((,) também sdo dito corpos
abelianos de condutor primo. Esses subcorpos e o seu discrimante sao caracterizados pelo

seguinte Teorema:

Teorema 2.2.2 ([15], pag. 57) Sejam K C Q((,), p: primo impar, d = [Q((,) : K],
0 = Troe,) k() e g € Z tal que o4 gera G = Gal(Q((p) : Q). Entdo K = Q(0) e
Ok =Zoy(0) +--- + Zcrép_l)/d(Q). Além disso, Dg = +pEQ-1,

Demonstracao:
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e Primeiro mostramos que K = Q(0).
Como 0 € K, segue que Q(#) C K.
Agora seja G’ = Gal(Q(¢,) : K), entdo G’ tem ordem d. Como, por hipétese,
G = Gal(Q(¢) : Q) =< 0, > segue que a ordem do o, é p — 1 e dai temos que
04w-1/a gera um grupo de ordem d. Portanto G' = {0 0-1)/d, 0 20-1)/d, ..., Oyo-1) },

IOgO 0 — Cg(Pfl)/d + Cg2(1’*1>/d + . + Cg(pil).

Temos que Q(A) é uma extensao galoisiana pois, sendo G um grupo abeliano entao
todos subgrupos de G sao normais logo, pelo Teorema Fundamental da Teoria de
Galois, os subcorpos correspondentes a esses subgrupos sao extensoes galoisiana.

Dai podemos garantir que o4(0), ..., 7 ,w-1/4(0) € Q(6).

Sejam by, ..., bp—1y/4 € Q tais que:
blo'g(e) S R b(p,l)/dO‘g(p—m/d (9) =0, (2.8)

onde
(p—1)/d 2(p—1)/d -1
0gi(0) = (") o (T o (GPTY)
_ Cg(pfl)/dﬂ + Cg2(p71)/d+i 4t Cg(pfl)ﬂ‘.

Se Cgtl(p*wdm = Cgb(p*l)/dm, com 1 < ty,to <del <iyis < (p—1)/d, teremos

que: ghP=D/dtin = gh=D/dti (mod p), isto &, ghP=D/dtin — g@=D/dtn — 4,
Supondo que t;(p — 1)/d + i1 < ta(p — 1)/d + is, temos:

gtl(pfl)/dﬂ'l(l _ g(t2*f1)(p*1)/d+(i2*il)) = pu.

Como g é gerador entao g* =1 (mod p), deste modo:
g(tzftl)(Pfl)/dJr(iz*il) =1 (mod p)7

ou seja,

(p—=1) | (ta—t1)(p—1)/d + (iz — i1).

Dai
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Como 1—(p—1)/d <iy—1i; < (p—1)/d—1, segue que iy = iy; analogamente temos

que ty = t1. Assim temos

d<p71>/d+1> 2(p—1)/d d<p71>/d+<p71>/d)

(p—1)/
bl(Cgp1d+1+"'+Cg +"'+b(p71)/d(<ﬂg _+_..._|_Cg

Como [Q(¢,) : Q] =p —1 e todos os Cgt(p_l)/w sao distintos dois a dois, temos que

7

s &= 1,...,p — 1 sao todos distintos. Deste modo podemos reescrever a equagao

(2.8) da seguinte maneira:
a4+ a0 =0,

onde {a;i=1,...p—1} ={bsi=1,...,(p—1)/d}.

Por outro lado, {C;,,z' =1,...,p— 1} é um conjunto linearmente independente sobre
Q, logo a; = 0,7 =1,....,p—1 e, portanto, b, = 0, i = 1,...,(p — 1)/d, ou seja,
[Q(0): Q] = (p—1)/d.

Sabendo que Q(0) C Ke [K: Q] = (p—1)/d, segue que [Q(F) : Q] = (p—1)/d e
entao K = Q(6).

e Agora verificaremos que Og = Zoy(0) + - - - + ZoP~ V).
Como 0, () € Z[¢p) N K, temos que Zoy(0) + -+ - + Zag(,pfl)/d(ﬁ) C Ok.

Para provarmos a outra inclusao tomemos o € Ok, entao existem by, ..., b—1)/a € Q
(p—1)/d
tais que a = Z bioi(0), uma vez que {oy(0),...,0,0-1/4} € base de K sobre Q.
i=1
Entao como a € Z|[(,], temos que:

p—1)/d p—1)/d

( (p-1)

i (p—1)/d+1

a= Y bog)o)= Y b
=1 =1

pode ser expresso por:
p—1
a= Zai(;, a €%, i=1,...,p—1.
i=1

Como {a;;i = 1,...,p—1} = {b;;i = 1,...,(p — 1)/d}, concluimos que a; € Z,

i=1,...,(p—1)/d, donde segue o resultado.
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e Por 1ltimo temos que o valor do discriminante decorre do Teorema 2.1.4

2.3 Reticulados

Sejam V um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K, A um subanel de K e
V1, -y U, T < m, vetores linearmente independentes de V. Denominamos A-reticulado (ou

simplesmente reticulado) com base {vy,...,v,} ao conjunto de elementos da forma:

.
T = E a;v;, a; € A.
i=1

O nosso interesse é pelos casos em que K=R, A =7, V =R" e r = n, dessa forma
quando citarmos um reticulado A estaremos nos referindo a um reticulado nas condigoes
acima.

Definimos empacotamento esférico como sendo a forma de distribuir esferas de mesmo
raio em R™ de modo que essas tenham no maximo um ponto em comum. Pode-se descrever
um empacotamento esférico apenas indicando os centros e os raios destas esferas. Ainda
dizemos empacotamento reticulado quando o conjunto de centros forma um reticulado A
de R™. A partir de agora sé consideraremos empacotamentos reticulados, dizemos neste
caso que o empacotamento é associado a A.

A densidade de empacotamento é a proporgao do espaco R™ coberto pela uniao das
esferas. O nosso objetivo agora é obter uma expressao para a densidade de empacota-
mento.

Seja A C R™ um reticulado com base 3 = {vy, ..., v,}, entdo o conjunto:
Ry={xeR"/z=) Av;, 0S X <1, ) €R}
i=1

é chamado regiao fundamental de A associada a base (3.
Observe que para calcular a densidade de um empacotamento associado a A, basta

calcular a densidade em uma regiao fundamental Rg; ¢ isso que faremos agora.
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Fazendo v; = (vi1,...,v) € R", i = 1,...,n, 0 volume v(Rg) de Rz é o mdédulo do

determinante da matriz

V11 V12 +++ Vin

V12 V22 -+ Uzp
M =

Unt Un2 - Unn

a qual é denominada matriz geradora do reticulado A.

O volume da regiao fundamental independe da base, pois a matriz mudanca de base é
invertivel, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante £1. Assim, podemos definir
o volume de A como sendo o volume da regiao fundamental de uma base qualquer e
denotaremos por v(A).

Interessa-nos o empacotamento associado a A tal que as esferas tenham raio maximo;
para determinar este raio, observe que fixado k > 0, a interseccao do conjunto compacto
{z € R"/ |z| <k} com o reticulado A é um conjunto finito, ou seja, A é discreto, logo o
ndmero:

Amin = min{|v]; v € A, v # 0}

estd bem definido.

Assim p = ’\"2“'” ¢ o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas
nos pontos de A e obter um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados. E entao quando falamos de densidade do

reticulado A, é o mesmo que dizermos densidade do empacotamento com esferas de raio

p associado a este reticulado que sera denotada por A(A) e expressa por:

volume da regiao fundamental coberta pelas esferas de raio p

A(A) =

volume da regiao fndamental

Seja B(p) a esfera com centro na origem e raio p; temos que v(B(p)) = v(B(1)).p™.

Deste modo
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dessa maneira fica conveniente introduzir um outro parametro, a densidade de centro:

2.4 O Homomorfismo Canonico

Nesta secao descrevemos o homomorfismo canonico de um corpo de nimeros K, com
o qual é possivel obter reticulados de posto n em R"™ a partir de ideais de K.

Sejam K = Q(#) um corpo de ntimeros de grau n e oy, ..., 0, 0os monomorfismos de K
em C. Se 0;(K) € R, dizemos que o; é real; caso contrario dizemos complexo. O corpo
K é dito totalmente real quando todos seus monomorfismos sao reais, senao K é dito
totalmente imagindrio.

Temos que n = s 4+ 259, onde s; é o numero de monomorfismos reais e 2s5 0 ntimero

de imaginarios. Podemos supor os monomorfismos ordenados da seguinte maneira:

01y eeee- 70515051415 051419 +++3 Og14595 051459

onde o1, ...,05 sao os monomorfismos reais e os demais imagindrios. Assim definimos

homomorfismo canonico como sendo:

og : K —R"

ox(a) = (o1(a), ..., 04 (), Reog, 1 1(a), Imos, 11 (), ..., Reos, 1s, (), IMmog, 16, ().

Este homomorfismo é importante pois gera reticulados em R™ dos quais os principais

parametros podem ser obtidos via Teoria Algébrica dos Nimeros, como veremos a seguir.

Teorema 2.4.1 ([10], pag. 56) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, oy,...,0,
os monomorfismos de K em C e M C K wm Z-mddulo livre de posto n com Z-base
{z1,...,x,}. Entdo

(a) ox(M) é um reticulado,

(b) v(ox(M)) = 27*2[det(0;(z;))|-
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Demonstragao:

(a) Sendo {x1,...,x,} uma base de M, mostramos que {ox(z1), ..., 0x(x,)} é uma base

de ox(M). No caso em que K é totalmente real,
ox(x;) = (01(x;), ..., on(zy)), 1 =1,...n
Seja

o1(z1) - on(z) o

o1(zn) -+ onl(n) On

Assim, det(D) = det(o;(z;)), por outro lado, sabemos que:
Alzy, ..., ) = (det(oi(z;)))?,

logo
(det(D))? = (det(oi(z4)))* = Alz1, ..., 7).

Pelo Teorema 1.2.2 A[xy, ..., z,] é ndo nulo, dai segue que og (1), ..., ox(x,) sdo vetores
linearmente independentes sobre R. Por construgao ok (x1), ..., ox(z,) geram ox (M) logo
{ok(x1),...,0x(z,)} é uma base de ox(M) e, portanto, ox(M) é um reticulado.

Para o caso em que K é totalmente imaginario, provamos com argumentos similares
que ok (M) é um reticulado.

(b) Mostremos que v(og(M)) = 27%2|det(0;(x;))|, quando K é totalmente imaginario.

Neste caso
ox(x;) = (Reoy(x;), Imoy(x;), ..., Reos, (x;), Imog, (x;)), i =1,...,n.
Seja

Reoy(x1) Imoy(zq) -+ Reog,(x1) Imog,(xq)

Reoy(z,) Imoi(x,) -+ Reos,(x,) Imog,(x,)
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Sabemos que Rez = 3(2+42) e Imz = 5(z— Z), deste modo somando & cada coluna de
ordem impar a coluna seguinte previamente multiplicada por ¢, e multiplicando colunas

par por —2¢ e a cada uma delas adicionando a coluna anterior, obtemos a matriz

oi(r1) oi(x1) - 0s,(11) 0, (T1)

D, =

Ul(xn) Ul(xn) 052(5%) USQ(xn)

Como det(D) = (2i)~*2.det(D;) e 7; = 04,14, €ntao

v(og(M)) = |det(D)| = [(2i)7*[.| det(Dy)[ = 27°.| det (o4 (z;))|.

Exemplo 2.4.1 Sejam K = Q(\/7) e M = Z[\/T| um Z-mddulo livre com base {1,/7}.

Pelo Teorema acima temos que ox(M) € um reticulado e ainda sendo sy =0, temos:

v(og(M)) = |det LoV = | = 2V7| = 2VT.

1 =7

Exemplo 2.4.2 Tome K = Q(v/—20) e M = Z[/—20] um Z-mddulo livre com base

{1,v/—=20}. Entao ox(M) é um reticulado e como sy = 1, temos:

v(og(M)) = 27" |det bV :%\—2¢—20|:|\/—2oy:um|:\/%.

1 —v/=20

Sendo Ok um Z-modulo livre de posto n; entao um ideal nao nulo a de Ok é um
Z-moédulo livre de posto menor ou igual a n. Como o indice de a sobre Ok é finito, temos
que a é um Z-mdédulo livre de posto n. Logo pelo Teorema 2.4.1 ok (a) é um reticulado.

E ainda dizemos que a representa¢io geométrica do ideal a é o reticulado ox(a).

Teorema 2.4.2 ([10], pag. 57) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, com discrimi-

nante Dx e a um ideal nao nulo de Ok. Entao,

v(og(a)) = 27%2.| Dg|.N(a).
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Demonstragao:

Seja {x1,...,z,} uma base do ideal a e como Ox C K, segue do Teorema 2.4.1,

v(ok(a)) = 27°2.| det(o;(z;))|. Por outro lado, temos pelo Teorema 1.7.1 que:
|A[z1, ..., 2,]|Y? = | Dg|Y2.N(a)
e Alz1, ..., z,] = (det(oi(x;)))?, logo
v(og(a)) =27%2.|Dk|.N(a).

|
Pelo resultado acima, temos que a densidade de centro do reticulado ok (a) é dada

pela expressao:
282 .pn

o(ok(a)) = m-

A determinacao do parametro p serd o objetivo central do préximo capitulo.



Capitulo 3

Corpos Abelianos de Condutor

Primo

Vimos que um dos parametros para o calculo da densidade de centro de um reticulado
¢ a distancia minima entre seus pontos. Aqui veremos que essa distancia é medida pela
funcao traco e ainda obteremos uma forma quadratica dessa fungao em corpos de condutor
primo.

Estaremos interessados na minimizacao desta forma quadrética, a qual sera feita em
ideais que se ramificam completamente em Oy, o anel dos inteiros algébricos de L = Q((,).
Entao, primeiramente, veremos a caracterizacao desses ideais e sua norma, depois a forma
quadratica e sua minimizacao. Com esses parametros sera possivel calcular a densidade
de centro do reticulado, atingindo assim o objetivo central deste trabalho.

Podemos citar como principais resultados a Proposicao 3.1.1, que caracteriza o ideal
gerado por (1 — (,), o Teorema 3.1.1 mostrando a forma trago de Q((,) e o Lema 3.1.1
onde se obtem a forma trago em corpos de condutor primo.

Como neste capitulo encontra-se o principal objetivo deste trabalho, optamos por
demonstrar todos os resultados, exceto o Teorema 3.2.1 pois sua demonstragao nao faz

parte do nosso objetivo.
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3.1 A forma quadratica nos subcorpos de Q((,)

Como j4 foi dito o nosso interesse estd em ideais que se ramificam completamente em
OL. Do Teorema 1.6.6, temos que tal ideal é pZ e pelo Lema de Kummer sua decomposicao
é:

pOL = Pﬁ_l,
onde pr, = (1 —¢,)OL.

No restante deste Capitulo, K serd um subcorpo de L de grau (p—1)/d e pelo Teorema
2.2.2 temos que K = Q(0), onde 6 = Ty/x(¢y) e Ox = Zoy(0) + - - - + Zoy-1y7a(6), onde
o4 € um gerador de Gal(Q((,) : Q).

Denotando por pg o ideal pr, N Ok, temos pela Proposi¢ao 1.6.1 que a decomposicao
de pOx é:

pOx = pif """,

Com relagao a norma dos ideias px e pr, temos, pela teoria desenvolvida na secao 1.7,

que:

N(px) = N(pL) = N (1 = §) = p.

A préxima Proposicao caracteriza os elementos de pr, e de pk.

Proposicao 3.1.1 Com a notacao acima sejay € Og onde y = b1oy(0)+by0,2(0) +- - -+

b(p_l)/dO'g(p—1)/d (9) lOgO
(p—1)/d

Y € px = Z by =0 (mod p)
k=1

Demonstragao:

e Primeiro consideremos o caso K = L

Logo temos Op = Z[(y], daf se y € O, temos que y = b1Gy + baCZ + - -+ + b1 (P71,

onde b, € Z. E ainda pr, = (1 — (,)OL, dessa forma ¢, = 1 (mod py,), portanto

p—1

Y= Zbk (mod py),

k=1
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dessa forma,
p—1

yEPL =Y b €pL.
k=1

p—1
Por outro lado, Zbk € 7Z logo,

=1

p—1
y€pL<:>Zbk €pLNZ = pZ,
k=1
assim,
p—1
prL<:>ZbkEO (mod p).
k=1

e Agora seja K = Q(0)

Temos Og = Zoy(0) + Zog(0) + - - + Zoyw-14(0), logo se y € Ok temos

d d d
y= by S GOV SV S e e/

=1 i=1 =1

e ainda y € pk se, e somente se, y € pr.

Por outro lado,
p—1

y = Z%‘Cﬁ

J=1

onde, {¢;,j =ilp—1)/d+k, i =1,...d} = {by, k =1,...,(p—1)/d}, isto é, cada ¢;

repete d vezes e pelo caso anterior

p-1 (p—1)/d
yEpL<:>ch:d Z b = 0 (mod p),
j=1 k=1
(p—1)/d
mas d é um divisor de p — 1, e portanto, p nao divide d. Consequentemente Z b =
k=1
0 (mod p), logo
(p—1)/d
Y € P < Z br =0 (mod p).
k=1

Exemplo 3.1.1 Sejam L = Q((9), pr. = (1 — (19)OL e x € O, onde
x =219 + 3(Ty + 10Ty + (-

Pela Proposi¢ao 3.1.1 x ¢ pr, pois, 2+ 3+ 10+ 1 =16 # 0 (mod 19).



3.1 A forma quadratica nos subcorpos de Q((,) 48

Agora mostramos que, nos reticulados ok (a), onde a é um ideal nao nulo de Ok, a

distancia entre seus pontos é medida pela funcao traco.
Proposigao 3.1.2 ([12], pag. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Entdo:
|O’K(l’)‘2 = CK.TTK/Q(l’f),

sendo
1, se 5o =0;
CK =
1/2, se s =0,
onde s1 € o niimero de monomorfismos reais e sy € a metade do numero de monomorfismos

1Magindrios.

Demonstragao:

No caso em que sy = 0, isto é, K totalmente real, para x € K e og = (01(2), ..., 0,()),
segue que:
()2 = oa) 4+ oe)
= o1(2®) + -+ 0,(2?)
= 01(27) + -+ - + 0,(27)
= Tr(xT).
Agora, suponhamos s; = 0, ou seja, K totalmente imaginario. Entao para x € K,

n = 2sy e og(x) = (Reoy(x), Imoi(x), ..., Reog,(x), Imo,,(x)), temos:

lox(2)]? = oi(x)or(z) + -+ 0ppome(z)

= 01(2)01(T) + - + 0pyp2(0)0,)2(T)
= Ul(l’f)—f-‘i‘()'n/g(xf)

Sendo

Trro(aT) = 01(2T) + - - + 0ny2(3T) + 71 (2T) + - - - + Tp 2 (27),

7,(2T) = 0y(2T), Vi=1,...,89/2,
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segue que

Tr(xZ) = 2(01(2T) + - - + 0pny2(27)).

Portanto

jow(a)? = STr(a%).

Tomando L = Q((,) a expressao T q(27) assume a seguinte forma quadratica:
Teorema 3.1.1 Sejam p um nimero primo, L = Q((,) e x um elemento de O, = Z[(,),

Tr = ale + -+ ap_l(f,’_l.

Entao
p—1 p—1
Tryg(aw) = (p—1) Za? - Z a;a;. (3.1)
i=1 1<i<j<p—1
Demonstragao:

Seja & = a1y +az() 4 -+ ap,_1CP7, assim T = ay¢; ' +ap(; 0+ - -—|—ap,1Cp_(p_1), logo

o = (a; + -+ a2_y) + (a1as + azag + -+ + ap_2a,1) (G + (1) +
Haras + asas + -+ ap_sap—1) (G + G2 4+ arapr (P 4+ ¢ ).

Fazendo A; = a1a14;+ -+ ap_1-iap—1 € 0y = C]’, + Czji, parai = 1,...,p — 2 temos que

p—1 p—2
TT = E a?—i— E A, dai
i=1 i=1

=1 =1

p—1 p—2
TT]L/Q(IE> = TT’]L/Q (Z af) + TT’]L/Q (Z AiozZ) .
Usando as propriedades da fungao traco temos que:
p—1 p—2
Trijga®) = (p—1)> ai + Y ATryge),
i=1 i=1

e ainda

Tryjgla;) = Trog(C + ¢ ") = 2TrL0(C)),
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como i = 1,..p — 2 entdo Tryg(¢)) = —1.

p—2
Também observemos que E A; = E a;a;, assim
i=1 1<i<j<p—1
p—1
= 2
Trig(xT) = (p—1) g a; — 2 E a;a;.
i=1 1<i<j<p—1

Exemplo 3.1.2 Sejam L = Q((o3) € Op = Z|[(a3]. Tomemos

T = 2(3 + <223 + 5@13 - 3C§3 + 7<21§ + 2(237
entao
p—1
Trig(a®) = (p—1)Y a; -2 Y aa;=1972,
i=1 1<i<j<p—1

Para cada r, s inteiros, seja (), s a forma quadratica dada por

Qrs L1y X Zx + s Z

1<i<y<r
Associando = = a1(, + aQCIf + -+ ap_lC;’*l, um elemento em O, a (p — 1)-upla

z = (a1, as, ...,a,_1), verifica-se que:
Tryg(aT) = Qp-1.1(z).
Agora seja K um subcorpo de L, com [L : K] = d; assim temos
Lema 3.1.1 Dado y € Ok com
Y =b10g(0) + - + bp—1)/a0 4o-1/a(0),

entao

(p—1)/d

Trio(yy) Z b +d Z (bi — bj)>. (3.2)

1<i<j<p-1/d
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Demonstragao:

Seja y = b10y(0) + - - + bp—1)/a0yw-1sa(0), como 0 = Tryx((p), entao

d d d
i(p—1)/d+1 i(p—1)/d+2 is+(p—1)/d
y = blzgg ! + bzzgg b + . e —|— b(P_l)/dZCg ? .
i=1 =1 =1

Pelo o exposto na demonstragao da Proposi¢ao 3.1.1 associamos a y a (p — 1)-upla

y = (b1, ..., b1,b9, ..., b, ... Op—1)/d> - bp—1)/d), assim temos que:
- H,—/ H\f—/ N ~ J
d vezes d vezes d vezes

Tro(yy) = Qp-1(y),

logo
(p—1)/d
Troy) =d Y G+d D (hi—b)”
i=1 1<i<j<(p—1)/d

Usando as propriedades da funcao traco temos que:

1 _
Tro(yy) = ETTJL/@(?J?J%

ou seja
(p—1)/d

Tro(yy) Z v +d Z (bi — b))%
1<i<j<(p—1)/d
]

Associando y = b0y (0)+ - - +b(,-1)/a0 y-1/4(0), um elemento em O, a (p—1)/d-upla

y = (b1, ..., bp—1y/a), verifica-se que:

Triso(yy) = Qe=1 4(y)-
Exemplo 3.1.3 Sejam L = Q(¢17) e K C L, com [L : K] = 4. Dado y € Ok, associando

a essey = (1,5,-3,7), temos:

Trxjo(yy) = Qu=1 4(y) = 1028.

Observe que a forma quadréatica (3.2) pode ser escrita como:

(p—1)/d

Try0(yg) = (p — d) ZbQ—Qd S (baby).

1<i<j<(p—1)/d
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Vimos no Capitulo 2 que a expressao para a densidade de centro dos reticulados og(a),
onde a é um ideal nao nulo de Ok é dada por:

252pn

- BN (3.3)

o(ok(a))
Sabemos que p = 3 min{|ox(z)|; 0 # z € a} e da Proposi¢ao 3.1.2 segue que:
o (z)|* = exTrg o (2T).
Logo, tomando
t = min{Trg,g(27); 0# x € a},

temos
Cn/2
n _ K 4n/2
= —1"".

Substituindo a expressao encontrada para p" na equagao 3.3, obtemos

2520”/2tn/2
0 = K .
(UK(a)) 2”|DK|1/2N(G)
Note que 2320%/2 =1, assim
1 tn/2
O'K(Cl)

~ 20[Dg|12 N(a)’

3.2 Minimizacao da forma quadratica em K

Estudaremos a minimizacao, tomando os elementos no ideal pg. Dois resultados tteis

Sa0:
Teorema 3.2.1 ([2] pag. 81) Dados os niumeros inteiros ay, ..., a,, comr < p—1, seja
F(xr-i-lv "'73:]3—1) = Qp—l,l(ala ey oy Tt 1, "'7$p—1)-

Entdao F' atinge seu minimo com entradas inteiras no ponto

a[l_’_...+ar
r+1 ’

(y,9,...,y), com y—{

onde |z| denota o inteiro mais prdozimo de z.
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Corolario 3.2.1 Dado os nimeros inteiros ay, ...,a., comr < (p —1)/d, seja

F(r41, ---,ff(p—l)/d) = Q%l,d(ah ooy Ay Ty 1y oeey ﬂﬁ(p—l)/d)

Entao F' atinge seu minimo com entradas inteiras no ponto

al—i----—l—arJ

(v,9,....,y) com y={ T 1d

Demonstragao:

Tomando cada a;, © = 1, ..., r repetindo d vezes, entao pelo Teorema 3.2.1 minimizamos

a forma quadratica

Qp_l,l(al, ey A1y ooy Ay ooay Ay 1 -'-ax(p—l)/d)7

fazendo

d(al—i—az—i-"'—i—ar)J

xlz--.:l'(p_l)/d:\‘ dr+1

ecada z;, i =1,...,(p — 1)/d esta repetindo d vezes. Assim a forma quadrética Qp-1 ; é
d bl
minimizada no ponto

a1+...+arJ

(Y, Y, ...,y) com yz{ i 1/d

Observagao 3.2.1 Sejam y,y" € Ok, como feito anteriormente, associamos a y e vy,
respectivamente, as (p — 1)/d-uplas y = (a,m,...m) ey = (b,m’,...,m'). Tomando

a>b>0m= {ﬁiJ em' = Lﬁj,entda

De fato: Sendo b > 0 tomemos a = b+ 1. Assim temos y = (b+1,m,...m) e
Yy = (b,m/,....,m)’, onde m = Lﬁ + ﬁj em' = Lrﬁ/dJ , logo:
Quorygly) = (0+1)*+ (P = D(m® +d(b+1—m)?)

Quayy) = D4 —)(m? +db—m)?).

Comparemos cada paracela
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e Sendo b >0, entao (b+1)* > b?.

b1
ir1/d =

e Também temos que m > m’, pois 1+1/d’ logo Lf’:{}dJ > LJrﬁ/dJ. Portanto

m>m' >0 e dai m?> > m'?.

e Agora temos

b+1)—m>b—m'm-—m' <1,

para provarmos essa iltima desigualdade observe que 1 <

2 = 1+1/d
b 1
517 T 1Ed < 1+1/d + 1.
E ainda temos
b 1 1 b
Tid Tira 3 S M S gt 1+1/d + 3
_b 1 ! 1
1+1/d ~ 2 < m < 1+1/d +3 2
R S R 1
Tomando os casos extremos em que m' = a3 €M = g T g T temos
que:
r_ b 1 1 b 1
m—m = gt it T i T2
_ 1
= /a1

Logo m —m’ < 2, mas como m e m’ sio nimeros inteiros seque que m —m' =1 ou
m —m/ =0, portanto m —m/ < 1, entdo (b+1—m) >b—m' e dai (b+1—m)* >
(b—m')?

Portanto Qp 1 d( ) > QP 1 d(y_)

Observagao 3.2.2 Com a notagdo da secao anterior, dado y no ideal px entao Tryo(yy) €
pZ
De fato: Pelo Teorema da Evidéncia 1.6.7 temos que o;(px) = px, para todo o; €

Gal(K:Q),i=1,...(p—1)/d, logo para todo y € px temos que o(y) € px, portanto

(p-1)/d
Trgo(yy) = Z oi(yy) € px NZ = pZ.

=1
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Usando esses fatos e tomando y = b104(0) + b042(0) + - - + bp—1)/a0yw-17a(0), um

elemento de pg, vamos agora minimizar a forma quadratica

p—1)/d

(
TT‘K/@(yg) = (p—d) Z b? —2d Z (bz‘bj)a

1<i<j<(p-1)/d

como na se¢ao anterior associaremos a ¥y, y = (b1, ba, ..., bp—1)/a)-

1. No caso em que d é impar temos que Trg/q(yy) é par pois, (p — d) é par; logo pela
Observacao 3.2.2 T q(yy) > 2p.

O valor 2p ¢é atingido para y = 1o4(6) — 1o,2(0), de fato:

(p—1)/d
Trejyy) = (p—d) Y, b;—2d > (b))
i=1 1<i<j<p-1/d
= (p—d)(1+1)—2d(-1)
= 2p—2d+2d

Assim quando d é impar temos que min{7Trx,q(yy), ¥ € px} = 2p.

2. Veremos agora o caso em que d é par.

Se y tem uma coordenada igual a d minimizamos a forma quadratica, completando

as demais entradas com LﬁJ =d — 1, de fato:

E facil ver que:

d—1
-1 < 0 < 5

somando d?, em cada parcela, temos:
-1 <d® < &P+4-1
finalmente dividindo por d + 1,

d? 1
d—1 < a1 < d_i’

isto é,

< d-—1.

d—1 < 5

_d
1+1/d
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Portanto L J =d-1

_da
1+1/d

E ainda temos que para todo p primo fmpar e y = (d,d — 1,...,d — 1),

Q%,d(g) > 2p

pois:
& + (B = 1)(d = 1)° +d((27 — 1)1?) > 2 &
P+dp—d—d®—2p+2+2d+2L+p—1-d > 2p &
—dp+d*’p+p—1—d+d > 2pd &
p(d> —d+1—2d) > 1
logo,
1
P2 2 _3d+1 (3.4)
e essa desigualdade é sempre satisfeita pois:
e Se d =2, entao 3.4 equivale a p > —1 o que sempre ocorre.
e Agorased > 3,entao d*>—3d+1>1e dal =7~ 3d+1 < 1, logo todo p > m.

Portanto )»-1 4(y) > 2p, para todo p primo impar.
d b —

Pela Observacao 3.2.1 para minimizarmos a forma quadréatica teremos que tomar
as entradas b;, da seguinte forma: —(d — 1) < b; < (d — 1). E ainda queremos que

Y € pk, logo
(p—1)/d
b; =0 (mod p),
=1

nesse caso isso s ocorre quando

(p—=1)/d

Z bZZO,

i=1

(p—1)/d 1
pois Zb< d <p—1.

A
~—
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Dentro dessas condigoes podemos verificar que a forma quadratica nao atinge o valor

p. De fato, suponhamos que:

(p=1)/d
(p—d) > b-2d > bbj=p. (3.5)
=1

1<i<j<(p—1)/d

Observa-se que sendo

(p—1)/d
>, hi=0.
i=1
entao,
(p—1)/d
S u) o
i=1
isto é,
(p—1)/d
dov+2 > b =0,
i=1 1<i<j<(p—1)/d
assim,
(p—1)/d
p=-2 ) b
i=1 1<i<j<(p—1)/d
substituindo em (3.5) temos:
(p—1)/d (p—-1)/d
(p—d) > bi+d Y b=p
i=1 i=1
logo,
(p—1)/d
p Y, bi=p
i=1
e portanto

(p—1)/d
> et
=1

mas isso s6 ocorre quando temos uma entrada igual a £1 e as demais nulas, o que
(p—1)/d
contraria o fato E b, = 0.

i=1
Dessa maneira concluimos que no ideal pg

(p—1)/d

YooBd Y (bi—by) = 2p,

i=1 1<i<j<p—1/d

atingindo o minimo em 2p para y = lo,(6) — 1lo,2(0).
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3.2.1 Calculo da densidade de centro do reticulado ok (px)

Exemplo 3.2.1 Sejam L = Q((19), K C L tal que [K: Q] = 3, pL = (1 — (19)OL €

px = pr N Ok.

Sabemos que Dx = £19%, que N(px) = 19 e que t = min{Trx,g(yy); 0 # = € px} =
38. Logo

1 /2
(5<O'K(pK>) - 2n|DK‘1/2 N(pK)

1 383/2
2319212 " 19
0.08

Q

Exemplo 3.2.2 Agora sejam L = Q((7), KC L tal que [K: Q] =3, pL = (1 — ()OO e

px = pL N Ok.
Sabemos que Dx = £7%, que N(px) =7 e que t = min{Trg,q(yy); 0 # = € px} = 14.

Logo

1 tn/2
oxlpm) = 2| Dg|V/? N (pk)
1 143/2
23’72’1/2 7

0.134

Q
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