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RESUMO

EFEITOS DE INOMOGENEIDADES NA TRANSICAO QUIRAL

Bruno Gouvéa Taketani

Orientador: Eduardo Souza Fraga

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Poés-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

A estrutura de fases da QCD tem sido muito estudada nos tltimos anos. Acredita-se que,
a altos valores de temperatura ou potencial quimico, a matéria passe a ser composta de quarks
e gluons desconfinados. Uma possivel fase da matéria fortemente interagente na qual este
desconfinamento ocorre é o chamado plasma de quarks e gluons. Estudos recentes mostraram
que a transicao entre a fase hadronica e a fase desconfinada pode estar intimamente ligada
a transicao de fase quiral da QCD.

Apds uma breve revisao sobre simetria quiral, discutimos o modelo sigma-linear acoplado
a férmions. Este modelo contém quebra espontanea desta simetria e é comumente utilizado
como teoria efetiva para a QCD a baixas energias. O gés de quarks age como um banho
térmico sobre os bdsons e gera um potencial efetivo para a evolucao do parametro de ordem
da transicao quiral.

De posse deste potencial, partimos para um estudo geral da nucleacao. Podemos, entao,
obter as equacoes de movimento que governam a transigao de fase para esta teoria de campos,
tanto a temperatura zero quanto a temperatura finita.

A obtencao de solucoes exatas analiticas para estas equacoes de movimento é um pro-
blema em aberto devido a presenca de um termo de fonte correspondente a densidade
fermionica. O célculo deste termo é usualmente feito com um campo de fundo homogéneo

e estatico. Porém, durante uma conversao de fases, inomogeneidades neste campo devem



estar presentes, desempenhando um papel importante na dinamica.
Apresentamos, entao, o método de expansao em gradientes que permite o calculo da
densidade fermionica a temperatura finita na presenga de um campo de fundo quiral, incor-

porando sistematicamente efeitos de inomogeneidades deste campo.

Palavras-chave: Teoria quantica de campos a temperatura finita, transicao quiral, nucleacao.

Rio de Janeiro

marcgo de 2006



ABSTRACT

EFFECTS FROM INHOMOGENEITIES
IN THE CHIRAL PHASE TRANSITION

Bruno Gouvéa Taketani

Orientador: Eduardo Souza Fraga

Abstract da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Poés-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte

dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

The QCD phase structure has been thoroughly studied in the past years. It is believed
that at high values of temperature or chemical potential, matter consists of deconfined
quarks and gluons. A possible phase for strongly interacting matter in which deconfinement
takes place is the so-called quark-gluon plasma. Recent studies have shown that the phase
transition between the hadronic and the deconfined phases may be closely connected with
the QCD chiral phase transition.

After a brief review on chiral simmetry, we discuss the linear sigma-model coupled to
fermions. This model contains a spontaneous breaking of such a simmetry and is widely
used as an effective theory for QCD at low energies. The quarks gas acts as a heat bath for
the bosons and generates an effective potential for the evolution of the order parameter of
the chiral transition.

With this potential in hand we proceed to the general study of nucleation. The equations
of motion that describe the phase transition for this field theory are determined, both for
zero and finite temperature.

Finding exact analytical solutions for the equations of motion is an open problem due to
the presence of a source term that corresponds to the fermionic density. The evaluation of

this term is usualy done with a homogeneous and static background field. However, during
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a phase conversion inhomogeneities of this field must be present and play an important role
in the dynamics.

We present the method of gradient expansion that allows for the the evaluation of the
fermionic density at finite temperature in the presence of a chiral background field and

incorporating inhomogeneities systematically.

Key-words: Quantum field theory at finite temperature, chiral transition, nucleation.

Rio de Janeiro

marcgo de 2006
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A estrutura de fases da cromodinamica quantica (QCD) tem recebido muita atengao
nos ultimos anos. Parte da razao para isto é o desenvolvimento de novas técnicas para
o tratamento matemético da teoria (e.g. Hard-Thermal Loops [1, 2]), associado a dados
experimentais recentes em colisdes de fons pesados ultra-relativisticos no BNL-RHIC [3, 4, 5]
e a resultados da rede [6] que sugerem que a QCD sofra uma transi¢ao de fase para um novo
estado a temperaturas suficientemente altas.

Calculos perturbativos em QCD a altas temperaturas e densidades mostram que a cons-
tante de acoplamento decresce com a escala de energia [7]. Desta forma, acredita-se que esta
fase seja formada por quarks e gluons desconfinados e com simetria quiral aproximadamente
restaurada. O plasma de quarks e gluons (QGP) é geralmente aceito como este novo estado
da matéria. Experimentos realizados nos aceleradores de particulas Relativistic Heavy Ion
Collider (RHIC), em Brookhaven, e Large Hadron Collider (LHC), no CERN, que estudam
os fenomenos criticos da QCD estao em busca de evidéncias do QGP. O universo primordial
também é um cendrio onde a formagao do plasma de quarks e gluons deve ter ocorrido [8, 9].

Uma das grandes dificuldades no estudo da QCD esta no fato de que, para a escala de
energia associada a transicao quiral, a teoria é altamente nao-perturbativa. Desta forma, a
aplicacdo de muitos métodos comumente usados em teoria de campos [10, 11, 12] torna-se
dificil. Em busca de um tratamento matematico mais simples, procuramos escrever modelos
que possam ser usados como “mimica” da cromodinamica quantica, para certos limites de

energia. O modelo sigma linear é amplamente adotado para o estudo da transicao quiral,
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correspondendo & QCD a baixas energias [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

Este modelo possibilita o estudo do mecanismo de quebra de simetria, assim como dos
processos de nucleacao de bolhas e decomposicao spinodal. Nesta tese, utilizaremos o modelo
o-linear para a equacao de movimento do campo quiral na presenca de férmions. A baixas
energias, o campo quiral é muito mais pesado do que o campo fermionico e sua dinamica
é, portanto, muito mais lenta. Com isto em mente, podemos tratar os férmions (quarks
na QCD) como um banho térmico a temperatura 7' no qual o campo quiral evolui. Isto
equivale, formalmente, a integrarmos sobre os graus de liberdade fermionicos, usando uma
aproximacao classica para o campo quiral. Neste procedimento, encontramos um poten-
cial termodinamico efetivo para o campo bosonico que contém toda a informacao sobre a
interagao com o campo de Dirac na forma de um determinante fermionico.

Para obtermos a solucao da equacao de movimento, precisamos avaliar este determinante
usando alguma aproximacao. Este calculo é geralmente feito tomando o campo de fundo
bosonico como estatico e homogéneo. Porém, devemos esperar que, para um sistema pas-
sando por uma transicao de fase, inomogeneidades neste campo estejam presentes e desem-
penhem um papel importante para a dinamica. Tais efeitos devem, entao, ser incorporados
ao calculo.

Apresentamos um procedimento que, supondo que o campo varie suavemente, permite in-
corporarmos estas inomogeneidades ao cdlculo do determinante. Este método ja foi utilizado
com sucesso na literatura para o calculo de correcoes a temperatura nula, geralmente em
sistemas de baixa dimensionalidade. Neste trabalho, consideraremos o caso a temperatura
finita em 3 dimensoes espaciais.

Esta tese encontra-se dividida da seguinte forma:

O Capitulo 2 traz uma discussao sobre a simetria quiral e sua quebra na QCD. Apre-
sentamos o modelo o-linear, descrevendo rapidamente o processo de transicao quiral neste
modelo. Fazemos uma revisao sucinta da teoria de nucleacao no Capitulo 3. Comecamos o
tratamento da nucleagao no caso a temperatura nula e fazemos a generalizacao para tempe-
ratura finita. Neste capitulo, consideraremos apenas a direcao do campo sigma, correspon-
dendo a uma direcao escalar, pois esta serd a direcao dominante no processo de conversao
de fase e seu tratamento é mais simples [17]. No Capitulo 4 apresentamos o método de

expansao em gradientes para a incorporagao de inomogeneidades no campo de fundo ao
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calculo do determinante fermionico. Os casos a temperatura nula e temperatura finita sao
discutidos. Calculamos correcoes ao potencial e ao Laplaceano e fazemos uma aproximagao
de baixas temperaturas para obtermos uma forma analitica mais simples para a correcao
ao Laplaceano. Mostramos, na tultima secao, a influéncia das corre¢oes de inomogeneidades
sobre grandezas como a energia da bolha critica, seu raio e tensao superficial e comparamos
com resultados da literatura, obtidos na aproximagao de campo homogéneo. No Capitulo

5 discutimos em detalhe nossos resultados e apresentamos nossas consideracoes finais.



Capitulo 2

MODELO EFETIVO QUIRAL

2.1 Introducao

Sabemos que a QCD nao possui simetria quiral exata. Porém, a altas temperaturas,
acredita-se que esta simetria seja aproximadamente restaurada. Simulagoes da QCD na
rede a temperatura finita e potencial quimico nulo mostram que esta restauracao ocorre
para T' ~ 150 MeV [6]. Esta temperatura nos da uma ordem de grandeza das massas das
particulas relavantes a transicao de fase. Podemos, entao, construir um modelo efetivo que
leve em conta apenas os mésons cujas massas sao da ordems de 100 MeV. Esses sao o méson-
sigma e o méson-pi (m, ~ 600 MeV, m + = m,- ~ 140 MeV e m,o ~ 135 MeV)[21, 22, 23].
Tal modelo terd simetria SU(2)s aproximada, pois os mésons em questao sao formados por
quarks up e down.

Muitos trabalhos levam em consideracao, também, a presenga do quark strange, pois as
massas destes trés sao muito menores que as dos quarks charm, top e botton. A criacao do
quarks s se daria devido a grandes flutuagoes (quanticas ou térmicas), pois embora seja um
quark leve, sua massa é muito maior do que as de u e d (ms ~ 80-130 MeV, m, ~ 1,54 MeV
e mg ~ 4-8 MeV) [23]. Estudos analiticos de sistemas com 3 quarks utilizam geralmente um
dos seguintes cendarios: (i) todos os quarks tem massa nula (SU(3)) ou (ii) m, = my =0
e mg # 0.

A presenca de uma escala de massas torna certos graus de liberdade da teoria completa
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irrelevantes. Podemos, entao, utilizar modelos efetivos para tratar o problema. Teorias
efetivas incorporam os efeitos destes graus de liberdade a constantes e interagoes efetivas, de
forma a tornar o tratamento do problema fisico em questao mais simples. Para a construgao
de tais teorias é feita uma aproximacao na agao classica que muda os graus de liberdade da
integral funcional. Uma possivel aproximacao para a QCD a baixas energias transforma os
graus de liberdade dos férmions e gluons em bérions e mésons.

A construcao de modelos efetivos a partir de uma teoria fundamental nem sempre é
possivel devido a sua complexidade. Nestes casos, as simetrias do sistema tornam-se a
ferramenta principal para a determinacao da nova teoria. Usando novamente o exemplo
da QCD, sabemos que seus graus de liberdade fundamentais sao os quarks, porém estes
nao sao convenientes para a descricao do estado fundamental, mas sim hadrons, que sao
estados ligados de quarks. Assim, é natural procurar por uma teoria efetiva que contenha
hadrons como campos fundamentais, embora estes ainda devam manter informacoes de sua
constituicao. Como estas teorias sao criadas para funcionar em um certo regime de energia, é
natural que estas possam nao ser renormalizaveis. O modelo Nambu-Jona-Lasinio [24] é um
exemplo no qual a constante de interacao possui dimensao de (energia)~2 e é portanto nao
renormalizavel. Um corte nas integrais de momento deve usado para conter as divergéncias.

Neste capitulo, discutiremos o modelo sigma-linear, que serd a teoria efetiva quiral uti-
lizada ao longo deste trabalho. Este modelo foi sugerido por J. Schwinger [25] em 1958 e
M. Gell-Mann e M. Lévy [21] em 1960. Hoje o modelo o-linear é comumente utilizado como
uma réplica da QCD no limite de baixas energias. Ele reproduz a auto-interacao entre os
campos o e T, assim como suas interagoes com um campo fermionico através de um potencial
do tipo Yukawa. As quatro componentes dos campos mesonicos formam o campo quiral da

teoria.

2.2 Simetria Quiral

O surgimento do modelo sigma-linear é anterior a cromodinamica quantica ser conhecida
como a teoria para as interagoes fortes. Porém, iremos nos basear na Lagrangeana da QCD,
mais especificamente em sua estrutura de simetrias, para desenvolver nosso modelo. Como

os mésons o e 7 sao formados pelos quarks leves up e down, podemos trabalhar apenas com
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estes dois sabores.
A Lagrangeana de Dirac com dois sabores de férmions nao massivos é da forma
(2.1)

onde o indice j representa os dois diferentes sabores
Considere a seguinte transformacao nos campos 10, chamadas de transformacoes vetoriais

—

@¢:<1—%-®¢u

MR

Ay: Yp—e™

b ettt (Hz‘%-é)zz, (2:2)
sendo 7 as matrizes de Pauli e § o parametro da transformagao
A Lagrangeana ¢é invariante sob Ay
. o 7
i — il 0- (3970 Zp0)
(2.3)

= WPy

e a corrente vetorial conservada (corrente de Noether) associada a esta transformagao é
,7_(1
(2.4)

= @’m;w .

Consideremos agora a transformacao axial, definida por

Ay:  p—e ”Tw:(l—m;eﬂ)w,

wT . wT @H'Yf’g 0~ <1 + zfyg,— ) wT (2.5)
como Ypys = —Y570 € ¥ = 1lyg, temos
) — e —is50 (1 — 2752 5) Y. (2.6)

(2.7)

a

A Lagrangeana também ¢ invariante sob A 4 e a corrente axial conservada tem a forma

- T
AZ = VY5 71# .
As transformagdes Ay e Ay sdo uma representagdo do grupo quiral SU(2) x SU(2)

Podemos fazer a decomposicao do campo 1 em suas componentes quirais, usando o operador
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de quiralidade 75, ¥, = 3(1 + 75)1 e ¥ = 3(1 — 75)1. A Lagrangeana da QCD contendo
férmions nao massivos €, entao, invariante sob tais transformacoes e possui simetria quiral.

Em termos das componentes quirais:

L =i, Py +ivp@vp =L+ LR . (2.8)

Esta separacao natural entre as componentes ¥y, e ¥r nao ocorre quando a Lagrange-
ana contém um termo de massa. Se introduzirmos um termo, —ma), a teoria continuara

invariante sob Ay, mas
_ _ L7
Ao — Yy — 240 - (1/)5751/)) . (2.9)
A4 ndo é uma simetria exata da Lagrangeana massiva. Contudo, se as massas forem
muito menores do que as escalas relevantes da teoria, podemos tratar A4 como uma sime-
tria aproximada. Para a QCD com dois quarks leves (up e down), esta simetria deve ser
parcialmente conservada.
Sabe-se, experimentalmente, que o méson o é um escalar sem spin e que o méson 7 é um

tripleto de isospin pseudoescalar de spin 1/2. A partir de combinagoes de quarks podemos

escrever os estados correspondentes a estes mésons como:
T =1qTY5q (2.10)

c=qq , (2.11)

onde ¢ representa o campo espinorial dos quarks.
Vamos aplicar agora Ay e A4 sobre estes campos:

(i) Transformacao Vetorial

- _ T T
T iqTiYsq — QT+ 0; (qn%;q - Q§Ti75CI)
= 1qTs5q + 165005 Trq - (2.12)
Em termos vetoriais podemos escrever

ToR+0xT . (2.13)

Esta equacao representa uma rotacao no espaco de isospin de um angulo 6 na direcao de

isospin do pion. Sigma ¢é invariante sob Ay. A transformacao vetorial pode ser identificada
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como rotacoes de isospin. Como o campo sigma nao tem estrutura de isospin, ele nao é
afetado.
(i) Transformacao Axial

- . _ 7j T
T L 1qTiYsq  —  iqT7Y5q + 0; <qmsﬁs 51 +q7s 5%%61)

= qTivs9 + 0:qq . (2.14)

Em termos dos campos mesonicos

T—7+00 . (2.15)
Para sigma:
_ _ o (T
o: 44— aq—20- (579 ) (2.16)
c—0—0-7 . (2.17)

A transformacao axial rotaciona os campos ¢ e T um no outro, porém suas massas
sao bastante diferentes. Esta diferenca ocorre devido a quebra espontanea da simetria. A
combinagao dos mésons ¢ = (0, 7) define o chamado campo quiral ¢.

A Fig. 2.1 ilustra o papel destas transformacoes. Ambos os potenciais possuem in-
variancia rotacional, com o eixo vertical correspondo a coordenada o e o eixo horizontal a 7.
Em (a), o estado fundamental estd localizado na origem e mantém a invariancia rotacional.
Fazendo uma analogia com a mecanica cldssica, se colocarmos uma bola na origem, em (b),
ela ira rolar até o minimo e ficarda em algum ponto do vale. Ao escolher um ponto do vale,
o estado fundamental deixa de ser simétrico. Este sistema ainda possui alguns efeitos da
simetria da teoria: excitagoes rotacionais nao custam energia, enquanto excitacoes radiais
custam.

Vamos agora usar desta analogia com a mecanica classica para compreender a quebra
da simetria axial. Imagine que o potencial da nossa teoria efetiva tenha a forma da Fig.
2.1(b). Rotagoes espaciais sao equivalentes a transformagao axial A 4, que rotaciona o em 7.
Como o estado fundamental estd a uma distancia finita do centro, o campo o deve ter valor
esperado finito. Neste cendrio, excitacoes pionicas correspondem a pequenas rotacoes, com

custo energético nulo, enquanto excitacoes na direcao sigma custam energia e devem, entao,
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ser massivas. Conforme o mecanismo de Higgs, a quebra espontanea de simetria gerou uma
massa para o bdéson escalar.

Se os dois graficos da Fig. 2.1 nao fossem invariantes rotacionais, eles teriam uma quebra
explicita de simetria. Se, por exemplo, os graficos forem inclinados em uma dada dire¢ao, o
estado fundamental estara distante do centro e portanto a simetria nao mais existira, como
na Fig. 2.2.

Caso o parametro de quebra seja pequeno, o deslocamento do centro na Fig. 2.2(a) serd
pequeno comparado ao deslocamento devido a quebra espontanea. Além disso, excitacoes
rotacionais (pions) exigirdao bem menos energia do que excita¢oes radiais (mésons o). A

dinamica sera entao dominada por efeitos da quebra espontanea.

2.3 Modelo Sigma-Linear

Podemos agora construir um modelo com invariancia quiral, envolvendo mésons e férmions.
Vamos agora juntar os ingredientes da Lagrangeana, de forma que esta seja um escalar de
Lorentz e invariante sob Ay e A4. No tratamento abaixo, os férmions envolvidos serao quarks
e nossa notacao para estes sera ¢, a menos que explicitamente dito o contrario.

E facil ver que os quadrados dos campos ¢ e 7 sdo invariantes sob transformacoes veto-

riaias, ja que Ay é uma rotacgao de isospin:
Av: m—=n* . o> —=o% | (2.18)
enquanto sob A4,
Ag: 2 —>a2—200-7 ; 0> —>0>+200-7 | (2.19)

Fica claro que a combinagao (7% + ¢?) é invariante sob ambas transformagoes. Esta
combinagao também ¢é um escalar de Lorentz, logo podemos criar uma teoria invariante
quiral a partir desta combinacao.

O primeiro ingrediente da Lagrangeana é o termo cinético dos mésons e férmions. Estes
termos devem conter derivadas até segunda ordem, assim

mésons: %%a@“a + %@ﬁ SOt

férmions:  q(i@)q .
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(a) (b)

Figura 2.1: Potencial efetivo (a) sem quebra espontanea e (b) com quebra espontanea de

simetria.

L

(a) (b)

Figura 2.2: Potencial efetivo com quebra explicita de simetria.
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Agora vamos inserir termos de interagdo entre os férmions e os campos o e 7. Estes
termos incluirdao vértices nos quais ¢ e @ decaem em dois quarks. A interacdo, invariante
quiral, com tal propriedade é:

pion:  g(iqysTq) - T,

sigma.: g9(@gq)o , onde g é a constante de acoplamento férmion-méson. Poderiamos
definir duas constantes de acoplamento (g, e g,). Porém, para que a Lagrangeana seja
invariante quiral, devemos ter uma sé constante de forma que o termo de interagao tenha a
estrutura de (7% + 02).

Se colocarmos um termo de massa para os quarks na Lagrangeana, a invariancia quiral
sera quebrada, porém sabemos que os quarks sao particulas massivas. Para gerarmos tais
massas devemos explorar o acoplamento entre quarks e o campo sigma, que tem a forma de
um termo de massa. Devemos entao gerar um potencial pion-sigma cujo valor esperado no

vacuo para o campo o seja finito. O potencial invariante quiral mais simples é da forma

VeV (ot =2 (0 o?) - 1) (2.20)

onde f, é a constante de decaimento do pion (f, ~ 93 MeV [23]. Esta escolha foi feita
para que o minimo de V (72 4 ¢?) para m = 0 esteja em o = f,. Esta relagao para o valor
esperado de o no vacuo é obtida a partir da relagao de Golberger-Treiman, como um reflexo
da quebra de simetria quiral [10, 12, 22, 26].

Como discutido acima, a teoria nao é invariante sob transformagcao axial pois os quarks
possuem massa. Desta forma, nosso modelo deve conter um termo de massa que quebre tal
simetria explicitamente. Como na QCD a quebra explicita de simetria é associada a massa
finita dos quarks (~ m@q), devemos seguir o mesmo caminho. Em nossa teoria efetiva, o

termo de massa terd a forma

SLsp =ho . (2.21)
O potencial da Eq.(2.20) pode ser reescrito como
A
Vi(o,m) = 1 (7% +0%) — 03)2 — ho (2.22)

onde o parametro vy vai a f; no limite h — 0. Este termo quebra explicitamente a simetria

inclinando o potencial ligeiramente na direcao . Em primeira ordem,

h
U(]:fﬂ'

“ (2.23)
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As massas de o e ™ também sao modificadas:

2 2
2_8‘/ 22)\f7r+£ : mQ_a_V _i

i A = Bl s L (2.24)

m

que fixa h = frm2 e A = 20..
Podemos adicionar um termo devido a conservacao de ntimero bariénico, na forma p~°,
onde u é o potencial quimico.

Como esperado, h é proporcional a massa do pion. A Lagrangeana final é da forma

1
L=q[iv"0,+m°+glo+iT -®vs) —m]q + éa“gba% —V () (2.25)

A

V() =7 (¢ =) —ho (2.26)

onde utilizamos uma notagao compacta para o campo quiral.

2.4 Transicao Quiral

A termodinamica do modelo é dada pela funcao de particao

B
Z:/DquDaDﬁ exp {—/ dT/d3$£5:| , (2.27)
0 Q

onde €2 é o volume do sistema e 7 = it é o tempo Euclideano.

Como a parte fermionica da Lagrangeana é quadratica, podemos fazer as integrais, ob-

7= /Do—m {exp {—/ (%8“¢8“¢+V(¢))] x

xdet [ (py* — i° — glo +ivs7 7)) /T } (2.28)

tendo

onde [ = foﬁ dr [, dx.
Reescrevendo o determinante, é possivel obtermos um potencial efetivo para a evolucao

do campo quiral.

Z:/DaDﬁ {exp {—/ (%augba“mvef (¢,M,T))H : (2.29)

Vir(6) = V() + %ln det {G? +9(o +7§vsr* ) — m} |

(2.30)
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onde G = Y.0, — py° é o inverso do propagador fermionico Euclideano.

Este procedimento equivale, fisicamente, a tratar os quarks como um banho térmico. Tal
banho da origem a um potencial efetivo no qual o parametro de ordem da transicao quiral
(o campo sigma) evolui. A evolugao do universo primordial e colisdes de fons pesados ultra-
relativisticos (RHIC, LHC, SPS) sao exemplos de sistemas fisicos descritos por potenciais
desta natureza.

A partir de V.; podemos estudar os processos de conversao de fases. A Fig. 2.3 mostra a
evolucao do potencial efetivo com a temperatura para um sistema fisico arbitrario. Inicial-
mente, o potencial possui apenas uma fase simétrica. Conforme abaixamos a temperatura,
um novo minimo local, correspondente a fase com simetria quebrada, aparece para ¢ # 0
e a T =T, os dois minimos sao degenerados. Para T < T, o minimo em ¢ # 0 passa a
ser o vacuo da teoria e o sistema comeca a fazer a transicao para esta configuracao. Esta
transicao ocorre devido a flutuacoes térmicas ou quanticas que fornecem, a uma regiao do
sistema, energia suficiente para que o sistema no estado de maior energia possa romper a bar-
reira energética. Este mecanismo de conversao de fases é chamado nucleacao, pois em meio
ao sistema que se encontra inicialmente no minimo metaestavel, surgem regices preenchidas
pela configuracao de vacuo que podem crescer, como discutiremos no proximo capitulo.

Se continuarmos abaixando a temperatura, o minimo em ¢ = 0 e o maximo local que
liga os dois minimos irao se aproximando. Estes dois pontos tornam-se um ponto de inflexao
na chamada temperatura spinodal T§,, Fig. 2.4, e somente o estado com simetria quebrada
permanece. Para T' < T, a transi¢ao de fase se dara pela chamada decomposi¢ao spinodal.
Tal mecanismo é caracterizado por pequenas flutuacoes de grande comprimento de onda. O
campo que ainda se encontra no estado metaestavel ird decair caso ocorram flutuagoes de
qualquer intensidade, em um processo explosivo [17, 19, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33|

No préximo capitulo descreveremos a teoria da nucleagao, tanto a T'= 0 quanto a tem-
peratura finita. Para a obtencao analitica da equacao de movimento, faremos uso da apro-
ximagcao de parede-fina (que serd discutida no préximo capitulo) e analizaremos a natureza

das regides de vacuo formadas durante a transigao.
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T>>T
Vef((l)) c =T

(a) Potencial simétrico (b) Novo minimo em ¢ # 0
Vef =T Vef T<Te
%
0 (:I)O ¢ |
(¢) Minimos degenerados (d) Inicio da nucleagao

Figura 2.3: Evolucao do potencial efetivo com a temperatura.
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ef SP

Figura 2.4: Potencial efetivo em 7" = Tj,. Transicao dominada por flutuagoes de longo

comprimento de onda



Capitulo 3

NUCLEACAO

3.1 Introducao

A teoria classica da nucleacao de gases e liquidos foi muito estudada no inicio do século
passado. Em 1935, Becker e Doring calcularam pela primeira vez a taxa de nucleacao de um
vapor super-saturado [34]. Mais tarde, Langer, em uma série de trabalhos sobre a dinamica
de transicoes de fase de primeira ordem, generalizou o cédlculo de Becker e Doring utilizando
uma corrente de probabilidade estaciondria para descrever o processo de conversao de fase
[27, 35, 36]. A teoria de nucleagao no formalismo da teoria quantica de campos relativistica
foi desenvolvida por Callan e Coleman [37, 38] para temperatura zero, em 1977, e a extensao
para temperatura finita foi feita por Affleck [39] e Linde [40] (veja também [41].

A teoria da nucleagao tem por objetivo o cédlculo da probabilidade, como funcao da
temperatura, de uma gota ou bolha de uma dada fase aparecer em um sistema inicialmente
em outra fase. Esta teoria pode ser aplicada a transicoes de primeira ordem nas quais as
escalas de tempo associadas a flutuagoes térmicas criticas sejam menores do que as escalas
temporais para o super-resfriamento do sistema. Caso contrario, a dinamica é dada pela
decomposicao spinodal.

A teoria de campos classica permite que um sistema tenha dois estados de equilibrio com
diferentes niveis de energia. Na teoria quantica, o estado de maior energia (falso vdcuo na

terminologia de Coleman [38]) torna-se metaestavel e o sistema adquire uma probabilidade

20
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de tunelar para o estado de menor energia.

Existem dois tipos de nucleagao. A mais comum é a nucleacao inomogénea que acontece
quando a transicao de fase se inicia devido a um disturbio externo ao sistema. Quando
esse disturbio acontece espontaneamente através de flutuacaoes quanticas ou térmicas, cha-
mamos o fenomeno de nucleacao homogéenea. Como este ultimo depende de caracteristicas
intrinsecas do sistema, seu estudo € mais interessante e seu tratamento tedérico mais simples.

Em seu trabalho pioneiro [36], Langer generaliza os cdlculos de Becker e Déring utilizando
uma técnica estaciondria para calcular a taxa de nucleacao. Técnicas estacionarias sao uma
aproximacao utilizada para se tratar problemas fora de equilibrio. Langer imagina que o
estado metaestavel é reabastecido a medida em que ele decai. Desta forma, evita-se o estudo
do problema completo, com dependéncia temporal explicita.

Como mostrado em [42], o sistema fard a transi¢do passando pelo menor ponto de sela
(no espago de fase) da energia livre que liga o estado inicial ao final. Em geral, este ponto
de sela ira descrever uma configuracao igual ao estado metaestavel exceto pela presenca de
uma flutuacao.

Nas préximas secoes, introduziremos o formalismo usado no célculo da taxa de nucleagao.
Primeiramente discutiremos o formalismo a 7' = 0, ja no contexto de uma teoria de campos,
para depois passarmos ao caso a temperatura finita. Na tultima se¢ao apresentaremos a
aproximacao de parede fina, utilizada para obtencao de expressoes analiticas para a taxa de

nucleacao, e discutir a evolucao das solucoes da equagao de movimento.

3.2 Campo Escalar a T =0

Consideremos a Lagrangeana para um campo escalar em quatro dimensoes espago-temporais

1
L= 50,606 = Ves(9) . (1)

onde V. ¢(¢) ndo contém interagoes derivativas e possui dois minimos, ¢ = 0 e ¢ = ¢y, onde
apenas ¢p ¢ um minimo absoluto (vide Fig. 3.1).

A configuragao de campo ¢(Z,t) = 0 é um estado cldssico estéavel a T' = 0, porém efeitos
quanticos como penetracao da barreira o tornam um estado metaestavel. O decaimento

deste estado por efeitos quanticos é similar a nucleagao via flutuagoes térmicas. Nesta,
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v

ef

Figura 3.1: Potencial efetivo com dois minimos.

podemos pensar em V. ¢(¢) como sendo, por exemplo, a energia livre de um fluido em funcao
da densidade. ¢ = 0 corresponderia, entao, a fase de um fluido super-aquecido e o vacuo
verdadeiro a fase de vapor. Flutuacoes termodinamicas fazem surgir bolhas de vapor em
meio ao fluido. A bolha tem um ganho de energia volumétrico, pois a configuracao de
campo em seu interior é energeticamente mais favoravel, mas ha também perda da energia
superficial, necessaria para se criar a parede de separacao entre as duas fases. Se a bolha
for muito pequena, a perda de energia serd maior do que o ganho e a bolha ird colapsar.
Caso se forme uma bolha cujo raio torne favoravel seu crescimento, esta ira expandir-se até
converter todo o sistema para a fase estavel. E importante notar que a energia potencial
da bolha é proporcional a —r3, onde r é o raio da bolha, e que a energia de superficie sera
proporcional a +r2. O raio critico da bolha para que esta cresca serd determinado a partir
destas constantes de proporcionalidade que dependem dos detalhes da teoria em questao.

Em uma abordagem de teoria quantica de campos a T = 0, a descricao do processo é
analoga. A tnica diferenca é que as flutuagoes, responsaveis pela criacao de bolhas, serao
quanticas e nao térmicas. Devemos, entao, calcular a probabilidade de decaimento do falso
vacuo por unidade de tempo por unidade de volume, I'/V.

Se pensarmos na Lagrangeana (3.1) como descrevendo uma particula sob a agao de um
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potencial V.¢(¢), onde ¢ denotaria a posicao da particula, devemos procurar solucoes da
equacao de movimento na qual a particula, inicialmente na posicao ¢ = 0, penetre a barreira
de potencial e escape no ponto ¢, com energia cinética nula. A particula passa, entao, a
propagar-se classicamente. Da aproximacao WKB, sabemos que a probabilidade associada

a este processo é dada por [43]
T/V =Ae % [1+O(h)] , (3.2)

onde B é a acao Euclideana. Os estados iniciais e finais da particula estao presentes nesta
equacao nas condicoes de contorno do calculo da acao. Desta forma, B faz um papel de peso
estatistico: o caminho classico dara a maior contribuicao e grandes correcoes quanticas nao
desempenharao papéis importantes na taxa de nucleacao.
A equagao de movimento Euclideana (tempo imaginario) oriunda de (3.1) é
0 2 /

(ﬁ +V ) ¢ ="Ves(9) | (3:3)

onde a linha denota diferenciacao com respeito a ¢ e 7 =it é o tempo imaginario.

O coeficiente B ¢é dado por

1/80\> 1 -
_ — 3. |2 22 Z 2
B—S4—/d7dx[2 (87) +2(V) + Vs (3.4)
Tomando a energia desta solucao como nula, temos
®o0 L
B:Q/ do(2Vep)2 . (3.5)
$=0

O estado classico de equilibrio ¢ = 0 s6 pode ser alcancado assintoticamente, com 7
indo ao infinito. Usando a invariancia translacional na direcao temporal, podemos escolher
o tempo imaginario no qual o campo ¢ se transforma em ¢, como sendo 7 = 0. Neste

momento,

9¢
or

Esta equacao nos diz que o movimento do campo para 7 positivo é simplesmente a inversao

0,4) =0 . (3.6)

temporal de seu movimento para 7 negativo. Logo, o campo assume sua configuragao estavel

e retorna para ¢ =0 em 7 — +o00. Assim,

lim ¢(r, %) =0 . (3.7)

T—+00
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Além disso, para que B seja finito é necessario que

lim ¢(7,Z2) =0 . (3.8)

|Z|—o0

Esta solugao da equagao de Euler-Lagrange é chamada de bounce [38], pois o sistema,
inicialmente em ¢ = 0, evolui no tempo imaginario para a configuracao de menor energia ¢q
em 7 = () e retorna a ¢ = 0 para 7 — 00.

Caso existam varias solugoes ¢ para este problema, a solugao desejada sera aquela que
minimiza a acao Euclideana. Devido a simetrias da teoria, geralmente existem diferentes
solugoes com a mesma acao. Deve-se, entao, somar as contribuigoes de todas as solucoes a
I'. Claramente, este processo sé ira alterar o préfator A.

Translacoes espaciais das solugoes de bounce também serao solugoes, com a mesma agao
Euclideana. Como mencionado no paragrafo anterior, para obtermos a probabilidade de
transicao devemos integrar sobre o grupo de translacoes espaciais. Este é o argumento
formal para que o volume espacial aparega na Eq.(3.2) [26].

O grupo de transformagoes associado as translagoes espaciais no espaco Euclideano qua-
dridimensional é o grupo O(4). Como nao ha distin¢do entre coordenadas espaciais e a
coordenada temporal neste espago, a simetria apropriada é a O(4) e nao O(3,1).

Tomando ¢ invariante sob rotagoes deste grupo, podemos definir uma coordenada p como
p=(r"+ 7, (3.9)

uma vez que ¢ serd uma fungao apenas de p. Dessa forma, a Eq.(3.3) se transforma em
d*¢  3do
I s gl . 3.10
o = Vi) (310
A parede da bolha é definida pela regiao em que d¢/dp é grande. As condigoes de
contorno, Eq.(3.7) e Eq.(3.8), sao escritas como uma unica condi¢ao

lim ¢(p) =0 . (3.11)

p—00
Para que ¢ nao seja singular na origem, devemos ter ainda

o) _

0. 3.12
ol (3.12)
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Finalmente, obtemos [38|

o0 1 (do\?
B =27? Ydp = | — V.
7T/o pp[2(dp)+ !

A Eq. (3.13) é equivalente a agao de uma particula se movendo em um potencial (—V,s),

(3.13)

sujeita a um amortecimento viscoso, onde a posicao é dada por ¢ e o tempo por p.
A teoria do pré-fator A foi desenvolvida em [37]. Neste trabalho, é mostrado que

det' [-0" + VI3 (9)]
det [~02 + V/4(0)]

_1
2

BZ
A=
472h2

: (3.14)

onde det’ denota que o determinante deve ser calculado omitindo-se os autovalores nulos do
operador de flutuagoes [—82 + e’}(¢)}. Em quatro dimensoes, existem quatro autofuncoes
¢, com autovalor nulo que correspondem & possibilidade de translacao da solucao ¢(z) nas
quatro diregoes do espago Euclideano. A contribuigao de cada uma destas fungdes a I'/V
serd um fator multiplicativo (B/27rh)'/2.

Finalmente, podemos escrever [26, 37, 38]

/ 2 " -
F/V _ 32 eiB/h det [_a + ef(¢)]
472 h? det [-0% + V1(0)]

D=

< [1+O0(h)] . (3.15)

Os determinantes que aparecem em (3.14) tornam a expressao para I" livre de divergéncias
no ultravioleta (para £ renormalizada). Para conhecer completamente a func¢éo I', é ne-
cessario somar todas as solugoes da equacao de Euler-Lagrange. Porém, muitas vezes a
solugao que minimiza a agao é suficiente. Passemos agora a extensao destes resultados ao
caso T' # 0.

3.3 Campo Escalar a Temperatura Finita

Para fazer a passagem formal dos resultados a T' = 0 para o caso a temperatura finita, é
necessario lembrar que a estatistica quantica a temperatura nao nula é formalmente equiva-
lente a teoria quantica de campos (usada até agora) no espago-tempo Euclideano, periddica
(para bésons) ou anti-periédica (para férmions), com periodo = 1/T, na diregao do tempo

imagindrio’. A discussdo abaixo é baseada principalmente no trabalho de A. D. Linde [40].

!Para uma deducao em detalhes, ver Apéndice A
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O célculo dos coeficientes A e B ¢é feito de forma anédloga ao caso de temperatura nula.
Deve-se notar que, agora, a solu¢ao da equagao de movimento (3.3) ndo mais possui simetria
O(4), mas sim simetria O(3) com respeito as coordenadas espaciais, e é periddica na diregao
temporal (tempo imagindrio) com perfodo T 1.

A solugao da Eq. (3.3) para T' = 0 que corresponde ao minimo da agdo S; é uma bolha
com simetria O(4) e com um certo raio critico (T = 0) = r(0). AT < r~1(0) a solugao serd
uma série de bolhas espagadas na direcao temporal por uma distancia 71, Para T ~ r~*(0)
estas bolhas comegam a se sobrepor. Finalmente, quando temos T > r71(0), as bolhas
passam a se formar muito perto umas das outras (na diregdo temporal) em comparacao
ao raio critico. Desta forma, para T' > r~1(0), a solugao serd um cilindro cuja segao reta
espacial é uma bolha de raio r(7") com simetria O(3), sendo r(T") o raio critico, a temperatura
T, que a bolha deve ter para que essa flutuacao seja energeticamente favoravel (ver Fig. 3.2.
Neste caso, a integragao sobre 7 no calculo da acao é reduzido a uma simples multiplicagao
por T=1, S, = TS5, onde S5 ¢ a acao tridimensional correspondente & bolha com simetria

0(3):

o &b g
IR AN

i il il i il il
b) -3p -2B -1B 0 1B 28 m

K/\/\/\M/\J

Figura 3.2: Solucdo do tipo bolha para (a) T < r~1(0) e (b) T > r~1(0).

5u0) = [ @avio. 1) = [ e | y0or +vgtom)] (3.16)

Precisamos encontrar a solucao da equagao de Euler-Lagrange para o campo ¢ a tempe-
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ratura finita

2y 2dp

@ rar

V(6T (3.17)

com condigoes de contorno ¢ — 0 em r — oo e d¢/dr =0 em r = 0.
Com estes resultados, podemos obter uma expressao para o limite de altas temperaturas

(T > r~1(0)) de maneira andloga ao caso T = 0 [40]:

—1/2
(S DN (det =P VEG TN o
F(T) = T (W) d@t/[—aQ T e/}(O, T)] (& . (318)

Na deducao da Eq.(3.18), métodos de estatistica quantica em equilibrio foram utilizados.
Em particular, duas suposigoes foram feitas: (i) o livre caminho médio das particulas no
gas (quente e denso) a temperatura 7' é muito menor do que o raio da bolha; (ii) ha tempo
suficiente para que se atinja o equilibrio térmico dentro e fora da bolha. Estas suposicoes
nao sao satisfeitas para muitos sistemas, como por exemplo na analise da formacgao de bolhas
pequenas (raio da ordem do livre caminho médio)[44].

O critério T > r~1(0) para a utilizagao da Eq. (3.18) pode ser generalizado. Solugoes com
simetria espacial O(3) existem para quaisquer temperaturas, a dificuldade estd em acharmos
tais solugoes em meio a todas as possiveis solugoes de (3.3) que correspondem a minimos de
Sy. Para T < r~1(0) devemos comparar a agao S3/T com a agao Sy: se S3/T < Sy, devemos
usar a Eq. (3.18); caso S3/T > Sy e o raio seja menor que (27')~!, devemos utilizar as Eq.
(3.4) e (3.14).

A acao Euclideana tridimensional Ss3(¢,T') para um campo ¢(r) independente do tempo
¢ igual & integral tridimensional de um potencial efetivo V(¢(r),T): S3 = [d*zV. Este
potencial efetivo contém a energia de superficie da bolha, proporcional a (V¢ )?, e a energia
de volume V,¢(¢, T'), onde escolhemos V. ¢(0,7") = 0. O campo ¢(r), independente do tempo,
¢ determinado pela condicao V(¢(r),T) = F(T), onde F(T') é a energia livre a temperatura

—S3/T AF/T

T na presenga de um campo ¢(r). Desta forma, o fator e é simplesmente e~ , onde

AF é a mudanca na energia livre devido a formagao da bolha.
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3.4 Aproximacao de parede fina

Consideremos agora um caso limite no qual a teoria de nucleagao fica bastante simplificada.
Quando o super-resfriamento do sistema é pequeno, a diferenca entre o valor de V¢(¢,T') em
cada um dos seus minimos, ¢ = 0 e ¢ = ¢o(7’), é muito menor do que a altura da barreira.
Como V.¢(¢,T) ¢é normalizado para V.;(0,7) = 0, entdo devemos ter |V.r(¢o(T),T)| = €

muito menor do que a altura da barreira. Vide Fig. 3.3.

V()

e 51| . .

Figura 3.3: Aproximacao de parede fina: altura da barreira muito maior que |V.¢(¢o(T), T

A figura estd fora de escala para facilitar a visualizacao.

A energia de superficie necessdria para a criacio de uma bolha (o< 7%) nao seré alterada
pelo valor de €, mas o ganho de energia serd claramente afetado (o< er®). Conforme ¢ decresce,
o raio critico para a formacao e expansao de uma bolha fica maior e o processo de nucleacao
fica mais raro.

Se tomarmos o raio da bolha muito maior do que a espessura da parede, podemos ignorar

o segundo termo das equagoes (3.10) e (3.17) quando comparado ao primeiro e assim:

d2
Cl—’lf - e,f(¢7T> : (319)

No limite € — 0, a forma da curva ¢(r) estd na Fig. 3.4. Usando este resultado, podemos

calcular as agoes S3 e Sy analiticamente. Para o caso com simetria O(4),

1
Sy = —§e7r27‘4 + 21238, | (3.20)
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¢/d,

1

r('T) r

Figura 3.4: Perfil da soluc¢ao ¢(r) no limite € — 0.

onde S é a tensao superficial da parede da bolha e é igual a acao em uma dimensao no

limite € — 0:

r=si= [Tar [L (L) viso)] = [Taofavisto) (321)

Minimizando S, com relagdo a r, encontramos o raio da bolha r(0),

3
r(0) =22 | (3.22)
€
e entao
2720t

Para o caso T > r~1(0), o cdlculo da agdo é feito de maneira anéloga. Temos, entao:

4
Sy = —gm‘ge + 4nr?o(T) (3.24)
20(T
rry = 220 (3.25)
€
16m03(T)
Sg - 3 62 (326)
e, finalmente,
16m03(T)
I(T) ~ exp {— 3T } (3.27)
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Consideremos, agora, o0 caso em que
L. 2 1 3 Ly
Ver(9,T) = §M (T)¢" — gé(TW + Z)\d) : (3.28)

Neste caso, podemos obter expressoes analiticas exatas para o, S, Sy e 7(T'). No limite

e — 0, ouseja, Ver(0,7) — Ves(oo(T),T), a Eq.(3.28) reduz-se a

Vo (6.T) = 22600 — 0)? | (3.29)

T4
onde ¢y = £ e 26 = gM>\.
Com estas relacoes, obtemos

)\1/2¢8 2\/553
o= —

V3 = 30002 (3.30)
Para T'= 0,
7295512
Sy = 3E\I0.2 (3.31)
93/2§3
Para T > r~1(0),
217/277'(59
3= 3B (3.33)
95/2§3

A aproximacao de parede-fina, cuja premissa inicial era ¢ — 0, s6 pode ser aplicada se a
probabilidade de um transicdo como esta for fortemente suprimida (e=%/7). Apenas quando
a taxa de transi¢ao é muito pequena em comparacao ao super-resfriamento do sistema, essas
condigoes sao validas, o que acontece em poucos casos.

Como vimos, a determinagao da taxa de nucleacao depende de conhecermos a tensao
superficial o(T"). O célculo desta quantidade é, porém, complexo para a maioria dos sistemas
fisicos, pois requer a solucao da equacao de Euler-Lagrange.

No capitulo anterior, mostramos como obter uma teoria efetiva para o campo quiral,
integrando sobre os graus de liberdade fermionicos no modelo sigma-linear. Definimos entao

o potencial efetivo, que carrega os efeitos do banho térmico, sob o qual o campo evolui.
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Para progredirmos no estudo da nucleagao, devemos agora encontrar as solucoes da equagao
de movimento. No préoximo capitulo, mostraremos que a solucao analitica da equacao de
Euler-Lagrange proveniente de (2.29) é desconhecida devido a presenga do determinante em
Ves. Aproximagoes de campo homogéneo sao geralmente feitas para possibilitar os célculos,

porém mostraremos um procedimento que permite levar em conta inomogeneidades.



Capitulo 4

EFEITOS DE INOMOGENEIDADES
A TEMPERATURA FINITA

4.1 Introducao

Vamos, agora, voltar ao modelo efetivo desenvolvido no primeiro capitulo. Vimos na se¢ao
2.4 que, ao incorporarmos os efeitos dos quarks a uma teoria somente com campos bosonicos,
podemos definir um novo potencial, V., para o campo quiral. Relembrando, a Lagrangeana

original é:

L=q [i@ 4 — M(a;)} q + %%d)ﬁ’% —-V(e) ,

A

V(¢):Z(¢2—v§)2—h0 . D=0t

onde M (¢) =m + g(o +iT - Tvys5) é a massa efetiva dos quarks e carrega toda a informacao
sobre a interacao com o campo ¢. Aqui, por simplicidade, consideraremos apenas a direcao
escalar para o campo quiral, por ser a mais relavante no processo de conversao de fases [17],
desta forma, ¢ = o e M=m+ go. O acoplamento dos pions com o campo fermionico pode

ser importante para os efeitos das inomogeneidades, porém nao trataremos destes efeitos

32
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aqui. Podemos, entao, obter a teoria efetiva

1
Lep = 50u00"0 = Ver (9) (4.1)
T 4+ M
Ver(9) = V(¢) + —ln det CTYEjL—W] (4.2)
V T
A equacao de Euler-Lagrange para o campo quiral, obtida a partir de L, é:
oV (9) _
O T = ) 4.
¢+ —> " 9{qq) (4.3)
Podemos reescrever esta equagao como
WVer (¢, T )
0 — 4.4
onde
Ver(9, T 1) = V(o) + Vol T, ) (4.5)
V(. T, p)
_ 4.
9(qq) 96 , (4.6)

onde o potecial V, carrega toda a informacao sobre o banho de quarks.
O proposito deste trabalho nao é estudar a evolugao temporal fora de equibilibrio do

sistema, por isso trataremos apenas do caso estatico, i.e.

V(0. T, )
2

Comparando as equagdes para o potencial efetivo, (4.2) e (4.6), temos

zln det <w>] . (4.8)

V3¢ =0 . (4.7)

_ J

9<QQ>EW:% Y T

A presenga do termo de fonte, correspondendo a densidade fermiénica p = (gq), na Eq.
(4.3), torna sua solucao dificil. Isto ocorre porque seria necessario conhecer o determinante
fermionico na presenca de um campo de fundo arbitrario ¢(Z). Para sistemas unidimensionais
(141), podemos recorrer a técnicas como a do espalhamento inverso [45], o que nao é
possivel em dimensoes mais altas. O tratamento amplamente adotado na literatura para
este problema consiste em tomar o campo quiral como constante na determinacao de p

(17, 18, 19, 20, 46, 47, 48, 49]. Porém, para um sistema que estd em um processo de
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conversao de fases, inomogeneidades na configuragao do campo quiral devem desempenhar
um papel importante.

Em [48], Paech e Dumitru mostraram que a dinamica fora de equilibrio do parametro de
ordem em uma colisao de ions pesados pode gerar grandes flutuagoes na densidade de barions.
Além disto, a amplitude de tais inomogeneidades depende da estrutura do potencial efetivo:
transigoes de primeira ordem sofrem efeitos maiores do que crossovers (vide também [19,
47, 50]). Como veremos mais adiante neste capitulo, a presenca do determinante fermionico
na Eq. (4.3) modifica a estrutura do potencial que atua nos bdésons, mesmo em calculos a
um-/oop.

Nas préximas secoes, mostraremos como utilizar a expansao derivativa para incorporar
tais inomogeneidades ao calculo da densidade de quarks. Este método foi proposto em 1985
por Fraser [51] para o calculo de contribuigdes a um loop em teorias efetivas com termos em
ordens mais altas na derivada do campo a temperatura nula. No mesmo ano, foi utilizado
por Aitchison e Fraser [52] na determinagao da contribui¢ao a um loop fermionico em teorias
envolvendo vértices induzidos por anomalias, correntes de Goldstone-Wilczek e termos de
Skyrme. Em anos posteriores este método encontrou aplicagoes em diferentes areas, como por
exemplo, na fisica de ondas de densidade de carga [53, 54], no efeito Hall quantico inteiro com
interagao de dois corpos [55], no estudo de nucleacao de bolhas na presenca de férmions [56] e
em teorias de gauge ndo-Abelianas [57]. Nestes trabalhos, o cdlculo da densidade fermiénica
foi feito sempre a temperatura nula. Na secao 4.3 discutiremos a expansao derivativa para o
calculo do determinante fermionico a temperatura finita e, na secao 4.4, apresentaremos as

primeiras corregoes a equagao de movimento [58, 59.

4.2 Expansao em Gradientes a 7' = (

A temperatura nula podemos trabalhar no espaco-tempo de Minkowski. Fazendo a transicao
do espago-tempo Euclideano, na Eq.(4.8) e usando a identidade In det O=Trin® (onde Oé
um operador qualquer), podemos escrever a densidade fermionica em um ponto &y arbitrario,
como

gp(Tp) = % |:TT In (G_l + ]\Z/(gzﬁ))} , (4.9)
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sendo G~1 = iv*9, .
Aplicando a derivada funcional e notando que o operador Tr atua sobre todos os graus

de liberdade da teoria (i.e. espago de coordenada, spin, isospin, cor,...), temos

gp(zo) = T G—1+M(¢)] (4.10)
1
—_ QTT«, <I0| m] ‘Jfo) s (411)

onde T'r., equivale ao traco sem considerar o espago das coordenadas e |z() representa uma
fungao de onda avaliada no ponto zy (¢ é um nimero complexo e ndo um operador).
. . . gy , e, ~
Inserindo a identidade UTU = 1, onde U = e™oFu é o operador unitario de translacdo

espago-temporal, podemos transferir a dependéncia em xy para M ():

x = T (X0 f 1A f To .
gp(xo) = gTry (xo|UU Gy M6 U'Ulxo) (4.12)
1
= gTr, (0] T TG+ o) 0) . (4.13)

No espago de momento, onde o propagador fermionico tem a forma G=' = 4*k,, a

densidade de quarks é dada por

4%k [ ! | (4.14)

ZTo) = gTr -
gp( 0) g Y /(27T)d ,yﬂku_‘_M(i,_i_ajo)

onde d é o nimero de dimensoes espago-temporais.

Podemos expandir M (Z + z¢) em torno de z, como

M (& + x0) = M (x0) + AM (&, x) (4.15)
~ 19 - 10 1 - 1 0?
AM (==, z¢) = 0, M (z0)=—— + =9,0,M S 4.1
(G g @) = M) 50+ 50,0 M(@0)(7) g + (4.16)
Assim, obtemos

dk 1
(2m)® ~pk, + M(z0) + AM (0, 2)

gp(xo) = gT'r, /

1
Yk, + M(xo)

d
1 ~
:g'fr,Y /(d k 1+AM(I0,§I)

_ (417
2m)® ynk, 4+ M(x) (4.17)
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lembrando que 2, = (1/i)d/dk,. Fazendo a hipétese de um campo de fundo M que varia

suavemente com x, podemos expandir o termo entre colchetes, para finalmente obter

AM (xo, .a ) L (4.18)
Zaku ﬁy#ku + M([L‘O)

Este resultado foi obtido em [56] e comparado a resultados exatos, obtidos com técnicas

o0

d 1 "

n=0

de espalhamento inverso para d = 2 com sucesso [45].

Para d = 2 a equacdo de movimento, com correcoes até ordem g2, tem a forma

(m + go)?
(m+ gp)2+ £

v

% (4.19)

O¢ =

Em quatro dimensoes, foi observado que o tnico efeito da presenca dos férmions serd de

renormalizar os parametros livres da teoria (até ordem ¢?), de modo que

ov

75 (4.20)

O¢ =

Contudo, para d = 2 e d = 4, solugoes metaestaveis da equagao de movimento surgem
devido ao meio fermionico, dependendo da ocupacao relativa de estados ligados [56]. Desta
forma, o comportamento qualitativo da nucleacao fica bastante modificado. Em uma teoria

puramente bosonica, as tnicas solucoes sao bolhas instaveis.

4.3 Expansao em Gradientes a Temperatura Finita

Para estudar a densidade fermionica p(¥) a temperatura finita, vamos voltar ao espaco-

tempo Euclideano. Neste,

gp(To) = % %TT In (—G; ;M(¢>>] (4.21)
T . 1 .
- gv Try (2o m] | o) - (4.22)

Transferindo a dependéncia em ¥y para o campo de fundo, temos

1
Gy + M(p(3 + 7))

— T =
gp(Zo) = g=Tr, (0]

v 0) . (4.23)
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No espago de momento, onde o propagador Euclideano dos férmions tem a forma G ' =

Y0 (iwy — ) — 7 -k, p é dado por

1
9p(Zo) = gT'r / : ————— : (4.24)
' Tk A0 G — ) — 7 K M (G + o))
com as defini¢oes
K= <k0, l%') _ <iwn _ l%') ¢ (4.25)

/K ET; / (5353 . (4.26)

As frequéncias de Matsubara, w,, = (2n + 1)7T', sdo varidveis discretas que aparecem no
propagador devido a anti-periodicidade do campo fermionico no tempo imaginario 7. Vide
Apéndice A para detalhes.

A dificuldade, agora, reside na dependéncia do campo quiral em (Zy + Z). Utilizando a

expansao derivativa para o campo de fundo (andloga & Eq.(4.16))

M(i+ i) = M(Zo) + AM(&, ) (4.27)
= M(Zy) + VM ()7 + %Vivjj\?[(fo)fijrj SEP (4.28)
onde &' = —iVy,, temos
gp(Z) = gT'r, / [ — s - S ] (4.29)
K | ko—7 - k+ M(Z) + AM(Z, %)

1
:gTT,Y/ ——— X
K ko — 7k + M(9)

(e e . . o 1 n
X ;(—1) AM (Z, &) <70k0 e M(¢)>] : (4.30)

AWM < 1, podemos truncar a série e, finalmente, escrever a

densidade fermionica na forma:

No caso em que temos

p(Z) = po(Z) + p1(Z) + p2(Z) + - - (4.31)

A condigao % < 1 implica em dizer que o banho de quarks transfere pouco momento

para o campo quiral e, dessa forma, ¢(Z) varia suavemente.
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Cada termo na Eq.(4.31) contém, por sua vez, uma expansao em V:

pi ="+ o7 4P (4.32)

onde p{™

representa o termo na expansao de p; proporcional a V™.

Podemos, entao, interpretar esta série como uma expansao em derivadas de ¢. E ne-
cessério, porém, cuidado, pois para o célculo de p(#) a uma dada ordem em derivadas,
(n)

existirao contribuicoes de diferentes p, .
O primeiro termo corresponde a tomar todas essas derivadas como nulas e, portanto,
um campo quiral homogeéneo. Na proxima secao iremos calcular este termo, assim como a

correcao ao termo do Laplaceano na equacao de movimento.

4.4 Correcoes ao Potencial e ao Laplaceano

4.4.1 Campo Homogéneo: Correcao ao Potencial

A aproximagao de campo constante, equivalente a po(Z) na eq.(4.31), foi amplamente
utilizada na literatura [46], como por exemplo em [18]. Neste trabalho, os autores fazem uma
aproximacao de campo médio, substituindo os campos o e 7 na exponencial da acao (Eq.
(2.29)) por seus valores esperados no viacuo. Desta forma, nao sdo consideradas flutuagoes
térmicas nem quanticas nestes campos.

Para o cdlculo de cada termo na Eq. (4.31) é necessario efetuar tragos. Para facilitar o

calculo destes tragos, podemos escrever

_’70]{50—’7%—]\2

_ A (4.33)
VPko—7-k+ M k3 — k* — M?
definindo ainda Ej = (k2 + M2(¢))"/2. Assim,
0 - 7 “r =
- Vko —7 -k — M(Z)
po(Z) = Tr /
0( ) 2 X k.(Q] _Eg
v, M (Z)

- | B 4.34
s -

onde v é o fator de degenerescéncia (cor + spin + isospin + ...).
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Para efetuarmos a soma sobre frequéncias de Matsubara em (4.34) sdo necessérios métodos
tipicos de teoria de campos a temperatura finita [1, 2, 46, 60]. O Apéndice A traz uma breve
discussao de tais métodos.

Fazendo a mudanca de variaveis py = ko — i e substituindo o somatorio em frequéncias

de Matsubara por uma integral no plano complexo, obtemos

) ek T B tanh (220)
D) = —u MI(Z a4 2 2
po(@) = —v.M(7) / (27) 2mi %dp * o+ p)? — E2

N k1 1 1
— o M@ | =2 ) dpy =
v (x)/ (27)3 2mi {% Po 2 (po + p)? —E,f+

1 1
- : 4.35
% po(po—i-u—i-Ek)(po—l—lu—Ek)eﬁpo_‘_1} (4.35)

Descartando termos independentes da temperatura, que podem ser absorvidos por meio

de redefini¢oes dos parametros da Lagrangeana, e aplicando o teorema de Cauchy, obtemos

, (4.36)

. &k 7 7
=\ — k k
pol) = v M(2) / (27)3 | eFEr—m 41 T B 1
onde notamos a separacao clara das contribuicoes de particulas e anti-particulas.
Truncando a série para p(Z) na primeira aproximagao, p(Z) = po(Z), a equagao de Euler-
Lagrange toma a forma

V2 + a‘gigj) = —gpo - (4.37)

E natural que procuremos escrever (4.36) de uma forma em que gpy represente uma
nova contribuicao para o potencial. Para o caso de massa dos quarks nula e y = 0, esta

contribui¢ao ¢ dada por [17, 18, 46]:

Vy(¢) = —v,T / %znu + e BTy (4.38)

Caso considerassemos os termos independentes da temperatura na obtengao da equacao
(4.36), encontrarfamos um termo divergente na contribuicao dos quarks para o potencial
efetivo. Como estamos trabalhando com um modelo renormalizavel, a parte de vacuo do
potencial pode ser parcialmente absorvida nos parametros nus da teoria (A e v3) via renor-

malizagao. Porém, uma correcao logaritmica, devida a escala de renormalizacao, persiste
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(vide [17, 18] para detalhes). A principio a fisica nao deveria depender desta escala, mas, ao
pararmos a teoria de perturbacao em determinada ordem, correcoes dependentes da escala de
renormalizacao aparecem. Para evitar contribuicoes logaritmicas grandes, devemos escolher
uma escala apropriada, podendo assim ignorar estas corregoes.

O potencial efetivo é, entao,
Ver = V() + Vy(0, T, 1) (4.39)

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram como V,¢(¢) varia para diversos parametros. Para g = 5,5
encontramos uma transi¢ao de primeira ordem para quaisquer valores do potencial quimico.
O caso g = 5,5 e T, = 123,7 MeV possui os minimos degenerados e T, = 108 MeV ¢
a temperatura spinodal. A simetria quiral é aproximadamente restaurada para T > T,
quando a configuracao ¢ = 0 passa a ser o vacuo verdadeiro. Para T' < T§,, a fase simétrica
desaparece e somente a fase quebrada se mantém. No diagrama de fases, Fig.4.1, para g = 3,3
a linha de transicao de primeira ordem termina em um ponto critico de segunda ordem e,
para valores de potencial quimico menores do que este valor critico a transicao ocorre via

crossover [18]. Note que o potencial puramente bosénico contém sempre dois minimos.

T A

early universe

Quark-Gluon
Plasma

Hadrons

Color

Superconductivity
nuclei

heutrgn stars

v

m_ /3 [V n
Figura 4.1: Diagrama de fases esquematico da QCD.

Como acabamos de ver, a presenca de V, no potencial efetivo para os bésons muda con-

sideravelmente a transicao. Vamos agora estudar a influéncia da primeira correcao contendo
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—T=124
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-1 ;’;.
-2 T
-1 0

1
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(b)

Figura 4.2: Potencial efetivo na presenca de um campo de fundo constante. Para os dois
graficos, g = 5,5. Em (a) p =0 MeV e T = [108, 116,123, 132] MeV e em (b) p = 100 MeV
e T =[110,113,119, 124] MeV.

—T=100

\V .
ef |
T 4 T=113

Figura 4.3: Potencial efetivo na presenca de um campo de fundo constante e constante de
acoplamento g = 33. Em (a) u =0 MeV e T' = [100, 113, 120] MeV ¢ em (b) x = 100 MeV
e T =[80,101,110] MeV.
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derivadas do campo.

4.4.2 Inomogeneidades: Correcao ao Laplaceano

Para incorporarmos corregoes de inomogeneidades a equacao de movimento, devemos pri-

meiramente considerar p;, que tem a forma:

0 >k — M(T 0 S T s
- VYhko—7 k=M@~ [ Vko—7 k— M(Z)
=-T AM 4.40
p1(7) Ty /K o (%, 7) o, (4.40)
Lembrando que
N o1 o
AM (z,%y) = gV,;0(Zy) 2" + gﬁvivjqﬁ(xo)w A SR (4.41)

podemos, calcular a corregao ao Laplaceano na equacao de movimento, que corresponde
a primeira correcao nao-trivial oriunda das flutuacoes espaciais de ¢, supostas pequenas
(58, 59].

A primeira contribuicao é proveniente de p;, sendo proporcional a V;V ;¢:

Oky — -k — M(Z) (1 - »
P(@) = —Tr, / TR (7) (—ViVjM(:EO)f%J) X

01 _ ~. 1 _ Vr(=
x <7 fo— 7 K QM(@). (4.42)

E, contudo, necessaria uma andlise cuidadosa para que nao percamos outras contribuicoes

de mesma ordem. O termo seguinte na expansao para a densidade fermionica é

= ~ - ~ 2
0 . — . . — R 0 - — . - —

p(f:TT/
o(7) =T | ki — B}

Ao tomarmos somente a parte proporcional a V¢ em AM , 0 termo entre colchetes dara

K- B

uma contribuicao V;¢V;¢, correspondente a

I S 2
O — — 0 — —

1) Vhko — 7 -k — M(Z) i [ VR0 =k — M(Z)

ps (%) =1Tr, /K s VM (Z)z o ,

(4.44)

que é da mesma ordem que V,;V ;¢ e portanto deve ser mantido na série.

O Apendice C traz o calculo detalhado desses termos.
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4.4.3 Expressao final para p; + ps

Como forma final para a corregao ao Laplaceano do campo quiral, temos (vide Apéndice

C)

pL+pr = g/%VS{VQM(f) [F(Ek, 1, B) + F(Ex, —p, 8)] +
+(F - VM) [G(Byo s B) + G(E, —, B} (445)

onde

1 M2 e28(Er—p) _ oB(Er—p)
pE— J— 2 —_——

1 3 M2 eB(Er—p)
—F 2E2 M FEL ((ef’(Ek“) - 1)2) *

1 3 M2 1
S [ e Y 4.46
<23E,§ o E;’;) ((eﬁww) + 1)) (446)

1 M4 eB(Ex—n) _ 11e38(Ex—n) 4 1128(Ek—n) _ oB(Er—p)
75 Gy )

ﬁ3 1 M2 N 5 MA e38(Er—1n) _ 4e2B(Br—1) 1 oB(Ex—n) N
»EL T2 ED (BB £ 1)

1 3 M2 45 M4 e2B(Ex—p) _ oB(Er—p)
B~ T s o -
BES - 22FEy 22 EL (ePBr=r) 4 1)3

3 1 5M% M e Br=n)
B |~ + 555 + 35— — +
22\ 2EL  2ES ES. | \ (ePBr—m) 4 1)2
3 1 5M? M* 1
el I e . 1 S ] 4.47
22 ( 2B * 2 BT - E?() ((eﬁ(Ek‘“) + 1)) (447)

Um problema ainda persiste para trabalharmos com a eq.(4.45): existe um termo pro-

G(Eka , ﬁ) = 64 <

porcional a k- V,

[ ER{E9P@ (G(Ee ) + G B .5}
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Lembrando que E? = k* + M?, vemos que estas integrais sao nulas para ¢ # j (G é par
na variavel k). Assim passamos a ter apenas termos proporcionais a V2¢.

O termo que contém kv fica,
VAL [ R G 1. 5) + G(Er . ) (4.49)

Devemos perceber agora que esta expressao nao ird depender de nenhuma das variaveis
k; e ainda que as trés integrais que aparecem, cada uma proporcional a V;, sao idénticas.

Usando, entdo, a identidade [ &3k k7 G = & [ d*k k2 G, podemos escrever

[ ER{(E 970 6B ) + OB .00} =
_ %vw@) / &k K2 [G (B, 1, B) + G(Ey, —p, B)] - (4.50)

Finalmente, temos como forma final da equacao para p; + po,

oo = V20(@) 525 [ dRE(H (e )+ H(Ew—.B)] (451)
onde
H (B ) = F(Bx, 1, 0) + 2K G(Bi . ) (4.52)

Devido a proporcionalidade de p; + ps ao Laplaceano do campo, este termo iré corrigir
o termo correspondente na equac¢ao de movimento.

A equagao de movimento, com a correcao ao Laplaceano, toma a forma

1 W00, 9] V(i) = DS (4.53)
onde
(o1 +p2) = = (V20) W,y (6, T, 1) (4.54)
Fazendo uso da distribuicao de Fermi-Dirac
(B, p) = W , (4.55)

+1
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podemos escrever H explicitamente como:

M* R
— B <Eﬁ> (Bt 1130k 4 1120Bkn) _ OEr—n)) n3q(Er, p1) +
k

M2 K2 5Nt K2 - ~ _
- (zE—; Dy | (B ) L B (B )+
M? 1 1 k2 M2E:  I5M* K2
9 Ep— 28(Ex,— 3
7 <_EF§;’ U E * 4 B + TE_Z) (e = BT il B, )+

6(1 1 3M2 1 1k GBM2E:  35M* 2

1E] 16 EL SEL 8 EL ' 1 EL

) eB(Er—p) n?vd(Ek, 1) +

11 3 M2 1E2+5M2E2+35M4E2 (Ee 0
Nttt ——= |1 .

SE? 16 B} SE, 8 EL 4 EY)MAEER
(4.56)

A expressao analitica completa para a correcao ao Laplaceano nao é muito simples e
suas propriedades e comportamento exatos devem ser estudados numericamente. Devemos
recorrer a aproximagoes em H (Ey, i1, 3) para obtermos uma expressao com a qual possamos
trabalhar analiticamente.

Na préxima secao, faremos a aproximagao de baixa temperatura e obteremos uma forma
mais simples para H. Para o presente estudo, o limite de altas temperaturas nao é interes-
sante por diversas razoes. Neste limite ocorre a restauragao da simetria quiral, interrompendo
a nucleacao de bolhas. Além disto, as flutuagoes térmicas serao frequentes e intensas, tor-
nando a hipétese de pequena transferéncia de momento entre os quarks e o campo quiral
pouco realista. No limite de altas energias devemos ter a criacao de particulas pesadas,
que nao estao previstas no modelo efetivo. O caso de baixas energias apenas reforca nossas
hipéteses e é, portanto, uma ferramenta ttil para se estudar o comportamento da corregao

acima.

4.5 Limite de Baixa Temperatura

A distribuigao de Fermi-Dirac, presente na forma de H(FEy, i1, 3), determina a regiao de

momento na qual a integral terd sua maior contribuicdo. O limite 7" — 0 (8 — oo) deve
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entao ser estudado com cuidado. Por simplicidade, vamos analisar apenas o caso com p = 0.
A distribuicao estatistica de Fermi-Dirac, dada explicitamente em termos da variavel k, tem

a forma

1 1
ebBEe 1] exp [5(/;2 + M2)1/2 +1 ‘

Nygd (457)

Lembrando que M (¢) = g+ m, vemos que para m # 0 a exponencial serd sempre muito
maior do que 1. Desta forma, aproximamos
npg e PP (4.58)

Retornando & expressao (4.56), percebemos que cada termo serd multiplicado por uma
poténcia da exponencial. Porém, no limite T — 0, e~V B8E: « e=nPEk A correcio de

inomogeneidades simplifica-se, entao, para

oL+ po = (vQM) 2’;32 2/ dk K2H (Ey, 0, 8) (4.59)
0
onde usaremos a definicao
I6.0)= [ deE*H(E0.5) . (4.60)
0

de modo que:

I(¢,3) = — /0 h dk e PP

1 M- 1 M> 5MYYN -, 1M -
e k4 e e 3k4___ 2]€2
D" +<24E;§+6Eg SERETY: E

11 1M 15M*\ - 11 3M*\ -
- - v k4 - - s k2
+< 24E§’(+4E§(+4E}(>ﬁ +<4E§< 16E§<>ﬂ *

(o1 +5M2+35M4 e 11 3 M ey
SEL ' S8ES ' 4 F% SEY 16 B

11  5M> 35M*') -
S I 4.61

+<8E§(+8E}(+4E§’(> ] (4.61)
A integral é fortemente suprimida para SEy > 1. Assim, para baixas temperaturas,

esta serd dominada por valores pequenos de |E|, |E| < M(¢). Podemos, entdo, aproximar
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E}, ~ | M| nos termos entre colchetes'. Desta forma,

1 [ 13 18 1 1 ) - 1 B4
I - = dke PP || - — L - — _— |2 —
(9,6) 2/00 ‘ [( 16|01 4 M2 16|M|3> Jr<12\M\+
21 83 95 32 74 74 1\ -
—ﬁA—+—ﬂA +—Aﬂ ——— | K*| (4.62)
2402 24 \MPP 8 MY 8 |MS

Utilizando novamente a condigio |k| < M(¢), podemos fazer a aproximagio e #Z ~
| -5k . . o
e~ BNl ™2 , para obtermos uma integral analiticamente mais simples:
U s [T 18 2 1 3 1p 1 1 - 1 B
I¢aﬁ = —3€ ﬁM/ dke 2 1M T AT A T T A T T AT~ k'2+ — -+
(9,) 2 e 12| M|

21 3% 95 B* 74 7401\ -
e S N N -(4.63)
2402 24 \M)3 8 MY 8 | M

Mantendo apenas termos dominantes, obtemos

1(9,8) = ~Y2m e (5 13p) "™ (161)

A correcao ao Laplaceano, a baixas temperaturas, assume a forma

V2T g < ' )3/2

. (4.65)

~ 14
pr+ o — (V1) 5

Podemos notar entao que a correcao p; + ps a baixas temperaturas serd fungao de BM e
serd fortemente suprimida para 6]\2/ > 1. Os efeitos de inomogeneidades no campo de fundo
serao, portanto, importantes na regiao 6M(gb) < 1. Notamos, ainda, que a Eq. (4.65) se
anula exponencialmente para ¢ — 0o e como uma poténcia no limite ¢ — 0. Na préxima
secao discutiremos os resultados obtidos para a correcao de inomogeneidades, tanto para a

funcao completa como para a aproximacao a baixas temperaturas.

4.6 Discussao dos Resultados

O comportamento da correcao ao Laplaceano, gW, Eq. (4.54), estd exibido na Fig. 4.4.

As curvas nao estao centradas exatamente em ¢ = 0. Isto deve-se, provavelmente, a pequenos

LA dependéncia em |k| deve ser mantida na exponencial para garantir a supressio da integral no ultravi-

oleta.
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erros numéricos nas integracoes no espago de momento, no limite |k| — 0 e ¢ — 0, que nao

comprometem os resultados que se seguem.

gW 6

44

0' T v T v ]
-1 0 1

o/T

Figura 4.4: gW a T = 100 MeV para g = 3,3 (azul) e g = 5,5 (vermelho).

A T = 100 MeV pode-se ver que a correcao serd importante para —1 < % < 1. De
maneira geral, isto foi observado para as diversas temperaturas testadas. Se voltarmos as
Figuras 4.2 e 4.3, veremos que esta é a mesma regiao de campo na qual a correcao ao
potencial efetivo, proveniente apenas do termo homogéneo, é importante. As curvas cortam
o eixo vertical aproximadamente em glW = g. Porém, o estudo analitico do limite de gWW
quando ¢ — 0 nao ¢é simples e como a integracao numérica neste limite apresenta problemas,
nao podemos afirmar se este é realmente o comportamento da fungao.

A Fig. 4.5 mostra como esta correcao gW varia com a temperatura. Como esperado, o
efeito das correcoes de inomogeneidades diminui conforme abaixamos a temperatura.

A aproximagao de baixas temperaturas (4.65), Fig. 4.6, mostrou ter um comportamento
qualitativo parecido com a fungao completa até ¢/T 2 0.8. Porém, mesmo para estes valores
de ¢, o comportamento aproximado superestima o real. A aproximacao nao é valida para a
regiao dominada pelo termo de poténcia na Eq. (4.65).

De posse da forma completa para p; + pa, Eq. (4.51), podemos incorporé-la numerica-
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61 —— T=50 MeV
gW | “T=100 MeV
| —— T=150 MeV

0 50 100 150
¢ (MeV)

Figura 4.5: Variacao de gW com a temperatura. 7' = 50 MeV (vermelho), 7' = 100 MeV
(verde) e T'= 150 MeV (azul); g = 5,5 para as trés curvas.

mente ao potencial efetivo, obtendo uma equacao de movimento da forma?

1 AV +V,) oV

20
VOSTI v a9 96

(4.66)

Na verdade o que podemos fazer de forma mais imediata é escrever a derivada de Vj, e

nao o proprio potencial.

2Como gW > 0 para qualquer ¢, a equacao de movimento pode ser reescrita desta forma.
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Figura 4.6: Aproximacao de baixa temperatura (4.65) (azul) e iV completa (vermelho) para

g=>5,5.T=1MeV em (a), T =10 MeV em (b) e T = 100 MeV em (c)
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Na Fig. 4.7, podemos observar que a presenca de inomogeneidades tende a suavizar os
efeitos da correcao do termo homogéneo sobre a derivada do potencial na regiao relevante
para a nucleacdo. A temperatura spinodal nao sera modificada pela correcao p; + ps, pois
o termo gW (gW > 0) na Eq. (4.66) funcionard como um “peso”, apenas diminuindo a
inclinacao de Vj,, em relagao a Vs, deixando inalterados os campos para os quais ocorrem
seus extremos. Isto também pode ser visto nas simulagoes numéricas para a temperatura
Tsp, pois esta corresponde a temperatura na qual dois extremos do potencial se encontram,
formando um ponto de inflexao podendo, portanto, ser determinada por meio dos zeros da
derivada do potencial.

A partir das fungoes para as derivadas do potencial completo (contendo correcoes de
inomogeneidades), podemos ajustar um polinémio de quinto grau para estas curvas. Como
na regiao mais interessante os valores das ordenadas sao bem menores do que seus valores
para campos maiores, € necessario ajustar o polinomio para uma regiao reduzida de forma a
obtermos uma boa aproximacao. A Fig. 4.8 mostra estes ajustes para temperaturas de T' =
108 (azul), 116 (verde), 124 (laranja) e 132 MeV (preto). As curvas da legenda correspondem
a derivada do potencial completa enquanto as outras correspondem aos ajustes.

Podemos, agora, integrar estes polinomios, obtendo uma equagao para o potencial V;,.
No processo de integracao, a informacao sobre o valor do potencial em ¢ = 0 é perdida e com
isso todo o grafico é deslocado. Contudo, todas as quantidades fisicas sao fungoes dos valores
relativos entre alturas do potencial e, desta forma, a informacao perdida é irrelevante. A
Fig. 4.9 mostra os potenciais V.5 e V;, para as temperaturas de 108, 116, 124 e 132 MeV.

Como discutido anteriormente, a corre¢ao de inomogeneidades suaviza os efeitos de py.
Para todas as temperaturas estudadas, as alturas relativas diminuem, sinalizando um au-
mento na probabilidade de transicao e ainda, como para T = 116 e 124 MeV os minimos
ficaram mais préximos, a aproximacao de parede fina devera trazer melhores resultados do
que quando aplicada a V.. Devemos observar, em particular, que 7, nao ¢ mais 124 MeV.
A esta temperatura o minimo em ¢ # 0 ainda é o minimo global e a simetria esta quebrada.
O aumento da temperatura critica vai na direcao dos resultados da rede, que apontam para
a restauragao da simetria para temperaturas maiores que 7' ~ 150 MeV [6].

Estes novos potenciais nos permitem aplicar a aproximacao de parede fina. Para obtermos

expressoes exatas para as grandezas fisicas desejadas, utilizando os métodos descritos na
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VT

0

(c)

1
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Figura 4.7: Comparacao entre as correcoes ao potencial provenientes de V¢ (verde) e Vj,

(vermelho) para g = 5,5 e diferentes temperaturas. 7= 108 MeV em (a), 7' = 124 MeV em

(b) e T'=132 MeV em (c). O potencial puramente bosonico (azul) aparece para comparar-

mos as COTTrecoes.
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Figura 4.8: Ajuste polinomial para a derivada do potencial para varias temperaturas. As

curvas da legenda correspondem a V;, completo e as outras aos ajustes polinomiais.

!/
n
secao 3.4, devemos aproximar o potencial V;, por um polinémio de quarto grau:

4
Vin & ) ang" . (4.67)

Isto s6 é possivel reduzindo-se ainda mais a regiao em ¢ de validade do polinomio e
restringindo também a gama de temperaturas. Tomamos, entao, valores de ¢ positivos, e
T. > T > Ty, pois esta ¢ a regiao relevante para o estudo da nucleacao. O ajuste polinomial
de quarto grau estd mostrado na Fig. 4.10.

Note que o ajuste ¢ nao é muito adequado para temperaturas mais baixas 7' ~ Ty, e ¢
préximo a zero, errando inclusive a concavidade. Visto que nesta regiao de temperaturas
a aproximacao de parede fina nao deve ser adequada pois a diferenca entre os minimos
do potencial, €, nao tende a zero, o pequeno erro no ajuste polinomial apenas corrobora
considerarmos apenas T' < T,.. Para estas temperaturas podemos obter diversas informagoes
qualitativas sobre grandezas fisicas. O estudo quantitativo exigiria solu¢oes numéricas que
fogem do escopo deste trabalho.

Potenciais do tipo (4.67) podem ser reescritos na forma

Ulp) = a (e —a®)’ +jo (4.68)
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Figura 4.9: Potencial efetivo na presenga de um campo de fundo constante (azul) e contendo
a primeira corre¢do de inomogeneidades. Em (a) 7" = 108 MeV, (b) T' = 116 MeV, (c)
T =124 MeV e (d) T = 132 MeV.
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Figura 4.10: Ajuste polinomial para o potencial para varias temperaturas. As curvas da

legenda correspondem a V) completo e as outras aos ajustes polinomiais.

onde U(p) reproduz o potencial inomogéneo a menos de um deslocamento na energia de

ponto zero, e

a=ay , (4.69)
1 a 3 (a3\’
2 2 3
—_ | Z=4 (== 4.70
. 2[a4+8(a4)] , (4.70)
aq 1&2@3 1 as 3
—ay |2 —222 4 (2 4.71
J 4 Qy 2&4@4 + 8 (&4) ] ’ ( )
1&3
= —-— . 4.72
=0t (4.72)

Em T,, o potencial deve ter dois minimos degenerados. Esta situacao corresponde a
tomarmos j = 0, de forma que U(y) tenha minimos em ¢ = +a e maximo em ¢ = 0. A

forma explicita da bolha critica, no limite j — 0 é dada por [45, 56, 61]

ool €,70) = gpf+§\/_ [1—tanh (%)} , (4.73)

onde ¢; &~ a — j/8aa® é o falso vécuo do potencial U(p), . é o raio critico da bolha e

¢ =2/\/U"(pp) = (a(3¢% — a?) 2.
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A tensao superficial, Eq. (3.21), é dada nesta aproximagao por
2
~ . 4.74
e & (4.74)
Da Eq. (3.26), o raio critico vale
2 1
"™ 3ag alj] 47)
Finalmente, a energia da bolha critica é:
4
E.= %@ . (4.76)

Para as trés temperaturas analisadas, obtivemos os seguintes resultados:

e Tensao superficial:
T =108 MeV ; 0 ~ 5,4 MeV /fm?
T =116 MeV ; 0 =~ 6,8 MeV /fm?

T =124 MeV ; 0 ~ 9,2 MeV /fm?

e Raio critico:
T =108 MeV ; r. ~ 0,98 fm
T =116 MeV ; r. = 2,15 fm
T =124 MeV ; r. ~ 35,54 fm
O resultado numeérico exato, considerando apenas a corre¢ao homogénea, ¢é [17]:
T =108 MeV ; r.~ 1,1 fm
T =116 MeV ; r. = 2,2 fm

T =124 MeV ; r. — oo (temperatura critica)

e Energia da bolha critica em unidades de temperatura:
T =108 MeV ; E./T ~ 0,20
T =116 MeV ; E./T =~ 1,14

T =124 MeV ; E,/T ~ 394
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A correcao ao potencial, calculada numericamente, é [17]:
T =108 MeV ; E,/T ~ 0,9
T =116 MeV ; E./T ~ 2,1

T =124 MeV ; E./T — oo (temperatura critica)

Vemos que o raio critico se comporta como previsto, aumentando com a temperatura
de forma rapida. Naturalmente, em T = 124 MeV, o raio nao divergira, pois esta nao é
mais a temperatura critica, como discutido anteriormente. Conforme a temperatura abaixa,
chegando préoxima a spinodal, a aproximacao de parede fina torna-se menos realista. Para
T =116 MeV, onde a aproximacao dever ser boa, as inomogeneidades alteram a energia da

bolha critica em cerca de 50%, confirmando o aumento da taxa de nucleagao de bolha.



Capitulo 5

CONCLUSOES

O conhecimento acerca da dinamica das transicoes de fase da matéria fortemente intera-
gente é de importancia impar para a compreensao de sua estrutura de fases. Muitas vezes
o estudo desta dinamica requer a utilizacao de teorias efetivas que possibilitam um trata-
mento mais simples do problema em questao. Tais teorias sao entao “calibradas” por dados
experimentais, de forma a reproduzirem certas quantidades conhecidas, tornando-se mais
eficazes.

Descrevemos nos capitulos 2 e 3 o modelo efetivo, com transicao de fase quiral de primeira
ordem, utilizado nesta tese, assim como o processo de nucleagao homogénea. Em busca
de melhor entender os efeitos de meio na dinamica do campo quiral, o modelo o-linear
acoplado a um banho de quarks foi escolhido. Sendo renormalizavel, correcoes em loops de
temperatura nula podem ser incorporadas aos parametros da Lagrangeana. Podemos, entao,
nos concentrar no papel desempenhado pelo meio.

No capitulo 4, vimos como a presenca do determinante fermionico na equacao de Euler-
Lagrange altera qualitativamente a dinamica da transicao de fase. A interagao do campo
quiral com o gés de férmions modificou a estrutura do potencial que atua sobre os bdsons,
mesmo em calculos do determinante considerando apenas um campo quiral homogéneo. Vale
notar que, mesmo em estudos de sistemas a temperatura finita, os cdlculos da densidade
fermionica, presentes na literatura, sao feitos usualmente a 7' = 0.

De forma a generalizarmos estes cédlculos para T # 0, apresentamos a expansao em

gradientes associada a técnicas de TQC a temperatura finita [59]. Esta ferramenta possibilita

o8
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a determinacao da densidade fermionica ordem a ordem em derivadas do campo de fundo.
Inicialmente, utilizamos esta expansao no caso a T" = 0 e discutimos seu sucesso em trés
dimensoes espaciais, quando comparada a resultados exatos para uma dimensao obtidos por
meio do método do espalhamento inverso.

Introduzimos, entao, efeitos de temperatura finita por meio da compactificagao da variavel
temporal (tempo imaginério). Supondo que o banho de quarks tranfira pouco momento para
o campo quiral e que, desta forma, ¢ varie suavemente, escrevemos uma expressao para a
densidade fermionica na forma de uma série em gradientes do campo.

A incorporacao de correcoes de inomogeneidades a equacao de movimento se deu a partir
de termos na expansao proporcionais a V2¢. Desta forma, enquanto a correcao homogeénea
modificou o potencial, a primeira corregao derivativa (g) modificou o termo do Laplaceano
na equagao de Euler-Lagrange. Tanto a correcao ao potencial, V;, quanto g\ foram escritas
com contribuicoes separadas para particulas e anti-particulas.

Devido a forma analitica complicada da correcao de inomogeneidades, foi necessario to-
mar o limite de baixas temperaturas para podermos obter uma expressao mais simples para
esta correcao. Neste limite observamos que p; + po sera fungao de ﬂM e nio de B e de M
de forma independente. Embora o comportamento qualitativo desta aproximagcao tenha se
mostrado apropriado na regiao onde as corregoes sao mais importantes, esta superestima os
valores exatos para ¢ < 0.87.

Nossos resultados mostraram que a regiao na qual as correcoes derivativas sao relevan-
tes corresponde a mesma regiao onde o potencial efetivo fica modificado devido a correcao
homogénea. Como esperado, estas correcoes diminuem para temperaturas menores. Reescre-
vendo a equagao de movimento, pudemos obter um novo potencial, Vi, (¢, 5, 1), que contém
as correcoes de campo homogéneo e as correcoes derivativas. A presenca de inomogeneidades
suaviza os efeitos de py na regiao relevante para a nucleagao. Esta mudancga nao altera a
temperatura spinodal, pois os extremos de V;, e V.s ocorrem para os mesmos valores de ¢.

A suavizacao do potencial efetivo tem como efeito imediato a diminui¢ao da altura da
barreira entre os dois minimos (¢ > 0). Para uma dada temperatura, a energia necessiria
para se gerar uma bolha critica é, portanto, menor e desta forma a taxa de nucleacao
aumentara. Este aumento estd diretamente ligado a diminuicao do raio da bolha critica.

Ao considerarmos as corregoes de inomogeneidades, a temperatura de 124 MeV nao é mais
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a temperatura critica, onde o potencial exibe minimos degenerados. Nesta temperatura, o
potencial ainda apresenta simetria quebrada, significando que houve um aumento de 7., indo
em na diregao razoavel quando levamos em conta os resultados da rede [6].

A correcao derivativa, quando estudada na aproximacao de parede fina, trouxe mudancas
apreciaveis as grandezas estudadas diminuindo, por exemplo, a energia da bolha critica em
cerca de 50% para T = 116 MeV. Estas correcoes devem, portanto, ser incorporadas em
estudos mais realistas. Sao necessarios calculos numéricos para estudarmos este problema
fora da aproximagao de parede fina e, assim, aumentarmos a precisao destes resultados [48].
Tais célculos estao fora do escopo desta tese, mas representam um passo importante para
uma analise quantitativa do papel desempenhado pelos férmions na dinamica da transicao
de fase quiral.

Temos, entao, um método sob controle para a incorporacao de correcoes em derivadas
do campo de fundo no calculo do determinante fermionico a temperatura finita e, portanto,
aplicagoes da expansao derivativa no estudo da influéncia dos férmions pode também ser
feita a outros modelos efetivos, como por exemplo Nambu—Jona-Lasinio [24], Modelo Loops
de Polyakov [62] e modelos de quasi-particulas [63].

Podemos, ainda, aplicar o método a modelos efetivos que levem em conta efeitos de
dissipacao e ruido, ausentes no presente trabalho, pois estudos mostram que seus efeitos
podem trazer grandes modificagdes na transigao de fases [64, 65, 66]. Vdrios aspectos das
transigoes de fase da matéria fortemente interagente vém sendo estudados pelo grupo QCD-

QGP do Instituto de Fisica da UFRJ [50, 67, 68].



Apeéendice A

ALGUNS INGREDIENTES DA
TEORIA DE CAMPOS A
TEMPERATURA FINITA

Neste apéndice apresentamos, de maneira sucinta, alguns resultados de teoria de campos
a temperatura finita, relevantes para os calculos desta tese. Maiores detalhes podem ser

encontrados em [46, 60, 1, 2]

A.1 Funcao de Particao

Vamos, por simplicidade, considerar o caso do campo escalar. Sua fun¢ao de particao é

definida como
Z = Tre PH-mNi) (A.1)
Escrevendo o operador tragco em uma representacao integral, temos

7 = / dpo < pole PH1Ni|g, > (A.2)

Podemos fazer uma analogia entre esta expressao e a amplitude de transicao da mecanica
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quantica (MQ). Sabemos da MQ que o valor esperado do operador e~"tr ¢

, $(@t5)=0a (@)
< Gale |G, > = / dn] /¢ T g x

(Z,0)=¢a(Z)

Xexp[/ dt/d3 ( (7,1) %; .Y H(w,gﬁ))] (A.3)

onde H é a densidade Hamiltoniana e m é o momento conjugado ao campo .
Devemos fazer a mudancga para tempo imaginario 7 = ¢t e tomar os limites de integracao
de 7 entre 0 e #. Além disto, se o sistema possuir uma carga conservada, devemos ainda

fazer a substituicao

H(ﬂ', ¢) - H(ﬂ—a ¢) - NN<7T7 ¢) : <A4)

Podemos, finalmente, escrever a representacao funcional da funcao de particao como
B8 5 . a¢
Z = [dﬂ-] [d¢] erp | — dr d’x | im—= — H(TF, ¢) + /J“N(ﬂ—a ¢)
periodico 0 37'

Como consequéncia do traco, a integral sobre o campo deve ser periddica, ou seja, sobre

(A.5)
campos tais que ¢(7,0) = ¢(Z, F). Nao existem restrigoes na integral em .

A.2 Soma Sobre Frequéncias de Matsubara

Para calcular Z, expandimos o campo ¢ em uma série de Fourier

O(Z,7) ( ) Z Z i@t () (A.6)

n=—oo

Devido a periodicidade do campo ¢, w,, é uma variavel discreta, w,, = 2mnT. A norma-
lizacao € escolhida para que cada amplitude de Fourier seja adimensional. As frequéncias w,,
sao as chamadas frequéncias de Matsubara.

Esse aspecto das teoria de campos a temperatura finita faz com que contribuigoes de

temperatura nao nula ao cdlculo de diversas propriedades como a auto-energia envolvam
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a necessidade da soma de funcoes sobre as frequéncias de Matsubara. Isto pode ser feito
usando-se técnicas de integracao no plano complexo. Considere a funcao

S=T io: f(po = iw,, = i27nT) (A.7)

n=—oo
Do Teorema dos Residuos sabemos que podemos expressar uma integral com pdlos por

meio da soma dos seus residuos. Podemos, entao, escrever uma funcao complexa, com os

polos apropriados, de forma que
¢ f(z)dz = 2mi Z Res f(ag) , (A.8)
c k

onde f(z) é singular em ay, e ), Res f(ay) representa o somatério em n da eq.(A.7).

Assim, podemos escrever

T
5= gﬁc Apo  (po) 5 coth (%ﬂpo) | (A.9)

O contorno C deve ser escolhido de modo a conter todos os pélos da funcao 1/28coth(1/28py),

que estao localizados em py = 2minT. Para isso podemos escolher o contorno da Fig.A.1.

I

Figura A.1: Contorno usado na integracao complexa da Eq.(A.9).

Utilizando o Teorema dos Residuos na Eq. (A.9), recuperamos a Eq. (A.7).
Reescrevendo a coth 0, a soma em frequéncias se separa em uma parte de vacuo, inde-

pendente da temperatura, e uma contribuicao de matéria. Para ver isso, devemos escrever

1 1 6 —0
Zcothf — leete™
2 2el —et
1 1
Outra maneira de escrever coth 0 é
1 1e2 +1
Zcothf = lem+1
2 2620 — 1
1 1
= + (A.11)
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Usando esses dois resultados obtemos

S B 1 —i00—€ J f( ) 1 1 N
= om J o PO T e
1 100+€ 1 1
— d —+— . A2
Tomi ), o o) (2+e+29—1) (A.12)
Tomando py — —pp na primeira integral,
1 100+€ 1 1
S = — d — —_ -
1 [t 1 1
— d —+— . A.13
Tomi ), o) (2+e+29—1) (A.13)

Se f(po) for regular no eixo imagindrio (Im(py)), podemos tomar o limite € — 0 em duas

das integrais, obtendo

S = 5o [ dmg L)+ fom) +
1 100-+€ p 1 A14
+% po [f(po) + f(—po)] oo —1 (A.14)

—icote

Note que, na expressao final para a soma de frequéncias, surgem duas integrais. A
primeira é independente da temperatura e representa a energia de ponto zero do sistema.
Na segunda integral, vemos o aparecimento da distribuicao de Bose-Einstein. Este termo da
a contribuicao da matéria para o somatério.

Este resultado é valido para bdsons, pois a funcao coth possui polos que correspondem as
frequéncias de Matsubara bosonicas 27nT. O estudo de soma de frequéncias para férmions
é completamente analogo ao que acabamos de ver, com a substituicao da funcao coth pela
tgh, que ird corresponder a fungao 1/25tgh(1/28py) e tem pdlos em py = iw, = (2n+ 1)7T4,
onde w, = (2n + 1)7T sao as frequéncias de Matsubara fermionicas. Neste caso, obtemos
46

1 1004 [1+€ 1
T = iwy, = —— d I —
;ﬂpo wn ) = =5 | 00 e
1 100+ L—€ 1
- d -
271 e Po f(po)eg(po,u) +1 +

100

1 1
*%ﬁmﬂm+%/ dpo fpo).  (A.15)

100
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Neste caso, no termo que carrega a contribuicao da matéria surge naturalmente a dis-
tribuicao de Fermi-Dirac (nsq). Esta expressao para a soma em frequéncias de Matsubara

fermionicas sera utilizada ao longo desta tese.



Apeéendice B
CALCULO DE TRACOS

Neste apéndice estao calculados os tragos dos operadores que aparecem na determinacao

das equagoes para p;(Z) e po(Z)
Tr, [(voko — 7 k+ ]\2/)2} =Tr, [k‘g — {7, A Y keoky — K2 + M+
+2M (7 ko — ”ylkl)]

= v [kg — K+ ]\}[2} (B.1)

Tr, [('yoko —5- k+ ]\7[)7’] =Tr, [Pyoﬂy"ko — ik + M”yi
v, [] (B.2)

Try (ko — 7 - k+ M)”Yi”/] =Try [”YO’Yi’ijO — Y'Yy ky + M’Vifyj]

= —v [M(Fij] (B.3)
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Try |(Vko — -k + M)y (ko —7 -k + M)| =
=Tr, | —7'kZ — ¥v"ykoky + Mkgy's°
i ok + Ay ki, — M’y

_i_MkO,yO,yl . M]Cl’}/l’}/Z—FMQ’yZ

Try | % = 7K+ NP | = Try |7 = 20,7 oy — R+
+2M (Y°y ko — Ay k) 4+ M3y

=, [QMkZ]

Try |(4ko — 7 -k + M)g} =17y [(Voko — 7k M)k — {7 A Yok — B+
+2M (Ao — A'ky) + M?)
— Tr, [y%g — A%k + A ko M2 + 2N (K2 — 7% koky)
A k2 ARk — MRy + ME2
—2M (44 koky + k%) — MK + M3+
—1—2]\7[2(7%0 — 'ylkl)]
= v, [2]\7[(/%3 — k%) + M(k2 — k) + MP

= U [SM(/C(% — k) + ]\}[3}

(B.4)

(B.6)



Apeéendice C
CALCULO DE (p;+p9)

Neste apéndice mostraremos os detalhes do calculo da correcao ao Laplaceano na equacao

de movimento. Para tal, serd necessario utilizar ferramentas descritas nos Apéndices A e B.

C.1 Célculo de p\”

O primeiro termo que contribui para a correcao ao Laplaceano é

Oky— -k — M(Z) (1 . o
P2 (&) = —Tr, / Vho =7k — M(Z) (—ViVjM(fo)f%ﬂ) x
0 2L N7
ko — 7 -k — M()
. C.1
X( K — B (C1)
Para que possamos calcular este termo, devemos estudar como Vy, atua em %;gfw
Temos
0 Sk — MI(Z i i(~0 2L N7
VYhko —7 -k — M(Z) — 2k' (ko — 4 - k — M (X))
Vi, = C.2
h( s ®B-E) ' (B-E (©2)
0 S N i i i
Vhko —7 -k — M(Z) —2kI " — 2k
kf“< BB (3 — Ep?
0 - 7 “r
7 ko —7 -k — M(Z)
26"
T R-Rp
0 - 7 “r
ko — 7k — M(Z)
8Kk’ C.3
T o
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)

’ 2 . . N .
Para o calculo de pg , estaremos interessados apenas no termo proporcional a derivada

segunda no campo quiral que contém a Eq. (C.3), i.e.:

Oko — 7 - k — M(Z Oko — 7 - k — M(Z
ko — 7 @y, v, <7 07 <x>>:

ki — E} ’ ki — E}
2 T VP
= R_E) [5] (V'ko =7 -k — M(Z))” (kg — Ei)+
—(\°ko =7 - k= M()) (V'K ++K) (k — E}) +
AR (VOko — K — M(f))?} . (C.4)

Os tracos destes operadores estao calculados no Apéndice B. Ficamos entao com

(2= (2 1 ij (1.2 2 2 2 r2
- M __—__|sig2—E -
o) = gV M) [ g [958 - D) (1 - B4 07

kLI (kg R4 3M2)} . (C.5)

C.2 Calculo de p!’

Para obtermos a contribui¢ao completa da correcao proporcional ao termo V,;V ¢, preci-

samos calcular também pgl):

0 = I T (5 0 =L Vit 2
(1) = ko — -k — M(Z) N i ko —7 -k — M(Z)
ps (Z) =Tr, /K s <VZM:1:) o (C.6)

Na expansao do termo entre colchetes, precisaremos apenas da parte que contém a Eq.

(C.2), i.e.

Oko — 4 -k — M(Z Oky — 7 - k — M(Z
s, <7 0—7 (@)Vki (7 ko—7-Fk (x)> . )
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Aplicando as derivadas, obtemos

( — 2WW%WJVE—M@D>X

+
(kg — E§) (kg — E¢)?

(v W0k = - @)
(- ED) (i~ B2

o L ez or 7 g
s (K — o @ — 20 (% = 7))+
0 k

(ko — E)
2 Gt (A0 Y i(.0 =L ANT\Ad
—m<k7(7k0—7'k—]\/[)+k(”yko—’y-k—M)v). (C.8)
0 k

+

O integrando é, entao,

ko — 7 - k — M(Z) ko — 7 - k — M(Z) ko — 7 - k — M(Z)
2 2 Vk 2 2 vkz
ko - Ek ! ko - Ek

1 o - ~ - ~ o
= e 4K (1Ko — 7 F = N)® + (2% — 7 = M) (7'y) (K — )™+
(kg — E¢)°
20k — ER) (W (ko — 7+ F = M)y (1°ko — 7+ & — M)+

k(o — 7 K — M)W‘)] . (C.9)
Os tracos destes operadores também estao calculados no Apéndice B. Com estes tragos
feitos, obtemos

— - - — - — 1
9 (Z) = gu MV M (Z)V,;M () / 12
K ( 0

RN [5”‘ (k2 — E2)® + 4k’ <k§ e 3M2>]
k

(C.10)

Lembrando que uma condigao de contorno para a solugao do tipo bolha, é Vo(r — oo) =

0 podemos reescrever a integral acima como

1

905" (&) = —gusM*V,V ;M () / s |09 (k8 — B + kR (k3 — B2+ 3012
K (kO - Ek)

(C.11)
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C.3 Expressao final para p;+p,

Vamos agora ao calculo da forma final para a correcao ao Laplaceano do campo. Juntando

os resultados obtidos acima, temos

pr+py = 1V, V; M/ 7@) {5%3 _ E?)? [(kg SR M) - M?] +
F2KH | (K — B+ BNP) (K2 — Ef)+
CONP2(KE — R+ 3M2)] } (C.12)
_ VSVNJM/ S {903 — B2 [KE — ] +
kR [(kg — )2 - 9M4} } . (C.13)

Reescrevendo esta equacao, temos

L+ p2 = 1V,Y; M/ {6“(1@8 _ B2y [k:g B2+ MQ] +

E2)
ki [(k;g ~ B2 NP 9M4] } (C.14)
{0903 - B (k3 - BD) + M2 +

_VSVVM/iEQ)

Kk [(kg — B2V 4 2(k2 — E2)M? — 8]\7[4] }.(0.15)
Podemos agora fazer a soma implicita nos indices i e j:
+uy(k - V) M/ ﬁ [(kg — E)?2 4 2(k2 — E))M? — 8]\7[4] . (C.16)
k (kg — E})
Simplificando, obtemos
- 1 M?
P + P2 = Vs/ VQM +

L K { (ke — ED? (k5 — B)°

2 N 42 164
(kg — ER)? (kg — ER)* (kg — E})°

+

+(k- V)M

} . (C.17)
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Escrevendo explicitamente [,

tp= [Ty nvi
pl p2_ (27T)3 - S

tuy(k - V)2 M

1 N M2
(k§ — ER)?  (k§— E2)®

2 N 402 16 M4
(kg — B2 (kg — ER)* (kg — ER)°

} . (C.18)

Mais uma vez sao necessarios métodos de integracao no plano complexo para o calculo da
soma sobre frequéncias. Estas técnicas estao discutidas no Apéndice A. Com a substituicao

de variaveis pg = kg — 1, a correcao ao Laplaceano, p; + p2, toma a forma:

&k v, S 1/2 M?/2
/ <2w>32wi9§cdp°{v 1ot () | G ot
L Bpo 1 20> B 8M*
P (5) | G B (ot B }

(C.19)

Reescrevendo a tgh(Bpy/2) e ignorando os termos independentes da temperatura, temos

/ &k v, ¢ p V2M 1/2 N M?/2
@mp2mi o P\ e 1 | (o + w2 — B2 ((po+ p)? — B
(k- V)M 1 N 2N B 8
e +1 | ((po+ )= ER)?  ((po+p)?—E)*  ((po+ p)?— ER)°

(C.20)
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C.3.1 Integral em p,

Passemos a integral no plano complexo. Podemos escrever a expressao anterior como

&k v 1/2 1
Y= | ———=(hHd V2(Z +
P1 P2 / (27T)3 271_2 %‘ Po { d)(x) |:(p0 + w— Ek)Q(pO + 1 + Ek)2 eﬁpO —+ 1

. M?2/2 1 N
(po + o — Ex)3(po + p + Ey)? ePro + 1
. 1 1
+(k - V)2p( +
( )\ ol ){(Po—l-,u—Ek)g(pOﬂLM‘i‘Ek)S@ﬁpo+1
202 1

+ +
(po + 1 — Ex)*(po + pu + Ey)* ero + 1

} |

(C.21)

~

8M* 1
(po + 1 — Ey)>(po + p + Ej)> €0 41

Devemos usar o teorema de Cauchy para calcular a integral sobre py. Para isso, precisa-

remos dos seguintes resultados:

d 1 1 1 e 1 1
dz [(Z +a)? (e + 1)} - —5(2 Ta)2(ef+1)2 2 G +aP (@ +1) (C.22)

d? 1 1 , 1 e efe 1 P
=f + 60 +
dz? | (z+a)3 (ef> + 1) (z4a)? (ef*+1)3 (z 4 a)* (ef* +1)2
1 1
+12 , (C.23)

G+ ap (P + 1)

&3 1 1 _ g ! 3% — 4277 4 P?
dz3 [(z4+a)t (P> +1)] (z 4+ a)? (e +1)4
1 2Bz __ Bz 1 Bz
122 T 60 ¢
(z +a)s (ef +1)3 (2 +a)b (ef= +1)2
1 1

_120(2 e pan (C.24)
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d* 1 1 1 e 117 116277 — e
dz* | (z+a) (P + 1) =+ (z+a) (eP* +1)°
1 307 — 4257 4 P2

(z+a)b  (eP#+1)*

0207 _ o
(z4a)" (% +1)3

ebz
(z4a)d (e?*+1)
1

1
680 s (C.25)

+203°

+1803% +

+8405

5 +

Como temos dois pdlos (de ordens 2 a 5) na integral de caminho, utilizaremos os resultados
acima com z = Fy —pu e a= Epy+ pparaum poloe 2 = —FEy —pu e a= —FE; 4+ pu parao
outro.

Note ainda que
1 eEk+u

O T | - ePrtu 4 ]

(C.26)

Esta igualdade sera necesséria para, na expressao final, termos as contribuigoes de particulas
e anti-particulas separadamente.
Com esses resultados em mente vamos calcular as contribuigoes dos dois pélos somadas

para cada termo da eq.(C.21).
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e Podlos de segunda ordem:

1 etB(Ek_:U‘) 2 1 1
_ﬂ(QEk)Q (P Em L 12 "2 (P 1 1)
1 eﬁ(—Ek—M) 1 1
_ . _
ﬁ(_QEk)Q (PCBe—m) £ 1)2 7 (=2E)3 (eB-Ee—i) 4 1)
1 eB(Er—p) eB(=Er—p)
= _ﬁ 5 — + S 4
4L} (eBB—1) 4 1)2  (eB-Br—n) 4 1)2

1 1 1

=28

1 eB(Er—p) eB(Exth)
2L Leww T2 " (P 1 1>2} !

1 1 1
_223E}2 {(eﬁ(Eku) +1) 1+ M}
(C.27)

e Pdlos de terceira ordem:

1 e28(Bx—n) _ oB(Ex—n) 1 oB(Er—p)
6
(2E;)3  (ePBr—m) 4 1)3 + ﬁ(?Ek)‘l (eBEBk—n) 4 1)2
+12 1 1 + ﬂQ 1 6216(_Ek_)u‘) — eﬁ(_Ek_/L)
(2E),)5 (ePEr—1) + 1) (—2E,)® (PB4 1)3
1 eP(—Er—p) 1 1

12 =
(_2Ek)4 (eﬁ(*Ek*N) + 1)2 + (—2Ek)5 (eﬁ(*Ek*N) + 1)

ﬂQ

+

+

163

1 [e2BEr—n) _ BEr—p)  o28(Extp) _ oB(Extn)

[ (P F1)F T (B £ 1) } +
1 eB(Er—w) eB(Er+u)
24E;€1 (@ﬁ(Ek—u) + 1)2 T (eﬁ(Ek+u) + 1)2 T

12 1 1 : C.28
g [P 1) (PEe 1) (C.28)
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e Pélos de quarta ordem:

1 e3B(Ex—p) _ 4 p28(Ek—n) + eB(Er—p)

-5 (2E;)* (eBEx—1) 4 1)4 T
, 1 e28(Ex—n) _ oB(Er—p)
—12p3 QER) (PB4 1) +
PR S R T 1 .
(2E)8 (eBEr=—1) 4 1)2 (2E,)7 (ePEe=m) 4 1)
—ﬁ?’ 1 e3B(—Er—p) _ 4o26(=Ex—p) 4 oB(=Ex—p) N
(—2E;,)* (eBEr—p) 4 1)4
1 1 e28(=Ex—p) _ oB(=Er—n) N
(—2Ey)®  (ePEa—m) 4 1)3
603 1 eB(=Ex—n) 190 1 1 _
(—2E})0 (e Frmm) 4 1)2 (—2E3)7 (A-Er=m) 4 1)
e 1 [e3B8Er—n) _ 4e26(Ex—p) 4 oB(Ex—p)
S

_|_

e30(Ertp) _ fo2B(Eptp) 4 oB(Bith)
(eB(Brtn) 4 1) }
1 e2B(Ex—n) _ oB(Er—p)  p28(Extp) _ oB(Extn)
257 { (ePBe—r) 4 1)3 + (P 4 1) ] +
1 eB(Er—u) eB(Ex+1)
20K} [(e’g(Ek_”) +1)2 + (eB(Erth) 4 1)2] +
1 1 1
105 [(eﬂwk—u) Tt m} (C.29)
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e Polos de quinta ordem:

1 ePEr—n) _ 11e30(Bk—n) 4 1120(Ex—n) _ oB(Ex—p)
(QEk)S (eﬁ(Ek*/i) + 1)5
1 3PEr—hn) _ fe28(Er—n) 4 oB(Ex—p)
(2E},)8 (eB(Er—n) 4 1)4
1 28(Ex—n) _ oB(Er—p)
(2E,)T  (ePEr—m) 4 1)3
1 eB(Er—p) 1 1
840 1680
+ 6(2Ek)8 (eBER—1) 4 1)2 + (2E)? (ePEr—1) 4 1) +
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1680 =
(2B (@PCFem 17 | (“2Eg) (A B 1 1)

454
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+203°

+18052 +
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+203° +

+18032

+

+8405

= +31
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Descartando os termos independentes da temperatura, vemos que as equagoes acima
podem agora ser reescritas separando-se contribuicoes de particulas e anti-particulas.
Para obtermos a expressao final para p; + pa, devemos apenas levar os resultados acima

na equagao (C.20). Temos, entao,

it = /ig%%{V%@HF@%uﬁ%+F@%—mﬁﬂ+

+(F - V6(3) [G(By, . B) + G(Br —p, B} (C.31)

onde

1 M2 e26(Ex—p) _ oB(Ex—p)
— 2 _—
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1 3 MQ eﬂ(Ek_”)
_ﬁ 212 94 174 B(Er— 2 *
2B 2By ) \ (PB4 1)

1 3 M2 1
S [ Y C.32
(23E,§ ot E%) ((emm + 1)) (C-32)
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