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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um paralelo entre duas maneiras de se calcular o discrimi-
nante de um corpo de niimeros. Da primeira forma, utilizando a teoria algébrica dos niimeros
classica vimos como calcular o discriminante dos corpos quadraticos e corpos ciclotomicos.
Através desta teoria é possivel calcular o discriminante somente desses corpos com um arduo
trabalho. Da segunda maneira utilizando os caracteres de Dirichlet e seus condutores vimos o
céalculo do discriminante para qualquer corpo abeliano de uma maneira nao muito trabalhosa.

Finalmente, utilizando esses resultados damos aplicacoes sobre reticulados algébricos.

Palavras-chave: discriminante, caracter de Dirichlet, condutor, empacotamento esférico,

reticulados, densidade de empacotamento, densidade de centro.



Abstract

The aim of this work is to make a parallel between two forms of computing discriminants
of fields of numbers. In the first form, by classic algebraic number theory we computed the
discriminant of quadratics fields and ciclotomic fields. Through of this theory, is possible to
computing the discriminant alone of this fields with a arduous work. In the second form using
Dirichlet’s character and their conductors we computed the discriminant of any abelian field of

a form not very hard. Finally, using this results we give applications on algebraic lattices.

Keywords: discriminant, Dirichlet character, conductor, sphere packing, lattices, density of

packing, density of center.
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Introducao

A teoria dos cédigos corretores de erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de Shannon
[1], onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para transmissdo de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por segundo), chamada
de capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto se deseja
através de codigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos da
relagdo sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco étimo para um canal com ruido gaussiano branco
(AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de uma es-
fera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu
o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da Informacgao.

Um empacotamento esférico é a distribuicao de esferas de mesmo raio no espago Euclidiano
de modo que duas a duas toquem-se no maximo em um ponto. Um problema relacionado ao
empacotamento esférico é o de distribuir esferas no espaco de modo que elas ocupem a maior
parte desse espaco, ou seja, que esta distribuicao tenha alta densidade. Os empacotamen-
tos esféricos cujo conjunto dos centros das esferas formam um subgrupo discreto do R™ sao
denominados empacotamentos reticulados.

Os empacotamentos interessantes sao aqueles associados a um reticulado Az em que as
esferas tenham raio maximo, onde possamos cobrir a maior area possivel. Para a determinacao
deste raio, temos que fixado k > 0, a intersec¢ao do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o
reticulado Az é um conjunto finito, de onde segue que o nimero Ag, = min{|\|; A € Ag, A # 0}
estd bem definido e (Ag,,)? ¢ a norma minima. Temos que p = Ag, /2 é o maior raio para o
qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Az e obter um empacotamento. Dessa
forma, o estudo dos empacotamentos reticulados é equivalente ao estudo dos reticulados.

A densidade de empacotamento de um reticulado Ag, que é definida como a proporcao do

espago R™ coberto pela uniao das esferas, é dada por

Volume de uma esfera de raio p
A(Ag) =

Volume do reticulado

Se B(p) é a esfera com centro na origem e raio p, temos que o seu volume é dado por

vol(B(p)) = vol(B(1))p",

11



onde vol(B(1)) é o volume da esfera de raio 1. Assim, a densidade de empacotamento ¢ dada

por
V2

p
A(Ag) =vol(B(1))———.
(As) = wol(B(L)

Deste modo, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de

centro, que é dado por
Ve

_r
vol(Ag)

Por volta de 1948, através do trabalho de Claude Shannon, podemos observar que o problema

6(Ag) =

de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaco é equivalente a encontrar
cbdigos corretores de erros eficientes. A partir de entao associou o estudo dos cédigos ao dos
reticulados. Com isso, surgiram varias familias de reticulados, cada uma delas visando dar uma
melhor contribuicao no que diz respeito a densidade de empacotamento. Dentre tais familias,
destaca-se a descrita por Minkowski, chamado método algébrico, que consiste em tomar um
corpo de nimeros de grau n e o seu anel de inteiros e obter um homomorfismo de modo que a
imagem de um ideal nao nulo do anel de inteiros obtido por este homomorfismo é um reticulado
de posto n em R".

Em outras palavras tomando K um corpo de nimeros de grau n, Ix o anel de inteiros de
K e A um ideal nao nulo de Ix. Se ox é o homomorfismo canoénico, ou de Minkowski, de K,

definido por
ox(x) = (01(2), ., 00 (1), Rop, 41(2), 300 11(2), -, RO, 40y (2), SO, 1, (2)),
entao ox(A) é um reticulado com volume
vol(ox(A)) = 27 [D(K/Q)N(A).

Logo, sua densidade de centro é dada por

2r2pn
ID(K/Q)['/2N(A)’

d(ox(A)) =

onde 75 é a metade do nimero de monomorfismos imaginarios, N(A) é a norma do ideal A e
D(K/Q) o discriminante de K sobre Q.

Assim, se A = I, temos que N(Ikx) = 1 e portanto,

972 it
[DK/Q)[*

Deste modo, conseguindo corpos de niimeros com discriminante minimo, obtemos maiores den-

6(ox(Ix))

sidades de centro e consequentemente melhores reticulados.
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Assim, o préximo passo é obter corpos de nimeros K com discriminante minimo. De acordo
com o Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de nimeros K, abeliano de grau finito, esta
contido em alguma extensao ciclotomica Q((,,), e neste caso usamos a férmula do Condutor-
Discriminante para calcular o discriminante de K. Temos dois caminhos na busca deste objetivo,
no primeiro é trabalharmos diretamente com os subgrupos do grupo de Galois de K sobre Q,
e assim explicitar o grupo de caracteres associados a K e os condutores de seus elementos. No
segundo, dando atencao direta ao grupo dos caracteres associados ao corpo K, sem explicita-
los, mas calculando os possiveis valores dos condutores dos seus caracteres e a quantidade de
caracteres para cada valor possivel do condutor. Com o primeiro enfoque vimos resultados
que dao respostas para os casos dos subcorpos de Q((,r) com p primo e r inteiro positivo.
No segundo caso, vimos uma férmula geral para o célculo do discriminante dos subcorpos de
Q(Gn)- A férmula para o discriminante dos subcorpos de Q((,-) com p primo fmpar depende
apenas do seu grau, e para o caso p = 2 depende do grau e do fato do subcorpo ser ou nao
ciclotomico. Para o caso geral, a féormula depende dos graus das intersecgoes do subcorpo K
com alguns subcorpos particulares de Q((,,).

A partir destes fatos, vimos alguns métodos para encontrarmos o discriminante minimo, e
deste modo utilizando os corpos de niimeros que possuem discriminate minimo, podemos obter
melhores reticulados.

Assim, estruturamos o trabalho da seguinte maneira: No Capitulo 1, vimos conceitos basicos
da teoria algébrica dos ntimeros, tais como médulos Noetherianos, elementos inteiros, norma e
traco, norma de um ideal, discriminante, corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. No Capitulo
2, vimos como calcular o discriminante de polinomios, corpos quadraticos e corpos ciclotomicos,
utilizando a teoria algébrica dos numeros classica. No Capitulo 3, vimos os caracteres de
Dirichlet, seus condutores e algumas propriedades que sao uteis para o calculo do discriminante
de corpos de niimeros abelianos. No Capitulo 4, vimos como calcular o discriminante de corpos
de nimeros abelianos utilizando os caracteres de Dirichlet, e alguns critérios para encontrar

discriminantes minimos. Finalmente, no Capitulo 5, vimos algumas aplicacoes em reticulados.
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Capitulo 1

Teoria algébrica dos niimeros

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos conceitos basicos da teoria algébrica dos numeros envolvendo
modulos Noetherianos, elementos inteiros, norma e trago, norma de um ideal, discriminante,
corpos quadrdaticos e corpos ciclotomicos. Para tal utilizamos as referéncias [2], [3], [4], [5], [6],

[7], [8], [9] e [10].

1.2 Mobdulos Noetherianos

Nesta secao apresentamos a definicao e algumas propriedades sobre médulos e médulos Noethe-

rianos, necessarias para o entendimento das demais secoes.

Defini¢ao 1.2.1 Seja R um anel. Um R-mddulo M é um grupo abeliano (M,+), junto com a
fungao o : R x M — M dada por a(r,m) =rm, comr € R e m € M, satisfazendo para todo

r,s € Rm,n & M:
1. (r +s)m =rm + sm
2. r(m+n) = rm +
3. r(s-m)=(r-s)m
4. 1-m=m.

A funcdo o € chamada uma R-a¢ao sobre M. Se R é um corpo K, entao um R-mddulo € o

mesmo que um espaco vetorial sobre K.
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Definicao 1.2.2 Um R-submddulo de M € um subgrupo N de M tal que se n € N,r € R,

entao rn € N.

Definicao 1.2.3 Um mddulo M ¢é dito finitamente gerado se possuir um conjunto finito de
geradores. Um R-mddulo M que possui uma base (ndo necessariamente finita) é chamado de

modulo livre, e o numero de elementos da base é chamado posto de M.

Observagao 1.2.1 Nem todo moddulo finitamente gerado possui uma base, e nem todo submaodulo

de um mddulo livre € livre.

Definicao 1.2.4 Seja R um dominio. Dizemos que um R-maddulo M € livre de tor¢ao se nao

eriste « € R, a # 0, tal que am = 0, para todo m € M.

Teorema 1.2.1 [2, Theorem 1, p.92] Todo médulo finitamente gerado livre de tor¢ao sobre um
dominio de ideais principais € um maodulo livre.

Demonstragao: Sejam R um dominio de ideais principais, M um R-mddulo livre de torg¢ao
e {aq,...,an} um conjunto de geradores de M. Se {f,...,B,} € um conjunto de elementos
de M linearmente independentes, entao {ay, ..., a,, B1,..., B} € linearmente dependente, para

1<i<nel<yj<m. Assim, exvistem a;,b;1,...,bi,, € R, nao todos nulos, tais que
a; 0 + b@lﬂl + ...+ bz,nﬁn = 0. (11)

Temos que a; € nao nulo, pois b;1,...,b;, sio todos nao nulos e {fy,...,0B,} € linearmente
independente. Seja entdo L o submddulo de M gerado por {B,...,Bn}. Logo, L € livre, pois o

conjunto de geradores é uma base. Da Equagdo (1.1) temos que a;c; = —(bi 151 + ...+ b;nBn),

e isto implica que a;oy; € L. Tomando a = H a; temos que acy; € L para todo 1 <i < n e como
i=1
{aq,...,a,} € um conjunto de geradores de M, seque que aM C L, entao aM é um submddulo

livre. Agora, considere a fungdo f : M — aM definida por f(m) = am para todo m € M.

Como M ¢€ livre de tor¢ao, temos que f € um isomorfismo. Portanto, M € livre. |

Definicao 1.2.5 Sejam R um anel ¢ M um R-mddulo. Dizemos que M €é um R-mddulo

Noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigoes:
1. Toda familia nao vazia de R-submodulos de M tem um elemento mazimal.
2. Toda sequéncia crescente de R-submodulos de M é estaciondria.
3. Todo R-submddulo de M € finitamente gerado.
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Um anel R € Noetheriano se R considerado como um R-modulo for Noetheriano.

Proposicao 1.2.1 [3, Lemma 1, p.47] Sejam A C R anéis. Se P é um ideal primo de R,
entdo PN A € um ideal primo de A.

Demonstragao: Seja a aplicacao composta o : A SR R/P, ondei en sdo as aplicagoes
inclusao e projecao, respectivamente. Como 7 e i sao homomorfismos, seque que a fungdo
o = moi é um homomorfismo. Além disso, como ¢(z) = (roi)(zx) =m(x) =2+ P e p(x) =0
se, e somente se, x € PN A, seque que ker(p) = ANP. Assim, A/PNA~Im(p) C R/P.
Como R/P ¢é um dominio, seque que A/P N A é um dominio. Portanto, P N A é um ideal

primo de A. |

Proposicao 1.2.2 [3, Lemma 2, p.48] Sejam R um anel. Se P € um ideal primo de R que

contém um produto de ideais A;... A, de R, entdo P contém pelo menos um dos A;, para

algum i =1,2,...,n.
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que A; € P, para todo j = 1,2,...,n. Assim,
para cada j = 1,2,...,n, exviste o tal que oy € A; e a; ¢ P. Como P € primo, seque que

ar1...a, € P. Masay...a, € Ay... A, C P, o que € um absurdo. Portanto, P contém pelo

menos um dos ideais A;, para algum i =1,2,..., n. |

Proposicao 1.2.3 [3, Lemma 3, p.48] Se R é um anel Noetheriano, entdo todo ideal de R
contém um produto de ideais primos.

Demonstracgao: Sejam R um anel Noetheriano e F' o conjuntos dos ideais de R que nao
contém um produto de ideais primos. Mostraremos que F = (). Suponhamos, por absurdo, que
F # 0. Como R é Noetheriano, seque que F possui um elemento maximal M. Temos que M
nao € um ideal mazximal, pois caso contrdario, M seria primo e assim, M & F. Assim, existem
x,y € R—M tal que xy € M. Além disso, temos que M C (z)+M e M C (y)+ M. Portanto,
(x)y + M e (y) + M ndao pertencem a F. Assim,

PiPy... Py Clx)+ Me Q1Qy...9, C (y)+ M,
onde P;, Q; sao ideais primos de R. Logo,
(P1Pa.. . Pu)(Q1Q2... Qn) € ((z) + M)({y) + M) C M,

o que € um absurdo. Portanto, F = (), e seque que todo ideal de R contém um produto de ideais

Primos. |
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Corolario 1.2.1 /2, Lemma 2, p.199] Se R é um anel Noetheriano tal que 0 é o unico elemento
nilpotente, entao o ideal nulo € a interseccao finita de ideais primos.
Demonstragao: Pela Proposicao 1.2.3 seque que se R € um anel Noetheriano e A € um ideal

de R, A # R, entao existem ideais primos P1,..., P, de R tal que Py... P, C A. Assim, sem
IS

perda de generalidade, tomando A como sendo o ideal nulo, temos que 0 = HP?', onde 0s
i=1

tdeais primos P; sao distintos e e; > 1, para i = 1,...,r. Mostremos que P, N ... NP, = 0.

Sea € PiN...NP,, entao o TFe € P ... P = 0. Logo « € nilpotente, mas por hipdtese,

como 0 € o unico elemento nilpotente, seque que o = 0. Portanto, 0 =P, N...NP,. |

Teorema 1.2.2 [3, Theorem 1, p.21] Sejam R um anel de ideais principais e M um R-mddulo

livre de posto n. Se M' € um R-submddulo de M, entao:
1. M’ € livre de posto r, para 0 < r <n.

2. Se M' # 0, entao eziste uma base {vy,...,v,} de M e elementos ndo nulos ay,...,a, € R

tais que {ayvy,...,a,v,.} € uma base de M' e que a; divide a;yq, para 1 <i <r —1.

Demonstracao: Para M’ = (0) o ideal nulo, o resultado € vdlido. Assim, suponhamos M' #
(0). Seja L(M, R) o conjunto das formas lineares sobre M. Tomando uw € L(M, R), temos que
w(M') é um submddulo de R, um ideal de R. Podemos escrever u(M') = Ra,, onde a, € R,
uma vez que o ideal é principal. Se w € L(M,R) ¢é tal que Ra, ¢ maximal através de Ra,,
para e € L(M, R), pela defini¢io 1.2.5. Assim, tomamos uma base {xy,...,x,} que identifica
M com R". Seja p; - M — R a projecao sobre a i-ésima coordenada, isto € p;(x;) = J;;.
Como M'" # (0), para o menor i, 1 < i < n, p;(M') € nao nulo. Assim a, # (0). Pela
nossa construgdo existe v' € M’ tal que u(v') = a,. Logo, devemos mostrar que para todo
e € L(M,R), temos que a,le(v'). Assim, se mdc(a,,e(v')) = d, entdo d = ba, + ce(v'), onde
byc € R, e dai d = (bu + ce)(v'). Agora, como (bu + ce) é uma forma linear sobre M, temos
que Ra, C Rd C u(M’), e pela mazimalidade de Ra,, seque que Rd = Ra,, e assim temos

que a,, divide e(v'). Em particular, a,|p;(v"), entdo seja p;(v') = aub;, com b; € R. Tomando

v = E bix;, temos que v' = a,v. Como, u(v') = a, = a,u(v), seque que u(v) =1, observando
i=1
que a,, # 0. Assim, devemos mostrar que

o M = ker(u)+ Rv, e

o M' = (M'Nker(u))+ RV, onde v' = a,v.
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Para a primeira afirmagao, se x € M, entao x = u(zx)v + (z — u(z)v), logo u(zr — u(zr)v) =
u(z) —u(x)u(v) =0, uma vez que u(v) =1, entdo v — u(x)v € ker(u). Assim, mostramos que
Ruv + ker(u) = M, portanto, Rv N ker(u) = (0). Para a sequnda afirmagao, sejay € M’', logo
u(y) = bay, onde b € R, entdo y = ba,v + (y — u(y)v) = bv' + (y — u(y)v). Novamente, é claro
que y —u(y)v € ker(u) e também que y—u(y)v =y—bv' € M', isto é, y—u(y)v € M'Nker(u)
e bv' € Rv' C Ru, e isto prova a sequnda afirmacao. Agora, provaremos o item 1 por indugao
sobre o posto r de M'. Ser =0, M’' = (0) e a prova € direta. Ser >0, da sequnda afirma¢ao
seque que M’ N ker(u) tem posto r — 1, e assim € livre de acordo com a hipdtese de indugao.
Como, na sequnda afirmacgao a soma € direta, obtemos uma base para M’ adicionando v' a base
para M’ Nker(u). Assim M’ é livre e 1 € verdadeiro. Provaremos 2 por indug¢ao sobre o posto n
de M. Novamente o cason = 0 € trivial. Por 1, temos que ker(u) € livre de posto n—1, uma vez
que na primeira afirmacdao, a soma € direta. Aplicamos a hipotese de indugcdo sobre o modulo
livre ker(u) e seu submodulo M' N ker(u): se M' N ker(u) # (0), entao existem r < n, uma
base {vs,...,v,} de ker(u), e elementos nao nulos as, ..., a, de R tais que {agvs, ..., a,v,} €
uma base para M'Nker(u) e a; divide a;y1, para 2 < i <r—1. Tomando a mesma nota¢ao que
acima, chamamos a; = a, e vy = v. Entdo, da primeira afirmacdo seque que, {vy,vs, ..., vy}
¢ uma base para M, da sequnda e do fato que v' = ajv; seque que, {ajvi,...,a,v.} € uma
base para M'. Falta provar que ailas. Se e é a forma linear sobre M definida pela relagdo
e(vy) = e(vy) =1 ee(v;)) =0, para i > 3. Entio ay = a, = e(a,vy) = e(v') € e(M'), entao
Ra, C e(M’). Pela mazimalidade de Ra, podemos concluir que e(M') = Ra, = Ray. Como

as = e(agvy) € e(M'), vemos que as € Ray, isto € ai|as. [

1.3 Elementos inteiros

Nesta se¢ao veremos o conceito de elementos inteiros sobre um anel enfocando suas principais

propriedades.

Definicao 1.3.1 Sejam A C R anéis. Um elemento o € R € chamado inteiro sobre A se «
€ raiz de um polinomio monico com coeficientes em A, isto €, se existem ag,aq,...,0,_1 € A,
nao todos nulos, tal que o™ + a,_ 10" 1 + ...+ aja + ag = 0. Em particular, todo elemento de

A € inteiro sobre A.

Exemplo 1.3.1 O elemento a = %(1 + \/3) € R € inteiro sobre 7, pois € raiz do polinomio

2

monico x° —x — 1 com coeficientes em Z.

18



Observacao 1.3.1 Se R € o corpo complexo e os coeficientes do polinomio monico sao nimeros
racionais, o elemento o € chamado niumero algébrico. Se os coeficientes do polinomio monico

sao numeros inteiros, o elemento o é chamado inteiro algébrico.

Exemplo 1.3.2

27 L . . . . . , . A . A
1. O elemento o = e5 € C é um inteiro algébrico, pois € raiz do polinémio ménico x° — 1

com coeficientes em 7.

2. O elemento o = 2—72 € C ¢ um numero algébrico, pois € raiz do polinomio monico x — %

com coeficientes em Q.

Teorema 1.3.1 [4, Teorema 1.1] Sejam A C R anéis e o um elemento de R. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. « € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.
3. Existe um subanel B de R contendo A e o que é um A-mddulo finitamente gerado.
Demonstragao: (1) = (2) Como « € inteiro seque que
Q"+ a1 0" P+ aa+ay=0,

onde ag,ay,...,a,_1 € A e nao sao todos nulos. Seja M o submddulo de R gerado por
{L,a,...,a" '}, Temos que M C Ala]. Por outro lado, temos que a" = —(a,_1a™ ' + ... +
ara + ag) € M e por indugdo seque que o™ € M para todo j > 0. Assim Ala] C M e deste
modo Ala] = M. Portanto, Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

(2) = (3) Neste caso, € suficiente tomar B = Alal].

(3) = (1) Seja {1, ...,Bn} um conjunto finito de geradores de B como um mddulo sobre A,
ou seja, B = A0+ ...+ AB,. C;LOmo a € B e B € um subanel de R seque que af; € B para

todoi=1,...,n. Assim, af3; = Zawﬂj, com a;; € A paral <i,j <n. Dai
j=1

Oéﬁi - Zamﬂj = O, € Z(O&% - ai,j)ﬁj = 0.

=1 =1
Tomando g—; = 0;; temos que

n

Z(oﬁm —a;;)3; =0, parai=1,... n

Jj=1
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Assim, temos um sistema de n equagoes lineares homogéneas em {01, ..., 0,}, ou seja,

( n

Y (ady;—a1;)8;=0

J=1

n

> (b = an;)B; =0

\ J=1

Escrevendo na forma matricial obtemos que

0451,1 — Q11 0451,2 —arz2 ... Oé51,n —Q1n I3} 0
0652,1 — a1 0452,2 — Qa2 ... Oé52,n — Q2 52 0
a(sml — Qnp,1 Oéén,Z —Qp2 ... adn,n — Qnn ﬁn 0

Seja d o determinante det(d; joo — a; j). Pela regra de Cramer temos que df; = 0 para todo j =
1,2,...,n. Como B é gerado por {f,...,0B.}, seque que dB =0, e em particular d1 = d = 0.
Deste modo, temos que d € um polinomio monico em «, onde o termo com ordem mdxima
aparece na expansao do produto

H(éi,ia - ai,i) = H(@ - ai,i) = H(Oé - ai,i)

«
i=1 i=1 & i=1

das entradas da diagonal principal. Portanto, a € raiz de um polinomio monico com coeficientes

em A, ou seja, o € inteiro sobre A. |

Proposicao 1.3.1 [/, Corolario 1.2] Sejam A C R anéis e ay,aa, ..., a, € R. Se ay € inteiro
sobre A e «; € inteiro sobre Alay,...,q;—1], para i = 2,...,n, entio Alay, ag,...,a,] é um
A-maodulo finitamente gerado.

Demonstragao: A prova serd feita por induc¢ao sobre n. O caso n = 1 seque do item
2 do Teorema 1.3.1. Agora suponhamos que o resultado é verdadeiro para n — 1, ou seja,
que B = Alay, ..., 1] é um A-mddulo finitamente gerado. Logo, eziste um conjunto finito
{B1, B2, ..., 0y} de geradores de B sobre A. Assim, B = ZP:ABJ-. Pelo item 2 do Teorema 1.3.1
obtemos que Alay, ag, ..., an] = Blay] € um B-mddulo ]]?;le'tamente gerado, € assim possui um

q
congunto finito de geradores {y1,72,...,7,}. Deste modo, podemos escrever Bla,| = ZB%.
k=1

Assim,

q q p
Alag, ag, ... apn] = ZB% = Z(Z ABj)ve = ZA@%
k=1 Jk

k=1 j=1
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e deste modo (87 )1<j<p1<k<q € wm conjunto finito de geradores de Alaq, aa, ..., o] como um

A- mddulo. Portanto, Alay, ay, ..., o] € um A-mddulo finitamente gerado. |
Corolario 1.3.1 Sejam A C R anéis. Se aq, ..., q, sao elementos de R que sao inteiros sobre
A, entao Aoy, o, ..., ap] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Uma vez que se o; € inteiro sobre A entdo «; € inteiro sobre Alay, as, ..., 1],
para i =1,2,....,n, o resultado seque pela Proposicao 1.3.1. |

Corolario 1.3.2 [3, Corollary 1, p.29] Sejam A C R anéis. Se o e 3 sao elementos de R que
sao inteiros sobre A, entao a+ 3, a — 3 e a8 sdo inteiros sobre A.

Demonstracao: Como Alw, 3] é um subanel de R e a, 3 € Ala, ] seque que o+ 3, aa — [ e
af € Ala, 5]. Pela Proposi¢ao 1.3.1, como « e 3 sdo inteiros sobre A, seque que Ala, §] € um
A-mddulo finitamente gerado. Logo existe um subanel B = Ala, 5] de R contendo A, o + (3,
a—fF eaf e Alw, 3]. Assim, pelo item 3 do Teorema 1.3.1, seque que a + 3, « — 3 e af3 s@o

inteiros sobre A. (]

Definicao 1.3.2 Sejam A C R anéis. O conjunto dos elementos de R que sdo inteiros sobre

A € chamado fécho inteiro de A em R, ou anel dos inteiros de A em R e denotado por Ir(A).

Corolario 1.3.3 [4, Corolario 1.3] Se A C R sao anéis, entdo:

1. O conjunto Ir(A) é um subanel de R que contém A.

2. Todo subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado estd contido em Ir(A).
Demonstragao:

1. Pelo Coroldrio 1.5.2 temos que Ig(A) € um subanel de R. Como todo elemento de A é

inteiro sobre A seque que Ir(A) contém A.

2. Sejam B um subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado e {aq,...,a,} um
conjunto finito de geradores de B. Se o € B, entao Ala] € finitamente gerado como
A-maodulo, pois a = a1 + ... + a,ap,, com a; € A. Assim pelo Teorema 1.5.1 seque que

a € inteiro sobre A, ou seja, a € Ir(A). Portanto B estd contido em Ig(A). |

Definigcao 1.3.3 Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragoes. O fécho inteiro de A em

K € chamado fécho inteiro de A e denotado por Ix(A).
Defini¢ao 1.3.4 Sejam A C R anéis. Quando Ir(A) = R dizemos que R € inteiro sobre A.
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Proposicao 1.3.2 /3, Proposition 2, p.29] (Transitividade) Sejam A C B C R anéis. Assim,
R € inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre A, se, e somente se, R € inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos R inteiro sobre B e B inteiro sobre A. Se a € R, entdo a €
inteiro sobre B. Logo « € raiz de um polinémio monico f(x) = x™ + by_12" 1 + ... + by + by
com coeficientes em B. Tomando B = Alby, ..., bn_1] temos que a € inteiro sobre B'. Como
B € inteiro sobre A, seque que os b;s sao inteiros sobre A. Pela Proposicao 1.3.1 seque que
B'la] = Alby, ..., by_1,a] é um A-mddulo finitamente gerado, e pelo Teorema 1.3.1 seque que o
¢ inteiro sobre A. Portanto R € inteiro sobre A. Reciprocamente, suponhamos que R € inteiro
sobre A. Se o € R, entdo « € raiz de um polinomio monico com coeficientes em A, ou seja,
A"+ a0 Faia+ag =0 coma; € A para todoi=1,...,n—1. Como A C B, seque
que a; € B para todo i =1,...,n—1, ou seja, a € inteiro sobre B. Assim R € inteiro sobre B.
Agora, se « € B e como B C R seque que o € R. Por hipdtese, seque que « € inteiro sobre A.

Portanto B € inteiro sobre A. [

Proposicao 1.3.3 [3, Proposition 3, p.29] Sejam A um dominio e B um anel tal que B C A
e A € inteiro sobre B. Assim, A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstragao: Suponhamos que A € um corpo e seja a um elemento nao nulo de B. Logo
a € A e possui inverso ' € A. Como A € inteiro sobre B, seque que o=t € A € raiz de um
polinémio monico com coeficientes em B, ou seja, & + ap_1a "t + ..+ a0t a9 =0
com a; € B, para i = 1,2,...,n — 1. Multiplicando por a"~! obtemos que a™' = —(a,_1 +
oot a1 + aga™ ), o que mostra que o' € B. Assim B é um corpo. Reciprocamente,
suponhamos que B € um corpo e seja 3 um elemento nao nulo de A. Pelo Teorema 1.3.1, temos
que B[f] é um B-mddulo finitamente gerado. Como B é um corpo, seque que B[] é um espago
vetorial de dimensdo finita sobre B. Por outro lado, a fun¢ao de B[] em B[] que leva y em
By € uma transformagao linear injetiva, uma vez que B[F] é um dominio. Como a dimensao
de B[] sobre B ¢ finita, seque que também é sobrejetora. Assim, existe 3 € B[3] C A tal que

/ . Y g ‘4
B3 =1, ou seja, B € inversivel em A. Portanto, A € um corpo. ]

Definicao 1.3.5 Sejam A C R anéis. Dizemos que A € integralmente fechado em R quando

Ir(A) = A. Se A é um dominio e K € o seu corpo de fragoes, dizemos que A € integralmente

fechado se Ix(A) = A.

Exemplo 1.3.3

1. Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragoes. O fécho inteiro Ix(A) é integralmente

fechado.
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2. Todo anel de ideais principais € integralmente fechado.
3. Todo anel fatorial € integralmente fechado.

De fato:

1. Temos que K também € o corpo de fragoes de Ix(A) e que o fécho inteiro de Ix(A), dado
por Ix(Ix(A)), € inteiro sobre Ix(A). Como A C Ix(A) seque que Ix(A) € inteiro sobre
A. Portanto, Ix(Ix(A)) = Ix(A) e assim Ix(A) € integralmente fechado.

2. Por definicao, um anel de ideais principais € um dominio. Seja o um elemento de K o
corpo de fragoes de A. Suponha que o € Ix(A), ou seja, que « € inteiro sobre A. Logo o €
raiz de um polindmio monico com coeficientes em A, ou seja, ™+ ap_1a" 1. Faja+
ao=0coma; € A, parai=1,2,...,n—1. Tomando o = IE’, onde b e c sao elementos de A
e primos entre si, e substituindo na equacao obtemos que ﬁ—:%—an,lg:—:%—. . .—|—a1lz’+a0 =0.
Agora, multiplicando por c¢* ficamos com b" + a,_1b" e+ ... + a1bc® ! + agc = b +
c(an_ 1" 1. +arb" - apc®) = 0. Assim b" = —c(a, 10" +. . 4 a1bc 2 +agc™ ),
e assim ¢ divide b". Como b e ¢ sao primos entre si, aplicando repetidamente o Lema de
Fuclides, seque que ¢ divide b. Logo, ¢ é um elemento inversivel em A, e assim o = l—c’ e A.

Portanto A € integralmente fechado.

3. O argumento € andlogo ao item anterior.

1.4 Extensoes de corpos

Nesta secao veremos o conceito de extensoes de corpos e suas principais propriedades que serao

utilizados no restante do trabalho.

Definicao 1.4.1 Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Um elemento a € R ¢é
chamado algébrico sobre K se for raiz de um polinomio com coeficientes em K. Caso contrario,
« € chamado transcendente sobre K. Se v € algébrico sobre K, entdo o polinémio monico mq(x)

de grau minimo tal que my () =0 € chamado polinémio minimal de o sobre K.

Definicao 1.4.2 Sejam R um anel e K um corpo. O conjunto dos elementos de R que sao

algébricos sobre K € chamado fécho algébrico de K em R e denotado por Ig(K).

Exemplo 1.4.1 O elemento oo = /7 — /3 € algébrico sobre Q, pois € raiz do polinémio x* —

2022 + 16 com coeficientes em Q.
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Definicao 1.4.3 Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Dizemos que R é algébrico
sobre K se todo elemento de R € algébrico sobre K. Se R é um corpo, R é chamado uma

extensao algébrica de K.

Observacao 1.4.1 Sejam K C L. corpos.

1. O fécho algébrico de K em L € igual a K se, e somente se, . € uma extensao algébrica

sobre K.

2. Todo elemento algébrico sobre K é um elemento inteiro sobre K. Em particular, sobre

corpos, elementos algébricos e inteiros sao equivalentes.

Definicao 1.4.4 Sejam K e L corpos tal que K C L. Chamamos de dimensao de I sobre K e
denotamos por [L : K] o grau de L sobre K.

Assim podemos reescrever as equivaléncias do Teorema 1.3.1 para corpos da seguinte forma:

Teorema 1.4.1 [3, p.30] Sejam K e L corpos tal que K C 1L e a um elemento de L. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. « € algébrico sobre K.
2. [K[a] : K] € finito.

Demonstracao: (1) = (2) Suponhamos que a € algébrico sobre K com polinémio minimal
mq(x) de grau mn. Temos que K(a) € espago vetorial sobre K gerado por {1,c,...,a" '}
Observamos que K(«) € fechado sobre a adi¢ao, subtragao e multiplicagio por a. Como o™ =
—mu (@) + o™ = g(a), onde d(g) < n, seque que K(a) € fechado sobre a multiplica¢io e assim
K(a) € um anel. Finalmente, mostramos que se v € K(a), v # 0, entao + € K(a). Temos
que v = h(a), onde h(z) € K[z] e d(h) < n. Como m(z) € irredutivel seque que my(x) e
h(x) sao coprimos. Assim, existem p(z),q(x) € K[z] tal que map(x) + h(x)q(x) = 1. Logo, 1
= ma(a)p(a) + h(a)g(a) = h(a)g(e). Assim q(a) = + € K(a) e [K(a) : K] = n. Portanto
K(a) : K] € finita.

(2) = (1) Se [K(a) : K] = n, entdo {1,a,...,a"} € linearmente dependente. Logo existem
ag, ai, . ..,a, € K, nao todos nulos, tais que ag + a1 + ... + a,a™ = 0 e dai temos que a é
algébrico sobre K. |
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Corolario 1.4.1 [3, p.31] Toda extensao finita é algébrica.
Demonstracao: Sejam L e K corpos tal que K C L, [L:K]=m < o0 e € L. Como K|a]
¢ um subespago de L seque que [K(a) : K] =n < m < co. Pelo Teorema 1.4.1 seque que o €

algébrico sobre K. Assim 1L € uma extensdao algébrica. |

Definicao 1.4.5 Seja L uma extensao do corpo Q. Se o grau de 1L sobre Q € finito, dizemos

que I € um corpo de nimeros.

Teorema 1.4.2 [3, Proposition 1, p.31] (Multiplicidade dos Graus) Sejam K, L. e M corpos.
Se M é uma extensao algébrica finita de L e IL é uma extensao algébrica finita de K, entao M
¢ uma extensao algébrica finita de K e [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstragao: Sejam {ay, o, ..., an} uma base de M sobre L e {3y, Ba, ..., 0n} uma base
de L sobre K. Verifiguemos que {a101,...,anB,} € uma base de M sobre K. Se a € M,
entao o = a131 + axfB2 + ... + a,fBy,, onde a; € L, para j = 1,2,...,n. Agora, como cada
a; € L, seque que podemos escrevé-lo como a; = by + baca + ... + byuy, onde b; € K, para
1=1,2,...,m. Assim a = iajﬁj = sz‘,j%ﬂm onde b;; € K. Logo {a1f1,..., a0} gera

Jj=1 i,J

M sobre K. Da relagao Z b, jo;3; =0, temos que Z(Z b ;a;)B; = 0. Como {f1, Ba, ..., 0n}
irj j=1 i=1

¢ linearmente independente, seque que meai = 0 e novamente como {ay,q,...,am} €
i=1

linearmente independente seque que b; ; = 0 para todo i =1,2,...,mej=1,2,...,n. Assim,

{a1 51, ...,amfBn} € linearmente independente. Portanto é uma base de M sobre K. Além disso,

temos que [M : K] = [M : L][L : K]. ]

Definicao 1.4.6 Sejam L e M extensoes de um corpo K. Dizemos que dois elementos a € 1L

e a € M sdo conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ de K(a) em K(a') tal que

ola) =o'

Definicao 1.4.7 Sejam L e M extensoes de um corpo K. Dizemos que . e Ml sao conjugados
sobre K, ou sao K-isomorfos, se existe um K-isomorfismo o de . em M tal que o(a) = a, para

todo a € K.

Definicao 1.4.8 Seja K um corpo. Dizemos que K tem caracteristica m se ma = 0 para todo
elemento o € K, e m € o menor inteiro positivo com esta propriedade. Se ma # 0 para todo

elemento nao nulo « e inteiro positivo m, dizemos que K tem caracteristica zero.
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Observacao 1.4.2 Todo corpo possui um unico subcorpo minimal, chamado subcorpo primo,
e este € isomorfo a Q ou a Z,, onde p é primo. Se € isomorfo a Q o corpo tem caracteristica

zero e se € isomorfo a Z, o corpo tem caracteristica p.

1.5 Norma e traco

Nesta secao veremos os conceitos de norma e trago de um elemento e suas principais pro-
priedades que serao tteis para o desenvolvimento das propriedades do anel dos inteiros de um
corpo e também do calculo do discriminante.

Sejam A C R anéis tal que R é um A-mdédulo livre de posto finito n. Sejam {aq, ..., a,}
uma base de R sobre A e ¢ : R — R um homomorfismo. Assim

.
ola) = a1 + ape + ...+ ajpa,

o(ag) = agia + agan + ... + asyap,

| plan) = anon + @ + ..o+ Appin,

com a;; € A, e 1 <4,j5 <n. Na forma matricial, temos

@(o) ain a2 ... Qip o1
QO(O[Q) B az1 QA22 ... Q2p (6]
@(an) an,l an,Z s a'n,n 7%

Definigao 1.5.1 Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto n. Seja o

endomorfismo ¢, : R — R dado por v.(r) = ax, com a € R. Definimos:

1. O traco de a € R relativo a A, como o traco do endomorfismo p, e denotamos por

T?’R/A(Oé) = TTR/A(SOa)-

2. A norma de a € R relativo a A, como o deteminante do endomorfismo ¢, e denotamos

por Nrsa(a) = det(pa).

3. O polinomio caracteristico de o € R relativo a A, como o polinomio caracteristico do

endomorfismo p, e denotamos por fo(x) = det(xl — ,).

Observacao 1.5.1 Seja A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto finito. Se
a,3 € R ea€ A, entio
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1. Yo+ ¢p = Patps
2. Pa 0 P3 = Pag €
3. Vaa = APq.

Além disso, a matriz de ¢, em relacao a uma base de R sobre A é a matriz diagonal onde a é

a entrada de todas as diagonais.

Para um endomorfismo ¢, segue da Algebra Linear que:

n

1. O traco de ¢ é definido por Trr/a(p) = Za“’

=1

2. A norma de ¢ ¢ definida por Ng/a(¢) = det(a;;), e

3. O polinoémio caracteristico de ¢ é definido por det(xl — ¢) = det(xd; ; — a; ;).
Para os endomorfismos ¢ e p temos que:

L. Trrja(e +p) = Trr/a(e) + Trr/a(p),

2. det(p - p) = det(p)det(p) e

3. det(xl — @) = a™ — (Trga(e))z"t + -+ (=1)"det(p).

Agora, sejam K,IL. e M corpos tal que KC M CLe[L:K]=n. Sea,f€LeackK, entdo

valem as seguintes propriedades:
L. Tryx(a+ B) = Trix(a) + Trx(B)
2. Tryx(ac)=aTry k()
3. Truk(a) =na
4. Npk(a) =a”
5. Npk(aa) = a" Ny k()
6. Npk(af) = Nok(a)Nyx(5)
7. Nyx(a) = Nuyr(Nom(e))

8. T]L/K(Oé) = TM/K<TL/M(Q))

27



Proposicao 1.5.1 /3, Proposition 1, p.36] Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero,
L uma extensao algébrica de K de grau n e o um elemento de L. Se o, ..., q, sao as raizes

do polinomio minimal de o sobre K, cada uma repetida [L : K(a)]-vezes, entdo:
1. Tryg(a) =ar + ...+ ap,
2. Nuyk(a)=o1...a5 €
3. me(z) =(r —aq)(x —az) - (T — ay).

Além disso, o polinémio caracteristico é a [ : K(a)]-ésima poténcia do polinémio minimal de
a sobre K.

Demonstracao: Suponhamos que a é um elemento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K|a/].

Se mg(x) = 2"+ a, 12" 4. . . +ag, coma; € K parai=0,1,...,n—1, é o polinomio minimal
de o sobre K, entao I é K-isomorfo a % e{l,a,...,a" '} é uma base de L sobre K. Além
disso, temos que a matriz do endomorfismo @, : L. — L com relagao a base {1,c,...,a"" '}
€ dada por
0 0 0 —ap
M= 0 —aq
_O o --- 1 —CLn_l_

Assim, temos que det(z] — p,) € o determinante da matriz

[ z 0 --- 0 aop |

_1 x ... O a1
xzl, — M =

0 0 - =1 w+ap |

Logo, pelo cdlculo do determinante da matriz xI,, — M, obtemos o polinomio caracteristico f(x)

de a, que € igual a my(x), o polinomio minimal de . Mas por defini¢ao temos que,
fa(z) = det(x] — pq(x)) = det(xl, — M) = 2" — (Trix(pa))z™ " + ...+ (=1)" det(pa).

Além disso, como « € primitivo seque que
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e dai obtemos que
2" — (Trix(ea))z™  + ..o+ (—1)" det(pa) = 2" — (Z ai) g (=) <H Oéz‘) .
i=1 i=1

Portanto, Try/x(pa) = Trix(a Zaz e Nuk(pa) = Nyk(o Haz Consideremos,

=1 =1
agora, o caso geral. Se [L : K[a]] = m, € suficiente mostrarmos que o polinémio caracteristico

foa(z) de a, com relagdo a L sobre K, € igual a m-ésima poténcia do polindmio minimal de «
sobre K. Se {ay,...,a,.} € uma base de K[a] sobre K e {f1,...,08m} € uma base de L sobre
Kla], entao {c1 1, ..., @Bm} € uma base de L sobre K. Pelo Teorema 1.4.2 temos que n = rm.
Seja M = (a;n) a matriz do endomorfismo de K|a] sobre K com relagdo a base (a;)1<i<,. Assim
ooy = Z(am)ah, e deste modo o(o;f3;) = (Z amozh> Bj = Zaih(ahﬂj). Logo,

h

)
aoi B = aponfr + apasfy + ..o+ aran By

aqsf = asonfr + anasf + ...+ agan

| @, f1 = apaafr + arpaf + .+ a2y

Agora, ordenamos a base {101, ...,q,Bn} de L sobre K, de modo que a matriz do endomor-

fismo seja da forma

M0 0 0 |

0 M -~ 0 0
Ml: . . . . . ?

00 - 0 M

isto €, M se repete m-vezes na diagonal principal como blocos diagonais na matriz My. Assim,

[l — M 0 o0 0

0 o, —M - 0 0
wl, — My = . . o . ;
0 0 o 0 al,—M |

e det(xl, — My) = det(xl, — M)™. Dessa forma, fo(x) = det(xl, — M;) € o polinémio
caracteristico de o sobre K e det(x1, — M) € o polinomio minimal de o sobre K, de acordo com

a primeira parte da demonstrac¢ao. |

Observacao 1.5.2 Da Proposi¢io 1.5.1, seque que:

29



1. TT]L/]K(O[> = mT’I“K[a}/K(OZ);
2. N]L/]K<a) = (NK[Q}/K(Q))m €
3. fa(x) = (ma(x))™.

Exemplo 1.5.1 Sejam L = Q(v/7) e a = —1++/7 € Q(v/7). O polinémio caracteristico de o
sobre Q € fo(x) = 2% +22—6, Try g(a) = =2 e Nyjg(a) = —6. Se M = Q(4,/7), entdo temos
que m = M : L] = 2. Assim, pela Observagao 1.5.2, seque que Tryg(ce) = 2(TrLjg(a)) =
2.(~2) = 4 ¢ Nujgla) = (Neg(a)® = (~6)° = 36.

Proposicao 1.5.2 [3, Proposition 2, p.38] Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes,
onde K tem caracteristica zero. Se I é uma extensao finita de K e o € L é um elemento
inteiro sobre A, entao os coeficientes do polinémio caracteristico f, sao inteiros sobre A. Em
particular, Tryk (o) e Nujk(a) sdo inteiros sobre A.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.5.1, temos que o polinomio caracteristico de o € dado por
falz)=(r—a1)(x—ag) ... (x —ay), onde aq, ..., ay, sao as raizes do polinémio minimal de «.
Como os coeficientes de f,(z) sao a menos de isomorfismos somas e produtos dos «;, seque que
€ suficiente mostrar que 0s «; sao inteiros sobre A, uma vez que, pelo Coroldrio 1.5.2, temos
que a soma, a diferenca e o produto sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois temos que,
cada o; € um conjugado de v sobre K e assim eziste um K-isomomorfismo o; : K[a] — K]oy]
tal que o;(a) = «y, para todo i = 1,...,n. Assim, como « € inteiro sobre A, seque que
Q" + a0+ aia+ag =0, com a; € A, nao todos nulos. Aplicando o; obtemos que
oi(Q)" + ap_10;(Q)" + ... +ag =0, e consequentemente af + a, 1ot + ...+ aja; +ag =0,
ou seja, o € inteiro sobre A, para cada i = 1,2,...,n. Portanto os coeficientes de fo(x) sdo

inteiros sobre A. (]

Corolario 1.5.1 /3, Corollary, p.38] Se A € um anel integralmente fechado, entdo os coe-
ficientes do polinomio caracteristico fo(x) sio elementos de A. Em particular, Try k(o) e
Nijk(a) sao elementos de A.

Demonstracao: Os coeficientes do polinomio caracteristico fo(x) sdo elementos de K e sdo
inteiros sobre A. Como A € integralmente fechado, os coeficientes de f,(x) pertencem a A.

Assim, Tryjk(a) e Nyjk(a) sdo elementos de A. ]

Proposicao 1.5.3 [5, Proposicio 1.2.3] Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo
de fragoes, L uma extensao finita de K de graun e Iy, (A) o anel dos inteiros de A em L. Sejam

{oq, ..., an} uma base de L. sobre K, onde det(Tryx(cva;)) #0 e a € L. Se Tryk(aB) =0
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para todo B € L, entdo a = 0.
Demonstragao: Se o € L, entdo a = a1 +asas+. .. +a,an,, ondea; € K, parai=1,...,n.
Assim, € suficiente mostrarmos que se Tr(aa;) =0, para cada j = 1,...,n, entdo o = 0. Deste

modo, temos que

0 = Tryk(aa;) = a1 Tryk(onoy) + aTryk(asa;) + .. 4 a Tk (o),

para cada j =1,...,n, e na forma matricial temos que
Trik(onor) Trog(asar) ... Trog(ogar) a; 0
TT‘L/K(OélOéQ) TT’]L/]K(OQO(Q> e T?"L/K(OénOJQ) a9 o 0
| Trux(onan) Trox(osan) .. Trog(onan) | | an | | 0 |
Como det(Try/k(a;a;)) # 0 seque que a; = az = ... = a, = 0. Portanto, o = 0. [

Corolario 1.5.2 [5, Coroldrio 1.2.2] Com as mesmas hipdteses da Proposicao 1.5.3, temos que
a aplica¢ao
p : L — Homg(L,K) dada por p(a) = Sa, onde So(B) = Trix(aB), com B € L € um
isomorfismo.

Demonstragao: Se ay,as € L, entdo

plan + @2)(B) = Say+as (B) = Trojk((cn + @2)3) = Tryjx(af) + Trojk (o)
= 50, (8) + Say (B) = (p(ar) + p(2))(B), €
p(a0)(8) = Sua(8) = Trop(aa) = aTre () = aSa(B) = ap()(9)
para todo B € L. Assim, p é um homomorfismo. Agora, se o € I € tal que p(a)) = 0, entdo
p(a)(B) = Sa(B) = Trux(af) =0, para todo 3 € L. Pela Proposi¢io 1.5.3, seque que o = 0.
Assim p € injetora. Além disso, como dimgl = dimg(Homg (L, K)), seque que p € sobrejetora.

Portanto, p é um isomorfismo. |

Teorema 1.5.1 [5, Teorema 1.2.1] Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de
fragoes, I uma extensao finita de K de grau n e IL(A) o anel dos inteiros de A em L, entao
IL(A) é um A-submdédulo de um A-mddulo livre.

Demonstragao: Seja {aq,...,a,} uma base de L. sobre K. Pelo Coroldrio 1.4.1 temos que

~ . , , . !/ ~ , . . .
toda extensao finita € algébrica, logo todos os ays sao algébricos sobre K, ou seja, existem a; €

A, parai=0,1,...,n, nao todos nulos, tal que a,a; + an,la?_l +...4+ a9 = 0. Supondo, sem
n—1

n=*, obtemos que

perda de generalidade, que a, # 0 e multiplicando esta equagao por a
a’ HNapal + ... 4 ag) = (an)" + ap_1(an)" ..+ a tag =0,
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ou seja, ayoy € inteiro sobre A, para i = 1,2,...,n. Agora, seja a,o; = [; € IL(A), para
i=1,2,...,n. Mostremos que {B1,...,B.} € uma base de L sobre K. Para isso, suponhamos

que b1 +byfBo+ ...+ 0,6, =0, onde b; € A, parai=1,...,n. Logo bia,a1 + bsan,as + ... +

bpanay, =0, e como {aq,...,a,} € uma base de L sobre K seque que b;a,, = 0 e portanto b; = 0
para i =1,....n. Assim, {f1,...,0,} € linearmente independente e como possui n elementos
seque que € uma base de I sobre K. Pelo Coroldrio 1.5.2, seque que para i,7 = 1,...,n, existe

uma base dual {v1,..., v} tal que p(3;)(v;) = Sp, () = Trik(Biy;) = 6ij. Agora, se o € I (A)
entao af; € I(A), para i = 1,...,n. Pelo Coroldrio 1.5.1, seque que Tryx(afB;) € A, para

i=1,...,n. Assim, como o = 171 + ...+ CyVn, com ¢; € K, para i = 1,...,n, seque que
Trik(aB;) = ¢ € A, para i = 1,...,n. Portanto, I.(A) € um submédulo de um A-mddulo
livre gerado por {v1,...,Vn}- n

Corolario 1.5.3 [5, Coroldrio 1.2.3, 1.2.4] Com as mesmas hipdteses do Teorema 1.5.1, se A

€ um anel principal, entao:

1. I,(A) € um A-mddulo livre de posto n.

2. Se AC I(A) € um ideal, entio A é um A-mddulo livre de posto n.
Demonstragao:

1. Se A ¢ um anel principal, entdo temos que um submodulo de um A-mdodulo livre € livre
de posto menor ou igual a n. Logo, pelo Teorema 1.5.1, seque que Iy, (A) contém uma base

de L sobre K que possui n elementos. Portanto, I (A) tem posto n.

2. Sejam o um elemento nao nulo de A e {ay,...,a,} uma base de I,(A). Se ajaar; + ...+
anpacy, =0, coma; € A, parai=1,...,n, entdo a;ao =0 parai=1,...,n. Como A € um
dominio seque que a; = 0, parai = 1,...,n. Assim {aay,...,a0,} € A € linearmente

independente sobre A. Portanto A é um A-mddulo livre de posto n. |

1.6 Norma de um ideal

Nesta secao apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo de
nimeros e suas principais propriedades que serao uteis para o calculo da densidade de centro

de reticulados obtidos via corpos de nimeros através do homomorfismo de Minkowski.
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Definigao 1.6.1 Sejam K um corpo de nimeros, Ix(Z) o anel dos inteiros e A um ideal de

Ix(Z). A norma do ideal A € definida como sendo o numero de elementos do anel quociente

Ix(Z) :
S ou seja,

Ix(Z)
N(A) =
() = #E
Exemplo 1.6.1 Seja A um ideal principal de Z[i], onde i* = —1, gerado por 2 — i. Assim,
7l
% ={z+ A; x € Z[i]}. A norma de A é o numero das classes laterais de A. Uma vez que

2 —i = 0(mod A), seque que 2 = i(mod A). Assim para x = a + bi, com a, b € 7, temos que
r=a+bi =a+2b(modA). Como (2+1)(2—1i) =5 € A, seque que as classes laterais de A
em Z[i] sao {0, 1, 2, —1, =2}, ou seja, N(A) = 5.

Observacao 1.6.1 Se a € um elemento nao nulo de Ix(7Z), entdo pelo Coroldrio 1.5.1, temos

que N(a) € Z.

Proposigao 1.6.1 [3, Proposition 1, p.52] Se o € Ix(Z), entao

Ix(Z)
[K(Z)Oé’

[N(a)| = #

onde Ix(Z)a =< oo > € o ideal de Ix(Z) gerado por c.

Demonstracao: Pelo Coroldrio 1.5.3, temos que Ix(Z) é um Z-mddulo livre de posto n.
Como ¢ : Ix(Z) — Ix(Z)a definida por ¢(a) = ac, para o € Ix(Z), é um isomorfismo,
seque que Ix(Z)a € um Z-mddulo livre de posto n. Como Z € um anel principal e Ix(Z) €
um Z-mddulo livre seque que eziste uma base {e1,...,e,} de Ix(Z) e ¢y,...,cn, € Z tal que

{c1€1,...,chen} € uma base de Ix(Z)a. A aplicagio o : Ix(Z) — Z/ciZ X ... X L]cyZ
definida por w(z ae;) = (ay,ds, ...,d,) € um homomorfismo sobrejetor, e ker(¢) = Ix(Z)a,

i=1
n

pois a = g a;e; € ker() se, e somente se, ¥(a) = 0 se, e somente se, a; =0, parai=1,...,n,
=1 o

se, e somente se, a; E ¢, para i=1,...,n, se, e somente se, ¢; divide a;, parai=1,...,n, se,

e somente se, a = Z a;e; = Z bicie;. Comob; € Z, parai =1,2,... n, seque que a € Ix(Z)a.

i=1 1=1
Portanto ker(v)) = (a), e deste modo

Ix(Z))Ix(Z)a ~ 7]\ X -+ X L] cpZ.

Assim, #4= = cica. .. cp. Seja a aplicagdo Z-linear p : Ix(Z) — Ix(Z)a definida por pu(e;) =
ciei, parai = 1,...,n. Logo, u(ey) = cre1+0es+...40ep, ..., u(e,) = 0e1+. . .+cpe, edet(p) =

C1Cy . .. Cp. Por outro lado, temos que B = {cieq,...,chen} e C ={aeq, ..., ae,} sio bases de

33



Ix(Z)a, e portanto existe um automorfismo v : Ix(Z)a — Ix(Z)a tal que v(cie;) = ae;, para
i=1,...,n. Como a matriz mudanca de base é inversivel, seque que det(v) € inversivel em Z,

isto €, det(v) = £1. Também, (vou)(e;) = v(u(e;)) = v(ce;) = aey, para i =1,...,n. Assim,

(vou)(a) = aa. Finalmente, N(«a) = det(vou) = det(v)det(n) = +lciea...cp = i#[f((zz))
Portanto, |N(«)| = #Iﬁ%)a. u

Proposicao 1.6.2 [5, Proposicao 1.7.2] A N(A) € finita.
Demonstracao: Se a € A € um elemento nao nulo, entao Ix(Z)a C A. Além disso, podemos

escrever Ix(Z)/ A como um quociente de Ix(Z)/Ix(Z)a. Assim,

Ix(Z Ix(Z A
4 k(Z) _ 2 k(%) 4
Ix(Z)a A Ix(Z)a
Mas pela Proposicdo 1.6.1 temos que #IQK((ZZ)L ¢ finito. Portanto #@ € finito. |

1.7 Discriminante de uma n-upla

Nesta secao veremos o conceito do discriminante de uma n-upla enfocando suas principais

propriedades.

Definigao 1.7.1 Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto finito n. Seja

{aq,...,a,} um conjunto de elementos de R. Definimos o discriminante de {av, ..., an} por

Dpya(on, ... an) = det(Trga(io;)),
ondei,j=1,2,...,n.

Exemplo 1.7.1 Se K = Q(+/7) € um corpo de mimeros e {1,v/7} é um conjunto de elementos
de K, entao

Dyo(1,V7) = Trio(l)  Trep(V7) | _ |2 0 g

Trro(V7) Trig(V7)? 0 14

Proposigao 1.7.1 [3, Proposition 1, p.38] Sejam A C R anéis tal que R € um A-mddulo livre

de posto finito n. Se {B1,..., 3.} € um conjunto de elementos de R tal que 3; = Z a;joy, com
j=1
ai; € Aparai=1,...,n, entao Dg/a(f1,...,0n) = (det(aij))QDR/A(al, Ce, Q).

Demonstragao: Por definicao temos que

DR/A(ﬁl; B 7571) = det(TrR\A(ﬁrﬁs))y
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n n n

onde 61" = E Qi O Bs = E As505, € 61"55 = E QriQsj Q05 . ASSim;

i=1 j=1 i=1

Traga(Be6s) = ) arag Trra(ciay),

i=1

e na forma matricial obtemos que

(Trria(B8s)) = (ar)(Trraleug))(asg)

Logo,

Dria(B1,-...8n) = det(Trga(6r0s)) = det((ar)(Trra(cioy))(as;))
= det(a,;)det(Trgia(cuey))det((as;)') = (det(a; ;))*Drjalan, . .., o).

Corolario 1.7.1 /3, p.39] Sejam A C R anéis tais que R é um A-mddulo livre de posto finito

n e A um dominio. Se {a1,...,0,} e {B1,...,B.} sao bases de R, entio Dpja(a,...,0y) €

Drya(B1,- .., Bn) sdo associados ou ambos possuem determinantes nulos.

Demonstracao: Como {ay,...,an} e {f1,...,0n} sdo bases de R, seque que existem elemen-
n

tos a;; € A tais que B = Zaijai, para todo j =1,...,n. Assim, pela Proposicao 1.7.1, temos
que =1

DR|A(ﬂ1a .. ,671) = (det((lij))QDR|A<Oél, Ce ,Oén).

Como (a;;) € uma matriz inversivel, seque que det(a;;) € uma unidade do anel A. Assim
Dpya(on, ..., an) € Dra(Bi,...,0,) sdo elementos associados ou ambos determinantes sao

nulos. [

Exemplo 1.7.2 No Ezemplo 1.7.1, vimos que o discriminante da base {1, \/7} de Q(ﬁ) € 28.
Tomando {1 + VT, —4 — \/7} como outra base de K, pela Proposicao 1.7.1, temos que

2

1

Dy jo(1+V7,—4—V7) = Dy o(1,V/7) = (3)%28 = 756.

Proposicao 1.7.2 [2, p.97] Sejam A um dominio, R anel tal que A C R e R é um A-mddulo
livre de posto finito n. Se o conjunto {a,...,a,} de elementos de R € linearmente dependente
sobre A, entao

Dgya(oa, ..., an) = 0.

35



Demonstracao: Como {ay,...,a,} € linearmente dependente sobre A, segque que existem
ai,...,a, € A, nao todos nulos, tal que a1y + ... + apa, = 0. Reordenando e tomando
. . / / ’ ’
a; # 0, consideremos o conjunto {ay,...,a,} de elementos de R, onde oy = 0 e a; =
. . ’ .
para i = 2,...,n. Assim, a; = a1,0q0 + ...+ ap0, para i = 1,2,...,n, onde a;; = a;j, e se
. . . . . / /
i > 1 temos que a;; = 1 para j =i e aj; = 0 para j # i. Temos que Dgsa(oy, ..., o) =
Dp/a(0, 0z, ..., a,) =0, pois a matriz da aplicagao trago possui a primeira linha nula. Assim,

pela Proposi¢ao 1.7.1, seque que

/

0= Dgsa(0,qa,...,0an) = Dryala),...,a,) = (det(a; ;) Drja(an, . . ., o).

Mas
aq 0 0
0 1 0
(aij) = ;
00 - 1
logo det(a; ;) = a; # 0. Portanto, como A é um dominio seque que Dgr/a(ay,...,a,) =0. =

Lema 1.7.1 (Lema de Dedekind)[3, p.39] Se G é um grupo, K um corpo, e oy,...,0, sdo
homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo os a;s sao linearmente inde-
pendentes sobre K.

-~ / ~ . .
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que os o;s sao linearmente dependentes. Assim,

n
. ~ P !’ ~
existem aq,...,a, € K, nao todos nulos, tal que E a;o; = 0, com o nimero r dos a;s nao
i=1
. . / ~ ~ ~
nulos o menor possivel. Temos que r > 2, pois 0s 0,5 sao nao nulos. Se g € G, entdo

a101(g) + azo9(g9) + ... + a,0.(g) = 0. (1.2)

Como os O';S sGo homomorfismos, seque que a Equagdo (1.2) € vdlida para todo g € G. Assim,

para gh, com h € G, temos que

a101(g)o1(h) + axoa(g)oa(h) + ... + a,0.(g)o.(h) = 0. (1.3)
Multiplicando a Equagao (1.2) por o1(h) obtemos que

a101(g)o1(h) + azoz(g)or(h) + ... + ar0,.(g)o1(h) = 0,
e subtraindo da Equacao (1.3) seque que

az(o1(h) = o2(h))o2(g) + -+ - + ar(o1(h) — 0v(h))o,(g) = 0.
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Como isso wvale para todo g € G e como tomamos T o menor possivel, seque que
as(o1(h) —o9(h)) = 0. Assim o1(h) = o3(h), para todo h € G, pois as # 0. Mas isto contradiz

., / ~ . l ~ . .
a hipdtese de que os ;s sao distintos. Portanto os ;s sao linearmente independentes. |

Proposicao 1.7.3 [3, Proposition 3, p.39] Sejam IL uma extensao finita de graun de um corpo
K, onde K € finito ou tem caracteristica zero, € oy,...,0,, 0s distintos K-isomorfismo de L.

Se{ay,...,a,} € uma base de . sobre K, entdo
D]L/K(Oél, ce 7Oén) = det(al-(ozj))z 7é 0.

Demonstracao: Por definicao Dyjx(a,. .., o) = det(Tryk(osa;)). Como o trago de oo €

a soma de seus conjugados, seque que

Dyjg(ai, ..., ap) = det(Tryx(aia;)) = det (Z ak(aiaj)> :
k=1

Mas, temos que

o1(aq) o9(ay) -+ op(ay) o1(aq) o1(ag) -+ or(ay)
0'1(062) 02(052) O'n(ag) 0'2(061) 0'2(062) Ug(@n) _ ng(aiaj)_
L oi(an) oalan) oo on(an) 1L on(a1) oplaz) - onlan) ]

Assim, det <Z ak(aiaj)> = det (ai(aj))2. Portanto, Dy jx (o, ..., a,) = det(o;(cy;))?. Agora,

k=1
n

se det(o;(aj)) = 0, entdo existem aq,...,a, € C, ndo todos nulos, tal que Zaiai(ozj) =0,

=1
n

para j =1,...,n. Pela linearidade concluimos que Zaiai(a) = 0, para todo o € L, o que é
i=1
um absurdo, pois pelo Lema 1.7.1 os o; sio linearmente independentes. Logo det(o;(c;))* # 0.

Portanto, Dy jx(ou, ..., o) = det(o;(a;))* # 0. -

Exemplo 1.7.3 Sejam K = Q(v/7) e a« = a4+ b7 € K. Como [K : Q] = 2, seque que existem
dois Q—isomorfismos, o1,0,, onde oi(a + bﬁ) —a+b/Te oo(a + bﬁ) = a— by7. Como
{1,V/7} ¢ uma base de Q(\/7) sobre Q segue que

2

Dy o(1,V/7 = (—2V7)? = 28.

- 1 1
|V VT
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Proposicao 1.7.4 [6, Proposition 2.17] Se K é um corpo finito ou de caracteristica zero, L =

K[a] uma extensdo finita de K de grau n e mq(x) o polinomio minimal de o sobre K, entdo

’

Dr(l,a,...,a" ") = (=1)7"" DN g (m), (o)),

onde m,(x) ¢ a derivada de mq(z).

Demonstracao: Sejam o,a?,...,a"

as raizes de my(x) em uma extensio de K, que sao
conjugados de c. Pela Proposi¢io 1.7.3, seque que Dyx(1,c,...,a" 1) = det(o;(a?))?, onde
0, 1 <i < n, sio K-isomorfismos de K[a]. Além disso, temos que

oi(a) ozfa) - on(a) oi(an)  oa(a)t on(a)!
: o1(a?) oa(a®) -+ ou(a? o(a)? oy(a)? - ou(a)?
ety | 7 D o) || el @l e |
| ou(@”) oa(@”) - on(a®) | [ ou(@)" aa(@)" - an(@)” ]
que € um determinante de Vandermonde. Logo, det(c;(a?)) = H (o — o), e assim,
1<i<j<n
Dyk(l,a,...,a" ) = H (o — )%
1<i<j<n

n

Por outro lado, como o polindmio minimal de o é dado por my(x) = H(az — a') seque que

n n n
ma(x)=>_ ] @—a)e myad)= [] (& =0
J=1 i=1,i#j 1=1,i#j
Assim . .
my(a;) =[] (&7 —a?),
Jj=1 Z:]:LZ#]

e como Hm,a(ozj) = NL/K(m;(a)), seque que
j=1

n

Ne(mg(@) =[] (@@ —a)) (1.4)

i.j=1,ij

n
Agora, em H (a? — ') cada fator (o' — o) para i < j aparece duas vezes, uma como
ij=1,i]
(a® — a?) e outra como (a7 — at), e o produto das duas é —(a* — a’)?. Assim, no produto da

s

FEquagao (1.4) aparece o termo (—1)%, onde s € o nimero de pares (i,7), com 1 < i < j <mn,
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ou seja, Ny x(m,(a)) = H (—1)*(a’ — o?)?. Mas, para

1<i<j<n
(izl, temos j=2,3,....n e s=1
1= 2, temos 7 =3,4,....,n e s=2

1=n—1, temos j=nes=1.

\

.  ((a=D+Dn—-1 1
Assim (n — 1)+ (n—2) + ... +1 = “—=~"— =
(—1)%”(”_1) H (a'—a?)?. Portanto N]L/]K(m/a<01)) =(

1<i<j<n

n(n —1) = s. Logo N]L/K(m/a(a)) =
_1)%“(”—1)DL/K(1, a,...,a" 1) e deste

modo

D]L/K(la a, ... ’an—l)

I
—~
—_
~
[N}
2
3
=
&
~
~
s
—~
Q
~
~

Exemplo 1.7.4 Sejam L = Q(v/7) e mq(z) = 22 — 7 0 polinomio minimal de o = \/7 sobre
Q. Temos que m, (V7) = 2V/7, e NL/K(Q\/?) = —28. Assim, pela Proposicao 1.7.4, seque que
Dy (1,V/7) = (=1)22 Nk (m,, (V7)) = 28.

1.8 Corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos os corpos quadraticos e suas principais propriedades enfocando o

anel dos inteiros desses corpos.

Definicao 1.8.1 Um corpo quadrdtico € uma extensao de grau 2 sobre o corpo Q dos nimeros

TACIONALS.

Proposicao 1.8.1 [6, Proposition 3.1] Todo corpo quadrdtico é da forma Q(v/d), onde d é um
inteiro livre de quadrados.

Demonstracgao: Se K é um corpo quadrdtico, entao todo elemento o € K tal que o ¢ Q ¢é
de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q(«). Tomando

o polinémio minimal de o sobre K, mq(x) = 22 + bx + ¢, e resolvendo a equagdo quadrdtica

a? + ba + ¢ = 0, obtemos que 2a = —b + \/b? —4c. Portanto, K = Q(a) = Q(v? — 4c).

u uv

Observando que b*> — 4c é um nimero racional da forma — = — . com u,v € Z, temos que
v v

Q(vb? —4c) = Q(y/uv). Assim, como uv € Z, seque que uv € fatorado em produtos de primos.

Portanto, Q(y/uv)= Q(v/d), onde d € inteiro livre de quadrados. n
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Observacao 1.8.1

1. Pela Proposi¢ao 1.8.1, temos que todo corpo quadrdtico € da forma Q(\/E), onde d € um
inteiro livre de quadrados. Portanto, {1,/d} € uma base de K sobre Q.

2. O elemento Vd € K € uma raiz do polinémio irredutivel z*> — d, e seu conjugado é
—\/d. Assim, existe um automorfismo o tal que o : Q(Vd) — Q(/d) ¢ dado por
ola+bVd) =a—bVd.

Lema 1.8.1 [3, p.35] Sejam K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de
quadrados. Se o = a + b\/d é um inteiro algébrico, entio 2a e 2b sdo nidmeros inteiros.

Demonstragao: Pelo item 2 da Observacgao 1.8.1, temos que existe um automorfismo o tal que
o: Q(vVd) — Q(Vd) € dado por o(a) = o(a+bvVd) = a—bvd. Como o(a) também é raiz da
mesma equagdo de «, seque que o(a) € Ix(Z). Como o e o(a) € Ix(Z), pelo Coroldrio 1.3.2,
seque que a+o(a) € Ix(Z) e ao(a) € Ig(Z). Além disso, a+o(a) = (a+bVd) + (a —bV/d) =
2a € Q e ao(a) = (a+bVd)(a—bVd) = a> —db*> € Q. Como Z é um anel de ideais principais,
pelo Exemplo 1.3.3, seque que Z é integralmente fechado e portanto 2a € Z e a* — db* € Z.
Assim, temos que (2a)? — d(20)? € Z, e como 2a € 7Z, seque que (2a)? € Z. Por outro lado,
se 2b € 7, o seu denominador teria um fator primo p e este fator apareceria como p* no
denominador de d(2b)?. Sendo d livre de quadrados, seque que d(2b)* € Z, o que é um absurdo.
Portanto, 2b € 7Z. |

Teorema 1.8.1 [6, Theorem 3.2] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € Z € livre
de quadrados, ou seja, d Z 0(modulo 4). Se d #Z 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros Ix(Z)
¢ Z[Vd) e {1,V/d} é uma base de Z[\/d] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Seja a = a + bv/d com a,b € Q um inteiro algébrico sobre Z. Pelo Lema

v
5 com u,v € Z, e a®* — db* € Z. Substituindo a e b por 5 €5,

1.8.1 temos que a = g,b =
respectivamente, temos que u>—dv* € 4Z. Se d % 1(modulo 4), entdo d = 2 ou d = 3(modulo 4).
Assim, u ev sdo pares. Se por absurdo, v fosse impar, entio v? = 1(modulo 4). Como u*—dv?* €
47, seque que u? — d(4k + 1) € 47 o que implica que u? — d € 4Z. Assim, u*> = d(modulo 4).
Portanto, d = 1(modulo 4) ou d = 0(modulo 4), o que é um absurdo por hipdtese. Assim,
sendo v par, temos que v? = 0(modulo 4) e deste modo u* € 4Z. Portanto, u também é par.
Assim, u e v sio pares. Logo, a,b € Z e a = a+bVd € Z[\/d|. Portanto, Ix(Z) C Z[\/d]. Por

outro lado, tomando o € Z[\/d], temos que o € raiz do polinémio > — 2ax + a*> — db? € Zx].

Assim, Z[v/d) C Ix(Z), e portanto, Z[\/d] = Ix(Z). ]
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Teorema 1.8.2 [6, Theorem 3.2] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € Z € livre
de quadrados, ou seja, d Z 0(modulo 4). Se d = 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros Ix(Z)

1+vd 1++Vd
9 9

Demonstracao: Se d = 1(modulo 4), entao u,v tem a mesma paridade. Assim, se u e v

éZ e{l, %3} ¢ uma base de 7 como um Z-mddulo.

sdo pares temos que a,b € Z, e que o = a + bV/d € Z[\/E] Se u e v sao impares, entdao

d 1 d 1 d
a = g-i— %_ € Z +2\/_ . Portanto, temos que Ix(Z) C Z +2\/_ . Por outro lado,
1 d 1 d
sea=a-+b ( +2\/_> €z +2\/— com a,b € Z, entao temos que o € raiz do polinomio

1 — d)b?
2 — (2a + b)x + (a2 + ab — %) € Zlx], pois d = 1(modulo 4). Assim, seque que

1+Vd 1++d
2 9

Z C Ix(Z). Portanto, Z = Ix(Z). ]

1.9 Corpos ciclotomicos

Nesta secao apresentamos o conceito dos corpos ciclotomicos, seu subcorpo maximal real e
algumas de suas propriedades, que serao tteis para o calculo do discriminante destes corpos.

Também veremos o anel dos inteiros desses corpos.

Definicao 1.9.1 Seja K um corpo. Um elemento ( € K tal que (" = 1 é chamado raiz n-
ésima da unidade, onde n € um inteiro positivo. Dizemos que ¢ € uma raiz n-ésima primitiva

da unidade se (" =1 e (™ # 1 para 1 < m < n.

Proposicao 1.9.1 [7, p.205] Sejam m,n € Z tal que mdec(m, n) = 1. Temos que C% ¢, para
0<k<m-1e0<I<n-—1, € uma raiz mn-éstma primitiva da unidade se, e somente se,
¢k € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Demonstragao: Se (¥ ndo é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entdo temos que
mde(k, m) = d > 1. Assim, (K¢ = ((¢h¢)y™)a = 1@ = 1, o que é absurdo, pois

mn . k e . s - 3 cy: . l e
—— < mn. Reciprocamente, se () € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e (, € uma

d

raiz n-ésima primitiva da unidade, entao mde(k, m) = mdc(l, n) = 1. Assim,

(ChCH)" =1 4= Chadle =1 4= Ch = (12 e Qi = G1om = (Gh)™™ = ()™ =

(CF) e =171 = (¢F)"* = 1 < m|na.

Como mdc(m, n) = 1 seque que mla. De modo andlogo, n|a. Ainda, usando o fato de que

mdc(m, n) = 1 seque que mnla. Assim temos que, (¥ ¢ )™ = (™) (¢")™ = 1. Logo mn
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¢ a menor poténcia tal que (¥ ¢ )™ = 1. Portanto ¢* (! é uma raiz mn-ésima primitiva da

unidade. [

Observacao 1.9.1

1. Pela Definicao 1.9.1, temos que as raizes n-ésimas da unidade sdo as raizes do polinémio

" —1.
2. O numero de raizes n-ésimas primitivas da unidade é dado por
o(n) = #{0 <m < n:mde(m,n) =1;m,n € Z},
onde ¢ € a funcao de Euler.

Seja U, = {(}}, ..., ("} o conjunto de todas as rafzes distintas de 2" — 1 em K, ou seja, de
todas as rafzes n-ésimas da unidade. Como (C.¢2)" = (C2)"(¢)™ = (M) =1e (%) =
(G)" _ (G

(Cj) = (Y = 1, segue que o conjunto U,, é um grupo multiplicativo. Agora, como todo grupo
n
n n

multiplicativo finito num corpo é ciclico, temos que U,, é um grupo ciclico. Assim, podemos

representar as n raizes n-ésimas da unidade por (,, (2

2., =1, onde (, é um gerador do

grupo U,. As raizes n-ésimas primitivas da unidade sao os geradores do grupo U,, isto é, os

elementos ¢* com mdc(k, n) =1, parak =1,2,...,n.

Lema 1.9.1 [7, p.204] Sejam m,n € Z. Se mdc(m, n) = 1, entio Uy, = Uy, X Uy, onde U,
denota o grupo de todas as n-ésimas raizes da unidade.

Demonstracgao: Seja a sequinte funcao:

¢: Uy xU, — Unn

(a, b) — ab

i) ¢ esta bem definida, pois (ab)™ = (a™)"(b")™ =1

i1) ¢ € homomorfismo, pois ¥ (a, b), (¢,d) € Uy, x U, temos que ¢((a, b)(c, d)) = ¢(ac, bd) =
(acbd) = (ab)(cd) = ¢(a, b)o(c, d).

iii) ¢ € injetora: Temos que provar que Ker(¢) = {(a, b) € Uy, x U, : ¢(a, b) = 1} = {1}.
Deste modo, temos que mostrar que para ¥ (a, b) € U, x U, tal que ¢(a, b) = ab = 1 =
a = b = 1. Para isto, Sejama:Cfn eb = fl, onde 0 < k<m-1e0 <[ <n-—1.
Assim, ab = 1 <= (*(¢ =1 <= & = (! = % = (" < " = 1. Logo, como
Cm € uma raiz m-ésima primitiva da unidade, seque que m|nk. Como mdec(m, n) = 1 seque

que mlk, e isto implica que k = mx. Analogamente nl|l, e isto implica que | = ny. Deste

42



modo, ¢k = (" =1 = (™ = (!, ou seja, ¢* = (7 = 1. Isto implica que k = 1 = 0,
pois (€ C, Sao raizes m-ésima e n-ésima primitivas da unidade, respectivamente. Portanto
ab=1<= a=0b=1. Portanto Ker(¢) = {1} e assim ¢ € injetora.

iv) ¢ € sobrejetora: Como o(Upy, X Uy) = 0o(Upy) € ¢ € injetora, seque que ¢ € sobrejetora. Por
iii) e iv), ¢ € bijetora. Portanto ¢ é isomorfismo. n

Defini¢ao 1.9.2 O polinémio ¢, (z) = H (x — () é chamado de n-ésimo polinémio
j=1,mdc(j,n)=1
ciclotomico.

Proposicao 1.9.2 [7, p.206] Se n é um inteiro positivo, entio " — 1 = H ¢a(z).
dln
Demonstragao: Seja f(z) = 2" — 1. As raizes de f(z) sdo 1,(,, (2, ..., ¢ Assim,

P = 1= (= )(a—C)r =) (e = ).

Analisando os periodos de cada raiz de f(x), e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo

como um polinomio da forma

bala)= [ (@G

d=Periodo ¢

seque que 2" — 1 = H ¢a(x). n
din

Exemplo 1.9.1 Seja f(x) = z* — 1. As raizes de f(x) sio 1,(y, (3 e ¢ que possuem periodos
1,4,2 e 4, respectivamente. Assim, ¢1(x) =x —1, ¢o(x) = (x — (3F) e du(x) = (z — &) (x — ().
Como os divisores de 4 sao 1,2 e 4, temos que
ot =1 =[] dalw) = d1(2)da(x)pa(x) = (w = 1) (& = ) (= — Cu)(x — ¢F).
dln

Corolario 1.9.1 Se n é um inteiro positivo, entao

" —1
On(T) =
[T ¢a(x)
dn,d<n
Demonstragao: E uma consequéncia direta da Proposi¢ao 1.9.2. |

Exemplo 1.9.2 Pelo Coroldario 1.9.1 temos que

o (z) =2 —1 po(r) =T =z 41
Ga(x) = L =+ 4+ 1 (o) = iy = 22+ L.
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Observacao 1.9.2 Quando n = p, onde p é um numero primo, o p-ésimo polinomio ci-
clotomico € dado por

-1 2P -1
h o1(x) T r—1

Definicao 1.9.3 Um corpo ciclotomico é um corpo gerado por uma raiz n-ésima da unidade

op(2) S R

sobre o corpo Q dos numeros racionais.

Definicao 1.9.4 Dado n um inteiro positivo, definimos a raiz n-ésima da unidade ,, como

e e o corpo Q((,) € chamado o n-ésimo corpo ciclotomico.

Teorema 1.9.1 [7, Theorem 6, p.204] Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo
[Q(Cn) : Q] = @(n), onde ¢ € a fungdo de Euler.

Demonstragao: Seja f(z) um polinémio maonico, irredutivel e de menor grau de ¢, sobre Q.
Logo " —1 = f(z)g(z), com g(x) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss seque que f(x),g(z) € Z(x). Sep
¢ um primo tal que p t n, entdo (P € uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Assim, ((P)"—1 =
F(CP)g(¢t), ou seja, f(CP)g(CP) = 0. Logo, se (P nao € raiz de f(x), entao (P € raiz de g(x), e (,
¢ raiz de g(z?). Portanto, temos que f(z) | g(aP), ou seja, g(aP) = f(x)h(zx), com h(x) € Z[x],
pelo Lema de Gauss. Mas, pelo Teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p), e dai seque que
g(xP) = g(x)P(mod p). Assim, f(x)h(z) = g(x)?(mod p), ou seja, g(x)? = f(x)h(x)(mod p).
Portanto, g((,)P = 0, pois, ¢, € raiz de f(x). Recursivamente chegamos que g(C,) = 0, ou seja,

f e g tem uma raiz em comum. Assim, " —1 = fg, e deste modo x™ — 1 tem raizes miiltiplas.

1 1

Logo, nz"~' = 0 e dai, para qualquer o € 7Z,, temos que na"' = 0. Como a caracteristica
de Z, é p seque que p | n, o que contradiz o fato de termos suposto que p 1 n. Portanto (¥
¢ raiz de f(x) para todo p tal que p  n e mde(p,n) = 1. Portanto O(f(x)) > 0(g(x)), pois
toda raiz de ¢, (x) € raiz de f(x), e como f(z) | dpn(x), seque que (pn(x)) > O(f(x)). Assim,
O/ (x)) = D(6n(2)) = p(n). .

Corolario 1.9.2 Se ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q(¢,+¢; ') : Q] = @,

onde p é a fungao de Euler.

Demonstragao: Temos que Q C Q(¢, + ¢, 1) € Q(¢n). Agora, pelo Teorema 1.9.1 temos que
[Q(¢,) : Q] = ¢(n). Assim, pelo Teorema 1.4.2 basta mostrar que [Q((,) @ Q(¢, + (1) = 2.
Mas isso seque do fato que o polinomio f(x) = x> — ((u + ¢, ) + 1 tem (, como raiz e é

irredutivel sobre Q((, + ¢ '). Portanto, [Q(¢, + (1) : Q] = %n)' .

Proposicao 1.9.3 O n-ésimo polinomio ciclotomico ¢, (x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Temos que existe um tnico polinémio minimal my(x) tal que my((,) = 0.
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Pelo Teorema 1.9.1 seque que O(my(x)) = O(Ppn(x)) € ¢n((y) = 0. Portanto my, = ¢y, € assim

On(x) € irredutivel sobre Q. =

Corolario 1.9.3 [7, p.205] Se m e n sao primos entre si, entao Q((n)Q(¢n) = Q(Gnn)-

Demonstracgao: Segue da Proposi¢ao 1.9.1. |

Lema 1.9.2 [8, p.24] Se ¢, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K = Q((,), onde p €

um nimero primo, entdo:
1. TTK/Q(Cg) =—1,paraj=1,...,p—1.
2. TTK/@(l—C{;) =p,paraj=1,...,p—1.
3. Nxjo(Gp —1) = (=1)""'p e Ngjo(l — ) = p.
4op=(01-¢)A-¢)...1=¢7).
Demonstracgao:

1. Pela Observagao 1.9.2 temos que o p-ésimo polinomio ciclotomico de (, € dado por
Gp(x) = aP~' + 2P + ...+ x + 1. As raizes de ¢p(x) sio G, (..., (PN Assim,
0=p(¢)) = sz(pil) +Cz])'(p72) +...+¢ +1, e dai seque que C,])'(pfl) +C§(p72)+. L+ =1
Portanto, Tryqo(()) = Qe @ =-1,paraj=1,....,p—1.

2. Temos que Trg (1 — 1) = Trr(l) — Trryo(E)). Mas como [Q[(] - Q] = p — 1 segue
que Trgyg(l) =14+14...+1=p—1, e do item 1 temos que Try o(¢)) = —1. Assim,
obtemos que Trg)o(l1 — ) =p—1+1=p.

1

3. Como ¢, — 1 € uma raiz do polinomio f(z) dado por f(x) = xP~' + Z

J=p—1 J
seque que, N (G — 1) = (=1)P7'p, e N(1 = () = N((=1)(¢, = 1)) = N(=1)N(¢ — 1) =
(=P (=1 'p = (=1)*PVp = p.

2/t

4. Como (,, (2, ..., (71 sao raizes do polinémio ménico ¢p(x) = xP~ "+ 2?2 + ..+ + 1,
segue que xP 7t + P2+t a4+ 1= (z—()(z—C)...(x — ¢, Assim, tomando

x =1, obtemos que (1 —()(1—¢2)...(1 =) =p. ]

Lema 1.9.3 [8, Lema 2.3.3] Se K = Q((,), onde p € um nimero primo, Ix(Z) € o anel dos

inteiros de K, e o € Ix(Z), entao:
1 (1= ) x(Z) N Z= pZ = (p).
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2. Trgjg(a(l — () € pZ, para todo o € Ix(Z).
Demonstragao:

1. Pelo item 4 do Lema 1.9.2 temos que p = (1 — ()(1 —¢2)... (1 — "), Assim, p €
(1 =) Ix(Z), e portanto, (p) C (1 — (,) NZ. Por outro lado, suponhamos que o ideal
pZ & (1—C)Ix(Z)NZ C Z. Como pZ ¢é mazimal, seque que (1 — () Ixg(Z)NZ =Z . Dai,
1€Z, eentaol = (1—(y)a, coma € Ix(Z). Assim, 1 —(, € inversivel, e portanto 1 —Cg
sio inversiveis em Ig(Z). Deste modo, (1 —G)(1—¢2)... (1= ¢27") = p € inversivel em

Z, o que € um absurdo. Portanto, pZ = (1 — (,)Ix(Z) N Z.

2. Cada conjugado c;(1 — () de a1 — () € um mailtiplo de (1 — () em Ix(Z), onde i =
1,2,...,p—1. Como

1-C=01=-G)¢ +¢ 72+ + G+ 1),

seque que 1—(;, € um multiplo de 1—(, em Ix(Z). Como o trago é a soma dos conjugados,

seque que

TTK/Q(“(l —G)) = a1 = () + (1 — Cﬁ) +o T ap(l - C;];J) = B(1 - ¢),

onde B € Ix(Z). Portanto, Trxg(a(l —(p)) € Ix(Z). Como Z € integralmente fechado,
seque que Trgjg(a(l — () € Z. Assim,

Trijo(a(l = G)) € (1 = G)Ix(Z) N Z=pZ.

Teorema 1.9.2 [3, Theorem 2, p.43] O anel dos inteiros de K = Q((,), onde p € um nimero
primo, € Z[G) e {1,{y, ..., (7%} € uma base de Z[C,] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Seja Ix(Z) o anel dos inteiros de Q((,). Temos que Z[(,] C Ix(Z). Agora,
vamos provar que Ix(Z) C Z[(y]. Se o € Ix(Z) C Q((,), entao

a:a0+a1Cp+...+ap_2C£_2, coma; €Q, parai=0,1,...,p—2.
Multiplicando por 1 — ¢, em ambos os lados obtemos que
ol =G) = ao(1=G) +ar(G = G) + -+ apa(G = 7).
Pelo Lema 1.9.3 seque que
Trisgla(l = G)) = aoTrrso(l — G) + aTrrse(G — ) + -+ ap2Trrjo(¢h ™ = 1) € pZ.
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Assim, como Trgg(¢,—¢) =0, parai =1,2,...,p—2, seque que agTrg/o(1—C,) = aop € pZ,

onde ag € Z. Analogamente, como (' = (P~ € Ig(Z), seque que
(Od — ao)Cgl =a + ang + ...+ ap,ggffg.
Multiplicando ambos os lados por 1 — (, obtemos que

(o — aO)C;1<1 =) =ar(1=¢) +ap(1 =) + ... + ap72C£73(1 — (),

e assim, pelo Lema 1.9.3, seque que

Tryjo((a—a0),  (1-6) = arTrrsg(1=Gp)+asTrrsg(G—CH)+. - Aap 2 Trry(C > —¢E7?) € pZ.

Logo, a\Trg)o(1 — () = a1p € pZ, onde ay € Z. Prossequindo, desta forma, temos que a; € Z,
para cada i =1,--- ,n. Assim, a € Z[(,). Portanto, Z[(,] = Ix(Z). ]

Proposicao 1.9.4 O anel dos inteiros de K = Q((, + CI;I), onde p € um numero primo ¢é
ZIG+ ¢ e {Gp+ G ,CI:% + Cpl%p} € uma base de Z[C, + ('] como um Z-mddulo.
Demonstracao: Temos que o anel dos inteiros de Q((,) € Z[(,). Como (, € inteiro, seque que
€ uma base de K sobre Q e como Cgl € inteiro e pelo Coroldrio 1.3.2, seque que §p+§;1 também.
Portanto Z[, + Cp’l] C Ix(Z). Mostremos, agora, que Ix(Z) C Z[(, + C;l]. Se a € Ixg(Z) um
inteiro algébrico, entao

p=l  1-p —1
a:al((p+C;1)+a2(C§+C;2)—|—...—|—ap2;1(Cp2 +(p? ), ondea; € Q, pamizl,Q,...pT.

p—1
Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por (,* , obtemos que

p—1 p+1 p=3 p+3 p=5
G a=alp? +aGp? +a(p?® +ax? +---+agé}f_1+a%,
que € um inteiro algébrico de Q((,), logo pertence a Z[(y]. Assim seque que a; € Z, para

i=1,2,...,22 Portanto Ix(Z) = Z[(, + ('], ou seja, o anel dos inteiros de K € Z[(, + (.

-1 1— -1 1—p

Como {G+¢, ", G2 —i—Cpr} ¢ uma base de K sobre Q e como {{,+¢, ", . .. ,C;T +(? ) C
1 1—
Z[§p+g1] C Ix(Z), seque que é suficiente mostrar que {Cp—l—(;l, ce C;? +C,,Tp} ¢ linearmente

independente, para isso, sejam ay,as, . ..,ap—1 € Z tal que
2

p—1 1—p

a(G+ ¢ Fa(G+ G+ a (G +6G7 ) =0.

Logo
p=1 p=1
@G+ aiG T +axG +al T+t amG? +as(? =0,
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Como {1,(, ... ,Cg”} € uma base de Z[(,] sobre Z, seque que estes elementos sdo linearmente
p=1
independentes, e deste modo temos que a1 = ay = ... = ap-1 = 0. Assim {(, + Cp_l, oGt +
1-p

1-p p=1  1-p
(p? } € linearmente independente. Portanto, {Cp+Cp_1, o G? +G? } éuma base de Z[Cp+Cp_1]

sobre 7. [

", onde p € um niumero primo e r € um inteiro maior que 1,

Observacao 1.9.3 Quando n =p
o p"-ésimo polinomio ciclotomico é dado por
xp — ]_ IpT_l — — r—1

o) = - L ety
¢p (x> ¢1 ($)¢2($) R ¢pr—1($) A | z +x + 4+ +

Lema 1.9.4 [8, p.26] Seja K = Q((}), onde p € um nimero primo e r é um inteiro maior que

1. Se Ix(7Z) € o anel dos inteiros de K, e a € Ix(Z), entdo:

1. (1= ¢)Ik(Z) N Z= pZ = (p).
2. Trijo(a(l —¢;)) € pZ, para todo o € Ix(Z).

Demonstragao: A demonstracao é andloga a feita no Lema 1.9.5. |

Lema 1.9.5 [9, Lemma 1, p.30] Temos que Z[1 — (yr] = Z[(pr].
Demonstragao: Por defini¢io temos que Zla] = {>_ a;a%; a; € Z}. Assim, para todo a €
Z[1 — (yr] temos que

a = ag+ar(l—Cr) +as(l = )2+ .o 4 a1 (1 — )PP
= (ao+a1+...+ap_1p-1)+ (a1 —2a2)Gr + ...

Assim, o = by + biGr + boClr + ... + b(pfl)pr—lCIEZrFl)pr_l, e portanto o € Z[(y]. Agora, se

r—1

o € Z[Gyr], entdo o = ag + a1Gr + a2 + ...+ a(p,l)prflg“](ﬁ—l)p . Como (pr =1 — (1 —(pr),

entao podemos escrever o da forma

r—1

a = ag+ar(l—(1—=Gr))+aa(l—(1—Cr))+ .o Fagpap-1(1— (1 =) P
= ap+a; —a;(1—Cp)+ag(l—2(1—Cpr +(1—Gr))?) +. ..
= ap+a; —a;(1— () +ag—2as(1 — () +ax(l— () + ..
= (ao+ar+ar+...+ap 1yp-1-1)+ (—a1 —2a2 — ... — ((p— )p" " = Dag-1)p-1-1)
(1 =)+ (a2 —3az+...) (1= () +.. .,

ou seja, o = by +by(1—Cpr) +b2(1—Cpr )+ .—i—b(p,l)prq(l—(pr)(p_l)pPl € Z[1—(pr]. Portanto,
ZlGr] = Z[1 = ). u
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Proposicao 1.9.5 [9, Lemma 2, p.31] Se K = Q((yr), onde p é um nimero primo e r é um

interro mator que 1, entao:

1. Niso(Gyr) = (=1)®=Dr,

2. Trio(Ch) = -1,

3. Triyg(A) = (p—1)p" A, onde A é um ideal,

f NjalA) = A7

5. H(l — C;fr) =p, com 1<k <p", etal quep fk. Em particular, Nxo(1 — () = p,

k
0. TTK/Q(l —Gr)=(p— l)prf1 + 1.
Demonstragao:

1. Temos que NK/@(C;ZT) = Cﬁréi;r“ e Cﬁf(p‘”pr_l. Como Cgr e ngprq sao conjugados seque
que CpTCgfl . C;;Hp_l)ppl = (=)', Portanto, NK/Q(C;ZT) = (1)@= para j =
0,...,p" 1 emdc(y,p") = 1.

. . . o , . ,
2. Temos que Trgo(Gr) = G + QIJ,;H + ...+ Qf,f(p P Como O (Gr) = G + C;,:rl +
: T— . . : —1
o+ Cf,:r(p*l)p 1= 0, seque que ¢» + C;;H + ...+ C;fr(pfl)p = —1. Portanto,
TTK/Q(CIZT) =—1.
3. TrgpAd)=A+A+.. .+ A=(p—1)p A
4. Ngjg(A)=AA.. . A= A=
[L‘pr - 1 r—1 2 r—1 ( _1) r—1
5. Como qbpr(x):ﬁ:lexp + 2P+ .+ 2P seque que todos os
Z‘ _
]fr, onde 1 < k < p" e tal que p 1 k sdo raizes de ¢,r(x) uma vez que sio raizes de
27" — 1 mas ndo de 2*" — 1. Deste modo, ¢, () = H(az — (%) e existem exatamente
k
o(p") = (p— Dp" " valores de k pois d(¢yr(x)) = (p— 1)p"'. Tomando x = 1, obtemos
p" p"
que (1) = H (1-¢h) = 1+17 . 109" — ) Portanto, H (1-¢) =p.
k=1,ptk k=1,ptk
p" 4
Agora, como Ngg(1 — () = H (1-— Cgr), seque que Ng g(1 — () = p.
J=1:PJfJ
6. Como Trg)g(l — Gr) = Trryg(l) — Tx/o(Gyr), seque, pelo item 3, que Trg g(l) = (p —

L)p™t e pelo item 2, que Tryg g(¢y) = —1. Portanto, Trip(l — () =(p—1)p"* + 1.m
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Teorema 1.9.3 [9, Theorem 9, p.29] Sejam K uma extensdo finita de graun de Q, {ay, ..., an}
uma base de K sobre Q, onde o; € Ix(Z) e Dgjg(au,...,0n) =d. Se a € Ixg(Z), entao o pode

ser escrito na forma
mioy + ...+ myan,

d Y

comm; €7 e m? divisivel por d, para j =1, 2,...,n.

Demonstracao: Seja « € Ix(Z). Como Ix(Z) C K seque que a € K. Sendo {ay,...,a,} uma

base de K sobre Q, temos que o pode ser escrito na forma
o= a0 + ...+ a0y,

coma; € Q, para j =1,...,n. Sejam o1, ...,0, 0s Q-monomorfismos de K em C. Aplicando

cada o;, para i =1,...,n, em «, obtemos um sistema de n equacoes dado por
UZ‘(OZ) = alai(al) + ...+ anai(an),

para it = 1,...,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, obtemos que as n raizes $ao

dadas por a; = %, onde § = det(o;(c;)) e; € obtido de 6 trocando a j-ésima coluna por o;(c).

Temos que 0s7y;, paraj =1, 2,...,n, ed sao inteiros algébricos uma vez que sao obtidos a partir

dos als, que sdo, por hipdtese, inteiros algébricos. Pela Proposicio 1.7.3, temos que 6% =

i 275
) )

seque que daj € Z, para j =1, 2,...,n. Seja m; = da;, para j =1, 2,...n. Se mostrarmos que
2 2

e portanto da; = 0v; € um inteiro algébrico. Como Z € integralmente fechado

m;
d

de 7, entdo € suficiente mostrarmos que

m=
€ 7, teremos que m? ¢ divisivel por d. Mas, como 7] € Q e como Q € o corpo de fragoes
2

¢ um inteiro algébrico. Como m; = da; = 07,

SN

=75 € um inteiro algébrico pois y; é um inteiro

MEENE

segue que m; = d*a; = 6°y; = dv:. Logo ?
2
2

L m; . . mioq + ...+ myo
algébrico. Portanto 7] € 7 e assim m5 € divisivel por d. Assim, o = Lt non

d Y
m; € Z e m? divisivel por d, para j =1, 2,...,n. [

i com

Lema 1.9.6 [9, p.31] Seja K = Q((yr), onde p € um nimero primo e r é um inteiro maior que
1. Se Do,ry/o(1; Gory - - - 7@()1?—1);9“1—1) =d, entdo d = p* para algum s € N.

Demonstracgao: Pela Observacao 1.9.3 temos que o p"-ésimo polinomio ciclotomico € dado

por .
aP
Ppr(2) = 1
Logo
P — 1= gy(2)g(2), (1.5)
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r—1

onde g(x) = 2P~ — 1. Deriwvando ambos os lados da Equagao (1.5) obtemos que

prat Tt = @ (2)g(x) + oy (2)g (2),
e substituindo x por (,r obtemos que
PC = (G )9(&r) + b (G g (Gor)-
Como ¢y (Gr) = 0 seque que p&h ™" = ¢ (§)9(&r), ou seja,
P&yt = 0 ()9 (&),

Logo,
p = Cp*@b;T'(CpT)g(Cpr)a

e aplicando a fung¢ao norma em ambos os lados da ultima igualdade ficamos com

_ 'rflr
PP = Nogie,0(0 (Gr)) Nogr /a(Gr g (Gr))-

Assim, pela Proposicao 1.7.4, temos que

7‘—171

_ 'rflr -1
PP = £ Dol G T Non o (Grg(Gr)).

Portanto, d\pr(p_l)prfl, ou seja, d = p°, para algum inteiro s. |

Teorema 1.9.4 [9, Theorem 10, p.30] O anel dos inteiros de K = Q((,r), onde p é um nimero
} € uma base de Z[(yr]

1)1
primo e r € um inteiro maior que 1, € Z[(yr] € {1,(pr, - ,Cgf Dpr -1

como um Z-mdédulo.
Demonstracao: Mostraremos que Ix(Z) = Z[1 — (yr]. Suponhamos, por absurdo, que Ix(Z) #
Z[1 — (pr]. Se o € Ix(Z), entdo pelo Teorema 1.9.3 temos que

o= mo + m1<1 — Cpr> + ...+ m(pfl)p’“—lfl(l — Cpr)(p—l)p’"fl_l
ps Y

onde m; € Z, para i = 1,2,... (p— 1)p"L. Pelo Lema 1.9.6, temos que d = p*, onde s € N.

Logo, eziste o € Ig(Z) tal que nem todos os m;s sao divisiveis por p°. Suponhamos que m;,

com j < (p—1)p"Y, ndo seja divisivel por p*. Deste modo, temos que existem q,r € Z tal que

mj; = p°q+r, onde 0 < r < p°. Assim, substituindo m; na equacdo de o obtemos que

o= Mo (L= &)+ .o+ g+ 7)1 = ) + o mpyprt1 (1 — G )PP
p* '
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Logo, Ix(Z) possui um elemento da forma

r—l_l

r(1 =G )t +mi(1— G ) 4+ mperypr—11 (1 — Gpr)P7DP

B= ;
p

Multiplicando ambos os lados por p*~!, ficamos com

ﬁps_l _ T(l — Cpr)jil + m](l — Cpr)j + e ‘I— m(p_l)prfl_l(]_ — Cpr)(pil)pT_lil
D )

que pode ser escrito como

'rfl_l

aj—1(1—=Cr ) P+ a;(1 = () 4+ ...+ ap-1ypr—1-1(1 — ()PP
p

Y

onde a; € Z e a; nao € diwisivel por p. Agora, pelo item 5, da Proposicao 1.9.5, temos que
pT'

H(l — () = p. Logo m € Z[1 — Gpr] uma vez que 1 — ¢ € divisivel, em Z[1 — Gyr], por
(1 = (pr). Assim, (1%;#)3' € Z[1 — (] € dat (1%1;)]_ € Ix(Z). Subtraindo termos que estio em

Ix(Z), obtemos que (l_aﬁ € Ix(Z). Dai Ngjg(1 — ()| Nrjola;). Mas, como Nxjg(a;) = af,

segque do item 5 da Proposi¢ao 1.9.5, que p | af, o que € um absurdo pois p{ a;. Assim, Ix(Z) =

Z[1 — (pr]. Agora, pelo Lema 1.9.5, temos que Z[1 — (pr] = Z[(yr]. Portanto, Ix(Z) = Z[(yr]. ™

Proposicao 1.9.6 O anel dos inteiros de K = Q((,r + §p71), onde p € um niumero primo e r é

(p—1)p" "t a-pp"hH
um inteiro maior que 1 € Z[(yr + Cp_,nl] e {(r + Cp_rl, oG P G * ) € uma base de

Z|Cyr + ('] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Temos que o anel dos inteiros de Q((yr) € Z[(yr]. Como (e € inteiro, seque
que C]DT«I ¢ inteiro e pelo Coroldrio 1.3.2, seque que Cyr + C‘;} também ¢€ inteiro. Portanto
Z[Cy + (') C Ix(Z). Mostremos agora que Ix(Z) C Z[Gyr + (']. Se a € Ix(Z) é um inteiro

algébrico, entao

(p—1)p" ! (1—p)p" "
2

a=a(Gr + () +ax(Cr+ 7))+ .+ @ p-pr-t (Cpr +¢r 2,

r—

(p—1)p—*

5— Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por

onde a; € Q, parai =1,2,...,

(p—1)p" 1
2

o , obtemos que

(p—1)p" "1 (p—1)p""42 (p=1)p" "1 -2 (p—1)p" 44 (p=1)p" "1 -4
2

Cp"‘ (0% - a/1Cp 2 + aler 2 + G/ZCPT 2 + GQCPT 2 _'_ P

prt

(p—1
+ A (p—1)pr—1 gp”" + A (p-1)pr—1,
2 2

que € um inteiro algébrico em Q((yr), logo pertence a Z[(y]|. Assim seque que a; € Z, para

i =1,2 (=l Portanto Ix(Z) = Z[Cy + ('], ou sej [ dos inteiros de K €
)2, .., = —, K o+ Gl ja, o anel dos inteiros de K ¢
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(r=1p" " (—p)p"~*
Z[Cy + ('], Como {Cp; + ¢ ,ICPT * 4G * ) € uma Z-base de K sobre Q e como
(p=1)p"™ (—p)p"™

{Gr+ ¢ G 2 + G 2 Y CZG + ('] C Ik(Z), seque que € suficiente mostrar

ue € linearmente independente. Para isso, sejam ay, as, ..., 0, _1,r—1 € Z e suponhamos que
; ) ) s W(p—1)p
2

(p=1)p" 1
2

ay (CpT + Cp_Tl) + GZ(CZ?T + Cp_T2) +.o..t a(p—l)sz_1 (CpT

(1—p)p" !
2

+ Cpr

) =0.

Logo

@=-np"~t  -pp!

2 2 2 —
+ “ e + a/(p_l)pr—l Cp’“ + a(p_l)pr—l Cp’" — O
2 2

o r—1_ _ r—1__
algpr + alggf Lp ! + agéﬁr + GQCZ()IT) bp

Como {1,(pr, ... ,Cﬁfl)p%lfl} ¢ uma base de Z[(yr] sobre Z, seque que estes elementos sao

linearmente independentes, e dai seque que a1 = ay = ... = A, -1 = 0. Assim -+
14 ’ q q (p—1)p P
2
1 (p=1)p" "1 a-pp’=1 . ) 1 (p=1)p" "1
Corsoo s G 2 2} €linearmente independente. Portanto, {(pr+Cpry. .., >+

(1—p)p" !

Cr 2} € uma base de Z[(y + ('] sobre Z. ]

Agora, nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros para qualquer corpo ciclotomico
Q(¢n), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Esta generalizagao seguird de um
resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um corpo composto KIL, onde K e
IL sao corpos de nimeros. Para isso, se K e IL sao corpos de niimeros, entao o corpo composto
KIL, que é definido como o menor subcorpo de C que contém K e IL, consiste de todas as somas
finitas

a1+ +a.5, onde; €K, e 5, €L, parat=1, 2,...,r.

Se Ix(Z), I(Z) e IxL(Z) sao os anéis dos inteiros algébricos de K, L. e KL, respectivamente,

entao Ik (Z) contém o anel
Ix(Z)IL(Z) ={a1fb1+ ...+, f.: a; € Ix, B € I, parai =1, 2,...,7}.

Em geral, ndo temos uma igualdade. Entretanto, podemos mostrar que Ix(Z) = Ix(Z)IL(Z)
sob certas condigoes sobre os corpos ciclotomicos. Sejam m e n os graus de K e L, respectiva-
mente, sobre Q, e seja d = mdc(dy, dy), onde d; e dy sdo os discriminantes de Ix(Z) e I(Z),

respectivamente.

1
Teorema 1.9.5 [9, Theorem 12, p.33] Se [KL : Q] = mn, entdo Ix1(Z) C EIK(Z)I]L(Z).
Demonstragao: Sejam {aq,...,a,} uma base de Ix(Z) sobre Z e {f1,...,B.} uma base

de I,(Z) sobre Z. Assim, temos que B = {o;0;,1 = 1,...,m; j = 1,...,n} € uma base de
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Ix(Z)I,(Z) sobre Z e também uma base de KL sobre Q. Se o € Ixy(Z), entdo pelo Teorema

1.9.3 temos que a pode ser escrito na forma

@ = Z i i3}, (1.6)

(2%

onde r e todos 0s m;; estao em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao tem fatores comuns maiores
que 1, ou seja, mdec(r, mde(m;;)) = 1. Para mostrarmos o teorema, temos que mostrar que
r|d para qualquer c. Para isto, devemos mostrar que r|dy e r|ds pois assim, pela defini¢io de
mazximo divisor comum, teremos que r |d. Temos que todo monomorfismo o de K em C extende
a um monomorfismo (que também denotamos por o) de KL em C, fizrando L. Portanto, para

cada o temos que

o(a) = > “o(ai)d;.

— T
1,7
n m
m . ~
Tomando x; = E para cada @ = 1,...,m, obtemos m equacoes E ola;)z; = o(a)
=1 i=1

E, onde d € o

J

determinante da matriz formado pelos coeficientes o(a;) e v; € obtido de § trocando a i-ésima

para cada o, e resolvendo este sistema pela regra de Cramer, obtemos que x; =

coluna por o(a), para i = 1,2,...,m. Temos que § e todos os ~y; sao inteiros algébricos, pois

todos 0s o(a;) e o(a) sao, e além disso §° = dy. Se e = dy, temos que ex; = 6v; € Ic(Z), onde

B; € Ic(Z)NL = I.(Z).

€My

Ic(Z) € o anel dos inteiros algébricos de C, e portanto ex; = Z

j=1
Como {f1,...,Bn} forma uma base integral para Iy,(Z), concluimos que os nimeros racionais
em;

devem ser inteiros, e deste modo r divide em;;, para todo i e j. Como assumimos que r €
r

relativamente primo com mdc(m;), seque que rle = dy. Da mesma forma mostramos que, |ds.
Assim, r|dy e r|dy. Portanto, v|d e dai d = kr, com k € Z, ou seja, r = T Substituindo na

Equagao (1.6) temos que

kmw

a = 67} J d Z kng Zﬁj
i, J
1 1
Logo o € EIK(Z)I]L(Z). Portanto Ixy(Z) C C—Z[K(Z)IL(Z). ]

Corolario 1.9.4 [9, Corollary 1, p.34] Se [KL : Q] = mn ed = 1, entdo Ix1(Z) = Ix(Z)IL(Z).
Demonstracao: Temos que Ix(Z)IL(Z) C IxL(Z), e pelo Teorema 1.9.5, temos que Ixy,(Z) C
LIx(Z)IL(Z). Como por hipdtese d = 1, seque que Ixi.(Z) C Ix(Z)IL(Z). Portanto, Ixy(Z)
I (Z)1L(Z).
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e(n)
Teorema 1.9.6 [9, Corollary 2, p.34] O anel dos inteiros de K = Q((,,) € Z[(n] e {1, Cny -+, Cn 2 '

)

¢ uma base de Z[(,] como um Z-mdédulo.

Demonstragao: O teorema jd foi provado se n € primo ou se é uma poténcia de um primo.
Agora, sen nao € primo ou nao € uma poténcia de um primo, entao podemos escrever n = nina,
para inteiros relativamente primos ny, ny maiores que 1. Vamos mostrar por inducao que se
o resultado também € vdlido para n, e ng, entdo o resultado ¢ vdlido para n. Para aplicar o

Coroldrio 1.9.4, temos que mostrar que

1. Q(¢) = Q(€n,)Q(Cny) € como consequéncia Z[C,] = Z[Cny | Z[Cny)-

2. p(n) = p(n1)p(na).
9. d=1.

De fato:

1. Do Corolario 1.9.3 temos que Q((,) = Q(Cny )Q(Cny)-

2. Como ny e ny sao relativamente primos seque que p(n) = p(ny)e(ns).

3. Pela Proposicio 1.7.4 temos que D(1,cv,... 0" 1) = (=1)2""DN(m! (). Seja d,, e

«

dy, 0s discriminantes de Z[C,,| € Z[(n,], respectivamente. Como my(x) = 2™ — 1, seque

1

que m! () = nyz™ 1 e substituindo x por (,, temos que m’,(C,,) = m (M = g;—ll Assim

ni

aplicando a funcao norma em ambos os lados e usando a sua linearidade temos que

N@(Cnl )/Q (nl ) _ nslé’(m)

~ Nooyyo(Gn)  £1

N, ) /(Mg (Car)

Portanto dn, = +n?™) ¢ isto implica que dn, [n?"™. Analogamente, d,|nS". Sendo

d = mde(d,,, d,,), temos que

d|dy, € dy, [0 = dnf™

dldy, € dyy 05" = d|nf"™.

Como mdc(nf(m), nf(nz)) = 1 seque que d|1, e portanto d = 1.

Assim, pelo Coroldrio 1.9.4 temos que Z[C,|Z[Cn,] = Z[(,). Portanto Ix(Z) = Z|[(,). ]

Proposigao 1.9.7 [10, Proposition 2.16] O anel dos inteiros de K = Q((,+¢; '), para qualquer
en)  —pm)

n, 6Z[Ca+ ¢, e {G+ G G + G 2} € uma base de Z[C, + ¢ Y] como um Z-mddulo.

Demonstracao: Temos que o anel dos inteiros de Q((,) € Z((,). Como (, € inteiro temos

%)
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que ;' € inteiro e pelo Coroldrio 1.3.2, temos que (, + (' também € inteiro. Portanto
Z[Cn + ¢ C Ix(Z) o anel dos inteiros de K. Agora, mostremos que Ix(Z) C Z[C, + (1] Se

a € Ix(Z) € um inteiro algébrico, entao

a=a1(C+ N +a(@G+GD+ . Faem (G +6G ),

2

p(n)

onde a; € Q, para1=1,2,..., @. Temos que mostrar que a; € Z. Multiplicando o por ¢, *

obtemos que

CGn? a=ai(

e(n) p+1
2

p=3 p+3 p=5
+ai1Cn® 4+ asG® + ax(y’ +...+awff(n)+a¢(n),
2

2

que € um inteiro algébrico em Q((,), logo pertence a Z((,). Assim seque que a; € 7Z, para
i=1,2,..., @. Portarﬁt)o IK(Z)(:) Z[Cn + ¢, ou seja, o anel dos inteiros de K € Z[(, —1—({7):1].
@(n) —o(n ©(n)
Como {C + 7Yoo G + G 2} € uma base de K sobre Q e como {C, + Yoo G2 +
—¢(n)
G 2 Y CZ,+ ¢ C Ix(Z), seque que € suficiente mostrar que € linearmente independente.
Para isso, sejam ay,as,...,0.m) € Z e suponhamos que
2

a1+ G Fa(G+ G+ Fawwm (G +6 P ) =0.

Logo
(n) 2 4 g (P2 5 25
a1+ a1+ asCy a2+ Gem Gt F aem G =0
2 2
Como {1,¢,, ..., (P72} é uma base de Z|[(,] sobre Z, temos que estes elementos sdo linearmente
e(n)
independentes, e dai seque que a; = as = ... = Aym) = 0. Assim, seque que {(+C ..., 6% +
2

—p(n)

(o 2} € linearmente independente, e portanto é uma base de Z[(, + ¢, '] sobre Z. n
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Capitulo 2

Discriminante via teoria algébrica dos

numeros

2.1 Introducao

Neste capitulo veremos como calcular o discriminante de uma extensao de anéis utilizando a
teoria algébrica dos nimeros. Deste modo, na Secao 2.2 veremos que o discriminante de uma
extensao de anéis é um ideal. Na Secao 2.3 veremos o calculo do discriminante de polinémios.
Na Secao 2.4 veremos o calculo do discriminante dos corpos quadraticos. Na Se¢ao 2.5 veremos o
calculo do discriminante dos corpos ciclotomicos. Neste capitulo foram utilizadas as referéncias

21, [3], [5], [6], [8], [9] e [10].

2.2 Discriminante

Nesta se¢ao apresentamos o conceito de discriminante de uma extensao de anéis. Para isso,
sejam A e R anéis tais que A C R e R é um A-médulo livre de posto finito n. A Proposicao
1.7.1 mostra que o discriminante de bases de R sobre A sao associados em A, isto é, a matriz
(a;j) que expressa uma base em termos da outra tem uma inversa com entradas em A. Assim

det(a;;) e det((a;;)~") sao inversiveis em A. Podemos entdo formular a seguinte definigao:

Definicao 2.2.1 Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre de posto finito n. Defin-
imos o discriminante de R sobre A como o ideal de A, gerado por Dgja(ou, ..., o), onde

{ai,...,a,} € uma base de R sobre A, e denotamos D(R/A).



Proposicao 2.2.1 [3, Proposition 2, p.39] Sejam A C R anéis tal que R é um A-mddulo livre
de posto finiton. Se D(R/A) possui um elemento que nao € um divisor de zero, entdo o conjunto
{a1,...,a,} de elementos de R ¢ uma base de R sobre A se, e somente se, Dgja(ov, ..., o)
gera D(R/A).

Demonstracao: Se o conjunto {a,...,a,} é uma base de R sobre A, por defini¢io temos

que Dpja(a, ..., ay) gera D(R/A). Reciprocamente, suponhamos que Dgja(a,. .., 0y) gera

D(R/A). Se{fi,...,Bn} é uma outra base de R sobre A, entdo o; = Z a;j3;, coma;; € A para
j=1
1 <4,j < n. Pela Proposi¢ao 1.7.1 seque que Dgja(on,. .., o) = det(a;;)*Drja(Br, ..., Bn)-

Mas por hipdtese temos que,
ADgja(aq, ..., a,) = D(R/A) = ADgja(f1, - .., Bn).
Assim, existe a € A tal que Drja(By,...,0n) = aDpgja(o, ..., o), e deste modo
Dgalai, ..., a,)(1 — adet(a;;)?) = 0.

Temos que Drya(on, . .., o) nao € um divisor de zero, pois caso contrdrio, como Dgya(ou, . .., an)
gera D(R/A) teriamos que todo elemento de D(R/A) seria um divisor de zero, o que ndo ocorre.

Assim, 1 — adet(a;;)* =0 e dai, adet(a;;) det(a;;) = 1. Logo det(a;;) € inversivel e portanto a

matriz (a;;) € inversivel. Consequentemente {ay, ..., a,} € uma base de R sobre A. ]
Proposicao 2.2.2 [2, p.198] Sejam Ry, ..., R, anéis comutativos contendo um dominio A. Se
cada anel R;, parai=1,2,...,7r, € um A-mddulo livre de posto finito, entao

D(Ry x ... x R,JA) = ﬁD(Ri/A).

i=1
Demonstragao: Por inducao, ¢ suficiente provarmos a afirmac¢ao para n = 2. Assim, se
{ag,...,a,} € uma base de Ry sobre A e se {f1,...,0s} € uma base de Ry sobre A, entao
{(a1,0),...,(,0),(0,51),...,(0,85)} € uma base de Ry X Ry sobre A. Tomando ~; = (o, 0)
parai=1,...,r e vy = (0,5i) para i =1,...,s, temos que D(R; X Ry/A) € o ideal princi-
pal de A gerado por det(Trg, xr,/a(ViVj)) = Drixroja(M,- .- Yrss). Agora, se § € Ry, entdo
Tr Ry xro/a(0,0) = Trg, a(0), que podem ser deduzidos considerando as matrizes do endomor-
fismo 9,0y de Ry X Ry e g de Ry, relativos as bases {B, ..., Bris} € {ou, ..., a.}, respectiva-

mente. Analogamente, temos que Trg, xp,/a(0,0) = Trg,/a(0). Assim

TT‘RI/A<O{Z‘O£J‘) 0
0 Trr,/a(Bi5;)
= det(T'rg, ja(cic;)) det(Trr,/a(Bi55)),

det(Trp,xryya(vi;)) = det
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e este elemento gera o ideal D(Ry/A)D(Ry/A). n

Definicao 2.2.2 Sejam A C R anéis. Dizemos que o traco em R é degenerado se existe um

elemento o € R, a # 0, tal que Trrja(af) = 0 para todo f € R.

Definicao 2.2.3 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que V é uma K-
dlgebra se existe uma multiplicagio de V- x V em V dada por (a,b) — ab satisfazendo para

todo a,b,c e V ea € K:
1. a(b+c¢) = ab+ ac.
2. a(ab) = (ac)b = a(ab)
3. a(bc) = (ab)c
4. Fxiste 1y € V tal que aly = a = lya.

Se além disso ab = ba, dizemos que V é uma K-dlgebra comutativa.

Proposicao 2.2.3 [2, p.198] Sejam K um corpo e R uma dlgebra comutativa de dimensao n

sobre K. Entao D(R/K) =0, se e somente se, o trago em R sobre K é degenerado.

Demonstracao: Suponhamos que D(R/K) =0 e tomemos uma base {1, ...,a,} de R sobre
K. Assim, temos que Dgjx(an, ..., o) = det(Trp/k (i) = 0. Logo o conjunto (Tr gk (cic;))
¢ linearmente dependente, ou seja, existem elementos ay,...,a, de K nao todos nulos tal que

n

Z a;Trr/k(a;a5) =0, para todo j =1,... n.
i=1

n n
Tomando o = Zaiai temos que a # 0 e para todo = ijozj, com b; € K temos que
i=1 j=1

Traje(aB) =) aibTra(cia;) = 0.
ij=1
Portanto, o traco em R ¢ degenerado. Reciprocamente, suponhamos que o traco em R seja
degenerado. Tomemos o € R, av # 0, tal que Trrx(aB) = 0 para todo 3 € R e consideremos

uma base {ay,...,an} de R sobre K tal que oy = . Assim, D(R/K) € o ideal de K gerado
por Dpx(ay, ..., o) = det(Trr/k (o)) = 0. Portanto D(R/K) = 0. m

Definicao 2.2.4 Seja K um corpo.
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1. Um polinémio monico f(x) € K[z] é chamado separdvel se f(x) e sua derivada f (x) sio

primos entre Si.

2. Um elemento a € C algébrico sobre K é chamado separdvel se é raiz de um polinomio

separdvel f(x) € Klz].
3. Uma extensao . de K é chamada separdvel se todo o € I for separdvel sobre K.

Definicao 2.2.5 Um corpo K € chamado perfeito se toda extensdao I de K € separdvel.

Proposicao 2.2.4 [2, p.199] Sejam K um corpo perfeito e R uma K-dlgebra comutativa de
dimensao finita. Entao D(R/K) # 0 se, e somente se, 0 € o unico elemento nilpotente de R.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que R contém um elemento o # 0 nilpotente. Seja
{av,..., .} uma base de R sobre K, tal que oq = o. Como R € comutativa, seque que aoy;
também € nilpotente, para todo j = 1,...,n. O polinémio minimal do endomorfismo Yaa,; € 1",
para algum r > 0. Pela Proposicao 1.5.1 temos que o polinomio caracteristico é um maltiplo do
polinomio minimal, tendo o mesmo fator irredutivel e grau n. Logo o polinomio caracteristico
de Paa; € 2", e dai Trrx(ac;) = 0 para todo j = 1,...,n. Portanto Dgx(o,...,a,) =
det(Trr/x(cej) = 0, pois a matriz do trago tem a primeira linha nula. Assim D(R/K) =0, o
que € um absurdo por hipotese. Portanto, 0 € o unico elemento nilpotente de R. Reciprocamente,
suponhamos que 0 € o unico elemento nilpotente de R. Como todo ideal de R é um subespaco
vetorial de R, e como R tem dimensao n sobre K, seque que toda cadeia de subespagos, também
de ideais, de R deve ser finita. Assim R € um anel Noetheriano. Pelo Coroldrio 1.2.1 podemos
escrever 0 ="P1N...NP,, onde cada P; é um ideal primo de R. Como P; NK é um ideal de K,
seque que P,NK =0, parai=1,...,r. Assim K C R/P;(a menos de isomorfismo) e R/P; é um
K-espago de dimensdo finita que é também um dominio. Pelo Teorema 1.3.1, temos que todo
elemento de R/P; é inteiro sobre K e pela Proposi¢ao 1.3.3 seque que R/P; é um corpo, logo P;

¢ um ideal maximal de R. Agora, como o0s ideais sao maximais, seque que P; + ﬂpj = R, pois
J#1
caso contrdrio, teriamos ﬂPj C P; e assim P; € P; para algum j # i. Logo P; = P; pelo fato
J#i

T T
dos ideais serem distintos, o que nao acorre. Assim R = R/0 = H R/P; = HL“ onde IL;, para
i=1 i=1

i=1,...,r, € uma extensao de K. Pela Proposicio 2.2.2 seque que D(R/K) = HD(LZ/K)
1=1

Como o corpo LL; é uma extensdo finita, seque pelo Corolario 1.4.1, que IL; é uma extensao

algébrica de K, para todo i = 1,....,r. Por hipctese, temos que KK € um corpo perfeito, logo
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IL; € separdvel sobre K, para todo i = 1,...,r. Assim, existe um elemento «; € L tal que
Tre,x(a;) # 0. Logo, o traco nio € degenerado, pois se existir o #0 tal que T?“Li/K(a'ﬁ) =0
para todo 8 € L, temos para oy = o ('~ 'oy) que Try,x(a;) = 0, o que ndo ocorre. Pela

Proposigao 2.2.3, seque que D(L;/K) # 0. Assim, D(L;/K) =K e dai D(R/K) =K #0. =

Proposicao 2.2.5 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes e I uma extensao
separdvel finita de K. Se My C My sao dois modulos livres de posto finito n sobre A, contidos
em L, entao D(M,/A) divide D(Ms/A) (como ideais principais). Em particular, se D(M;/A) =
D(My/A).u para alguma unidade de A, entao My = M.

Demonstracao: Sejam {aq,...,a,} uma base di M, sobre A, e {f,...,0n} uma base de
My sobre A. Como My C My, seque que [3; = Zai,jaj. Pela Proposicao 1.7.1 temos que

i=1

Dyx(Bi,. .., Bn) = (det(a;;)?)Drjk (o, . .., an,). Portanto D(My/A) divide D(My/A). ]

2.3 Discriminante de polinémios
Nesta secao apresentamos o conceito de discriminante de polinomios.

Defini¢ao 2.3.1 Sejam K um corpo e f(z) € K[z| um polinomio ménico de grau n com raizes

aq, ..., an. O discriminante de f(x) € definido por

n

D(f) = [Tt = e = (=15 [ ey = o) = [T ] (0 — e)”

i<j i£j i=1 j=i+1
Exemplo 2.3.1 Seja f(z) = 2* + ax + b € Q[z]. As raizes de f(z) sdo

—a ++Va? —4b —a —+va? —4b

] = € Qg =

2 2

Assim D(2* + ax +b) = (g — a1)? = a® — 4b.

Exemplo 2.3.2 Seja f(z) = 2% + apz? + box + ¢y € K[z], onde K é um corpo de caracteristica

diferente de 2 ou 3. Vamos reduzir este polinomio a fi(z) = 2° + bx + ¢. Temos que

(x+1)>+ag(x + D> +bo(z+1) 4+ co = 2° +32%1 + 321* + IP + agz® + 2axl + agl® + box + byl + co.

Fazendo | = =% e substituindo apenas no primeiro termo contendo x? ficamos com x3 — agx® +

B +agz® +2a0xl + agl?® + box + bol +co = 23+ (31% +2a0l + b))z + (I3 + aol®> + byl +¢o) = x* +bx +c.
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Sejam aq, g € ag as raizes distintas de f(x) e A = (o —ag)(ag — az)(ag — az) = H(O‘i — ;).

i<j
Por definicio temos que D(f) = A% e
1 1 1
A= a1 Q9 Q3 | — H(Oéz — ozj).
2 2 2 i<j
oy Gy Q3
Assim,
1 1 1|1 o o 3 a1+ as+ag of +ai+ a3
D(f)=| a1 ar az || 1 as a2 |=|ag+ax+az a?+a2+a? ol +a3+al
2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 4 4
o] o o3 1 a3 a3 o] +oy+a3 o +aytay o) +ag+as

Por outro lado, temos que x> +bx + ¢ = (z — ay)(x — o) (x — a3), e dividindo ambos os lados

por x3 ficamos com

1 1 1 1
1 + bﬁ + CE = (1 — O{lz)<1 — 042—)(1 — &3—)
Logo
1 1 1 1
TP+ el = (L= ) (1= an)(1 = a5 )

Substituindo % por y obtemos que 1+ by* + cy® = (1 — ayy)(1 — azy)(1 — asy), e usando que

L(log(f(x))) = % obtemos que

20y + 3cy? o « «
Y vy _ 1 n 2 i 3 ),
L+ by? + cy’ l—ay 1—ay 1—agy
ou seja,
1 1 1 1
2by + 3cy? = —(« +a +a :
YY) (11—&1y “1— sy 31—a3y)
Agora, usando o fato que l}rvzl—v—i-vz—v?’—i—--- elivzl+v+v2+v3+--~, temos que

o lado esquerdo desta ultima equagao fica como
(20y + 3cy*) (1 — (by* + cy®) + (by* + cy®)? — ...) = 2by + 3cy® — 20%y° — . ..

e o lado direito fica como
—(1(1+ oy + (y)* +...) + (1 + oy + (wy)* +...) +az(1 + azy + (zy)* +...) +...)
= (a1t t+az+(af+a3+ad)y+ (ad+ad+ad)y* + (af +aj +ad)y> +...).
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Da igualdade seque que

061—|—062+053:O
of +a3+a3 =—2b

o + ai + a3 = —3c¢

| of 4+ a5 +ay =207,

e substituindo na matriz do discriminante temos que

3 0 -2b
D(fy=| 0 —2b —3c |=—4b"—27c%
—2b —3c —2b?

Exemplo 2.3.3 Sejam f(z) = 2" +bx+c € K[z] e o uma raiz de f(x). Logo f (a) = na™ ' +b.

1

"l — _nb—necal.

Mas temos que f(a) = o™ +ba+ ¢ =0 implica que o™ = —ba — ¢ e dai na
Assim podemos escrever f (o) = na™ ' +b = (—nb —nca') + b= —(n — 1)b — nca~'. Logo,
obtemos que a~t = (—nc)"H(f (a) + (n — 1)b) e a = —ne(f () + (n — 1)b)~L. O polinémio
minimal de f (o) sobre K é o numerador de ¢ f(—nc(f (a)+(n—1)b)™1), e calculando obtemos

que

! !

(f (@) + (n = 1)b)" —nb(f (@) + (n — 1)b)" ' + (=1)"c" "
A norma de f'(a) € (—1)" vezes o termo constante deste polinémio, isto ¢,
n"c" 4 (=) — 1)"
Assim pela Proposicdao 1.7.4 temos que
n—l) _ (_1)%n(n—1)<nncn—l + (_1)n—1(n . 1)n—1bn).

Dgjo(L, ...«

Observagao 2.3.1 No Ezemplo 2.3.3, para n = 2 obtemos D(f) = b*> — 4c, como no Ezemplo
2.3.1, e para n = 3, obtemos que D(f) = —27c* — 4b*> como no Exemplo 2.5.2.

2.4 Discriminante de corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos o calculo do discriminante de corpos quadraticos, ou seja, dos corpos

da forma K = Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados.

Proposicao 2.4.1 [6, Theorem 3.3] Sejam K = Q(\/d), onde d € Z ¢ livre de quadrados e
Ix(Z) € o anel dos inteiros de K. Se d # 1(modulo 4), entao o discriminante de Ix(Z) é dado
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por 4d.
Demonstracao: Pelo Teorema 1.8.1, temos que se d # 1(modulo 4), entdo {1,v/d} ¢é uma

base do anel dos inteiros de K. Assim, por defini¢ao, temos que

Tr(l) Tr(Vd) | |2 0

= = 4d.
Tr(vVd) Tr(vd)? 0 2d

DK/Q(L \/a) =
|

Proposicao 2.4.2 [6, Theorem 3.3] Sejam K = Q(\/d), onde d € 7 ¢ livre de quadrados e
Ix(Z) € o anel dos inteiros de K. Se d = 1(modulo 4), entao o discriminante de Ix(Z) é dado

por d.

2

1+\/3} p

Demonstragao: Pelo Teorema 1.8.2, temos que se d = 1(modulo 4), entdo {1,

uma base do anel dos inteiros de K. Assim,

1 d
Tr(1) Tr +Vd
1++d 2 2 1
2 1++d 1++Vd 1 —
Tr Tr 2
2 2
n

Exemplo 2.4.1 Seja K = Q(v/5) um corpo de niimeros. Como 5 = 1(modulo 4), seque pelo

V5

1
Teorema 1.8.2, que {1, 3 + 7} € uma base de K. Assim, pela Proposicao 2.4.2, temos que

1++/5

B Tr(1) TT< 5 ) 9 1

Dy | 1, = LB L+ V5 2 | = ) 1+5
TT< +2 ) Tr( i ) 2

=14+5—-1=5.

2

2.5 Discriminante de corpos ciclotomicos

Nesta secao apresentamos o calculo do discriminante de corpos ciclotomicos, ou seja, corpos da

forma K = Q(¢{,), onde (,, é uma raiz n-ésima da unidade.

Proposicao 2.5.1 [6, Theorem 3.6] Se K = Q((,), onde p € um nimero primo impar, entdo
o discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

Dxjo(1, G- CP2) = (—1)" 5 p 2.
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Demonstracao: Pelo Teorema 1.9.2, temos que {1,,,.. .,Qg”} ¢ uma base integral.

Proposicao 1.7.4, temos que

(p—1)(p—2) ’

DK/@(1> Cps v C£72) = (_1) 2 NK/Q(¢p(Cp))7

onde gb;(x) ¢ a derivada do p-ésimo polinémio ciclotomico ¢,(x) que € dado por

P 1
¢p(.fc):xp’1+xp’2+...+a:—|—1:x T
x_

Derivando-o de ambos os lados obtemos que
G- Dpg — (G -1 _ —pg!
(Cp - 1)2 1- Cp '

Assim, aplicando a norma, usando sua linearidade e o Lema 1.9.2 temos que

, Nejo(—p)Nijo(G)P™t (—pypt1e=t -
Nig/o65(G)) = Mﬁ£¢$g> —<”p =p 2

¢;(<p) -

2 _

s . ;. — . (p=1)(p=2)
Além disso, como p € impar, seque que (—1)P~2 = —1, e assim (—1)" 2

Portanto,

Do, G- CP2) = (—1)" 52

Pela

= (-1)%".

Proposigao 2.5.2 [10, Proposition 2.1] Se K = Q((yr), onde r > 1 € Z e p é um nimero

primo impar, entao o discriminante de Q((yr) sobre Q € dado por

—1 1"71_1 T—IT N
Dijo(1, Gy -, (E7IPT 7Yy = ppp om0

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.9.4 temos que {1, (pr, . .. ,Cgf_l)pylil

Pela Proposicao 1.7.4, temos que

—1)pr— 11 /
Dijo(1, Gory - G2 ) = N9 (Gr),
onde ¢;,T () € a derivada do p"-ésimo polinomio ciclotomico que é dado por

_ (p-1)pt (p—2)p" ! prt _ a” —1
bpr(x) = +x +...+z +1_IPH_1.

Derivando ambos os lados obtemos que

Bt el etV
pr - (xpr—l . 1)2 )
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ou seja,
r—1

PN

'rfl_l

1) - (-

¢/T(CPT) = r—1
’ (Gr —1)7?
Mas como Cﬁ: =1 seque que Cf,’:fl = (e%)p“1 —er = Cp. Assim,
r—1
’ p C 'r —pr
¢pT(CPT) = - £ =

pr 1 prfl .
Cpr - ]_ (]_ - Cpr )Cpr
Agora, aplicando a fun¢ao norma em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

_ Nijo(=p") ‘
]VK/Q(1 - Cp>NK/@(CpT)

Ni/a(pr (Gr)

Mas, pela Proposicao 1.9.5, temos que

Niyo(Gr) = +1,

Nicjg(—=p") = (=p")P=P" e

Nicjo(1 = G) = Nijo(Nijig) (1 = G)) = Nig(1 = )7 =p7
Assim, Ngjgo(¢y (Gr)) = ﬂ = +p” DD portanto

r—1
pp

rfl_l

Dijo(1, Gy, CETIP T = pp =D,

Proposicao 2.5.3 [9, Ezercise 23, p.43] Sejam K, L. e M corpos de nimeros tais que K C 1. C
M. Se [L: K] =n e [M: L] =m, entio D(M/K) = D(IL/K)™ Ny (D(M/L)).

Demonstragao: Sejam {aq,...,a,} e {B1,...,0n} bases de L sobre K e M sobre 1L, respecti-
vamente. Sejam o1,...,0, 0s K-homomorfismos de . em C e 7,..., T, 0s L-homomorfismos
de M em C. Fizemos uma extensao normal N de Q tal que M C N. Deste modo, todos os
o5 e T;S podem ser extendidos aos automorfismos de N. Assim fitamos uma extensdo de cada

e novamente denotamos estas extensoes por o; e 7;. Sejam A e B matrizes (mn) x (mn) tais que

A0 - 0 g;T1 (ﬁl) 0;T1 (ﬁQ) o 0T (ﬁm)
s 0 Ay 0 onde A, = 0ﬂ2'(ﬁ1) Uﬂ2'(ﬁ2) Uﬂ2@m) 7
0 o --- A, s Uﬂ—m(ﬁl) UiTm(ﬁQ) T OiTm(ﬁm> mxm

ou seja A tem o;1,(Bx) na linha m(i — 1) + h e na coluna m(i — 1) + k, onde 1 < i < n,
1<h<m,1<k<m,1<7<nezeros em todo o resto. Desta forma, A consiste de n

blocos m X m arranjados diagonalmente do topo esquerdo ao inferior direito. Temos, ainda, que

66



Biy Bz -+ DB o(aj) 0 .- 0
By By -+ Doy 0 oi(a;) --- 0

Bnl Bng tee Bnn O 0 cee O'i(O[j)

mnxXmn mxXm

ou seja, B tem o;(a;) na linha m(i — 1)+t e na coluna m(j — 1) +t, para cada 1 <t < m,
onde 1 <i<n,1<j5<mezeroem todo o resto. Desta forma, B € obtido por um mailtiplo

correspondente da matriz identidade m X m. Assim, temos que

det A = [ [ det A; = ] det(oi7;(5%)),

i=1 i=1

e deste modo
(det A)? = Hai det(7;(Bx))? = Nijx(det(;(8k))?) = Nijx(D(M/L)).

Portanto, (det A)* = Ny x(D(M/L)).
Temos ainda que det B = det(o;(c;))™, e assim

(det B)? = det(o;(a;))*™.
Mas, como temos que

D(L/K) = Dy x(av, ..., a,) = det(o;(;))?,

SeEque que

(det B)* = D(L/K)™.

Assim (det B)?(det A)* = D(L/K)"™ Ny x(D(M/L)). Por outro lado, temos que

AlBll AIBIQ e AlBln
AsB AsB -oo AsBs,
AB — 2‘ 21 2. 22 | 2‘ 2 ’
onde
o (B)oi(a;)  oim(Be)oilay) - oim(Bm)oi(ay)
Uz‘TQ(ﬁl)Ui(@j) O-iTQ(ﬁQ)O-i(aj) Uﬂz(ﬁm)gi(%)
AZ’Bij = . . . . )
oiTm(B1)oi()  oiTm(B2)oi(ay) - 0iTm(Bm)oi(ay)
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ou seja, AB tem o;1,(0k)0i(a;) na linha m(i—1)+h e na coluna m(i—1)+k, onde 1 <i <mn,

1<h<m, 1<k<m,1<7j5<n ezeros em todo o resto. Mas, temos que
o (Br)oi() = o (Brer;),

pois Ty, fiza 0s oy, ou seja T(ay) = aj, e assim o,y (Bra;) = o TR (k) oimh(ay) = o (k) oi(ey).
Dessa forma,

det(AB) = det(0:m,(8)os(0;)) = det(om(Bra;)),

(det(AB))* = (det(07a(Bka;)))* = Duyx(owf3j) = D(M/K).

Portanto (det(AB))? = D(M/K). Agora, como (det(AB))? = (det A)*(det B)?, seque que

DM/K) = D(L/K)™ Ny x(D(M/L)).

Na proxima proposicao omitiremos a demonstracao, visto que utiliza a teoria de diferente,

que nao faz parte do enfoque do nosso trabalho.

Proposicao 2.5.4 [2, p.217] Sejam K e L corpos de nimeros tais que K C L. Se [KL : L] =n
e [KL : K] = m, entio Ny o(D(KL/L)) divide D(K/Q)™ e Ng,o(D(KL/K)) divide D(L/Q)™.

Definicao 2.5.1 Sejam K e L corpos de nimeros, {aq,...,an} € {B1,...,0m} bases de K
sobre Q e IL sobre Q, respectivamente. Dizemos que K e I sdo linearmente disjuntos se

{161, ..., anfm} € uma base de KIL sobre Q.

Proposicao 2.5.5 [2, p.218] Sejam K e L corpos de nimeros de grau n e m, respectivamente.
Se os discriminantes D(K/Q) e D(L/Q) sao relativamente primos e os corpos sao linearmente
disjuntos, entao

D(KL/Q) = D(K/Q)"™ D(L/Q)".

Demonstragao: Pela Proposicao 2.5.3 temos que
D(KL/Q) = D(K/Q)" Ng/q(D(KL/K)) = D(L/Q)" Ny /(D (KL/L)).

Dai D(K/Q)™ e D(L/Q)"™ dividem D(KILL/Q) e como, por hipdtese, sao relativamente primos
seque que D(K/Q)"D(L/Q)™ divide D(KIL/Q). Por outro lado, pela Proposi¢io 2.5.4, temos
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que Ny o(D(KL/L)) divide D(K/Q)™, e assim D(KL/Q) = D(L/Q)"Nv,o(D(KL/L)) divide
D(L/Q)"D(K/Q)™. Portanto

D(KL/Q) = D(K/Q)™ D(L/Q)".

Teorema 2.5.1 [10, Proposition 2.7] Se K = Q((,), onde n € um inteiro maior que 1, entao
o discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

ne)

Hp e(n)/(p=1)

pln

Dxjo(1, Gy ..o, G2 =

Demonstracao: Pela Proposi¢iao 2.5.5, se n = p*p™, K = Q((pe1) € L = Q((pez) seque que

D(KL/Q) = D(K/Q)"*¥D(L/Q)*Y.

Aplicando a funcdo logaritmo em ambos os lados e usando suas propriedades seque que

log |D(KL/Q)| = [L : @]log |D(K/Q)| + [K : Q]log |D(L/Q)].

Como toda extensao ciclotomica é Galoisiana, temos que [KL : Q] = [K: Q][L : Q], e assim
log|D(KL/Q)| _ log [D(K/Q)| _ log ID(L/Q)
(KL : Q] K Q] [L: Q]

T

De modo geral, tomando n = pr temos que

log D(/Q)] _ 10g [ DO/Q)| - 1og |DE/Q)] _ $- log D, /Q)
QG):Q QG :Q TR QT i)

onde K; = Q(Cp%), 1=1,2,...,r. Assim, pelo Teorema 1.9.1 e pela Proposicio 2.5.2, temos

K3

que

(az(pz 1)-1) 1
log |D(K/@)’ lOg p az pz 1) B 1)
=1L/l L —y b log p:
> TR

p(n) —  py 1(;/m-— Py (pi— 1)

_Z(al _1>10gpi:;ailogpi_;;;g_pi

= Zlogpf” - Zlogpi’”%1 = log (Hﬁ) ~log (lepl_l>
= =1 i=1
log 10g (Hp ) ,
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e consequentemente,

v(n)

log |D(K/Q)| = ¢(n) <1og(n) —log (le‘ >> —log | ——
i=1 H iiil

i=1
e(n)

Assim, |[D(K/Q)| = | — n , e portanto,

[

i=1

w(n)
D 1,¢,, ... ¢com=1y = (_qyem2___ """
/el ¢ G =(=1) [

pln

70



Capitulo 3

Caracteres de Dirichlet

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os caracteres de Dirichlet, seus condutores e algumas propriedades
que serao uteis para o calculo do discriminante de corpos de niimeros abelianos. Esses caracteres
descrevem parte da aritmética de um corpo abeliano e mostram que qualquer grupo abeliano
finito pode ser analisado como um subgrupo de um grupo de Galois de um corpo ciclotomico
Q(¢,). Deste modo, na Secgao 3.2, veremos conceitos dos caracteres de Diririchlet juntamente
com suas principais propriedades. Na Sec¢ao 3.3, veremos os caracteres de Dirichlet definidos
modulo p”, onde p é um primo impar e r um inteiro positivo. Na Secao 3.4, veremos os caracteres
de Dirichlet definidos médulo 27, onde r é um numero inteiro positivo. Neste capitulo utilizamos

as referéncias [10], [11], [12], [13] e [14].

3.2 Caracteres de Dirichlet

Nesta secao apresentamos os caracteres de Dirichlet juntamente com suas principais pro-

priedades, com o intuito de usa-las no cédlculo do discriminante dos corpos de niimeros abeliano.

Definicao 3.2.1 Sejam G um grupo, K um corpo e K* o grupo multiplicativo dos elementos

inversiveis de K. Um homomorfismo de grupos o : G — K* é chamado de caracter de G em

K.

Observacao 3.2.1

1. Pelo Lema de Dedekind 1.7.1 temos que se {o1,...,0,} sdo caracteres distintos de G em

K*, entao {o1,...,0,} € linearmente independente.
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2. O conjunto dos caracteres forma um grupo.

Defini¢ao 3.2.2 Um homomorfismo multiplicativo x : (Z/nZ)* — C* € chamado de caracter

de Dirichlet definido modulo n.

Observacao 3.2.2 Um caracter de Dirichlet x definido mddulo n satisfaz as sequintes pro-

priedades:
1. x(1) =1,
2. x(a) = x(a+n), para todo a inteiro positivo,
3. x(ma) = x(m)x(a), para quaisquer m e a inteiros positivos,

4. x(a) =0, para todo a tal que mde(a,n) # 1.

a—1

Exemplo 3.2.1 Uma fun¢io x dada por x(a) = (—1)"=2 , para todo a impar e x(a) = 0,
para todo a par, € um caracter de Dirichlet modulo 4, uma vez que satisfaz as condi¢oes da

Observacgao 3.2.2, para n = 4.

Observacao 3.2.3 Sejam n e m inteiros positivos. Se n divide m, entao o caracter x
(Z/nZ)* — C* induz um homomorfismo X : (Z/mZ)* — C*, wvia a composicio com o

homomorfismo candnico sobrejetor 6 : (Z/mZ)* — (Z/nZ)*.

Definicao 3.2.3 Seja x um caracter de Dirichlet. Definimos o condutor de x e denotamos por

fx, 0 menor valor de n que satisfaz a condigcao 2 da Observacao 3.2.2.

Observacao 3.2.4 Podemos extender o homomorfismo x a uma funcdio x : Z — C tomando

x(a) =0 se mdc(a, f\) # 1.

Exemplo 3.2.2 Seja G = (Z/AZ)* = {1,3}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G ¢

{x0,x1} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:

Xo | X1
TI 1
3| 1| -1
fol 1] 4

Exemplo 3.2.3 Seja G = (Z/10Z)* = {1,3,7,9}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G é

{x0, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:
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Xo | X1 | X2 | X3
11| 11|1]1
31| 1]-1]-1
711 |-1]1]|-1
9|1 |-1|-1] 1
Kl 11565619

Os caracteres x1, X2 € X3 podem ser definidos mddulo 5, pois x;(a + 5) = xi(a), para todo a e
1 =1,2,3. Assim, como 5 € o minimo que isso ocorre, seque que o condutor de x; € fy, =5,

para 1 =1,2,3.

Teorema 3.2.1 [12, Lemma 3.2] Seja x um caracter de Dirichlet definido mdédulo m. Se n
divide m, entdo o condutor de x € n se, e somente se, x(a) = 1 quando mdc(a,m) =1 e
a = 1(mod n).

Demonstracao: Suponhamos que n divide m e que o condutor de x én. Se X' € um caracter
induzido por um caracter x, entdo para qualquer a tal que mdc(a,m) = 1 temos que X (a) =
x0(a) = x(a), onde 6 é o homomorfismo dado na Observagio 3.2.3. Assim, se a = 1(mod n),
entdo X (a) = x(a) = x(1) = 1. Reciprocamente, suponhamos que n divide m e que x (a) = 1
para qualquer a tal que mde(a,m) =1 e a = 1(mod n). Para qualquer b tal que mde(b,n) =1,
podemos determinar aqg tal que mdc(ag,m) = 1 e ag = b(mod m). Seja x(b) = x'(a). O valor
de x(b) nao depende da escolha de ag, pois se ag = bo(mod n), com mdc(by,m) = 1, entdo
by = pag(mod m), para algum p primo, tal que p nao divide m. Como a = 1(mod n) seque
por hipdtese que X (a) = 1, e dai X (b)) = X ()X (a0) = X (ag). Tomando x(c) = 0 quando
mdc(c,n) # 1 obtemos x. Visto que X' (a) = x(a) quando mdc(a,m) = 1, concluimos que x €

induzido por x. |

Teorema 3.2.2 [11, Teorema 4.1.3] Seja x um caracter de Dirichlet. Se x € induzido por um
caracter X' mddulo n e também por um caracter X' mddulo m, entdo x € induzido por um
caracter X' mddulo t, onde t = mdc(m,n).

Demonstragao: Suponhamos que x seja definido médulo q, onde m|q, n|q e sejat = mdc(m,n).
Pelo Teorema 3.2.1 basta mostrarmos que se mdc(a,q) = 1 e a = 1(mod t), entdao x(a) = 1,
para termos que o caracter x mddulo q € induzido pelo caracter X" mddulo t. Assim, va-
mos supor que mdc(a,q) = 1 e a = 1(mod t). Pelo Teorema Chinés dos Restos, existe um
inteiro k satisfazendo k = 1(mod m) e k = a(mod n), e deste modo podemos assumir que

mdc(k,q) = 1. Tomando r = ak™'(mod q), temos que r = 1(mod n) e r = a(mod m). Além
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disso, v = ak~'(mod q) implica que a = kr(mod q), e o fato de k = r = 1(mod n) implica
que x(k) = x(r) = 1. Portanto, temos que x(a) = x(k)x(r) =1, como queriamos demonstrar.

Portanto x € induzido por x mddulo t. |

Exemplo 3.2.4 Seja G = (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. O grupo de caracteres de Dirichlet de G é

{Xo0, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los através da sequinte tabela:

Xo | X1 | X2 | X3

BN (5] o ~
~N N N N~
1
~
~
1
~

Pelo Teorema 3.2.1 o condutor do caracter x2 € fy, = 4, pois temos que 4|8, mdc(5,8) = 1,

5= 1(mod 4) e x2(5) = 1.

Definicao 3.2.4 Um caracter de Dirichlet x é chamado par se x(—1) =1 e impar se x(—1) =
—1.

Exemplo 3.2.5 No Exemplo 3.2.2 o caracter x, é impar, pois 3 = —1(mod 4) e x1(3) = —1.
No Ezxemplo 3.2.3 o caracter xs € par, pois 9 = —1(mod 10) e x3(9) = 1.

Definicao 3.2.5 Um caracter de Dirichlet definido mdédulo o seu condutor é chamado caracter

Primitivo.

Exemplo 3.2.6 No Exemplo 3.2./ os caracteres x1 € x3 definidos modulo 8 sao primitivos. O

caracter x2 nao € primitivo, pois seu condutor € f,, = 4.

Definicao 3.2.6 Sejam x e v dois caracteres de Dirichlet primitivos com condutores f, e

fu, respectivamente. Definimos o homomorfismo xv : (Z/mmc(fy, fy)2)* — C* dado por
xt(a) = x(a)i(a).

Observacao 3.2.5 O caracter xy € primitivo.
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Exemplo 3.2.7 Sejam x um caracter definido médulo 8 por x(1) =1, x(3) = =1, x(5) = —1,
X(7) = 1 e ¥ um caracter definido mddulo 4 por (1) = 1, ¥(3) = —1. Assim o caracter
XY : (Z)8Z)" — C*, onde (Z/8Z)* = {1,3,5,7}, tem os valores

xv(1) =1

X¥3) = x(3)¥3) =1
xv(B) = x(6)v()=-1
x¥(7) = x(My(3) = -1

Portanto, xy tem condutor 8, e deste modo € primitivo.

Observagao 3.2.6 Seja x um caracter e ¢ = X o seu conjugado complezo. Se mdc(a, f,) =1,

entao ¥(a) = x(a)™t. Logo x¥(a) = x(a)y(a) = 1, para todo a.

Proposicao 3.2.1 [11, Exemplo 4.5] Sejam x e ¢ dois caracteres de Dirichlet primitivos com
condutores f, e fy, respectivamente. Se mdc(fy, fy) =1, entao fyy = fyfp-

Demonstracao: Sejam x : (Z/nZ)* — C* e ¢ : (Z/mZ)* — C*. Por defini¢io x :
(Z)mmc(fy, fp)Z)* — C*. Por hipdtese temos que mdc(fy, fy) = 1, e assim seque que f, e

fy sao relativamente primos, logo mmc(fy, fy) = fy fy € pela minimalidade de f, fy, concluimos
que o condutor de xv € fyfy, ou seja, fyp = fyfu- |
Exemplo 3.2.8 Sejam x um caracter mddulo 4 definido por x(1) = 1, x(3) = =1 e ¢ um
caracter moédulo 5 definido por (1) =1, ¥(2) = —1, ¥(3) = —1, ¥(4) = 1. Os caracteres x e

Y sdo primitivos com condutores f, =4 e fy, =5, e deste modo mdc(fy, fy) = 1. Portanto,

pela Proposicao 3.2.1, temos que o condutor de xy € f,, = 20.

Observacao 3.2.7

1. A wvantagem de usarmos caracteres de Dirichlet primitivos € evidente quando tomamos
um produto de vdrios caracteres com vdrios condutores, pois o modulo de definicdo cresce

rapidamente.

2. Algumas vezes € vantajoso pensar nos caracteres de Dirichlet como os caracteres dos
grupos de Galois de corpos ciclotomicos. Se identificarmos Gal(Q(¢,)/Q) com (Z/nZ)*,

entao o caracter de Dirichlet mddulo n é chamado um caracter de Galois.

Exemplo 3.2.9 No Ezemplo 3.2.3, temos que (Z/10Z2)* ~ Gal(Q(¢10)/Q). Mas como Q((5) C
Q(Ci0) € [Q(Cr0) : Q] =2 =[Q(¢) : Q], seque que Q(C10) = Q(¢5). Assim, um caracter modulo

10 e um caracter modulo 5 sao caracteres do mesmo grupo de Galois.
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Exemplo 3.2.10 No Ezemplo 3.2.4, temos que (Z/8Z)* ~ Gal(Q((s)/Q). O niicleo do carac
ter x2 € {1,5(mod 8)}. Assim, seja K o corpo fixo por {o1,05}. Como (§ =1 e (§ = —1 seque
que o5(ap + ais + a2 + a3(F) = ao + a1Gg + a2(° + aa(s® = ap — arls + a2 — az(§. Temos
que Q C Q(&) € Q(&s) e que [Q(¢) : Q) = 2. Sendo ¢F uma raiz 4-ésima da unidade e como
{1,¢2} gera Q(C4), seque que K = Q(¢y). Assim, Gal(Q((s)/Q(¢y)) =~ {o1,05}, € temos que

X2 : % — C*, onde

(z/82)" Gal(Q(¢s)/Q)
{1,5} — Gal(Q(¢)/Q(6)

Portanto, xo é um caracter de (Z/AZ)*.

~ Gal(Q(C)/Q) ~ (Z/AZ)".

Definigao 3.2.7 Sejam x um caracter de Dirichlet do grupo de Galois Gal(Q((,)/Q) e K o

corpo fixo do nicleo de x. O corpo K é chamado corpo associado a .

Observacao 3.2.8

1. O corpo K associado a x € um subcorpo de Q((,), e se n € o menor valor, entao n € o

condutor de x.
2. O corpo K depende somente de x.

3. Se X é um grupo finito de caracteres de Dirichlet e mmc(fy,) = n, onde x; € X, entao

X € um subgrupo do grupo dos caracteres de Dirichlet Gal(Q((,)/Q).

Definicao 3.2.8 Seja X um grupo finito de caracteres de Dirichlet, H a intersec¢ao dos nicleos

destes caracteres e K o corpo firo de H. O corpo K € chamado corpo associado a X.
Observacao 3.2.9

1. Como X € isomorfo a Gal(K/Q), seque que o grau de K/Q € igual a ordem de X.

2. Se X ¢ ciclico, gerado por x, entdo K € precisamente o mesmo corpo associado a X

mencionado acima.

Observagao 3.2.10 Observemos que

Gal(Q.)/Q) _ /02y

Call®/Q) = Fae)/m = &

12
~
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Temos que X € o conjunto dos automorfismos de Gal(K/Q) em C*, ou ainda equivalentemente,
¢ o conjunto dos automorfismos de Z/"Z) em C*. Se x : (Z/nZ)* — C*, entdo podemos

(Z/i — C* dado por x(a ) x(a). Temos que x € um caracter de Dirichlet, pois

definir x :
ad=b<=ab"' € H<+= x(ab™') =1<+= x(a)x(b™') = 1 <= x(a) = x(b). Mais ainda, x é

um homomorfismo. Assim, definindo

rX — (@ e,

X — X
temos que T estd bem definido, e Ty # Ty <= existe v € (Z/nZ)*, tal que Ty () # To(x). Assim,
T1(Z) = 72(Z) e portanto T € injetiva e deste modo

(Z/nZ)"

Vi — C"}.

o(X) < of congunto dos homomorfismos de

Por outro lado, se x : — C* € um homomorfismo, definimos X' : (Z/nZ)* — C* por

(Z/nZ)*
7]
X (a) = x(a). Temos que X estd bem definida e X' € um homomorfismo, pois X (ab) = x(ab) =

x(@)x(b) = x'(a)x (b). Além disso, se x1 # X2, entdo X, 7 Xy Assim,
o{T : (Z/nZ)" — C* : 7 é um homomorfismo} < o(X),

isto €,
o(X)=ofr: (Z/nZ)" — C* : 7 é um homomorfismo}.

Deste modo, X é o conjunto dos homomorfismos de (Z/nZ)* — C*.

Exemplo 3.2.11 Se X € o grupo de caracteres de (Z/nZ)* satisfazendo x(—1) = 1, entao a
congugacao compleza (¢, — (1) estd no nicleo de cada x; € X. O corpo K associado a X
¢ Q¢ + ¢ Y, que € o subcorpo mazimal real de Q((,), ou seja, Q € Q(¢, + ¢, 1) € Q(¢,).
Considerando a correspondéncia (Z/nZ)* — Gal(Q((,)/Q), temos que 1 € a identidade e —1
€ a conjugacao complexa. Assim, a conjugacdo complexa estd no nicleo de qualquer x € X. Em
geral, se x € um caracter e K € o corpo fizo por x, entio K C R se, e somente se, x(—1) = 1.
De fato, se x(—1) =1, entio K C R, pois K é um subcorpo de Q(¢, + (;'). Agora, se K C R,

entdo os automorfismos estdo no nicleo de x (so os reais). Portanto, x(—1) = 1.

Exemplo 3.2.12 Consideremos o grupo G = (Z/127)* = {1,5,7,11}. O grupo de caracteres

de Dirichlet associado a G € {xo, X1, X2, X3} € podemos descrevé-los pela tabela abaizo:
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Xo | X1 | X2 | X3
1 1111110
5 1|11 )|-1|-1| o3
=5 | 1|-1]|-1]| 1] o7
11=-1|1|-1|11]-1|0on
Ix 114 12] 3

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sao:

H() = {0'1} Hl = {01705}
Hy ={o1,011} Hs={o1,07}
H,=G.

Assim, temos que Ko = Q((12) = Q(v—3)Q(v/—1) € fizado por Hy, K, € fizado por H; e os
caracteres associados sao {xo,x1}. Assim K; tem condutor 4, e deste modo K; = Q({4) =
Q(v/—1). O corpo Ky € firado por Hs, e o0s caracteres associados sao {xo, X2}. Assim Ky tem
condutor 12, e deste modo Ky = Q((12) = Q(V3). O fato que xo(—1) = 1 informa que Ky ¢
um subcorpo real. O corpo K3 € fixado por Hz e os caracteres associados sao {xo, x3}. Assim

K3 tem condutor 3 e deste modo Kz = Q((3) = Q(v/—3). O corpo Q € fixado por G.

Estas nogoes preliminares podem ser usadas no conjunto dos caracteres dos grupos abelianos

finitos, o que faremos agora.

Definicao 3.2.9 Seja G um grupo abeliano finito. Definimos o grupo G como o grupo dos

caracteres de G em C*.

Lema 3.2.1 Se Gy e Gy sao grupos abelianos finitos, entao
GI/;(\C;Q ~ le X ég.

Demonstragao: Seja
0 : é1><ég — G1XG2

(X1, x2) = xixe

Assim

1. 9((X1»X2)(8017 902)) = 9(X1901, X2802) = X1¥P1X2¥P2 = X1 X2¥P1¥P2 = 9(X1X2)9(<P1902)‘
2. xixz(a,1) = x1(a)x2(1) = xa(a) = 1 e xixa2(1,a) = x1(1)x2(a) = x2(a) = 1.
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3.

Se p € G;<\G2, entao existe (a,, P|a,) € él X C:’Q tal que 0(pic,, ©|G.)-

—_— A A
Portanto 6 € um isomorfismo, ou seja, Gy X Gy ~ G X Gj. |

Proposicao 3.2.2 [10, Lemma 3.1, Corollary 3.2] Se G € um grupo abeliano finito e G ¢éo

qgrupo

entao

1.

2.

dos homomorfismos multiplicativos de G em C*, ou seja, dos caracteres de G em C*,

G € isomorfo a G,

G € isomorfo a G.

Demonstracao:

1.

Pelo Teorema fundamental dos grupos abelianos temos que qualquer grupo abeliano finito

pode ser escrito como um produto direto de subgrupos ciclicos, isto €,

Gl X ... X Loy,

—_

Pelo Lema 3.2.1 temos que G ~ Ly X .. X Z: Assim, € suficiente provarmos quando
G é ciclico. Seja G um grupo ciclico de ordem n, ou seja, G = (g). Se ¢, = e e
x € G, entdo x(g9) = ¢*, para 0 < k < n (k # n, pois caso contrdrio x = xo). Como
x(g™) = x(g)™, temos que x € determinado pelo seu valor em g. Reciprocamente, se
0 < k < n definimos x(g™) = ¢, temos que x estd bem definida e é um caracter de
Dirichlet. Assim, existem exatamente n caracteres em G. Agora, seja x1 € G tal que
x1(9) = G, Se x € G e x(g) = ¢*, entao x(g) = x1(g9)F, isto é, x¥ = x. Isto prova que
G ¢ ciclico e gerado por x1. Portanto, G e G sio grupos ciclicos de mesma ordem, logo
G~G.

Seja

b: G — G . onde 84(x) = x(9).
g — b

Temos que 0 € um homomorfismo. Suponhamos que o nicleo de 0 ¢ dado por H que é
um subgrupo de G. Assim, para qualquer caracter x de G temos que x(b) = 1, para todo

b e H. Isto significa que x pode ser visto como um caracter de G/H. Assim,

A o(G)
— < —
0(G) = olG) < ol H) = T
e deste modo o(H) =1 e H = {Id}. Portanto, 0 é injetiva e GG ]
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Observacao 3.2.11 As vezes é conveniente identificarmos é = G, e assim temos uma funcao
bilinear natural A
b: GxG — C*
(9:x) — x(9)-
Esta fun¢ao € nao degenerada, pois se x(g) = 1 para todo x € G, entdo g =1 pelo item 2 da
Proposi¢ao 3.2.2; e se x(g) = 1 para todo g € G, entdo x = 1. Além disso, se x(g) = 1 para
todo y € G, temos que (9) C G, e G/{g) tém a mesma quantidade de caracteres distintos que

G. Mas, o(G) < %, e isto so € possivel se o({(g)) =1, isto €, g = 1.

Proposicao 3.2.3 [10, Proposition 3.3, 3.4] Se H é um subgrupo de G e H- = {x € G -
x(h) =1, Yh € H}, entao

1. H* € isomorfo a CT/?I,

2. H é isomorfo a G/H™*,

3. (HH)t =H.
Demonstracgao:
1. Seja
0. H- — G/H, ondex(7) = x(9).
X = X
Tomando a composicao
G/H —¥ C*
T7r /tpow
G

temos que pom = X,0(x) = X = ¢ e p(g) = ¢(n(g)) = x(g). Assim, (pom)(h) = 1.

Portanto, 6 ¢ um isomorfismo.

2. Seja a fun¢io b: G x G — C* dada por b(g,x) = x(g9). Tomando a restri¢ao de G por
H obtemosb' : H x G — H dada por b'(h,x) = x(h). Se (ho, x0) € H x G, pertence ao
niicleo de b, entio b (hg, Xo) = Xo(ho) = 1, e deste modo xo € H*. Portanto H x H* é

o nicleo de b'. Resta mostrar que b € sobrejetiva. Pelo item 1, seque que

o) = ol) = o ) = %71
Assim .
o( i) = o) = 28)__ oC)




Hx(
Ker(b')’

Agora, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que Im(b/) ~ ou seja,

7~ Hx G ~H>< G N G
- HxHY H Htft HY
Portantoﬁ]:h%.

3. Seh € H, entdo h é dado por h : x — x(h) que leva H+ em 1, e assim H C (H*)*. Para

a outra inclusao, pela demonstra¢ao do item 2, temos que o(H) = 0((’1(,52) eo(HY) = Z((?)
o(G)

Assim obtemos que o((H+)1) = L] = o(H), e deste modo, ambos tem a mesma ordem.

Portanto sao iguais, ou seja, H = (H+)*. n

Proposicao 3.2.4 [10, p.23] Se X € o grupo dos caracteres de Dirichlet associados a um corpo
de numeros 1L, entdo existe uma fun¢ao bilinear b : Gal(L/Q) x X — C*.

Demonstracao: SeK é um subcorpo del eY = {x € X : x(g9) = 1, para todo g € Gal(L/K)},

entao o
Y = Gal(L/K)* = % = Gal(K/Q).

Por outro lado, tomando um subgrupo Y C X e K como o corpo fizo de Y+ = {g € Gal(L/Q) :
x(g9) = 1, para todo x € Y}, pela teoria de Galois, temos que Y+ = Gal(L/K), pois Gal(K/Q) ~

Gal(L/Q)/Gal(L/K). Assim Y = (Y1)t = Gal(L/K)* = Gal(K/Q), e deste modo temos uma

correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de X e os subcorpos de I dada por

p: G «— C
Y +—— {corpo fizo de Y1},

onde G ={H C X : H é subgrupo} eC = {K CL:K ¢ subcorpo}. SeY = Z, entao Y+ = Z+,

e deste modo temos que o corpo fizo de Y+ é o mesmo corpo fizo de Z+. Seja ainda,

v: C — G
K — Y =Ga(L/K).

Temos que (o) (Y) = (corpo fizo de Y1) =Y e (por))(1) = 1. Assim, @ e sdo bijetoras,
e deste modo existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de X e os subcorpos de
L dada por

K —  Gal(L/K)*
Y «— {corpo fizo de Y1}.
Portanto, temos uma correspondéncia biunivoca entre todos os grupos de caracteres de Dirich-

let e os subcorpos dos corpos ciclotomicos, pois quaisquer dois grupos podem ser vistos como
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subgrupos de um grupo maior. Como Gal(K/Q) é um grupo abeliano finito, seque que Y =

Gal(K/Q) = Gal(K/Q). Este isomorfismo € nao canonico e deste modo existe a forma bilinear

natural nao degenerada dada por

b: Gal(K/Q)xY — C*
(9,x) — x(9)-

Proposicao 3.2.5 [14, Lema 3.7] Se Xk, € o grupo dos caracteres associados ao corpo K;,

para © = 1,2, entao:

1. Xk, C Xk, se, e somente se, K; C Ks.

2. O grupo gerado por Xg, e Xk, € associado ao corpo composto KiK.
Demonstracao:

1. Suponhamos Xg, C Xk,. Sejam H; = ﬂ Ker(x) e Hy = ﬂ Ker(x). Como
XE€EXK, XEXK,
Xk, C Xk, seque que Hy C Hy. Agora, por defini¢cdo, temos que K; é o corpo fixo por H;,

para i = 1,2. Assim, K; C Ky. Por outro lado, se K; C Ky, temos que Q C K; C Ky C
Q(¢,) para algum n inteiro positivo, Xx, = Gal(Q((,/K1))*t e Xk, = Gal(Q((,/Ky))* .

Como Gal(Q((,/Ks)) C Gal(Q(¢,/Ky)), seque que Gal(Q((, /K1)t C Gal(Q(¢n/Ks)) .
Portanto, Xk, C Xk,.

2. Seja X o grupo associado a KiKy. Pelo item 1, temos que o grupo gerado por Xy, e
Xk, esta contido em X, ou seja, (Xk,, Xk,) € X. Agora, como K; C KiK,, seque que
Xk, C Xk, Xk,, parai=1,2. Assim, (Xx,, Xk,) C X. Agora, se (Xk,, Xk,) & X, entdo

existe um corpo L C KKy associado a (Xk,, Xk,) C X. Mas, novamente pelo item 1,

temos que
KiyCL <€ KK,
Ky, CL C KKy,
o que é um absurdo. Assim, X = (Xg,, Xk,) e L = K;K,. (]

Corolario 3.2.1 [14, Lema 3.8/ Se K é um subcorpo de Q((,) e se s,d sao divisores de n,

entao
Xrna) N Xrna) = Xkna@):
onde t = mdc(d, s).
Demonstragao: Pela Proposi¢io 3.2.5 temos que Xxng(c,) N Xrnoc,) = XKno(c)na)- Mas
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Q) NQ(¢s) = Q(&), onde t = mde(d, s). Portanto, Xxno(,) N Xkno,) = Xkno), onde
t =mdc(d, s). ]

3.3 Caracteres de Dirichlet médulo p”

Nesta secao apresentamos algumas propriedades particulares dos caracteres de Dirichlet com

condutores sendo poténcia de um ndmero primo impar.

Lema 3.3.1 [12, Lemma 3.1] Se g € um inteiro tal que g = g(mod p") € um gerador do grupo
multiplicativo (Z/p"Z)*, onde p é um niamero primo impar e r um inteiro positivo, entdo para
todo 0 < j < r, temos que g* = 1(mod p’) se, e somente se, k = 0(mod (p — 1)p’~1).

Demonstragao: Suponhamos que para todo j tal que 0 < j < r temos que g* = 1(mod p?), ou
seja, g* = 1+ pit, para algum t € Z. Elevando ambos os lados a p-ésima poténcia obtemos que
g"P =1+ Py, onde t; € Z. Sequindo este raciocinio obtemos que gk'pr*j =1+p"t,_;, onde
to_; € Z. Assim, ¢ = 1(mod p"), e deste modo temos que (p — 1)p"=" divide kp"~/. Logo,
kp=) = (p—1)p"1q, onde q € Z, e assim k = (p — 1)p’"'q. Portanto k = 0(mod (p—1)p’™1).
Por outro lado, suponhamos que k = 0(mod (p—1)p’~1). Como o grupo multiplicativo (Z/p’Z)*
tem ordem (p — 1)p~t e mdc(p, g) = 1, pelo Teorema de Fermat, seque que g* = 1(mod p’). m

Se g é um inteiro tal que g = g(mod p") é um gerador do grupo (Z/p"Z)* e se x é um caracter
de Dirichlet, entao existem (p — 1)p"~! caracteres de Dirichlet definidos sobre (Z/p"Z)*, uma
vez que (Z/p"Z)* tem ordem (p — 1)p"~!, e tais caracteres sao completamente determinados

pela imagem de g. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.1, temos que

1= (1) = x(@"") = x@®

Logo x(g) é uma rafz (p — 1)p" !-ésima da unidade. Assim, dado um caracter de Dirichlet

Ep—l)p“l‘
Como existem (p — 1)p"~! caracteres e (p — 1)p"~! possibilidades para i, concluimos que todos

médulo p”, temos que existe um inteiro 7, onde 0 < i < (p — 1)p"~ L, tal que x(g) = ¢

os caracteres definidos modulo p” sao da forma
Xl(g) - g(ipfl)pr—h
parai=0,1,...,(p—1)p" L

Teorema 3.3.1 [12, Lemma 3.3] Se i é um inteiro tal que 0 < ¢ < (p — 1)p"!, entdo o

condutor f,, de x; é "~ se, e somente se, p’ = mdc(i,p").
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Demonstragao: Suponhamos que o condutor de x; € fy, =p" 7, parai=0,1,...,(p—1)p" .
Se H={g" € (Z/p"Z) : g* = 1(mod p")}, entdo xi(x) = 1, para todo x € H, e em particular

Xi(g® V"™ = 1. Por outro lado, temos que

_ r—j—1 i(p—1 r—j—1
Xi(g(p et ):((]()17_1)1),1:71 )

r—j—1

e deste modo, existe t € Z tal que i(p — 1)p = (p—1)p"%. Logoi = p't e assim
mdc(i,p") = p’. Reciprocamente, suponhamos que mdc(i,p") = p’ e mostremos que f,, = p" 7.
Para i = 0 o resultado € imediato. Assim, se i # 0, entdo i = p’t, para algum t € Z. Deste
modo, x pode ser definido mdédulo p"~ se, e somente se, xi(x) = 1, para todo x € H. Como
H C(Z/p"Z)*, seque que o(H)|(p—1)p" . Como g* = 1(mod p"~7), pelo Lema 3.3.1, seque que
a = 0(mod (p—1)p" 1) e assim o(g) = (p — 1)p" =1 = o(H). Portanto H = (g®=Dr" 77,
Finalmente, temos que

Sty il (o i _ i _
X’L(g(p P ) — C(pp_l)pzrofl - g(£_1)£r71 P = 177 =1

e assim x; pode ser definido mddulo p"~I. Portanto o condutor f,, de x; é p"7. |

Exemplo 3.3.1 Sen =52, entdo o grupo G tem ordem (p—1)p"~* = 5.4 = 20 e ¢ dado por G =
(2/257)* = {1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18,19, 21,22, 23,24}. O grupo de Galois de
Q(C25) SObTG Q é dado por {0-17 02,03,04,06,07,08,09,011,012,013,014,016,017,018,019, 021,

092, 093, 094 }. Caracterizamos o grupo G pela Tabela abaizo.

xo | x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 xo | x10 | x11 | xi2 | xa3 | x1a | xi5 | x16 | xa7 | xis | Xx19
20—=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T_ p) 3 1 5 G 7 g ) T ) 3 1 5 6 7 ) i)
2" = 1 €20 | S50 | S50 | S20 | $20 | 20 | S20 | $20 | $30 -1 S0 | €20 Sab | S20 | $20 | S20 S0 | 20 | $20
2 _ 2 4 6 8 12 14 16 18 2 4 6 8 12 14 16 18
2 =4 1 S0 | €0 | 90 | $30 -1 G20 | S20 | S20 | S20 1 $o | S0 | S0 €20 -1 €20 S0 | 0 | $20
3 _ 3 6 9 12 5 18 1 1 7 13 16 9 p) 5 5 1 14 17
2° =38 1 S0 | 90 | €20 | $20 | €20 | S20 | €20 | S20 | €20 -1 C20 | €S20 S20 €30 | S20 | €20 | S20 | €20 | $20
T_ 1 3 2 6 1 5 [P) 6 1 5 [P 6 1 5 ) 6
2" =16 1 S0 | S50 | %20 | S20 1 S0 | S50 | %20 | S0 1 S0 | S50 | $20 | S20 1 S0 | S50 | S0 | $20
= = T = = = e = = = T
20 =7 1 $30 -1 ¢20 1 ¢ -1 $20 1 $30 -1 ¢20 1 $30 -1 ¢20 1 ¢30 1 ¢20
6 _ 6 ) 18 1 6 p) g 14 6 2 18 1 6 P) B 14
2° =14 1 C20 | $20 | S20 | $20 -1 €20 | 20 | S20 | 20 1 €20 | $20 S20 S20 -1 €20 €20 €20 | S20
7 7 4 g 5 p) 5 6 3 17 1 i1 18 5 [P) ) 3 i3
2°=3 1 €20 | €20 | €20 | S50 | 30 | S50 | $20 | $20 | S50 -1 <20 S0 | 20 | $20 S0 | €30 620 $30 | €20
8 __ 8 16 4 12 8 16 4 12 8 16 4 12 8 16 4 12
2" = 1 S20 | S20 | S20 | $20 1 S20 | S20 | S20 | 20 1 €20 | S20 S20 | €20 1 G20 | S20 S0 | $20
9 _ 9 18 7 16 5 14 3 12 ) 5 17 6 5 1 13 p) 11
2" =12 1 €20 | S20 | S20 | S20 | €20 | S20 | €20 | S20 | €20 -1 €20 C20 | 20 €30 | S20 C20 | 20 €20 | S20
210 — 24 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11 _ 5« 11 2 13 4 15 6 17 8 19 12 3 14 5 16 7 18 9
277 =23 1 S20 | $20 | S20 | S20 | $20 | $20 | $26 | $20 | €S20 -1 C20 | 20 S0 | $20 S50 | $20 S20 | $20 €20
2 _ 12 1 16 8 12 1 16 5 2 1 16 8 12 1 16 8
277 =21 1 G20 | S20 | S20 | 20 1 €20 | 20 | S20 | $20 1 €20 S20 | 20 S20 1 €20 S20 | S20 ¢20
3 _ 13 6 19 12 5 18 11 1 17 3 16 9 3 5 B 11 7
277 =17 1 €20 | S20 | $20 | %20 | S50 | 30 | €20 | $20 | $320 -1 S0 | €20 <30 S50 | S20 | $20 | S20 | S20 ¢20
14 14 8 2 16 4 18 12 6 14 8 2 16 4 18 12 6
27 =9 1 S20 | €20 | S50 | €S20 -1 S20 | S20 | €20 | $20 1 €20 S0 | S50 | €20 -1 S20 | S20 | €20 €30
29 =18 | 1 | ¢Gf | 1 | ¢80 | v |68 | -t | ¢ | U | ¢8| -1 | B | 1 | 3§ | -1 | ¢ | 1 |G | 1| CB
6 _ 16 [P 8 1 6 12 B 1 16 12 s 1 6 12 s 1
20 =11 1 ] %0 | S0 | S0 | S0 1 €20 | $20 | 0 | S20 1 S0 | 26 | S50 | S0 1 G20 | $20 | S0 | S20
17 _ 17 14 11 8 5 2 19 16 13 7 4 18 5 2 19 16 3
27" =22 1 S20 | S20 | S20 | S20 | $30 | S50 | $20 | S20 | 206 -1 G20 | S20 | G20 | €30 S0 | S50 | $20 | $20 €30
8 _ 18 16 14 ) 8 6 1 p) 18 16 4 12 5 6 1 p)
277 =19 1 G20 | €20 | $20 | €20 -1 $0 | 20 | S20 | S20 1 S0 | $20 S0 | €20 -1 G20 | $20 S0 | $20
9 _ 19 18 17 16 5 14 13 12 11 9 8 7 6 5 1 3 2 8
27 =13 1 S0 | S50 | S50 | S20 | S30 | S50 | S20 | 20 | $30 -1 S0 | S50 | S0 | S50 | S G20 | S50 | S50 | S20
Fxy 1 52 52 52 52 5 52 52 52 52 5 52 52 52 52 5 52 52 52 52

O condutor f,, de x; € 5%, para i = 1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18, uma vez que
mde(i,5%) =1 =5, e assim pelo Teorema 3.5.1, temos que f,, = 5>~ = 52. Para j = 5,10,15,
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o condutor f, de x; €5, uma vez que mdc(j, 52) = 5, e assim novamente pelo Teorema 3.5.1

temos que fy, = 5271 = 5. Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:

Hy = {01} Hy = {0'170'770247‘718}
H, ={o01,004} Hs={01016,06,021,011}

H; =G Hy = {01,04,016,014, 06,04, 021, 09, 011, 019 } .

Assim, temos que Ko = Q(Ca7) € fizado por Hy, Ky € fixrado por Hy, Ky € fizado por Hs,
K3 ¢ fixado por Hsz, Ky € fizado por Hy e Q € firado por G. Dessa forma os caracteres
associados a Ko sio Hy = G, a Ky sio H{ = {X0, X2, X4, X6: X8, X10, X12, X14 X16: X18}> @ Ko
sdo Hy = { X0, Xa; X8; X12, X16}, @ K3 sdo Hz- = {xo, X5, X10, X15}, @ Ky sdo Hi" = {x0, x10} ¢
a Q sao H = {xo}-

3.4 Caracteres de Dirichlet mdédulo 2"

Nesta secao veremos algumas propriedades dos caracteres de Dirichlet com condutores sendo

uma poténcia do nimero primo dois.

Proposicao 3.4.1 [13, Lemma 1.1] Se t € 7 € tal que, t > 3, entdo 52 ° = 1(mod 2!"1) e
5277 2 1(mod 21).
Demonstragao: Temos que

27:73

% =G DT+ B+ DB+ ).
Logo,
G- =06""+1D)E* " +1)... .62+ 1)+ 1)(5—1).
Como
G+ ) =6G""+)=.. =2+ 1) =(5+1)=2(mod 4) e (5—1) = 0(mod 4),

seque que 5% " —1 = k21 onde k € impar. Assim, 5~ = 1(mod 2:=) e 52" % 1(mod 2').m

Corolério 3.4.1 [13, p.464] A ordem de 5(mod 2t) é 2172
Demonstragao: Pela Proposi¢cao 3.4.1 temos que 5277 = 1(mod 2t=1), para todo t > 3. Mas,
isto implica que 52 = 1(mod 2'), para todo t > 2. Assim, para todo inteiro t > 2, temos que

527 = 1(mod 2') e 5% # 1(mod 2'), o que mostra que a ordem de 5 mddulo 2' € 22 n
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Proposicao 3.4.2 [13, Lemma 1.2] Se t € Z ¢é tal que, t > 3, entdo (—1)*5° = 1(mod 2) se
e somente se, a € par e b = 0(mod 2'72).

Demonstragao: Suponhamos que (—1)25° = 1(mod 2'). Se, por absurdo, a for impar, entdo
—5° = 1(mod 2!), isto €, 5°* = —1(mod 2). Mas, isto nao pode ocorrer pois temos que 5° +1 =
2(mod 4). Assim, 4 1 5° + 1 e consequentemente nenhuma poténcia de 2 com expoente maior
que 1 divide 5° + 1, ou seja, 5° # —1(mod 2'). Portanto a € par. Assim, como 5° = 1(mod 2Y),
pelo Coroldrio 8.4.1, seque que a ordem de 5(mod 2') é 272 e portanto b = 0(mod 2!72).
Reciprocamente, se a for par e b = 0(mod 2'=2), entdo pelo Coroldrio 3.4.1 temos que (—1)?5° =

1(mod 2). ]

Temos que (Z/27Z)* = (—1,5) = {(=1)*5*a € {1,2} e b € {1,2,...,2"72}}. Assim, um
caracter de (Z/2"Z)* é completamente determinado pelas imagens de —1 e 5. Pelo Coroldrio
3.4.1 temos que a ordem de 5(mod 2') é 272 ¢ a ordem de —1(mod 2') é 2. Assim dado
X € (Zm)* temos que x(—1) = (—1), parai € {1,2} e x(5) = ¢}, o, paral € {1,2,...,2"2}.

Denotaremos esses caracteres por x; ;.

Teorema 3.4.1 [13, Lemma 2.2] Se x;; € um caracter de (Z/2"7Z)*, entdo o condutor f,,, de
Xii, para l =2""2 ¢ dado por
) lse1=2
Foas = 4 sei=1.

Demonstragao: Se z € (Z/2"Z)*, entdo T = (—1)25°.

o Sei=2, entio x;,(7) = xi (—1"5%)) = (—1)%*¢2 "5 = 1. Assim o caracter x;; € o trivial

€ in,l = 1

= _ Eb
e Sei=1, entao Xi,l(f) = Xz‘vl((—_laf)b)) ( ) §22: 22 _ (_ )a _ lsex=5 (a )

—1 se z=—15° (a 1),
e portanto x;; nao € trivial. Se x = 1(mod 4), entdo T = 5°, pois 5* = 1(mod 4) e
—5° = —1(mod 4). Assim, para todo z tal que x = 1(mod 4) temos que x;,(Z) = 1, e
portanto fy,, = 4. |

Teorema 3.4.2 [18, Lemma 2.2/ Se x;; € um caracter de (Z/2"7Z)*, entdo o condutor f,, de

Xii, para l # 272 € dado por
27"
mde(l,24)
Demonstragao: Como x;;(5) = b2 # 1, para 0 < | < 272, seque que fy,, > 4, uma
vez que 5 = 1(mod 4). Assim, fy,, = 2", onde u > 2. Seja T = (—1"5%) € (Z/2'Z)*. Se

in,z =
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x = 1(mod 2%), entdo pela Proposicio 3.4.2, temos que (—1)*5° = 1(mod 2¥), b = 0(mod 2"~2)
e a = 2. Portanto, T = 5%, onde t € {1,2,...,2""*}. Como Sy = 2%, se x = 1(mod 2“)
seque que, devemos ter i (Z) = xi(5* ) = (25" = 1. Assim 12°72 = 0(mod 2"72), ou
seja, 12472 = 2"72t. Logo | = 2%t e assim | = O(mod 2"~%). Por outro lado, devemos
ter xi0(52"°) # 1, uma vez que se x;,(5°" ") = 1, entdo para x = 1(mod 2“~') temos, pela
Proposicio 3.4.2, que T5""° e portanto x:,(Z) = (xi,(5* ) = 1, o que contradiz o fato de
2% ser o condutor de xi;. Mas, xi,(5° ") = (125" # 1 se, e somente se, 12473 # 0(mod 2772).
Assim, 12973 #£ 2772t e deste modo | # 277", ou seja, | Z 0(mod 2"~“*1). Agora, como
[ = 0(mod 2"7") el # 0(mod 2"7*T1), seque que mdc(l,2") = 2% e assim 2" = %.
Reciprocamente, se 2% = W;,?T)’ mostremos que fy,, = 2*. De fato, se mdc(l,2") = 2"

entao | = 0(mod 2"*) e | # 0(mod 2"7*). Deste modo, temos que

o Sex=1(mod 2") entdo T = 5" e xiu(T) = (2,7M " = (17 = 1.

o Sex=1(mod 2“") e x % 1(mod 2*) entio T = 52" e 52" % 1(mod 2"). Assim, pela
Proposicao 8.4.2, temos que t2*73 % 0(mod 2*72), ou seja, 12473 # 2“2y, para qualquer
to € Z. Logo t # 2ty e deste modo t € impar. Portanto | # 0(mod 2"~“*1) e t € impar, e

assim

Xii(T) = Xi,l(5t2u73) = Célffzf?’ # 1.

Assim, x:,(Z) =1 para todo x = 1(mod 2") e existe T tal que x = 1(mod 2“7 '), x = 1(mod 2*)

e Xi(Z) # 1. Logo, f,,, = 2" n

Observacao 3.4.1 Observe que nao existe caracter com condutor 2, uma vez que todo caracter

definido maodulo 2 € trivial e assim tem condutor 1.

Exemplo 3.4.1 Sen =21, entdo o grupo G tem ordem 2"~! = 23 ¢ é dado por G = (Z/16Z)* =
{1,3,5,7,9,11,13,15}. O grupo de Galois de Q((16) sobre Q é {01, 03,05, 07,09, 011, 013, 15, }-
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O grupo G ¢ caracterizado pela tabela abaizo.

X24 | X2,3 | X2,2 | X2,1 | X14 | X1,3 | X1,2 | X1,1
= (—1)? 1 1 1 1 1 1 1 1 | oy
3=-1.5° 1 G | =1 G| -1 =G| 1 |- o3
5=(-12% | 1 |G| -1 G |1 |g|-1|G o
7=-1.5° 1 /-1 1 |-1|-1} 1 |-1| 1 | o7
9= (-1)%5? 1 /-1 1 |-1]11]-1]11]-=1]oa9
11=-1.5 1 Gl -1] ¢ |-1[=-C| 1 |-G|on
13=(-1)%5%| 1 G | —1 3 1 G | —1 2 | o3
15=-1 1 1 1 1 | -1 -1|-1] -1 |05

1 24 | 23 | 24 | 22 | 24 | 23 | 24

Pelo Teorema 3.4.1, temos que o condutor fy,, de xo4 €1, pois | = 22 =4ei=2,¢e0
condutor fy,, de x14 € 4, pois | = 22 =4 ei=1. Agora, pelo Teorema 3.4.2, temos que o
condutor de X2,3, X2.1, X1,3 € X1,1 € 24 pois mde(l, 2l) =1 e o condutor de x22 € X12 € 23 pois

mdc(l,2') = 2. Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:

H():{Ul} H3:{01,U7709,<713}
H1:{<71,015} H4:{<717U5,<79,013}
Hy ={o1,07} Hs={01,03,09,011}

Hg =G.
Assim, temos que Ko = Q((16) € fizado por Hy, Ky € fizado por Hy, Ky € fizrado por Hs, K
€ fixado por Hs, K4 € fixado por Hy, K5 € fixrado por Hs e Q € fixado por G. Dessa forma
0s caracteres associados a Kqg sdo HOL = G’, a K; sao Hf = {X2.4: X233, X2.2, X21}, o Ky sdo

HQL = {X2,4,X2,2,X1,37X1,1}7 a K3 sao HgL = {X2,4}; a Ky sao H4L = {X2,4,X1,4}; a Ks sdo
HsL = {X2,47X1,2} e aQ sao H5L = {X2,4}-

88



Capitulo 4

Discriminante de corpos de numeros

abelianos via caracteres de Dirichlet

4.1 Introducao

Neste capitulo veremos como calcular o discriminante de corpos de nimeros abelianos via
caracteres de Dirichlet fazendo uso da férmula do condutor discriminante, ou seja, do seguinte

teorema.

Teorema 4.1.1 [10, Theorem 3.11] (Férmula do condutor discriminante) Se K é um corpo de
numeros associado a um grupo X de caracteres de Dirichlet, entdo o discriminante de K sobre
Q ¢ dado por

D(K/Q) = (=) I]

x€X

onde r9 € a metade do numero de automorfismos complexos de K.

Deste modo, na Segao 4.2 veremos o calculo do discriminante de subcorpos de Q((,-), onde
(pr ¢ uma raiz p"-ésima primitiva da unidade com p um primo fmpar e r um inteiro positivo.
Na Segao 4.3, veremos o calculo do discriminante de subcorpos de Q((sr), onde (or é uma raiz
2"-ésima primitiva da unidade com r um inteiro positivo. Na Secao 4.4, fazendo uso do Teorema
de Kroenecker-Weber [10, Theorem 6, p. 341], veremos o célculo do discriminante de corpos de
numeros abelianos. Na Secao 4.5, veremos o cdlculo do discriminante minimo de alguns corpos

de ntimeros. Neste capitulo foram utilizadas as referéncias [10], [12], [13], [14], [15] e [16].
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4.2 Discriminante de subcorpos de Q((,)

Nesta se¢ao apresentamos o discriminante de um corpo de nimeros K, contido em uma extensao
ciclotomica do tipo Q((,r).

Sejam p um primo fmpar, r um inteiro positivo e K um subcorpo de Q({,). Como o grau
de K sobre Q é um divisor de (p—1)p"~!, segue que [K : Q] = up’, onde u é um divisor de p— 1
e0 <j<r—1 Sejam H o subgrupo de Galois Gal(Q((,r)/Q) isomorfo a (Z/p"Z)*que fixa
K e Xk o grupo dos caracteres associados a K, isto é, Xx = {x € (m)* tal que x(i) = 1,
para todo i € H}.

Lema 4.2.1 Se j € um inteiro positivo e p € um numero primo, entao

G+ -1 - (P - 1)

L+ 2p+3p° +. ..+ G+ 1) =

(p—1)?
Demonstracao: Se S, = 1+p+p*+...+p/TL entdo pSi1 = p+p?+...+p'+2. Subtraindo
J J
a primeira equagdo da sequnda obtemos que Sji1 = pjptz;l. Portanto
P -1

l+p+p°+.. . +p =
p—1

Assim, derivando ambos os lados obtemos que

d

1—|—2p—|—3p2—|—...—|—jpj_1+(j+l)pj:%(

p—1 (p—1) ’

0 que prova o lema. |

P 1) G- 1) - (1)

Teorema 4.2.1 [12, Theorem 4.1] Se K é um subcorpo de Q({yr) com [K : Q] = up’, onde p
¢ um primo impar, v um inteiro positivo, u um divisor de (p —1) e 0 < j < r —1, entdo o

discriminante de K sobre Q € dado por
|D(K/Q)| = p’e,

onde By = ul(j +2)p) — 2271~ 1

Demonstragao: Como [Q(¢yr) : Q] = (p—1)p"! seque que o grupo de Galois Gal(Q((r)/Q) €

ciclico de ordem (p—1)p"~'. Seja g € Z tal que sua classe g é um gerador do grupo multiplicativo

(Z)p"Z)*. Se H é um subgrupo do grupo Gal(Q((,r)/Q) que fira K, entao H € ciclico de ordem

p—Lp~t p—1, .
( up)j =— 7 =(-1p

Se o, € um gerador de H, entdo pelo Teorema 3.2.1 temos que um caracter x modulo p”

r—j—1, —1

u

associado a K (ou seja, x € Xx) se, e somente se, x(0,) = 1. Como a ordem de a médulo p”
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¢ igual a ordem de H, seque que a ordem de a é (p — 1)p" 7~ tu=t. Assim podemos supor sem

perda de generalidade que a = g%(mod p"), onde d = up’, uma vez que
a7 = = = 1(mod p").

Deste modo, temos que

d

Xi(d) = Xi(gd) = (g(ip_nprfl) = C(d;f—l)prfl-

Logo, se x; € um caracter definido mdédulo p", pelo Lema 3.3.1, temos que x;(a) = 1, ou
seja, x; € associado a K se, e somente se, di = 0(mod (p — 1)p"™'), ou equivalentemente
1= %jﬁ:, com 0 <t <d-1. Comod = up’, seque que x;(a) = 1 se, e somente se,

i= % =(p-1p 7 Hut, com 0 <t <up’ —1. Set =0, entaoi =0 e o condutor de
Xi € f, = 1. Set #0, entiot = p'ty, ondel € Z, 0 <1 < j e mdc(ty,p) = 1. Observe que para
cada 0 <1< j—1 existem up’~"Y(p — 1) elementos t, nessas condicoes. Assim, pelo Teorema
3.3.1, temos que os condutores dos correspondentes x; sio todos iguais a PP~ Se l = j,
entao existem u — 1 elementos ty, com mdc(ty,p) = 1, e os condutores dos correspondentes y;

sao todos igquais a p. A tabela abaixo resume esses resultados.

l nimero de x; frg =1
0 up’!(p — 1) P
1 up’*(p—1) P
J-1 | up’(p = 1) = u(p— 1) P’
J u-1 p

Na primeira coluna temos os possiveis valores de [, na sequnda os numeros de caracteres nao
triviais para os quais i = (p — 1)pr_j_1+ltku_l e mdc(ty,p) = 1, e na terceira o condutor desses
caracteres. Pelo Teorema 4.1.1 (Férmula do condutor discriminante) temos que o discriminante
de K, € a menos de sinal, igual ao produto dos condutores dos caracteres x; que sao associados

a K. Usando este resultado e a tabela obtemos:

DEK/Q| =[] fu = @ @) ) (0. D)
upd~t(p—1)  upi=2(p-1) u(p—1) u—1

— (p7+1)upj*1(p—1)(pj)upﬂ(p—l) L (p?)remDpust
= pUtDup’ " (p=1) pjup’ 2 (p—1) | p2u(p—1)gu—1

= p/B(uij) s
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onde

By = G+Dup’p—1)+jup’2(p—1)+...+2u(p—1)+ (u—1)
= up—-D[G+Dp +ip 2+ 42 +u—1
= 2G4+ ) +jp 2P a1
J
_ _u@p—l) [Z(z +1)p' -1
Li=0

u(p—1) . . i —Up + U+ up U(p — 1) -
=25 Z(z+1)p+T—1:TZ(z+l)p+5—l
i=0 1=0

=2 4 2p+3p T (G D]+ - L

J
u(p— . i u(p—l)
+u—1:%2(2+1)p —T—I—u—l
i=0

Agora, pelo Lema 4.2.1, seque que

Bug) = "5 [“W“gz e R R S (Rt R

p(p
_ @ —14p-D | . i p(PT+n)—2|
- [ J+2)p p(p—1) } I=u [(‘7 +2)p’ p(p—1) } 1

(pit+1
= u|(+2p - R -1

Assim, |D(K/Q)| = p’w3), onde Bluj) = U [(j +2)p — (p(];_ll_)l)} — 1, o que prova o teorema. m

Corolario 4.2.1 [12, corollary 4.1] O discriminante do corpo ciclotomico Q((yr), onde p € um

primo impar e r € um inteiro positivo, € dado por
|D(Q(Gr)/Q)| = pPe-try,

onde Bp-1,-1) = (p—1) [(r +1)pt — ’;—1} -1
Demonstragao: Nas condigoes do Teorema 4.2.1 temos que [Q((yr) : Q] = (p— Dp™™, e
deste modo u=p—1ej=r—1. Assim, aplicando o resultado obtemos que |D(Q((yr)/Q)| =

PP onde BP-Lr-D) = (p—1) [(r +1)pt — ’%} — 1, o que prova o coroldrio. n

Corolario 4.2.2 [16, coroldrio 14] Se K é um subcorpo de Q((,r) com [K: Q] = 3, ou seja, K
¢ uma cibica, entio D(K/Q) = p* se p# 3 ou D(K/Q) =81 se p=3.

Demonstragao: Temos que [K : Q] = 3 = up’, e deste modo se p # 3, nas condicoes
do Teorema 4.2.1 temos que uw = 3 e j = 0. Assim, aplicando o resultado obtemos que
ID(Q(Gr)/Q)| = p*59, onde B = 3[2° — 22 — 1 = 2. Portanto |D(K/Q)| = p2. Agora,
sep=3, entdou=1¢j=1 Assim, |[DK/Q)| =3""" onde g0V = [3.3 - =] 1 =4.
Portanto |D(K/Q)| = 3* = 81. ]
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Corolario 4.2.3 [12, corollary 4.2] Se K é um subcorpo de Q((,), onde p € um primo impar,

entao o discriminante de K sobre Q € dado por

[D(K/Q)| = p~

Demonstragao: Novamente nas condicoes do Teorema 4.2.1 temos que r = 1, e deste modo
=0 ¢ [K: Q] = u. Aplicando o resultado obtido temos que |D(K/Q)| = p“wﬂ%bfl =

u(2—1)—1

p = p=t = pl&U=1 % que prova o coroldrio. -

Observagao 4.2.1 Pelo Coroldrio 4.2.3 temos que o discriminante do corpo Q((,) sobre Q €
dado por

|D(Q(¢)/Q)] = 2.
Exemplo 4.2.1 Se n = 32, entdo o grupo G tem ordem (p — 1)p"~! = 2.3 = 6 e € dado por
=(2/92)* = {1,2,4,5,7,8}. O grupo de Galois de Q((y) sobre Q é {o1,02,04,05,07,08}.

Caracterizamos o grupo G pela tabela :

Xo | X1 | X2 | X3 | X4 X5
X0=1| 1|1 |1]1]|1]1]0
20 =21 1 |G| G|-1|¢ |02
2=a] 1 |Gld]1]q]d]a
2=8| 1 |-1|1|-1|11]-1]og
=1 1]g[a]1]a[¢]e
=51 ¢|¢|-1|C¢|¢]|os
Frs 1813|833

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sao:

Hy = {01} Hy = {01704707}

Hy = {01,038} H3 =G ={01,09,04,08,07,05}.
Assim, temos que Ko = Q(g) € fizado por Hy, Ky € fixrado por Hy, Ky € fixrado por Ho
e Q € fizado por G. Dessa forma os caracteres associados a Ky sdo Hi- = G, a Ky sdo
Hi = {x0, X2, X4}, a Ky sdo Hy = {xo0,x3} e a Q sio H = {xo}. Agora, para K, temos que
[K; : Q] = 3, e deste modo nas condi¢oes do Teorema 4.2.1 temos que u =1 e j = 1. Assim
|D(K:/Q)| = 3%, onde By = (3.3— 322_1) —1=(9—4)—1=4. Portanto |D(K,/Q)| = 3*.
Analogamente para Ko temos que [Ky : Q] = 2, e novamente nas condigées do Teorema 4.2.1
temos queu =2 e j = 0 e seque que |D(Ky/Q)| = 3720, onde Ba0) = 2(3.1-2)—1=2-1=1.
Portanto |D(Ky/Q)| = 3. Para Ky = Q({y) podemos aplicar o Coroldrio 4.2.1 e assim seque que
|D(Ko/Q)| = 3°%00, onde By = 2(3.3—2=L)—1=2(9—4)—1=9. Portanto |D(K,/Q)| = 9.
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Exemplo 4.2.2 Sen = 3%, entio o grupo G tem ordem (p — 1)p"~! = 2.3> = 18 ¢ € dado por
G=(2/272) ={1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19, 20, 22,23, 25,26}. O grupo de Galois de
Q(CZ?) sobre Q ¢ dado por {0'170'27(747(7570'770'87‘7107(7117(71370'1470'16;0'1770197020702270237

095,096 }. O grupo G € caracterizado pela tabela abaixo.

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17

20=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2l =2 1| s | GFs | s | ¢ls | Bs | <P | cls | ¢ | -t | i | cds | <df | i | cdf | a8 | df | i
3 _ 3 1 6 s 10 12 14 16 2 1 6 s 10 12 id 6

2" = 1 Cis | Cis | S8 | Sis | Cis | G | Sis is 1 Gs | Cis | Cis Cis | Cis | Cis Gs | Sis
3 _ 3 6 12 15 3 6 12 15 3 6 12 15

2 =38 1 Cis | Cis -1 Gs | Gs 1 Cig | Cis | -1 G | Sis 1 Cis Cis -1 Cis Gis
1 : 1 s 2 16 p) 3 10 14 1 8 2 16 p) 3 10 14
24 = 16 1 Cls | ¢Ts | ¢18 | ¢is | <¢Ts | ¢Vs | ¢i8 | ¢is 1 Cig | Sis | <18 Cig Gis | Cis | Cis Cis
5 _ 5 10 5 2 7 12 17 1 11 6 1 16 3 s 13
2° =5 1 Cis | Sis | Sis | Sis | Sis | 18 | Sis | Cis | -1 ¢is Cis | (s Gis | Cis Cis | CGis | Gis
6 __ 6 12 6 12 6 12 6 12 6 12 6 12
2° =10 1 Crs | 18 1 Cis | Cis 1 Srs | Sis 1 Cis | S8 1 Cis | Sis 1 Srs | Cis
7 7 14 3 10 17 6 13 P) 16 5 2 B 5 15 1
27 =20 1 Cis | 15 | Sis | Si8 | Sis | Sis | Sis | Sis | ;1 | S5 | Sis | G5 | S8 | Cis | S8 | S8 | Sis
s _ s 6 6 11 1 12 2 10 s 16 6 12 1 [P p) 0
2" =13 1 Cis | Cig | ¢ | Cis | Sis | i | Cis | Cis 1 Cis | Gis s | G Gis | Gis Cis | Gis
29 = 26 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 _ 0 p) 2 1 4 G 16 g 0 ) 2 1 1 3 16 B
277 =25 1 Cis | Sis | Cis | Cis | Sis | Sis | Cis | Cis 1 Gis | Gis | G5 | Cis | Sis | Svs | Gis | Cis
T 1 1 15 3 2 5 16 1 17 12 7 2 15 10 7
27 =23 1 Gig | Cis | S8 | Sis | S8 | S8 | Sis | Gis -1 Gis | Cis Gis Cis Gis | s Gis Cis
12 12 6 12 6 12 6 12 6 12 6 12 6
277 =19 1 Cig | Cis 1 Cig | Cis 1 Cig | Cis 1 Cig Cis 1 Cig Cis 1 Cis (s
3 _ 13 3 3 6 11 6 14 1 17 2 7 p) 5 10 5
27 =1 1 Gig | Sis | Cis | Sis | Sis | Sis | C1s | Cig -1 Gis | Cis Gis Cis Gis | Gis Gis Cis
T _ 14 10 6 2 16 12 5 1 14 10 6 2 16 12 s 1
27" =22 1 Cig | Gis | s | Cis | Cis | Gis | Cis | Cis 1 dis | Gis (s Gs | Cig | ¢ig Cis Cis
5 15 2 6 3 15 12 6 3 5 2 6 3
20 =17 | 1 Cig | Gi§ -1 Cis | Cis 1 Gis | Gis | -1 | ¢is | Cis 1 Gis | Gis -1 Cis | Cis
6 _ 16 14 2 10 8 G 1 p) 16 14 2 10 B 3 1 p)
2" = 1 Cis | Gis | Cis | Sis | Sis | Sis | Cis | Cis 1 Cis | Cis Gis Cis Cis | Cis | Cis Gis

7 _ 17 16 15 11 13 12 11 10 s 7 6 5 1 3 >

27" =14 1 Cig | Sis | Si8 | Sis | Sis | Sis | Sis | Sis -1 Cs | s | ¢Os i Gs | CGis | Cs Gis
Fxi 1 33 33 32 33 33 32 33 33 3 33 33 32 33 33 32 33 33

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois G sao:

Hy = {01} Hs = {017087010,02670197017}
Hy = {o1,0%} Hy = {01,04,016, 010, 013, 025, 019, 022, 07}

Hy = {01,010,000} H; =G

Assim, temos que Ko = Q(C27) € fizado por Hy, Ky € fizrado por Hy, Ky € fizado por Ha,
Ks € fizado por Hs, Ky € fixado por Hy e Q € fizado por G. Dessa forma os caracteres
associados a Ky sao Hy = G, a Ky sio Hi = {x0, X2, X4, X6> X8 X10, X125 X14, X16}, @ Ko sdo
Hy = {X0, X3, X6, X, X12, X15}, a Kg sdo Hy = {x0, X6, X12}, ¢ Ky sd0 Hi = {x0,x0,} ¢ a Q
sdo Hx = {xo}. Agora, para K, temos que [K; : Q] = 9 = 3%, e deste modo nas condigées do
Teorema 4.2.1 temos que w =1 e j = 2. Assim seque que |D(K;/Q)| = 3°02, onde B2 =
(4.32 — 221y — 1 = 22. Portanto |D(K,/Q)| = 3%2. Para Ky temos que [Ky: Q] = 6 = 2.3, e
assim nas condi¢oes do Teorema 4.2.1 temos que u = 2 e j = 1. Assim |D(Ky/Q)| = 3P,
onde f2,1) = 2(3.3 — 322_1) —1=29. Portanto |D(Ky/Q)| = 3°. Analogamente para Kz temos
que [Ks : Q] = 3, e deste modo u = 1 e j = 1. Assim seque que |D(K3/Q)| = 3°0.1, onde
By = (3.3 — 322_1) — 1 = 4. Finalmente, para Ky temos que [Ky : Q] = 2, e deste modo
u=2ej=0. Assim seque que |D(Ky/Q)| = 3%0, onde B0 = 22— 3=) -1 = 1.
Portanto |D(K4/Q)| = 3. Para Ko = Q((27) podemos aplicar o Coroldrio 4.2.1 e assim seque
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que |D(Ko/Q)| = 3°02, onde B2 = 2(4.9 — 3;__11) —1 =2(36 —13) — 1 = 45. Portanto
|D(Ko/Q)| = 3%.

Coroldrio 4.2.4 O discriminante do subcorpo mazimal real K = Q((yr + (') do corpo Q(¢,r)
sobre Q € dado por

5 p—1
[D(K/Q)| =p =Y,

onde Bo=1,_yy = 3[(r+1)(p—p"~ —p" = 1].
Demonstragao:
Q(Gr)
2
Temos que Q((pr + (')
e

Q

. O] = e=bp ! - _p=l
Como [K : Q] = F=F—, pelas hipdteses do Teorema 45.2.1, seque que u = o= e j =1 — 1.

Assim, aplicando o resultado obtemos que |D(K/Q)| = p "z~ onde

p—1

= ! [(r—l—l)p"l—’%} —1

-
= Hp-pt-rE -1

= S+ —Dpt —p 1],

Bty = [(7“ —1+2)p " ”H“*l} —1

0 que prova o coroldrio. |

Observacao 4.2.2 Pelo Coroldrio 4.2.4 temos que o discriminante do subcorpo Q((, + Cp*I)
de Q(¢,) sobre Q € dado por
p—3
DG+, )/Ql=p 7.

Exemplo 4.2.3 Para n = 3%, o discriminante do subcorpo K = Q(C + (5*) do corpo Q((o)
sobre Q € dado por |D(K/Q)| = 301, onde Bu1) = 5(3.23 -9 —1) = (18 — 10) = £(8) = 4.
Portanto, |D(K/Q)| = 3.

Exemplo 4.2.4 Paran = 3%, o discriminante do subcorpo K = Q(Cor + (57') do corpo Q(Cor)
sobre Q € dado por |[D(K/Q)| = 3°02, onde B2 = 1(4.2.9 — 27 — 1) = 1(44) = 22. Portanto,
|D(K/Q)| = 3%.
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4.3 Discriminante de subcorpos de Q(()

Nesta se¢ao veremos o discriminante de subcorpos de Q({sr), onde r é um inteiro positivo.
Deste modo, para calcularmos tal discriminante trabalhamos com o grupo dos caracteres de
(Z)277)*.

Assim, sejam K um subcorpo de Q((ar) e o subgrupo H do grupo de Galois de Q((s-) sobre
Q, que fixa K. Tomando o subgrupo Xx do grupo dos caracteres de (Z/2"7Z)* cujo nicleo
contém H temos que o discriminante de K sera o produto dos condutores desses caracteres.
Como Q((yr) tem grau 277! segue que o subgrupo H do grupo de Galois Gal(Q(¢2r)/Q) que

fixa K tem ordem 2"~ e satisfaz uma das seguintes formas:

1. H~ (52",

2. H~ (=52"7%),

3. H~ (1,527,
Lema 4.3.1 [14, Lema 3.6/ Se m é um nimero inteiro tal que m > 1, entdo

m2" 2 4 (m—1)2" P+ +324+21=2""(m-1).
Demonstragao: Se x # 1, entao
L R

Derivando ambos os lados obtemos que

ma™ ! — (m 4 1)z™ — 223 + 322
(z —1) ’

ma™ 4+ (m— Da™ 2 4+ 3t =
para todo x # 1. Tomando x = 2, temos que
m2™ 4 (m - 12" 12 =m2™ T — (m 4+ 1)2™ — 16 + 12.

Assim

m2" 4 (m - 12"+ +12=2"2m —m — 1) — 4,

e deste modo

m2m 4 (m - 12" 4 1244 =2"(m — 1).
Assim, dividindo ambos os lados por 2, obtemos que
m2" 2 (m - 12" 4+ 64+2=2""(m 1),
0 que prova o lema. u
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Teorema 4.3.1 [13, Theorem 3.1] Se K é um subcorpo de Q((or), com [K: Q] = 2™~ e se
H ¢ o subgrupo de Gal(Q((2r)/Q) que fiza K e H ~ (5", entdo o discriminante de K sobre
Q ¢ dado por

D(K/Q)| = 2",

Demonstracao: Sejam H ~ (52m_2> e Xiy um caracter de Dirichlet associado a K, ou seja,
Xii(Z) =1, para todo & € H. Mas, temos que x;,(Z) = 1, para todo T € H se, e somente se,
xi(52"77) = 277 =1 se, e somente se, 12772 = 0(mod 272). Assim | = 0(mod 2"~™), ou
seja, | = k2™ onde k € {1,2,...,2™ %}, e deste modo os caracteres associados a K sdo 0s
Xig tais quei € {1,2} el € {27~™,2.27—™ 3.2"~™ .. 2m=2.2"™mY Portanto, temos que existem
2.2m=2 = 9m=1 cqracteres associados a K. Se l = 2"~™, entdo existem 2# = 2™=2 caracteres
Xii com condutor 2™. Se | = 2r=mHl e k=2 ou 2™3, entdo existem 2? caracteres. A tabela

abaizo resume esses resultados.

mdc(l,27) | nimero de x;, fria
gr—m 2.2’”2_2 — om—2 2T2_Tm — om
gromtl | g 200 —gm= | S 2 = gme
r—3 om—(m—1) o 2" 03
9 220 9| 29
2r2ei=1 1 22
22 e j=2 1 1

Pelo Teorema 4.1.1(Férmula do condutor discriminante) temos que o discriminante de K € a
menos de sinal, igual ao produto dos condutores dos caracteres x;; que sao associados a K.

Portanto usando este resultado e a tabela obtemos

DEK/Q)| = [ fe,=20=@".2m@r 2 (2029270

S
' g

Xi l €EXK gm 2 g3
= (M2 (gm2m T (23)222]
= Qm2"T pm=D2TE [ (23)292]

_ 2m2m—2+(m—1)27"—3+...+3.2+2.1‘

Assim, o« = m2™ 2+ (m—1)2""3+...+3.2+2.1. Pelo Lema 4.3.1, seque que o = 2™ (m—1).

Portanto, |D(K/Q)| = 22" ("= o que prova o teorema. ]
Lema 4.3.2 Se m é um numero inteiro tal que m > 1, entao
(m+1)2" 24 m2m 2 4 (m—1)2" 4 +3=m2™ ! — 1.
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Demonstracao: Se x # 1, entao

x
2" e a2t =

Deriwando ambos os lados temos que

((m+2)z™ — 32?)(z — 1) — 2™ + 23

(m+Da™ +ma™ "+ .. +32% = TR

Logo,

((m+ 1)z™? — (m+ 2)z™*) — 223 + 322

(m+Da™ +ma™ "+ .. +32° = CESE :

para todo x # 1. Tomando x = 2, temos que
(m+1)2" +m2™ 4. 412 = (m+1)2™" — (m 4 2)2™™ — 4
=2"2(m+1) — (m+2)] — 4
=2"m — 4 =22(m2m™ 1t —1).

Assim, temos que

(m+1)2" +m2™ 4+ +12=2*m2™ ' —1).
Portanto, dividindo ambos os lados por 2% obtemos que
(m—+1)2"2+m2™ 2+ . . +3=m2™"' -1,
0 que prova o lema. m

Teorema 4.3.2 [13, Theorem 3.1] Seja K um subcorpo de Q((ar) com [K : Q] = 2™~ Se
H € o subgrupo de Gal(Q((yr)/Q) que fiza K e H ~ (=5*""") ou H ~ (—1,5*""), entdo o

discriminante de K sobre Q € dado por
ID(K/Q)| = 2"
Demonstracgao:
o Se H~ <—52m72> e se xi1 € Xk, entao x;,(Z) =1 para todo T € H, se, e somente se,

Xia(—=52" ) = (=), =1,

se, e somente se,

2 = (-1
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Sei =1, entao Cé%’l‘f = —1, e assim 12" = 0(mod ? = 2"73), ou seja, [2™2 = 2773,
para algum t € Z. Assim | = 277" ou seja, | = 0(mod 2""™71) e deste modo

[ € {2r—m 32r—m=t 5 or—m=l  (2m=1 — 1)2r—m~1} " ¢ neste caso temos que existem

2m7l 141 gm-2

. . ~ m—2 . _
5 caracteres associados a K. Se 1 = 2, entao 52,2 =1, e assim 12" 2 =

0(mod 2772), ou seja, 12™7% = 2"7%t, para algum t € Z. Assim | = 2""™t, ou seja,
[ = 0(mod 2~™) e deste modo | € {27—™ 2.2r—™ 3.2r—™ . . 2m=29r=ml ¢ peste caso
temos que existem 2™ 2 caracteres. Assim, no total temos 2.2™"2 = 2™~ caracteres
associados a K. A tabela abaizo nos ajudard a calcular o discriminante, para isto usaremos

novamente a formula do condutor discriminante.

mdc(l,2") | nidmero de xi1 | fy.,
2r—m—1 2m—2 2m+1
or—m 2m—3 om
2r7m+1 2m74 2m71
2r—m+2 2m—5 2m—2
273 1 23

Assim,

|D(K/@)| —9a 2(m+1)2m—22m2m—32(m—1)2m—12320 _ 2(m+1)2m—2+m2m—3+(m—1)2m—1+...+3

)

onde a = (m + 1)2™2 4+ m2™ 3 4 (m — 1)2™ 1 + ... 4+ 3. Pelo Lema 4.3.2, temos que
o =m2™ ' — 1. Portanto, |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1.

Se H~ (—=1,52""") e se Xii € Xk, entdo x;,(Z) =1 para todo T € H, se, e somente se,
- —om—1
Xia(—=1) = xiu(5*" ) =1
se, e somente se,

se, e somente se,

i=2el=0(mod?2~™").

Assim, i =2 el € {2r—m~1 2. 9r—m=1 3 or—m=1 " gm=lor=m=11 " Novamente usamos a
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formula do condutor discriminante e a tabela abaizo.

mdc(l,2") | nidmero de xi1 | fy.,
2r—m—1 2m—2 2m+1
gr—m 2m—3 om
2r7m+1 2m74 2m71
2r7m+2 2m75 2m72
273 1 23
2r—2 1 1

Assim,

|D(K/@)| — 9o _ 2(m+1)2m*22m2m*32(m—1)2m*12320 _ 2(m+1)2m72+m2m73+(m—1)2"”71+...+3

)

onde a = (m+1)2m2 4+ m2™ 3 + (m —1)2™1 + ... 4+ 3. Analogamente ao caso anterior

obtemos que o = m2™~' — 1. Portanto, |D(K/Q)| = 2™2"""~1, 0 que prova o teorema. m

Corolério 4.3.1 Se K ¢ um subcorpo de Q((ar), com [K: Q] =271 e se H € o subgrupo de
Gal(Q((r)/Q) que fita K e H ~ (5277, entdo o corpo fizo por H é K = Q((am).

Demonstragao: Seja 0zom—2 0 automorfismo gerador de H. Pela Proposigio 3.4.1, temos
que 52" = 1(mod 2™), ou seja, 5*" " = 1+ 2™k, para algum k € Z. Assim opom—2((gm) =

m 7 7/ N
b ¥ = (om, e deste modo o corpo fixo por H € Q(¢am), 0 que prova o coroldrio. |

Corolario 4.3.2 Seja K um subcorpo de Q((or), com [K: Q| = 2™~1. Se H é o subgrupo de
Gal(Q((r)/Q) que fita K e H ~ (=52"") ou H ~ (—1,52"""), entdo o corpo fixo por H é
K # Q(Gm).

Demonstragao: Seja o_zm-—2 0 automorfismo gerador de H. Pela Proposi¢io 3.4.1, temos

que —5%""" £ 1(mod 2™), ou seja, —52" " # 1+ 2™k, para todo k € Z. Assim 0 _zom—2(Com) #

2" = Gom, e deste modo H ndo fiwa Cam. Portanto, o corpo fivo por H ~ (5" ") € diferente
de Q((om). Analogamente, tomando 0 _1zm-1 t€mos o resultado. |

Corolario 4.3.3 [13, Theorem 3.2] Se K = Q((am) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K: Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 22" '(m=1),

Demonstracgao: Se K = Q({om), entao pelo Coroldrio 4.3.1, temos que K € fixzado por H ~
(52"7*). Logo, pelo Teorema 4.3.1, seque que |D(K/Q)| = 22" (=1 ¢ que prova o coroldriom
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Corolario 4.3.4 [13, Theorem 3.2] Se K # Q((om) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K: Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1,

Demonstracao: Se K # Q((om), entao pelo Coroldrio 4.5.2, temos que K € firado por H ~
(=52"7Y ou H ~ (—1,5%""). Assim, pelo Teorema 4.3.2, seque que |D(K/Q)| = 2m2""'=1 o

que prova o coroldrio. |

Exemplo 4.3.1 Se n = 23, entdo o grupo G tem ordem 2"~ = 22 = 4 e ¢ dado por G =
(Z/8Z)* = {1,3,5,7}. O grupo de Gal(Q((s)/Q) € {o1,03,05,07}. Além disso, temos que
—1 = 7 e assim seque que 1 = :12, 3 = :13, 5 =5 e 7 = —1. Portanto G ~ (—1,5%).

Caracterizamos o grupo G pela tabela:

Xo | X1 | X2 | X3
=71 14| -1]| o0
T?=1|1|-1]|11]-1|0
=31 31 -1] ¢ | o3
5Y=5| 1| 11| 1|03
Fri 111111

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:

Ho = {05} = (5)
H1 = {0'170'5} ~ <:1,54>
H2 - {0-170-370-5)0-7} = <;1754>

Assim, temos que Ko = Q((g) € firado por Hy ~ (5%), Ky € firado por H, ~ (—1,5%) e Q € fizado
por G. Dessa forma os caracteres associados a Ky sio Hy = G, a Ky sdo Hi = {x0,x2} e a Ky
¢ Hy = {xo}. Agora, para Ky temos que [K; : Q] = 2, e deste modo nas condigoes do Teorema
4.3.2 seque que m = 2. Como Hy ~ (—1,5) seque que |D(K;/Q)| = 2m2" =1 = 2221 — 93,
Portanto |D(K;/Q)| = 23. Para Ky = Q(Cg) podemos aplicar o Coroldrio 4.5.3 e assim seque
que |D(Ko/Q)| = 22" '(m=1) = 2 Portanto |D(Ky/Q)| = 2.

Corolario 4.3.5 O discriminante do subcorpo K = Q(Cor + (') do corpo Q(Cor) sobre Q é
dado por
’D(K/QH — 2(7“71)21"—271.

Demonstragao:
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Temos que
Q(¢2r)
E
QG + G

|gr—2

Q
Como [Q(Cor) : Q] = 271 € [Q(¢ar) : K] = 2 seque que [K : Q] = 2772, Assim, nas condi¢oes
do Coroldrio 4.5.4, temosm =1 —1 e K = Q((or + () # Q(Com), uma vez que Q(Cor + (5t)

‘ — om2mTl-1

¢ o subcorpo real. Assim, o discriminante de K sobre Q € dado por |D(K/Q)

_ r—2__ < ot
20r=12"""=1 " que prova o coroldrio. =

Exemplo 4.3.2 O discriminante do subcorpo K = Q(( + ') do corpo Q((2) sobre Q ¢ dado
por |[D(K/Q)| =271 =1/2.

4.4 Discriminante de corpos de niimeros abelianos

Nesta segao veremos o discriminante de corpos de nimeros abelianos. Para isso, seja K um
corpo de nimeros abeliano. Pelo Teorema de Kroenecker-Weber, temos que o corpo K esta
contido em algum corpo ciclotéomico Q((,,). No caso de corpos de niimeros nao abelianos, nao

temos conhecimento de um processo para o calculo de seu discriminante.

Defini¢ao 4.4.1 Seja K um corpo de niimeros abeliano. O menor inteiro m tal que K C Q((,)

¢ chamado de condutor do corpo K.

Seja Hy o subgrupo do grupo de Galois Gal(Q((,,)/Q) que fixa K. Como Gal(Q(()/Q) ~
(Z/mZ)*, segue que Hg pode ser visto como um subgrupo de (Z/mZ)*. Seja Xk o grupo dos
caracteres associados a K, isto é, o conjunto dos elementos de (Z/mZ)* cujo niicleo contém Hy.
Assim, Xk é um subgrupo de (Zm)*, isomorfo ao grupo de Galois Gal(Q((,)/Q). Portanto
[Q(¢m) = Q] = | Xk|, onde 0 médulo denota o nimero de elementos do conjunto. Para o calculo
do discriminante de K, novamente veremos que a idéia de contagem de quantos caracteres

existem para cada valor do condutor também sera utilizada.

Lema 4.4.1 [15, Lemma 3] Se Ay, As, ..., A, sdo conjuntos e B, = Z |A;, N A, |, para
ix=1,....,n
r=1,...,n ei; <11, entao

n

AL UL U A=) (1B,

k=1
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Demonstracao: A demonstracao serd feita por inducao sobre n. Se n = 1, o resultado é
vdlido. Se n = 2, entdo |A; U Ag| = |Ay, N Ay, | + |Ag, N Ag,|. Para n > 2, suponhamos, sem
perda de generalidade, que Ay N A; = 0, para todo j = 2,...,n. Assim, |[A;U...UA,| =
|A;|+|A2U. .. UA,|. Por hipdtese de indugao, temos que |AU...UA,| = Z(—l)kHCk, onde
k=1
C, = Z AN NA; | parar =1,...,n—1 eix =2,...,n. Mas, como AyNA; =0, para todo
i
J=2,...,n, seque que Z |A;,N...NA;| = Z |A;,N...NA;.|, pois quando iy = 1 temos

1=2,..., ir=1,...,n
n

que A;, V... N A;, = 0. Assim |A;; N...NA; | =0, e portanto, |[A1U...UA,| = Z(—l)kHBk,

k=1
0 que prova o lema. |

Sejam K um corpo de niimeros abeliano contido no corpo ciclotomico Q((,,). Pela Proposicao
3.2.5 temos que Xx C Xg,), € deste modo os condutores dos caracteres de Xk sao divisores
de m. Para o calculo do discriminante de K teremos que determinar o nimero de caracteres
de Xk cujo condutor é d, para cada d divisor de m. O conjunto Xgng(¢,) consiste exatamente
de todos os caracteres de Xk cujo condutor divide d, e deste modo os caracteres de Xi de
condutor d, pertencem a Xgng(c,), cuja ordem é [KNQ(¢y) : Q]. Assim, o niimero de caracteres
de K que tem condutor d é [KNQ(¢,) : Q] — n(d), onde n(d) é o nimero de caracteres de Xx
cujo condutor é um divisor préprio de d. Se [ é um divisor proprio de d, entao [ é um divisor de
d/p, para algum p primo divisor de d. Assim, um caracter y associado a K tem condutor [, se,

e somente se, x € UXKQQ(CWP). Por outro lado, n(d) =| UXKQQ(CWP) |. Assim, o ntimero de
pld pld
caracteres associados a K de condutor d é [KNQ({y) : Q]— | U Xkn(cy,,) |- Logo, pela férmula

pld
do condutor discriminante, temos que se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m,

entao

ID(K/Q)| = [ [ d*, onde az = [KNQ(¢) : Q= | | Xk, |-

dim pld

O nosso objetivo agora é vermos um método para simplificar esta férmula.

Lema 4.4.2 [1}, Lema 3.10] Se d = p*p5* ... p2", entdo

T

| U Xknean 1= D | Xenocym | = D | XkrQ(Caspy ) |+ F (D" Xk ) |
=1

pld 11,12=1

onde 11 < 1.

Demonstragao: Segue do item 2 da Prosi¢ao 3.2.5, do Coroldrio 3.2.1 e do Lema 4.4.1 =
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Teorema 4.4.1 [15, Theorem 1] Se K é um corpo de niumeros abeliano de condutor m, onde

m = pitps? ... pek, entdo
m[K:Q]

IDK/Q)| = 51—

11»"
i=1

(&3]

onde 3; = Z[K N Q(Cmypn) = Q).

n=1
Demonstragao: Seja d um divisor de m, onde d = pi*p ... ptn, com 0 < t; < oy. O niimero

de caracteres associados a K de condutor d €

KNQC) : Q| Xerau, |

pld

onde p € um primo impar. Mas pelo Lema 4.4.2, temos que
KN Q) : Q- | | Xrro,,) 1= Xenee | =D, | Xkrow | = | XK/, 1) | —

pld i 11,12
~(=D)™ | Xkn0(apy..on) 1= Xrnocn) | = | Xxnoy,,) |
- | XKQQ(Cd/ppo) | e T (_]‘)n+1 | XKHQ(Cd/pI...pn) | .
Assim, |D(K/Q)| = Hdad, onde
dlm
aq =] Xxno) | = | Xenecy,) | = | Xnoapp,) | = = D™ | Xknacyp,.om |-

Xkn . o
Dessa forma, |D(K/Q)| = h‘ “ Q“"”', e temos as sequintes possibilidades para hy :
d
dlm

1. Sed=pipl>. . .ptn, onde 0 < t; < oy, parai=1,2,...,k, entdo

n -1, , n (=1)k+1
hg = d (Hpid> <H pipjd> ( H Piy - -Pi,ﬂ)
i=1

ij=1 i onin=1
n |k - k-1
> (1) DY
d D; =1

=1

2. Sed=plp.. .pZ’“, onde t;, = oy, para algum iy e 0 <t; < oy, para i # i1, entao

k -1k k (=Dk
hg = d (sz‘jd> (H pipjd) ( H Piy - - ’pik1d>
j=2

ij=2 i1 i =2
ko1 ot k—2
[ k=1 i
S -1y DY C N
=0 { i=0 ¢
= d D; =1.
i=1
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Analogamente, set;, = a;, tiy = Qtiy, ..., i, = i, onde 0 < t; < oy, para i # iy, s, ..., s

e2<s<k-—2, temos hg=1.

3. 8Sety =y, ti, = Q.o b, = g, onde 0 < t; < oy, para i # iy, 09,...,0s e s =k — 1,

ou seja, d =m/p, para 1 < nay, 1 < j <k, temos que hy = d(p;d)~! = p; '
4. Seti=qy, parai=1,2,... k, ou seja, d =m entao hy = m.
Resumindo, temos

m se d=m,

hg = pi_1 se d=mp, paral <n<aq; el <1<k,

1 sed#Fmed#mp!, paral <n<a; el <i<k.

Assim,
‘XKOQ((d)l IXJKOQ((d)‘ i i |XK0@(CP7_L)| [KQ] k b 7|X]Kr‘|(@(4p7})|
DE/Q| = [Tha " = b [T T P ™ ) =™ TL{ 1L P
dm i=1 \n=1 i=1 \n=1
e | -2 | Xk | e [ - KNQEw) Q)
— m[K:Q]H D n=1 _ m[K;@]H D, n=1
i=1 i=1
ml[K:Ql
k Y
[I»
i=1
onde (3; = Z[K N Q(Cmypn) = Ql, 0 que prova o teorema. n

n=1

Corolario 4.4.1 [14, Coroldrio 3.5] Se K é um subcorpo de Q((yr) com [K : Q] = up’, onde
p € um primo impar, r um inteiro positivo, u um divisor de (p —1) e 0 < j <r —1, entao o

discriminante de K sobre Q é dado por

|D(K/Q)| = pen,

. Sl
onde B ;) = ul[(j + 2)p’ — pjpfl 1 —1.

Demonstragao: Como [K : Q] = up’, seque que o menor inteiro m tal que K C Q((,,) €
m = p’tL. Assim, pelo Teorema 4.4.1, temos que

Kl

ID(K/Q)| = 74—

11»
=1
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j+1

onde 3 = Z[Kﬂ Q(Cmypr) = Q|. Mas, temos que
n=1

j+1 Qj+1 @

D IKNQGmspr) 1 Q=D [KNQ(Gu1ypr) Q=D [KNQ(Gr) : Q).

n=1 n=1 n=0

Como [KNQ(Go) : Ql =1, [KNQ(G) : Q] =u, [KNQ(Ge) : Q =up, ..., [KNQ((p) : Q] =

up™t, para n > 1, seque que

> KNQ(Gr) - Q) = Ttutupt. . up’*up ™ = Tru(ltpt..+p/ 2 4p ) = Tu (pj . 1) :

n=0 p—1
Portanto,

. K:Q pitl upd . (G+1)up’ . i+1)upd — pl=1 . i+1 pi-1 -1

IDK/Q)| = 2— = <Hu(p>j_l) =T — pUtDuw —u(G=) _ pulGH) )
b;
i=1 , . -

_ pu[<j+1>pj—’;’:f +p7—pI]-1 _ pu[<j+2>pj—<f;f:f +p))-1 _ pu[<j+2>pf—%}—17

0 que prova o coroldrio. |

Corolario 4.4.2 [14, Coroldrio 3.6] Se K = Q((am) € um subcorpo de Q((ar) tal que [K : Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 22" '(m=1),

Demonstracao: Se K = Q((om), entdo temos que o condutor de K € 2™ ¢ [KNQ(¢) : Q] =
Q) NQG) Q) = [Q(Gr) : Q = 2, para i > 1 ¢ [Q(Cy) Q] = 1, para i = 0. Assim,

pelo Teorema 4.4.1, temos que

B (Qm)[K:Q]
IDK/Q)| = —5—:
onde .
B = D KNQGrpy) Q=) [KNQ(G): Q)
n=1 n=0
= 1+1+4+2+224... 42m3 4 2m2
= 14+ 2*”2:11—1 —1492m 1 1 =29m1
Portanto,
(2m>[KQ] 2m2m_1 v—
ID(K/Q)| = ST = T = 9(m—1)2 :
0 que prova o coroldrio. |

Corolario 4.4.3 [14, Coroldrio 3.6] Se K # Q((am) € um subcorpo de Q((or) tal que [K : Q] =
21 entio o discriminante de K sobre Q ¢ dado por |D(K/Q)| = 2m2" ' ~1,
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Demonstragao: Se K # Q((om), entdo 2™ € o menor inteiro tal que K C Q(Cym+1). Assim

Q(¢ar)
|
Q(Cam+1)

2

K
|2m71

Q

Como [Q(Com+1) : Q] = 2™ e [K : Q] = 2™, seque que [Q((om+1) : K] = 2. Logo, [Q((y) :
KNQ(¢:)] =2, para todo i € {1,2,...,m}. Assim, [KNQ({y) : Q] = w = ? = 212

para i > 2, e KN Q((i) : Q) = 1, para i = 0,1. Portanto, novamente pelo Teorema 4.4.1,

temos que
(2m+1)[K:Q]
|ID(K/Q)| = s
onde
m+1 m
B = > KNQGmjpr): Q=) KNQ(Gn): Q)
n=1 n=0
= 14+14+14+2+224.  f2m 34 2m2
=24 Sl=gpoml o 1=9m 14,
Assim,
(2m+1)[K:Q} 2(m+1)2’"*1 . o1 ome1_ S
|ID(K/Q)| = ST~ o o(m+1)2 2 1 _ gm2 L
0 que prova o coroldrio. |

Corolario 4.4.4 [14, Coroldrio 3.7] O discriminante do corpo K = Q((,,), ondem = pi'ps? ... ppk,

€ dado por
mem)
IDK/Q)| = =5
prt

plm

Demonstracao: Temos que [Q((n) @ Q] = w(m). Além disso, temos que KN Q(Cm/pg) =
QGn) QG 2) = Qo). Logo, KNQ(C,,,7) : @ = (/). Assim, pelo Teorema 4.4.1,

temos que
mKQl

IDK/Q)| = ——

11"
i=1
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onde

B = Z[K NQ(, 1) - Ql = Z e(m/p}) = o(m/p) + o(m/p}) + ... + @(m/p})
n=1 n=1

= p(pps?.. .piai_l .. pg’“) + o(p]tp3? .. .pf‘i_Q .. pz"“) + . p(tpy? . pi T pzk)

= oM e ps il ) 4 e ) e (st L PR +

+ ()P Ps? . e P - PRE)

= eI ps? PP ) (T 4 e ) 4 ()

= eI ps® . P ) (= VP TP+ o+ (pi— Dpi+ (pi— 1) + 1)

= oI ps? .o L+ (p = DL+ pi+p P T 4 PR

a;—1

= o'y PP P) [1 +(pi — 1) (’;:;_1 )}

= el PP ) (L= 1) =P e s P )

= D o(pst Pl P

_ eyt eyt )

pi—1
_ p(m)
pi—1°
Portanto,
[K:Q] (m)
m m
11 e pr
P
=1 p|m

0 que prova o coroldrio. |

Corolario 4.4.5 [14, Coroldrio 3.8] Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m. Se

KN Q(Gnyp) = Q, para todo primo p divisor de m, entdo
|D(K/Q)| = m@-1,

Demonstracao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que
mEQ

IDIK/Q)| = 57—

11"
i=1

g

onde [3; = Z[K NQ(Cnypr) = Q). Assim, se KNQ(Cnyp) = Q, para todo primo p divisor de m,
n=1
entao [3; = Z[K NQGmypr) 1 Q] = Z[Q Q] = Z 1 = «;. Portanto,
n=1 n=1 n=1
K:Q] K:Q]
m m
. _ . K:Q]-1
[I»
i=1
0 que prova o coroldrio. |
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Corolario 4.4.6 [14, Corolario 3.9] Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m. Se
[K: Q] =p € primo, entao
|D(K/Q)| = m"™".

Demonstragao: Temos que KN Q((nyp) € um subcorpo de K e diferente de K, uma vez que
se KN Q(Cmyp) = K, teriamos que K C Q((myp), 0 que contraria a minimalidade de m. Além
disso, como K : Q] = p € primo, seque que K N Q(Gnyp) = Q. Assim, pelo Coroldrio 4.4.5,
seque que

ID(K/Q)| = mM¥ = mP~,

0 que prova o coroldrio. |

4.5 Discriminante minimo

Nesta secao, veremos alguns fatos sobre o calculo do discriminante minimo de corpos de niimeros
abelianos. Esses resultados serao de bastante utilidade para encontrarmos reticulados algébricos

com maior densidade de centro.

Proposicao 4.5.1 [14, Coroldrio 3.10] Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor m
e [K: Q] = p € primo, entdo o discriminante minimo de K é o menor valor entre p*®=Y ¢
(kp + 1)P~1, onde k € inteiro positivo e kp + 1 é primo.

Demonstragao: Temos que |D(K/Q)| = m?, onde m é o condutor do corpo K. Vamos
procurar o menor inteiro possivel para o condutor m. Se m = pi'p5*...ppk, entdo p(m) =

a1—1 ag—1 ap—1

(p1—D)pi*  (pe—1)p? " ... (p—1)pe* . Temos que plp(m) se, e somente se, p|(p;—1), para
algum i, ou p|p?j71, para algum j. Para que m seja minimo devemos ter m = p* oum = kp+1,
onde kp+1 € primo. Como as extensoes Q(Cxpr1) € Q((p) sao ciclicas, uma vez que p e kp+ 1
s@o primos, seque que elas contém subcorpos de grau p, pois ple(kp + 1) e plo(p?), e assim

seque o resultado. |

Corolario 4.5.1 [14, Corolario 3.11] O discriminante minimo de uma cibica galoisiana € 49.
Demonstragao: O discriminante minimo de uma cubica € o menor elemento do conjunto
{326-D (3.2 + 1)®-V} = {81,49}. Logo, o menor valor possivel para o discriminante de uma

cubica € 49. |

Exemplo 4.5.1 Alguns discriminantes minimos encontrados utilizando a Proposi¢ao 4.5.1,
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para corpos K com dimensao p primo:

p | D(K) |

2 3

3 49

5 14641

7 20124293

11| 6,727499949 x 102

Usando a idéia de contar os elementos do grupo de caracteres associado a um corpo de

nimeros abeliano K temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.5.2 [14, Proposicio 3.1] Se K e L. sao corpos de nimeros linearmente disjuntos

sobre Q, ou seja, [KL : Q] = [K: QL : Q] e D(K/Q) e D(L/Q) sao relativamente primos,

entao
ID(KL/Q)| = |D(K/Q) ¥ D(L/Q) <.
Demonstragao:

Temos o sequinte diagrama

KL

Sejam Xg e X1, os grupos de caracteres associados a K e a L, respectivamente. Pela Proposicao
3.2.5 temos que, o grupo de caracteres Xk, associado ao corpo composto KIL € gerado por
Xk e Xp. Mas, como Xk e Xy, sao abelianos seque que Xxr, € gerado por XxXi. Tomando,
K:Q]=rell:Q]=s, temos que Xx = {X0, X1s---» Xr—1} eX]L = {wo,wl,...,ws 1} Afsz'm,
pela formula do condutor discriminante, temos que D(K/Q) = foi, e D(L/Q) = waj

Por outro lado, temos que xo = o, Xi # V;, para i # j, uma vez que D(K/Q) e D(L/@) sa0
relativamente primos, e x;¥; # Xi¥m, para t # j ou l # m, pois a ordem de XgXy, € rs, jd
que [KL : Q] = [K : Q|IL : Q]. Assim, Xgr = Xg XL = {xi¢;; 0<i<r—1,e0<j <
s — 1}, e seque novamente pela formula do condutor discriminante, que D(KL/Q) = H Fxiw; -

Agora, como D(K/Q) e D(L/Q) sdo relativamente primos, seque que fy, e fy, tambem 5G0
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relativamente primos. Assim fy.4, = fy. fy; € deste modo

r—1 [L:Q] s—1 K:Q]
HfXﬂ/Jj :foquwj = (Hf)a) (Hf%) = |D(K/@>|[LQ]|D(L/@)|[KQ]
%, %, =0 7=0
Portanto,
|D(KL/Q)| = |D(K/Q)|"¥|D(L/Q)|*Y,

0 que Prova a Proposi¢ao. ]
Corolario 4.5.2 [14, Coroldrio 3.12] Se m e n sao relativamente primos, entdo

ID(Q(6inn) /Q)| = | D(Q((n) /Q) 7™ D(Q(¢n) /Q)[#™)

Demonstragao: Sejam X,,, X,, e X, 0s grupos de caracteres associados a Q((n), Q(¢n) €
Q(Cmn), respectivamente. Como m e n sdo relativamente primos, seque que X, N X, = {xo}-
Por outro lado, o grupo gerado por X,, e X,, € Xp,. Assim, os corpos Q((n) € Q(¢,) sao
linearmente disjuntos e Q((n)Q(Gn) = Q(Cmn). Assim, pela Proposicao 4.5.2, temos que

DQG)/Q)] = [D(QGn) QI D(Q(G,) /)2
= ID(QGn)/Q) M D(QG) /)™,

0 que prova o coroldrio. n

Teorema 4.5.1 [1], Teorema 3.5] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

m = pl'ps? ... ppk, entao
Kl

k
e(m)

Demonstracao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que

< |D(K/Q)] < m<-,

K:Q]
ID(K/Q)| = —,
Hp/
=1
onde 3; = Z[K N Q(Cmypn) = Q). Como
n=1
=2_[0:Q<pi= Z[Km@ Gnfo) Z (Gmppp) : Q= ) (m/p}) ;:(m)p
n=1 n=1 n=1 n=1 v
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seque que
mK:Q mK:Q mKQ ., [KQ

! e _ Q-1
pr(m) HP/ HPE’”

m

Portanto,
[K:Q]
m Q|-
- < |D(K/Q)| < m<@-1,
[T»e™
i=1
0 que prova o teorema. |

Teorema 4.5.2 [1], Teorema 3.6] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

m = pl'py? ... pyF, entao
m(l—%)[K:Q} < ’D(K/QN < m[K:Q]fli

Demonstracao: Pelo Teorema 4.4.1, temos que

IDK/Q)| =

11»"
i=1

(&3]

onde (3; = Z[K N Q(Cmypr) : Q). Por outro lado, temos que

n=1
- < SK:Q oK:Q
0= Y100 < A= Y KN Q) @) < Y Y BT
n=1 n=1 —t p p
e deste modo
mK:Ql mKQ  KQ] B mKQ o
— = m :
a; [ K: 3 i
sz‘ [K-Q]/p Hpi Hpi
=1 i=1 i=1
assim o o
mK:Ql _ mKQl _,G-DKg)
k m[K:Ql/p )
a; [K:
sz‘ [K:Q]/p
i=1
e portanto
m(l_%)[KiQ} < |D(K/Q)| < Tn[]K:Q]—l7
0 que prova o teorema. .
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Corolario 4.5.3 [14, Teorema 3.7] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor m, onde

— 1,02 (893 5
m=p;' Py ...p,", entao

K:Q] L
mazx —;n ,mI AL < |ID(K/Q)| < m@-1,
[Tri™
\ =1 /
Demonstragao: Seque dos Teoremas 4.5.1 e 4.5.2. |
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Capitulo 5

Reticulados

5.1 Introducao

Os reticulados tém se mostrado bastante tteis em aplicacoes na Teoria das Comunicagoes. In-
tuitivamente, um reticulado no R™ é um conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.
Deste modo, no presente capitulo faremos um estudo sobre reticulados no R", explicitando
alguns reticulados construtivos conhecidos na literatura, e a obtencao de reticulados via o
homomorfismo canonico. Nas Secoes 5.2 e 5.3 apresentamos os conceitos de reticulado, empa-
cotamento esférico, densidade de empacotamento e densidade de centro. Em seguida, na Secao
5.4 veremos o homomorfismo canodnico, e através dele obtemos um método de gerar reticulados
no R™. Os reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel dos inteiros de
um corpo de nimeros. O grande desafio é encontrar o anel dos inteiros de qualquer corpo de
nimeros, uma vez que sao conhecidos apenas o anel dos inteiros dos corpos quadraticos e dos
corpos ciclotomicos. Na Secao 5.5, faremos o estudo em particular de reticulados de posto 3
utilizando as cubicas reais e as abelianas. Neste capitulo utilizamos as referéncias [3], [5], [16],

[17], [18] e [19].

5.2 Reticulados

Nesta secao apresentamos o conceito de reticulados, enfocando suas principais propriedades.

Definicao 5.2.1 Sejam K um corpo, R C K um anel, V um espago vetorial de dimensao

finita n sobre K e {vy,...,v,} vetores de V' linearmente independentes sobre K, com m < n.
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O conjunto dos elementos de V' da forma

m
{x = Zawi, com a; € R} ,

=1

¢ chamado reticulado com base 3 = {v1,...,v,} e serd denotado por Ag.
Observacao 5.2.1 FEstamos interessados nos casos em que K=R, R=7Z,V =R" e m = n.

Definicao 5.2.2 Seja = {v1,...,v,} uma Z-base do reticulado Ag C R". O conjunto

P5:{$€Rn$22)\z@l,0§>\l<1},

i=1

¢ chamado regiao fundamental de Ag.

Exemplo 5.2.1 Temos que Ag = Z* ¢ um reticulado gerado pelos vetores v = (1,0) e vy =

(0,1) com regigo fundamental descrita na figura abaizo.

e o o o e o o o
e o o o e o o o
e o o o e o o o
o o o

—e—0—0—
o o o
o o o
o o o
o o o

72

Exemplo 5.2.2 Temos que Ag = {(a,b) € Z* a+b = 0(mod2)} é um reticulado gerado pelos

vetores v1 = (2,0) e vy = (1,1) com regidgo fundamental descrita pela figura abaizo.
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Observacgao 5.2.2 Seja Ag um reticulado do R™ com base 3 = {vy,...,v,}. Secy,...,cn sGo

elementos quaisquer de Ag, entao ¢; = E a;;vj, com a;j € Z. Assim, temos que {c1,...,c,} €
j=1
uma base de Ag se, e somente se, det(a;j) € um elemento inversivel de Z.

Definicao 5.2.3 Seja A C R™ um subgrupo. Se ANK € finito, para todo subconjunto compacto

K do R™, entao A é chamado discreto.
Exemplo 5.2.3 Temos que Z" é um subconjunto discreto do R™.

Lema 5.2.1 [5, Lema 2.6.1] O conjunto dos pontos de um reticulado A no R™ € discreto.

Demonstracao: Seja {vy,...,v,} uma base do reticulado A. Temos que as condi¢oes(z,ve) =
0,...,{(x,v,) = 0 fornecem um sistema linear com n — 1 equagdes lineares homogéneas e n
incognitas. Como este sistema tem uma solugdo nao nula, seque que existe um vetor x ortogonal
aos vetores vy, ..., v,. Se (x,v1) =0, entao o vetor x seria ortogonal a todos os vetores do R™,
o que € impossivel. Assim, (x,v1) # 0. O vetor sy = [1/{x,v1)]/x também ¢é ortogonal a
todos os vetores vg, ..., v, € (s1,v1) = 1. Deste modo, para todo 1 < i < n, podemos escolher
um vetor s; tal que (s;,v;) = 1 e (sj,v;) # 1, para i # j. Agora, suponhamos, que o vetor
z=a121+ ...+ anz, de A, com a; € Z,i = 1,2...,n, pertence a uma bola de raio r. Como

ap = (z, sx), pela inequagdo de Cauchy-Schwartz, seque que
larl] = 11{z, si) | < [l2][llskl] < rllskll,

onde r||sk|| nao depende de z. Portanto, ezxiste um nimero finito de possibilidades para ay, e o

conjunto de todos os z € A tal que ||z|| < r € finito. ]
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O préximo teorema diz que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R”, ou seja,

por uma Z-base do reticulado dado.

Teorema 5.2.1 [3, Theorem 1, p.53] Se A é um subgrupo discreto do R™, entdo A € gerado
como um Z-modulo por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.
Demonstragao: Sejam 3 = {vy,...,v.} um conjunto de vetores de A que sao linearmente

independentes sobre R, onde r € o maior possivel com r < n, e

Pg:{xeR”:x:Zaivi,Ogaigl}

i=1
o paralelepipedo construido a partir destes vetores. Temos que Pg € fechado e limitado, logo

Ps € compacto. Agora, como A € discreto, seque que Pg N A € finito. Tomando x € A,

pela maximalidade de r, seque que {x, vi,...,v.} € linearmente dependente. Assim, existem
T

N ER,i=1,...,7r, nao todos nulos, tal que v = Z Aiv;. Para cada j € N, seja
i=1

T

;= jr — Z[j)\i]vi € A, (5.1)

i=1
onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

T

ri =7 A= > [Aivi =Y (A — [iA]v € PunA.
=1

i=1 i=1
Deste modo, tomando j =1 na Equagao (5.1) obtemos que

r

T =T — Z[)\i]%‘, ou seja, T = x1 + Z[M%
=1 =1
Assim, como x1 € P,NA e este € finito, seque que A € finitamente gerado como um Z-mdodulo.
Por outro lado, do fato de P, N A ser finito e N ser infinito, existem inteiros j e k, tais que

r; = xx. Da Equacdo (5.1), seque que v; = xp = jo — Z[j/\i]vi = kx — Z[k‘)\i]vi —

i=1 =1

T T

(G = ke = 3 ([A] = Ao = (G = k) DA = 3 (UA] = A = (G = WA =

o | i=1 N A — [EA i=1
A = X = & = 2

por um numero finito de elementos, que sdo combinacoes lineares com coeficientes racionais

, ou seja, \; € Q. Assim, A é gerado como um Z-mddulo

dos vis. Seja d # 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dA.

,
Temos que dA C ZZ%- Dai, pelo Teorema 1.2.2, seque que existe uma base {s1,...,s,} do
i=1
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Z-modulo Z Zv; e inteiros «;, tal que {181, ..., q.8,.} gera dA sobre Z. Como o Z-mddulo dA
i=1

I

tem o mesmo posto de A e como ZZ%’ C A, seque que o posto de dA > r. Pela mazximalidade
i=1

de r decorre que o posto de dA ér e 0s as sao nao nulos, pois caso contrario dA nao teria posto

r. Assim os sis sao linearmente independentes sobre R, uma vez que {vy, ..., v.} € linearmente
independente sobre R. Portanto, dA € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R

e consequentemente A também € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R. =

Observacao 5.2.3 Segue do Teorema 5.2.1 que um subconjunto discreto do R™ é um reticulado.

5.3 Empacotamento esférico

Nesta secao apresentamos os conceitos de empacotamento esférico, densidade de empacota-

mento e densidade de centro, relacionando-os e enfocando algumas das principais propriedades.

Definicao 5.3.1 Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é
uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a intersec¢ao de quaisquer duas
esferas tenha no madximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o

conjunto dos centros das esferas e o raio.

Um problema cldssico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de
esferas identicas no espacgo Euclidiano n-dimensional de forma que a fragao do espago coberto
por essas esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao euclidiana do 18
Problema de Hilbert, proposto em 1900.

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de
Shannon, onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este
resultado diz que para transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C' (simbolos por segundo),
chamada de capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto
se deseja através de cddigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos da
relagdo sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco étimo para um canal com ruido gaussiano branco
(AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de uma es-
fera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu

o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da Informacgao.
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Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no espaco euclidiano n-dimensional

com densidade de empacotamento esférico A satisfazendo

A )

iy 27171 )

onde £ é a funcao zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
—logaA > —1. (5.2)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar codigos corretores de erros para construir empacota-
mentos esféricos densos no R”, e Conway e Sloane provaram que reticulados satisfazendo a cota
de Minkowski, dada pela Equagao (5.2) sdo equivalentes a cédigos atingindo a capacidade do
canal.

Dentre os métodos de geragao de reticulados, o homomorfismo de Minkowski apresenta ca-
racteristicas interessantes. Usando Teoria Algébrica dos Numeros, Craig reproduziu o reticulado
de Leech Ay através da representagao geométrica de um ideal do anel dos inteiros de Q((s).
Com o mesmo método, ainda obteve a familia A" em dimensées n = p — 1, através de Q((,),
onde p é um numero primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtencao de
reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipuldveis. Lembramos que os
reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de empacotamento.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos da nocao de volume. O
volume no R" é bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R-espaco V' através do
isomorfismo natural entre R™ e V, e definido por meio de uma base {vy,...,v,}. Além disso,
é possivel restringir a subconjuntos C' de V' que sao reunioes finitas da regiao fundamental,

usando apenas as seguintes propriedades de volume.
1. vol(xz + C) = vol(C), para todo x € V.
2. vol(yC) = ~"vol(C), para todo v € R, v > 0.

3. Se CNC" =10, entao vol(C'UC") = vol(C) + vol(C").

Defini¢ao 5.3.2 Sejam {vq,...,v,} uma base de um reticulado A C R™ e P, a sua regiao fun-
damental. Se v; = (Vi1,Vig, ..., Vin), para i = 1,2 ... n, entao o volume da regiao fundamental

Py, denotado por vol(P,), € definido por
vol(P,) = |det(B)],
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onde

V11 V12 -+ Vin

Vo1 Va2 -+ U2
B =

Un1 Up2 -°° Unn

Proposicao 5.3.1 [3, Lemma 1, p.55] O volume da regiao fundamental independe da base do
reticulado.

Demonstracao: Sejav = {vy,...,v,} uma base de um reticulado A CR"™. Se s = {s1,...,5,}

€ uma outra base de A, entao, s; = E Q;jV;, com oy € L. Assim,
Jj=1

vol(Ps) = | det(ay;)|vol(P,).

Como a matriz de mudanca de base (o;;) € inversivel, seque que det(cy;) = £1. Portanto,

vol(Ps) = vol(P,). ]

Observacao 5.3.1 Sendo 3’ uma outra base para Ag, seque que vol(Ag) = vol(Ag ), pois B e
G diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Deste modo, podemos

definir o volume de Ag como o volume de uma regiao fundamental.

Defini¢ao 5.3.3 Seja § = {v1,v9,...,v,} uma base de um reticulado A C R™. O volume do
reticulado Ag € definido por vol(Ag) = vol(P,).

Definicao 5.3.4 Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos

centros das esferas formam um reticulado Ag de R™.

Exemplo 5.3.1 Empacotamento do reticulado Ag = 7.
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Definicao 5.3.5 Dado um empacotamento no R™, associado a um reticulado Ag, com [ =
{v1,..., v} uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento como a propor¢io do

espaco R™ coberta pela unido das esferas.

Estamos interessados nos empacotamentos associados a um reticulado Ag em que as esferas
tenham raio méaximo, onde consigamos cobrir a maior area possivel. Para a determinacao deste
raio, observe que fixado k£ > 0, a intersec¢do do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o
reticulado Az é um conjunto finito, de onde segue que o nimero Ag,, = min{|A\|; A € Ag, A # 0}
estd bem definido e (Ag,)? ¢ chamado de norma minima. Observamos que p = Ag, /2 ¢
o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Az e obter um
empacotamento. Dessa forma, o estudo dos empacotamentos reticulados é equivalente ao estudo
dos reticulados.

A densidade de empacotamento de um reticulado Ag é definida por

Volume de uma esfera de raio p

A(Ag) =
( p ) Volume do reticulado

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que o seu volume é dado

por
val(B(p)) = vol(B(1))p",

onde vol(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim, a densidade de empacotamento é

dada por

V22

A(Ag) = vol(B(l))wlp( i

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de

centro, que é dado por
n

6mw=wﬁMy

Exemplo 5.3.2 Seja Ag = Z* um reticulado do R? gerado pelos vetores (1,0)e(0,1). Temos
que o raio de empacotamento € p =1/2, e vol(B(1)) = n.1 = m. Assim, o volume do reticulado

évol(Ag) =1, a densidade de empacotamento é

p’ 1
= T— =

T
.UOZ(AB) 4 4

A(As) = vol(B(1)
e a densidade de centro é 6(Ag) = 1/4.

Exemplo 5.3.3 Seja Ag = Z™ um reticulado do R™, gerado pelos vetores v; = (1,0,...,0),

0,1,...,0),...,v, = (0,0,...,1). A forma quadrdtica |v|* 22 + ...+ 22 assume o valor
q 1 n
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1
minimo quando x; = 1 para algumi=1,...,n, e 0s demais sao nulos. Assim |v|> =1 e p= 3
Visto que v(Ag) = |
1
portanto, §(Ag) = on

det B|, e B neste caso é a matriz identidade, temos que o vol(Ag) =1, e

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Az do R"™ é encontrar um
empacotamento com maior densidade. Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas
inteiras da reta formam um reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possivel

dada por A = 1. Neste caso as “esferas” sao intervalos como podemos ver na figura abaixo.

esfera
——
o—| o | e
-1 0 1

A resposta também é conhecida para dimensao dois, o reticulado hexagonal com base

= {(1,0), (=2 Y3l e p =160 de maior densidade, dada por A = T 5 0,9069. O
8= {10, (=5, )} e p e

27 2 2

empacotamento deste reticulado é dado por

Em dimensao trés Gauss mostrou em 1831 que o reticulado denominado face — centered —

cubic, denotado por fce (pilha de laranjas ou bala de canhdes) é o empacotamento com maior
0
densidade), sendo A = — =~ 0, 7405.
V18

J& para dimensoes n > 4 conhece-se apenas algumas densidades de determinados empacota-
mentos, mais ainda nao se sabe qual a melhor densidade. O empacotamento mais denso conhe-
cido é o reticulado denominado checkerboard D,. Analogamente ao anterior, este reticulado

consiste de todos os pontos (z,y, z,w) € R?* tais que x + y + 2z + w = 2k, com z,y, z,w, k € Z.

5.4 Reticulados via corpos de numeros

Nesta secao descrevemos o método de Minkowskt, que consiste na obteng¢ao de um homomor-
fismo de um corpo de nimeros K no R”, de modo que a imagem de um ideal nao nulo do anel

dos inteiros Ix(Z) por este homomorfismo é um reticulado de posto n no R".
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Para isso, seja K um corpo de ntimeros de grau n. Temos que existem n monomorfismos
distintos o; : K — C, uma vez que o polinémio minimal de um elemento primitivo de K sobre
Q tem somente n raizes em C. Assim, o; é chamado real, se 0;(K) C R, caso contrario, o; é
chamado imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais o corpo K é chamado total-

mente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios o corpo K é chamado totalmente

imaginario.
Se o : C — C ¢é a conjugagao complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que a o 0; = oy,
para algum 1 < k£ < n, e que 0; = oy se, e somente se, 0;(K) C R. Assim, usando 7

para denotar o nimero de indices, tal que ¢;(K) C R, podemos ordenar os monomorfismos
o1,...,0, de tal modo que oy,...,0, sejam os monomorfismos reais e que 0y, yr,4j = Or 1,
para j =1,...,79. Assim n—r; é um nimero par e deste modo podemos escrever 1 + 2ry = n.

Dai, para cada x € K, temos que o homomorfismo o : K — R™ definido por
O—K(-T) = (0—1(37)7 s 70r1+T2(x)) € R™ x RQTQ?

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canonico de K em R™ x
R?2. ou homomorfismo de Minkowski. Geralmente identificamos R™ x R?*"2 com R”, e este

homomorfismo pode também ser visto como

UK(*T) = (01(37)7 s Oy (.75), §R0r1+1($), %07"1-1-1(3:)7 s 7§ROT1+T2 (ZL‘), %01"1-&-7“2(3:))7

onde R(x) e J(z) representam, respectivamente, as partes real e imaginaria do niimero complexo

Z.

Exemplo 5.4.1 Sejam K o corpo quadrdtico dado por K = Q(v/=7), e {o1,02} 0 grupo dos
Q-monomorfismos de K em C, onde o1(a +byv/—7) = a+by/—=7 e o3(a+b/—T7) = a — by/—T,
com a,b € Q. Como K € totalmente imagindrio temos que, 11 = 0 e ro = 1. Assim, para

r=a+b/-T7 €K, coma,beQ, temos ox(z) = (Ro1(x), So1(z)) = (a,b).

2mi

Exemplo 5.4.2 Sejam K o corpo ciclotomico dado por K = Q((5), onde (s = €5 e {01, 03,

o3, 04} 0 grupo dos Q-monomorfismos de K em C. Como K é um corpo totalmente complezo,
temos que s =0 e t = 2. Os 4 monomorfismos sio dados por o1((5) = (s, (2(C5) = ¢, () =
G, 04(¢) = (5. Sex = a+bls + 2+ dE + el € K, coma, b, c,d, e € Q, temos que

ox(x) = (Roy(z), Soy(x), Roe(z), Soa(x)).

Uma das aplicacoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R™, onde os princi-
pais parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos nimeros, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos seguintes resultados.
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Proposicao 5.4.1 [3, Proposition 1, p.56] Seja K um corpo de nimeros de graun. Se M C K

¢ um Z-mdédulo livre de posto n com Z-base (x;)1<i<n, entdo
1. og(M) € um reticulado no R™,
2. vol(og(M)) = 27"2|det(0;(x;))].

Demonstragao:

1. Para cada i fixo temos que

UK(SQ) = (01(%’)7 . ;Url(xi)7 §R0'r1+1(xi); %UrlJrl(Q;i); e 7§R<7rl+r2(5€z')7 %0r1+rz(l’i))y (5-3)

onde R e & denotam, respectivamente, as partes real e imagindria do numero complexo x;.
Agora, tomamos a matriz que tem a i-ésima coluna dada pela Equagao (5.3), e calculamos
o seu determinante d. Como

R(z) — %(z—i—?)

1
S(z2) = —=(z—7%
() = 3(:-2)
para z € C, e fazendo transformacgoes elementares no determinante, a saber, a adi¢ao da

(s+21)-ésima linha a sua anterior e em sequida a subtragdo da (rq+ 20— 1)-ésima coluna

a sua posterior, para l =1,... 19, seque que
o1(zy) o1(z;) o1(z)
02(1‘1) 0'2(&72') 0'2({1371)
Ory (xl) Ory (%) Ory (In)
d=1| R(os41(z1)) R(ory+1(:)) R(osy11(2n))
S(ori+1(21)) S(ory11(2i)) S(ori+1(2n))
R0 47y (1)) R(Try 4y (7)) R(0ry 41y (T0))
(0,11, (21)) S0y 1y (i) S0y 1, (T0))
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o1(x1) o1(Tn)
oa(x1) o2(Tn)
2 ro o, (21) Oy (Tn)

() (&)

1

Ory11(21) + 01 (1)

op+1(71) = 0741 (71)

Ory+ry (xl) + Ory+ry ($1)

Ori+rg (.1'1) = Ori+rg (xl)

Ori+1(Tn) + 1 (T0)

0ri+1(Tn) = O 11 (2n)

Oyt (Tn) + Oy oy (T)

Ori+ro (.I‘n) = Orq4rg (l‘n)

o1(z1) o1 (x;) o1(Tn)
oa(z1) oa(zi) oa(n)
T T oy (1) O, (73) Oy (T)
ISR
~(3) " (3) 2| onl) o onn@) o ot
ori41(21) Ory41(Ti) Ory+1(Tn)
Ori+ry (.1'1) Ori+ry (wl) Ori+ry (l’n)
Ori4ry (x1> Ory4ro (xl) Ory4ry ((L‘n)
o1(z1) o1(z;) o1(Tn)
oo(11) oo(x;) 02(Tn)
B ( 1 )t Opy (1'1) Or, (xz) Orq (l’n)
2 Or41(21) Ory+1(2) O 1(Tn)
Or+2(21) Ory+2(2i) Ory+2(Tn)
Or142rg (331) Or142rg (IZ) Ory+2ry (SL‘n)
= (2i) "™ det(0;(z;))-
Assim, d = (2i) " det(o;(z;)), para i,j = 1,...,n. Como (x;)1<i<n € uma base de K

sobre Q, segue da Proposicao 1.7.3 que det(o;(x;)) # 0, e portanto, d # 0. Assim, os
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vetores ox(x;) do R™ sdo linearmente independentes e geram ox (M), ou seja, ox(M) €

um reticulado do R™.
n
2. Se{xy,...,x,} € uma Z-base de M, entao m = Zaimi, com a; € 7, e assim, m € M.
i=1

Logo, ox(m) = ZCMO'K(SC@'), com a; € 7, ou seja, ox(M) = {Z a;ox(z;); a; € Z}.
i=1 =1

Portanto, vol(ogx(M)) = |d| = 27"2|det(0:(x;))|. .

Exemplo 5.4.3 Se K = Q(v/7), entio seu anel dos inteiros é Z[\/7] e {1,\/T} é uma Z-base.

Como K € totalmente real, seque que ro =0, e assim

= |det = 2V/7.

vol(ox (Z[V7]) = |det -

O'Q(].) 0'2(
Portanto, a imagem do homomorfismo canonico ox(Z[\/T]) C R? é um reticulado de posto 2

do R?, cujo volume é 27,

Exemplo 5.4.4 SeK = Q(v/—7), entao seu anel dos inteiros é Z {

¢ uma Z-base. Como K ¢é totalmente imagindrio, seque que ro = 1, e assim

14+ v/=7
vol(ox(Z [14_—\/__7}) _1 det ! 2 = 1\/7

2 2 ) 1—+—=T7 )

7] 4]

2

147

Portanto, ox(Z { 5

1
]) C R? € um reticulado de posto 2 do R? com volume §ﬁ

Exemplo 5.4.5 Se K = Q((5), onde (5 = €5, entio seu anel dos inteiros é Z[Cs) e {1,(5} é

uma Z-base. Como K € totalmente imagindrio, seque que ro =1, e assim

vol(ox(Z[(s]) = % det ZIEB 21225; —% det 1 ?
2 2\65 5
1] 1 /5 1  2vb 1
~ 332 (‘5*7)'—5“5

Portanto, a imagem do homomorfismo canonico ox(Z[\/5]) ¢ um reticulado de posto 2 no R?,

cujo volume € -

Proposicao 5.4.2 [3, Proposition 2, p.57] Sejam K um corpo de nimeros de graun e D(K/Q)
o discriminante de K sobre Q. Se Ix(Z) é o anel dos inteiros de K, A um ideal nio nulo de

Ix(Z) e ry o nimero de monomorfismos imagindrios, entao
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1. ox(Ix(Z)) € um reticulado com volume vol(og(Ix(Z))) = 27| D(K/Q)|z.
2. ox(A) é um reticulado com volume vol(og(A)) = 27| D(K/Q)|2 N (A).
Demonstracgao:

1. Temos que Ix(Z) € um Z-mdodulo livre de posto n. Assim pela Proposi¢ao 5.4.1 seque que
ok (Ix(Z)) € um reticulado do R™ e vol(ox (Ix(Z))) = 27| det(0i(x;))|, com {x1,...,z,}
uma Z-base de Ix(Z). Pela Proposi¢io 1.7.3, temos que D(K/Q) = det(o;(z;))?, e assim
seque que vol(og(Ix(Z))) = 27| D(K/Q)|z.

2. Analogamente, temos que ox(A) € um reticulado do R™. Como Ix(Z)/A ¢é isomorfo a
ox(Ix(Z))/ox(A), seque que ox(A) € um subgrupo de ox(Ix(Z)) de indice N(A). Além
disso, como um dominio fundamental de ox(A) € a unido disjunta de N(A) cdopias de um

dominio fundamental de ox(Ix(Z)), seque que vol(ox(A)) = 22| D(K/Q)|2N(A). ]
Defini¢ao 5.4.1 O reticulado ox(A) € chamado de realizacao geométrica do ideal A.

Observacao 5.4.1 Segue das Proposicoes 5.4.1 € 5.4.2, que a densidade de centro do reticulado

ox(A) é dada por yre
(o (A)) = i . 5.4
() |DK/Q)[zN(A) o4

Proposicao 5.4.3 [17, p. 225] Se K é um corpo de nimeros e x € K, entao

|0K(x)|2 = cx.T'rio(2T),

onde
1, se K for totalmente real, ou seja, ro =0,
CK — 1
50 € K for totalmente imagindrio, ou seja, r1 = 0.

Demonstragao: Seja K um corpo de nimeros de graun tal que r1+2ry = n. Como ox(z) € R™,
seque que

log(2)]? = (o1(2))* + ... + (0, (1)) + R(op11(2))% + S(op1(2)2 + oo+ R0y 4y (7)) +
S(0r 41, (2))%.

Observe que R(oy(2))? + S(op(2))? = or(x)op(x) = 01(2T), para ri +1 < k <1y +r9. Logo,

lowc(2)* = (01(2))* + - .- + (07, (2))? + 0011 (2T) + -+ + Oy, (2T).
Assim, se ry =0, entdo
|0K($>|2 = UI(IE> +e oy, (ZL’E) = O'T2_|_1(.l’f) +eeet O-T2+T2(xj>7
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uma vez que, sendo & a conjuga¢ao complexa, temos que
01y (2T) = (70 0,)(47) = 0 (a7),

para j =1,...,719. Logo,

2ok (x)]> = 01(3T) + -+ + 00, (2T) + T2 (3T) + -+ + Opyiy (2T) = > 03(7T),
=1

e como o0s 0;(xT) sdo o0s conjugados de xT, seque que

1
ok (2)]* = §T7‘K/@(IT)-

Analogamente, se ro = 0, entdo
low(2)]* = (01(2))* + -+ + (o0, (2))?,

€ Ccomo

oi(x) = (7 0 0)(x) = 0:(7)

seque que 0;(2T) = 04(2)04(T) = o4(x)oi(x) = (04(2))? e assim, |ox(z)]? = o1 (2T)+. . .40, (2T).

Portanto,

lox(x)]> = Z 0,(2T) = Tryo(2T).

Exemplo 5.4.6 Se K = Q(\/7), pelo Teorema 1.8.1, temos que o seu anel de inteiros é Z[\/7],
e pela Proposicio 2.4.1 seque que D(K/Q) = 28. Logo, dado x = a + b\/7 € Z[\/T], obtemos
que xT = a? + 2ab\/T + Tb%. Assim,

‘UK($)|2 = TT]}QQ(SL’LE) = 2(@2 + 7b2),
e esta forma quadratica assume valor minimo 2 quando a =1 e b= 0. Portanto,

5(ox(Z[VT])) = 4%/? ~ 0,09449.

Observagao 5.4.2 Se K é um corpo de nimeros e A € um ideal nao nulo do anel dos inteiros

Ix(Z), entdo o raio de empacotamento do reticulado ox(A) pode ser reescrito da forma:

plox(A)) = %minﬂaK(x)\, reA x#0} = %min {\/CKTTK/Q(QZT), reA x# O} .

Fazendo t 4 = min{Trgg(2T), x € A, v # 0} temos que:
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1. Se K ¢é totalmente real, entao

Y
o ()

5(ox(A)) = - -

IDK/Q)>N(A)  [D(K/Q)]>N(A)  |D(K/Q)|zN(A)

2. Se K é totalmente imagindrio, entao

N %tAn 2%75% ti

O L e |
) ID(K/QQI%N(A) ID(K/Q)[zN(A)  |D(K/Q)2N(A)

] tﬁ t_A)%

(V- 45 _ G .
Q) ZN(A)  [D(K/Q)]2N(A)

Portanto a densidade de centro é a mesma para ambos os casos.

Exemplo 5.4.7 Se K = Q(i), entao o seu anel dos inteiros é Z[i] e D(K/Q) = —4. Logo, dado
x = a+bi € Zi|, temos que 2T = (a+ bi)(a — bi) = a* — abi + abi + b* = a® + b, Trgo(2T) =
2(a* +b%) eta =2, paraa=1eb= 0. Portanto,

(o (Z[i])) = G _G) _1_ 0,25.

5.5 Reticulados de posto 3

Nesta secao veremos a construcao de reticulados de posto 3 no R?® de 2 maneiras. Na primeira
partimos de um polinomio irredutivel de grau 3 que possua as 3 raizes reais. Na segunda
partimos de uma extensao ctbica galoisiana dos racionais que esta contida numa extensao p-
ciclotomica. Em ambos os casos explicitamos alguns fatos sobre o reticulado obtido, e através
do primeiro método conseguimos obter o reticulado que possui a maior densidade de centro

conhecida.

5.5.1 Cubicas reais

Sejam f(z) = 2%+ az? + bz + ¢ um polindmio com coeficientes inteiros e «, 3 e 7 as raizes reais
~ . . ! . ,

de f. Temos que «, 3 e 7y sdo reais se, e somente se, a derivada f (z) possui duas raizes 1 e s,

reais distintas, e f(z1) e f(x2) tenham sinais distintos, ou seja, f(z1) < 0 < f(z2). Podemos

escrever este resultado da seguinte maneira:
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Proposicao 5.5.1 [16, Lema 1] Se f(x) = 2* + ax* + bz + ¢ € wm polinémio com coeficientes

inteiros, entio suas raizes o, 3 e v sao reais se, e somente se a®* —3b > 0 e /(a? — 3b)3 >

2a3—9ab+27¢ |
B e I

Demonstragao: Seja f(r) = x* + ax® + bx + ¢. Temos que a sua derivada € dada por

—a—v/a?-3b —a+va2-3b
3

/ , ~ 3
[ (z) =32 +2ax + b, e suas raizes sao x; = 3 e xg = . Assim a®> — 3b deve

ser um numero positivo. Aplicando x1 e x5 no polindmio f(x), obtemos

flzy) = (@)3+a(—a—ém)2+b(—a—\ém)+c

= 5(2a* 4 2Va? — 3ba® — 9ab — 6/(a? — 3b)b + 27¢)
> (2a® 4 2(a® — 3b)\/(a® — 3b) — 9ab + 27¢),

e deste modo f(x1) > 0 se, e somente se y/(a® — 3b)3 > 20‘3+ab+27c. Analogamente, para x4

obtemos

flag) = (Fotva’=ib)3 | g(—atyaShy> 4 p—abyaTShy 4

(
= 5(2a® — 2v/a® — 3ba* — 9ab + 6/(a? — 3b)b + 27¢)
= 5(2a® — 2(a® — 3b)+/(a® — 3b) — 9ab — 27c),

27

e deste modo f(x2) < 0 se, e somente se \/(a? — 3b)3 > —w. Portanto,

2a® — 9ab + 27¢
2

(a2 — 3b) > | B

Corolério 5.5.1 [16, Coroldrio 2] Se f(x) = 2*+ax®+bx+c € um polindmio com coeficientes
inteiros, entdo suas raizes o, 3 ey sdo reais se, e somente se a®>—3b > 0 e ¢(27c+4a’ —18ab) <
b%(a® — 4b).

Demonstracao: Considerando o desigualdade /(a? — 3b)3 >| w | da Proposicao

5.5.1 e elevando ambos os membros ao quadrado obtemos

2a® — 9ab + 27¢

(a® — 3b)* > ( 5 )2
Logo
& — 9ath + 2702 — ITH > 4a% — 36a*b + 108a’c +4816L2b2 — 486abc + 729027
€ assim

108a%h? — 1086 — 81a%h? > 108a’c — 486abe + 729¢2.

Deste modo,

27a*b* — 108b® > ¢(108a® — 486ab + 729c¢),

130



e dividindo ambos os membros por 27 obtemos que
b?(a® — 4b) > c(4a® — 18ab + 27c).
|

Se a, B3 e 7y sao raizes reais do polindmio moénico f(x) = x® +ax?+ bx + ¢, entao pela relagao
de Girard obtemos que
a+fB+y=—a
aff+ay+[y=>b
afy = —c.
Sejam vy, vy e vz vetores do R3 que geram um reticulado A do R?, onde v; = (o, 3,7),v2 =

(7, a, B) e vg = (8,7, a). Assim, o volume do reticulado é dado por

vol(A) = |det(M)|,

onde
a B oy
M=17v a p
b v «a
Logo, a densidade de centro de A é dada por
7 3
5(A) = P P

" vol(A)  |det(M)]’

onde p é o raio de empacotamento de A, que é dado por p = %min{|>\|, A€ N N#0}
Lema 5.5.1 [16, Lema 3] O determinante da matriz M definida acima é dado por
det(M) = —a(a® — 3b).

Demonstragao: Temos que det(M) = o+ 32+~ —3aBy. Por outro lado, como a+ 3+~ =
—a, seque que

o’ + 37+ 9" +2(af + ay + B7) = a, (5.5)
e desta forma obtemos o + % + v = a®> — 2b. Multiplicando o lado direito da Equacao (5.5)

por —a e o lado esquerdo por o+ B+ 7y, que sao equivalentes, obtemos a sequinte equagao
B+ B+ +af+ o +a?f+ B+ Py + FPy =
@’ + 7+ 7 +abla+B) +ay(e+y)+ 8B +7) =

o’ + 7 +9° —af(y+a) —ay(B+a) - fylata) =
—a(a® — 2b) = —a® + 3ab,
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e deste modo

o’ + 3+ = 3apy — a(aB + ay + By) = —a® + 2ab.

Portanto, o + 3 +~% — 3afy = —a® + 3ab, e seque que, det(M) = —a® + 3ab = —a(a? — 3b).m
Lema 5.5.2 [16, Lema 4] Se v = xvy + yvs + zvz € um vetor do reticulado A, entao

[v|* = (a® — 2b)(2* + y* + 2%) + 2b(zy + xz + y2).
Demonstragao: Se v = (ax + By + vz, ax + [y + vz, ax + By + vz), entdo

> = (@®+ P+ (2 +y* + 2°) + 2(af + oy + B7)(zy + 22 + yz)
= (a® = 20) (2 + y? + 22) + 2b(zy + 22 + y=),

0 que prova o lema. ]

Exemplo 5.5.1 Seja f(x) = 23 +6x*+9x+1. Temos que f € irredutivel e satisfaz a Proposi¢do
5.5.1. Pelo lema 5.5.2, a forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores

do reticulado € dada por
Q(z,y,2) = 18(z* + y* + 2> + 2y + 22 + y2),

que assume o valor minimo 18 para a entrada (1,0,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento € p = smin{|\; A € A} = @. Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) =
—54. Portanto, a densidade de centro de A € dada por

(43

A)=--27 ~0.1
5(A) = 22~ 0,17678

que € a mator densidade de centro conhecida, para reticulados de posto 3, cujo reticulado € o

da familia dos Laminados.

Exemplo 5.5.2 Seja f(x) = 2% — 922 + 23z — 15. Temos que f € irredutivel e satisfaz a
Proposicao 5.5.1. A forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores do

reticulado € dada por
Q(z,y,2) = 35(z” +y* + 2°) + 46(zy + xz + y2),

que assume o valor minimo 24 para a entrada (1,—1,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento € p = %mm{\)\], AeE A} = @. Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) =
108. Portanto, a densidade de centro de A € dada por

(@)3

2

S TIT

~ 0, 136.
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Exemplo 5.5.3 Seja f(x) = 23 +4x*+4x+1. Temos que f € irredutivel e satisfaz a Proposi¢do
5.5.1. A forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores do reticulado €
dada por

Q(z,y,2) = 8(z* +y* + 2* + wy + 2z + y2),

que assume o valor minimo 8 para a entrada (1,0,0). Dessa forma, obtemos que o raio de
empacotamento € p = imin{|Al; A € A} = ‘/7? Agora, pelo Lema 5.5.1, temos que det(M) = 16.
Portanto, a densidade de centro de A é dada por

(%)

S(A) = ~2— ~0,17678.
(h) = 2 =0,

Teorema 5.5.1 [18, Teorema 3.5.1] Seja f(x) = 2 + ax® + bx + ¢, onde a,b,c € Z e A um
reticulado. Se f(x) satisfaz ($)* = b e ¢(27c + 4a® — 18ab) < 0, entdo o reticulado A possui
densidade de centro recorde.

Demonstragao: Temos que sua forma quadrdtica € dada por
| = 2b(2* + y* + 2 + zy + 22 + y2),

que assume o valor minimo 2b na coordenada (1,0,0). Assim, p = \/727’ e |det(M)| = |alb, e

deste modo a densidade de centro € dada por

5(A):‘/%/2: ”2bm:ﬁﬂ—£—izo,17ms.

|la|b 8|alb svh 8 42

Este Teorema diz que se f(x) satisfaz as condi¢oes dadas, obtemos uma familia de reticulados
cuja densidade de centro é recorde, como podemos notar nos Exemplos 5.5.1 e 5.5.3, ressaltando

que para cada polindbmio obtemos reticulados diferentes.

5.5.2 Cubicas abelianas
Teorema 5.5.2 [19, Teorema 3.2.3] Se n = p{* ...p% € a fatorag¢ao de n em fatores primos e
r= #{pu 3|§0(p;%)72 - 17 2... ; 8}7

~ . r__ ,7 -
entio existem 521 cibicas em Q(().
Demonstracgao: Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois temos que existe uma corre-

pondéncia biunivoca entre corpos e grupos. Assim, tomando Q C K C Q((,), temos que
[K:Q]=(G: H), onde G =Gal(Q(¢,/Q)) ~ (Z/nZ)".
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Assim, o objetivo € encontrar a quantidade de subgrupos de (Z/nZ)* de indice 3, o que equivale a
determinar a quantidade de subgrupos de ordem 3. Seja G este subgrupo. Sendo G = {e,x, 2},
onde a ordem de x € 3. A ordem de x* também é 3 e assim G tem ordem 3. Assim, temos
que cada subgrupo é formada pelo elemento neutro mais um par de elementos de ordem 3 cada.
Assim, existem s/2 subgrupos de ordem 3, onde s € a quantidade de elementos de ordem 3 que
vao formar os subgrupos. Se n = 2°p{*...p% . entdo pelo Teorema Fundamental dos Grupos

Abelianos Finitos temos que

(—Z) ~ G x ( “1Z> X .oox( a-Z) ,
n Y4 Dbs®
onde G € um grupo, cuja ordem € uma poténcia de 2. Assim, dado um elemento g tal que
g € Gx (paZlZ)* X ... X (ﬁ)*, temos que g € da forma (go, g1,--.,9s). Deste modo, g tem
1 S
ordem 3 se, e somente se, (9o, g1,---,9s) = (1,1,...,1) <
(
9% = L
9 = 1
3 _
\ gS = L

Encontrar o niimero de solugoes para este sistema € equivalente a resolver a equagdio x3 = 1,

para todo i = 1,...,s. Se 3 1 o(H;), entao x} = 1 possui somente a solugdo trivial, onde
H;, ~ (p‘?ZiZ)*’ para todo i =1,...,s. Se 3| o(H;) e H; € ciclico, entao existem 3 solugdes para

x3 = 1. Por outro lado, o(H;) = ¢(p{*) e deste modo temos que 3 | ¢(p§*). Portanto, a solugdo
do sistema é uma s-upla, onde cada coordenada pode ser 1 ou 3 elementos e estas possibilidades

equivalem a quantidade de primos tais que 3 | p(p;?). n

Observagao 5.5.1 Seja n = pq, com p e q nimeros primos distintos. Temos que p(n) =

(p—1)(g—1) e deste modo, se 3t (p—1) e3t(q—1), entdo r =0, e assim seque que existe

30;1 = 0 cubica na extensao Galoisiana Q((p,) sobre Q. Se3 | (p—1) e31(¢—1), entior =1

e assim existe % =1 cibica na extensao Galoisiana Q((y,) sobre Q. Ainda, se 3| (p—1) e

3| (¢—1), entao r =2 e assim existem £=L = 4 cibicas na extensio Galoisiana Q(Cpg) sobre

2
Q.

Exemplo 5.5.4 Seja n = 21 = 3.7. Temos que p(21) = ¢(3)p(7) = 2.6 =12 ¢ 312, 3| 6.
Assim r =1 e seque que existe uma cibica em Q((a1) que estd contida em Q((7), pois p(7) = 6

e 3|6. Portanto, Q((3) ndo contribui na quantidade de cibicas de Q((a1).
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Exemplo 5.5.5 Sejan =55 = 11.5. Temos que (55) = ¢(11)p(5) = 10.4 =40 e 3110, 314.

Assim r =0 e seque que ndo existe nenhuma cibica em Q((ss).

Observagao 5.5.2 Pela Observagao 5.4.1, dado um ideal A do anel dos inteiros Ix(Z), temos
que a densidade de centro da realiza¢do geométrica de A é dada por
972
|D(K/Q)|> N (A)
Agora, quando K € uma cibica e tomando o ideal Ix(Z), o préprio anel dos inteiros de K,

temos que N'(Ix(Z)) =1 e 1o = 0. Portanto,

ook (A)) =

6(or(Ix(Z)) = WK?W

Além disso, da Proposicao 5.4.3, seque que
low(a)|* = Triso(ad).

Exemplo 5.5.6 Seja K uma cibica tal que K C Q((o). Como [Q({y) : Q] = 6, pelo Teorema
5.5.2, seque que v = #{pi; 3lp(pi),i = 1,2...,s} = 1. Assim existe L;l = 1 cubica em
Q(&), que € o subcorpo mazimal real K = Q({y + ¢'). Tomando a = (o + (5 teremos
K = Q(a) e f(x) = 2® — 3x + 1 € o polindmio irredutivel de o sobre Q. Temos ainda, que o
anel de inteiros de K € Zla]. Agora, pelo Coroldrio 4.2.2, seque que D(K/Q) = 81. Assim, dado

T = ag + aya + axa?, seque pela Observacao 5.5.2, que
lowe(2)[* = Trieq(a?) = 3[(ao + 2a2)* + (a1 — a2)* + a + a3].

Esta forma quadrdtica assume valor minimo 3 quando ag = 1, ay = as = 0. Logo, o raio de

empacotamento € p = 1+/|ox(z)|? = %g Assim,

S(ow(Z]a]) = 12 " <o 0mir

S

Ne)

Portanto, do ponto de vista de empacotamento esférico este reticulado nao tem um bom de-

sempenho, visto que em dimensao 3 a maior densidade de centro conhecida € aprorimadamente

0,17678.

Exemplo 5.5.7 Seja K uma cibica tal que K C Q(¢7). Como [Q((7) : Q] = 6, pelo Teorema
5.5.2, seque que r = #{p;; 3|lp(p;*),i =1,2...,s} = 1. Assim existe 3T2—’1 =1 cubica em Q((7),
que € o subcorpo mazimal real K = Q(¢; + (). Tomando a = (7 + (7 teremos K = Q(a)

e f(z) = 2® + 2% — 22 — 1 € o polinomio irredutivel de o sobre Q. Temos ainda, que o anel
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de inteiros de K é Zla]. Agora, pelo Corolario 4.2.2, seque que D(K/Q) = 49. Assim, dado

T = ag + a0 + ax0?, seque pela Observacao 5.5.2, que
|owe(2)[* = Triejo(2®) = 3[(ao + 2a2)* + (a1 — a2)” + ai + a3].

Esta forma quadrdtica assume valor minimo 8 quando ag = 1, a; = as = 0. Logo, o raio de
empacotamento € p = 3+/|ox(z)|? = ‘/7?: Assim,

S(ox(Zla])) = |2 )’ 0,013,

[

~J

Portanto, este reticulado também nao tem um bom desempenho.
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