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Resumo

O objetivo principal desse trabalho é provar, sob certas hipdteses de trans-
versalidade e sobre os autovalores, que se uma familia a um-parametro de
equacoes diferenciais possuindo, para um determinado valor do parametro, um
laco homoclinico conectado a um ponto de equilibrio do tipo sela, entao existe
uma variedade central invariante, de dimensao dois, que contém o laco ho-
moclinico, que contém todas as trajetérias que permanecem numa vizinhanga
do lago homoclinico e ainda é tangente ao autoespaco gerado por autovetores

associados aos autovalores que determinam o laco homoclinico.

Palavras chave: Variedade Central, Laco Homoclinico



Abstract

The main goal of this work is to prove, under certain hypothesis of trans-
versality and about the eigenvalues, that if a one-parameter family of ordinary
differential equations possess, for a determined value of the parameter, a ho-
moclinic loop connected to an equilibrium point of type saddle, then there
exists an invariant center manifold, of dimension two, that contains the homo-
clinic loop, that contains all trajectories which stay in a small neighborhood
of the homoclinic loop and that is tangent to the eigenspace spanned by the

eigenvectors associated to the eigenvalues that determine the homoclinic loop.

Key words: Center Manifold, Homoclinic Loop.



Introducao

Muitos fenomenos em ciéncia e tecnologia sao dinamicos na natureza. Ini-
cialmente muitos fenomenos eram estudados utilizando-se modelos lineares,
posteriormente com o reconhecimento que vivemos em um “mundo nao li-
near”’surgiu a disciplina cientifica Dinamica Nao Linear. Neste trabalho abor-
daremos estudo de problemas que envolvem um sistema de equacgoes diferen-

clais da forma
dx

= = X(a.), (1)

onde X, em geral, é nao linear e  é um parametro. Na maioria dos casos o
espaco de parametros pode ser particionado em duas regioes: uma em que o
modelo exibe comportamento simples de suas trajetérias e outra que o compor-
tamento é complexo. Uma indicagao primaria de um comportamento complexo
das trajetorias é a presenca de uma trajetéria homoclinica de Poincaré.

O objetivo principal desse trabalho é demonstrar, sob certas hipoteses, que
um sistema da forma (1) possuindo um ponto critico e um lago homoclinico,
entao existe uma variedade central invariante de dimensao dois que contém o
laco.

A referéncia principal utilizada para elaboracao dessa dissertacao de mes-
trado foi o livro de Shilnikov et al [6]. Como referéncias complementares,
usamos dentre outros os textos de Sotomayor [8] e Perko [4].

O trabalho esta organizado da seguinte forma.

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos béasicos da Teoria Qualitativa,
apresentamos as condigoes (A), (B), (C) e (D) que serao hipdteses para o re-
sultado principal do trabalho e apresentamos alguns resultados que servirao de
lemas para provar o resultado principal do trabalho. Algumas demonstragoes
foram omitidas por fugir ao escopo do trabalho.

No capitulo 2 discutimos a transformacgao de Poincaré. Tomaremos duas

secoes transversais ao lago homoclinico numa vizinhanga do ponto critico e
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definiremos duas aplicagoes de retorno: a aplicacao local Tj,. e a aplicacao
global T,. A aplicagao Tj,. ¢ definida através das solucoes de problema de
valor de contorno. Sao fornecidas estimativas para o tempo de retorno e suas
derivadas em funcao dos autovalores da parte linear do sistema no ponto critico.
Além disso, novas coordenadas sao definidas nas secoes transversais tornando
as expressoes de Tj,. mais simples. A aplicacao T, ¢ naturalmente definida
usando o Teorema da Dependéncia Continua e Diferencidvel das condicoes
iniciais. A condicao (D) é utilizada para obter propriedade importante da
parte linear de Ty, que sera utilizada nos capitulos seguintes.

No capitulo 3 provamos o seguinte resultado que sera utilizado como
um lema fundamental para a prova do teorema principal do trabalho no

capitulo 4.
Lema Fundamental. Sejam X e Y subespagos fechados e convexos de

um espaco de Banach. Seja T : X XY — X XY definida da sequinte forma:

T(JL‘, y) - (Ea g)
se, e somente se,
T= F(z,7) e
(2)
y= G(z,9)

Se ' e G sao funcoes diferencidveis e as duas sequintes condi¢oes sao satis-

i su or| Jloc + OF)| 119G <le
PUez | || a7 a5 || | o= ||,

or| , [lor
oz ||, Jy

entdo a aplicacao T tem uma variedade M™* invariante de classe C? que contém

feitas,

oG

—| <1
ox ’

0

0

0s pontos w — limite e todas orbitas futuras de T

No capitulo 4 provamos o seguinte resultado, que é o resultado principal
do trabalho.

Teorema Principal. Sobre as hipoteses A, B, C, D, A’, B’ e D’ temos
que existe uma variedade central bidimensional, invariante de classe C™"{Par}

denotada por WC. FEla contém todas trajetérias que permanecem totalmente



INTRODUCAO 12

na vizinhanca U para todo o tempo. A wvariedade W é tangente em O ao

auto espaco E* correspondente aos autovalores associados aos autoespacos que
determinam o laco homoclinico.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

Seja A um subconjunto aberto do espaco euclidiano R". Um campo vetorial
de classe C" em A é uma aplicagao X : A — R" de classe C". Ao campo vetorial

X associamos a equacao diferencial
T = X(x,p). (1.1)

As solugbes desta equacao, isto é, as aplicagoes diferenciais ¢ : I — A (1

intervalo da reta) tais que

1) = X(plt).1)

para todo t pertencente a I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de
X ou da equagao diferencial (1.1).

Um ponto x pertencente a A é dito ponto singular de X se X(z,u) =0e
ponto reqular se X (x, ) # 0.

Se x é ponto singular entao ¢(t) = z, —oo < t < oo é solugao de (1.1).
Reciprocamente, se ¢(t) =z, —0o <t < 0o é solucao de (1.1) entdo x é ponto

singular de X, pois

0=¢'(t) = X(p(t),n) = X(z, ). (1.2)

Uma curva integral ¢ : I — A chama-se mdzima se para toda curva integral
Y J— Atalque I CJe =1/l entdo I = J e conseqiientemente ¢ = 1.

Neste caso I chama-se intervalo mdximo.



CONCEITOS BASICOS 14

Teorema 1.0.1.

a) (Ezxisténcia e unicidade de solu¢oes mdzimas). Para cada x pertencente
a A existe um intervalo aberto I, onde estd definida a unica solucao mdxima
wp de (1.1) tal que p,(0) =z

b) (Propriedade de grupo). Se y = ¢@.(t) e t pertence a I, entio
I, =1, —t ={r—t;r € I,} e p,(s) = p.(t + s)para todo s pertencente
al,

c¢) (Diferenciabilidade em rela¢io as condigoes iniciais) O conjunto
D = {(t,x);x € At € I} € aberto em R™™ e a aplicacio ¢ : D — R"

dada por p(t,z) = . (t) € de classe C". Mais ainda, ¢ satisfaz a equacao
Dy Dyp(t, ) = DX (p(t, ), 1) - Dop(t, )

para todo (t,x) e D.

Demonstracgao.

A demonstracao deste teorema encontra-se em [8]. [
Definicao 1.0.1. A aplicagdo ¢ : D — A chama-se fluxo gerado por X.

Definicao 1.0.2. Seja p um ponto do espaco R" definimos:

1) w — limite do ponto p como o conjunto

w(p) ={qg € R": 3 (ty); tx — +00 com @(ty,p) — q}
2) oo — limite do ponto p como o conjunto

a(p) ={q € R": 3 (tx); tx — —o0 com p(tx,p) — q}

Defini¢ao 1.0.3. Sejam & = X(x,u) um sistema de EDO’s, O um ponto
de equilibrio, JX(O) o Jacobiano de X em O e A\y,..., A\, 0s autovalores de
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JX(0).

(1) Se ReX; > 0 para todo i = 1,...,n entdo dizemos que O é um Estado de
Equilibrio Instavel .

(2) Se ReX; < 0 para todo i =1,...,n entao dizemos que O é um Estado de
Equilibrio Estavel .

(3) Se ReA; <0 (i=1,....k) e ReX; >0 (i=k+1,...,n) entdao dizemos
que O ¢ um Estado de Equilibrio do Tipo Sela.

Definicao 1.0.4. Seja O um ponto de equilibrio no espagco R". Definimos

Variedade Estdvel de um ponto de equilibrio O como o conjunto
W*(0) = {x € R"| tiiinoogp(x,t) = 0O}.

Definimos Variedade Instdvel de um ponto de equilibrio O como o conjunto
W*(0) = {x € R"| tLiEnOOQO($,t) = 0}.

Pode-se demonstrar que os conjuntos W*(0) e W*(O) sao de fato vari-

edades mergulhadas. Para uma demonstracao, sugerimos [5].

Definicao 1.0.5. Seja O um ponto de equilibrio do tipo sela. Dizemos que
uma trajetoria I' € um Laco Homoclinico em O se para todo x pertencente a I’

temos tgrinoo o(z,t) = 0.

Proposicao 1.0.1. Seja O um ponto de equilibrio do tipo sela, se I' € um laco

homoclinico em O, entao T' C W*(O) N W*(0).

Demonstragao.
A demonstracao segue imediatamente da definicao do laco homoclinico I'

e das definicoes das variedades estaveis e instaveis. |

Definimos agora as condigoes (A), (B), (C) e (D) que serao usadas como

hipdteses para os resultados ao longo dos préximos capitulos.
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Considere uma familia de sistemas
&= F(x,p), (1.3)

onde x € R™™™ com n,m € N*, F(z,u) € C" (r > 1), com isso impomos as

seguintes condigoes:

(A) O sistema (1.3), para todo p numa vizinhanca de p = 0,
possui um ponto de equilibrio O do tipo sela e os autovalores
My e 3 ALY -5 Ym) de JX(O) satisfazem a sequinte relagdo de

ordem:

ReX, <--- < Red; <0< < Reyy <--- < Revyy,

onde y; € R.
(B) Para p=0, o sistema possui um lago homoclinico T.

Como 7v; € R, ou seja, nao possui parte imagindria; temos que ele é di-
ferenciado, com isso construimos a subvariedade instavel W** C W*" na qual
nao sofre influéncia de v; e denominamos esta subvariedade como Subvariedade

Instavel Forte. Assim, escrevemos a seguinte condicao.

(C) A trajetoria homoclinica I' ndao estd contida na subvariedade

W referente aos autovalores {¥a, ..., Ym}-

Teorema 1.0.2. Supondo a hipdtese (A) vdlida, temos que na vizinhanga
do estado de equilibrio do tipo sela, existe uma variedade estdvel estendida
WEE de classe CT (q é o maior inteiro tal que qy1 < Revs) que contém W*
e € tangente ao espaco E*F (espago gerado pelos autovetores referentes aos
autovalores (A, ..., A1,71 ) no ponto O.

Demonstragao.

Este teorema estd demonstrado em [6] pag. 84. ]

A Variedade WE estd definida apenas na vizinhanga do ponto de equilibrio
O. Mas podemos prolongar esta variedade pelas trajetorias passadas do sis-

tema ao longo do lago homoclinico T'.
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Observamos aqui que se o sistema de equacoes diferenciais satisfaz a hipétese
(A), ou seja ele é hiperbdlico, entao existe uma variedade invariante instavel
W, ver [7, 2]. Chamando as coordenadas em W*" de (w,y), onde y estd asso-
ciado ao autovalor v; e w esta associado aos autovalores s, . .., Y, através de
uma mudanca de coordenadas, numa vizinhanca da origem, podemos escrevé-
lo numa forma linear

w = Rw,

y=9Sy.

Nesse novo sistema de coordenadas, quando aplicamos o fluxo ¢(t, ), com
t fixo, as variedades da forma {y = const} sao transformadas em variedades
do mesmo tipo. Quando aplicamos a mudanca de coordenadas inversa na fo-

lheagdo determinada pelas variedades da forma {y = const}, obtemos uma

U
loc

a folheacao F}’. estd definida apenas na vizinhanca do ponto critico, mas po-

folheacao da variedade W}%. chamada Folheacao Instdvel Forte. Note que
demos estender esta folheagao pelo fluxo para todo tempo positivo, e com isso,

temos uma folheagao F* de todo W*. Assim, faz sentido a seguinte condigao:

(D) A wvariedade W*E € transversal as folhas da folheagdo F* em
cada ponto da trajetoria homoclinica I'.

U
C

Proposicao 1.0.2. Sejam Wi, Wi, e W), as variedades definidas acima,

entao as sequintes sentencas valem.

uu
loc

uY

continua em W !

1) Toda tragetoria que inicia em para tempos nega-
tivos e vai para O quando t — —oo tangenciando o auto espago gerado pelos
autovetores referente aos autovalores (Yo, ..., Ym)-

2) Toda trajetdria que inicia em W, \ W continua em W, \ Wi

loc para

todo tempo negativo finito e vai para O quando t — —oo tangenciando o auto
espaco gerado pelo autovetor referente ao autovalor ;.
3) Toda trajetoria que inicia em W, continua em W, para tempos nega-

tivos e vai para O quando t — 400 tangenciando o auto espago gerado pelos

autovalores autovetores referente aos autovalores (Ay, ..., \,).
Demonstragao.
Defina E"" como o espaco gerado pelos autovetores (vg, ..., v,,) referentes

aos autovalores (Y2, ...,%m), F° 0 espago gerado pelos autovetores (uy, ..., uy,)
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referentes aos autovalores (Ay, ..., \,), E" o espago gerado pelo autovetor v;

referente ao autovalor v e E" o espago gerado pelos autovetores (vq, ..., Up).

uu
loc

morfo a E**NB(0, ), W}, é¢ homeomorfo a E*NB(0, ) e W} . é homeomorfo
a £°N B(0O,9).

1) Como E"*NB(0,d) para tempos negativos é invariante, temos que

Observe que, pelo Teorema de Hartman, para algum § positivo, ¢ homeo-

uu
loc

é invariante para tempos negativos e pelo Teorema da Variedade Instavel segue
que Wt é tangente a £** em O.

2) O autovalor y; é mais fraco que qualquer um dos autovalores (72, . . ., Ym),
com isso temos que toda trajetéria que inicia em W*\ W"* tangencia E7'.

Como toda trajetéria que inicia em E"\ E** nao é transversal a E**, logo a

U.
C )

rajetori ue inicia em nao ¢ transver
trajetoria T que inicia em Wi, \ Wit nao ¢ transversal a W

frta assim, T atinge

uu
loc

3) Como E* N B(O,§) para tempos positivos é invariante, temos que W} .

somente em O para o tempo infinito negativo.

também ¢ invariante para tempos positivos e pelo Teorema da Variedade

Estével segue que W} . ¢é tangente a E° em O. n

Corolario 1.0.1. Nas condi¢oes da proposi¢ao anterior, a trajetoria homoclinica
I' deixa o ponto de sela O ao longo do auto espago gerado pelo autovalor vy,

como podemos observar na Figura 1.1.

Com a Figura 1.1 podemos entender melhor a condi¢ao (C) onde a tra-
jetoria I' nao estd na subvariedade W"*, ja para o melhor entendimento do

comportamento da condi¢ao (D) veja a Figura 1.2.

No teorema que iremos enunciar em seguida, usaremos a seguinte notacao.
Sejam F' = (f1, fo,..., fr) € R, v = (x1,29,...,2,) € RV, k= (ky, ko, ..., kp),
onde k; € Z*(i=1,...,p) e |k| = k1 + ko + - - - + k,, definimos:

oIkl <3k1|+~-+|kp|f1 ak1|+~~+|kpfr)

k kp ' 0 k
Ox ozt .. Oy oxM ... Oy
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e

Figura 1.1: A trajetéria homoclinica I' deixa o ponto de sela O ao longo do
auto espaco gerado pelo autovalor 7;, que por sua vez nao esta em W,

i

Figura 1.2: Variedade Estavel Estendida
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Wuu

A
A\ 4
Figura 1.3: Variedade Estavel Estendida prolongada ao longo das trajetérias
passadas do laco homoclinico I’

Teorema 1.0.3. Sejam

Z = Az—i_f(Z?/U?/’l/’t)?
0= Bv+g(z,v, 1, 1), (1.4)

com 2(0) = 2% e v(1) = v

um problema de valor de contorno, (2*,v*) a solucao de (1.4), {c1,...,a,} 0s
autovalores de A e {f1,...,0m} o0s autovalores de B em (1.4) onde
max {Rea,;} < a < (< ;Irllin {Ref;} e C uma constante positiva indepen-

dente de (2°,v',pu,7), mas dependendo da ordem de diferenciagdo

k = |ki| + |kao| + |k3| . Entao, as sequintes estimativas valem:
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1) Se 0 < a<p,

(a)

(b)

Ikl k2] +|ks] (z*, v*)

A(20, ) a(vt, 1) atks

a‘k1|+|k2|+|k3‘ (Z*, 'U*>

(27, )" O(v1) o (r — )™

2) Sea <0< p3,

(a)

(b)

Ikl k2] +|ks] (2*,v%)

A(20) " o', 7)o, ks

Plkil+Ik2[+|ks]| (2%, v%)

000, 7)) 2O — 0"

Demonstracao.

A demonstracao deste teorema estd em [6] pag. 295.

/

<

21

c se [ky] = k| =0,
CePt=nHklaT se |ko| #£ 0 ou |ki|a> 3.

(1.5)
(
C Se |k’1|:|k§2|:0,
Ce™ se |kal =0 e |k1| # 0,

CePt=7) se |ki] =0 e |kq| #0,

CeHBE=T)  se|ky| # Oe|ky| # 0.
(1.6)




Capitulo 2

Aplicacao de Poincaré Préximo

do Laco Homoclinico

Definiremos a aplicagao de Poincaré sobre as trajetérias de um sistema
numa vizinhanca de um laco homoclinico, e esta aplicagao sera representada
pela composicao de duas aplicagoes, a aplicacao local Tj,. definida numa vizi-
nhanga do ponto de sela O e a aplicacao global Ty, definida ao longo da parte
global da trajetoria homoclinica I'.

Na vizinhanca do ponto de sela O introduzimos as coordenadas

(u,y,w) € R" x R x R™! de forma que localmente o sistema tem a seguinte

expressao.
= Au+ f(u,y,w,p),
y =y +g(u,y,w,p), (2.1)
w = Bw + h(u,y,w, 1),
onde A é uma matriz n X n cujos autovalores sao Aq, ..., \,, B é uma matriz
(m —1) x (m — 1) e onde seus autovalores sao Y, ..., Vm € Y = M.

Sejam A > 0 e n > 0 tal que:

max{Re\;, ..., Re\, } < =\, (2.2)

min{Revy, ..., Reyn,} >n > 7. (2.3)
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As funcoes f, g, h sao de classe C",

(f,g,h)

=0.
O(u,y,w, ) (0,0,0,0)

(faga h)(O,O,O) = 0 (§]

Proposicao 2.0.3. Nestas coordenadas, com p = 0, a variedade estdvel é
tangente em O ao espago {(y,w) = 0} e a variedade instdvel é tangente em

O ao espago {u = 0} e a variedade instdvel forte é tangente em O ao espago
{(u,y) = 0}.

Demonstragao.

A prova desta proposicao segue imediatamente da Proposicao 1.0.2. |

Em g = 0 a trajetéria homoclinica I' retorna a pequena vizinhanga de O
com t — 400, pois ela esta contida na variedade estavel local. Portanto, pela
Proposi¢ao 2.0.3 para algum § a trajetéria intercepta a superficie ||u|| = &
transversalmente em algum ponto M™ pertencente a Wj.. Denotamos as
coordenadas de Mt como (u™,y™,w"). Seja & > 0 suficientemente pequeno e

considere a superficie
S" ={llull =& llu—u"y —y* 0w —wh| <6}

Temos que a trajetoria I' e todas as dérbitas vizinhas interceptam trans-
versalmente a superficie ||u|| = £, conseqiientemente, S é transversal as tra-
jetorias perto de I' desde que u seja suficientemente pequeno.

Uma vez que a trajetdéria nao estd na subvariedade W*"*(condicao (C)) ela
deixa o ponto de sela O ao longo do auto espago gerado por 7; que coincide
com o eixo y. Sem perda de generalidade, assumimos que I' deixa O para
valores positivos de y. Neste caso, para y~ > 0 e y~ suficientemente pequeno,
a trajetéria homoclinica penetra na superficie {y = y~} em algum ponto M~
pertencente a Wi .

Denotamos M~ = (u~,y,w~). Uma vez que em p = 0 a trajetéria ho-
moclinica é transversal a {y = y~}, segue que para p suficientemente pequeno

a pequena superficie,

S ={y =y, l(u—u,w—w)| <4},
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¢ uma segao transversal (isto é, ela intercepta as trajetorias do sistema trans-
versalmente). Para p = 0 a trajetéria de M~ alcanga o ponto M ™ para algum
tempo positivo finito.

Portanto, pelo Teorema da Dependéncia Continua de Trajetoria Sobre as
Condigoes Iniciais e Parametros [8], para todo p pequeno, as trajetérias que
passam por S°“ perto de M ~, obrigatoriamente interceptam S perto de M ™.
Assim, podemos definir a aplicagao Ty, que estd bem definida na vizinhanga
de M~ sobre S°% indo para a vizinhanca de M sobre S™.

Todas trajetérias partindo de S™ entram na &- vizinhanga do ponto de
sela O. Se a trajetéria inicia em algum ponto M € S™ e deixa a pe-
quena vizinhanca do ponto de sela no ponto M' € S°“ nesse caso dize-
mos que o ponto M° e o ponto M estao relacionados pela aplicacao local
Tioe : MO — M.

Obviamente que a trajetoria que para todo tempo positivo esta na pe-
quena vizinhanca do laco homoclinico deverd interceptar S™ e posteriormente
Seut transversalmente, ou interceptar S transversalmente e permanecer na
vizinhanc¢a do ponto de equilibrio O para todo tempo futuro, e nesse caso a
trajetéria vizinha pertence a W .

Por definicao, os pontos consecutivos da interseccao da trajetéria com a
secao transversal, sao relacionados pela aplica¢ao Tj,. ou Ty,. Assim temos
uma correspondéncia entre as trajetorias consideradas e as aplicacoes Tj,. €

T4y10, OUu seja

T = Tglo o Eoc-

A representacao grafica das aplicacgoes locais e globais podem ser visuali-
zadas na Figura 2.1.

Pelo fato do tempo de percurso de S°% a S™ ser limitado, pelo Teorema
da Dependéncia Continua e Diferenciavel ( ver [8], pg. 41) a Ty, é um dife-
omorfismo de classe C". Portanto, as estimativas sobre a aplicacao T, pode
ser simplesmente obtida pela expansao da Série de Taylor.

Observe que o estudo da aplicacao T}, nao é trivial, pois o tempo de
percurso até encontrar com S°“ pode ser muito grande, e tende para o infinito,

quando o ponto inicial tende para W} ..
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r

A r\
u

In ]élo

w yhwh

Figura 2.1: Aplicagao de Poincaré

2.1 Aplicacao de Poincaré - Parte Local.

Denotamos as coordenadas sobre S como (u", y°, w?), com ||u’]| =&, e as

coordenadas de S°% como (u!,y', w'), com y' fixo.
Lema 2.1.1. Sejam (u*(t),y*(t), w*(t),) e (W™ (t),y™(t), w™(t),) as trajetdrias
das solugoes do problemas de valores de contorno do sistema (2.1), onde

w(0)=u’, y(r)=y e wi(r)=w} (2.4)

u*(0) =u", y*0)=9" e w(r)=w" (2.5)

sao os walores de contorno de (u*(t),y*(t),w*(t),) e (w*™*(t),y**(t), w™(t),)

respectivamente. Entao,

oy* oy* .

ay* . B , .
— W ndao se anula e € negativa.
M, Owl |

or E)_yly

Demonstragao.



APLICACAO DE POINCARE PROXIMO DO LACO HOMOCLINICO 26

Primeiramente, observe que do problemas de valores de contorno (2.4) e

(2.5) podemos escrever

ul = u*(T; ,U/O?y17w17/’67 T)?

Y0 =y (0;u’, vt wh w7, (2.6)
e também

ul - u**(T; u()?yO?wl?/"l’? T)’

! y**(T;uoayouwlmuuT)a (27)

0 _ ,,**x(n.,,0 ,,0 1
=w (07uuy7w7:u77-)'

g
|

Observe também que a solugao do problema de valor de contorno (2.4) é

uma trajetéria do sistema (2.1) a qual intercepta a superficie

em t = 0 e a superficie

{(y,w) = (y",w")},

em t = 7. Denotamos essa trajetoria por:
(Wt syt whs o, 1)y (G, gt wh ) wt (el gt w't ).
Assim, em t = 7 + § temos que a trajetoria intercepta a superficie
{(y,w) = (y* (7 + 650’ y' wh, o, 7),w (7 + 60,y wh, p, 7)) )
Logo, temos que vale a seguinte igualdade
vt ul gt w' pr) =yl y 6wl g wh ), w0 u yt w7, pam+0).

(2.8)

Para para simplificar a notagao, denotaremos o vetor (7+6;u®, y*, wt, u, )
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por V. Derivando ambos os lados da equagao (2.8) em relagao a d segue:

Ozay*(t; u’, y (V), w(V), p,7+0) 9y (V) | Oy'(t; ul, y*(V), wi(V), p,749) 0w (V)
oy! o5 ow! Bl
+0y*(t; u, y* (V),w*(V),p, 7+ 0) (1 +6)

or 06

implicando,

Oyt ',y (V), wV), p, 7+6) (+0) _ [0y'(t;u’ y'(V), wi(V), p, +6) Oy(V)

or A dy! ot
+8y*(t; u,y* (V),w*(V), u, 7 4 6) Ow*(V)] 9(1 + )
ow! ot a5

Tomando d = 0, temos:

6y*__%,| —%M
ar  aylYIM T Gyt VIMy

Observe que de (2.6) e (2.7) temos
v’ =y (0 u’,y™ (il gt wh g ), Wt ).

Logo, derivando ambos os lados em relacao a y° e (u°, 4%, w®), temos

=" e
oyt oy°

A, w0y Dyt Ol wh, )’

*

Da primeira equacao acima, temos que nao se anula da segunda segue

a 1

= — . Temos também que
ow! oyt ow! e Bt

péagina 27) e pelo fato do lago homoclinico ndo estar no eixo w [condi¢ao (C)],

que é limitada (veremos na

temos também Q‘Ml > ||w}M1||

Assim,

% = o | _ 7| ar, + 9 W nao se anula e é negativa
va.
or oyl Yisn T 5t M &
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Seja {y = ¢*(u,p),w = ¢*(u,pu)} a equagdo que define Wj. e
{u="(y,w, u)} a equagao que define W},. Seja também {w = ¢*F(u,y, u)}

a equacdo da variedade estdvel estendida local W2Z. Denotamos por [**

uma
folna da folheacao instdvel que passa pelo ponto M~ em S°“ seja
{y =" (w, n),u = p""(w, )} a equacao de [**. Assim, faz sentido o enunci-

ado do seguinte lema:

Lema 2.1.2. Eristem fungées . € Wie definidas sobre ||u® — u™|| < 6,
Jw! —w || <6 e0 <y’ —¢*(u® pu) < & para algum &' pequeno, tal que
para dois pontos M° = (u°, 3%, w®) € S™ e M = (u',y', w') € S, a relagdo
M"' = Ti,e(M°) vale se,

u' = uloc(uoa ?/0, wlnu) €

wO - wloc(u07 y07 wlﬂ)

As fungoes ue € Wy satisfazem as sequintes estimativas

aUlOC —A+4€)T
‘%‘ZC < C'max{1, 97} (2.11)
auloc
<C 2.12
|| <, (212
awloc
<C 2.13
H O(u®, y°, MH_ ’ 213
(‘)wl
)l < Cemmr=er, 2.14
| << 2

onde C' € uma constante positiva, N\, n e vy satisfazem as condigoes (2.2) e
(2.3), € depende de &, T(u®,y°, w', ) € o tempo de percurso de M° a M*, no

qual, T — oo quando y° — W (u’ u) e

H or (2.15)

— < et
O(u®, y°, 1) H

H@wl
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Além disso,

lim Uloe = 1/Ju(?/_a w17 p“) €
YO —1ps (u0, ) (216)

Demonstragao.
Seja (u*(t),y*(t),w*(t),) a trajetéria da solugdo do problema de valor de

contorno do sistema (2.1), onde

Desse modo, a trajetéria vai de MY a M*' num tempo t = 7 se, e somente
se,

* (00 o1 1
UYL, w 7#77-)7

ul = u*(
y° =y (0;u0 yt w, 7)€

w’ = w (O§U0>y1>w17#> T)'

Observe que este problema de valor de contorno satisfaz as hipoteses do
Teorema 1.0.3, onde assumimos &« = —\, B =7 —¢€, u =z e (y,w) = v.

Assim, segue de (1.6-b) que,

ou*
(u?, 7)

H oty w)
a(u®, 7)

‘ < Ce ™. (2.17)

Agora tome [ e [ vetores de dimensoes m — 1 e p respectivamente, 0 o vetor

A~ A

nulo unidimensional, k = (I,1), k2 = (0,1) e k3 = (0,1).0 valor de |k| é igual a
|ka| + |ks], pois,

[k = [+ [1] = (0] + 2] + [0] + [{] = [ka] + [ks].
Escrevemos,

a|k2\-i-|kg|<u>k7 y*7 U)*) B a\k|(u*’ y*7 w*) B 8|k\(u>o<7 y*, w*) a|k;|u*

Oy, w)2o(r—t, 1) a0 o) a(r—)°0()  dwY' o) Owh )
(2.18)
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Tome |k| = 1. Entao, por (1.6-b), segue:

Awh, Wl oty wh) o —t )™ || ~ [|oy", w)*0(r—t )
(2.19)
C se ko = 0,
Ce(’Y—E)(t—T) se k2 7£ O
Por (1.6-a), temos:
ut, Y, w o
el o

Agora, seja l; = (ki Zl) e ks = (0, [1) vetores, onde k; e [, sdo vetores com

n, p coordenadas respectivamente e 0 o vetor nulo unidimensional. Assim,

8"1‘(u*,w*) B a\k1|+|f1|(u*7w*) a|k1\+|0|+\f1|(u*’w*) B a|kz1\+|k3|(u*’w*)

w0, )" A Ao o) )t W)t m)

Tome |l;| = 1. Dai, por (1.6-a) temos:

Ha(u*’w*) ‘_ a\k‘1|+|k3\(u*’w*> _ a|k1|+|k3\(u*,y*’w*> _ C se ky = 0,
(u°, p) O o, )™ || Tl o) oL, w)k || T | CeP se ky # 0.
(2.21)
Aplicando t = 7 em (2.17) e (2.19)temos,
ou* _x
— | < T 2.22
|5 < 22
e
2.2
H ol = o2
Aplicando t = 0 em (2.20) e (2.21) temos,
oly", w") -
o < (y=or 2.94
Ha(yl,wlﬁ) = 224
€ a( * *)
u*,w
— < C. 2.25
|5 < 22
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Através do problema de contorno do Lema 2.1.1, podemos escrever a se-

guinte equagao,

1 ) xx .,,0 .0 1

Uu =Uu (Tvu7y7wﬂl'b77—)v
1 _ x(~.,0 ,0 1

y _y (T7u7y7w7,u77—)e
0 _ ,*x(n.,,0 ,0 1

w’ = w*(0;u’,y?, wh, p, 7).

onde (u**(t),y*™*(t), w™(t)) satisfaz as seguintes condigdes de contorno
(w™(0) = u®, y™(0) =y, w™(r) = w'). (2.26)

Agora pelo Teorema 1.0.3 assumindo (u,y) =z, w =v, a =y+ee 3 =n;

por (1.5-b) temos

< Celrtoat )
Hé’(uo,y [T H uo,y T ‘ = (227)
De maneira analoga escrevemos
o) .
€ a( **)
w €
o] R 230
Aplicando t = 7 em (2.27) e (2.28) temos
**7 U**) (’y+e)7’
Yy ,u
2 07 < o
H | <
Aplicando t = 0 em (2.29) e (2.30) temos
O(w™) o
H(‘?(wl,T) < Ce™ (2.32)
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e

o(u®, y°, )

*

H <C. (2.33)

Pelo Lema 2.1.1, temos que nao se anula. Portanto, pelo Teorema da

—
Funcao Implicita temos que 7 pode ser escrito em funcao de (u®,y°, w!, u).

Portanto, tem sentido os seguintes resultados.

or oy* -1
or o\t oy
TR TIENT ( or ) O(u’, wt, ) (2:35)

Agora, da equagao (2.35) podemos escrever (2.36), (2.37) e (2.38) e da

segunda equagao de (2.9) escrevemos (2.39), (2.40) e (2.41) como segue a seguir:

or oy\ ' oy*

oo ( or ) o’ (236)
or oy* -t oy*
ow' < or ) dw'’ (2:57)
or oy*\ ' oy

9T _ 2.
oy ( or ) op’ (2:38)

oud Oyl oud’

= — 2.40

ow! oyt ow! ¢ ( )

= — . 2.41

ou oyl O (241)

Compondo (2.36) com (2.39), (2.37) com (2.40) e (2.38) com (2.41) temos

respectivamente:

(2.39)

or oy* -1 y* Oy*™*

ot~ <a_> Dy O (242)
or oy*\ "' dy* Oy
dwl ( or ) dyt dwt (243)
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or B oy* _183/* oy**
o (a) oy op (244)

Observe também que da composicao da primeira equagao de (2.9) e da

equagao (2.34) temos:

or (oY _10y* oy**
3= (o) ayop 24
Assim, como
or | o or &
w0,y p) | Ou® 9y Ou |

pelas equagoes (2.42), (2.44) e (2.45) segue que:

87— _ |: 8y* -1 ay* 8y** ay* -1 ay* ay** % -1 ay* ay**:|
A(u®, O, 1) or ) Oyt ou° or ) Oyt ow! or ) oy' Jdu

or ) oyt | ou® oy Ou

Agora, usando (2.10) temos o resultado que segue

or _ oy* _y‘ +iw| 7183/* oy**
O(u, y°, ) oy Mi=gwt TIM | Oyt O(uf, % )
1

wF utlan ) 50,

Portanto,
or Iy . oy* . !
A(u®,y0, ) — A(ud, 40, ) (_Q\Ml + %MMI) : (2.46)
De maneira anédloga, temos:
or oy ) oy* | -1
ow' ot (_y‘Ml + %w}%) : (2.47)

a *
Observe que do Lema 2.1.1, segue que (—y]Ml + a—ylw\M) nao se anula,
w
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logo temos que existe K positivo tal que

. ody* . -
H (_y‘l\/h + 8w1w|Ml) < 249
o que, implica em
I | | 2
O(u®,y°, ) O(u®,y°, )
T Y
— <K )
H@wl - ‘ ow?
Agora, por (2.31) e com o resultado acima, temos:
or _
2 || < KCeOraIT — Celrter
O(ul,y° p) || ~
‘ 9
T _
— || <KC=C
H owt|| — ’

que prova a inequacgao (2.15).

Agora definimos .. € Wy como abaixo:

Upoe(u®, 40, w°, pr) = w* (T (u®, y0, w°, p);ul, y wh (W, 0w, ) e

Wioe(u®, Y0, w°, 1) = w* (7 (u®, y?, W, p); u®, y°, wh, (W0, y°, W, ).
(2.49)

Assim, temos os resultados que seguem:
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8uloc ~ |lour or N ou*  ou’ N ou* Ay, wt, p)
| or 8( ) oud o(u®, %)~ I(y',wh,u) O(u,y)
+ 8& < 026(’74’6*)\)7 _{_0267/\7'
oul || —
< CQ (y+e=N)T C’e (y+e— )\)
Quioe || || Ou* O N ou* O(ul, yt wh) N ou*
Op || |l or op Oyt wt)  Op o)
< ou* || || 0T N ou*
— |l oT || ||Op ol
< CeteNT L 0 < 20 max{e" N7 1} = Cmax{et VT 1},
Qugee || ||Ou* O N ou* o’y ) N ou*
ow' || || or 0w1 O(ul, yt, ,u) ow! ow!
< < 2 —>\T — 2
- ’ 8w1 ‘ ow'|| — e ¢
OWipe _||ow* or N ow** N ow*  ow!
A(uO, y0, ) or O(ul,y° 1) O, yo u) dw' d(u®, y°, p)
ow™* or
< <C2 (y+e—n)T C C
ol or '0(u0,y°,u)H+ 3(u0y ) H st
8wloc 0w or + ow*  9(u®,4° ) N ow**
| o w' o O(ul,y0 ) Ow! ow’
w* @w**
< 2 _—nT -NT < 2 _(y+e—n)T
< Hawl H 9t < CPe 4+ Ce ™ < C*e
— C'e (y+e—m)T

o que prova (2.10 - 2.14).
Observe que se 7 — +oo entao M? € Wi _ e M' € W}, isto é,

U*|T:+oo = ¢u(?/1,wlaﬂ) S

(2.50)
w**|7':+00 — QOS(UO,/L).

Aplicando o limite nas equagoes de (2.49) e usando os resultados de (2.50)
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provamos (2.16). u

Lema 2.1.3. No Lema 2.1.2 as sequintes estimativas valem:

glkl|+|7€2\+|’fs|ulaC
O(u®, y°)* ()2 o (w)*™

ka|+|k
Olk2l+ksly,

< Cellkal k(0 =N7 g0 1 £ (),

< C’max{l, e((\kzD(’Y-i-e)—)\)r}’

H Okl Flk2ly,, _ C se ke =0 el|ki|(y+¢€) <n
O(u, 30, )" d(w)* || T | cemt-Imltran g ko #0 ou |ki|(v+¢€) >n .

(2.51)
Demonstragao.

De fato, tome (u,y) = 2z, w = v, (y+€) = o, A\ = 0, k1 = (k1,ks),

ks = (k3,0), onde € satisfaz a seguinte condicao:
(Y+e€) <A< 2(y+e). (2.52)

Assim,

k ko |4k
Okl ka2l +lksly,

Hawo, yO)" k2 0(w)*

a|k1‘+|k2|+‘k3| (u*7 y*7 w*)

O,y Ot (w')™

QI+ lkal+ksl
O(u®, 9" D20 (w)* H :
8"5”*"52‘(2*,@*)
A0 )" (w1, )
= Otk o (o] £ 0 ou | |a > 8.

Tomando ¢t = 0 e substituindo as constantes, temos

( |k33| =0e
C se
Okl Flkzl+lkaly, _ (|k1| + ko] ) (v +€) < A
O(uS, yO)" Opk20(w!)™

Cellki+kaDGH-Nr [ks| # 0 ou
(IRl + [Ra) (v + €) > A

\

Observe que um problema ocorre quando |k3| = 0, mas pela condigao (2.52),



APLICACAO DE POINCARE PROXIMO DO LACO HOMOCLINICO 37

temos que este problema é reduzido para os casos |ki| = 1 e |ky| = 0 ou quando
|k1| = 0 e |ko| = 1. Para |ki1| = 1 e |ka| = 0 caimos na condigao (2.10) e para
o caso |k1| = 0 e |ka| = 1 caimos na condic¢ao (2.11), ambas do lema anterior.

Assim, temos valendo o seguinte resultado.

ki|+|k2|+|E
Okl lhkal+lksly,

Hawo,y0>kla<u>’”a<w1>k3

0 que prova a primeira parte do lema.

< CellkaltlkD(r+e =7 go ko #0e

k k
Olk2lHlksly,

- @ < Cmax 1,€(|k2‘(7+6)7/\)7- ,
oo | = O }

Agora para a segunda parte, tome o = (y+¢€), 5 =mn, k =k e
];’2 = (kQ,O) Dai,

BlFilHk2l e
Oy, )" O(w!)*
AlFrlFIR2l (5% %)
(=0, ) o(v!, 7)™
<{ Celflot se [ky| =0e |ki|a<

8|k1|+\k2| (U**, y**, w**)

(0, y°, )™ 9(w?)* 70

k1|+|k
Okl ka2l

O(u,y®, )™ O(wh)™

CePtHklet o |51 £ 0 ou |ki|a > 5.

Tomando ¢t = 0 e substituindo as constantes, temos

olkrlHk2lgy C se ko =0e |ki|(y+€) <,
O(u®,y°, )" O(wh)"™ Ce(rmMIOtam)se ky # 0 ou [k |(y +€) > ;
(2.53)
0 que prova o restante do lema. |

Lema 2.1.4. Considere a mudanca de coordenadas sobre as se¢oes transver-

sais S™ e S como seque:

Y0 owo = Y0 — V5 (U, ),

0 _ 0 skE(,,0 .0
Whopo = W™ — @ (u7y7/JJ)e

u%mvo - ul - l/Ju(yl?wl’M)‘
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Assim, os pontos M° = (u°, 3%, w®) € S™ e M' = (u!,y', w!) € S sao

relacionados pela aplica¢ao Ty, isto €, T(My) = M se, e somente se,
ul = uloc(u07y07wl7u> € ,wO = 'IUIOC<U0,:I/O,U}1,,U), (254>
onde as fungoes e € Wi estio agora definidas em y € [0,6] e satisfazem as

sequintes inequacoes nas novas coordenadas:

k k
Olkrl+lkalyy,

A, 0, )" O(w!)*

< CelMlOHI7™ se ky £ 0 e

(2.55)
[Fex |+ oz |
8 1 2 Wioe < Ce_(n_|k1‘(7+€)7—) se k'2 % 0
O(u0,y°, )" O(wt)™ ||
Além disso, nas novas coordenadas
Ugoe (u’, 0, wh, 1) = 0, Wie(u®, 0, w', 1) = 0 (2.56)
e
8k oc
L}g(uo, 0,w', ) =0; com k < min{q,7}. (2.57)
O(u®,y°, )
Demonstragao.
A demonstracao deste lema segue imediatamente dos dois lemas anteriores.
u

Observemos aqui que de (2.56) temos

a oc
(u®,0,w', ) =0e %(uo,O,wl,u) =0. (2.58)

auloc
ow!

2.2 Aplicacao de Poincaré - Parte (lobal.

Considere a aplicagao global de Poincaré Ty, : S +— S™. Uma vez que o
tempo de percurso de S a S°% ¢ limitado, depende da aplicacao fluxo que é

de classe C", e ainda, pelo Teorema da Dependéncia Continua e Diferenciavel
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em relacdo as condigoes iniciais (ver [8]), Temos que a aplicacdo T, é um
difeomorfismo de classe C". Assim podemos trabalhar com a aplicacao inversa

Tg’lo1 : S — Sout na qual denotamos esta aplicacao por

diy dia dis u’ uglo(uoa ?JO, wov M)
Too (' y®w”) =1 0 0 0 0 |+ y! ,
da1 daa  das w? wglo(u07 y0> ’LUO, N)
(2.59)

onde dy1, dyo, di3, da1, dag € do3 s20 matrizes que dependem diferencialmente de
i, de dimensdes n x (n—1), nx 1, nx (m—1), (m—1)x(n—1), (m—1) x1
e (m —1) x (m — 1) respectivamente e as fungoes ug, € wy, sdo os termos de
ordem superior.

Pela construcao acima da aplicagao Tg_lj podemos escrever o seguinte re-

sultado.

u® —ut
u' —u () _ di dip dys " i Ugro(u®, 4", w", 1)
w' —w™ (1) do1 daa das 0 waro(u®, y°, w, ) )

w

onde (u~ (u), w™(p)) sdo as coordenadas da imagem de M ™ pela aplicagao T, g_lol'

Observe que pelo fato de [[u°]] = £ temos que a dimensdo do conjunto
{u® : WO = €} é uma a menos que a dimensio do conjunto
{(u,y,w) : y = w = 0}, ou seja, sua dimensao é (n — 1).

Observe também que o espaco tangente de W}, em M~ é gerado pelo ve-
tor velocidade (u, y, w)|,,— (que é tangente a I' em M ™) e pela base do espago
tangente da folha [“* no ponto M~. Pelo fato de I' € WP temos que o vetor
velocidade estd no espaco tangente de W3:E e como WL é transversal a [““
(condicao (D)), temos que a interseccdo do espago tangente de W}, com o
espaco tangente de W:¥ (ambos calculados em M ™) é um espago gerado pelo
vetor velocidade (u,y,w)|,,- e com isso, temos que este espaco é unidimensi-
onal.

Denotaremos por 7,V o espago tangente de uma variedade V' no ponto
peV.

Como a dimensao de Tp-[W2E] mais a dimensdo de Ty~ [W},] menos a di-
mensao de Ty- [W, N WEE] resulta na dimensao do espago todo, temos que

WiE e W, interceptam-se transversalmente em M ™.
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Assim, temos também que W3:ENS°% intercepta transversalmente W%, NS n

espaco ambiente S°U, Como Ty, ¢ invariante pelo fluxo, temos
Too YWEE N S = WEE N Sout | implicando que a imagem de W;iE N S™ pela

loc loc loc

aplicacao Tg_lo é transversal a W N S° que por sua vez implica que a ima-

gem do espaco tangente de W;F N S (calculado em M™), pela aplicacio T}

glo»

intercepta transversalmente o espaco tangente de W, N S (calculado em
M~).

Observagao 2.2.1. Se N e M sao duas variedades, f: N — M um difeomor-

fismo, p € N e f(p) = q. Entdo, o sequinte resultado é valido:

LIf(N)] = Df[T,NT;

dail,
FIN) M = T[f(N)] " T,M = Dfp[T,N] h I, M,

onde, M denota a interseccao transversal.

Assim, pela observacao acima temos que
glo <TM+<M/ZOC Sln)) h Ty~ (I/quéc A SOUt)'

Para demais propriedades envolvendo teoria de transversalidade recomen-

damos [1]. Agora nas coordenadas do Lema 2.1.4 temos:

TorsWEEAS™) = {w® =0} e Th (W NS = {u! =0},

implicando
DT, ({w” = 0}) th {u' = 0}. (2.60)
Como o espaco ambiente da equagao acima tem dimensao (m — 1+ n) e
{u! = 0} tem dimensao (m — 1) temos que dim(D glo({w 0})) > n, mas

pelo Teorema do Nicleo e Imagem temos dim(D7,, 'Huw® =0})) <
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Dai, temos
0
dyy dyg d
dim 11 a2 13 0 .
do1 doy  da3
logo,
() [
ker di1 dio 207
y°
dai,
det(dll, dlg) 7é 0. (261)

O fato do det(dy1, d12) # 0 é muito importante, pois serd usado mais adiante
como hipétese satisfeita do Teorema da Funcao Implicita para uma determi-

nada aplicacao.



Capitulo 3

Existencia do Toro Invariante

Seja T : R" x T™ — R" x T™ um difeomorfismo, onde T™ é o produto
cartesiano de S* com ele mesmo m vezes.
Seja também (z,#) pertencente a R™ x T™ e T'(z,0) = (z,0), onde

f(,0)
0+ go(z,0) = g(x,0) (mod2m),

K
Il

(3.1)

Syl
Il

com f e g diferencidveis e de periodo 27 com respeito a 6.

Denotamos K o anel definido por:
K= {(z,0)] |zl<d (,0)eR"xT"}

Para o estudo da existéncia de um toro invariante no anel K, consideremos

as seguintes hipdteses.

Hipétese 1.

Para cada 6, a aplicacao

¢ uma contragao, isto é:
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Hipétese 2

Para cada x fixo, a aplicacao
0 =0+ go(z,0) = g(x,0) mod2r
é um difeomorfismo.

Hipétese 3
dg ! dg !
QJ’ () N(%)

Da Hipétese 2, temos que 6 = G(z,0), assim podemos escrever o difeomor-

dg

— < 1.
ox

0

of (9g\ " of
%(%) o

0

0 0

fismo (3.1) na seguinte forma.

r= f(z,0)= f(z,G(z,0)) = F(x,0) e (3.3)
0= G(z,0 '
Observe que,
0= g(x,G(x,0)) (3.4)
Das identidades acima, temos que:
oF || _ [of| , [2s]| s (20"
oz ||, — |[0x||, |0x|,| 08 \ 00 0’
or|| _ of (20)”
00 0_ 00 \ 06 ’
) (3.5)
6] < o] | (2
oz ||, = ||0z]|,||\ o0 .
0G| _ (a0
o0 ||, 00 .

De fato, seja H(x,0) = g(x,G(x,0)). Dai, H(x,0) = 0 para todo  em R",
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assim temos que H nao depende de x, logo

on_og 0900
- Ox  Ox 00 0x’

Dai,

oG (0g\ ' 9g

Observe que para x fixo, temos que na variavel 6 g é a inversa de G, logo

oG [9g\ "
= (5) (37)
ou seja,
0G dg
500 ¢

Observe também que

_OH  0g0x 090G

ld= 55 =a:90 T 9900
logo
ox
= =0. 3.8
- (3.8)

Assim, derivando (3.3) e usando as equagoes (3.6), (3.7) e (3.8) escrevemos,

189
dx  dx 00 0xr Or 00\00 (%)
OF  0fdr 0f0G _of (dg\ "
00~ 0z 00 %%_%(%) ’
0G g\ ' dg
or _<%) oz ©

oG _ (99"
00  \oo)

o8 _ 9, 0006011 (%Y
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Portanto,

8_F
oz ||,
8_F
alh
B_G
oz ||,
%
il

IN

IN

Da Hipdtese 3, temos

of
Gxo

of

00 89 .
ag| |I(29) "
oz |||\ 90

&)

of (g "
o ()

)

0

al,

Y

0

0

45

g\ af
<% ||,/ 96 \ 90
o9\ M| ||of

O

of
Ty 39(

1 _
dg
G
0

< 1;

em particular, cada parcela da expressao acima é menor que 1, dai

[E

Tllo

+

) L5

of
()

6m

0

0

e

que por sua vez implica em

<1
6x

f -1
57(%)
0

{2

-
0

99
Ox

2G|

(5)

)

0

W

Al

of
()

8x
0 0

dg
00

)

0
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Com a tultima expressao acima e por (3.5), finalmente temos

oF
— <1 9
\/H&’j \/H 895 0 39)
Em particular
oF|| ||0G
—| ||—== 1. 3.10
Hax Jdaall, = (3.10)
De (3.1), temos
69 dgo
o0 =1 g
Dai,
dg dgo
—| <1
ol =1+1%),
ou seja,
-1
oG 1199 || s 1.
a0 ||, 00 -
0
Logo, de (3.10) segue que
oF
ox
Assim,
< 1. (3.11
R N e e e R N E s
Denotamos
oF| || foG\
L= — — 3.12
JH a9 | (0x) 07 ( )

oG
quando (8_) = 0, tome £ suficientemente grande.
x
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Observe que por calculos simples, obtemos:

J0-l%
it

8G

<1,
’ e
) <(1—£H—
H} (145
G
8x 0 1_2'8x

(7)
(7)

)

(3.13)

0

Denotaremos por H(£) o espago das fungoes = h(#) com o grafico em K

onde ||h]] < ny e h satisfazem a condi¢ao de Lipschitz.
|h(0 + Af) — h(8)]] < L£]|Af]| com £ >0 (3.14)
Seja H(£) um espago normado pela norma usual

dis(h1, ha) = [[n = hal| = sup [P (6) = ha(6)]

Lema 3.0.1. Se a primeira e a sequnda equacao de (3.13) sdo satisfeitas,
entao a imagem do grifico de uma aplicag¢ao de Lipschitz x = h(0) que satisfaz
(3.14) pela aplicagao T é o grifico de aplicagao uma aplicagio T = B(H_) que
também satisfaz (3.14).

Demonstracgao.

Seja h € H(L). Provaremos agora que a imagem T{x = h(f)} é uma
superficie do tipo T = l~z(§), ou seja, para todo # existe um tnico T = iL(Q_)
tal que (z,0) = T(h(0),0), para isto, primeiro provaremos que as afirmacoes

abaixo sao equivalentes.

(i) Para cada 0, existe um tinico T tal que T(h(0),0) = (z,0).
(ii) Para cada 0 existe um tinico 0 tal que 0 = G(h(6),0).

De fato, suponhamos que (i) é verdadeiro e provaremos que (ii) vale, ou

seja, (i) implica em (ii).
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Suponhamos por absurdo que para cada 6 existem 6; # 6, tal que

{ 0, = G(h(6,),0)

= Considerando %l -
0y = G(h(02),0).

teremos que
T(h(61),61) = (1’179:)
T(h(0s),02) = (22,0).

Sendo, 61 # 05 e T difeomorfismo, entdao T, # To que é uma contradigao.
Logo, (i) implica (ii).
Agora provaremos que (ii) implica (i). Suponhamos também por absurdo

que para cada 0 existem z; =+ x5 tal que

Como por hipdtese existe um tnico 6 tal que 8 = G(h(0),0), temos que
0, = 6. Pelo fato de T ser um difeomorfismo e pela equacao acima, temos que
r1 = T3 que é uma contradi¢ao. Logo, (ii) implica (i).

Portanto, (i) e (ii) sdo equivalentes.

Agora, vamos encontrar condicoes que para todo  existe uma tinica solucéo

da equacao abaixo sobre 6;
0= G(h(0),0). (3.15)
Considere a aplicacio, para cada @ fixo,
0 — G(h(9),0).
De (3.14) temos:

[Az]] = [[(0 + A0) — h(O)]| < £[|AY]

0
Gz + Az, 0) — G(x,0) = / Z—G(:c + sAx, 0)dsAx.
. Oz
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Assim -
|G (z + Ax,0) — G(z,0)| < Ha—

L£]|Ad]].
0

Da primeira equacao de (3.13) temos que a aplicagdo acima é uma con-
tracdo, logo para todo 6 existe um tnico 6 tal que (3.15) vale. Assim, T leva
grafico em grafico.

Substituindo # na primeira equagao de (3.3), obtemos:

ho) =z =F(h(0)),0) ou  h=Th.

Vamos mostrar agora que h satisfaz a condicdo de Lipschitz. Para isto é

suficiente mostrar que

|AZ]
aa) =
Tome . 8F )
/ % x + sAx,0)ds,
/1 aa—f (z + sAx,0)ds,
/12@—2‘2 x, ?—i—sA?)dse
/0 % z,0 + sAf)ds.

Observe que,

AZ = F(x+ Az,0+ Af) — F(z,0)
= F(z+ Az,0+ Af) — F(z + Az,0) + F(x + Az, 0) — F(z,0)

Yor, _ _ LoF _
(/0 57 (,0 +s Q)ds) 0+ (/0 ax(z+s x,@)ds) T

= F,Azx+ F;AQ.
Analogamente podemos provar que
Af = G, Az + GzAf.

Dai -
Az = F,Ax+ F;A0 e

_ (3.16)
A0 =G, Az + GyAD.
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Logo

1A0]] < [IGa | Ax]l + [Gall|A0]F < Gall Il A0] + (|Gl AD]I,

implicando
1AGII(L = L]|Gall) < Galll| A0
Portanto, -
|Gall]| A
Al < —————.
180= 1)

Da primeira equagao de (3.16) temos

1Azl < |EqlllAz] + [ 5l A0]
< [[E(L[ A0 + [| F5ll[|Ad]

1 F.|||Gg -
< e{giml+ 1= .

Dali,
|Az|] { 1 | F. [ |Gl
— < L —||Fpll + ——=—=+ ¢ -
|AG] o A

Finalmente pela segunda equacao de (3.13)temos

Utilizando o lema acima, podemos induzir de 7" um operador

da seguinte forma: dado h pertencente a H(£), o lema anterior diz que 7" leva
gréfico de h no grafico de uma outra aplicacdo h pertencente a H (£), defina

entao

T(h) = h.

O pdximo lema apresentado em [3] da uma condigao suficiente sobre um

operador T" para que (I — T') seja inversivel.
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Lema 3.0.2. Sejam T : K C R" — R™ um operador linear e K um compacto.

Se ||T|| < 1, entao

+oo
(I-7)7'=>"TK (3.17)
K=0
Demonstragao.
De fato, sejam S, = Z TK ¢ § = lirf S,. Esse limite existe, pois
K=0
1T < 1, logo
n (o) 1
k=0 k=0
Como
S, =1+T+T*+.--+T"e
ST =-T-T?-T3... - T
entao
S (I —T)=1-T""
Dai,

Sp= I =T Y1 -1)"

Aplicando o limite, temos:

S= lim (I -7 -1)"

n—-+o0o

Vamos mostrar agora que

lim (I—T"") =1

3
n—-+00

ou seja,
lim (I —T""")(z) =z para todo x em K.

n—-+00

Que é equivalente a mostrar que

lim 7"z =0,
n—-+4oo
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que por sua vez ¢é suficiente mostrar que

lim || T"+'z|| =o0.

n—-+o00

Pelo fato de x estar num compacto e ||7']| < 1, temos:

lim |77z < lim |7z = 0.
n—-+o0o n—-+00

Portanto,

+oo
(I-7)"'=>) 1"
K=0

Teorema 3.0.1. Se as Hipdteses (1), (2) e (3) valem, entdo para o difeomor-
fismo (3.1) existe um toro invariante em K que contém o w-limite de todas
semi-trajetorias positivas de K. O toro € definido pelo grifico x = h*(0) com

h de classe C' e de periodo 2.

Demonstracgao.

Pela afirmacao posterior ao Lema 3.0.1, temos definido o operador
7 : H(L) — H(£). Suponhamos que 7 ¢é uma contragao. Nesse caso, como
H(£) é um subconjunto fechado de um espago de Banach, teremos que existe
um tUnico ponto fixo h* para o operador 7 sobre H(£).

Assim, 7 (h*) = h*, logo, a imagem da variedade {x = h*(#)} pela aplicagao
T é a mesma variedade, isto é, esta variedade é a variedade invariante.

Provaremos agora que 7 é uma contracao; de fato, seja hy e hy dois ele-
mentos de H(£) e ha, hs suas respectivas imagens pela aplicacao 7.

Fixe qualquer e tome os pontos (Z1,0) e (Zo,0) em que a superficie
{(z,0) € K| 0 = 6} intercepta as variedades {Z = hi(0)} e {T = hy(9)}
respectivamente.

Uma vez que as variedades acima sao definidas pelas imagens das variedades
{z = hi1(0)} e {x = hy(0)} pela aplicacdo T, existem pontos {x; = hy(01)} e
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{2 = ha(62)} tal que T(x1,0:) = (21,0) e T(xa,02) = (Z,0). Por (3.3)

r1 = F(h1<01), é

01 = G(hi(6h),0),

To = F(h2(92), é)

0> = G(ha(62),0),
que pela desigualdade do valor médio temos;

oG
o= 0al < |52 Whato) - o)) ¢
0 (3.18)

oF
. < ||9F
121 — Zof| < H O

i [[71.(61) — ha(02)]] -
Usando a condi¢ao de Lipschitz (3.14) temos

171 (61) = ha(02) || < [|h1 (1) = ha (02)[|+ [|h1(02) = ha(02)]] < £ [|6102]|+ dis(ha, ha)
Assim, pelas inequagoes (3.18); podemos escrever as seguintes férmulas:

0G
_ < ||1Z=
101 — 62 < H pe

(/8 H91 — 92” + diS(hl,hg)) [§
0

<£ ||¢91 — 62” + diS(hl,hQ)).

oF
o -l < 5|

Podemos reescrever a primeira equacao da expressao acima da seguinte

forma: )
oG oG B
_ < || Z= — || Z= - di
161 02”"‘533 0(1 ‘ax 02) dis(hy, hy)),
dai,
oG

oF
o1 - 2ol < |

(<52
0 ox

L]

-1
% 0£) . dis(hl, hg) + dis(hl, h2)> .
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Logo, temos que vale o seguinte resultado:
oF

‘88% diS(hl,hg).
-5 <

0

[71(8) — ha(B) || = |71 — 2] <

ox

Uma vez que f é arbitrario, pela inequacao acima temos,
oF
. oz ||, ]
dZS(hl, hz) S — == d’LS(h17 hg),
oG
1—||l=I £
oz ||,

entao pela tltima equagao de (3.13) a aplicagao 7 é uma contragao.
Provaremos agora a diferenciabilidade da variedade invariante. Da in-

variancia da variedade {z = h*(6)}, segue de (3.3) que para todo f
B (0) = F(*(6),0), (3.19)
onde 0 ¢é definido pela equacao

0 =G(h*(9),0). (3.20)

*

00

devera satisfazer uma expressao e que essa expressao define

Nesse momento faremos um calculo formal. Admitindo que existe ve-

oh*

remos que
*

uma contragao a qual possui como ponto fixo ——, em outras palavras prova-

00

*

20

remos a existéncia de

Caso exista, denote
_oh”

n"(0) 50

Assim,

*(@)_3_Fah*@+3_F
N VI
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como

o0 _ 9GO o0 oG
00 Ox 00 00 09’

oG ., \ 90 0G
(—a “’))a—@—%-

Logo podemos escrever,

entao

o0 Ox 00
Dai,
..~ OF OF oG oG
70 =55+ Gore(1- o) 5 (321

onde todas as derivadas do lado direito sdo calculadas em (z = h*(6),0) e § é
definido por (3.20) como funcoes de 6.

Considere H'(£) o espago das fungoes continuas e limitadas x = n(6), com
Inll, < £ H'(£) é um subconjunto fechado do espaco de Banach das fungoes

Contl’nuas Ccom a norma
|71 — el = dis(n —n2) = Stelp{llm((’) —n2(0)|}. (3.22)

Agora, considere a aplicacao n — 7 definida sobre H'(£), onde

o _ OF  OF (0)<1_8G )10(; (3.23)

%77(9) %-

Provando que (3.23) é uma contracao, teremos que existe uma tinica solugao
n* de (3.21).
Vamos provar agora que a aplicacao n — 1) esta bem definida, ou seja, 1 é

limitada por £ com a norma provida de (3.22).
De fato,
oG oG
ox ox
Assim, pelo Lema 3.0.2 podemos escrever

(1-5) = (G-

k=0

£<1
0
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Logo,
_ 400 o) k 1
-2 Sl £ (1) - o
k= k= 1— ¢l|==
oz ||,
Usando estas estimativas e por (3.23), temos:
i < | 5| H .
1-—
oz ||,
Pela segunda equacao de (3.13) temos:
L||oF oG G| ||OF
= || o0 ‘ oG -
1-£
oz ||,
o que implica em
7l < £,

ou seja, 1 € H'(L).
Provaremos agora a contragao.

Afirmacgao:

oG\ ! oG \ ! oG\ ! oG \ !
(I - U2a—x) T2—" (I - a—xTh) = (I - 772%) (772 )(I_ 8—771>

o . 0
De fato, se multiplicarmos o a equacao acima por [ [ — 7728— pela es-
x

oG o ~
querda e por | I — —mn; | pela direita temos que a afirmagao vale se, e somente

oz
;2 9G N (96 N _.
T2 o Ui Up) I m | ="mn2—"M,

oG oG
Ne —MNem=T1 — N +Ne7="T = N2 — N1,
ox ox

se,

ou seja,

que é verdadeiro.
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De (3.24) temos

oG
77(]— O

Assim escrevemos,

- L 9G

(1

_nﬁx

o6y

. oF oG \ oG oF oG \ !
m2(60) — 71(0) —%772([—%772> %_8_771([_%771)
LOF [ (06 T (06 T 6
= or P o 12 T or T 90
LOF [, OGN (06 TG
= ox oy ) T oz " o0
oF [ oG\ ac \ '] aa
=37 <1—772%) (772—771)<I—%771) 20
Assim
Rl H o
dis(7j2, 1) m).

(=<5

Pela terceira equagao de (3.13) temos que a aplicacao (3.23) é uma con-

O

tracao.
Provaremos agora que h é de fato diferenciavel. Seja
OO

|h*(0 + AO) — h*(6)

128

z(0) = lim sup (3.25)

AO—0

Vamos provar que z(f) é identicamente nula. Primeiro, observe que a

seguinte expressao ¢ verdadeira

R*(0+A0)—h*(0) = gj (h*(0+A0)— h*(@))+%—§A§+o(A§)+O(A0). (3.26)
onde A6 satisfaz,
A) = gi(h*(e + AO) — h*(0)) + g—gAé + 0(A) + o(AD). (3.27)
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De fato, observe que

F(zx+ Az, 0 + Af) = F(x,0) + aa—FAx + g—ZAH + o(Az) + o(AB),
x
Gz + Az, 0 + Af) = G(x,0) + aa—GA:U + %—?AH + o(Az) 4+ o(Af) e

Az = h(0+ Af) — h(0).
De (3.19) e pela expressao acima temos

h*(0 + AG) — h*(0) = F(h*(0 + A0),0 + AJ) — F(h*(0),0)

_ g_ (10 + A0) — 1*(0)) + ZEAG + o(AG) + o(A0)
i

90
= G(h*(8),A0) — G(h*(0),0)
_ g—G[h*(é + AG) — B*(0)] + Z—?M + 0(A0) + o(AD).

De (3.27) temos a expressao

AQ:(I—— (9))1{(25@ (O-+A) —h(0) — (0)A0)+%—§A9]+0(A9)+0(A0)

Como h* satisfaz a condi¢ao de Lipschitz por (3.27) temos valendo a se-

L

- oG
H(“%)H -

que por sua vez implica em

guinte sentenca,

oo o]
lim sup < . (3.28)
AH—0 HAGH 1— '

ox

0
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Observe que de (3.26) e (3.21) podemos escrever

W@+ AG) — 1*(8) — n*(0)AF =2L (1 +*(0) <I . 8—fn*(9)> _16—(;)

Ox 0 Ox
(h*(0 + AB) — B*(8) — n* (0)AB) + o(Af) + o(AB).
(3.29)
Como
(1= o) 5

escrevernos

B (6 + AG) — b (8) — () A0 = ‘;i (I _ a—Gn*(e)> .

(h*(0 + AG) — h*(0) — n*(0)A0) + o(Af) + o(AB).
(3.30)
Agora por (3.25), (3.28) e pelo resultado acima, segue que:

OF [ 8G » _
o (1—%77*(9)) (h(0+A8) —h*(0) = (0) AB) +0(Ab) + 0 AB)
0)=1i _
R 7]
— ‘ 8_F
: Ox [AG] [[(h*(6 + AG) — h*(0) — 0" (0)A0)||
< limsup _
AG—0 _ |96 ) 1AM A8
or 0

o

;- H |5
(1_ H&c

)
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I [l o
(-4%])

onde K ¢é uma constante estritamente menor que 1.

Portanto,

— K2(6), (3.31)

O

Denote por =" a imagem de 6 pela aplicacao 7!, n interacoes, ou seja,
T7™(0) = 0~". Observe que

6) > (67,
logo
1 _
lim z(#) > lim K—z(@ ") = 0.

n—oo n—oo

Pelo fato de z(0) ser uniformemente limitada segue que z é uma aplicagao

identicamente nula. n

O fato de # ser um angulo nao é essencial para os resultados que acabamos
de adquirir, assim podemos trocar a variavel # por uma variavel y e com isso

segue o seguinte teorema.

Teorema 3.0.2. Sejam X e Y subespacos fechados e convexos de um espaco

de Banach. Seja T : X xY — X XY definida da sequinte forma:

T(x,y) = (z,9)
se, e somente se,
r= F(z,y) e
(z.9) (3.32)
y= G(z,9)

Se F' e G sao fungoes diferencidveis e as duas sequintes condigoes sao satis-

feitas,
oF
N (A TR T R
oF
e \/H 3x ) <1, (3.34)
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entao a aplicacao T tem uma variedade M* invariante de classe C' que contém

0s pontos w — limite e todas orbitas futuras de T

Vamos procurar agora resultados de forma que a variedade M* seja de
classe CY, para ¢ < r.

Com a troca de 6 por y, reescrevemos (3.20) e (3.23) da seguinte forma:

- 0.9 (339
1) = 5+ G (1- o) 5 (330

onde x = h*(y) é a equagao de M*.

Assim, das equagoes acima escrevemos

ey = 6()). (3.37)

Agora definimos T'(n,y) = (7, y), onde as equagoes de (3.37) s@o satisfeitas.

Observe que

a1 < b
wn{|2]} <1 o0

podemos aplicar o Teorema 3.0.2, e assim temos que existe uma variedade
invariante n = S*(y) de classe C'.

Agora vamos verificar em quais condi¢oes em termos das aplicagoes F' e G
as identidades (3.38) e (3.39) valem.
Pela equagcao (3.25)

diSt(ﬁl, 772) S Kdlst(m, 772), (340)

lembrando que K é estritamente menor que 1. Tome f(n) = §(n,y) = 7.
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Como § ¢ diferenciavel, chamando

%
D= a—n(nz) )
temos of P B — £
_ 2J _ 72 + — J\12
Dh =g tm) = g n
Logo
|Dh| = dist(Dh,0) = dist(lim J (2 + ﬂ? —/m)
= lim dist( {2 tht) —Iw) )
L
= lim — o ~dist(f(ny +th), f(n2)) < K|R]|.
Portanto,
| Dh||
D|| = sup < K.
1D]] Tl
Entao,
( ’ Ox 0)

Substituindo £ pelo seu valor de defini¢ao, temos:

|5
e

Agora, derivando (3.35) em relacdo a ¢ temos

lal

20

Oy 0Gohoy 0G

3y oz oyoy 9y

dai
<]_8_G@> dy 0G

dr dy) oy 9y
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implicando
dy oG oG
I——ny)| —=
8y 3x dy
Como
06 _ 0y
oy 0y
temos
e H ol
. 42
|51 02
1 —
85(: 8y 0
Assim,
Rkl
Hl sl
Resultando
»{ |5l |5} ~lEEL
1—
(IR

Assim, para que

ol 2l <

basta que o lado direito de (3.43) seja menor que 1, ou equivalentemente,

e

Provaremos agora que S*(y) = n*(y).

(3.44)

0

Pelo Teorema 3.0.2 temos que n = S*(y) é uma variedade invariante para

T, e com isso segue que T(S*(y),y) = (S*(y),y) (relembrando que agora T é
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dada por § e &); por (3.37)

{ S*() = 3(S*(y),7)
y= &(y).

Assim, S* é ponto fixo de (3.36), pela unicidade do ponto fixo, segue que
S*(y) = n*(y); logo n*(y) é de classe C' implicando que h* é de classe C.

Portanto, se (3.44) é satisfeito, entdao h* é de classe C.

Teorema 3.0.3 (Lema Fundamental). Seja as fun¢des F' e G do Teorema

3.0.2 de classe C" (r > 1) e que elas também satisfazem a condi¢ao

el 15

para algum inteiro ¢ < r. Neste caso a variedade M* € de classe C1.

oF
ox

8:6

0

Demonstracgao.

Suponhamos que o teorema vale para todo inteiro ¢ tal que 1 < ¢ < k, e
provaremos que o teorema vale para ¢ = k + 1.

De fato, por (3.37) temos

i =S(njy) e (3.45)
y =6(y),
lembrando que
9% _
on

e

entdo existe uma variedade n = n* invariante de casse C*, que por sua vez

Aplicando o teorema para ¢ = k temos que se sup {H H

implica em x = h* ser de classe C**!.

Temos por hipotese para ¢ = k + 1 que

il R

OF
ox

8G

8:1:

0
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o (sl < (-l

k+1}
) < 1.
0)

8G

dai

oG

@x

Entao,
oF
ox

Sup{
|
Y |lo

Por outro lado, por (3.41) e (3.42)

o5 | (128
onll |l 0y

H@G

0_G
ox

lo
(151

0_F
P ox

k+1

3x

k+2
0)

Assim,

B

k+2
0)

k+1}
oG
0

ox

{315

e

<1.

65

Logo, a variedade é de casse C**'. Portanto, a variedade é de classe

Cl(qg<r)



Capitulo 4

Variedade Central para Lacos

Homoclinicos

4.1 Teorema da Variedade Centro Estavel

Teorema 4.1.1. Se as condigoes (A), (B), (C) e (D) valem, entao existe
uma pequena vizinhan¢a U da trajetoria homoclinica T tal que para todo p
suficientemente pequeno o sistema X, possui uma variedade centro estdvel Ws¢
invariante de classe C™@7) tal que toda trajetéria que ndo estd em W€

deiza U quando t — +o00. A variedade W*Cé tangente em O ao auto espaco

estendido estdvel ESF .

Demonstracgao.
Sejam dois pontos (u®,y°, w°) e (@°, 7", w") sobre a secao transversal S,
(u',y*, w') um ponto sobre a se¢ao transversal S°“* onde

(ula yla wl) = Tg_l(} (UO7 y07 w0>'

Assim, T71(u?, 9%, w®) = (1, 7°, @) se, e somente se,

Tg_l(}<u0ay07w0) = (ulaylvwl) €

T (ut, gt wh) = (@, 5°, @°);

(4.1)
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que é equivalente a dizer que
0 = wloc(a07g07wlau)a

= uloc(aov g07 w17 M)v

ut —u(p) = di(u® —ut) + dia(y°) + dis(w®) + ug(u®, v, wt ) e
w —w () = dor(u” —uh) + daa(y°) + doz(w®) + wre(u’, y°, wh, o).

w
ul

(4.2)
Agora, trocamos as funcoes . € Wi por
N ((UO_U-&-,yO,wl))
Uloe = Uloc X e
p
(4.3)

(uo B U’Jr? y07 w1>> .
P )

Wioe = Wioc X<

onde, p é uma constante e y : R"™™

1,se |||
S g
x(s) { 0,se ||s]

Temos que as estimativas do Lema 2.1.4 valem para as funcoes .. € Woe

— R é uma funcao de classe C" tal que:

< M. (4.4)

1
N
1 ‘

ds

a menos do produto por uma constante.

De fato, sejam k = (ki, ks) e [ = {v, v éum vetor de dimensao (n—1+m)

com coordenadas inteiras nao negativas com a soma das coordenadas menores
ou iguais a k}. Dal,
a|v|uloc

<
- Iilealx{ O(u® y° wh p)” } Iilglx{
< CMIOHT polkl — Grelkaliaar

olvly oIk
a(uoﬂ yoﬂ w17 M)v

kl o~
8‘ ‘Uloc
k

(ul y° w, )

Analogamente, prova-se que o mesmo vale para o caso Wj.

Assim, temos que as fungoes .. € Wy, satisfazem as estimativas do Lema
2.1.4, sao identicamente nulas fora da vizinhanga g de (u™,0,0) e ndo perdem
a diferenciabilidade.

Aplicamos um procedimento analogo para a aplicacao T g_lj, onde modifica-
mMOS Uy, € Wy Assim, fora da vizinhanga £ de (u*,0,0) a aplicacao Tg’lo1 é

linear e no restante do espago fica muito proximo de uma aplicacao linear.
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Da terceira equagao de (4.2) escrevemos
S('U,l, UO, y07 w07 /L) = _ul—i_ui (N)"‘(dn, d12)(u0_u+7 y0)+d13(w0)+wglo(uo7 y07 w07 /L)

Assim,

oS

a(uo, yO) (u=ut,yt,wt,0)

= (d117 d12)

que por (2.61) seu determinante é diferente de zero. Pelo Teorema da Funcao
Implicita, temos:
(u”,9°) = flu',w’, ). (4.5)

Todas as derivadas de f sao uniformemente limitadas na vizinhanca de
(u™,w™,0).

Da quarta equacao de (4.2) temos,
w' = w” (P’) + (d217 d22)f(u17 w07 /j’) + d23(w0> + wglo(f(ulv wO’ :u)v w07 :u)v

donde temos que
w' = g(ut, w’ p). (4.6)

Vamos verificar também que todas as derivadas de ¢ sao uniformemente

limitadas na vizinhanga de (u™,w™,0).

dg af

out (u=,wt,0) ( 21 22) ou! (u*,wJF,O)’

9y _ af
aw() (u=,w+,0) - (d217 d22) 8w0 (u=,wt,0) + d23.

Pelo fato das derivadas de f serem limitadas, temos a limitagao de g na
vizinhanga de (u™, w™,0).

Substituindo (4.6) na segunda equacao de (4.2) obtemos
ut = we(@’,5°, g(ut, W, ), ). (4.7)
Fazemos agora a troca das fungoes u;,. por .., obtemos

Ul = aloc(ﬂoagoag(ul>w()?,u)?“)' (48)
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Observe que

1; 6ﬁloc li auloc + aX

1m = 111m Uloc || = Y,

p—0 || Ow? o0 || Gt X T et

. 0 1 auloc 0 .
pois Upee(u’, 0, w', 1) = 0, Tl =0em y’ = 0e tanto a y como suas derivadas
w
sao limitadas.
Logo temos
6ﬁloc

lim =0. 4.9
p—0 || Qw! (4.9)

Seja P<u17 (u07y0)7w07,u> = ul - ﬁloc(ﬂoa aovg(u17w0>ﬂ)u)'

op _(Id a“l“ﬁ) (4.10)

out  ow! dul

Como

temos que para p suficientemente pequeno vale

oP
e #0, (4.11)
logo
ut = e (@°, 77, w°, ). (4.12)

Lembrando que w' = g(u',w’, 1) e substituindo a expressdo acima dentro
de (4.5) e da primeira equagao de (4.2) temos,
U_JO = wloc(a07 gO’ g(u17 ’UJO, M)? M) :w100<a07 gO’ g<a100<a07 g07 ’UJO, M)? U)07 ,U/)v :U’) €

(uO’ yO) :f<u17 wO’ ,u) = f(aloc(ao>g0>woaﬂ)aw()?ﬂ)‘
(4.13)

Onde podemos escrever

w’ = Fu’ (@°7") e

() = Gw" (a,9")).

Observe que excluimos o parametro p das expressoes para simplificar a
notacao. Vamos verificar agora que as fungoes F' e G satisfazem as hipoteses
do Teorema 3.0.3.
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Observe que,

i oP
) OlUjoc o(u®,°
i | = | 5| =
Oul
r oP
lim [aalocl = lim _ou® = lim
p—0 | OwO p—0 | OP p—0
L du!

Como todas as derivadas de g sdo uniformemente limitadas e por (4.9)

ot .
lim —<¢ = 0 temos o seguinte resultado:
p—0 Jwl
lim — 2o _ iy
p—00(u’, 7°)
lim Dlioe =
p—0 OwO
afwloc

Lembrando que de (2.58) h S

fato de todas as derivadas de g e de f serem uniformemente limitadas e usando

a/&loc aﬁloc ag
. o(u, %) = ow' d(u, y°
PIL% auloc ag
ow! dul
aalocﬁ
ow! owY
812;06 69
1= 5t gul

auloc

5 O, g0 ©

= 0, usando os resultados acima, pelo

as estimativas do Lema 2.1.4 para as func¢oes modificadas, temos:

lim 8_F = lim Oloc || _ im awlocﬁ
p—0 |[Owd || p—0] OwO p—0 || Qw! owP
. aU)loc ag aaloc 39
p— 1 pr—
o2 || Dwt L?ul Ju +aw0] 0
. oG ) of . 0 f 8&;05
| =1 — | =1 M
0 |0, 0 ||~ o 8@, 70) || || aut a(uo )| =
lim oF lim | Oiee Dice
p—0 a(a07g0) p—0 _a(ﬂong) awl a UO —
— lim [ afwloc a'wloc 39 8“100 —0e
C =000, 7°) T ow! dul d(ad, 5°) |||
. IRT -8f 8ﬁloc 8f
/l)ll% O /IJIEEIJ | Out Jw° awo} ‘ s M
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Assim, para p suficientemente pequeno,

il 4 [ 2F I - OF
P Gwo P O(u, y°)

onde (v’ (@°,7°)) € B((u*,y",w"), p).

oG

oG
H o(u®, y°)

owo

b,
0

0

Logo, pelo Teorema 3.0.3, existe uma variedade w® = ¢*(u®,4°, i) que é in-
variante com respeito a aplicacao 7! modificada. Como aplicacao modificada
coincide com a aplicacao original T~! na vizinhanca de (u™,0,0), desta segue
que a interseccao da variedade ¢* com o dominio da aplicagao original e com
a bola de centro (u*,0,0) e raio p é uma variedade invariante diferencidvel da
aplicagao original, que serd denominada de pequena variedade invariante.

Pelo Teorema 3.0.3 as interacoes futuras da aplicacao T—! em qualquer
ponto na bola de centro (u*,0,0) e raio g converge exponencialmente para
a variedade ¢*. Isto implica que qualquer ponto cuja interacoes passadas da
aplicacao T~ 'estao numa distancia g do ponto (u™,0,0), obrigatoriamente ele
esta na pequena variedade.

Em termos da aplicacao de Poincaré original T, isto significa que todo
ponto, cuja interagoes futuras estdo na vizinhanga do ponto (u™,0,0) obriga-
toriamente pertencem a pequena variedade invariante.

O conjunto das trajetérias que inicia nos pontos dessa variedade sobre
a secao transversal, é uma variedade invariante para o sistema de equacoes
diferenciais considerado,(escolha um pedago da trajetéria em que os pontos
permanecam na vizinhanca U do lago homoclinico), por construcao esta va-
riedade contém todas as trajetorias que permanecem em U para todo tempo
positivo. Em particular, ela contém WS [ U. O ponto O obrigatoriamente,
também estd incluido na variedade invariante resultante. Note que a diferen-
ciabilidade da variedade invariante acima segue da diferenciabilidade provada
da interseccao com a secao transversal S™ | exceto no estado de equilibrio O.

A diferenciabilidade de O é verificada separadamente, mas a demonstracao
sera omitida em nosso trabalho.

Apenas note que a variedade invariante resultante coincide localmente com

sE

a variedade estével estendida W7 (0) de que a diferenciabilidade de O segue.
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4.2 Teorema da Variedade Centro Instavel

Observamos aqui que devido a simetria do problema em relacao a reversao
do tempo, segue que existe uma correspondéncia entre esse teorema provado e
o Teorema da variedade instavel que pode ser formulado como segue.

Suponha que o sistema tenha um lago homoclinico I' em p = 0. Seja
modificadas as condigoes (A),(C) e (D) pelas condigoes (A’),(C’) e (D) res-

pectivamente, como segue:

(A”) Seja os autovalores do ponto O satisfazendo a sequinte condigao.

ReX, < --- < Redy <A\ <0< Reyy <--- < Reypm,

com A\ real.

Como A, € R, temos que ele ¢é diferenciado, com isso construimos a subva-
riedade instavel W** C W* na qual nao sofre influéncia de A\; e denominamos
esta subvariedade como Subvariedade Estavel Forte. Assim, escrevemos a se-

guinte condigao.

(C") Assuma que a trajetéria homoclinica v nao mora em W*s,

Teorema 4.2.1. Com a condicao A’ valendo, temos que na vizinhanc¢a do

estado de equilibrio do tipo sela, existe uma variedade instdvel estendida W'E

de classe C* (p é o maior inteiro tal que p|A\i| < |ReXs|) que contém W™
e é tangente ao espaco E*F (espago gerado pelos autovetores referentes aos

autovalores (Y, - ..,71,A\1 ))no ponto O.

Demonstragao.

Este teorema estd demonstrado em [6] pag. 84. ]

Prolongamos a variedade W“E com as trajetérias futuras do lago I'. Assim,
temos a variedade instdvel estendida global W*E,

De maneira anédloga a construgao da folheagao fortemente instavel F*, cons-
truimos a folheacao fortemente estavel F® e com isso, escrevemos a seginte

condicao.

(D’) Assuma que em cada ponto de ' a variedade instavel estendida

WHE ¢ transversal as folhas da folheacdio fortemente estdvel F*.
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Como no caso anterior, nos podemos prolongar a variedade instavel estendida
invariante ao longo das trajetorias futuras.

Com isso temos valendo a seguinte teorema.

Teorema 4.2.2. Se as condigoes (A°), (B), (C’) e (D’) valem, entao existe
uma vizinhanca U da trajetoria homoclinica T tal que, para p suficiente-
mente pequeno, o sistema tem uma variedade centro instdavel invariante de
dimensdo (m + 1) de classe C™™P7Y denotada por W*C. Tal que toda tra-
jetéria fora de W'C deiza U com t — —oo, ( Aqui, p é o maior inteiro tal
que plhi| < |Res|). A wvariedade W'C é tangente ao auto espaco E'F que

corresponde aos autovalores (Ym, .. V1, A\1)-

Demonstracgao.
A demonstragao deste Teorema é andloga a do Teorema da Variedade Centro

Estavel. [

4.3 Teorema da Variedade Central

Com os Teoremas 4.1.1 e 4.2.2 valendo temos o seguinte Teorema.

Teorema Principal: Sobre as hipdteses A, B, C, D, A’, B’ e D’ temos que
eziste uma variedade central bidimensional, invariante de classe C™™P97} denotada
por WCY. Ela contém todas trajetorias que permanecem totalmente na vizi-
nhanca U para todo o tempo. A wvariedade W€ ¢é tangente em O ao auto
espagco B correspondente aos autovalores (y, e A1) onde (1 e A1) sio 0s au-

tovalores reais puros.

Demonstragao.
Basta tomar W& = Wu¢ N WsC, |
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