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Resumo

Estudamos interseccoes homoclinicas de variedades estavel e instavel de pon-
tos periodicos. Toda interseccao homoclinica produz um comportamento curioso na
dinamica. Nosso modelo de tal fendmeno é a famosa ferradura de Smale, a qual é um
conjunto hiperbdlico para um difeomorfismo. Além disso, estudamos dinamica nao
hiperbélica cuja perda de hiperbolicidade ¢ divido a tangéncias homoclinicas. Elas
tém um papel central na teoria de sistemas dinamicos. O desdobramento de uma
tangeéncia homoclinica produz dinamicas muito interessantes. Neste trabalho estu-
damos a criacao de cascatas de bifurcagoes de duplicagao de periodo e um esquema

de renormalizagao para uma tangeéncia homoclinica.

Palavras chave: Interseccao Homoclinica, Ferradura de Smale, Desdobramento

de uma Tangéncia Homoclinica, Bifurcacao Sela-né e Flip.



Abstract

We study homoclinic intersection of stable and unstable manifolds of periodic
points. Every homoclinic intersection produce a intricate behavior of the dynamics.
Our model of such phenomena is the so called Smales”s horseshoe, which is a hy-
perbolic set for a diffeomorphism. We also study non hyperbolic dynamics whose
lack of hyperbolicity is due to homoclinic tangencies. They play a central role in
the theory of dynamical systems. The unfolding of a homoclinic tangency produce
many interesting dynamics. In this work we study creation of cascade of period

doubling bifurcations and a renormalization scheme for a homoclinic tangency.

Key words: Homoclinic Intersection, Horseshoe of Smale, Unfolding of a

Homoclinic Tangency, Flip and Saddle-node Bifurcation.



Introducao

Métodos que envolvem o uso de equagoes diferenciais para descrever como siste-
mas fisicos evoluem tem uma limitacao: enquanto as equacoes diferenciais sao sufici-
entes para determinar o comportamento (no sentido que solugoes das equagoes exis-
tem), freqilentemente é dificil encontra-las, mesmo quando a expressao da equagao
é simples.

Quando solugoes podem ser encontradas elas descrevem movimentos muito regu-
lares. A partir da década de 60 um grande ntimero de cientistas depararam-se com
um novo tipo de movimento, atualmente chamado de cadtico. Esta nova nocao de
movimento ¢é erratico (pelo menos do ponto de vista deterministico): nao é apenas
quasiperiédico com um grande nimero de periodos; e nao é causado pelo grande
numero de iteragoes de elementos. Este tipo de comportamento pode ser detectado
mesmo em sistemas muito simples.

Em termos gerais, a teoria de Sistemas Dinamicos esta interessada em descrever,
para a maioria dos sistemas, como a maioria das orbitas se comportam, especial-
mente quando o tempo vai para o infinito. Mais ainda, quando e em que sentido
este comportamento é robusto sob pequenas pertubacgoes do sistema.

A formulacao matematica de um sistema dinamico inclui dois ingredientes prin-
cipais: um conjunto M (geralmente uma variedade diferencidvel de dimensao d > 1),
o espaco de estados, cujos pontos representam os possiveis estados do sistema; e uma
letr de evolucao, descrevendo como o sistema evolui de um estado a outro. Esta lei

de evolucao pode ser tempo discreto: uma transformacao T : M — M mapeando



Introducgao 15

cada estado zy € M a outro estado x1 = T'(xy) que o sistema estard uma unidade
de tempo depois. A seqiiéncia xg, x1, 22, . .. definida por z;1; = T'(x;) é a trajetdria
de um estado inicial xqg. Se a transformagao 7' for inversivel entao temos também a
trajetéria passada ...,x_s,2_1,x definida por z_; 1 = T'(z_;). Outro modelo de

evolugao é o tempo continuo, expresso por uma equacao diferencial

dx

pri F(x).

A trajetéria de um estado inicial zy é a solugao z(t), t € R da equacao diferencial
com x(0) = xy. Assumimos que a solugao estd definida para todo tempo. De
fato sempre consideraremos M uma variedade diferencidvel (compacta) e o sistema
diferenciavel em relacdo ao tempo e ao espaco M.

Estamos interessados principalmente em:

1. descrever o comportamento da maioria das orbitas da maioria dos sistemas,

especialmente quando o tempo vai para o infinito

A descricao de todas as orbitas ou sistemas nao é, em geral, um objetivo realistico,

pois existem muitas formas de comportamentos excepcionais.

2. entender se este comportamento é estavel por pequenas modificagoes da lei de

evolugao.

A formulacao matematica da lei de evolucao é quase sempre uma simplificacao do
processo real. Por isso, ¢ muito importante que as conclusoes obtidas dela nao seja

muito especifica: elas devem permanecer validas para leis proximas.

Estudaremos difeomorfismos em superficies que apresentam interseccoes ou Or-
bitas homoclinicas isto é, érbitas que no passado e no futuro possuem o mesmo
conjunto limite. Em geral, érbitas homoclinicas transversais estao associadas a
complexidade dinamica de um sistema (uniformemente) hiperbdlico, e, a presenga de

uma tangencia homoclinica é uma obstrucao para que um sistema seja hiperbélico.

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado
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Além disso, as bifurcacoes homoclinicas possuem um papel central na teoria de
Sistemas Dinamicos.

Um marco de referéncia fundamental na evolugao das equagoes diferenciais que
descrevem um sistema é o trabalho de Poincaré “Mémoire sur les courbes défines par
une équation differentielle” (1881) no qual sao langadas as bases da Teoria Qualita-
tiva das Equagoes Diferenciais. Tendo inicio com Poincaré em 1890, com seu ensaio
sobre a estabilidade do sistema solar, as interseccoes homoclinicas ja eram associadas
a complexidade do sistema. Em 1935, Birkhoff mostra que préoximo de uma orbita
homoclinica existe uma infinidade de orbitas periddicas com periodos muito gran-
des. Passando da teoria abstrata para a aplicada, Van der Pol, em 1920, introduziu
uma classe de equacgoes que descreviam o comportamento de circuitos eletronicos
que empregavam tubos de vacuo e que foram usados nos primeiros radios. Ele mos-
trou que esses circuitos possuiam oscilagoes estaveis, que hoje sao conhecidas como
ciclos limites. Em 1927, com seu amigo Van der Mark, Van der Pol descobrem
o caos deterministico. Em 1937 Andronov e Pontrjagin introduzem o conceito de
estabilidade estrutural e Mauricio Peixoto (1958-62) da a caracterizagao, a aber-
tura e densidade das equacoes diferenciais estruturalmente estaveis em superficies,
o que constitui um marco fundamental para o desenvolvimento contemporaneo das
equacoes diferenciais. Até a década de 50 os pesquisadores ja haviam encontrado
solucoes extremamente complicadas de equagoes como as de Van der Pol. Mas foi
na década de 60 que Smale, com um simples exemplo geométrico, descreveu o com-
portamento complicado que uma érbita homoclinica pode gerar. Esse exemplo é
conhecido como a Ferradura Geométrica de Smale. Nasce entao a chamada teoria
hiperbdlica ou dinamica hiperbdlica. Ainda na década de 60, Newhouse combina
as bifurca¢oes homoclinicas com a complexidade da teoria hiperbdlica para obter
sistemas dinamicos mais complicados que os hiperbdlicos. Na década de 80, Levi
reanalisa as equagoes de Van der Pol usando agora a teoria hiperbdlica e prova que
existem solugoes para tais equacoes.

Comecamos nosso trabalho descrevendo, no primeiro capitulo, o que é uma orbita

homoclinica e damos um exemplo onde ocorre uma érbita homoclinica (transversal),

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado
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o qual denominamos aplicacao linear deformada. Depois, no Capitulo 2, veremos a
Ferradura de Smale e suas propriedades tais como a existéncia de um subconjunto
invariante maximal, o qual denotamos por A, como é a configuracao de suas va-
riedades estavel e instavel. Ainda nesse capitulo, veremos também que os pontos
periddicos da aplicacao f que define a ferradura sao densos em A e que e existe uma
representac¢ao simbdlica para a aplicacao f restrita ao conjunto A (uma dinamica
simbdlica), ou seja, o comportamento das 6rbitas dos pontos em A sao de certo modo
equivalentes ao comportamento das orbitas de pontos no espaco de simbolos 5, que
¢ o conjunto das seqiiéncias bilaterais com entradas 0 e 1. Desta equivaléncia conse-
guimos obter mais propriedades do conjunto A, como por exemplo, que a aplicacao
f possui dois pontos fixos, p e p, em A e que o conjunto dos pontos homoclinicos ao
ponto fixo p é denso em A. Finalizamos o capitulo definindo o conceito de bifurcacao
homoclinica e dando um exemplo geométrico.

No Capitulo 3, estudamos as conseqiiéncias dinamicas de uma bifurcacao ho-
moclinica transversal. A principal é a criacao de uma ferradura. Além disso, es-
tudaremos as propriedades que decorrem da existéncia dessa ferradura. Ela pos-
sui um subconjunto invariante maximal A que provaremos ser hiperbdlico utili-
zando folheacoes invariantes. Uma interseccao homoclinica pode nao ser transversal,
nesse caso dizemos que é uma tangéncia homoclinica. No Capitulo 4, veremos que
em familias a um parametro de difeomorfismos {¢,} uma tangéncia homoclinica
quadrética (sob certas condigoes) associada a um ponto fixo py para aplicagdo ¢
é acumulada por tangéncias homoclinicas dessa mesma familia. Estudaremos bi-
furcagoes nessas familias a um parametro de difeomorfismos tais como a sela-no6 e o
flip e suas formas genéricas, isto é, que ocorre na maioria dos casos. Depois veremos
que o desdobramento de uma bifurcacao homoclinica pode criar uma ferradura e que
durante a criacao de uma ferradura existem infinitos pocos ou fontes e bifurcacoes
de duplicacao de periodo. Finalmente, vamos comparar a ferradura criada por uma
tangéncia homoclinica com a familia quadratica (fungoes reais que dependem de
um parametro g que tém a forma y — y? + p). A principal ferramenta utilizada

sera a renormalizacao. O Apéndice A complementa o Capitulo 2 e o Apéndice B

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado
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complementa o Capitulo 3.
Colocando em forma de topicos, temos que os seguintes fenomenos ocorrem du-

rante o desdobramento de uma tangéncia homoclinica:

e orbitas homoclinicas transversais, que estao associadas a ferraduras (conjuntos

de Cantor invariantes hiperbdlicos),

e cascatas de tangeéncias homoclinicas, isto é, seqiiéncias de parametros reais
cujos correspondentes difeomorfismos apresentam uma tangéncia homoclinica

e

e para familias de difeomorfismos localmente dissipativas (isto é, onde o deter-
minante do jacobiano no ponto homoclinico tem valor absoluto menor que 1),

temos cascatas de bifurcagoes de duplicagao de periodo de atratores periddicos

(pocos).

Além desses fenomenos, existem outros que nao estudamos e que podem ser

encontrados em [5]:
e cascatas de ciclos de selas-né criticos,

e subconjuntos residuais de intervalos contidos na reta dos parametros cujos cor-
respondentes difeomorfismos apresentam infinitos pogos coexistindo um atra-

tor estranho como o atrator de Hénon,

e subconjuntos com medida de Lebesgue positiva de intervalos contidos na reta
dos parametros cujos correspondentes difeomorfismos apresentam um atrator

estranho como o atrator de Hénon,

e prevaléncia da hiperbolicidade quando a dimensao fractal (de Hausdorff) do

conjunto basico associado ¢ menor do que 1 e

e a nao prevaléncia da hiperbolicidade quando dimensao de fractal acima é me-

nor do que 1.

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



Capitulo 1

Orbitas Homoclinicas

Nesse capitulo vamos rever as definicoes de variedade estdvel e instdvel, veremos
também a definicao de pontos homoclinicos e um exemplo no qual ocorre a inter-
seccao da variedade estavel com a instavel transversalmente, ou seja, aparece um

ponto homoclinico transversal.

1.1 Orbitas Homoclinicas em Sistemas Dinamicos

Vamos agora recordar as defini¢oes de ponto fixo hiperbolico e de variedades estdvel

e instavel.

Definicao 1.1.1. Seja ¢ : M — M um difeomorfismo de classe C” e seja p um
ponto na variedade M. Dizemos que p é um ponto fixo hiperbdlico se p(p) = p e
se Dy, nao possui autovalores de norma um. Para esse ponto fixo hiperbdlico p,

definimos as variedades estdvel e instdvel por

W(p,p) = {x € M | ¢'(r) — p quando i — oo}

W p,p) ={x € M| p'(z) — p quando i — —oo}

Quando nao existe duvida a respeito da aplicacao que define as variedades estavel e

instavel denotamos apenas por W#(p) e W"(p).
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Observacgao 1. No caso em que p ¢ um ponto periddico de periodo k, para algum
k € N, isto é, ©*(p) = p e k é o menor niimero natural que satisfaz essa condigao,
definimos a hiperbolicidade e as variedades estdvel e instdvel trocando ¢ por ©* na

definicao anterior.

De acordo com o Teorema da Variedade Estavel, as variedades W?*(p) e W*(p) sdo
subvariedades imersas injetivamente em M, tém a mesma classe de diferenciabilidade
que ¢ e tem dimensoes igual ao nimero de autovalores de Dy, com norma menor

que um e maior que um, respectivamente.

Exemplo 1. Considere ¢ : R" — R” uma aplicacao linear sem autovalores de
norma um, digamos com m (0 < m < n) autovalores de norma menor que um.
Logo, a origem 0 é um ponto fixo hiperbdlico (por linearidade) e W#*(0) e W*(0)

sao subespacos lineares complementares
R™ = W?(0) ® W*(0),

onde a dimensao de W#(0) é m e a dimensao de W*(0) é, logicamente, n — m.

Em se tratando de uma aplicagao linear, o estudo da dinamica é simples. Porém,
a maioria das aplicacoes sao nao lineares e, nesses casos, podemos encontrar com-
portamentos “estranhos”na dinamica como, por exemplo, as variedades estavel e

instavel intersectarem-se formando o que chamamos de uma intersec¢ao homoclinica.

Definicao 1.1.2. Seja ¢ : M — M uma aplicacao de classe C! e p € M um ponto
fixo hiperbdlico para ¢. Dizemos que ¢ € M é um ponto homoclinico para p se q # p

e

q € W*(p) " W*(p),

isto é, .lirin ©'(q) = p.
Dizemos que ¢ é um ponto homoclinico transversal se W*(p) e W*(p) interceptam-

se transversalmente em ¢, isto é, se

T,M =T, (W?(p)) ® T,(W"(p)).

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado
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Aqui, T,(W*(p)) quer dizer o espaco gerado (em T,M) pelos vetores tangentes a
W*(p) no ponto ¢, para ¢ = s, u.

Observacao 2. Seja ¢ um difeomorfismo, p um ponto fixo hiperbdlico e ¢ um ponto
homoclinico para p. Logo, para todo n € Z, ¢"(q) é também homoclinico para p,
pois as variedades estavel e instavel sao invariantes. Assim, dizemos que a Orbita

O(q) de q é uma orbita homoclinica.

Observe que os difeomorfismos lineares nao possuem pontos homoclinicos. Su-
ponha que ¢ : £ — FE é um difeomorfismo linear e que a origem 0 é seu (unico)
ponto fixo hiperbdlico. Entao, pela linearidade e pela bijetividade de ¢, W*(0) = E*
e W*(0) = E*. Logo,

E =ToE =E* @ E* = W*(0) & W*(0),

ou seja, W*(0)NW*(0) = {0}, pela definicao de soma direta. Portanto, ndo existem

pontos na interseccao entre as variedades estavel e instavel, exceto a origem.

1.2  Orbitas Homoclinicas em uma Aplicacao Li-
near Deformada

Nesta se¢ao veremos um exemplo de aplicagao na qual ocorre uma 6rbita homoclinica.
Esta provém da composicao de uma transformacao linear com uma outra funcao
que modifica a configuracao da aplicagao original fazendo com que suas variedades

estavel e instavel se interceptem.

Exemplo 2. Seja ¢ : R* — R? uma aplicacao linear dada por ¢(z,y) = (2, %)

Claramente, (0,0) é ponto fixo hiperbdlico de ¢. Vamos ver como sao as variedades

estavel e instavel de p = (0,0) usando diretamente as definigoes

W#(0,0) = {(z,y) € R* | ¢'(x,) — (0,0) quando i — oo}

W*(0,0) = {(z,y) € R* | ¢(x,y) — (0,0) quando i — —oo}.

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado
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Note que ¢'(z,y) = (2%, %) Logo, a tnica maneira de fazer 2'x — 0, quando

1 — 00, ¢ exigindo que z = 0. Por outro lado, temos que % — (0 para qualquer
y em R. Logo, W*(0,0) = {(z,y) € R* | z = 0}. De forma semelhante, como

T

o (1Y) = (5

z
que y = 0, enquanto que para todo x € R, temos 5 — 0. Logo, temos que

,2‘y), a unica maneira de fazer 2'y — 0, quando i — 00, ¢é exigindo

Wu(0,0) = {(z,y) € R?* | y = 0}. Portanto, a variedade estdvel é o eixo y e a

variedade instavel é o eixo z. Veja a Figura 1.1.

Yy

— le={z+y=0c}

A
Y

Figura 1.1: Eixos z e y. Figura 1.2: Reta /..

Agora, considere a composicao 1) o , com 1) : R?> — R? um difeomorfismo da

forma

Y(x,y) = (= flz+y),y+ flz+y)),

onde f é alguma funcao diferenciavel. Com isso, temos que ¢ translada pontos sobre
retas da forma (. = {(z,y) € R* : z +y = ¢} a uma distancia que depende somente

da constante real c. Na verdade, se (z,y) € {., entao

(. y) = (2.9 = (@~ fle),y+ £(e) = (@, )l = V2f(©).

Devemos colocar algumas hipoteses adicionais na aplicagao diferenciavel f. Su-
ponhamos que f = 0 em (—o00,1] e que f(2) > 2 (no restante do dominio f é
qualquer aplicacao diferenciavel, por isso temos uma infinidade de aplicacoes nesse
exemplo). Assim, as variedades estavel e instdavel W*((0,0), v op) e W*((0,0),1op)
interceptam-se em um ponto diferente da origem. Vamos justificar esse fato com al-

gumas afirmacgoes.
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Afirmacgao 1. As seguintes inclusoes ocorrem

{(z,y) €R?* |2 =0,y <2} C W*((0,0), 40 9) (1.1)
{(z,y) eR?* [z < 1,y = 0} C W*((0,0),¢ 0 ). (1.2)
De fato: como f((—o0,1]) = 0, segue que ¥ = id restrita ao conjunto

{(x,y) € R? | z + y < 1}. Logo, ¥ = id restrita aos conjuntos

WS((()?O)’QP) N ({0} X (_007 1]) € Wu((0’0)790) N ((_OO’ 1] X {O})a

o que prova (1.2). Para justificar (1.1), resta ver que {0} x (1,2] C W*((0,0),%0p).
Observe que

oston=(~1( ) v 13 0)

1 1 1
Assim, se y € (1,2], entao 5 -y € (5, 1} e f<§y> = (0. Com isso, obtemos
Y
vop0.y) = (0.5).

para todo y € (1,2]. Além disso, (¢ o ¢)?(0,y) = (0, %) e por inducao

n — (0. YL\ n=x
(w © ()0) (Oa y) - <0a 2n> (07 O)a
para todo y € (1,2]. O que prova (1.1).
Afirmagao 2. ¢({(z,y) e R* |1 <z <2,y =0}) C W*((0,0),¢ 0 ).

De fato: note que 9 é inversivel com inversa

Nz y) = (x4 flz+y).y — [z +v)),
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pois,

Yo Ha,y) =v(@+ flz+y),y— flz+y))
=@+ fle+y) - fle+y+0),y—flz+y) + flz+y+0))

= (z,y);

analogamente, obtemos ¢! o 1) = id.
Seja (a,b) € ¥({(z,y) € R* | 1 < x < 2,y = 0}). Logo, (a,b) = ¢(x,y) com

1<z<2ey=0. Assim,

(vop)a,b) = op™! otp(x,0)

= (2,0
- 39)

Suponhamos por indugao em n que (¢ o @) "(a,b) = <2x—n, O) e Provemos que essa

igualdade também é vélida para n+ 1. Como x € [1,2], f <29€_n> =0, logo

(o)™ (a,b) = (Yop) " o(oyp)(a,b)
(7 (o)
=e (5 (5) ()

Assim, obtemos que

(o) ™(a,b) = (5:.0) == (0,0,

para todo x € [1,2]. Portanto, vale a Afirmagao 2.
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Agora, considere o caminho 7(t) = (1 +¢,0), com t € [0, 1], que liga os pontos
(0,1) =~(0) e (2,0) = v(1) que, pela Afirmacao 1, esta contido em W*((0,0),10¢).

Como @ é continua, segue que 1 o vy é um caminho que liga os pontos

(0 O’V(O) = ¢(1’O) = (170) €
Yory(l) =v(2,0) = (2 - f(2), f(2)),

onde sabemos que 2 — f(2) < 0 e f(2) > 0, pela definicao de f. Logo, 1 o v(0)
estd a direita do eixo y e 1) o y(1) estd a esquerda do eixo y. Veja a Figura 1.3
Portanto, pelo Teorema da Alfandega, existe a € (0,1) tal que ¢ o y(«) pertence
ao eixo y. Aqui, pela Afirmacao 2, sabemos que o caminho 1) o 7y estd contido em
W=4((0,0),1 0 ¢). Além disso, temos que 1) preserva retas do tipo £. = {x +y = ¢},
pois

(le) = {P(z,y) v +y=ct ={(z = f(c)y + f(c)) |z +y = ¢}

e chamando u = 2 — f(c) e v =y + f(c), obtemos que

(le) ={(u,v) |[u=z = f(c)v =y + f(c),z+y=c}
={(w,v) J[utv=a—flc)+y+flc)=r+y=c}
={(u,v) |u+v=rc} =1L,
\\
\
] 2) \\(\0’ 2) interseccao
i \\( ,2) \/\W homoclinica
1 \,
i \\\\ \\
\:N\ \\\ \
\\(0,1) N
! . .
2—f(2) i  / \\\ \\\
| CN(L,0) N (2,0)
g \\\ \\\
’51 62
' Figura 1.4: Interseccao  ho-
Figura 1.3: Ponto (2—f(2), f(2)). moclinica.
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Como (2,0) € {y, entao ¥(2,0) € ly. Pelo fato de 1 ser bijetiva (pois é inversivel)
e o caminho vy ndo interceptar ¢; nem ¢, em pontos diferentes de (1,0) e (2,0),
respectivamente, concluimos que @Z)(v(a)) estd no eixo y entre os pontos (0,1) e
(0,2), ou seja, que pertence a W*((0,0), ¢ o). Portanto, ¢ (y()) é uma intersecgao

homoclinica. Veja a Figura 1.4 acima.
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Capitulo 2

A Ferradura de Smale

Neste capitulo vamos estudar a chamada ferradura de Smale ou ferradura geométrica.
Recebe este nome, pois foi introduzida por Smale em 1965. E o principal exemplo
que apresenta dinamica cadtica sobre um conjunto invariante que ¢ um conjunto de

Cantor.
Exemplo 3. Seja @ = [0,1] x [0, 1] o quadrado unitdrio. Seja Hy e H; duas faixas
horizontais na forma

Hi={(z,9) €eQ|0<z <1,y <y<uyl}

com 0 < ¥ < ¢f <yl <ys <1, paraj=0,1. E sejam Vi e V, faixas verticais
dadas por

Vi={(z,y) €Q |2} <x<al,0<y<1},

com 0 < 2 <29 <2l <2l <1, para j =0,1, como na Figura 2.1.
Vamos assumir inicialmente que f é um difeomorfismo entre subconjuntos do R?

satisfazendo
(i) f(H]) = ‘/]'7 paraj - 07 17

(ii) QN fH(Q)=HyUH ¢
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Q Q

Figura 2.1: Difeomorfismo f.

(iii) para p € Hy U H;, tem-se

a, 0

0 b

Df, =

1
com |a,| = pu < 5 © |by| = A > 2. Veja a figura acima.

Essa aplicacao f estende-se para todo o S? do seguinte modo, onde S? é o espaco

1
R? unido com o ponto no infinito. Sejam A o semi-disco inferior de raio 3 localizado

abaixo da base de (), B o semi-disco superior de raio % localizado acima do topo de
() e chame de N = Q U AU B o disco topolégico (isto é, um conjunto homeomorfo
a um disco comum, por exemplo, a bola unitaria centrada na origem) obtido pela
uniao dessas trés regioes. Seja GG a lacuna horizontal entre Hy e Hy, H; a faixa
horizontal no topo de ) acima de H; e H, a faixa horizontal na base de ) abaixo
de H;,. Como na Figura 2.2.

Vamos agora estender nossa aplicacao f para uma funcao que, por abuso de
linguagem, continuaremos a denotar por f, e que satisfaz f(G) C B e a imagem das
fronteiras de G com H, e H; sao dois arcos que comecam no topo de Vj e terminam
no topo de V;. Tomamos esta parte da aplicacao satisfazendo

0
S| =

para ¢ € G. A fungao extensao, além disso, deve ter a imagem de H, U H; contida

em A, sendo que a primeira funcao coordenada de f, restrita a H, U H;, é uma
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B (@)
N £\
q f(Ho) F(H)
H,y
G —
H
=" f(Hy)

) /)
A 7(4) £(B)

Figura 2.2: Extensao de f.

contracao com fator de contragao p e a segunda fungao coordenada de f, restrita
a H, U H;, muda de uma expansao por um fator A na fronteira de H, U H; com
HyU H; para uma contracao na fronteira com AU B (isto é, essa func¢ao coordenada
comeca expandindo distancias préximo dos conjuntos Hy e H; vai diminuindo o fator
de expansao até passar a contrair distancias préximo da fronteira com o conjunto
AU B). Tomamos a extensao tal que f(A) C A, logo, segue que f possui um ponto
fixo pg em A, e tal que f(B) C A. Portanto, a nova fungao f estd definida do disco
topologico N em si mesmo.

Podemos estender novamente f para todo o plano R?, fazendo com que todos os
pontos em R?\ N entrem no disco topolégico N sob um ntimero finito de iterados
por f. Finalmente, estendemos f para S? exigindo que a nova f deixe fixo o ponto
no infinito, o qual denotamos por p.,, € que p,, seja uma fonte, isto é, que a orbita

passada de qualquer ponto em S*\ (N U {p}) converge para {ps}

Podemos imaginar esta a aplicacao (final) f, restrita a N, como a composi¢ao
de duas outras aplicacoes. A primeira aplicagao, que chamaremos de L, pega a
regiao N estica sua altura mais que o dobro de seu tamanho original e comprime
sua largura a menos que a metade de seu tamanho original, ou seja, ¢ da forma

L(z,y) = (puz, \y), onde u e X sdo as constantes definidas anteriormente. A segunda
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aplicagao, a qual denotaremos por g, pega este “retangulo”mais comprido e mais
fino e o coloca sobre N de modo que atravesse () duas vezes. A aplicacao g deve ter
as imagens das regioes préximas das extremidades desse retangulo de tal modo que

f = go L seja uma contragao, restrita ao conjunto A, e tal que f(B) C A. Veja a

N @\

figura abaixo.

D

A

Figura 2.3: Outra construgao.

A imagem f(N) esta representada, na Figura 2.4, junto com a regiao N. Como,
da definigao de f, f(N) C N, segue que f%(N) C f(N) C N. Note que Lo f(N)

¢ uma versao mais comprida e mais fina de f(NN) com duas faixas verticais. Logo,

L g
o I S
F(N) L F2(N) C f(N)

Figura 2.4: A segunda imagem do conjunto N.

f?(N) = go Lo f(N) ¢ dobrada ao meio novamente e tem sua imagem dentro de
f(N). Portanto, a parte da imagem em @, f(N)NQ, consiste de faixas verticais de

largura p?.
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2.1 Conjuntos Recorrentes por Cadeias e a Fer-

radura de Smale

Agora, consideremos o conjunto recorrente por cadeias para f, R(f) (veja o Apéndice
A). Ainda usando as notagoes da secao anterior, temos que se ¢ € AU B, entao
f™(q) — po (o ponto fixo de f em A), quando n — oo, pois como ja vimos que
flaup é uma contracao forte, segue que w(q) = {po}. Com isso, podemos fazer a

seguinte afirmagao
Afirmacao 1. R(f)N(AUB) = {po}.

De fato: se ¢ € B, entao f(q) € A. Como f(A) C A, f"(q) permanecera afastado

de g para todo n > 1

no—1 A no—2
f y (4) fro-2(A)

Figura 2.5: Imagens do conjunto A.

Agora, se ¢ € A e ¢ = pg, entao g é recorrente por cadeias pois py ¢ ponto

fixo e, nesse caso, {q,q} é e-cadeia de ¢ para ¢, para todo ¢ > 0. Suponha que

d(po, )
2
que o iterado f™(A) nao contém ¢ e f""1(A) contém ¢, a saber, basta tomarmos

q # po e considere r = . Como f|4 é contracdo, existe algum ny € N tal

r
no tal que diam(f"(A)) < 5 Agora, basta tomarmos uma vizinhanca de f(q) que
nao contenha ¢ como, por exemplo, B(f(q),e) com & pequeno o suficiente para que
B(f(q),e) C int (f"O(A)) Logo, nao existem e-cadeias que comecam em ¢ (veja

Figura 2.5) e retornam e-préximo de ¢g. Portanto, R(f) N (AU B) = {q}. O que
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conclui a afirmacao.

Se ¢ € S*\ N, entao lim f7"(q) = pwo €, assim, a(q) = {poo}. Estamos supondo
que todos os pontos do conjunto S? \ N, apés um nimero finito de iterados de f,

entram em N e convergem para pg, ou seja, que em algum momento entram em A.

Afirmagao 2. Fixemos um natural n > 0 e x € S*\ N. Para todo € > 0 dado,

existe 0 > 0 tal que qualquer d-cadeia {z,yy,...,y,} satisfaz d(f"(z),y,) < €.

De fato: se n = 1, para todo £ > 0, basta tomar § < ¢ que toda d-cadeia {x,y;}
satisfaz d(f(z),y1) < § < &, por ser uma o-cadeia.

€

Sejan = 2 e e > 0 dado arbitrariamente. Como f é continua, escolhemos §; < 3

tal que
A(f(2),2) < 0 = d(f*@), f()) < 5.

Como temos valido o caso n = 1, para esse dado ¢ > 0, existe § < % tal que
d(f(x),y1) < &1, para toda d-cadeia {x,y;}. Se yo é um ponto que estende a

d-cadeia {x, 1y}, isto é, a delta cadeia torna-se {x,y1,y2} com

d(f(y1),y2) <9,

entao temos

d(fQ(x>7y2) < d(fz(x)a f(!h)) + d(f(y1>7y2)

pois d(f(x),y1) < 01 e por ser uma d-cadeia. (Note que, como §; < &, provamos
também que d(fj(x),yj) <ej=12)
Suponha por inducao que o resultado seja valido para n e provemos que para

n 4+ 1 também ¢é vélido. Da continuidade de f, para o dado € > 0, segue que existe
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0y < % tal que

€
d(f"(z),2) < by = d(f"(z), f(2)) < 5
Por indugao, escolha §y < % tal que para toda dp-cadeia {x,yi,...,y,} tenha-se
d(fn(x)ayn) < 52'
Seja y,+1 um ponto que estende a do-cadeia {z,y1,...,y,}, isto é, a nova Jy-cadeia

é da forma {z,y1, ..., Yn, Ynt1} € Yni1 satisfaz

d(f(yn>7yn+1) < 50-

Logo, dessas trés ultimas desigualdades segue que

d(f" (@), ynrr) <A @), fyn)) +d(f(Un), Ynia)

<€+6<8+8—5
R I

o que prova a Afirmacao 2. (Observe que, como 0y < &, também provamos por

inducao que d(fj(x),yj) <egj=1,...,n+1.)
Afirmacgao 3. R(f)N(S*\ N) = {pwo}-

De fato: seja ¢ € S2\ N. Se ¢ = pwo, entao ¢ é ponto fixo , portanto, {q,q} é
e-cadeia de ¢ para ¢, para todo € > 0. Suponhamos que ¢ # ps, entao, como foi
visto anteriormente, existe ng € N para o qual f™(q) € N. Suponha que ny é o
primeiro iterado de f tal que f™(q) € N. Logo, pela Afirmagao 2, para o ny tomado
acima e para € = %min{dist(fj(q),N),j =1,...,n9 — 1}, existe §y > 0 tal que
toda dp-cadeia {q = yo, Y1, .- ., Yn,—1} satisfaz

d(fj(q)’yl) <€aj: 1a"'an0_]--
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/—\ .f]

’ A

V)

£ (q)

Figura 2.6: Orbita do ponto q.

Logo, temos que

dist(N,y,) > dist(N, f7(q)) — d(f7(q), ;)
> dist(N, f'(q)) — €

= dist(N, £2(q)) = 5 (_min_{dist(F/(q), V)})

1<j<no-1

> %dz’st(N, f(q)) > 0,

para todo j =1,...,n9 — 1. Logo, tais dyp-cadeias nao interceptam N.
Agora, considere n > 0 pequeno o suficiente para que B(f"(q),n) C N. Como

é continua, existe d;, 0 < d; < Q, tal que
9 q

dy, ™ (q)) < 6 = d(f(y), f™(q)) <

N3

Seja § = min{dp,d1}. Entao, para toda d-cadeia {q,y1,...,Yn,}, €OMO
d(f™7Yq), yn,) < 0 < d1, segue que

d(f™ (@) Yno) < A(F"7HD)), f Yno-1)) + d(f (Yno—1) Yno)
n n.,.n
—+i< -4+ ==
< 5 +0 < 5 + 5 n
E como f(N) C N, segue que para esse § > 0 toda d-cadeia comegando em ¢

nao retorna préximo de g. Portanto, R(f) N (S*\ N) = {peo}-
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Finalmente, se ¢ € QNR(f), entao f7(q) deverd ficar em @ para todo j € Z. Caso
contrdrio, isto é, se existe algum jy € Z tal que f°(q) € S*\ Q, entao f"(q) — po
ou f~"(q) — P €, portanto, ¢ nao é recorrente por cadeias. o que é absurdo.

Portanto,

R(f) € AU {po} U{psc},

onde A = ﬂ f7(Q). Adiante veremos que vale mais do que a inclusdo, usando
JEL
dinamica simbdlica veremos que vale a igualdade

R(f) =AU {po} U {peo}-

2.2 Analise das Variedades Estavel e Instavel da
Ferradura de Smale

Agora, voltemos a anélise do conjunto ). Definimos os conjuntos (de maneira

semelhante & construcao que se faz para conjuntos de Cantor da reta),

Com essa definigao, temos que o conjunto Q) = Q N f(Q) é a unido de duas faixas

verticais, que denotamos por V; e Vi, de largura p. Além disso, temos que

Q= fQ7)NQ
= [F@ )NVl U [F(@ ) nVi]
= f(Qy ' N Ho) U f(Qy~" N Hy).
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Em particular, para n = 2, temos

Q2 = [£(Q) N Vo] U [F(Q}) N V]
= f(MUVI]N Hy) U f([Vou Vil N Hy).

Hy

H,

Vo Vi

Figura 2.7: Faixas verticais.

Entao, para k = 0,1, f(Q) N Vi = f([Vo U V1] N Hy) é a unido de duas faixas
verticais de largura p?. Portanto, Q% é a uniao de 2? faixas verticais com largura y?

cada. Por indugao, obtemos que

Q= f(Qy ' N Ho) U f(Qy~ " N Hy)

¢ a uniao de 2" faixas verticais de largura p" cada uma. Tomando-se a interseccao

infinita, vem que

Q¥ = (@5 =1 x[0,1]

n=0
é um conjunto de Cantor de segmentos de reta verticais, onde estamos denotando
por C; o conjunto de Cantor que obtemos na base (e também no topo) do quadrado
Q). Para um ponto g € QF temos que ¢ € f/(Q) e f7(q) € Q para todo j € N.
Portanto, Q) ¢ o conjunto dos pontos cujos iterados passados permanecem em ().
Consideremos agora o conjunto Q% . Logo, Q°, = H; U Hy é a uniao de duas
faixas horizontais de altura A\~! cada uma. Assim, Q°, é a unido de 2? faixas
horizontais de alturas A\=2.

Prosseguindo como antes, obtemos por inducao que Q°,, ¢ a uniao de 2™ faixas
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Hy

Hy

Vo Vi

Figura 2.8: Faixas horizontais.

horizontais de alturas A™™ e que
Q"= (1 Q%, =10,1] x Cy
m=0

¢ um conjunto de Cantor de segmentos de reta horizontais. Aqui, Cy é o conjunto
de Cantor obtido no lado esquerdo (e no lado direito) do quadrado Q. Se ¢ € Q° __,
entdo para todo j > 0, temos que ¢ € f7(Q) e fi(q) € Q. Portanto, Q° __ ¢ o
conjunto dos pontos cujos iterados (futuros) permanecem em Q).

A intersecgao dos dois conjuntos QF e Q°  é o conjunto
A=Q>, =0QrnQ’, =0 xCs.

Assim, A é o produto cartesiano de dois conjuntos de Cantor e é caracterizado como
o conjunto dos pontos cujas orbitas positivas e negativas permanecem em ). Além

disso, afirmamos o seguinte.

Afirmagao 4. O conjunto A obtido acima tem as propriedades de um de Cantor

da reta, isto é, o conjunto A é
(i) fechado,

(ii) perfeito e

(iii) ¢ totalmente desconexo.

De fato: (i) é valido pois A é a intersecgao das imagens inversas, por fungoes
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continuas f7 com j € Z, do conjunto fechado Q = [0,1] x [0,1]. Além disso, é
compacto por estar contido no conjunto limitado ). Como os conjuntos C; e Cy sao
perfeitos, segue que seu produto cartesiano, o conjunto A, é perfeito. Logo vale (ii).

Para justificar (iii), basta ver que cada conjunto Q" é a uniao de 2%" retangulos
de dimensoes p™ por A™". Desse modo, se A tivesse algum subconjunto conexo con-
tendo mais que um ponto, digamos contendo x; e x5 com d(z,x2) = r, entao, para
algum n € N grande o suficiente para que max{u™, A\™"} < r?, terfamos que 1 e 5

pertenceriam a diferentes retangulos de Q" .

Até agora, sabemos que o conjunto A assemelha-se com o conjunto de Cantor
da reta. Vamos ver agora como sao as variedades estavel e instavel de pontos de A.

Considere o seguinte conjunto
Q"= () Q%, =1[0.1] x Cs.
m=0

Um ponto p € Q° _ se, e somente se, ¢ € f7(Q) para todo j < 0, ou seja, f7(q) € Q
para todo j > 0. Portanto, ¢ pertence a variedade estavel de A, W*(A) (isto é, a

uniao das variedades estavel de todos os pontos de A).

Afirmagao 5. Se ¢ € [0,1] x Cy e p € C; x Cy = A tém a mesma coordenada y,

entao
(@) = FPp) < i, >0

e q € comp,(W?*(p) NQ), a componente conexa de W?*(p) N Q) que contém p.

De fato: como p e ¢ tém a mesma coordenada y, entao ambos estao em um mesmo
segmento de reta horizontal contido em H; U Hy. Logo, quando aplicamos f nesses
pontos, contraimos distancias na direcao x com um fator de contracao p e expan-
dimos distancias na dire¢ao y com fator de expansao \. (Logo, é de se esperar que

12(p) e f7(q) se aproximem & uma razao p’.) Considere o caminho que liga p a ¢ da
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forma ~(t) = p+t(p — q), t € [0, 1]. Entao, pela Desigualdade do Valor Médio,

| (q) = PP ()| = |7 ov(1) = f7 o ~(0)]
< sup [|D(f7 o7)l|.]1 = 0]
te€[0,1]
= sup [|D(f7)y07 (t)]l
t€[0,1]

= sup [[D(f)2(q = p)
t€[0,1]

= sup [almi(q—p)|| <,
te[0,1]

onde 7 ¢ a projecao do R? na primeira coordenada x. Assim, ¢ € W*(A). Além
disso, segue que ¢ estd na mesma componente conexa que p em W*(A).

Portanto, os segmentos de reta horizontais sao as variedades estaveis locais dos
pontos de A. De forma andloga mostra-se que as variedades instaveis locais de

pontos de A sdo os segmentos de reta verticais que passam por esses pontos.

2.3 O Shaift Bilateral e a Ferradura de Smale

Nessa secao, vamos mostrar uma forma de representar a dinamica da aplicagao f
restrita ao conjunto A. Para isso, vamos considerar o shift bilateral sobre o espaco de
stmbolos constituido por pontos que sao seqiiéncias bilaterais de 0's e 1’s. Chamamos
a aplicacao shift de uma representacao simbdlica para a aplicacao f, e costuma-se
dizer que ela da a dinamica simbdlica da aplicacao. Vamos ver a definigao desses

novos objetos.

Definicao 2.3.1. O espaco das seqiéncias de dois simbolos Yo é definido por
22 = {O,l}Z = {S = ( ..,8-9,5_1,580,S51,S52, .. ) | Sj c {O,l},j c Z}

Uma métrica em 35 é definida por
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onde s = (s;)jez, t = (t;)jez € s;,t; € {0, 1} para todo j € Z.

Um fato que segue direto da Definicao 2.3.1 é que essa métrica faz de Yy um

espaco métrico.

Definigao 2.3.2. A aplicacao shift (ou shift bilateral) sobre Y9é definida por
o(s) = t, onde ty = sgi1, para t = (tx)rez € S = (Sk)rez em Xp. Também de-

notamos por
o(...,8 9,51,80,51,52,---) = (-..,8_1,50,51,52,83 ... ).

O espago X5 junto com a aplicacao o é chamado shift bilateral.
Uma conseqiiéncia imediata da definicao da aplicacao shift é sua injetividade:
para ({;)jez € (8;)jez em g,
o ((t;)jez) = 0((s5)jez) = (tin1)jez = (sj41)jez = (t)jez = (55)jez-
Agora vamos ver a prova de que a aplicagao o é continua, para isso utilizaremos os
seguintes lemas.

Lema 2.3.3. Dados m € N, m > 1, e s = (s;)icz,t = (ti)icz € X2 tais que

1 . :
d(s,t) < o entao s; =t; para todo —m+1<i<m — 1.

Demonstragao:
Provaremos por absurdo. Suponha que existe um inteiro j, —-m+1<j <m—1,

tal que s; # t;. Entao,

e st sy =t
dls) = > =57 2 35

1 1
= o = gme1 7 gm
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1
o que é um absurdo, pois d(s,t) < o [ |

Lema 2.3.4. Sejam s = (8;)iez,t = (ti)icz € X2 e m € N tais que s; = t; para
1

—m < i < m, entao d(s,t) < )
2m71

Demonstragao:

Para s e t como no enunciado, temos

0 0 o)
- |si —ti| |s; — ti] |s; — ti]
d(s,t) =) ofl Z S > ol

1=—00 1=—00 =1

B —m—1 |SZ‘ —tl| [e'e] |SZ‘ . tz| _ —m—1 1 [e'e) 1
=D ot X e S gwt X o
1=—00 i=m-+1 1=—00 i=m-+1

=1 1 &1 1
SQ ﬁ:22m+1zﬁ:2mfl
j=m+1 j=0

Proposicao 2.3.5. A aplicacao shift o : X9 — Yo € continua.

Demonstragao:
Sejam s = (8;)iez € X9 € € > 0 dado arbitrariamente. Queremos exibir um

0 > 0 tal que se t € 3y e d(s,t) < d, entao d(o(s),o(t)) < e. Tome m € N tal que

1
2m—3

1
< e esejad=—. Logo, pelo Lema 2.3.3 temos

2m

1
d(s,t)<(5:2—m:>si:ti, —-m+1<i<m-—1 (2.1)
Denotemos o(s) = (...,s",,85,s7,...) e a(t) = (..., t%,,t5,t],...). Entao, pelo
Lema 2.3.4, temos que (2.1) acarreta que s} = t! para todo —m +2 <i<m — 2 e,

portanto que

Mais do que provado anteriormente, temos que a aplicacao shift é um homeo-

morfismo. Basta notar que sua inversa ¢ a funcao que desloca uma unidade a direita
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e, de maneira semelhante a Proposicao 2.3.5, prova-se que essa inversa é continua.

Definicao 2.3.6. Dada uma aplicacao f : X — X, dizemos que a aplicagao
g:Y — Y étopologicamente conjugada a f se existe um homeomorfismo h: X — Y

tal que ho f=goh.

xl-x

h

Y—g>Y

>

Vamos agora mostrar que a aplicacdo f|x : A — A, definida na se¢@o anterior, é
topologicamente conjugada a o : Xy — X5. Mas antes vamos ver como ¢ a topologia
de ¥5. A base para a topologia é formada pelas seguintes vizinhangas: dado um

ponto s € ¥y, uma vizinhanga de s é dada por
N={teXy|t;=s; para —ng<j<ng}.

Teorema 1. Seja h: A — Xy definida por h(q) = s tal que f7(q) € H,, para todo
J € Z, onde s = (sj)jez € Hy; sdo as faivas horizontais definidas no Evemplo 5.

Entao, h é uma conjugagao topoldgica de fIA para o : ¥y — 3.

Demonstracgao:
Mostremos inicialmente que h satisfaz a condicao o0 o h = ho f em A. Sejam
g€ Aes,t e, tais que h(q) = s e h(f(q)) = t. Entao, segue que f/*'(q) € Hy,,

para todo j € Z e, além disso, f7™'(¢q) = f?o f(q) € Hy, para todo j € Z. Portanto,

pela defini¢ao de h, temos a seguinte igualdade dos indices de H;
sj41 = t;, para todo j € Z.

Logo, obtemos que o(s) = t, ou seja, que o(h(q)) = h(f(q)), para todo ¢ € A.
Mostremos agora que h é continua. Seja g € A, s € Xy tal que h(q) = s e

considere a seguinte vizinhanca de s

N={teXy|t;=s; para —ng<j<ng}.
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Para ng € N dado arbitrariamente, queremos exibir um ¢ > 0 tal que para p € A,
lp—ql <6 =1t=h(p) e N,

ou seja, que f’(p) pertenga a H,, para todo —ng < j < ng. Seja ny € N dado.
Como f é continua, para cada —ny < j < ng existe um d; > 0 tal que se p € A e
lp — q| < ¢j, entdo f/(p) € Hy,. Tome § = min{d; | —ng < j < ng} e temos que
sepeNelp—g|l <0, entdo f/(p) € Hy, para todo j € {—ny,...,no}. Ou seja,
t = h(p) satisfaz t; = s; para todo —ny < j < ng. Portanto, h(p) =t € N. Logo, h
¢é continua.

Mostremos que h é injetora. Sejam p, q € A tais que h(p) = h(q) = s. Logo, para
todo j € Z, vale f~/(p), f/(q) € H,_,, ouseja, p,q € f/(H,_,). Variando j de 1 até
00, obtemos que p, g € ﬂfj(Hsfj), ou seja, que p e ¢ estao no mesmo segmento de

j=1
0

reta vertical. Por outro lado, variando j de —oo até 0, segue que p, q € ﬂ fj(Hsfj).
j=—00
Assim, p e ¢ estao em um mesmo segmento de re ta horizontal. Portanto, variando j

de —oo até oo, obtemos que p e ¢ estao na interseccao de dois segmento transversais,
isto é, p = q. O que prova a injetividade de h.

Provemos que h é sobrejetiva. Dado s = (s;)iez € 29, queremos encontrar um
g € A tal que h(q) = s. Pela construgao da aplicacao f : A — A, temos que as
imagens f"(Q) N Q sao faixas verticais de largura p" para cada n > 0. O mesmo

vale para as imagens f"(HoU H;) N @ com n > 1. Cada uma dessas faixas é da

forma ﬂ fk(Hsk), com s = 0 ou 1. Quando n vai para infinito, essa interseccao

k=1
converge para um segmento de reta vertical. De forma semelhante, concluimos que
n

ﬂ fk(Hsk), com S, = 0 ou 1, é uma faixa horizontal. Em particular, para nosso

k=—00

oo
ponto s = (;);ez, temos que ﬂ fj(Hs_j) ¢ a interseccao de dois segmentos de reta
j=—00

e, portanto, é um ponto g. Esse ponto ¢ satisfaz f~7(¢q) € H,_,, ouseja, f'(q) € H,,,
para todo ¢ € Z, o que implica que h(q) = s = (s;)iez (pela definicao de h). Entao,

h é sobrejetiva.
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Logo, h é continua e bijetiva. Como, além disso, seu dominio A é compacto e
seu contra-dominio Y, é Hausdorff (pois é espago métrico), segue que h é um home-

omorfismo (veja [3] pagina 167 Teorema 26.6). |

Note que a aplicacao shift o : 39 — 35 possui apenas dois pontos fixos, a saber
s=1(..,0,0,0,0,0,...) e 5=(..,1,1,i,1,1,...).

Logo, o mesmo vale para f|5, pois como h é bijecao, existe p € A tal que h(p) = s,
logo f(p) = htoooh(s) =ho(s)) = h ' (s) =p. Ouseja, p éum ponto fixo
para f. O mesmo vale para s, existe p € A que é ponto fixo para f.

Olhando novamente para p, como temos h(p) = s, segue da definicdo de h que
fi(p) € Hy, Vi € Z= f(p) € Hy,Vj € L.
Em particular,

p €f°(Ho) N f1(Hy) = HyNVy e

p €Ho N f(Ho) N f~1(Ho) N f2(Ho) = (Ho N f~'(Ho)) N (Vo N f(Vo)).

Logo, p encontra-se em um local préximo ao indicado na Figura 2.9.

Vo N f(Vo) f7HHY) N Hy)
Yo | H LD
7 7
H,
. , Vi
\ ]
\ T
p f~H(Ho) 0 Ho in f(v)
Figura 2.9: Posicao de p. Figura 2.10: Posicao de p.
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Para p, temos h(p) = § = (...,1,1,1,...), logo da mesma forma que foi feito

para p, obtemos

peff(H)NF (H)=H NV, e
pefNHy)NH N f(Hy) N f2(Hy) = (f(H) N H) 0 (Vin f(W)).

Logo, p encontra-se em uma posi¢ao proxima a indicada na Figura 2.10.
Proposicao 2.3.7. O espago métrico (Xq,d) é completo.

Demonstracgao: Para provar que espaco métrico Yy € completo, basta mostrar que
toda seqiiencia de Cauchy em Y5 converge para um ponto de .

Como o espago métrico Xy é homeomorfo a A que é um espaco métrico compacto,
segue que Yy também é um espago métrico compacto. Além disso, por s ser um
compacto em um espaco métrico, ele tem a seguinte caracterizacao: “toda seqiiéncia
de Cauchy em X5 admite uma subseqiiéncia convergente”. Logo, dada uma seqiiéncia
de Cauchy (s;)72; em X9, esta admite uma subseqiiéncia convergente e, portanto,
a propria seqiiéncia (sg)72, é convergente em Y. De fato, suponha que (sg;)jen € a
subseqiiéncia convergente, digamos para s € Y, entao dado € > 0 existe jo € N tal

que para todo j > jg temos

d(si,, s) < g (2.2)
Como (si) é de Cauchy, existe ky € N tal que para todo k, ¢ > kg temos
€
d(Sk, Sg) < 5 (23)

Logo, tomando-se k; = max{ko, kj,}, segue de (2.2) e (2.3) que se k > k;, entao

d(sg, s) < d(sr, Sk;]-) + d(sk]., s) < % + % =c.

O que mostra que sy — s, quando k — o0, satisfazendo assim a condicao que

pedimos no inicio da demonstracao. Portanto, ¥y é completo. [ |
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Proposicao 2.3.8. Dados s = (s;)icz, € 3o, entao W*(s, o) consiste das seqiiéncias

t = (t;)icz em o tais que eziste um n € N para o qual t; = s; para todo i > n.

Demonstragao:

Note que cada iterado de um ponto em X, desloca sua seqiiéncia uma unidade
a esquerda. Assim, todo ponto t € Y5 tal que t; = s; para todo ¢ > n pertence a
W$(s,0) pois, para k > 2n + 1, tem-se que o*(¢) e 0%(s) coincidem nas entradas i
tais que —n <7 < n. Logo, pelo Lema 2.3.4,

: k k 1 _
lim d(c”(t),0"(s)) < ST 0.

k—o00

Agora, vamos mostrar que se um ponto ¢ pertence a W#(s, o), entao ele é da forma
t=(...,t_9,t—1 1o, t1,t2, ..., tn_1,5n, Snt1, Sni2, - - - ), para algum n € N. Suponha
que existe t € W?(s,0) para o qual nao existe n € N tal que t; = s;, para todo

i > n, ou seja, que para todo n € N existe um m,, € N tal que s,4m, # tnim,. LOgO

d(c™"(t), 0™ (s)) = Z - olil -

1=—00

‘tOern - 30+mn| -1
il 2|O\ - &

para todo n € N. Entao, limd(c¢"(t),c"(s)) = lim(c™"(t),c™(s)) > 1. Portanto,

t ¢ W*(s,0), o que é absurdo. |
Proposicao 2.3.9. Dados s = (8;)iez € Yo, entao W"(s,0) consiste das seqiiéncias
t = (ti)iez € Yo tais que existe um n € N para o qual t; = s; para todo i < —n.

Demonstragao:

E analoga a demonstracao da Proposi¢ao anterior. [ |

Uma propriedade para a aplicagao f : A — A que pode ser herdada via ho-

meomorfismo do shift bilateral é a de ser topologicamente transitiva.

Definicao 2.3.10. Dada uma funcao f : X — X, dizemos que f é topologicamente

transitiva se para quaisquer dois conjuntos abertos U,V C X existe um k£ > 0 tal
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que fFU)NV £ @.
Proposicao 2.3.11. A aplicagcao o : X9 — Yo € topologicamente transitiva.

Demonstracgao:

Dados dois conjuntos abertos U e V' contidos em X5, considere uma bola de raio
d>0ecentros=(...,5 9,51, So, 51, S2, - . . ) totalmente contida em U e outra de
raio € > 0 e centro t = (...,t_o,t_1,%o,11,12,...) totalmente contida em V. Sejam

1 1
m, k € N tais que o= <de gy < e. Considere o ponto

p= ( sy P—m—1,5—m, - - '78—178'0a81a .. 'a8m7t—k7t—k+1a ooy toy e atkapm-f—k-f—la e )

que pertence a B(s,d), pois como o ponto p coincide com o ponto s nas entradas

<. De

—m,—m + 1,...,m — 1,m segue da Proposigao 2.3.4 que d(s,p) < ST
modo semelhante, a Proposicao 2.3.4 também garante que o ponto o™ **1(p) na

forma

(' sy P-m—1,8—my -+, 5-1,50, 515 -+ - Smatfkatkarla N AT 7tk7pm+k+17 e )

pertence a B(t, €), o que implica que p € UNe™ ™ (V) ou seja, UNa™ (V) #£ @.
[ |

Recordemos que um ponto ¢ € homoclinico de um dado ponto periédico p se ¢ # p

e g€ W3 (p) nW*(p). Com esse conceito em mente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.12. O conjunto 'H dos pontos homoclinicos do ponto fizo

0=1(...,0,0,0,...) ¢ denso em .

Demonstracgao:
Inicialmente, pelas Proposigoes 2.3.8 e 2.3.9, temos que os pontos homoclinicos

tém a seguinte forma

s=1(...,0,0,0,8_p,..., 5 1,50,81,---,52,0,0,0,...).
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Dado t = (...,t_1,to,t1,...) € X9 e € > 0 vamos exibir um ponto p € H tal que
1

2n—1

d(t,p) < e. Tome n € N grande o suficiente para que < ¢ e considere o seguinte

ponto homoclinico de ¥4

P ::(...,O,t_n,...,t_l,to,tl,...,tn,...)

Pela Proposicao 2.3.4, segue que d(t,p) < < g, 0 que completa a demonstracgao.

2n71
|

Agora, vamos ver uma propriedade muito interessante com respeito aos pontos

periodicos de o em 5.

Proposicao 2.3.13. O conjunto dos pontos periodicos da aplicacao shift € denso

em Xs.

Demonstragao:
Dado s = (...,5_1,50,51,...) € Y3 e € > 0. Queremos encontrar um ponto

< ¢. Tome

periédico t € ¥y tal que d(s,t) < €. Paraisso, escolham € N tal que ST
opontot = (..., S, S—mily---sS—1,80yS1s+ -+ Sm—1,Sm,---) COM S; = S;yom i1 PAra

todo 7 € 7Z, isto é, t é constituido de infinitos “blocos”s_,,, ..., s, colocados um na

frente do outro. Logo, t é periédico de periodo 2m + 1 e satisfaz d(s,t) < <,

2m—1

como queriamos. [ |

Como ja sabemos que f : A — A é topologicamente conjugada ao shift sobre
Y9, a Proposicao 2.3.13 é também valida para f sobre A, isto é, se denotarmos o

conjunto dos pontos periédicos de f restrita a A por Per(f), entao

Per(f) =A.

Observacao 3. Como visto anteriormente, o segmento horizontal do conjunto de

Cantor [0, 1] x Cy que contém p é a variedade estavel local W (p). Basta ver que

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



2.3. O Shift Bilateral e a Ferradura de Smale 49

para todo g € [0, 1] x Cy que pertence a esse segmento, como p € C; x Cy e p tem a

mesma coordenada y que ¢, entao
= F ()l =1 (p) = f(@)] < p" = 0.

De modo andlogo, obtemos que W}, (p) é, localmente, o segmento de reta vertical
de C7 x [0, 1] que contém p. O mesmo vale para o outro ponto fixo p, porém vamos

nos restringir apenas ao ponto p. Obtemos a Figura 2.11.

/0

»
>

p

Y

A

Figura 2.11: Posigoes de p e p.

Essa é uma representacao local das variedades estéavel e instavel. Para obter a
continuagao da variedade estavel W (p), devemos olhar para os iterados por f~!
do desenho local feito acima e, para ver a continuacao da variedade instavel W}.(p),
devemos olhar para os iterados por f do desenho local. Lembre-se que p é fixo,
entao, aplicando f~1 duas vezes em W*(p) obtemos a Figura 2.12.

Obtemos uma figura semelhante para W*(p). Quando olhamos para as duas
variedades estavel e instavel em p, vemos a Figura 2.13.

Note que dentro do retangulo @, ficam apenas os segmentos de reta verticais,
para W*"(p), e horizontais, para W?*(p).

Uma observagao final é que, depois de alguns iterados negativos, os intervalos
I, 15 e I3 contidos em W?*(p) representados na Figura 2.13 sempre caem nos arcos

que ficam fora de @) e, portanto, nunca interceptam W*(p). Na verdade, existe uma
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| A_ >
p im—) i )
| : N oo |IN L]

) T3 i s UL
[] 4 ) = : : = I I3

Figura 2.13: Representa-
Figura 2.12: Como obter W#(p). cao de W*(p) e W*(p).

quantidade infinita enumeravel desses intervalos e o complementar desses intervalos
¢ um conjunto de Cantor em W?*(p). A intersecgdo W?*(p) N W*(p) consiste dos

pontos limite desse conjunto de Cantor.

2.4 Bifurcacoes Homoclinicas

Vamos agora dar a definicado e um breve exemplo onde ocorre uma bifurcagao ho-

moclinica.

Definicao 2.4.1. Dada uma familia a um parametro de difeomorfismos, temos uma
bifurcacao homoclinica se um par de intersecgoes homoclinicas colidem, formam
uma tangencia e entao desaparecem, quando variamos o parametro, ou, no sentido

contrario, quando um par de pontos homoclinicos ¢ gerado depois de uma tangéncia.
Exemplo 4. Consideremos o Exemplo 3, a ferradura geométrica que é uma aplicagao

f:R? — R2. Agora basta compd-la com uma aplicacao

(z,y) — (z,y — 1)

que “translada”a imagem, em particular a do quadrado (), para baixo. Na Figura
2.14 vemos o efeito dessa “translacao”sobre a geometria das variedades estavel e

instavel, W#(p,) e W*(p,), para valores decrescentes do parametro .
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()

Figura 2.14: Variedades estavel e instavel da ferradura quando variamos o parametro

L.

Na figura (a) temos o Exemplo 3. Na Figura (b) vemos a primeira érbita ho-

moclinica ndo transversal e temos 4 iterados indicados. Ja na Figura (c) vemos que

proximo de uma bifurcacao existem muitas outras, mas isso estudaremos melhor nas

proximas secoes.
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Capitulo 3

o0 A [ ]

Consequéncias Dinamicas de uma
Interseccao Homoclinica

Transversal

Nesta secao vamos estudar como uma interseccao homoclinica transversal pode gerar
uma grande complexidade na dinamica de um dado sistema. Para facilitar a escrita
e, principalmente, o entendimento, vamos nos restringir ao caso bidimensional. Os
resultados, feitas as devidas adaptacoes, estendem-se a dimensoes arbitrarias e, em
alguns casos, para espacos de Banach.

A principal caracteristica de uma interseccao homoclinica transversal é a ocorrén-
cia de conjuntos invariantes hiperbdlicos. Queremos estudar as propriedades geomé-
tricas que ocorrem proximo de uma Orbita homoclinica transversal. Assumiremos
de agora em diante que os difeomorfismos sao de classe C2.

Veremos neste capitulo varios conceitos, resultados e propriedades que demons-

tram o seguinte teorema:

Teorema 2. Sejam ¢ : M — M um difeomorfismo de classe C? onde M é uma
superficie bidimensional e p € M um ponto de sela fixro para ¢. Se q é um ponto
homoclinico primario para p, entao existem coordenadas linearizantes em uma vi-

zinhanca que contém a regiao das variedades estavel e instdvel de p compreendidas
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entre p e q, existe um retangulo R contido nesta vizinhanca, um inteiro N > 0 e um
subconjunto A C R que € mazimal, invariante pela aplicagio ¥ := ¢"|,: R — R
e hiperbolico. Além disso, a aplicagcao \I/‘A : A — A € topologicamente conjugada a

aplicacao shift o : 39 — 3.

Além disso, veremos que a partir deste conjunto A podemos obter um outro con-

junto A que é p-invariante, hiperbélico e mantém algumas propriedades do conjunto

A.

3.1 Coordenadas Linearizantes e o Dominio R

Considere ¢ : M — M um difeomorfismo de classe C? onde M é uma superficie
bidimensional e seja p € M um ponto de sela fixo, isto é Dy, tem dois autovalores
Aeocom 0 < |A <1 < |o|ee(p) =p Porsimplicidade, assumimos que
0 < A <1 < 0. Vamos agora enunciar um teorema importante, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [2].

Teorema 3 (Hartman, 1964). Seja ¢ um difeomorfismo de classe C? em uma su-
perficie M e p € M um ponto de sela para ¢. Entao ¢ admite coordenadas lineari-

zantes de classe C' numa vizinhanca de p.

Aqui, entendemos por coordenadas linearizantes de classe C' uma mudanca de
coordenadas que é de classe C'! e que torne a funcao linear, nas novas coordenadas.
Assumiremos aqui que numa vizinhanca U de p, x1 e x5 sdo coordenadas de classe

C! tais que p = (0,0) e tal que
@(xla'%?) - ()\'xlaa'x2)7 (31)

onde ¢ é a funcao nas novas coordenadas, isto é, se h é a mudanca de coordenadas,
entdo ¢ = h o h=!. Poré HXi 0 iti inal ~ d

o= po . Porém, nas préximas se¢oes omitiremos o sinal ~ de ¢ por
simplicidade de notacao. Além disso, pelo Teorema da Variedade Estavel, sabemos

que as variedades estdvel e instavel de p, W*(p) e W*(p) sao de classe C%. Vamos
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assumir que W#(p) e W*(p) possuem pontos de intersecgdo homoclinica transversal

que sao diferentes de p.

Definicao 3.1.1. Um ponto homoclinico q é primdrio se os caminhos /%, que liga
os pontos p e g em W¥(p), e £°, que liga os pontos p e ¢ em W?#(p) formam um ponto

duplo livre de curvas fechadas. Veja as Figuras 3.1 e 3.2.

Figura 3.1: Os pontos q, q1, ¢2, q3 € g4 sao primarios. O ponto g3, por exemplo, é
livre de curvas fechadas.

Figura 3.2: Os quatro pontos internos destacados nao sao primarios. O ponto ¢,
por exemplo, estd contido em uma curva fechada.

Observe que toda vez que o ponto p possui algum ponto homoclinico, ele também
possuira pontos homoclinicos primarios. Além disso, se todas as intersecgoes entre
W=(p) e W"(p) sao transversais, entdo o ntiimeros de érbitas homoclinicas primérias
é finito. No exemplo ilustrado nas Figuras 3.1 e 3.2 temos apenas uma Orbita
homoclinica representada, mas poderiamos ter duas: a que ja estd desenhada e
outra, que estaria abaixo do ponto p, seria a outra interseccao possivel entre W#(p)
e W"(p), no caso de estar contida no plano.

Continuando, vamos assumir que a imagem das coordenadas linearizantes x; e

Ty seja o quadrado (—1,1) x (=1,1) C R% Assim, a imagem desse quadrado por ¢
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¢ @((—1,1) x (=1,1)) = (=X, A) x (—0,0). Note que h™'([A\,1) x (=1,1)) C U e
e (N x (=1,1)) =LA x (=0t h).

Assim, para estender o dominio de definicao das coordenadas linearizantes basta
defini-las em [1,\7') x (=o', 07!). Uma maneira natural é definir as extensoes T

e Ty no conjunto 1 (h71([\,1) x (=1,1))) por
=M1 (r10p) e Ty= ot (z9 0 ),

quando ¢ *(A7Y([\, 1) x (=1,1))) N U = @. Desse modo, obtemos que o ponto
(ﬁ(i’l,fg> = ()\ - Z1,0 - .f'g) € [)\,1) X (—1,1) uma vez que 1 < T < )\_1 (S

—0~ ! <2y <07l Veja a Figura 3.3.

M 2 M
—
) e (V) ,
i) L2
R[ | A A
»> < \_/7 & <
+ 1 ~ 1y 1
@ AN
T
(A A) x (—0,0)
[)‘71) X (_171)

Figura 3.3: O conjunto V ¢ a pré-imagem h~'([\,1) x (—1,1)), o conjunto A ¢é
M~ (V) e R = (—1,1) x (—1,1)

Repetindo esta construcao, podemos estender as coordenadas linearizantes ao
longo de qualquer segmento contido em W#(q) que comece no ponto p, pois W#(p)
nao possui auto-interseccoes. Para isso, basta diminuirmos o dominio U suficiente-
mente. De forma semelhante, podemos estender o dominio de nossas coordenadas

linearizantes ao longo da variedade instavel W*(p). Porém, as intersecgoes ho-
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moclinicas formam uma obstrucao para a extensao simultanea de tais coordenadas
linearizantes ao longo das duas variedades estavel e instavel simultaneamente. No
nosso caso, onde ¢ ¢ um ponto homoclinico primario e £*, /" sao os caminhos que
ligam os pontos p e ¢ por W*(p) e W"(p), respectivamente, podemos estender as
coordenadas linearizantes ao longo de ¢° e ¢*, mas em uma vizinhanca de ¢ esses

sistemas de coordenadas podem nao coincidir. Veja a Figura 3.4.

Figura 3.4: Extensao das coordenadas linearizantes. A area cinza ¢ a vizinhanca de
q com dois sistemas de coordenadas.

Para ter uma visualizacao no R?, veja a Figura 3.5. A vizinhanca de ¢ na Figura

3.4 acima que apresenta problemas para a extensao estd representada em cinza.

Figura 3.5: As areas em cinza referem-se a vizinhanca de ¢ com com dois sistemas
de coordenadas.

Agora estamos prontos para definir o dominio conveniente R. Consideremos o
seguinte retangulo R contido no dominio das coordenadas linearizantes (ja estendi-
das)

R={-a<uz <b —a <z <[}
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onde as constantes a,b, a e ( sao positivas. Esse retangulo deve conter o caminho

0%, que liga os pontos p e ¢ em W?*(p), e deve satisfazer as seguintes condig¢oes para

aleum N € N
(i) RN¢"(R) é um retangulo que contém o ponto p para 0 <n < N e

(ii) RN (R) consiste de duas componentes conexas, sendo que uma delas contém

o ponto p e a outra contém o ponto ¢, como mostra a Figura 3.6.

A condigao (ii) acima, na verdade, exige que

{r1=b,—a<z,<B}NY"(R) =9

N({~a<a <ba,=p})NR=2.

Figura 3.6: As dreas em cinza sao as duas componentes conexas de ¢ (R) N R.

Podemos escolher R de tal modo que N fique arbitrariamente grande, basta
tomar ( arbitrariamente pequeno. Quanto menor for , maior serd N e, portanto,
a regiao ¢"(R) serd uma faixa estreita ao longo de ¢*. Assim, pela transversalidade

de W*(p) e W(p) em ¢, temos que os lados de R e ©V(R) também sao transversais.
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3.2 Analise Topolégica do Subconjunto Invariante

Maximal de R

Nesta se¢ao vamos estudar o conjunto invariante maximal do conjunto R obtido na
secao anterior. Esse conjunto consiste dos pontos em R tais que qualquer multiplo
de sua N-ésima imagem por ¢ permanece em R. A partir de agora, vamos denotar

a aplicacao ¢ por ¥ e denotaremos o subconjunto W- invariante maximal de R por
A={re R|V*r)€ R paratodo k€ Z}.

Vamos “deformar”a Figura 3.6 para entendé-la melhor. Denotemos os vértices
de R por 1,2,3 e 4 e suas imagens em V(R) por 1',2'.3" e 4 como na Figura 3.7
abaixo. Note que nesta figura, os lados de R e U(R) interceptam-se transversalmente
e, além disso, estamos considerando a topologia e as posicoes de R, seus lados e seus

vértices em relacao as suas imagens por W conforme mostra a Figura 3.7.

1/

Figura 3.7: As regides em cinza representam o conjunto R N W(R).

Definicao 3.2.1. Dizemos que um subconjunto fechado S C R é uma faiza vertical
se S é limitado por duas curvas continuas disjuntas ¢; e {5 ligando o lado (1,2) com

o lado (3,4), como mostra a Figura 3.8. Definimos uma faiza horizontal como o
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subconjunto fechado S C R que é limitado pelas curvas continuas disjuntas /1 e /s

que ligam o lado (1,4) com o lado (2, 3).
2

1

Figura 3.8: Faixa vertical.

Vamos denotar as componentes de RNW(R) por 0 a que contém o ponto p e por
1 a que contém o ponto g. Com essas consideragoes, podemos enunciar e demonstrar

o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.2. Para toda seqiiéncia{a;}icz, onde a; = 0 ou 1, existe pelo menos

um ponto r € A tal que V'(r) € a; para todo i € Z.

Demonstracgao:

Seja S uma faixa vertical contida em R. Entao, ¥(S)N R consiste de duas faixas
verticais, uma contida em 0 e outra contida em 1. Consideremos a seqiiéncia {a; };ez
como no enunciado. Construimos uma seqiiéncia de faixas encaixadas definindo

So = ag, S1 a faixa vertical W(a_y) N Sy, Sy a faixa vertical U?(a_y) e assim por

diante e, finalmente, S, = ﬂ S;. Logo,
i=0

S()DSlDSQD....

Para cada ponto r € S, temos que ¥~1(r) € a_; para todo ¢ > 0. De forma

semelhante, obtemos uma seqiiéncia de faixas horizontais

TlDTQDTgD...

1
e o conjunto T, = ﬂ T; tal que se r € T, entao ¥'(r) € a; para todo 7 < 1.

1=—00

Afirmamos que Sy N Ty # . De fato, suponhamos o contrario, isto é, que existe
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um ig € Z tal que S;, NT;, = @. Porém, S;, contém uma linha que vai do lado
(1,2) ao lado (3,4) e T;, contém uma linha que vai do lado (1,4) ao lado (2, 3), pois
sao seqiiéncias encaixadas de conjuntos compactos. Logo, estas linhas contém uma
interseccao, o que é um absurdo.

Desse modo, para cada r € Se N Ti, segue que ¥'(r) € q; para todo i € Z.

Além disso, como S C R, segue que r € A, pela prépria definicao de A. [ |

3.3 O Conjunto A, Hiperbolicidade e Folheacoes
Invariantes

Neta secao, estamos interessados em mostrar que o conjunto invariante maximal A

é um congunto hiperbdlico, como na seguinte definigdo (que pode ser encontrada em

[7])-

Definigao 3.3.1. Um conjunto fechado e invariante A tem uma estrutura hiperbdlica

para um difeomorfismo f sobre M se

(i) para cada p € M, o espaco tangente a M no ponto p é decomposto em soma

direta T,M = E; ® E7,

(ii) para cada p € M, essa soma direta é invariante pela derivada D f de f, isto é,
Dfy(Ey) =Efy) e Dfp(E,) = Ejp),

(iii) Ey e E; variam continuamente com p, e

(iv) existe 0 < A <1 e C > 1 tais que para todo n > 0

|Df)}vf| < ON"|v°| para v® € E; e

|Df " 0" < CX"|v"| para v* € Ej.
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Os espagos E; e E) que satisfazem os itens acima sao chamados de subespagos
contrativo e expansor, respectivamente. Se um conjunto invariante A tem uma

estrutura hiperbdlica para f, dizemos que A é um conjunto hiperbdlico.

Observacao 4. Se m € N é tal que p = CA\™ < 1, entao

|Dfy)v*| < plvil,v® € E)

IDf "0 < plot|,v° € Ep.

Logo D f;"|gs ¢ uma contracao e D fp_m|]Eg ¢ uma expansao. A constante C, por-
tanto, determina o ntimero de iterados de f que sao necessarios para que os vetores

comecem a ser contraidos em E7 e expandidos em E}.

Para mostrar que A é hiperbdlico é necessario antes exigirmos algumas condigoes
adicionais para a aplicacao ¥ = ¢ : A — A. Quando olhamos para a regiao R nas
coordenadas linearizantes numa vizinhanca pequena do caminho ¢* que liga o ponto

p ao ponto g através de W*(p), temos a seguinte configuracao
R={(z1,22) | —a < a1 < b, —a <y < B}

Devemos descrever o comportamento de ¥ no conjunto dos pontos em R que nao
sao levados, via ¥, em R, isto é, nos pontos em W' (R)N R. Na componente conexa
de U7'(R)N R que contém os pontos p e ¢, ¥ é linear. Em particular, segue de (3.1)
que

U (xy,29) = ()\N sz, 0N - Ta),

onde0 <A< 1<o.

Por outro lado, a outra componente conexa de ¥~!'(R) N R ¢ levada na compo-
nente conexa de RNW(R) que contém o ponto ¢q. Veja a Figura 3.9. Esta componente
de RNWV(R) é justamente aquela regiao com dois sistemas de coordenadas (que nao
coincidem), construidos na Segao 3.1. Na verdade, nessa regiao, temos dois sistemas

de coordenadas: o que acompanha W?*(p) e que estd representado na Figura 3.9
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| V(R)NR W (p)

W*(p)
TUIIHTH TR
el €2
UYR)NR X
\Q.e/l
\\\\\\\\\\\\ Nl TS Ws(p) €1 W8<p)
\\\\\ ANNAIINEANNINNAANNINN \\ ,
o ¢ \ a4\

Figura 3.9: Componentes conexas da Figura 3.10: Dois sistemas de
regidgo U~H(R) N R. coordenadas.

pelas coordenadas cartesianas do plano e o que acompanha W*(p). Vamos, entao,
denotar por e; e e5 0 campo vetorial coordenado das coordenadas linearizantes que
acompanham W?*(p) e por €] e €, o campo vetorial coordenado das coordenadas
linearizantes que acompanham W*(p), como na Figura 3.10.

Para 7 na componente de R N W1 (R) que é levada em uma vizinhanca de g,

temos que

(DY) (ey(r)) = DW,(es(r)) = AN - ¢} (T(r)) e
(DY) (ea(r)) = DW,(ey(r)) = o™ - ¢, (T(r)).

Em razao da transversalidade de W"(p) e W*(p) e devido a espessura estreita
de U(R), quando tomamos N bem grande, segue que e; e €, sao, inevitavelmente,
linearmente independentes. Além disso, como escolhemos as regides R e W(R) es-
treitas, podemos assumir que a matriz de transformacao de {e1, es} para {e}, e} é
praticamente constante. Vamos agora definir a principal ferramenta que sera uti-
lizada na prova de que A é hiperbdlico. Faremos essa préxima definicao sobre os

conjuntos que estamos interessados, porém elas valem mais geralmente.
Definigao 3.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel (no nosso caso de classe C?).

(a) Um campo de cones continuo sobre RN W(R) é uma aplicacao que associa cada

r € RNY(R) a um cone de dois lados C(r) em T, M, o qual é definido por
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dois vetores linearmente independentes wy(r) e wq(r) do seguinte modo
C(r)y={veT,M|v=a w(r)+as-wy(r), para ai,as > 0}.

A continuidade de C significa que w; e wy dependem continuamente de r.

(b) Seja O, o vetor zero de T, M. Um campo de cones instavel é um campo de

cones continuo sobre R N V(R) tal que

1. para cada r € RN W(R) N U~L(R), temos
(DW) (C(r)) € int(C(¥(r))) U{O:},
2. para cadar € RNY(R) NP HR) eve C(r), temos
ID¥ ()] = nllvll,

para algum 7 > 1, onde ambas as normas sao tomadas com respeito a

base ey, 5.

Figura 3.11: Campo de cones e direcional.

(c) Dador € ﬂ U (R), dizemos que E¥(r) é um campo direcional continuo se
i=0

1. E*(r) c C(r),

2. DV (E*(r)) C E*(¥(r)) e
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3. existe um 1 > 1 tal que todo v € E*(r), com r € ﬂ U'(R), satisfaz

i=—1

[DW ()| = nljv].

Com essas informagoes estamos aptos a mostrar que A é hiperbdlico.

Teorema 4. Assuma que estamos na situacao do pardgrafo anterior. Entao, para

R suficientemente estreito e, portanto, N grande, o subconjunto invariante mazrimal

A=) V"(R)

nel

de R ¢ hiperbolico.

Demonstragao:

Comegaremos construindo um campo de cones sobre RN W(R). Na componente
conexa de RN W(R) que contém p, vamos apenas tomar cones em torno de eg es-
tendendo 45° para ambos os lados. Para a outra componente conexa de R N V(R),
assumindo que R ¢ suficientemente estreito, segue que existe um angulo a < 90° tal
que todo 7 nesta componente conexa de R N W(R) satisfaz a seguinte condigao: o
cone que € construido em torno de e, estendendo-se um angulo o de ambos os lados,
contém ¢, em seu interior. Essa condicdo é satisfeita devido ao fato de que e;(r) e

e5(r) sao linearmente independentes. Veja a Figura 3.12.

T —eo(r) eo(T)

45°

Figura 3.12: Cones em torno de es(7) e ex(7) com angulos 45° e «, respectivamente.
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Afirmagao: O campo de cones instavel C' definido acima, isto é, centrado em e e
estendendo-se 45° e o para ambos os lados de e; dependendo da componente conexa

de RNVY(R), é¢ um campo de cones instavel.

De fato: considere as constantes A, B e B’ obtidas como segue. Seja v € T, M da

forma v = vy - e1(r) + v9 - €2(r), com r € RN WY(R). Logo
(i) se v € C(r), entao
e caso r esteja na componente conexa que contém p, temos

@ < tan4b®° =1

va| ™
e caso r esteja na outra componente conexa, temos

1] <t
— < tana.
|U2|

Logo, tomando-se A > max{tan«, 1}, obtemos que |v;| < A - |vy], para todo

ved(r),comre RNVU(R).

(ii) Estamos interessados em exibir B > 0 tal que

|v1] < B - |vg] = v e C(r).

Tomemos B = min{tan«, 1} e temos que
e se r estd na componente conexa que contém p, como |vi| < B+ |vg| < |vg,
entdo v € C(r).
e se r estd na outra componente conexa, como |v1| < B - |vg| < tana - |vg],

entao v € C(r).

(iii) Sejav = v}-e}(r)+vh-e5(r), queremos encontrar B’ > 0 tal que se |v]| < B'-|v}],

entdo v € C(r). Como as coordenadas linearizantes €] e e, estdo definidas
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somente na componente conexa de RN W(R) que contém ¢, entdo o ponto v

pertence a esta componente conexa. Considere v = <(e}(r), e2(r)) < a. Seja
1

g < §min{|7|, |a — 7|}, entdo o cone centrado em €,(r) estendido por um

angulo 3 de ambos os lados, o qual denotaremos por C (r), estd contido em

C(r). Logo, se tomarmos B’ < tan [, temos que

u <tanf = v € é(T) C O(T)’

vyl
Uy
como queriamos.

AN
Agora, consideremos N € N grande o suficiente para que —’ -A < min{B, B'}
o
(lembremos que estamos considerando 0 < A < 1 < ¢). Entao, para v € C(r), onde

re RNY(R)N Y (R), temos que

v=uv1-e1(r)+uvg-exr) e |v| <A gl

Logo, usando a linearidade da derivada, vem que

m (DY) (0)] _ |mi (01 - DW(ea(r)) + vz - DU (ea(r)))]
|2 (D) (0)] |2 (01 - DW(ea(r)) + vz - DU (ea(r)))]
_ Jul- IANI 2 (W (r))]
fval - o N ey (W ()]

(3.2)

< A- ’—‘ < min{B, B'}.
o

Segue de (i) e (ii) que (DV)(v) € C(¥(r)) e, portanto, obtemos que
(DY) (C(r)) C int(C(¥(r))) U{O},. (Observe que a hipdtese de que r pertence a
RNY(r)N ¥ 1(R) garante que ¥(r) pertence a RN W(R) N ¥*(R) C RNY(R).)

Agora, para cadar € RNY(R)N ¥ (R) e v e C(r), temos que Jor] <Ae

|va|
|U| S |U1| -+ |1)2| = |U2| (: 1: + 1) S |1)2|(A+ 1), (33)

Logo, denotando ¢ = min{B, B'}, de (3.2) e (3.3) temos

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



3.3. O Conjunto A, Hiperbolicidade e Folheagoes Invariantes 67

[DY(v)| = [mD¥(v)| — [m DV (v)]
>|m D (v)| — ¢|mD¥(v)|
= va] - oV - Je2((0))(1 = Q)
~ A (155 ) 1ot

1+A
1-C\ v
> — - |v].
> (155 bl b
_ 1= S
Denotemos 1 = T4 0" e obtemos que
[DW ()] =9 - Jo],

para cada r € RNW(R) NV (R) e v € C(r). Note que para N suficientemente
grande temos que 77 > 1 pois as constantes ( e A nao dependem de N. Portanto,

o campo de cones é um campo de cones instavel. Isto completa a prova da afirmacao.

Continuando a demonstracao, da existéncia desse campo de cones instavel C
segue que existe um campo direcional continuo E*. O campo E¥, restrito a A, é
obtido tomando-se a interseccao das imagens por DWW do campo de cones instavel
C.

Substituindo ¥ por ¥, podemos construir, de modo andlogo, um campo de
cones estavel e um campo direcional E®, o qual é DW-invariante e contrai distancias
por DW. Portanto,

TaM =E} & E}

é a decomposicao hiperbdlica para o conjunto A desejada. [ |

Observacao 5. Note que o campo de cones C foi construido apds a escolha de N,
U foi definida em termos de N (¥ = ¢”) e o dominio do campo de cones, RNW(R),

foi definido em termos de ¥. No entanto, a maneira de aumentar N ¢é fazer com que
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R fique estreito. Com isso, diminuimos o dominio no qual o campo de cones esta
. ’ ~ . ~ .

definido. O fato de ¥ mudar de ¢ para ¢, N’ > N, ndo exerce influéncia sobre

os argumentos, pois 0os campos vetoriais ey, es, €] e €, nao variam (sua definigao é

local). E por essa razao que podemos ajustar R e N depois.

Observacao 6. Observe que provamos um pouco mais: existem campos vetoriais

e" € e} e e’ € e} e uma constante n > 1, tal que para r € A vale
DT (e ()l = n-[le“ ()]l e DY) =n~" - le*(r)];
onde
ey = {e' | " é campo direcional} e
a aplicacao e é dada por A 3 r — e'(r) € E(r) C T, M, para = s, u.

Passemos agora para o segundo objetivo desta secao, construir as folheagoes
estavel e instavel. Descreveremos apenas a construcao da folheagao instavel deixando
alguns detalhes para a referéncia, uma vez que a construcao da folheacao estavel é
andloga. Inicialmente vejamos a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.3.3. Uma folheac¢ao instavel para A = ﬂ U (R) é uma folheagdo (ver a
defini¢ao no Apéndice B) F* de uma vizinhanca de Aﬁiqui consideraremos RNY(R))
tal que

(a) para cada r € A, F%(r), a folha de F* que contém r, é tangente a E*(r),

(b) para cada r suficientemente préximo de A,
W(F(r)) O FH(¥(r) e

(c) as diregoes tangentes das folhas de F“(r) variam continuamente.
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Construcao da Folheacao Instavel
Recordemos quais sao as posigoes relativas de R, ¥(R) e W~!(R) observando a

Figura 3.13.

Figura 3.13: Posigoes relativas de R, U(R) e V7'(R).

Considere uma folheacio F* de classe C?, que ainda nao é a folheacio instével,

sobre o conjunto (¥(R) U ¥~ (R)) N R tal que
(a) em RNY(R), as diregoes tangentes as folhas estao contidas nos cones instéveis

(b) as imagens por ¥ das folhas em (RN¥~1(R))\ ¥(R) tém as diregoes tangentes

contidas nos cones instaveis (veja a Figura 3.14),

| T |
B:Eh o »
— | r
A 1 ()
Cw(r)

Figura 3.14: Folhas F“(r) e W(F*“(r))

(c) os quatro arcos de R N W~ (R) sio folhas de Fu, a unido desses quatro arcos

¢ denotada por ey,

(d) os quatro arcos de d(U(R)) N R sdo folhas de F, a unido desses quatro arcos

¢ denotada por e;

(e) ¥ leva folhas de Fu préximas de ey em folhas de F¥ préximas de e;.
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Como todos os cones do campo de cones instavel estao centrados no campo
vetorial e; e, onde estiverem definidos, esses cones contém e}, segue que existe
folheacoes como a descrita acima. Para essas folheacoes definimos um operador

P, como segue

e em (RNVU~Y(R))\ ¥(R), as folhas de F* e as de W, (F*) coincidem e

e em RN U(R), as folhas de W, (F4) sdo as componentes conexas das imagens,

por W, das folhas de F interceptadas com (RN W(R)).

Devido as condicdes (c), (d) e (e) acima, temos que W, (F*) é também de classe
C?.

Vamos utilizar agora um fato que segue da Teoria das Variedades Invariantes, o
qual pode ser encontrado um esbogo da demonstracao no Apéndice I de [5], o fato
de que o seguinte limite existe

lim W (Fu) = F*
71— 00
e que F é de classe C'. Tal limite depende da “folheacdo inicial” F*.

Podemos obter uma folheacao estavel F* através de uma folheagao instavel para
U~ Observe que podemos estender nosso campo de vetores e“ e e em E* e [,
respectivamente, para o campo dos vetores tangentes a F* e F*® de tal modo que

para uma constante 77 > 1 e para todo r € RN ¥(R) N ¥~!(R) tenhamos

DU CE ()] = 7 - [le*(r)]

DU (E= ()| < i7" - le*(r)]].

3.4 A Estrutura do Conjunto A

Nesta secao vamos ver que o conjunto A comporta-se localmente como um produto

cartesiano, que existe uma conjugacgao topoldgica entre a aplicacao \II} A A—Ae
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o shift o : ¥y — ¥ e, finalmente, veremos que propriedades da aplicacao ¥ = v
conseguimos recuperar para a aplicacao ¢ sobre um conjunto correspondente ao ja
conhecido conjunto A.

Inicialmente, vamos dividir o conjunto invariante maximal A C R em pequenos

blocos.

Definigao 3.4.1. Seja k € Ne A = (a_g,a_g11,-..,a5-1,a;) uma (2k + 1)-upla

onde a; = 0 ou 1 para ¢ = —k, ..., k. Definimos um A-bloco por
Aa={reA|V(r)€a, para i=—k... k},

dizemos que k é o raio de A e o diametro de A4 é o supremo das distancias em A4,

medido em R2.

Vimos na segao anterior que os vetores ao longo das folheacoes estavel e instavel

d t fator 7 > 1 eq! ti te. Vi
expandem e contraem por um fator 77 > 1 e 177", respectivamente. Veremos agora
que podemos dar uma estimativa para o diametro de um A-bloco utilizando as

folheacoes instavel e estavel.

Proposicao 3.4.2. Seja ¢ o maior comprimento que uma componente de uma folha
estavel ou instdvel pode atingir em RN W(R) e tome 7 > 1 como definido anterior-
mente. Considere Ay um A-bloco e k € N o raio de A. Entdo, o diametro de Ay €

no mdzimo 2.c.ij*.

Demonstracgao:

Sejam ¢ e ¢’ dois pontos na mesma componente conexa de R N W(R). Entao
existem tnicos arcos ¢“(q, q") nas folhas de F* ligando ¢ a ¢" e ¢°(¢’,¢") nas folhas
de F* ligando ¢’ a ¢”, onde ¢” é a interseccao da folha instdvel que passa por ¢ com
a filha estdvel que passa por ¢'.

No entanto, devemos considerar mais: os pontos ¢ e ¢’ devem estar em Ay4.
Em virtude disso, ao aplicarmos V¢, i = —k, ..., k, a configuracao da Figura 3.15
permanecerd por completo em uma mesma componente conexa de R N W(R), pela

prépria definigao de A 4. Como o comprimento maximal de folha instavel ou estavel
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Figura 3.15: Arcos (“(q,q") e £*(¢,q").

em RNY(R) é ¢ e como ¥ expande o A-bloco por um fator 7l em uma direcio
que depende do sinal de i, segue que o comprimento méaximo da ¢*(p, p”) e £*(p', p")

¢ menor ou igual a c.i~*. Logo, a distancia entre p e p’ é menor que 2.c.ij . [ |

Em posse desse resultado podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.

(a) Seja A com raio k, como na Definigio 3.4.1. O comprimento de um A-bloco

A4 wvai para zero quando o raio k vai para o infinito.

(b) Para cada seqiiéncia

(' <oy Qo2,0_1, 00, A1, A2, - - )

com a; = 0 ou 1, existe exatamente um ponto r € A tal que Vi(r) € a; para

todo i € Z.
(c) Eziste um homeomorfismo h : A — Xy (com a topologia produto em Y5 )

definido, para r € A, por

h(r)=(...,a_2,a_1,a9,a1,0as,...)

tal que W'(r) € a;. Além disso, ¥ e o operador shift, o : ¥y — ¥y, sdo

topologicamente conjugados.

Demonstracgao:

A afirmagao (a) segue da Proposi¢ao 3.4.2. A (b), decorre da Proposigao 3.2.2.
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E que h é uma conjugacao topoldgica, (c), prova-se da mesma forma que foi feito

para a Ferradura Geométrica de Smale no Teorema 1. [}

Observacao 7. O conjunto dos pontos periddicos sao densos em A. Esse fato segue
diretamente da Proposicao 2.3.13 com o fato de ¥ e o shift serem topologicamente
conjugados. Em particular, todos os pontos periddicos sao de sela, pois tém uma
direcao que expande e outra que contrai e seu comportamento é o de um ponto fixo

para U¢ dado que ¢ é seu periodo.

Observacao 8. O conjunto A tem uma estrutura local de produto, no seguinte
sentido: se 7,1’ € A estdo em uma mesma componente conexa de RNW(R), entdo a
interseccao da folha estdavel F*(r) que passa por r com a folha instavel F"(r') que
passa por 1’ também pertence a A. De fato, se h(r) = {a;}icz € h(r") = {d;}icz,
entao F*(r)NA corresponde a seqiiéncia {{b;}icz | b = a; para i >0} e F“(r')NA

corresponde a seqiiéncia

{{Vi}iez | U = a; para i <0}, (3.4)

uma vez que a construgao da folheagao F“(r) (ou F*(r)) foi através do limite

lim W/ (Fv) = F,
onde Fu é uma folheacio de RN W(R) que satisfaz as condicoes de (a) a (e) da
construcao da folheacao instavel. Como 7 e r’ estao na mesma componente conexa
de RNY(R), segue que ag = ay, e, portanto, o ponto em F*(r) N F*(r") corresponde
a seqiiéncia

/ / /
(...,0,72,0,71,0,0 :ao,al,ag,...),
que é um ponto de A.

Observacao 9. Um ponto r € A tem uma orbita cadtica se sua seqiiéncia simbélica
h(r) = {a;}icz nao é eventualmente periédica, isto é, (ay, an11,...) ndo é periédica

para nenhum n € N. Logo, as dérbitas em A ou sao assintoticamente peridédicas ou
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sao cadticas. Em outras palavras, ou se aproxima de uma érbita periddica para n

grande ou nunca tem um comportamento “quase”’ periodico.

Até agora estudamos as propriedades da aplicacao ¥ = ¢ e do subconjunto
invariante maximal A. Vamos agora resgatar algumas dessas propriedades para a

aplicacao ¢ e estudar um conjunto correspondente ao conjunto A.

O conjunto W-invariante maximal A estd contido em R N W(R). Denotamos as

componentes conexas de RN W(R) por 0 e 1. Definimos

Esse conjunto é o correspondente ao A, porém é p-invariante, o que se mostra trivi-
almente. Este conjunto apresenta uma decomposi¢ao em subconjuntos disjuntos, é

0 que mostra a seguinte proposicao.

Proposigio 3.4.3. O conjunto A definido acima é a unido disjunta de {p}, A\ {p},
(AN AP}y M HANA{p}).

Demonstragao: Comegaremos mostrando que A N *(A) = {p}, para 0 < i < N,
e disso segue o resultado como veremos adiante. Seja r € A com ¢'(r) € A, para
algum 0 < i < N. Entao, r ¢ 1 pois, na constru¢ao de R, tomamos N tal que
RN ¢"(R) consiste de um retangulo contendo p para 0 < n < N e, como A C R,
segue que AN’ (A) C RNy'(R) que estd contido na componente conexa que contém

p, que é a 0. Veja a Figura 3.16. Logo, para todo k € Z, *V(r) = Uk(r) tem as

Figura 3.16: Regioes 0 e 1.
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mesmas propriedades, isto é, U¥(r) € A e ©'(Uk(r)) € A, pois A é U-invariante e
p'(r) € A= TH(¢'(r) = ¢'(TH(r)) € A.

Isto implica que ¥*(r) € 0 para todo k e, portanto, que h(r) = (...,0,0,0,...) =
h(p), ou seja, r = p. Com isso provamos que os conjuntos do enunciado sao disjuntos

dois a dois pois, para i > j com i,5 € {1,..., N — 1},

P MNP N M {p}) =a = A\ {pH N (A {ph) =2
= (AN M)\ {p} =2
= AN’T(A) = {p},

ou seja, AN “(A) = {p} para k € {1,..., N — 1}. O que prova a proposicio. M

Outras propriedades que conseguimos resgatar para A sdo a hiperbolicidade e

~

densidade dos pontos periédicos que sa@o denotados por Per(A).

~

Proposicio 3.4.4. O conjunto A € hiperbdlico e Per(A) =A.

Demonstragao:

Como A é hiperbdlico segue que, para cada z € A,
M =E; ® K,
e esta decomposicao varia continuamente com x e
DV, (E}) =Eyy e DUL(E;) = Ey,.
Além disso, existem constantes C' > 0 e 0 < v < 1 tais que

|IDY" % || < Cu™|[v’|| e

DT | > O~ v,
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para todo (v®,v") pertencentes ao fibrado E® @ E* e para todo n > 1. As diregoes
naturais para as diregoes estaveis e instaveis sao os iterados de E® e E* por Dy, isto é,

E'i o = Dyl

(@) g, parat=suei=1... N—1
A diregao (fibrado) E® contrai pois dadon > 1, sejam k> 0e 0 < r < N tais

que n = kN + r, logo
IDg™ol| < [|[D&"|| - [DT*o]] < Croflo]l,

onde v; = V'V e O = C.max{||D¢’|;0 < j < N}. Analogamente, mostra-se que
o fibrado E* contrai no passado.

Mostremos agora que os pontos periddicos de A sao densos. Como o conjunto

A= {py UM\ {pH) Up(A\ {ph)U---U"(A\ {p}), segue que se ¢ € A ¢ um ponto
periddico, isto é, ¢ € ¢*(A)\ {p}, entdo o inteiro k para o qual ¢*(q) = q devera ser

um miultiplo de N, pois
Spk(q) = ¢'(q) &=k =(N paraalgum ¢¢cN.

Seja entao k = (N o periodo de q. Logo, se r € A é tal que ¢ = ©'(r), entao
q € ¢'(Per(A)), pois

ou seja, r € Per(A). Portanto, Per(¢'(A)) C ¢'(Per(A)).

Agora, se q € ¢'(Per(A)) entdo existe £ € N tal que ¢ = ¢*V(r) para r € A.
Logo, q € Per(o'(A)) porque existe k = N¢ € N tal que ¢*(q) = oV (o7 (r)) =
0 (N (r)) = o H(WE(r)) = (1) = q e porque g = (1) com r € A. Portanto,

©'(Per(A)) = Per(¢'(A)). (3.5)

Logo,
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Per(A) = Per({p} U(A\ {p})) U--- U™ (AN {p}))
= {p} U Per(A\ {p}) U---U Per(o" (A \ {p}))
= {p} U Per(A\ {p}) U~ U " (Per(A\ {p})).

Assim
Per(A) = {p} U Per(A\ {p}) U--- UV (Per(A\ {p}))
= (PhUAU- U () = A,
como queriamos demonstrar. [ |

Como visto anteriormente, a existéncia de uma orbita homoclinica no sistema
gera uma grande complicagao no desenho formado pelas variedades estavel e instével.

Em vista disso temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4.5. Na situacao acima, A estd contido no fecho de ambas variedades

estdvel e instavel do ponto p.

Demonstragao:
Como as érbitas periddicas sao densas em A é suficiente provar que cada ponto

periédico de A estd contido em W(p), para ¢ = s,u. Como W*(p) é p-invariante é

suficiente provar que os pontos periddicos de A estao em W*(p) pois, uma vez provado

que Per(A) C Wt(p), segue de (3.5) que Per(¢'(A)) = ¢'(Per(A)) C W(p) para

t=1,...,N — 1. E assim obtemos que
N-1
Per(A) = U Per(¢'(A)) € W(p)
1=0
Provemos entdo que Per(A) € W¢(p), para ¢ = s,u. Para um dado ponto

periddico r € A, a variedade instavel W*(p) contém a folha da folheacao instével

que passa por r e portanto, intercepta W#(p) em um ponto que chamaremos de

g. Entdo, ao iterarmos ¢!, segue que esse ponto periddico estd contido no fecho

de Ws(p), pois a seqiiéncia (¢~ "(¢))nen de elementos de W#(p) converge para r
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por também estar contida em W*(p). De modo semelhante provamos que o A esté

contido em W(p). |

3.5 Pontos Homoclinicos de Orbitas Periédicas

Consideremos novamente o difeomorfismo ¢ : M — M e seja {po,p1,---,Pk—1}
uma 6rbita periddica de periodo k. Vamos assumir que essa érbita é do tipo sela
e denotaremos as variedades instavel e estavel por W"(p;) e W#(p;). Temos assim

dois tipos de orbitas homoclinicas:
(i) érbitas homoclinicas de um ponto fixo hiperbdlico para ¢* e

(ii) interseccoes de W"(p;) e W*(p;) para i # j(modk) (se esta condigdo nao é

satisfeita recaimos no caso anterior), veja a Figura 3.17.

Figura 3.17: O ponto circulado é uma interseccao de W?*(p;) com W*"(p;).

No caso (ii), para t = j—i temos também interseccoes de W*(p,) com W*(p;4¢) e
assim por diante. Por exemplo, se k = 3,71 =1¢j = 2, temos entao quet = j—i =1
e j+t = 3 e portanto existe uma interseccao entre W*(ps) e W*(p3). Veja a Figura
3.18. Assim obtemos um ciclo com periodo igual ao menor inteiro ¢ tal que k divide

t.

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



3.5. Pontos Homoclinicos de Orbitas Periédicas 79

W (p3)

W?(pa2)

Figura 3.18: O ponto circulado é a nova intersecgao de W*(py) com W*(ps3).

Em nossa ilustragao (Figura 3.18), esse inteiro ¢ é 3 uma vez que o inteiro k = 3

divide o inteiro 1 - 3.
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Capitulo 4

Tangéncias Homoclinicas

Nesse capitulo veremos resultados a respeito de desdobramentos de tangeéncias ho-
moclinicas em familias a um parametro de difeomorfismos ¢, : M — M, onde M
¢ uma variedade de dimensao 2. Para isso vamos ver a definicao de difeomorfismo

localmente dissipativo.

Definicao 4.0.1. Seja ¢ um difeomorfismo e p um ponto fixo para ¢. Dizemos que
@ ¢ dissipativo (ou localmente dissipativo) se | det(Dyp),| < 1. De forma semelhante

definimos para um ponto periédico de periodo k substituindo ¢ por ¥,

Um fato que segue dessa definigao é que se p, o ponto fixo para ¢ definido na Secao
3.1, é dissipativo, entao para R suficientemente estreito todos os pontos periddicos
no subconjunto invariante maximal A C R serao dissipativos. De fato, se ¢ € A é
um ponto periddico de ¥ e, portanto, de ¢ e se R ¢é suficientemente estreito, entao
q tem a “maioria” dos pontos de sua p-6rbita em uma pequena vizinhanca de p. Na
verdade, os iterados de g por ¢ passeiam pelas duas “al¢cas”da Figura 3.16. Assim,
tomando uma vizinhanca U de p onde |det(DV),| < 1, para todo ¢ € U, e depois
tomando R suficientemente pequeno (e estreito) de modo que as duas “al¢as”R e
U(R) estejam em U, conseguimos fazer com que a maioria dos pontos da érbita de

q fiquem em U. E como o | det(Dy)| é limitado (pois M é compacta e ¢ é continua)
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conseguimos obter que | det(Dy*),| < 1, uma vez que
det(De") H det(Dy),,

Portanto, ¢ ¢ dissipativo.

Depois veremos a existéncia de cascatas de bifurcagoes de periodo e de pogos e
apresentaremos uma renormalizacao da familia {¢, } no caso em que ela é dissipativa.

O desdobramento de uma tangéncia homoclinica rende um grande ntimero de
mudancas na dinamica quando o parametro desenvolve, nesse caso, o surgimento de
bifurcagoes. Em particular uma tangéncia homoclinica é um ponto de acumulagao
de outras tangéncias homoclinicas, veja o Teorema 6.

Vimos no capitulo anterior que que o6rbitas homoclinicas implicam na existéncia
de érbitas cadticas. Quando desdobramos uma tangéncia homoclinica, esperamos
dinamicas cadticas e até mesmo atratores cadticos para diferentes aplicacoes. Nas
segoes seguintes descreveremos o fenomeno de bifurcagao mencionado anteriormente
que ocorre quando desdobramos uma tangéncia homoclinica quadratica. Veremos
também uma ligacao que existe entre este desdobramento e a familia quadrdtica

(veja [6]) de aplicagoes do intervalos da forma

fuy) = v* + 1.

4.1 Cascatas de Tangéncias Homoclinicas

Seja ¢ : M x R — M uma aplicagao de classe C? tal que ¢, (z) = ¢(z,p) é um
difeomorfismo sobre M para cada p € R. O motivo de tomarmos a familia de classe
C? é que adiante ao estudarmos o flip precisaremos dessa hipdtese. Inicialmente

estudaremos tangéncias homoclinicas e seus desdobramentos.

Definicao 4.1.1. Seja p = py um ponto fixo hiperbdlico para ¢y. Dizemos que o
ponto ¢ ¢ uma tangéncia homoclinica associada a p se ¢ ¢ um ponto de tangéncia

entre W#(p) e W*(p). Quando W#(p) e W"(p) tém contato quadratico (parabélico)
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em ¢ dizemos que ¢ ou sua 6rbita O(q) é uma tangéncia homoclinica quadrdtica.

Figura 4.1: Tangéencia homoclinica quadratica.

Podemos escolher coordenadas locais (x1, x5) proximo de g de tal forma que as

componentes locais de W#(p) e W¥(p) que contém ¢ tenham a seguinte forma

W#(p) = {(z1,22) | 22 = 0}
W (p) = {(z1, 22) | &5 = ax?}

onde a # 0.

Antes de continuar, vamos definir quando uma propriedade ou condicao é genérica.

Definigao 4.1.2. Dado um conjunto topologico X, dizemos que uma propriedade
¢ genérica se ela ocorre em um subconjunto de X que contém uma interseccao de
conjuntos abertos e densos de X. Em particular, se tal propriedade ocorrer em um

subconjunto aberto e denso ela também sera genérica.

Genericamente, tangéncias homoclinicas sao quadraticas (veja [4], Capitulo 111,

Secao 6), isto é, existem coordenadas locais, que dependem de p, para as quais

We(p) = {(z1,22) | 22 = 0}
W*(p) = {(x1,72) | ax] +bu}, a#0 e b#0.

Nesse caso, dizemos que a tangéncia homoclinica desdobra genericamente. Quando

consideramos a < 0 e b > 0, obtemos a configuracao dada na Figura 4.2. Note que
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W™ sobe, tangencia W* e depois a intercepta em dois pontos, quando p varia de

negativo para positivo.

W we W

nw<0 pw=20 @ >0

Figura 4.2: Posicoes das variedades W?* e W* quando variamos o parametro .

Agora veremos um resultado que nos diz que, sobre certas condi¢oes, uma tangen-
cia homoclinica quadratica ¢ para g pode ser aproximada por uma seqiiéncia de

tangéncias homoclinicas de aplicacoes da mesma familia que @g.

Teorema 6. Seja {¢,} uma familia a um parametro de difeomorfismos com uma
tangéncia homoclinica quadrdtica g em p = 0 associada ao ponto hiperbélico fizxo (ou
periddico) p e suponha que ela desdobra genericamente. Entdo, existe uma seqiiéncia

tn, — 0 tal que @, tém tangéncias homoclinicas q,, — q associadas a p,, — p.

Demonstragao:

Seja ¢ como no enunciado e considere 7 = ¢, (¢) para algum N > 0. Suponha
que a tangencia desdobra em pontos homoclinicos transversais para p > 0. Para
p > 0 proximo de 0, existem pequenos pedagos de parabolas I');, C W proximo de g
e I'}, C W proximo de 7 que assumiremos estar com suas posi¢oes como na Figura

4.3.

W*(p) W (p)
\ \
Tuy ) L i > i
_— _— -1 U
s - | (VopS T —n (T u
L I —— T grmry)
W (p) ——=— W*(p)

P /s P " rs
Figura 4.3: Pedacos de parabo- Figura 4.4: Intersecgao entre as
las I'}, e T pardbolas I'; e ¢, " (I'}).
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Considere p = [ arbitrariamente pequeno. Logo, para n € N suficientemente

grande, cp;”(FfL) intercepta I';, como na Figura 4.4. Tome agora y > 0 muito menor

que [i e temos que para o mesmo n vale que @;"(FZ) NI

. Como ¢,

n(Iry) el

dependem C? diferencialmente de p, existe algum 0 < p; < fi para o qual o (Is)

e I}, sao tangentes, digamos em ¢, € I Agora basta repetir o argumento para

valores p,, cada vez menores que [ e construimos as seqiiéncias p, — 0 e ¢, — ¢

desejadas. Dessa forma, provamos o caso indicado na Figura 4.3. Para os outros

casos o argumento é analogo. A Figura 4.5 ilustra os outros casos.

W (p) W“(p)F
w
Tut )1 Ty
I s
'm s F“
D \ (p) Dh \ Gn

Figura 4.5: Outros casos.

Observacao 10. Observe que o caso que demonstramos nao ocorre no plano. Pode

ocorrer por exemplo no bitoro.

Observacao 11. Na demonstragao do Teorema 6 podemos tomar as tangéncias ho-

moclinicas ¢, com contato quadratico: devido a diferenca das curvaturas, o, "(I')

e I, tém um contato quadrético em suas tltimas tangéncias para valores decres-

centes de p. Pode-se ainda mostrar que essas tangéncias homoclinicas desdobram

genericamente.

Observagao 12. Pode-se ainda escolher os valores p, deste ultimo teorema de

tal modo que os ramos de W*(p,,.) e W"(p,, ), isto é, as componentes conexas de

WD) \{Pu. } € W*(Du, ) \{Pp, }» as quais tem uma tangéncia homoclinica, também

também tenham interseccoes homoclinicas transversais.

Vamos terminar esta se¢ao com um fato que segue direto do Teorema da Fungao

Implicita. Se um ponto fixo é hiperbédlico entao sua parte linear determina o tipo
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de estabilidade. O seguinte resultado que diz que um ponto hiperbdlico fixo persiste

para pequenas mudancas na aplicacao.

Teorema 7 ([6] p. 155). Seja ¢,(z) uma familia a wm parametro de aplicagies
diferencidveis com x € R™. Assuma que p,(x) € de classe C* como fungdio de
ambas varidveis x e . Seja py um ponto fixzo hiperbdlico para ¢,,. Suponha que

©uo(0) = po € que 1 nao seja autovalor de D(p,, )y, Entdo existem

(i) wm congunto aberto U que contém py,
(ii) wm intervalo aberto N que contém pg e

(iii) uma funcao p: N — U de classe C* tal que p(uo) = po € . (p(1)) = p(p).

Além disso, para p € N, a funcdo @, nao possui outros pontos fizos em U exceto

p(p). E vale a sequinte derivagao para a aplicagdo p(p)

P'() = =[D(@u)py — 117 a—gp(p(u%u)'

. 3
Demonstragao:

Queremos encontrar pontos x tais que ¢,(r) = x. DBasta definir a funcao
G(xz,u) = ¢u(x) — x e encontrar seus zeros. Note que temos as hipdteses
G(po, o) =0 e

oG
%(po,uo) = D(Ppug)po — 1

é inversivel, pois assumimos que D(p,, ),, ndo tem autovalores iguais a 1. Logo, pelo
Teorema da Funcao Implicita, existem abertos N que contém g, U que contém p, e
uma aplicagio p(u) : N — U de classe C* tal que G(p(u), ) = 0, para todo u € N,

e estes sao 0s Unicos zeros nessas vizinhancgas. Além disso,

(). 1) = () = 22 w(0) ) - 1 (10) + 22 (p(p), ) -1 = P (1)

Ox ou
= (1) = D(pu)pw) - P’ (1) + g—i(p(u), 1t)
— 90 = =Dl — 117+ G200

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



4.2. Bifurcacoes de Pontos Fixos 86

O que conclui a demonstracao. [ |

A aplicagdo p(p), que denotaremos por g +— p,, é chamada continuacio do
ponto fixo p. As componentes locais de W#(p) e W*(p) préoximas de g dependem

diferencialmente de pu, se p estd préximo de 0.

4.2 Bifurcacoes de Pontos Fixos

Nessa segao vamos considerar uma aplicacdo a um parametro ¢, (z) = ¢(z, 1) onde
p € Rex e R Javimos no Teorema 7 que se ¢, (z9) = z9 é um ponto fixo
hiperbdlico, entao o ponto fixo pode ser continuado para valores do parametro pu
proximos de pip. Esse nao é um resultado de bifurcacao. A principal ferramenta
usada para mostrar que o ponto fixo pode ser continuado foi o Teorema da Funcao
Implicita, o qual utilizaremos no estudo das bifurcagoes consideradas nessa secao. O
primeiro tipo de bifurcagao, chamado bifurcacdo sela-no, ocorre quando a hipotese
acima sobre aos autovalores é violada e 1 é um autovalor da derivada no ponto fixo.

Sob certas condigoes sobre as derivadas superiores de ¢, (z), obtemos que
(i) para p de um dos lados de pp ndo ocorre pontos fixos proximos de o,

(ii) e para p do outro lado de o hé dois pontos fixos. Desses, um ¢é atrator e outro

repulsor.

O outro tipo de bifurcacao que vamos consider sao aquelas onde o ponto fixo
persiste mas o tipo de estabilidade do ponto fixo muda quando p passa por .
Esse segundo tipo, chamado de bifurcacao de duplicacao de periodo ou bifurcacao
flip, ocorre quando um autovalor é —1. Nesse caso, um ponto atrator de periodo 1
torna-se repulsor em py e uma Orbita estavel de periodo 2 se ramifica a partir do
ponto fixo.

Existe também um terceiro caso, chamado bifurcacio de Andronov-Hopf, que

ocorre quando temos um par de autovalores complexos, diferentes de 41, com valor
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absoluto 1. Porém como vamos exigir que a aplicacao seja dissipativa e pelo fato de

estarmos interessados no caso bidimensional, esse caso nao ocorre.

4.2.1 Bifurcacao Sela-no6

Nesta secao vamos estudar a bifurcacao sela-nd, aquela que ocorre quando falhamos
na hiperbolicidade admitindo que 1 é um dos autovalores da derivada. Exigiremos
que g, (o) = o € que g, (z9) = 1. Para que a tangéncia com o grafico de ¢, com
a diagonal {(z,y) | y = =} seja de maneira simples vamos exigir que ¢, (7o) # 0. E
para que o gréfico de ¢, translade de baixo para cima quando variar o parametro
i, pediremos que g—i(xo, o) # 0. Desse modo, para valores menores que iy nao se

tem pontos fixos e para valores maiores que jy surgem dois pontos fixos.

Exemplo 5. Seja ¢ : R? — R dada por ¢,(z) = p+x —az?, com a > 0. Queremos
encontrar os pontos fixos de ¢, isto é, que pontos = € R satisfazem ¢,(z) — 2z =0,

dependendo do parametro u. Temos que

e se u <0, entao p,(z) —x = p — az® < 0 para todo = € R?, logo nao existem

pontos fixos para ¢, nesse caso;

e se u =0, entdao ¢,(z) —z = az? = 0, logo temos um tnico ponto fixo para ¢y,

r=0¢

e se u >0, entdao ¢, () —r = p—az® = 0. Logo, x = i\/E sao os pontos fixos
a

de ¢,,.

A Figura 4.6 ilustra esse exemplo.
Se plotarmos um gréafico dos pontos fixos por p, obtemos a Figura 4.7. Note que
temos dois graficos de p,, em funcao de p, o que fica abaixo do ponto de bifurcagao

e o que fica acima.

Agora que ja visualizamos a situagao com um exemplo vamos ver o resultado

geral.
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y=zx
by
\ . o
p=20
uw <0 H
Figura 4.6: Os pontos fixos Figura 4.7: Gréficos
de ¢, nos casos ;1 < 0, 4 >0 de p, por p.

epn>0.

Teorema 8 (Bifurcagio Sela-né). Suponha que ¢ : R?* — R é uma fungio de classe

C" em ambas as varidveis, onde r > 2. Suponha que
(1) »(wo, o) = o,

(2) @ (m0) =1,

(3) @h(m0) #0 €

(4) g—z(ﬁmﬂo) # 0.

Entao, existem intervalos I que contém xo e N que contém ug e uma func¢ao

m: I — N de classe C" tais que

(i) @m@) () =z para todo x € I,

(i) m(xo) = po €

(iii) o grdfico de m nos fornece todos os pontos fizos em I x N.
Além disso, m'(zp) =0 e

o2
B —Tf(l"o,/io)
m'(w0) = —§——— #0.

a—u(%, Mo)

Estes pontos fixos sao atratores de um lado e repulsores do outro.
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Demonstracgao:

Para encontrar os pontos fixos de ¢,, vamos considerar a aplicacao
G(z,pn) = p(z,n) — 2. Entdo, os pontos fixos de ¢ correspondem aos zeros de
G. Pela hipétese (1), temos que G(zo, io) = 0. Além disso, observe que segue da
hipdtese (2)

oG ,
%(ffoaﬂo) = P (T0) =1 =0,

logo nao podemos encontrar x em funcao de y. No entanto, pela hip6tese (4), temos

0G 0
3y, (0 0) = a—i(xo,m £0,

logo podemos encontrar p em funcao de x. Pelo Teorema da Funccao Implicita,
existem intervalos abertos I que contém xy e N que contém pp e uma funcgao
m : I — N de classe C" tal que para todo x € I, existe um unico m(z) € N
tal que G(z,m(x)) = 0. Essa tltima igualdade nos traz que ¢,,)(z) = x, o que
prova (i). Como os zeros em I x N s@o Gnicos, @, (T0) = To € Pm(zo)(T0) = o,
segue que m(xy) = xg, o que prova (ii). E (iii) ¢ direto.

Para calcular a deriva de m(x) usaremos a derivacao implicita. Por simplicidade

oG

de notagao utilizaremos G, = — e semelhante para os outros casos. Diferenciamos

or

0 = G(z,m(x)) em relacdo a x e obtemos
0= G.(x,m(x)) + Gu(z,m(x)).u (z). (4.1)

Avaliando em z, e utilisando o fato que G, (g, pt0) = 0 e G, (o, to) = 0, obtemos

que
—Gz(!Em Ho)

=0.
Gu(%, Mo)

m' (o) =

Para obter a segunda derivada de m, diferenciamos (4.1) uma vez e obtemos

0= G+ Gy + (Gup + G’ ym’ + G,.m”

= Gz + 2Guz~m, + Guu(m/)2 + Gu.m'.
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Avaliando a ultima expressao em z, e usando o fato que m/(zg) = 0, obtemos que

0
m//(ZE ) _ —Gzz(wo,m(xo)) _ _@(l’o,uo)
0 Gu(l'o,m(l'o)) 6_80(1. ) ) ;
a,u 0y M0

como queriamos.
Para encontrar a estabilidade dos pontos fixos usamos a expansao em Série de
Taylor de ¢, em torno de (xg, po):

Oy 9 Oy
%(l', M) = %(l‘o’ ,LLO) + D(%)(lﬁowo) : (.T — Lo, B — /’LO) + O(‘(l’ — T p = MO)‘Q)

290 82(,0
=1+ w(l‘o,uo) (x— o) + m(%aﬂo) (= po)+

+O(|lz = @of*) + Ol — wol| 1 — paol) + Ot = p1of*).

Como m/(zg) = 0, temos que a expansao em Série de Taylor de m em torno de xq é

m(x) = m(wo) +m/(wo)(x — ) + Ol — wo|*),

logo,
m(z) — po = O(|z — 2ol*).
Portanto,
0 0?
e @ m(x)) = 1+ 22 (30, m0) - (& = 20) + O(|w — o)

2 9,
Como a—f(xo,,uo) # 0, entao a—gp(x,m(x)) — 1 é maior que 1 de um lado de
T x
2

e menor que 1 do outro lado, dependendo do sinal de W(:po, lo). Portanto, temos
x

pontos fixos repulsores de um lado de xy e pontos fixos atratores do outro. [ |
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4.2.2 Bifurcacao de Duplicacao de Periodo

Nesta secao vamos estudar a bifurcagao de duplicacao de periodo ou flip, onde ocorre
um ponto fixo que torna-se repulsor quando sua derivada é igual a —1 além de surgir
uma Orbita de periodo dois. Comecamos vendo este exemplo no qual o ponto fixo

x = (0 nao varia com o parametro.

Exemplo 6. Seja ¢, : R — R, u € R dada por ¢, () = —pz + az® + bx®. Estamos
com a hipdtese que caracteriza o flip, ou seja, ¢}(0) = —1. Queremos encontrar os
pontos de periodo dois para parametros p proximos de 1. Para isso vamos encontrar

a cara de @2 (z) que é
pp(2) = px + 2 (—ap + ap®) + 2° (=bp — 2a°p — b®) + O(a*).

Aqui O(z?) quer dizer termos de ordem maior ou igual a 4 que nao descrevemos pois
nao os utilizaremos. Queremos encontrar os zeros de @7 (x) — . Como ¢, (0) = 0
obtemos que ¢ (0) =0 = 0, ja que = é um fator comum de @7 () —2. Para encontrar

os zeros de @i(:c) — x exceto x = 0, definimos a seguinte fungao

or(r) —x
X

=1 = 1+ a(—ap + ap®) + 2°(=bp — 2a*p — b’) + O(a?).

M(:Ev:u) =

Esta fungao se anula no ponto (z, u) = (0,1), M(0,1) = 0. Usando o fato que

1= (p—1)(p+1)=2(u—1),
para p ~ 1, temos que os zeros de M (z, 1) sdo aproximadamente iguais aos zeros de
2 —1) — 2(b + a%)a?,

que sao
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pw=1+20b+a*)x* ou
w—1 w—1
=x4/— > 0.
x ”b+a2’ para 4=

As derivadas parciais de M em (0, 1) s@o

M,(0,1) = (—ap + au)}uzl =0 e

M,(0,1) =2u| _ =2#0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos expressar ;. em funcao de x para obter-
mos os zeros de M, onde p = m(z) satisfaz M (z, m(z)) = 0, logo gpfn(x)(x) —z=0.
Dessa forma, podemos justificar as aproximagoes feitas acima calculando a derivada
de m(z) implicitamente e obter o coeficiente do termo de ordem 2 visto anterior-
mente. Vamos diferenciar duas vezes a expressao 0 = M (z, m(z)) em relagdo a x

para obtermos

0 = M, (z,m(z)) + M,(z,m(z)) - m'(z) e
0 = Mo (2, m()) + Myo(z, m(z)) - m'(x) + Myu(z, m(z)) - m/ () +
+ My (z,m(x)) - (m'(2))? + My, (z,m(z)) - m"(x)
= My (z,m(x)) + 2My, (x, m(x)) - () + M, (2, m(z)) - (m'(x))?

+ M (2,m(z)) - " (2).

Como M,(0,1) = 0 e M,(0,1) # 0, segue da primeira expressao que m’(0) = 0.
J& na segunda expressao, como m/(0) anula todos os termos exceto M,,, é este
que devemos calcular para determinar m”(0). Usando a expressao explicita obtida

anteriormente, temos que

M0 (0,1) = =2(bp — 20 — bp?)| = —4(b + a?).

p=1
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Entao,
—M,.(0,1)
m"(0) = —222 2 = 2(b+ d?).
=m0
Portanto, para obter uma expressao quadratica para os novos pontos de periodo dois
devemos assumir que b+ a® # 0. No resultado geral veremos que o sinal de b + a?
também determina a estabilidade da 6rbita de perfodo dois. Note que —2(b + a?) é

3

o coeficiente do termo z* em 2, onde 1 é o parametro de bifurcagao.

Apesar deste exemplo ser bastante geral, nele o ponto fixo nao varia com o

. 0 : :
parametro, logo 6—4'0(0, 1) = 0. No teorema que veremos adiante, assumiremos que
1L

0
8—¢(0’ 1) # 0 e analisaremos o efeito deste termo. Além disso, vamos impor uma
1L

condicao para que a derivada espacial (em rela¢ao a x) de ¢ varie ao longo da curva

dos pontos fixos conforme varia o parametro.

Teorema 9 (Bifurcacao de Duplicagao de Periodo). Assuma que ¢ : R*> — R € uma

aplicagao de classe C", r > 1, e que ¢ satisfaz as sequintes condi¢oes
(1) o ponto xg € R é um ponto fizo para p = po, isto é, o(xg, o) = xo;

(2) ¢, (x0) = =1 (como esta derivada nao ¢ igual a 1, existe uma curva de pontos

fizxos x(p) para p prozimo de pg);

(3) a derivada de @, (x(1)) em relagdo a pu € ndo nula (variando ao longo da curva

dos pontos fizos):

oudxr 2 Ou  0x? 70 e

('zlo#‘to)

a:[82cp +1.8_<p.82<p}

(4) o grdfico de goio possui o termo cubico nao nulo em sua tangéncia com a dia-
gonal:
1 Py 1 % 2
9= (5" Gas oo m)) + (5 o (amesa)) 0
Entao, existe uma curva diferencidvel de pontos fizos (i) que passa por xo em i, a

estabilidade do ponto fizo muda em g e o lado de py que é atrator depende do sinal
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de a. Existe uma curva diferencidvel vy que passa por (xo, po) tal que v\ {(xo, po) }
€ a uniao de orbitas hiperbolicas de periodo dois. A curva vy € tangente a reta
R x {uo} em (xo, uo) e é grdfico de uma funcao de x, u = m(x), com m'(xg) =0
em”(zg) = _Tw. O tipo de estabilidade da orbita de periodo dois depende do sinal
de B: se B < 0 entao a orbita de periodo dois € atratora e se 3 <0, a orbita esta é

repulsora.

Demonstragao:
Do Teorema 7 juntamente com a hipdtese (2) segue que existe uma curva de

pontos fixos parametrizada por p, x(u), e que sua derivada é da forma

o' (p) = —<g—f($oaﬂo) - 1>_1 g (0, f10)

1 Oy 1 8
:—(—1—1) ! aM(ﬂfonuo) ($0,M0)

Queremos transladar as coordenadas de tal modo que 0 torne-se um ponto fixo para

todo x4 numa vizinhanga, para isso, definimos

9y, 1) = puly +2(p) — o).

Entao, ¢(0, 1) = ¢, (z(p)) — x(u) = 0. Denotaremos g(-, 1) o g(y, ) por g*(y, p).

Note que as derivadas parciais de g em relagao a y coincidem com as de ¢ em relagao
a x nos correspondentes pontos

&g 8J<p

0
O valor da derivada espacial em relagao a posicao, a—g(O, 1), determina a estabilidade
Y

82
do ponto fixo , logo 3 g

(0, ) mede a variacao ao longo da curva de pontos fixos e
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&g 0 0y
aluay (OMUO) - %a_x(x('u"u))’#:#o
D2 ¢ )
= a,uax (.%'(ILLO), ,UO) + w(x(MO)a MO) - (,UO)
_ 0% 1 0 dyp B
= Opox (@(po), po) + 5" %@o,uo) . %(:po,,uo) =a#0.

Este calculo mostra que o mede o que foi descrito no enunciado do teorema.
Seja a;(u) o coeficiente de 3’ na expansdao em série de Taylor de g em torno de

y = 0, logo temos

9y, 1) = ar(p)y + az(p)y® + as(u)y® + O(y*).

Para obter a expressao de ¢g?(u,y) basta compor g(y, i) consigo mesma e obtemos
9*(y, ) = aty + (aras + azad)y® + (araz + 2a105 + aza?)y’ + O(yY).

Note que omitimos a dependéncia de p dos coeficientes a; e como feito acima nao
descrevemos os termos em y* pois ndo nos interessam. Agora, queremos encontrar
os zeros de ¢g?(y, ;) — y = 0 que nao sejam o préprio y = 0, pois este ¢ sempre uma

solucao. Para isso, dividimos essa espressao por y e definimos

Py, ) —y

a—y(QQ(y,u))!yzo — 1, paray=0.

; para y # 0;

Note que na definicao para y = 0 apenas fizemos um limite de y — 0. Usando a

expressao de g2, obtemos
M(y, pp) = (@® = 1) + (m1az + aza})y + (w103 + 20102 + azai)y* + O(y°).

Para que possamos aplicar o Teorema da Fungao Implicita, observe que
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erlp0) = 520, 10) = 52 olpn) o) = ) = 1.

Logo,

M(0.0) = [(a] = 1)+ 0]| =(-1)>-1=0

Ho

e as derivadas parciais sao

My(0, o) = arag + azai| = —as(po) + as(po) =0 e

Ho

0 0g? 0 ) 0 10g 2
M _ 29 -2 _ 9(%
W00) = 5 T O] =pa)?| =5 (5 0m) ]
2
_ 5.9 D9 (0, 10) =2+ (~1) - a = —2a £0.

Como M, (0, o) # 0, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma funcao dife-
rencidavel m(y) tal que M(y,m(y)) = 0. Assim, diferenciando implicitamente essa

ultuma expressao obtemos

0 = M, (0, m(y)) + My(y, m(y)).m'(y)

- My(oa IUO) + MH(O, :u0>'m/(0)'

y=0

Logo,
—M,(0
m/(O) — y( 7;“/0)
MM(Oa/'LO)

Para obtermos a segunda derivada de m(y), basta derivar duas vezes a expressao

0= M(y,m(y)),

=0.

0= My + My -m' + (Myy + My, - m') - m" + My, - m”

= Myy +2- My, -m' + My, - (m')* + M, -m".

Avaliando em y = 0 e lembrando que m/(0) = 0 obtemos

_Myy(07 :U’O)

") = 300 )
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Logo, para obter m”(0) basta calcular o numerador

My, (0, o) = 2(aras + 2a1a§ + aga:f) =2(—ag — 2a§ —as)

H=0 H=H0
1 &y 1 9% 2
= —4(az(mo) + (az(po))?) = —4[5 : a—yg(OhuO) + (5 : a—y2(0’“°>> ]
1 o 1 02 2
= _4[5 ) a—:;g(%,ﬂo) + <§ ) a—xf(ﬁo,,uo)) ] = —48 # 0.
Portanto,
—(—4 —2

Além disso, podemos checar que

83 2
6;3 (0, o) = 6(aras + 2a1a3 + asa?) = 6(as (o) — 2az(p0)* — as(po))
H=Ho

= —12(a3 (o) + az(po)?) = 3Myy (0, p1o) = 128 # 0.

Agora resta apenas checar a estabilidade da o6rbita de periodo dois. Para isso,

2
utilizaremos a expansao e série de Taylor de aa(gQ)(y,m(y)) em torno do ponto
Y
(y, 1) = (0, pro):
9(g%) 9(g%) 9*(g%) 2, 9%(g%)
hat AV, _ . 9 (o —
1 &(g?
3+ T 0.g) 47+ Ol

J4 calculamos a maioria dos coeficientes

o %ij)(o,ﬂo) = (—1)?, pela regra da cadeia;

° 828(522) (0,10) = 0, pois da expressao explicita de g¢*(u,z) obtemos que
8;(522) (0, o) = M,(0, po);

. %(0#0) = M,(0, po) = —2c.
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1
Além disso, como m(y) = m(0) +m/(0)y + Qm”(O)y2 + O(y?), temos que

%,ligy) (0, o) - (m(y) = p10) = My (0, pro) - % -m"(0) - y* + O(y°)
+ M, (0, o) - % : %w y*+0(y)

=20y + O(y°).

E para finalizar, temos que

83 2
. T(;)(O’“O) = % 1206 = —6.

(NN

Combinando estes termos, obtemos a seguinte expressao

82 2
T gty = 1+ 2002 = 63+ 0"

=1-48y° + O(y°).

Portanto, considerando que o termo O(y?) nao tem influéncia para y pequeno, segue

82 2
que se § > 0 a Orbita de periodo dois é atratora, uma vez que 8<g2 ) (y,m(y)) < 1,
Y
e no caso em que 3 < 0 ela é repulsora. O que conclui a demonstracao. [ |

4.3 Formas Genéricas das Bifurcacoes Sela-né e
Flip

Como vimos no Capitulo 3, érbitas homoclinicas transversais implicam na existéncia
de ferraduras. Logo, proximo de uma bifurcagao homoclinica, esperamos o surgi-
mento ou a destruicao de ferraduras. Vimos na tltima secao exemplos de bifurcagoes
genéricas de pontos fixos em familias de difeomorfismos a um parametro. Recor-
dando, para familias genéricas temos trés possiveis casos que dependem de quais sao

os autovalores p; e po:
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(a) pr=1e|p2| <1 (ou |ps| > 1);

(b) pr=—1e|p2| <1 (ou|ps>1)e

(c) p1=¢" e py =e " para algum real 0 # kr, k € Z.

O caso (c) é o que nao se enquadra pois estamos exigindo que nossas aplicagoes
sejam dissipativas, isto é, que o determinante da derivada no ponto fixo tenha valor
absoluto menor que 1, mas nesse caso o determinante é |p;.pp| = |e?.e”¥| = 1.
Para descrever os casos (a) e (b), vamos antes ver um resultado fundamental so-
bre variedades invariantes. Este resultado pode ser encontrado em [6] p.197. Vamos

utilizar a notacao m(Df,|.,) = in
(Dhlz) iz o]

Teorema 10 (Teorema da Variedade Central). Seja f : U C R" — R" uma
aplicacio de classe C* para 1 < k < 0o com f(0) =0 e A= Dfy. Seja K escolhido

do sequinte modo
(i) k, sek <0
(ii) algum inteiro satisfazendo 1 < k' < 0o, se k = oc.

Suponha que 0 < 0 < 1 < A e as normas sobre E* e E° sao escolhidas de tal

modo que ||D fplrs|| < p e m(Dfplgx) > X. Seja € > 0 pequeno o bastante para que
IDfples|| <o —e e m(Dfy|ga) > A+e. Sejar >0 e f:R* — R™ uma aplicagio
de classe C* que satisfaz f|por) = flpomn: ||f—Aller <e e f= A fora de B(0,2r).
Ser > 0 € pequeno o suficiente, entao existe uma variedade cento-estdvel invariante
Wes(0, f) de classe C* que é um grdfico sobre E¢ ® E*, a qual é tangente o B¢ & E*

em 0 e € caracterizada como seque
W0, f) ={g € R" | d(f(¢),0)- A7 — 0 quando j — oo}.

Isso significa que d(f7(q),0) cresce mais lentamente do que N .
De forma semelhante, eviste uma variedade central-instdvel invariante W<(0, f)

de classe C* que é um grdfico sobre E¢ @ E*, ¢ tangente a E° @ E* em 0 e ¢
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caracterizada como seque
w0, f) ={qg e R" | d(f7(q),0) -0’ = 0 quando j— oo}.

Isso significa que d(f~7(q),0) cresce mais lentamente do que 0~ quando j — 0o.

Definicao 4.3.1. Seja f como no teorema anterior. A variedade central da extensao
f é definida por
We(0, f) = We(0, f) N W0, f),

que ¢é de classe C* e é tangente a E°. As variedades centro-estdvel local, centro-

instavel local e central local para f sao definidas por

WCS(O’ B(O’ 7’), f) = WCS(Oa f) N B(O’ 7’),

Wee(0, B(0,r), f) = Weu(0, F) N B(0,7) e

we(0, B(0,r), f) = W<O0, f)n B(0,r),

respectivamente. Estas variedades locais dependem da extensao, mas se f7(q) per-
tence a B(0,7) para todo j € Z, entdo ¢ € W¢O0, f) para toda extensdo f e
qg € W0, B(0,7), f). Quando for claro, omitiremos a bola B(0,r) e a fungao das

notagoes acima, por exemplo, W¢(0) serd o mesmo que W<(0, B(0,r), f).

Observacao 13. A norma utilizada no enunciado para comparar f com A é dada
por

If = Aller = sup{|f(z) = A(@)]. | Df. — DAz € VY,
onde V é algum conjunto onde as aplicacdes f e A estdao definidas.

Em posse deste resultado, para os casos (a) e (b), segue que existe uma curva
W (ou W¢(p,)) de classe C3, p,-invariante, que ¢ tangente ao subespago associado
apr = 1loup = —1, o qual denotamos por E7. Portanto, se denotarmos f,, = @M}WC

I

temos a seguinte expansido em série de Taylor para f, em torno de (0, o)
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1
f#(x) = fuo(o) =+ Df(O,uo)(x - O’/’L - :u0> + 5 sz(o,uo)(x - O’/’L - :u0>2+

2!
- % D3 fo 0 (x — 0, 11— p1o)? + t.0.5.
= Ful0) -+ 20,0 (0= o)+ 5 5L O+
b ) =) + 5 520 0) (0=
+ % : %(O,MO) -2® + t.o.s.

onde t.0.s. significa termos de ordem superior. Logo, para o caso (a) temos a

seguinte expressao local

fu(x) = 2+ ax® +b(u — po) + t.o.s. (4.2)
1 0*f 1 ., of L
onde a = 9 @(07,“0) — 5 10 (0) e b — po) = @(Oaﬂo)(ﬂ — o). Além disso,
b(0) = 0.

Para o caso (b) precisaremos fazer uma mudanga de coordenadas a fim de eli-

2

minar o termo em z° e o termo em (f — o).

Afirmagao. O caso (b) tem a seguinte expressao local
fu(@) = =z + k2 + (1 — po) + t.o.s. (4.3)

onde 7(0) = 0.

De fato: da expansao em série de Taylor de f,(x) em torno de (0, yo), obtemos a

seguinte expressao

ful®) = =z + az® + B — po) + va® + 6(p — po)x + t.0.5.
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nesse caso, os t.0.s. sio de ordens superiores ou iguais a z* ou (1 — po)x?, e onde
0*f 1 of 0 f
= —=(0, o), v = = - =—(0, 0= —=(0, up).
a=5350m),v=z 8u( [10) € 6xa,u( 110)

Queremos encontrar uma mudanca de coordenadas que elimine o termos de 22

e o de (u — o). Para isso, vamos considerar a seguinte mudanga de coordenadas
T =hw,p) =z + 2" +b(u— po)

onde as constantes reais a e b ainda serao determinadas. Porém, precisamos deter-

minar a expressao de h~t. Ora, seja
ht =2+ +dp— po) +d(p — po) + ex(p — po) + t.o.s.
e encontremos as constantes ¢, d e e para as quais h~' o h = id:

r=h"toh(x)=h"Yz+ar® +b(p— po))
=2+ ax® +b(p — po) + c(a + ax® +b(p — p0))* + d(pt — po)+
+e(z + ax® + b — o)) (1t — o) + t.o.s.

=z + (a+c)r? + (b+d)(p— po) + (2bc + e) (i — o)z + t.o.5..
Logo, basta exigir que
a+c=0, b+d=0 e 2bc+e =0,
ou seja, que ¢ = —a, d = —b e que e = 2ab. Assim, obtemos que
Rz, ) = o — (ax® + b(p — po)) + 2ab(p — po)z + t.o.5..

Até agora nao denotamos as varidveis de h~! por T e [i apenas para simplificar a

notacao. De agora em diante, consideremos
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7 = he, 1) = 2+ a® + bl — po)

v =h""Z,pn) =7 —ax® — b(p — po) + 2ab(p — p10)T + t.o.5..
Note que tomamos i = u. Assim, com as novas coordenadas, temos que

fa(@) = fa(@) = ho fuoh™(z,p)
= ho f,(% — aZ® + b(u — Opo) + 2ab(p — 110)% + t.0.5.)
= h(—Z + a4+ b(u — pto) — 2ab(p — p1o) T+
+ (=7 + az® + b(p — o) — 2ab(p — p10)7)* + B — po)+
+ (=7 4 aZ® + b(p — o) — 2ab(p — 1o)T)*+
+0(p — p1o)(—Z + az® + b(p — p10) — 2ab(p — o)) + t.0.5.)
=h(—z+ (a+ )T + (b+ B) (1 — po) + (—2ab — §)(p — po)@ + t.0.s.)
= —Z+ (a+a)Z+ (b+ B) (1 — po) + (—2ab — &) (pu — p1o)T+
+a(=7 + (a4 )T + (b+ B) (1 — po) + (—2ab — §)(p — po)ZT)*+
+b(p — o) + t.o.s.

= —Z+ (2a + )T + (20 + B) (1t — po) + (—4ab — 6) (i — p1o)T + t.0.5..

Basta fazer 2a+a =0e 2b+ 3 =0, ou seja, a = —704 eb= _76, para obtermos que
_ Q@
xzh(xyﬂ):$—§ $2—§ (1 = po)
o Q@
x:h_l(x,u)::p+§-x2+§-(u—u0)+75-(,u—,uo)-x—i—t.o.s..

E com essa mudanga de coordenadas (lembremos que fi = ) a nova funcao f, fica

da seguinte forma
Fu@) = 2 + 55 + (1 — o) + O(F) + Ol — pola?),

onde x é obtido, como acima, em funcao das constantes «, 3,7y e d, 7(0) = 0 e O(¢)

significa termos de ordens superiores ou iguais a ¢, para ¢t = Tt e |u — po|7*. Como
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queriamos.

Em (4.2) tomamos a # 0 e a origem é uma sela-né. Além disso, se tomarmos
b'(0) # 0, dizemos que a sela-né desdobra genericamente. Estas condigoes sao cla-
ramente satisfeitas genericamente. Como vimos anteriormente na Secao 4.2.1, f, e,
portanto, ¢, tem dois pontos fixos hiperbélicos para p < py e nenhum para g >
ou vice-versa. Se considerarmos ¢ > 0, b > 0 e [pa] < 1 temos o seguinte desdo-

bramento da sela-n6: um pocgo e uma sela colapsam e entao desaparecem, como na

Figura 4.8.
N\
\\
1 2 €T =~
R I I i/ ;“# W i 1
# ’f'-_——
//
4
1< Ho H= Ho > o

Figura 4.8: Desdobramento de uma sela-né.

Na Figura 4.8, a flecha dupla significa que a contragao na direcao vertical é mais

1

forte do que ao longo de Wy. Se considerarmos as curvas pn — z,

2
—
el 3, dos

pontos fixos, para pu < pg, obtemos a Figura 4.9.

A 4

H= po + > > Wy

Figura 4.9: Curva dos pontos fixos de uma sela-né.

Note que as duas curvas sao diferenciaveis para p proximo de pg. Podemos
orientar a curva da Figura 4.9 seguindo p +— xL por valores crescentes de p até

[t = o € entao retornar ao longo de p — xi por valores decrescentes de p.
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Vamos olhar para a expressao (4.3), que corresponde ao autovalor p; = —1.
Tomemos k # 0, que é uma condi¢ao genérica, e obtemos uma bifurcagao do tipo
flip. Dizemos que ela desdobra genericamente quando 7/(0) # 0, o que é outra
condi¢ao genérica. Quando tomamos £ > 0 e 7/(0) < 0, obtemos pelo Teorema 9
que existe um tnico ponto fixo que é um pocgo para p < po e uma sela para p > pyg e,
além disso, existe um pogo de periodo dois (com autovalores positivos) para p > .

Os resultados sao semelhantes para bifurcacoes flip de érbitas periddicas de
periodo k, basta considerar a familia ff

Para o flip considerado acima, se representarmos a curva dos pogos e selas de
periodo k e a curva dos pocos de periodo 2k em um mesmo ambiente, obtemos a

Figura 4.10.

pogo de periodo 2k

poco sela

poco de periodo 2k

Figura 4.10: Curva dos pontos fixos e de periodo dois de um flip.

O poco a esquerda e a sela a direita tém o mesmo periodo e um correspondente

autovalor negativo, —1, para a derivada D f/j .

4.4 Cascatas de Bifurcacoes de Duplicacao de
Periodo e Pocos

Nesta secao nosso interesse é ver um resultado que mostra que durante a criacao
de uma ferradura existem infinitos pogos ou fontes e bifurcacoes de duplicacao de
periodo. Para isso, antes introduziremos algumas defini¢coes e hipdteses que serao
utilizadas neste resultado. Também veremos um exemplo que satisfaz o conjunto de

condicoes que vamos considerar abaixo.
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Condigoes Iniciais para a Criacao de uma Ferradura

Seja R C R? um retangulo e considere {p,} uma familia a um parametro de

difeomorfismos de R em R? e com p € [—1,1] tais que

(a) p-1(R)NR = g;

(b) cpM}R ¢ dissipativa para —1 < p <1, isto é, | det(Dy,)| < 1 sobre R;
(c) 1 possui pontos periddicos e sdo todos selas;

(d) pu(R)NS1 =D e p,(R)NSy =@, para —1 < < 1, onde S; e Sy sao os lados

verticais no bordo do retangulo R;

(e) ou(T)NR=2 e p,(B)NR =@, para —1 < <1, onde T é o topo e B a

base no bordo do retangulo R e

(f) ¢, tem no méximo uma 6rbita periédica nao-hiperbélica para cada —1 <y <1
e esta orbita deve corresponder ou a uma sela-né ou a uma bifurcacao de du-
plicacao de periodo que desdobra genericamente. Esta ¢ uma condicao genérica

sobre a familia {¢,}.

Observe que no item (f) nao consideramos o caso da bifurcagdo de Andronov-
Hopf pois, como ja mencionamos, este caso nao é dissipativo.

Embora nao exigimos formalmente que ¢; seja uma ferradura como no Exemplo
3 devemos ter exatamente esta situacao em mente, veja a Figura 4.11. Neste caso
costuma-se dizer que essa familia é uma familia de drea decrescente que cria uma

ferradura. Vamos agora ver um exemplo que satisfaz essas condigoes.

Exemplo 7. Seja {¢,} uma familia a um parametro de difeomorfismos. Suponha

que ¢ seja tal que
(i) o possui um ponto de sela fixo p e que |det(Dyy),| < 1;

(ii) existe uma tangéncia homoclinica ¢ associada a p que é desdobrada generica-

mente.
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T
Si| R |5 N
B Rl o1(R)

wo(R)

vo(B) wo(T)

Figura 4.11: Situacao descrita nas Condigoes Iniciais para a Criacao de uma Ferra-
dura.

Afirmagao. Para cada vizinhanca V' de ¢ existe um retangulo R C V', um nimero

0 > 0 e um inteiro N > 0 tal que cpfy  Cria uma ferradura para —0 < p < 0.

De fato: considere o retangulo R estreito, proximo de ¢ e paralelo a componente

local de W como indicado na Figura 4.12.

Figura 4.12: Posicao do retangulo R paralelo a W}.

Na verdade, para p pequeno, escolhemos coordenadas linearizantes de classe C*
para cada ¢, em uma vizinhanca de p fixada que contenham um arco ¢° C Wy
que liga os pontos p e ¢ e que dependam continuamente de p. Entao, escolhemos
R estreito suficientemente préximo de W de modo que sua projecao sobre Wi,
paralela a W, contenha em seu interior o ponto ¢, N(q), para algum N grande.
Assim, ¢} (R) ¢ uma caixa curvada préxima de um arco W localizado perto de q.
Logo, quando p esta bem perto de 0, temos a situagao como na Figura 4.13.
Agora basta utilizarmos argumentos semelhantes aos da Secao 3 para mostrar que

cpfy p Dossul um conjunto invariante maximal hiperbélico com o subconjunto das
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we W Wy ¢y (R)
_N R R R
‘(‘Q) """ “:] Ws = “:] WS . ‘[ ‘/// \\ ] W
D /q\ 0 s -4 Ds a B
W { m;i >(P]j6 (R) Wy
W

Figura 4.13: Criagao de uma ferradura.

orbitas periddicas denso.

Observagao 14. Note que a configuracio de R e o (R) assemelha-se com a situagio
descrita na Secao 3, porém os retangulos em questao sao bastante distintos, pois o
da Secao 3 contém os pontos p e ¢, enquanto que o considerado no exemplo acima

estd contido em uma pequena vizinhanca de q.

Continuando nossa discussao, vamos agora considerar um espago mais simples
para as érbitas de nossa familia de aplicacoes ¢ : R C R? — R? que satisfaz as
Condigoes Iniciais para a Criagao de um Ferradura. Seja Per(y,) o conjunto das

orbitas periddicas de ¢, e considere
P={(x,p) € Rx [-1,1] | € Per(,)}.

Definimos o espago topolégico P = P/ ~, onde a relacao de equivaléncia “~” identi-
fica os pontos de uma mesma Orbita. Desse modo, dado um ponto
(O(z), 1) € P, a componente conexa conexa que passa por esse ponto é uma curva
continua exceto na bifurca¢ao de duplicagdo de periodo (ou no colapso das curvas

dos pontos de periodo k& com a dos pontos de periodo 2k) onde ela se ramifica em

periodoQk/

periodo k

duas como na Figura 4.14.

Figura 4.14: Curva de pontos periédicos no espago P.
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Agora estamos em condigoes de enunciar um dos resultados principais desta

secao.

Teorema 11 ([9], 1983). Seja ¢, : R* — R? uma familia de difeomorfismos
que preserva orientacdo e satisfaz as Condi¢oes Iniciais para a Criagao de uma
Ferradura. Entdo, cada ponto (O(z),1) € P possui wma componente conexa que
contém orbitas periodicas de periodo 2"k para todo n > 0, onde k € o periodo do

ponto x para a aplicacao ¢;.

Demonstracgao:

Seja (O(x),1) € P e suponha que & tem perfodo k. Temos duas possibilidades:
ou D(p¥), tem autovalores positivos ou tem autovalores negativos. Comegaremos
com o caso dos autovalores positivos. Como x é ponto de sela, pela condi¢ao (b),
segue do Teorema 7 que existe um dnico caminho I' em P que passa pelo ponto

(O(x),1), o qual orientaremos seguindo valores decrescentes de p.
Afirmagao 1. Se prolongarmos I' chegaremos em uma bifurcacao.

De fato: Nao podemos prolongar I' até Rx{—1} pois, pela condi¢ao (a), ¢_1(R)NR

nao possui pontos periédicos, logo nao pode conter pontos de I'.

I I

— &) /*—’—\(:v, 1)

R x {-1} R x {1} R x {-1} R x {1}
\5—«@ 1) S A P

R x {-1} R x {1} R x {-1} R x {1}

Figura 4.15: As situagoes que nao ocorrem com I

Pelas condigoes (d) e (e) segue que o conjunto invariante maximal de ¢, em R é

limitado dela fronteira de R, OR, o que impede os pontos periédicos de escapar por
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OR. Além disso, I" nao pode terminar em R x (—1, 1) pois I' é um caminho de selas
(é a continuacdo do ponto de sela (O(x),1)) e porque sempre podemos prolongar

um caminho de selas. Veja a Figura 4.15.

pogo
M, poco

(x,1) (x,1)

sela sela

R x {1} R x {1}

Figura 4.16: A esquerda temos uma sela-né e a direita um flip.

Logo, a tunica situagao que resta é I' passar por um ponto de bifurcagao que deve
corresponder ou a uma sela-né ou a um flip (no caso do flip o periodo é duplicado).
Em ambos os casos, surge da érbita de bifurcagao um caminho de pogos mudando
a direcao de I' em relagao a u, ou seja, orientada para valores crescentes de p. Veja

a Figura 4.16.

De agora em diante vamos sempre prolongar I' para um flip evitando cami-
nhos de selas com autovalores negativos para D((pf;), onde ¢ é o periodo de x para
¢@u- Tais caminhos chamaremos de caminhos de Mobius e denotaremos por M.
Convencionamos a seguinte orientacao: se for um caminho de pogos, orientamos
positivamente, isto é, para valores crescentes de p, e se for um caminho de selas,
orientamos negativamente, isto é, para valores decrescentes de p. Veja a Figura
4.17.

O primeiro caso, por exemplo, representa uma bifurcagao onde z, ¢ um poco
que ao passar pela érbita de bifurcac¢do torna-se um 2-pogo (isto é, um pogo com o
dobro do periodo de x,, que tem a dérbita denotada por xi e xi) e uma sela 7,, como
na Figura 4.18. Nesse caso evitamos o caminho de selas por que a derivada D(cpﬁ)iu
tem autovalores negativos, ja que temos —1 como um correspondente autovalor para
a bifurcagao flip, o que implica que a sela a direita e o pogo a esquerda (que possuem

o mesmo periodo) tém um correspondente autovalor negativo.
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Caso 1 pogo sela Caso 2
TN
Poco Mo POGo M
Caso 3 sela _&\ Caso 4
My ” poco M, >p0<;0

Figura 4.17: Orientagao de T'.

=
=
=
=+
——]
¥y
I
=
——]
=W
——]
F 3

Figura 4.18: Exemplo de bifurcagao.

Note que no caso considerado nao poderiamos duplicar o periodo de nosso ca-
minho de selas para um de pocos pois estariamos comegando com um caminho de

Mobius M. Logo, a bifurcacao seria colapsar uma sela em um pogo com a metade

1

1, T2 € um pogo

do periodo, como por exemplo, na Figura 4.19 onde uma 2-sela z

Z, se colapsam e se tornam uma sela z,.

BEERS
T

Figura 4.19: Representagao do Caso 3.

X

Sl

Nas selas-né os caminhos estao orientados seguindo a mesma convencao tomada
acima. Continuemos a prolongar nossa curva I'. Nao podemos voltar em R x {1}
pois ¢1 nao possui pogos, pela condi¢ao (c). Além disso, ndo podemos ter um ciclo,
isto é, I' nao pode retornar em si mesma, pois em cada “ponto de bifurcagao de re-
torno” existe um caminho de pogos e um de selas e isso contraria a nossa convencao
porque estarfamos admitindo um caminho de Mobius (deve-se analisar a nossa si-

tuacao inicial, Figura 4.16, juntamente com todos os casos da Figura 4.17 para se
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convencer melhor).

Afirmacao 2. O caminho I' ndo pode terminar em R X (—1,1) se ele passar por
um numero finito de érbitas de bifurcacao ou se ele passar por infinitas érbitas de

bifurcacao, porém com periodos limitados.

De fato: No primeiro caso, isto é, se fosse um nimero finito de bifurcacoes, o
caminho terminaria com um poco ou com uma sela. Nao pode ser poco porque
sendo, prolongando o caminho, chegaria a R X {1} com um pogo. Nao pode ser
sela porque, prolongando o caminho, chegaria a R x {—1} com um ponto periédico.
O caminho nao pode sair pela lateral. Logo passamos por infinitas bifurcagoes.
No segundo caso, como as 6rbitas peridédicas sao infinitas com periodos limitados,
existe algum inteiro s que é o periodo de infinitas dessas orbitas, digamos (z;, ;).
Logo, como estamos num conjunto compacto, a seqiiéncia (x;, 11;) admite um ponto
limite que denotaremos por (Z, i). Como a aplicagdes ¢, sao continuas para todo
p € [—1,1], segue que
S

©r(T) = ¢i(lim ;) = lim 7 (7;) = lim z; = 7,

1— 00

ou seja, T é periddico de periodo s. Mas, pela condicao (f), & deve ser sela-né ou flip.
Em ambos os casos, essas bifurcacoes atraem ou repelem pontos préximos, isto é,
nao podem existir pontos peridédicos todos com periodos limitados numa vizinhanca.
O que justifica nossa afirmacao.

Da Afirmacao 2, segue o resultado, pois como temos infinitas bifurcagoes com

periodos ilimitados, temos bifurcacoes com periodo 2"k, para todo n > 0.

Consideremos agora o segundo caso, onde os autovalores de D(¢%), sdo negativos
e k é o periodo de x. Nesse caso, o caminho que passa por x é um caminho de
Mobius. Para esse caso utilizaremos a seguinte orientacao: se o caminho for de pogos,

orientamos para valores crescentes de p, se for de selas (com autovalores positivos)
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sela
ciclo

S ya

M, pogo M,

Figura 4.20: Um ciclo.

ou de Mobius, orientamos para valores decrescentes de p. Seja I' o caminho de
Mébius iniciando no ponto (O(x),1). Com o mesmo argumento do caso anterior,
concluimos que I' passa por 6rbitas de bifurcagao e a primeira deve ser um flip (por
ser de Mébius e ter um autovalor correspondente negativo). Entao, seguimos com
I pelo caminho de selas com o dobro do periodo que emana do caminho de selas
no qual estavamos. Na proxima érbita de bifurcagao repetimos o procedimento e
prolongamos I' ao longo do tinico caminho de Mobius que surge. E neste ponto ja
podemos ter um ciclo, isto é, um caminho de érbitas peridédicas fechado e orientado
que nao contém curva de Mobius alguma. Veja a Figura 4.20 para visualizar a
situacao.

Se um desses ciclos nao aparecer em I', entao estd pronto. Caso aparegam,
resolvemos o problema do seguinte modo. Note que em cada ciclo, o ntimero de
periodos que duplicam ¢é igual ao niimero de periodos que se colapsam. Em cada
periodo de duplicagao existe um nova ramificacao de um caminho de Mobius e em
cada periodo colapsante ha uma perda de um caminho de Mobius. Resolvemos este
problema considerando um novo espago P: identificamos em P, o espaco das érbitas
periédicas em Rx[—1, 1], cada ciclo com um ponto. Esses pontos tém agora o mesmo
nimero (finito) de caminhos de Mdbius criados e de caminhos de Mobius eliminados.
Agora, no espaco P, consideramos o caminho I’ que comeca em (O(x),1) e que é

constituido completamente de caminhos de Mdébius tais que

e a orientacao da curva I' coincide com a orientagao dos caminhos de Mobius

que ela segue e

e [ passa por cada caminho de M6bius no maximo uma vez.

Esse tipo de caminho sempre pode ser prolongado toda vez que ele chegar em um

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



4.5. Renormalizacao de Tangéncias Homoclinicas 114

ciclo colapsado, pois o niumero de entradas de caminhos de Mobius ¢ igual ao de saida
de caminhos de Mébius. I' niio pode terminar em uma érbita periédica de R x {1}
porque todos os caminhos de Mobius estao orientados no sentido decrescente dos

valores de . Logo, existem duas possibilidades:

e ou [ é finita, mas nesse caso ela termina em um ponto de duplicacao de periodo
que nao pertence a um ciclo e entao basta proceder como antes para concluir

o resultado,

e ou I ¢ infinita. Neste caso o caminho I’ induz um grafico conexo I' no espaco
P, constituido dos “pedacos de arcos de e dos ciclos por onde r passou (que
em P eram pontos). Claramente I' é infinita e, portanto, contém um niimero
infinito de érbitas periddicas de bifurcacao. Agora basta usar o argumento

anterior para concluir a demonstracao. |

Observagao 15. Para familias {¢,} com orientacdo reversivel basta considerar a
familia dos quadrados {(¢,)?}. Se esta nova familia satisfaz as Condigoes Iniciais

para a Criagao de um Ferradura, entao obtemos o mesmo resultado.

4.5 Renormalizacao de Tangéncias Homoclinicas

Nesta secao vamos ver como podemos comparar uma ferradura criada por uma
tangéncia homoclinica com a familia quadratica. A principal ferramenta utilizada
sera a renormalizacao.

Consideremos M uma variedade de dimensao 2 e ¢, : M — M uma familia de
difeomorfismos a um parametro. Suponha que a familia ¢, possui uma tangencia
homoclinica em p = 0, relativa ao ponto de sela py para g, e que essa tangéncia é
genérica, isto ¢, tem contato parabdlico, e desdobra genericamente.

Inicialmente daremos uma idéia sem muitos detalhes e justificativas da cons-
trugao que faremos adiante na demonstracao do resultado principal e algumas de

suas consequiéncias. Numa vizinhanca do ponto de sela py mencionado acima existem
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coordenadas linearizantes x e y tais que ¢o(x,y) = (A\-x,0-y),onde 0 < |A| < 1 < |o].
Assumiremos que A e o sao positivos e que A\.o < 1 pois, caso eles fossem negativos,
bastaria tomar gpi no lugar de ¢, e, caso A\.o > 1, bastaria tomar cp;l no lugar de

¢, (se A\.o =1, nossa construcao nao funciona). Considere como na Figura 4.21,

)| eo(Ba) r i || (B
n+N
900+ (Bn)
O- »* Bn r 3
» — D ZZZ—\\ Bn
po| A q Po “/ q \“
Figura 4.21: Posicoes dos Figura 4.22: Posicao de B, e
pontos p e r e de B,. de suas imagens por ¢,,.

dois pontos p e r da drbita de tangéncia contidos no dominio das coordenadas
linearizantes. Desse modo, existe um N € N para o qual r = {’(g). Considere,
para cada n suficientemente grande, uma caixa B,, préxima de ¢ de modo que ¢};(B,,)
fique proxima de r, como na Figura 4.21. Olhemos para a posicao de ¢Z+N (B,) em
relacao a posicao de B,,. Podemos tomar B, cuidadosamente de modo que, para n

n+N

suficientemente grande, a caixa curvada @7

(B,) atravesse B, e crie uma ferradura,
do mesmo modo que foi feito no Exemplo 7. Veja a Figura 4.22. Agora, aplicamos
mudancas de coordenadas, que dependem de n, nas variaveis x e y e no parametro
i e denotamos as novas coordenadas por z, 7 e fi. Com essas novas coordenadas a
aplicacao goZJrN converge, quando n — 00, para a aplicagao ¢; que tem a seguinte

expressao ;(Z,9) = (9,9* + f1). Para n suficientemente grande, tomemos a caixa

B,, nas novas coordenadas n-dependentes igual a seguinte caixa
B ={(z,9) ||z <3,[y| <3}.

Quando fazemos o parametro fi variar de —4 a 4 temos a formacao de uma ferradura.

Veja a Figura 4.23.

n+N

Como ¢,, contrai drea em p, e, portanto, o

tem essa propriedade, quando
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Figura 4.23: Imagem de B pela aplicacao ¢;.

n+N

nTY(By) tende exatamente para uma curva, logo, a

n — oo, a caixa curvada
aplicagao limite nao é mais um difeomorfismo. Esta aplicacao limite, restrita a

variavel g, tem a seguinte expressao

j— P+ (4.4)

enquanto que a variavel £ nao tem importancia para ela. A expressao (4.4) é a familia
quadrética & um parametro em dimensao 1 que pode ser encontrada em [6]. Logo,
como a aplicacao limite se aproxima da familia quadratica, ela apresenta os principais
complexidades dinamicas dessa familia como por exemplo conjuntos hiperbélicos e
bifurcacoes de duplicacao de periodo. Vamos ver uma dessas propriedades: para ji
préximo de zero, a aplicacao § — % + i possui um ponto fixo préximo de zero que

¢ atrator, veja a Figura 4.24.

is0 =0 fi 20

Figura 4.24: Pontos fixos da aplicacio § — §° + ji para diferentes valores dé fi.

Temos que

Y 1+ T—4f
2
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1—T—14
2

para i < 1 Logo, o ponto fixo mais proximo de zero é . Além disso, a

derivada do m-ésimo iterado da aplicacao i +— 3% + ji é 2"y tem moédulo menor que
1
1selyl < on Seja u, — 0 a sequiéncia dos valores p correspondentes a i = 0 nas

diferentes reparametrizacoes da variavel p. Logo, para n suficientemente grande e

n+N

" tem um ponto fixo atrator. De fato, seja yo 0

i proximo de p,, a aplicagao ¢
ponto fixo da aplicagdo § — §? + fi, que denotamos por @;, que satisfaz a condigdo
1

Yo < 5 ou seja,

Yo=yo+p e 2y <1

Logo, o ponto (yo, yo) ¢ um ponto fixo da aplicagao (z,9) — (¢, > + /;) Além disso,

esse ponto € hiperbdlico pois

0 1
0 2yo

D@ﬁ(yoayo) =

possui os autovalores \; = 0 < 1 e Ay = 2y < 1. Entao, pelo Teorema 7, segue

que o ponto fixo (Yo, yo) tem uma continuacao. Portanto, para n bem grande, e

n+N

L possui um ponto fixo que é atrator.

proximo de ji a aplicagao ¢
Agora que temos uma idéia heuristica do resultado, vamos apresenta-lo formal-

mente. Mas antes vamos considerar algumas hipdteses a respeito da familia ¢,,.

Hipéteses para a familia ¢,,. (*)

J& assumimos que os autovalores A\ e o sao positivos e satisfazem \.o < 1 e
que precisamos de coordenadas linearizantes = e y de classe C* para ¢, em uma
vizinhanca de p,. Além dessas condigdes exigiremos também que ¢, (x,y) seja de
classe C*° como fungdo de (p,x,y). A existéncia dessas coordenadas linearizantes
de classe C? e que dependem de u segue do fato que os autovalores A e o satisfazem

as seguintes condigoes genéricas:

(i) M # A™.o", para todo m,n € N\ {0} tais quen+m > 1e
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(ii) o # A" - o", para todo m,n € N\ {0} tais que n +m > 1.

Além disso, elas dependem continuamente de p na topologia C2.

De fato, para justificar a existéncia, em [8], temos o seguinte teorema.

Teorema 12. Seja ¢ um difeomorfismo de classe C* de R? — R? definido em
alguma vizinhanca V- da origem (0,0), a qual supomos ser um ponto fixo. Sejam
A e o os autovalores de Do o). Entao, se o e X satisfazem (i) e (ii), eziste uma
vizinhanga da origem e uma func¢ao & = £(X\, 0;0) tal que existe uma mudanga de
coordenadas H de classe C¢ definida em V que lineariza . Além disso, para todo \
e o fizrados, seque que E(N, 03 0) — 00, quando { — oo. Em particular, para { = oo,

H pode ser tomada de classe C°.

As condigbes (i) e (ii) sao chamadas condi¢des de nao-ressonancia. Elas sao
genéricas porque basta impor um nimero finito de condigoes sobre os autovalores A
e o para que sejam satisfeitas. A prova deste fato também pode ser encontrada em

[8], Se¢ao 7, nas paginas 629 e 630.

Teorema 13. Para uma familia a wm parametro p, satisfazendo as hipoteses (*),
com q um ponto da orbita de tangéncia para o valor do parametro p = 0, existe
uma constante inteira N > 0 e, para cada n € N, reparametrizacoes yp = M, (i) da

varidvel i e mudancas de coordenadas [i-dependentes

tais que,

(a) para cada conjunto compacto K no espago das varidveis (fi, T,7), as imagens

de K pelas aplicagoes

convergem, quando n — oo, para (0,q) no espago das varidveis (i, T,7);
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(b) os dominios das aplicagoes
(i, 2, ) = (Ma(f2), (P 0 O 1 © W) (4.5)

convergem, quando n — oo, para todo o R® e as aplicagoes (4.5) convergem,

na topologia C?, para a aplicagdo

Demonstragao:

Comecamos, como de praxe, escolhendo coordenadas linearizantes p-dependentes
de classe C? (x,y) numa vizinhanca de p,. Assim, para p = 0, @o(z,y) = (A\-2,0-y)
com 0 < A <1< o0e o < 1. Considere ¢ um ponto na érbita de tangéncia
da variedade estavel de p e » um ponto na variedade instavel de p, ambos nessa
vizinhanca de p, onde as coordenadas linearizantes estao definidas. Para simplificar
os argumentos, multipliquemos x e y por constantes de modo que ¢ = (1,0) e

r = (0,1), como na Figura 4.25.

¢ 7=(0,1)

q = (170)

A

>~ 4

Po

Figura 4.25: Posicoes de p e ¢ nas variedades estavel e instavel locais.

Assim, como r e g pertencem a Orbita de tangéncia, existe algum N € N para o
qual ¢ = @)’ (r). Vamos novamente fazer adaptagoes em nossas coordenadas. Para

valores de p proximo de zero adaptamos nossas coordenadas linearizantes tal que

(i) ¢.(0,1) é um méximo local da coordenada y quando restrita a W*(p,,);
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(ii) a coordenada x de ¢}'(0,1) é 1 e
(iii) reparametrizamos p de tal modo que a coordenada y de gofy (0,1) é p.

Podemos fazer estas adaptagoes pois, quando p = 0, (i), (ii) e (iii) s@o satisfeitos
e, para uma pequena variacao de p, as posicoes de gofy (0,1) mudam ligeiramente.

Veja a Figura 4.26.

Figura 4.26: Adaptagao das coordenadas z,y e do parametro p.

Depois dessas adaptacoes faremos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 1. Podemos escrever gofy , préximo de (0, 1), da seguinte forma

(z,14y) — (1,0) + (Hi(p, z,y), Ha(p, 2z, y))

com

Hy(p,z,y) = ay + ﬁl(ﬂaxay)

Hy (i, x,y) = B.9° + p+ 7.0 + Hap, 2,y),
onde «, 3 e v sao constantes nao nulas e onde, para = x =y = 0, temos

fh:@yﬁl :auﬁlzo (§]

} } 5 } 5 5 5 (4.6)
H2 - 8IH2 - 8yH2 - QLHQ - 8yyH2 - 8WH2 - 3WH2 - 0

De fato: consideremos a expansao em série de Taylor da aplicacao gpff em torno do
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ponto (z,y) = (0,1)

on (z,y+1) =) ((0,1) + (z,y))

1
= <PLV(0a 1)+ D(‘P,]Y)(o,l) (z,y) + o1 DZ(‘PLV)(OJ) (z,y)* + to.s..

Consideremos ¢} = (@1, ¢l),), entdo temos que
am‘Pin(Oa 1) ay‘Pin(Oa 1) T

az(pﬁQ(Oa 1) ay(pﬁQ(Oa 1) Yy

= (89090;]:{1(0’ 1).x+ @(pﬁl(o, 1).y8m<pﬁg(0, 1).z + ay‘PiXQ(Oa 1).y)

D(ng)(O,l) : (l‘, y) =

e, além disso, temos que D*(¢))o,1) - (2,4)* = D*(¢N)0.1) - ((z,y), (z,y)) ¢ dada

por

azwcpﬁl((x 1) Tt amywﬁl(a 1) Y ayw(pﬁl((x 1) i ayygpﬁl(a 1) Y
&cx(P,JZQ(Oa 1)z + axywﬁz(oa 1)y ay:v‘P,JZQ(Oa 1)z + ayy%@ﬁ{z(oa 1)y Y

Das hipéteses (ii) e (iii) obtemos que ¢ (0,1) = (1, ). Analisemos a hipétese
(i), isto é, que a funcao real ¢, restrita & W*(p,) tem 1 como maximo local. A
funcao gpﬁfz vai de um aberto do R? para {0} x R ~ R, ou seja, o eixo y. Quando
restringimos nosso dominio a variedade instavel local W*(p,,) estamos olhando para
as duas componentes locais de W*(p,,). Porém, como queremos o méximo local no
ponto (0,1) do dominio, basta olharmos para uma pequena vizinhanga deste ponto
em W"(p,) (que estara contida somente no eixo y). Quando fazemos isso, estamos
considerando, localmente, z = 0. Veja a Figura 4.27.

Feito isso, devemos olhar para as condi¢oes de maximalidade da funcao restricao

y = ©5(0,y), que sdo

aygoﬁz(o, 1)=0 e 3:= ayygoﬁz(o, 1) <0.
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Y Y

Ws<pu)
(0,1) w0,
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Figura 4.27: Aplicacao ¢, (0, .).
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Assim, obtemos que

det(D (¢ )0,1)) = 9yen1(0,1) - o0h'5(0,1).

Como gpﬁ[ ¢ um difeomorfismo, segue que D(cpfy )o,1) € inversivel, ou seja, que

det(D(¢)0,1)) # 0. Portanto, obtemos que

o= @(pﬁfl(O, H)#0 e ~v:= (%cpiXQ(O, 1) # 0.

Assim, a expansao em série de Taylor fica na forma

e (z,1+y) = (0,1) + (cy + Hi(p, 2, y), BY* + p+ 7.2+ Ha(p, 7, y))
com

~ 1
Hi(p,z,y) = E)xcpﬁl(O, 1).x + i.c%xcpﬁl(O, 1).2% + c%ycpﬁl((], 1).xy+ (4.7)
+ Oy 1(0,1).y° + O(3)

~ 1
Hy(p,x,y) = 5.&”@52(0, ). + &Eygofxz((), 1).zy+ O(3)

satisfazendo, claramente, (4.6) por causa de sua expressao polinomial.
As fungoes H; e H; sao de classe C? porque ¢, é de classe C*™ e as coordenadas

linearizantes x e y sao de classe C%. O que justifica nossa afirmacao.
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Agora, definimos uma reparametrizacao n-dependente para parametro y e uma

mudanga de coordenadas p-dependente pelas seguintes férmulas

n n

p=o" =y A" to", =0t yAt o — o,
r=140"-x, T=0"(x—-1),
yza’”Jra’Q"'zj, g:O,Qn.y_o,—n.

Nas expressoes acima A e o dependem de p e, portanto, de ji embora nao esteja

expresso nas formulas acima.

Afirmagao. Fixe uma caixa B nas coordenadas (z,y). Se passarmos B para as
coordenadas n-dependentes (z,y), entao B torna-se caixas n-dependentes B, que

convergem para {¢} quando n — oo.

De fato: seja B = {(Z,7) | a < T < b,c < § < d} uma caixa nas coordenadas

(z,y). Entao, para cada n € N,

B,={(z,y)|a<o™(x—1) <bc<o™y—o"<d}

={(z,y)|acT" +1<z<bo " +1,(c—0c")o " <y<(d—oc")o "}

Quando fazemos n — oo temos que
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lim(ac™+1)=1<z<1= lim(bo "+ 1)

n—oo n—oo
lim (co™ -0 ™) =0<y<0= lim (do*" — o™ "),
n—0o0 n—oo

ou seja, as caixas B,, convergem para {(1,0)} = {¢}, nas coordenadas (z,y).

n+N

Agora vamos aos nossos célculos principais: expressar ¢

em termos de ji, T

e y. Seja (i, Z,y) um ponto. As coordenadas (u,x,y) deste ponto sao
p=0"G—Yy\"+0 ", z=14+0"% e y=0 "+o0 .

Aplicamos ¢, neste ponto e obtemos

el y) = (\"z,0"y)
()\"(1 +o"%),0"(c7 " + 072"33))

(A\"(1+07"2),1+ 07 ").
Portanto, z = \"(1 + 0"%) e y = 1 + 0~ "y. Agora, aplicamos gpff e encontramos

r=1+ac "+ H (o0 —y\"+ 0" N (1 + 0 "Z),0 ")
y=0B07"9)*+ (07" p— A"+ 07" +y(\"(1 = 0 7"T))+

+ Hy(o7 i —y\" 4+ 0" N1+ 07 "F), 0 "F).

Transformando-as de volta as coordenadas (Z, y) e, para nao haver confusao, denotando-

as por T e y, obtemos

140 "2 =14a0 "j+ H;

o " _'_0_72n§ — 5072n52 _'_0_72n,a+0,7n . ,y)\no_fni,_'_ﬁz’

ou seja,

Marcus Augusto Bronzi Dissertacao de Mestrado



4.5. Renormalizacao de Tangéncias Homoclinicas 125

=aj+0"Hi(6™ G — A\ "+ o " A (1 + 0 "Z),0 ")

Sl

J =00+ - \"0"T 4+ Hylo 2" i — YN + 0", N1 4+ 0 "F), 0 "F).

Mostremos que certos termos da expressao anterior convergem para zero, quando
n — 00, na topologia C? (uniformemente sobre compactos nas coordenadas (fi, Z, 9)).
Na expressao de y, o termo YA"0"Z = 7(Ao)"ZT converge para zero porque temos
0 < Ao < 1. J4 os termos que envolvem H; sdo mais complicados.

Observe que que se as variaveis (f, T, y) sao limitadas, entao os valores
p=0"g—y\"+0o ", x=\N'(1+0"%) e y—1=0"3

que sao substituidos em H; satisfazem

p=0(")
x=0(\")
y=0("")

quando n — oo. De fato, como [ é limitado e 0 < Ao < 1 temos que

lim [07*"i = A" + 07" = lim [(0™") (0" = 7(Ao)" + 1)]

= (lim o™™)( lim [0 " — y(Ao)" + 1])
= lim o7 ",

entao para n suficientemente grande, 1 é da ordem de ¢=". O mesmo raciocinio se

aplica em z e y tendo em vista que

lim [\"(1 + 0~"%)] = ( lim A")(lim [1 + o—"Z))

n—~oo n—~oo n—~oo

= lim \",

n—0o0
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pois = é limitado, e que

lim[c™"y] =y - lim o ",

n—0o0 n—oo

pois ¢ ¢ limitado.

Definimos

Hi(f,7,5) = 0" Hi(c i —y\" 4+ 0", (1 + 07 "%), 0 "F).

Entdo, utilizando a expressao de H; dada em (4.7) e o faro que 0 < Ao < 1, vem

que

H1(0,0,0) = o™ - Hi(—y\" + 0", A", 0)
= 0" (00 oy 1 (0,1) - A"+ Dol vy 1(0,1) - AP+ O(A))
=a"- (O(\") + O(\*"))
= 0((A0)") +0((Ao)" ")

que converge para zero quando n — 0o.
Além disso, as derivadas de primeira e segunda ordem de H,(ji, Z,%) convergem
para zero uniformemente sobre compactos. De fato, segue de (4.6), de 0 < Ao < 1

e por H; ser de classe C2, que

e 0,H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

3z1ff1(0> 0,0) =[o" - amgl ) )‘ng_nH(o,o,o)

= X" O, Hy (—y\" + %" A", 0),
quando n — oo, segue que

9, H1(0,0,0) = lim A" - 8,H,(0,0,0) = 0;

n—~0o0
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e 0,H;(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

9yH1(0,0,0) = [o" - ayﬁl : Uﬁn”(o,o,o)

= 0, H\(—y\" + 0>, A", 0),
quando n — o0, segue que

9,H,(0,0,0) = lim 9,H,(0,0,0) = 0;

e 0,H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

(%Hl((), 0, O) = [Un ) auﬁl ) ‘7_2””(0,0,0)

=0 " 8uf~[1(—*y)\" + o2\, 0),
quando n — oo, segue que

9,1,(0,0,0) = lim o~" - 9,,(0,0,0) = 0;

e 0,.H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

axxH1(07 0, O) = [ax()‘n ’ axﬁl)”(o,o,o)

= A2 Oy Hy (—y A"+ 07, A, 0),

quando n — oo, segue que

s H1(0,0,0) = lim A*"o™" - 9,,H1(0,0,0) = 0;

n—~oo
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e 0,,H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

axyH1(07 07 O) = [aQU(ay[j[l)] }(0,0,0)

= A" " - Dy Hy (=A™ + 02"\, 0),
quando n — o0, segue que

0,y H1(0,0,0) = lim \"o~" - d,,H,(0,0,0) = 0;

e 0,,H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que

Dy H1(0,0,0) = [9,(9,1)]| 9,0,

=0 " 8yy[j[1(—*y)\" + o2\, 0),
quando n — oo, segue que

9y H1(0,0,0) = lim ¢ " - d,,H,(0,0,0) = 0;

e 0,.H:(0,0,0) =0, pois, uma vez que

a,uxﬁl((‘h 07 O) = [aﬂ()\n ’ 8m[’:ll)H(O,O,O)

= \'g 2. awﬁl(—m” + a?" A", 0),
quando n — oo, segue que

0, H1(0,0,0) = lim \"o~2" - 9, H,(0,0,0) = 0

n—oo
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e 0,,H,(0,0,0) =0, pois, uma vez que
aﬂyﬁl(()’ O? O) = [au(ayﬁh)] ’(07070)
=g . 8uyf~[1(—’y)\” + o A" 0),

quando n — o0, segue que

8, H1(0,0,0) = lim o~2"- d,,H,(0,0,0) = 0;

e 0,,H,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que
0, H1(0,0,0) = [0,(c™™ - 0, H,

)] ’(0,0,0)
=g 5. 8W1j[1(—”y)\" + o™ ", 0),

quando n — o0, segue que

8, H1(0,0,0) = lim o~" - 9, H,(0,0,0) = 0

e [,(0,0,0) = 0, pois, uma vez que
H(0,0,0) = 0™ - Hi(—yA" + o2, A", 0),

e usando a expressao (4.7) para H 1, quando n — oo, segue que

[,(0,0,0) = lim o™ - H,(O(c™™), O(\"),0)

n—0o0

= lim " - (O(\") + O(N\*"))

n—~oo

= lim [O((A0)") + O((\o)"\")]

n—0o0

= 0.

O mesmo procedimento funciona para a expressao de y. Logo, quando fazemos
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n — 00, as formulas de mudanca de coordenadas convergem para

&I

oy
By + [

<

a qual denotaremos por Tj;. Fazendo a substituicao

=
Il

@

=I

SL
I
o

=
I

N
Il
@
<

que denotaremos por h(z,z,y) = (i, &,7), a transformagao 7T}, torna-se

=N

J
7+ i

N

De fato, temos que

= h(fi, oy, By + i)
=B o '8 (af), B (BY + i)
= (Bp, By, (BY)* + i)

= (7,9, 9° + i).

Com isso, o teorema esta provado: temos a mudanca de coordenadas enunci-

n+N

., composta com uma ligeira mudanga de coordenadas e

ada como limite de ¢

reparametrizacoes de . |
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Apeéendice A
Conjunto recorrente por cadeias

Est a ta al definico Itad b h d -
sta secao apresenta algumas defini¢oes e resultados sobre o que chamamos de con
Juntos recorrentes por cadeia que, a grosso modo, nada mais é do que o conjunto for-
mado por “falsas érbitas”de um dado ponto, isto é, pontos que estao muito proximo

da orbita original e que nao sao, em geral, pontos dessa orbita.

Definicao A.0.1. Seja f: X — X uma aplicacao sobre um espag¢o métrico com-

pleto M. Sempre que necessario, consideraremos f um homeomorfismo.

(a) Um conjunto S é um conjunto minimal para f se

(i) S é fechado, nao vazio e invariante (f(S) = 9) e

(ii) sempre que B C S é fechado, nao vazio e invariante, entao B = S.
(b) Dizemos que um ponto = € X é w-recorrente se x € w(x), onde
w(z) ={y € X : Iny — oo tal que l}l_)lglod(f”’“(x),y) =0},
e é a-recorrente se x € o(x), onde
a(x) ={y € X : Iny — oo tal que /}1—{20 d(f~"(x),y) = 0}.

Chamamos a(x) o conjunto a-limite de x e w(z) o conjunto w-limite de x.
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(c) Uma e -cadeia de comprimento n de x paray para a aplicacao f é uma seqiiéncia
{r = zg,71,...,2, = y} tal que para todo j = 1,...,n temos satisfeito

d(f(l’j_l), l’j) < €.

\
SN T
o 1
- =~ \\ . ! ( f(xnu_l) \l
7 ) \\_/’ !
! f(o ) ) Lj+1 \\ // Yy
[ ] \ \5_/
X \: //
T -

Figura A.1: e-cadeia.

(d) Seja Y C X. O congunto e-cadeia limite de Y para f é o conjunto

QNY, f)={ye X |Vn>1existe x €Y e existe uma

e-cadeia de x para y de comprimento maior que n}.

Como isso, podemos definir o conjunto cadeia limite de Y como

QMY f) = (Y 1)

e>0

No caso em que Y = X, escrevemos Q7 (f).

De forma semelhante, definimos

QY. f)={ye X |Vn>1lexiste x € Y e existe uma

e-cadeia de x para y de comprimento menor que n} e

QO (Y, ) =Y, )

e>0

Finalmente, definimos o conjunto recorrente por cadeias de f por
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R(f) ={z € X | existe uma e-cadeia de x para z, para todo €}

={reX|2eQ ({z}, )} ={r e X |zecQ ({z}, )}

(e) Um ponto p € X é chamado nao errante quando, para toda vizinhanga U de
p, existe um inteiro n > 0 tal que f"(U) N U # @. Ou, equivalentemente,
quando existe um ponto ¢ € U com f"(q) € U. O conjunto de todos pontos

nao errantes para f ¢ chamado conjunto nao errante e ¢ denotado por (f).

Proposicao A.0.2. Seja f : X — X um homeomorfismo, onde X € um espaco
métrico completo. Entao

@) | wia, f) C Qf) € RS,

zeX

(ii) U (z, /) CQf) C R(f) e

zeX

(iii) R(f) ¢ fechado.

Demonstracgao:
Vamos fazer apenas a demonstragao de (i) pois (ii) é andlogo. Comecemos pela

primeira inclusao

U w@ f)ca. (A1)

zeX
Sejay € w(zx, f), para um dado x € X. Seja U uma vizinhanca de y. Entao, existem
inteiros n > m > 0 tais que f™(z) e f"(x) pertencem a U. Logo, UN f™"(U) # &,
uma vez que f*(x) € U e fm"(f*(x)) = f™(x) € U. Entao, y € Q(f). Portanto,
vale (A.1).

Afirmacgao 1. O conjunto Q(f) é fechado.

De fato: seja (z,) uma seqiiéncia em (f) tal que x, — p. Mostremos que

p € Q(f), isto é, que para toda bola aberta B(p,¢),

existe k € N tal que f*(B(p,e)) N B(p,¢) # @. (A.2)
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Como (z,) — p, para a bola B(p,e) acima, existe ny € N tal que x, € B(p,¢)
para todo n > ng. Logo, como x,, € Q(f) e x,, € B(p,¢), existe k,, tal que

f™(B(p,e)) N B(p,e) # &, como queriamos em (A.2). Logo, p € Q(f). Portanto,
Q(f) é fechado.

Da Afirmacao 1, segue que

U wl@ f)cal) =a.

reX

Mostremos agora a segunda inclusao
Qf) CR(f) (A.3)
Seja p € Q(f). Mostremos que p € R(f), isto é, que
existe uma e-cadeia de x para z, para todo € > 0. (A.4)

€
Seja € > 0 dado arbitrariamente. Como f é continua, existe 0 < § < — tal que

d(p,y) <0 = d(f(p), f(y)) <

| ™

Seja U uma vizinhanca de p contida em B(p,d). Como p € Q(f), existe n € N tal

5 g
vl P
\\ /I I‘ p) . !
SR N )

Figura A.2: Vizinhanca do aberto U.

que fM(U)NU # @. Sen = 1, entao {p, p} é a e-cadeia procurada, pois existe ¢ € U
tal que f(q) € U e, com isso,
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3

A(f(p).p) < d(F(p). £(a) +d(F(a).p) < 5 +5 ==.

Se n > 1, entdao existe ¢ € U tal que f"(q) € U. Assim, concluimos que

{p, f(@), f2(q), ..., /" (q),p} é uma e-cadeia. De fato, temos
e d(f(p). f(a) < 5. pois g € U C B(p,0),
o d(f(f(q), /" (q)) =0 <eparaj=1,...,n—2¢

o d(f (/" (@).p) = d(I"(a).p) < 6 < 5, pois ["(q) € U C B(p.),

o que prova (A.4) e, portanto, (A.3).

Agora, seja (z,) uma seqiiéncia em R(f) tal que z,, — p. Basta mostrar que
p € R(f) para concluir que R(f) é fechado. Mostremos que para todo £ > 0 existe
uma e-cadeia de p para p. Seja € > 0 dado arbitrariamente. Como f é continua,

5
existe 0 < § < 3 tal que

d(p,y) <6 =d(f(p), f(y)) <

DO ™

Como z,, — p, existe ng € N tal que d(z,,p) < J, para todo n > ng. Logo, para

Tn, vale que

€ €
d(p, y) < 5 € f(f(‘rno)af(p)) < 5
€
E como z,, € R(f), existe uma a—cadeia {Tng, Y1y -+ Yks Tny }-  LoOgo, a cadeia
{p,y1,.-. Yk, p} é uma e-cadeia. De fato, como {Z,,, Y1, .., Yk, Tny} € %—Cadeia,

temos

=ce¢

o d(f(p).y) < A(F(P): F(mng) +d(F(ane)syn) < 5+ 5

o d(f(y;), f(yjr1)) < %.

E como, além disso, d(f(z,,),p) <6 < %, segue que

e €
d(f(yr),p) < d(f(yr), Tne) + d(@ng, p) < 5+ 5 =¢.
Logo, p € R(f) e, portanto, R(f) é fechado. O que prova (iii). [ |
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Apendice B
Folheacoes

Neste apéndice daremos uma breve explicacao do que é uma folheacao e e depois
daremos uma defini¢do mais formal. Retiramos essas definigdes e exemplos de [1].
Podemos imaginar que uma folheagao de dimensao n para uma variedade M é
uma decomposicao em subvariedades conexas de dimensao n que sao as folhas que
se aglomeram localmente como os subconjuntos de R™ = R" x R™™" com a segunda

coordenada constante. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 8. Considere o espaco euclidiano R™ = R™ x R™™". Uma folheacao para
esse espago (que também é uma variedade) é considerar como folhas os n-planos da
forma R™ x {c}, com ¢ € R™™. Se m =2 en =1, temos o plano decomposto em

retas verticais.
Veremos agora a definicao formal.

Definicao B.0.3. Seja M uma variedade de dimensao m e classe C°° . Uma
folheagao de classe C” e dimensdao n para M é um atlas (maximo) F de classe

C" em M com as seguintes propriedades:

(a) Se (U,p) € F, entao o(U) = Uy x Uy C R™ x R™ " onde Uy e U, sao discos

abertos de R™ e de R™™", respectivamente.

(b) Se (U, ) e (V,1) pertencentes a F sao tais que U NV # &, entdo a mudanga



Apéndice B. Folheacoes 139

de coordenadas o o™t : (UNV) — U(UNV) é da seguinte forma

h(z,y) = (hi(z,y), ha(y)), (z,y) € R" x R™™™,

isto 6, ¥ o o Hz,y) = (hi(x,y), ha(y)). Dizemos também que M é folheada
por F.

Yot

— T

i

Figura B.1: Uma folheacao vista localmente.

Veja a Figura B.1, onde ilustramos a aparéncia de uma variedade de dimensao
2 folheada por uma folheacao de dimensao 1, vista localmente.

As cartas (U, ¢) € F serao chamadas também de cartas trivializadoras de F.

Seja F uma folheagao de classe C" e dimensao n, 0 < n < m de uma variedade
M™. Consideramos uma carta local (U, ) de F tal que p(U) = Uy xUy C R*xR™7".
Os conjuntos da forma ¢~ (U; x {c}),c € Uy sao chamados placas de U, ou ainda
placas de F. Fixado ¢ € Us,, a aplicagao f = (‘0_1’U1><{c} Uy x {c} — U é um
mergulho de classe C", portanto as placas sao subvariedades conexas de dimensao
n e classe C" de M. Além disso, se « e 3 sao duas placas de U, entdao aN [ # & ou
a=p.

Um caminho de placas de F é uma sequéncia ag,...,q; de placas de F tal
que o Ny # @ para todo j € {1,...,k — 1}. Como M é recoberta pelas

placas de F, podemos definir em M a seguinte relagdo de equivaléncia: p ~ ¢ se

existe um caminho de placas aq,...,q; tal que p € a; e ¢ € . As classes de
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equivaléncia dessa relacao “~”sao chamadas folhas. Em outras palavras, uma folha
é um “pedaco” conexo uma das “linhas”da Figura B.1.

Da definicao segue que uma folha de F é um subconjunto conexo por caminhos.
Com efeito, se F' é uma folha de F e p,q € F, entao existe um caminho de placas
ai....,ap tal que p € ag e ¢ € ag. Como as placas «; sao conexas por caminhos e
a;Naj # &, é imediato que oy U---Uay, C F € conexo por caminhos, logo existe

um caminho continuo conexo ligando p e gq.
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