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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a estat́ıstica de contagem de carga de alguns

sistemas de interesse, com ênfase em pontos quânticos conectados a barreiras de

transparências arbitrárias. Demonstramos que no limite semiclássico em que o

número de canais de transmissão é muito grande, N � 1, o cálculo da função

geratriz da estat́ıstica de contagem de tais sistemas pode ser realizado através de

uma extensão da teoria de circuitos de Nazarov [Yu. V. Nazarov, Phys. Rev. Lett.

73, 134 (1994)], realizada por Macêdo em [A. M. S. Macêdo, Phys. Rev. B 66,

033306 (2002)]. No caso de temperatura nula, os resultados obtidos via teoria de

circuitos são interpretados através de processos estocásticos clássicos. Para junções

de tunelamento, tal interpretação é posśıvel partindo da abordagem pioneira de de

Jong [M. J. de Jong, Phys. Rev. B 54, 8144 (1996)], enquanto que para cavidades

caóticas acopladas a contatos ideais ou a barreiras arbitrárias simétricas pode-se

usar o formalismo de integrais de trajetória de Büttiker et al. [S. Pilgram, A. N.

Jordan, E. V. Sukhorukov e M. Büttiker, Phys. Rev. Lett. 90 206801 (2003)] . Os

resultados para temperatura finita são interpretados do ponto de vista de uma abor-

dagem semiclássica conhecida na literatura como “cascade approach” [K. E. Nagaev,

P. Samuelsson e S. Pilgram, Phys. Rev. B 66 195318 (2002)].



Abstract

In this thesis, we study the charge counting statistics of some systems of

interest, with an emphasis in quantum dots coupled to barriers of arbitrary trans-

parencies. We show that in the semiclassical limit — where the number of open

transmission channels is very large, N � 1 — the generating function of the count-

ing statistics can be calculated from an extended version of Nazarov’s circuit theory

[Yu. V. Nazarov, Phys. Rev. Lett. 73, 134 (1994)], presented by Macêdo in [A. M.

S. Macêdo, Phys. Rev. B 66, 033306 (2002)]. In the zero temperature limit, the re-

sults obtained using circuit theory are interpreted as classical stochastic processes.

In the case of tunnel junctions, this can be accomplished by de Jong’s pioneering

approach [M. J. de Jong, Phys. Rev. B 54, 8144 (1996)], whereas in the case of

chaotic cavities coupled to ideal contacts or to arbitrary symmetric barriers one

should use Büttiker’s stochastic path integral formulation [S. Pilgram, A. N. Jor-

dan, E. V. Sukhorukov, and M. Büttiker, Phys. Rev. Lett. 90 206801 (2003)]. The

finite temperature results are interpreted in the context of a semiclassical method

known as the cascade approach [K. E. Nagaev, P. Samuelsson, and S. Pilgram, Phys.

Rev. B 66 195318 (2002)].
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3.4 A Densidade Média de Ńıveis e a Pseudocorrente K(x) . . . . . . . . 62

3.5 Conexão com a Estat́ıstica de Contagem de Carga . . . . . . . . . . . 64

3.5.1 Extensão da Teoria de Circuitos para o Caso Interagente . . . 65

3.5.2 Conexão com a Estat́ıstica de Contagem de Carga . . . . . . . 68

3.6 Estat́ıstica de Contagem de Casos de Interesse . . . . . . . . . . . . . 70
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4.3.3 Ponto Quântico Conectado a Duas Barreiras Simétricas . . . . 129
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Caṕıtulo 1

Introdução à F́ısica Mesoscópica

Ao longo da década de 1980, experimentos realizados em condutores metálicos e,

posteriormente, em heteroestruturas semicondutoras inauguraram um novo regime

f́ısico conhecido por F́ısica Mesoscópica. Comum a todos esses experimentos, está

o fato de a coerência de fase quântica ser fundamental para sua explicação. Dentre

eles, merecem destaque o efeito de localização fraca em metais[1] e as flutuações

universais da condutância[2], sendo esta última, apesar de sua explicação relativa-

mente simples, uma das pedras angulares no estabelecimento da F́ısica Mesoscópica

no final do século XX.

É importante destacar desde o ińıcio que a F́ısica Mesoscópica não está as-

sociada a uma escala de comprimento bem definida; fenômenos como os citados

acima são observados em sistemas com dimensões variando de poucos nanômetros

a centenas de micrômetros. O f́ısico americano A. D. Stone deixa isso muito claro

na referência [3]:

“None of the phenomena discussed in this volume occur in micron-size conduc-

tors at room temperature; conversely mesoscopic phenomena such as conduc-

1



2

tance fluctuations have been observed in conductors of size up to 100 microns

at milliKelvin temperatures in samples of high purity and small kF . Hence

the term mesoscopic was introduced to denote a physical regime for transport

and not a specified size scale.”1

Assim, a ocorrência de fenômenos mesoscópicos depende, dentre outros fa-

tores, da temperatura T , do comprimento de onda de Fermi λF (relacionado a kF

por kF = 2π/λF ) e do grau de desordem da amostra.

Antes de abordar os diversos efeitos mesoscópicos e os modelos matemáticos

capazes de descrevê-los, convém discutir os regimes posśıveis para o transporte

eletrônico através de metais e semicondutores. Tal discussão é feita em termos

das escalas de comprimento t́ıpicas da amostra, o que não contradiz em absoluto a

discussão anterior, posto que estas dependem de T , kF e do grau de desordem do

sistema. Os comprimentos importantes são:

• Comprimento de onda de Fermi, λF : É o menor comprimento envolvido, es-

tando relacionado ao ńıvel de Fermi através de λF = h/
√

2mεF . Tipicamente,

varia de alguns angstrons em metais a centenas de angstrons em heteroestru-

turas semicondutoras.

• Livre caminho médio elástico, `e: Em um cristal perfeito, o elétron se move

através da rede cristalina sem sofrer colisões. Quando desvios desta situação

ideal são considerados, ocorrem colisões que, em geral, causam a relaxação do

momento linear do elétron. O livre caminho médio elástico é a distância média

1Tradução livre: Nenhum dos fenômenos discutidos neste volume ocorre em condutores mi-
crométricos a temperatura ambiente; por outro lado, fenômenos mesoscópicos tais como flutuações
da condutância foram observados em condutores com dimensões de até 100 microns a tempe-
raturas de miliKelvins em amostras de alta pureza e kF pequeno. Dáı o termo mesoscópico ter
sido introduzido para denotar um regime f́ısico de transporte e não uma escala de comprim ento
espećıfica.
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3

que o elétron viaja na amostra até sofrer uma colisão elástica. `e é, assim, uma

medida da desordem do sistema e se relaciona com o tempo de espalhamento

elástico τe por `e = vF τe. Este comprimento varia de alguns angstrons em

ligas amorfas a uma dezena de microns em heteroestruturas semicondutoras.

• Comprimento de localização eletrônica, ξ: Também se relaciona à desordem

do sistema. ξ mede a extensão espacial das funções de onda eletrônicas: para

condutores, estas funções se estendem sobre toda a amostra, ao passo que

para isolantes elas decaem exponencialmente a partir do chamado centro de

localização. A desordem influi, assim, no caráter condutor ou isolante do

sistema.

• Comprimento de coerência de fase, Lφ: É o comprimento ao longo do qual a

fase das funções de onda não relaxa. Associa-se a este comprimento o tempo

de relaxação de fase τφ. Lφ cresce com a diminuição da temperatura T e é a

escala mais importante para a F́ısica Mesoscópica, em que os novos fenômenos

que originaram a área acontecem.

Em geral, essas dimensões são tais que λF < `e < ξ < Lφ. Neste caso,

existem três regimes de transporte distintos:

• Quando a dimensão L da amostra é menor que o livre caminho médio elástico

`e, diz-se que o sistema está no regime baĺıstico, pois o elétron viaja tipicamente

sem sofrer colisões. No regime baĺıstico, vale Lφ = vF τφ.

• Para `e < L < ξ, o sistema está no regime difusivo, pois o elétron sofre diversas

colisões elásticas. Aqui, vale Lφ =
√

Dτφ, onde D é a constante de difusão.

• Para ξ < L < Lφ, o sistema encontra-se no regime localizado. Neste regime,

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE



1.1. FENÔMENOS MESOSCÓPICOS 4

a amostra comporta-se como um isolante, pois as funções de onda eletrônicas

estão localizadas.

Para L > Lφ, o condutor é dito macroscópico, tendo suas propriedades de transporte

bem descritas pela teoria de Landau-Boltzmann. (Para maiores detalhes sobre os

regimes de transporte mesoscópicos, ver a referência [4].) Estes regimes são mostra-

dos na figura (1.1), adaptada da referência [5].

1.1 Fenômenos Mesoscópicos

Em metais normais, cujas propriedades de transporte são descritas pela teoria

cinética de Boltzmann, os efeitos de interferência devido às múltiplas colisões dos

elétrons com as impurezas são irrelevantes. Dessa maneira, ao ir do ponto A ao

ponto B, as contribuições quânticas à probabilidade de transição PA7→B se cancelam

após o cálculo da média de ensemble:

PA7→B = |W1 +W2 + . . .|2 =
∑

i

|Wi|2 , (1.1)

onde Wi é a amplitude de probabilidade associada a uma trajetória entre A e B.

Em uma descrição quântica, contudo, as interferências quânticas entre as

diferentes trajetórias ligando A e B não podem ser desprezadas e a equação (1.1)

tem de ser corrigida:

PA7→B = |W1 +W2 + . . .|2 =
∑

i

|Wi|2 +
∑

i6=j

W ∗
j Wi, (1.2)

onde
∑

i6=j W
∗
j Wi representa as interferências discutidas acima. Pode-se mostrar que

a maioria dos termos neste último somatório é nula, à exceção daqueles correspon-
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1.1. FENÔMENOS MESOSCÓPICOS 5

L
F

difusivo localizadobalistico

φλ ξ Lle

Figura 1.1: Diferentes regimes de transporte em sistemas mesoscópicos.

dendo a trajetórias que retornam sobre si mesmas. Logo, a probabilidade de retorno

do elétron é alterada em relação a seu valor clássico devido à interferência entre os

pares “trajetória-trajetória revertida no tempo”, fenômeno que recebe o nome de

retroespalhamento coerente.

1.1.1 Localização Fraca

O retroespalhamento coerente é responsável, então, por uma correção do valor da

condutância do sistema em relação ao valor clássico. Dependendo de se a inter-

ferência é construtiva ou destrutiva, tem-se a condutância quântica menor ou maior

que a condutância clássica2. A este fenômeno dá-se o nome de localização fraca.

Contudo, da eletrodinâmica clássica[6], sabe-se que a aplicação de um campo

magnético, B, quebra a simetria de reversão temporal do sistema, simetria esta

fundamental para a coerência entre as trajetórias mencionadas. Assim, à medida

que a magnitude de B aumenta, a condutância do sistema se aproxima de seu valor

clássico. Este fato é ilustrado na figura (1.2), retirada da referência [7].

2Do ponto de vista microscópico, isto se relaciona à interação spin-órbita: sistemas que a
possuem apresentam interferência destrutiva, enquanto aqueles sem esta interação apresentam
interferência construtiva.
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1.1. FENÔMENOS MESOSCÓPICOS 6

0
Φe/h

Figura 1.2: Gráficos da magnetocondutância, δG ≡ G(B) − G(0), para: (a) uma
cavidade com formato de estádio;(b) uma cavidade com formato circular. As medi-
das foram feitas a 50 mK.

1.1.2 Flutuações Universais da Condutância

Um outro efeito causado pela interferência quântica é o das flutuações universais

da condutância. Estas flutuações são observadas quando as relações de fase entre

os diferentes caminhos são aleatoriamente alteradas. Isto pode ser feito, conforme

discutido na referência [8], variando o campo magnético aplicado na amostra ou

alterando sua densidade eletrônica. A figura (1.3) mostra flutuações na condutância

de um fio de ouro em função do campo magnético.

Estas flutuações não são rúıdo dependente do tempo, como sugere o as-

pecto aleatório mostrado na figura (1.3), mas sim um padrão completamente re-

produt́ıvel em uma mesma amostra. Assim, as flutuações universais da condutância

recebem o eṕıteto de impressão digital da amostra. Neste ponto, cabe salientar a
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1.1. FENÔMENOS MESOSCÓPICOS 7

Figura 1.3: Flutuações da condutância de um fio de ouro com 310 nm de compri-
mento e 25 nm de largura, a 10 mK. Note que a amplitude das oscilações é da ordem
de e2/h. Retirado da referência [9].

importância da configuração de impurezas no condutor como definidora das inter-

ferências quânticas ligadas às flutuações. Se esta configuração for alterada — pelo

aquecimento da amostra, por exemplo — o padrão observado será diferente. En-

tretanto, o caráter universal das flutuações é preservado. Este caráter universal foi

descoberto por Altshuler[10] e por Lee e Stone[11], residindo no fato de a amplitude

das flutuações ser sempre da ordem de (e2/h), independentemente da amostra e do

valor médio de sua condutância.

As flutuações da condutância são atenuadas com o aumento da temperatura

do sistema. Seguindo a argumentação dada na referência [8], seja um condutor de

comprimento L a uma temperatura T tal que L � Lφ. Nesta situação, a amostra

pode ser vista como N = L/Lφ resistores em série, cada um deles com condutância

adimensional g0 = G/G0 e var(g0) = 〈(g0 − 〈g0〉)2〉 = 〈(δg0)
2〉 ∼ 1, ondeG0 = 2e2/h.

A flutuação na resistência de um desses resistores é dada por:

var(g−1
0 ) =

var(g0)

g4
0

∼ 1

g4
0

. (1.3)
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A soma em série desses N resistores leva a uma resistência total igual a g−1 = N/g0

e a flutuações nesta resistência dadas por var(g−1) = Nvar(g−1
0 ) = N/g4

0. Assim, a

variância da condutância da amostra fica:

var(g) = g4var(g−1) =

(

g4
0

N4

)(

N

g4
0

)

∼ 1

N3
. (1.4)

Logo, quão maior a temperatura, maior o valor de N e menos percept́ıveis as flu-

tuações na condutância. O mesmo argumento pode ser usado para explicar o fato

de tais flutuações serem impercept́ıveis em condutores macroscópicos3.

1.1.3 Quantização da Condutância

A quantização da condutância de sistemas mesoscópicos foi observada pela primeira

vez pelos grupos de van Wees[12] e de Wharam[13], em 1988, de forma independente.

Usando uma montagem tipo split-gate, que consiste em dois eletrodos negativamente

carregados, esses grupos criaram uma constrição com largura D comparável ao com-

primento de onda de Fermi λF da amostra. (Esse tipo de constrição é conhecido

como contato pontual.) Com a diminuição de D — que é posśıvel através da variação

do potencial dos eletrodos — a condutância diminui, guardando espaçamentos de

2e2/h entre seus valores consecutivos. Ver figura (1.4).

De forma simplificada, pode-se considerar a constrição como um guia eletrôni-

co com um número N = Int[2D/λF ] de modos transversais, onde Int[x] é o maior

inteiro menor que x. Aplicando uma diferença de potencial V sobre o guia e assu-

mindo que a corrente elétrica I se distribui igualmente sobre cada um dos modos

3A prinćıpio, não há distinção entre um condutor de dimensões nanométricas a temperaturas
elevadas e um condutor macroscópico ordinário; ambos têm L � Lφ.
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Figura 1.4: Quantização da condutância observada em contatos pontuais a campo
magnético nulo e a temperatura de 0, 6 K. Retirado da referência [12]

transversais, a corrente no modo j fica:

Ij = enjvj = e
eV

hvj

vj =
e2V

h
; j = 1, 2, . . . , N, (1.5)

onde usamos o fato de que a densidade unidimensional de estados do j-ésimo modo

é ρj = 1/hvj, sendo vj a velocidade de grupo correspondente. De (1.5), segue que a

condutância é dada por:

G =
1

V

N
∑

j=1

Ij = NG0, (1.6)

onde G0 ≡ e2/h é o quantum de condutância.

Como destacado na referência [8], mesmo estando o condutor no regime

baĺıstico, tem-se resistência não-nula. Esta propriedade é conhecida como resistência

de contato e não é exclusiva de condutores mesoscópicos4. Contudo, em metais, λF

é da ordem da separação interatômica, o que torna N muito grande e a resistência

de contato G−1 muito pequena.

4Para um relato da medição de resistência de contato em metais, consultar a referência [14].
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A partir deste ponto, adota-se um caráter mais técnico, necessário à com-

preensão quantitativa dos fenômenos mesoscópicos. Nesse espiŕıto, serão apresenta-

dos o formalismo de Landauer-Büttiker para o transporte em sistemas mesoscópicos,

a teoria de matrizes aleatórias (TMA) e a fórmula de Mahaux-Weidenmüller uti-

lizadas no estudo dos chamados pontos quânticos e a teoria DMPK para fios quânticos

desordenados. O caṕıtulo termina com uma análise do núcleo de Poisson.

1.2 O Formalismo de Landauer-Büttiker

Landauer, um dos fundadores da F́ısica Mesoscópica, relacionou a condutância G e

outros observáveis de transporte de um condutor desordenado à probabilidade de um

elétron ser transmitido através dele. Nesta abordagem, a corrente I atravessando o

dispositivo é proporcional à probabilidade de transmissão T [15, 16]. A formulação

original de Landauer — que tratava apenas de dispositivos de dois terminais —

foi generalizada por Büttiker[17] para dispositivos com um número arbitrário de

terminais sob a ação de um campo magnético. Este é o famoso formalismo de

Landauer-Büttiker, muito utilizado na F́ısica Mesoscópica.

1.2.1 O Gás Bidimensional de Elétrons (2-DEG)

Os sistemas mesoscópicos mais usados hoje em dia são formados na interface de he-

teroestruturas semicondutoras de GaAs/AlGaAs, crescidas pela técnica de epitaxia.

Como bem discutido na referência [8], nas proximidades dessa interface forma-se

um gás de elétrons bidimensional. (Em inglês, 2-dimensional Electron Gas, donde

vem a sigla 2-DEG.) A fabricação do dispositivo faz uso das modernas técnicas de

litografia, que já permitem a criação de estruturas com dimensões muito menores
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que o livre caminho médio no material. Ver figura (1.5), retirada da referência [18].

Figura 1.5: Micrografia de varredura eletrônica de um fio longo de 75 nm de largura,
fabricado na interface de uma heteroestrutura de GaAs/AlGaAs.

1.2.2 Modos Transversais de Propagação

Nesta subseção serão discutidos os modos transversais de propagação, também co-

nhecidos como canais, que aparecerão repetidamente no restante deste texto.

Seja o dispositivo mesoscópico geral mostrado na figura (1.6), em que uma

cavidade bidimensional conecta-se a reservatórios de elétrons através de L guias.

Seguindo a notação da referência [4], o l-ésimo guia tem largura Dl e um sistema de

coordenadas (xl, yl) tal que nas paredes yl = 0, Dl.

A função de onda de um elétron no l-ésimo guia pode ser obtida da seguinte

equação de massa efetiva:

[

Es +
(i~∇ + eA)2

2m∗ + U(xl, yl)

]

ψ(xl, yl) = Eψ(xl, yl), (1.7)

onde A é o potencial vetor referente ao campo magnético perpendicular ao guia,

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE



1.2. O FORMALISMO DE LANDAUER-BÜTTIKER 12

U(xl, yl) é o potencial devido às impurezas e m∗ é a massa efetiva do elétron no

meio. Note-se que o potencial devido à rede cristalina não aparece explicitamente

na equação (1.7), uma vez que seu efeito está inclúıdo através de m∗. Assumindo

que o guia é ideal (U(xl, yl) ≡ 0 em seu interior: não há desordem!) e que o campo

magnético perpendicular é nulo, a equação (1.7) pode ser reescrita como:

[

Es +
−~

2∇2

2m∗

]

ψ(xl, yl) = Eψ(xl, yl), (1.8)

cuja solução geral é da forma:

ψ(xl, yl) ∝ e±ikl,nxlsen(Kl,nyl). (1.9)

Aqui, kl,n é o número de onda longitudinal e Kl,n é o número de onda transversal.

−esimo guial

x l

y
l

mesoscopica
cavidade

Figura 1.6: Condutor mesoscópico conectado a L guias.
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Impondo que a função de onda se anula nas paredes do guia, vem:

Kl,n =
nπ

Dl
; n = 1, 2, 3, . . . , (1.10)

ou seja, Kl,n é quantizado e a cada valor de n está associado um modo transversal

(canal).

Assumindo que apenas os elétrons em um pequeno intervalo de energia em

torno da energia de Fermi εF participam da condução, vale a seguinte relação:

k2
l,n +K2

l,n = k2
F ⇒ kl,n =

√

k2
F −K2

l,n. (1.11)

Assim, quando Kl,n > kF , kl,n é imaginário e e±ikl,nxl tende a zero quando xl → ∞;

tem-se, então, os chamados canais fechados. Quando kF > Kl,n, kl,n é real e e±ikl,nxl

representa oscilações em xl; tem-se, neste caso, os chamados canais abertos.

1.2.3 A Fórmula de Landauer: Dedução Elementar

Seja a amostra mesoscópica mostrada na figura (1.7), conectada a dois reservatórios

de elétrons de potenciais qúımicos µ1 e µ2 através dos guias 1 e 2. Os guias são

considerados condutores baĺısticos, com N canais cada.

Assume-se, ainda, que os elétrons podem passar dos guias aos reservatórios

sem reflexão, ou seja, que os reservatórios são sumidouros perfeitos. Dessa maneira,

a corrente relacionada a estados propagando-se para a direita no guia 1 é gerada

por elétrons provenientes do reservatório à esquerda, o que lhes confere potencial

qúımico µ1. A temperatura nula, a corrente I+
1 é dada por:

I+
1 = N

(

e2V

h

)

= N

(

e2

h

)(

µ1 − µ2

e

)

=
( e

h

)

N(µ1 − µ2), (1.12)
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C
µ µ2

Guia 2Guia 1

1

Figura 1.7: Condutor mesoscópico conectado a dois reservatórios de elétrons através
de guias ideais.

analogamente ao que foi feito nas equações (1.5) e (1.6). Conforme discutido na

referência [8], tem-se que a diferença de potencial é dada por V = (µ1 − µ2)/e.

Inserindo o fator 2 relacionado ao spin do elétron, (1.12) fica:

I+
1 =

(

2e

h

)

N(µ1 − µ2). (1.13)

Sendo T a probabilidade média de transmissão, a corrente relacionada a

estados propagando-se para a esquerda no guia 1 é simplesmente:

I−1 = (1 − T )I+
1 =

(

2e

h

)

N(1 − T )(µ1 − µ2), (1.14)

de modo que a corrente atravessando a amostra vale:

Itotal = I+
1 − I−1 =

(

2e

h

)

NT (µ1 − µ2). (1.15)

A condutância G é então:

G =
Itotal

V
=

Itotal

(µ1 − µ2)/e
⇒ G =

(

2e2

h

)

NT, (1.16)

que é uma versão simplificada da fórmula de Landauer. Uma dedução mais rigorosa
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requer o uso da matriz de espalhamento S, apresentada na subseção 1.3.2.

1.3 A Matriz de Espalhamento S

A ferramenta matemática mais adequada ao estudo rigoroso do problema de condução

eletrônica em amostras mesoscópicas é a matriz de espalhamento S. Para um condu-

tor ligado a reservatórios de elétrons através de L guias ideais, a matriz S é definida

como:

b = Sa, (1.17)

em que os vetores-coluna a e b têm como elementos, respectivamente, as amplitudes

das ondas incidentes e espalhadas no condutor através dos L guias mostrados na

figura (1.6):

a = (a1
1, ..., a

1
N1
, a2

1, ..., a
2
N2
, . . . , aL

1 , ..., a
L
NL

)T , (1.18)

b = (b11, ..., b
1
N1
, b21, ..., b

2
N2
, . . . , bL1 , ..., b

L
NL

)T . (1.19)

Nessas equações, aj
i representa a amplitude da onda incidente na cavidade através

do modo i do guia j; bji representa o mesmo para a onda espalhada. Além disso, o

sobrescrito T indica a operação de transposição matricial.

A matriz S é quadrada e tem ordem Ntotal =
∑L

l=1Nl, sendo Nl o número de

canais abertos no l-ésimo guia. Sendo S ij
mn o elemento de S conectando o modo n

do guia j ao modo m do guia i, a probabilidade de transmissão associada é obtida

tomando o quadrado do módulo dessa amplitude:

T ij
mn ≡

∣

∣Sij
mn

∣

∣

2
. (1.20)
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Para i = j, |Sii
mn|

2
dá o coeficiente de reflexão:

Rii
mn ≡

∣

∣Sii
mn

∣

∣

2
. (1.21)

Em termos de blocos descrevendo as reflexões em um mesmo guia e as trans-

missões entre guias diferentes, S fica:

S =

















r11 t12 · · · t1L

t21 r22 · · · t2L

...
...

. . .
...

tL1 tL2 · · · rLL

















. (1.22)

Em (1.22), os blocos rll são matrizes Nl × Nl que descrevem reflexões do l-ésimo

guia nele mesmo, ao passo que os blocos tlm são matrizes Nl × Nm associadas à

transmissão dos Nm modos do m-ésimo guia nos Nl modos do l-ésimo.

Nesta dissertação, estudaremos apenas o caso L = 2, correspondente a dis-

positivos de dois terminais.

1.3.1 Simetrias

As diferentes simetrias presentes no problema de espalhamento em questão impõem

v́ınculos à matriz S. Esses v́ınculos são estudados a seguir.

Conservação da Corrente

A densidade de corrente j(r) associada à função de onda ψ(r) é definida como[19]:

j(r) ≡ ~

m
=(ψ∗∇ψ). (1.23)

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE



1.3. A MATRIZ DE ESPALHAMENTO S 17

Assim, a corrente entrando na cavidade é dada por:

Ientrando ∝
Nj
∑

i=

L
∑

j=1

∣

∣aj
i

∣

∣

2
. (1.24)

Por sua vez, a corrente saindo da cavidade fica:

Isaindo ∝
Nj
∑

i=

L
∑

j=1

∣

∣bji
∣

∣

2
. (1.25)

A conservação da corrente leva, então, a:

Nj
∑

i=

L
∑

j=1

∣

∣aj
i

∣

∣

2
=

Nj
∑

i=

L
∑

j=1

∣

∣bji
∣

∣

2
, (1.26)

que em linguagem matricial fica:

a†a = b†b = (Sa)†(Sa)

= a†(S†Sa). (1.27)

De (1.27), vem:

a†a(1 − S†S)a = 0 ⇒ S†S = 1 = SS†. (1.28)

Logo, a conservação da corrente impõe que a matriz de espalhamento S seja unitária:

S−1 = S†. (1.29)
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Reversão Temporal para Part́ıculas sem Spin

A função de onda para part́ıculas sem spin é calculada da equação de Schrödinger:

(

−~
2∇2

2m
+ V

)

ψ = i~
∂ψ

∂t
. (1.30)

Dado que ψ(r, t) é solução desta equação, mostra-se facilmente que ψ∗(r,−t) também

o é, bastando tomar o complexo conjugado de (1.30):

(

−~
2∇2

2m
+ V

)

ψ∗(r, t) = −i~∂ψ
∗(r, t)

∂t
, (1.31)

ou ainda:
(

−~
2∇2

2m
+ V

)

ψ∗(r, t) = i~
∂ψ∗(r, t)

∂(−t) . (1.32)

Fazendo t→ −t, resulta:

(

−~
2∇2

2m
+ V

)

ψ∗(r,−t) = i~
∂ψ∗(r,−t)

∂t
. (1.33)

(Assume-se aqui que o potencial V é uma função real da posição, o que já estava

impĺıcito no item anterior.)

A reversão temporal inverte o sentido das ondas planas nos guias, de modo

que a matriz de espalhamento, neste caso, é definida implicitamente por:

a∗ = Srevertidab
∗ = Sb∗, (1.34)

onde Srevertida = S, pois o sistema é, por hipótese, invariante sob reversão temporal.

De (1.34), vem:

a∗ = S(Sa)∗ = SS∗a∗ (1.35)
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⇒ SS∗ = 1 = S∗S. (1.36)

Das equações (1.36) e (1.28), resulta:

S∗ = S† ⇒ (S∗)∗ = (S†)∗

S = ST , (1.37)

ou seja, a invariância sob reversão temporal para part́ıculas sem spin juntamente

com a conservação da corrente levam à condição de que S seja simétrica.

Reversão Temporal para Part́ıculas de Spin-1/2

Este caso é o mais complicado dos três e a derivação minuciosa do v́ınculo que esta

simetria impõe sobre a matriz S foge ao escopo desta dissertação.

Conforme demonstrado na referência [4], a invariância sob reversão temporal

para part́ıculas de spin-1/2 implica que S obedece a:

SKS∗ = 1, (1.38)

onde K é a matriz anti-simétrica de ordem 2Ntotal × 2Ntotal (o fator 2 deve-se ao

spin) dada por:

K =























0 −1

1 0 φ
. . .

φ 0 −1

1 0























. (1.39)
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1.3.2 A Fórmula de Landauer: Uma Outra Dedução

Seja uma amostra mesoscópica conectada a dois reservatórios de elétrons através de

guias ideais, os quais têm N canais abertos cada, como mostrado na figura (1.7).

Ao contrário do que foi feito na subseção 1.2.3, o papel crucial desempenhado pela

temperatura exige que as funções de distribuição dos reservatórios, anteriormente

tomadas como funções degrau, sejam substitúıdas por funções de Fermi-Dirac. As-

sim, fa(E) = [1 + e(E−µa)/kBT ]−1 é a função de distribuição no reservatório a, sendo

µa o potencial qúımico correspondente. A fim de deduzir as expressões para a cor-

rente média, 〈I〉, e para a potência do rúıdo, P (ω), é conveniente usar o formalismo

de 2a quantização[22]. Assim, seguindo o s passos das referências [23, 24, 25, 26] e

levando em conta o fator de degenerescência relacionado ao spin do elétron desde o

ińıcio, o operador corrente no guia 1 é dado por:

Î1(x, t) =
~e

2im

∫

dy

[

Ψ̂†
1(r, t)

∂

∂x
Ψ̂1(r, t) −

(

∂

∂x
Ψ̂†

1(r, t)

)

Ψ̂1(r, t)

]

, (1.40)

onde os operadores de campo Ψ̂1 e Ψ̂†
1 são definidos como:

Ψ̂1(r, t) =

∫

dE e−iEt/~

N
∑

n=1

χ1
n(y)

(2π~v1n(E))1/2

[

â1ne
ik1,nx + b̂1ne

−ik1,nx
]

,

(1.41)

Ψ̂†
1(r, t) =

∫

dE eEt/~

N
∑

n=1

(χ1
n(y))∗

(2π~v1n(E))1/2

[

â†1ne
−ik1,nx + b̂†1ne

ik1,nx
]

.

(1.42)

Nas equações (1.40)-(1.42), χ1
n(y) é a parte transversal da função de onda dentro

do guia, k1,n é o vetor de onda e v1n é a velocidade de propagação associados ao

n-ésimo modo transversal.
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Além disso, aparecem em (1.41) e (1.42) os operadores â†1n(E) e â1n(E), que

criam e aniquilam elétrons com energia total E no canal n de estados incidentes na

amostra via guia 1. Da mesma maneira, b̂†1n e b̂1n descrevem elétrons em estados

espalhados. Estes operadores de criação e aniquilação obedecem às seguintes relações

de anticomutação:

{â1r(E), â†1s(E
′)} = δrsδ(E − E ′), (1.43)

{â1r(E), â1s(E
′)} = {â†1r(E), â†1s(E

′)} = 0. (1.44)

Definem-se operadores análogos para os elétrons no guia 2, â†2n(E), â2n(E), b̂†2n, e

b̂2n, que obedecem a relações de anticomutação semelhantes a (1.43) e (1.44). Os

operadores â e b̂ relacionam-se pela matriz de transmissão, S:





























b̂11
...

b̂1N

b̂21
...

b̂2N





























= S





























â11

...

â1N

â11

...

â2N





























. (1.45)

A substituição de (1.41) e (1.42) em (1.40) leva a uma expressão para Î1 que,

além de muito complicada, depende explicitamente da coordenada x. Entretanto,

levando em conta que o transporte ocorre apenas em uma pequena janela da ordem

de kBT em torno da energia de Fermi εF , pode-se tomar as energias E e E ′ muito

próximas uma da outra. Nesta situação, as velocidades v1n, que variam muito lenta-

mente com a energia, podem ser consideradas constantes. Dessa forma, a equação
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para Î1 fica:

Î1(t) =
2e

h

∑

n

∫

dE dE ′ei(E−E′)t/~

[

â†1n(E)â1n(E ′) − b̂†1n(E)b̂1n(E ′)
]

. (1.46)

Usando (1.45), essa equação pode ser reescrita como:

Î1(t) =
2e

h

∑

αβ

∑

mn

∫

dE dE ′ei(E−E′)t/~â†αm(E)Amn
αβ (1;E,E ′)âβn(E ′), (1.47)

onde os ı́ndices α e β indexam os reservatórios, assumindo os valores 1 e 2. A matriz

Amn
αβ (1;E,E ′) é definida como:

Aαβ
mn(1;E,E ′) = δmnδα1δβ1 −

∑

k

(

S1α
mk(E)

)†
S1β

kn(E ′), (1.48)

sendo Sαβ
mn o elemento de S que relaciona o canal n do guia β ao canal m do guia α.

Para o cálculo da corrente média, admite-se que os elétrons nos guias têm a

mesma distribuição dos reservatórios. Assim, a média do produto de um operador de

criação por um de aniquilação para elétrons nos guias — por hipótese, em equiĺıbrio

térmico — pode ser escrita em termos das funções de distribuição nos reservatórios:

〈â†αm(E)âβn(E ′)〉 = δαβδmnδ(E − E ′)fa(ε), (1.49)

sendo fa a função de Fermi-Dirac para o reservatório a. Das equações (1.47) e (1.49),

a média de (1.40) fica:

〈I1〉 =
2e

h

∫ ∞

0

dE [f1(E) − f2(E)] Tr[t(E)t†(E)]. (1.50)

Na base em que t†t é diagonal fica claro que o traço de t†t é a soma de seus auto-
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valores, aqui representados por τn:

〈I1〉 =
2e

h

∫ ∞

0

dE [f1(E) − f2(E)]
∑

n

τn(E). (1.51)

Da unitariedade de S, segue que a matriz hermiteana t†t tem autovalores reais, τn,

entre 0 e 1, denominados autovalores de transmissão. A matriz de espalhamento

S relaciona-se com esses autovalores τn através de uma expressão conhecida como

decomposição polar:

S =





U 0

0 V









−
√

1 − T
√
T

√
T

√
1 − T









U ′ 0

0 V ′



 , (1.52)

em que U, V, U ′ e V ′ são matrizes unitárias N × N e T = diag(τ1, . . . , τn) é uma

matriz diagonal N ×N com os autovalores de transmissão na diagonal principal.

No regime de resposta linear, tem-se:

f1(E) − f2(E) = f(E − µ1) − f(E − µ2) =

∫ µ1

µ2

dE ′ ∂

∂E ′ f(E − E ′)

≈ eV

(

− ∂

∂E
f(E − εF )

)

, (1.53)

onde µ1 − µ2 = eV [8]. Nestas condições, a condutância, G ≡ limV →0〈I〉/V , fica

G =
2e2

h

∫ ∞

0

dE

(

− ∂f

∂E

)

∑

n

τn(E) . (1.54)

que para temperatura nula leva à fórmula de Landauer, apresentada em (1.16) de
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forma simplificada:

f(ε− εF ) = Θ(εF − ε) ⇒ G =
2e2

h

N
∑

n=1

τn(εF ).

É conveniente falar, às vezes, em condutância adimensional:

g =
G

G0
; G0 ≡ 2e2/h. (1.55)

Assim, a fórmula de Landauer para T = 0 fica:

g =

N
∑

n=1

τn.

1.3.3 Potência do Rúıdo

As flutuações da corrente elétrica em torno de seu valor médio são chamadas, de

maneira geral, de rúıdo. Há dois tipos principais de rúıdo elétrico, a saber, o rúıdo

térmico, relacionado às flutuações térmicas dos números de ocupação dos reser-

vatórios, e o rúıdo de disparo, que se origina da discreteza da carga elétrica. A

temperatura nula, apenas o rúıdo de disparo está presente, ao passo que o rúıdo

térmico domina para temperaturas altas.

Conforme discutido na referência [21], a distribuição do rúıdo sobre as difer-

entes

freqüências angulares ω pode ser estudada quantitativamente através de sua densi-

dade espectral, P (ω), mais comumente chamada de potência do rúıdo. A potência

do rúıdo é a transformada de Fourier na freqüência ω da função de correlação da
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corrente:

P (ω) = 2

∫ ∞

−∞
eiωt 〈∆I(t0)∆I(t0 + t)〉 dt, (1.56)

onde 〈· · · 〉 indica a média de ensemble ou, equivalentemente, a média no instante

inicial t0 e ∆Î(t) ≡ Î(t)−〈I〉 representa as flutuações da corrente elétrica no instante

t.

A potência do rúıdo pode ser calculada através da substituição da equação

(1.40) em (1.56), seguida pelo cálculo da média. Será necessário, então, encontrar a

média de um produto de quatro operadores de campo, o que pode ser feito através

do teorema de Wick[22]:

〈â†αk(E1)âβl(E2)â
†
γm(E3)âδn(E4)〉 − 〈â†αk(E1)âβl(E2)〉〈â†γm(E3)âδn(E4)〉

= δαδδβγδknδmlδ(E1 − E4)δ(E2 − E3)fα(1 − fβ), (1.57)

onde α, β = 1, 2. De (1.47) e (1.57), segue que a potência do rúıdo de disparo,

definida em (1.56), fica:

P (ω) = 4
e2

h

∑

γ δ=1,2

∑

m n

∫

dE Aγδ
mn(α;E,E + ~ω)Aδγ

nm(β;E + ~ω,E)

× {fγ(E)[1 − fδ(E + ~ω)] + [1 − fγ(E)]fδ(E + ~ω)} , (1.58)

onde foi a integral no tempo foi eliminada usando a seguinte identidade:

∫ ∞

−∞
dt ei(~ω+E1−E2)t/~ = 2π~δ(~ω + E1 − E2).

Usando a unitariedade de S, mostra-se que o limite de baixas freqüências de (1.58)
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é dado por:

P = 4
e2

h

∑

γ δ

∑

mn

∫ ∞

0

dEAγδ
mn(α;E,E)Aδγ

nm(β;E,E)

× {fγ(E) [1 − fδ(E)] + [1 − fγ(E)] fδ(E)} . (1.59)

Efetuando os somatórios, obtém-se:

P = 4
e2

h

∫ ∞

0

dE
{

[f1(1 − f2) + f2(1 − f1)] Tr[t t†(1 − t t†])

+ [f1(1 − f1) + f2(1 − f2)] Tr[t t†t t†]
}

, (1.60)

Convém, agora, calcular alguns casos limites desta equação. No que segue,

assume-se que eV e kBT são suficientemente pequenos de modo que a dependência

da matriz de transmissão com a energia possa ser desprezada: t(E) = t(εF ).

Rúıdo Térmico

Neste caso, como o sistema está em equiĺıbrio térmico a temperatura T , as funções

de distribuição dos reservatórios são iguais. Desse modo, tem-se:

P = 8
e2

h

∫ ∞

0

dE f(1 − f) Tr(tt†). (1.61)

Usando a relação f(1 − f) = −kBT∂f/∂ε, obtém-se:

P = 8kBT
e2

h

∫ ∞

0

dE

(

− ∂f

∂E

)

Tr[t(E)t†(E)] . (1.62)
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Comparando (1.54) e (1.62), chega-se a:

P = 4kBTG, (1.63)

que é o resultado do teorema de Nyquist[21], relacionando a potência do rúıdo

de equiĺıbrio à condutância. Verifica-se, assim, que o rúıdo térmico não fornece

nenhuma informação que não possa ser acessada através de medições da corrente

média.

Rúıdo de Disparo

A fim de isolar a contribuição do rúıdo de disparo ao rúıdo total, é necessário tomar

T = 0, ocasião em que o rúıdo térmico se anula. Nestas condições, as funções

de distribuição dos reservatórios são funções degrau e a equação (1.60) pode ser

reescrita como:

P = 4eV
e2

h
Tr[tt†(1 − tt†)] =

4e3V

h

N
∑

n=1

τn(1 − τn) . (1.64)

Em termos do rúıdo adimensional, p = P/P0 ; P0 ≡ 4e3V/h, vem:

p =
N
∑

n=1

τn(1 − τn). (1.65)

Convém notar que a potência do rúıdo de disparo não é proporcional à con-

dutância, mas à soma dos produtos das probabilidades de transmissão e de reflexão

dos canais. Além disso, V = 0 implica P = 0, o que demonstra seu caráter de

não-equiĺıbrio.

Embora uma discussão mais detalhada das propriedades do rúıdo de disparo
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em condutores mesoscópicos esteja reservada ao ińıcio do caṕıtulo 2, vale a pena

abordar um de seus aspectos mais interessantes: a supressão do rúıdo de disparo

abaixo do valor poissoniano. Em diversos sistemas, como junções p-n, diodos de

barreira Schottky, entre outros, os elétrons são transmitidos de maneira aleatória

e independente, de acordo com um processo de Poisson. A potência do rúıdo de

disparo associada é:

PPoisson = 2e 〈I〉 , (1.66)

válida para freqüências baixas. (Para freqüências altas, a potência do rúıdo se

anula.)

A equação (1.64), por outro lado, implica que os canais com probabilidades

de transmissão τn = 1 não contribuem com a potência do rúıdo de disparo. Isto

é fácil de entender: a T = 0, um feixe incidente de elétrons tem rúıdo nulo. Se

a transmissão é perfeita, o feixe transmitido também terá rúıdo nulo. Contudo,

à medida que τn diminui, o feixe transmitido desvia da corrente promediada no

tempo, o que dá origem a rúıdo. O rúıdo de disparo relacionado a todos os canais,

no entanto, é menor do que o rúıdo de um processo poissoniano. Esta supressão

do rúıdo de disparo em relação a PPoisson é causada pela correlação temporal dos

elétrons descrita pela estat́ıstica de Fermi-Dirac. No limite de baixa transparência

em todos os canais de transmissão, (1.64) reduz-se a (1.66):

P =
4e3V

h

∑

n

τn = 2e 〈I〉 , (1.67)

que é o rúıdo de um processo poissoniano em que os elétrons estão descorrelaciona-

dos.

O rúıdo de disparo é uma fonte importante de informações que não estão
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presentes no valor médio da corrente. Este poder de diagnóstico do rúıdo de disparo

é discutido em detalhes no caṕıtulo 2 desta dissertação.

Crossover do rúıdo de disparo para o rúıdo térmico

Ainda na aproximação t(ε) = t(εF ), a expressão do rúıdo na situação em que tanto

V quanto T são não-nulos foi calculada, por exemplo, na referência [24]:

P = 4
e2

h

N
∑

n=1

[

2kBTτ
2
n + τn(1 − τn)eV coth(eV/2kBT )

]

. (1.68)

Desse modo, a potência do rúıdo total não é uma simples superposição das con-

tribuições térmica e de disparo. Pelo contrário, P é uma função complicada da

temperatura T e da voltagem V .

Apesar disso complexidade, pode-se tomar alguns limites da equação (1.68).

• No limite de baixas temperaturas, em que kBT � eV , (1.68) fica:

coth

(

eV

2kBT

)

≈ 1

=⇒ P ≈ 4
e2

h

N
∑

n=1

[

2kBTτ
2
n + τn(1 − τn)eV

]

=
4e3V

h

N
∑

n=1

τn(1 − τn), (1.69)

que é idêntica à equação (1.64).

• No limite oposto, kBT � eV , tem-se:

coth

(

eV

2kBT

)

≈ 2kBT

eV
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=⇒ P ≈ 4
e2

h

N
∑

n=1

[

2kBTτ
2
n + τn(1 − τn)eV

(

2kBT

eV

)]

= 4kBTG, (1.70)

como esperado.

• No limite de baixa transparência em todos os canais, tem-se a expressão do

rúıdo poissoniano:

P =
4e3V

h

∑

n

τn = 2e 〈I〉 , (1.71)

como esperado.

• Uma vez que coth x > 1/x ; ∀x, a potência do rúıdo total é sempre maior do

que a potência do rúıdo térmico. Isto não é verdade, no entanto, quando a

matriz de transmissão, t, depende fortemente da energia.

1.4 Pontos Quânticos

Um dos dispositivos mais usados no estudo dos fenômenos mesoscópicos é o chamado

ponto quântico, que consiste em uma região condutora espacialmente confinada em

que ocorre o transporte coerente de elétrons (L � Lφ). As técnicas de litografia

modernas permitem a construção de pontos quânticos com dimensões menores do

que `e, o livre caminho médio elástico. Neste caso, tem-se um ponto quântico

baĺıstico. No gás de elétrons bidimensional que tem sido considerado nesta dis-

sertação, podem ser criados diversos tipos de pontos quânticos, com formatos e

dimensões bastante diferentes, como aqueles mostrados na figura (1.8).

Mas por que esses dispositivos despertam tanto interesse? A resposta a esta

questão relaciona-se ao conceito de caos, mais especificamente, ao conceito de caos

quântico. Grosso modo, um sistema quântico é dito caótico quando a dinâmica
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Figura 1.8: Pontos quânticos com formato de um estádio (esquerda) e de um ćırculo
(direita). Adaptado de Marcus et al., PRL, 69 506.

clássica associada é caótica. O bilhar de Sinai[27] (ver figura (1.9)), por exemplo,

apresenta divergência exponencial entre trajetórias clássicas geradas por condições

iniciais muito próximas. Assim, o limite quântico do bilhar de Sinai apresenta caos

quântico. Em particular, um ponto quântico baĺıstico com o formato de um bilhar

de Sinai é dito caótico.

Uma outra forma de introduzir caos em um condutor quântico é através de

desordem. Dessa maneira, também se chama de ponto quântico caótico aquele que

apresenta um pequeno grau de desordem. Subentende-se, aqui, que o condutor

está no regime difusivo, visto que os sucessivos espalhamentos pelas impurezas são

importantes.

O interesse despertado pelos pontos quânticos caóticos origina-se do fato de

Figura 1.9: O bilhar quadrado (à esquerda) é dito regular, ao passo que o bilhar de
Sinai (à direita) é chamado caótico. Figuras retiradas da referência [28].
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suas propriedades f́ısicas — tais como distribuição de ńıveis de energia, no caso de

pontos fechados, e distribuição de autovalores de transmissão, no caso de pontos

conectados a guias (abertos) — serem universais, dependendo apenas da existência

de certas simetrias, como invariância sob reversão temporal e rotação de spin.

Conforme detalhado na seção seguinte, a ferramenta matemática mais ade-

quada ao estudo das propriedades de transporte de pontos quânticos caóticos é a

Teoria de Matrizes Aleatórias (TMA).

1.5 A Teoria de Matrizes Aleatórias

A teoria de matrizes aleatórias foi introduzida na f́ısica por Wigner[29], na década

de 1950, com o intuito de explicar o espectro de ressonâncias do espalhamento de

núcleons lentos por núcleos pesados. No ińıcio da década seguinte, Dyson deu forma

final à teoria[30], desde então conhecida como teoria de Wigner-Dyson.

Sabe-se que um sistema quântico tem seus ńıveis de energia dados pelo ope-

rador hamiltoniano Ĥ, o qual pode ser representado como uma matriz hermiteana

H cujos autovalores são os ńıveis de energia do sistema. No caso do espalhamento

de núcleons por núcleos pesados, contudo, a complexidade do problema torna essa

estratégia inviável. Isto motivou Wigner a substituir a matriz hamiltoniana H por

um ensemble de matrizes hermiteanas aleatórias obedecendo às simetrias do sistema.

Os elementos dessas matrizes são números aleatórios independentes distribúıdos se-

gundo uma gaussiana. Embora uma análise ńıvel-a-ńıvel não seja mais posśıvel, o

método de Wigner permite descrever um espectro t́ıpico, valendo-se para isso de

funções estat́ısticas como a distribuição de espaçamentos entre vizinhos e a função

de correlação de dois pontos.

Após o êxito inicial da TMA na compreensão de fenômenos nucleares, ela foi
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aplicada nas mais diversas áreas da f́ısica, desde a Óptica até a F́ısica da Matéria

Condensada. Na F́ısica Mesoscópica, ela é bastante utilizada para estudar as pro-

priedades de transporte em sistemas desordenados[31]. A TMA aparece, ainda, em

domı́nios tão d́ıspares quanto o estudo dos zeros da função Zeta de Riemann e a

distribuição temporal de ônibus urbanos.5

1.5.1 Teoria de Matrizes Aleatórias de Pontos Quânticos

A única condição para que pontos quânticos caóticos possam ser descritos pela teoria

de matrizes aleatórias de Wigner-Dyson é a de que o tempo de permanência do

elétron na cavidade seja maior que o tempo ergódico τe, que é o tempo necessário

à exploração completa do espaço de fase do sistema. Enquanto esta exigência é

atendida para pontos quânticos fechados, o mesmo só ocorre com pontos quânticos

abertos se eles estiverem conectados aos guias através de contatos pontuais. Uma

vez satisfeita esta condição, o comportamento do sistema é universal, independendo

da forma do ponto quântico ou de sua configuração de impurezas.

Ponto Quântico Fechado

Um ponto quântico fechado é descrito por seus ńıveis de energia e autofunções,

exatamente como um átomo. Entretanto, como já discutido, a complexidade do

sistema leva a uma descrição estat́ıstica de suas propriedades. Seguindo a prescriçao

de Wigner e Dyson, a matriz hamiltoniana H é substitúıda por um ensemble de

5Os f́ısicos tchecos M. Krbalek e P. Sebr demonstraram que os ônibus da cidade mexicana
de Cuernavaca, que não seguem horários definidos, movem-se como part́ıculas subatômicas que
interagem aleatoriamente, sendo pasśıveis de uma descrição usando matrizes aleatórias. Apesar de
este não ser um sistema quântico, as flutuações nos intervalos de tempo entre ônibus subseqüentes
mostram as mesmas propriedades que os ńıveis de energia no espectro de ressonâncias nucleares,
por exemplo. Para mais detalhes, consultar J. Phys. A 33 L229 (2000).

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE



1.5. A TEORIA DE MATRIZES ALEATÓRIAS 34

matrizes hermiteanas N ×N distribúıdas de acordo com:

P (H) = CN exp [−β TrV (H)], (1.72)

onde CN é uma constante de normalização. Quando V (H) ∝ H2, tem-se um en-

semble Gaussiano. O ı́ndice β aparecendo em (1.72) é chamado ı́ndice de simetria,

estando relacionado à presença de certas simetrias fundamentais, tais como reversão

temporal e rotação de spin.

Os valores posśıveis de β são 1, 2 e 4, correspondendo ao número de graus de

liberdade dos elementos da matriz H: para β = 1, os elementos Hnm são números

reais e este valor do ı́ndice de simetria descreve sistemas com simetria de reversão

temporal (SRT) e simetria de rotação de spin (SRS); o caso β = 4 corresponde a

matrizes aleatórias H cujos elementos são quatérnions reais6, descrevendo sistemas

com simetria de reversão temporal em que a simetria de reversão de spin é quebrada

pela presença de interação spin-órbita; por fim, o ı́ndice β = 2 descreve sistemas

em que a simetria de reversão temporal é quebrada pela presença de um campo

magnético, sendo os elementos de H números complexos. Correspondentemente,

a matriz U dos autovetores de H pode ser ortogonal (β = 1), unitária (β = 2) ou

simplética (β = 4). Esta classificação é resumida na tabela (1.1), tirada da referência

[31].

A partir de (1.72), é posśıvel calcular as funções de correlação entre os ńıveis

que descrevem o espectro, como os já citados densidade de autovalores e função de

correlação de dois pontos. Vale destacar que no limite em que N → ∞, essas cor-

relações espectrais independem de V (H), resultado conhecido como universalidade

6Um quatérnion q é a combinação linear da matriz identidade 1 e das matrizes de Pauli σ1, σ2, σ3:
q = q01 + iq1σ1 + iq2σ2 + iq3σ3. Quando os números qi são reais, diz-se que q é um quatérnion
real.
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β SRT SRS Elementos de H U
1 Sim Sim Reais Ortogonal
2 Não Irrelevante Complexos Unitária
4 Sim Não Quatérnions reais Simplética

Tabela 1.1: Classificação de Dyson das classes de simetria segundo o parâmetro β.
U é matriz dos autovetores de H, que deixa P (H) invariante sob H → UHU−1.

das correlações espectrais.

Pontos Quânticos Abertos

Um ponto quântico aberto é caracterizado por seus autovalores de transmissão τn, os

quais são obtidos através da diagonalização da matriz tt†. A matriz de transmissão

t, por sua vez, é um dos blocos que constituem a matriz de espalhamento S:

S =





r t′

t r′



 .

(Ver equação (1.22).) Assim, no caso de pontos quânticos abertos, busca-se uma

teoria de matrizes aleatórias para a matriz S.

Há duas maneiras de se obter a TMA para a matriz de espalhamento de um

ponto quântico aberto:

• Abordagem Hamiltoniana: Nesta abordagem, parte-se da TMA da matriz

hamiltoniana H, Nc × Nc, da cavidade fechada, sem os guias. Obtém-se, em

seguida, a matriz de espalhamento do ponto quântico aberto através de uma

relação conhecida como fórmula de Mahaux-Weidenmüller [32]:

S(E) = 1 − 2πiW † (E −H + iπWW †)−1
W, (1.73)
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onde W é uma matriz descrevendo o acoplamento com os guias. Como o limite

Nc → ∞ é tomado, a estat́ıstica da matriz S é universal, não dependendo do

hamiltoniano Ĥ.

• Abordagem Informacional: Pode-se obter a TMA da matriz de espa-

lhamento, S, sem fazer referência ao hamiltoniano Ĥ. Para tanto, define-

se um ensemble de matrizes S, a partir do qual são calculadas as propriedades

de um ensemble de sistemas. Sendo P (S) a densidade de probabilidade de

encontrar a matriz S no elemento de volume dµ(S) do espaço das matrizes S,

tem-se a seguinte condição de normalização:

∫

dµ(S)P (S) = 1. (1.74)

Associando a entropia informacional S à densidade de probabilidade P (S):

S ≡ −
∫

dµ(S)P (S) lnP (S), (1.75)

é posśıvel encontrar, através do prinćıpio de máxima entropia, a distribuição

mais aleatória que obedece ao v́ınculo (1.74). O resultado obtido é:

P (S) = constante. (1.76)

A equação (1.76) descreve o ensemble circular de Dyson, que é apropriado

para descrever pontos quânticos caóticos acoplados a guias através de contatos

pontuais ideais.

Na presença de outros v́ınculos, a distribuição P (S) não é mais dada por uma
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constante. Por exemplo, introduzindo o v́ınculo[33]:

∫

dµ(S)SpP (S) = S̄p, (1.77)

onde p = 1, 2, . . . e maximizando a entropia informacional S associada a P (S)

impondo (1.74) e (1.77), obtém-se:

P (S) ∝
∣

∣Det(1 − S̄†S)
∣

∣

−β(N1+N2−1+2/β)
, (1.78)

onde N1, N2 são os números de canais abertos no guias 1 e 2, respectivamente,

e S̄ é uma matriz subunitária fixa7. A equação (1.78) é a expressão do núcleo

de Poisson, que é apropriado à descrição de pontos quânticos caóticos que se

conectam aos guias através de barreiras de transparências arbitrárias.

7S̄ é dita subunitária porque os autovalores de S̄S̄† são menores do que ou iguais a 1.
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Caṕıtulo 2

A Estat́ıstica de Contagem de

Carga

No caṕıtulo anterior, as flutuações da corrente elétrica em torno de seu valor médio,

comumente designadas por rúıdo, foram introduzidas à luz do formalismo de Landauer-

Büttiker. Naquele caṕıtulo, distinguiu-se entre o rúıdo térmico e o rúıdo de disparo

e, a fim de estudá-los quantitativamente, a potência do rúıdo, P (ω), foi definida.

O rúıdo térmico manifesta-se, por exemplo, em um condutor em equiĺıbrio

térmico submetido a uma voltagem fixa V = 0. Neste caso, as flutuações da corrente,

∆Î(t), informam apenas — através do teorema da flutuação-dissipação[21] — a

temperatura do condutor. Uma outra caracteŕıstica do rúıdo de Nyquist-Johnson,

como também é conhecido o rúıdo térmico, é o fato de a potência do rúıdo ser

independente de ω:

P (ω) = P = 4kBTG.

Em analogia com a luz branca, em que todas as componentes de freqüência estão

igualmente representadas, o rúıdo térmico é dito rúıdo branco.

38



39

Considerando um sistema semelhante ao anterior, desta feita a temperatura

T = 0 e voltagem não-nula, a discreteza da carga elétrica é a única fonte de rúıdo

presente. Ao contrário do rúıdo térmico, o rúıdo de disparo é bastante informativo,

sendo usado como uma ferramenta de diagnóstico em diversas situações, como na

determinação da carga dos portadores em processos de transporte e na detecção da

abertura de novos canais de transmissão[34].

Tratou-se, até aqui, da importância da condutância e da potência do rúıdo

para o estudo das propriedades de transporte de carga em sistemas mesoscópicos.

Outras quantidades, chamadas de cumulantes, serão definidas e estudadas neste

caṕıtulo. Será mostrado, ainda, que esses cumulantes podem ser obtidos a partir

da chamada função geratriz, χ(λ), que define a estat́ıstica de contagem de carga.

Nesse contexto, a corrente promediada no tempo e a potência do rúıdo são os dois

primeiros cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga.

Observação Histórica

Foi Albert Einstein[35] quem demonstrou que as flutuações da radiação

eletromagnética estão intimamente ligadas à dualidade part́ıcula-onda. Em particu-

lar, ele mostrou que quando a energia é transmitida por part́ıculas clássicas, a ampli-

tude das flutuações escala com a raiz quadrada da energia média, ao passo que ondas

clássicas levam a uma dependência linear com a energia média. Levando em conta

a natureza dual da luz, essas duas contribuições devem coexistir, podendo-se ter,

todavia, a predominância de uma delas para uma determinada faixa de freqüência.

Por exemplo, para freqüências ópticas (f ≈ 1014Hz), a dependência das flutuações

com a raiz quadrada da energia média demonstra que o comportamento corpuscular

domina. Este poder de diagnóstico do rúıdo fotônico popularizou-se na década de

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE



2.1. A ESTAT́ıSTICA DE CONTAGEM 40

1960, quando ele foi utilizado para distinguir a radiação proveniente de um laser

daquela de um corpo negro. Desde então, tal procedimento tornou-se rotina na

Óptica Quântica[36].

Como o elétron também possui essa natureza dual, já era esperado que sua

discreteza levasse a um tipo espećıfico de rúıdo. Como vimos no caṕıtulo anterior,

esse rúıdo chama-se rúıdo de disparo e foi descrito pela primeira vez por Walter

Schottky[37], em 1918, no contexto de experimentos em tubos de raios catódicos.

Uma introdução bastante interessante e acesśıvel a este assunto pode ser

encontrada na referência [34].

2.1 A Estat́ıstica de Contagem

Na mecânica quântica, uma medição instantânea é descrita pela redução do pacote

de ondas descrevendo o sistema de interesse. Esta redução envolve a projeção deste

pacote em um auto-estado do observável medido, o qual é representado por um

operador hermiteano. Um outro tipo de medição é a estendida no tempo, que

ocorre em fotodetectores, por exemplo. Neste caso, pode-se perguntar quantos fótons

atingem o detector em um intervalo de tempo fixo τ . Repetindo o experimento

várias vezes, chega-se à distribuição de contagem P (n), que é a probabilidade de

que n fótons atinjam o detector no intervalo τ . A distribuição de contagem para

elétrons é definida de maneira análoga. O objetivo da estat́ıstica de contagem é

calcular P (n).
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2.1.1 Estat́ıstica de Contagem de Fótons versus Estat́ıstica

de Contagem de Elétrons

A teoria da detecção de fótons é um problema de mecânica estat́ıstica de muitos

corpos, uma vez que os fótons emitidos por uma fonte e absorvidos por um detector

estão correlacionados no tempo. Esta correlação é descrita pela estat́ıstica de Bose-

Einstein, aplicável a bósons. Como sabido, part́ıculas obedecendo a esta estat́ıstica

tendem a se agrupar em um mesmo estado quântico de 1-part́ıcula.

Da mesma forma, os elétrons emitidos por uma fonte — o cátodo de um

tubo de raios catódicos, por exemplo — estão correlacionados segundo a estat́ıstica

quântica de Fermi-Dirac, aplicável a férmions. Ao contrário do que ocorre com a

estat́ıstica de Bose-Einstein, a de Fermi-Dirac limita a 1 o número de ocupação de

um estado quântico de 1-part́ıcula, resultado conhecido como prinćıpio da exclusão

de Pauli.

A fim de ilustrar essa diferença, considere-se, seguindo o caṕıtulo 1 da re-

ferência [38], a estat́ıstica de contagem para uma fonte de part́ıculas isolada em

equiĺıbrio térmico. No esquema mostrado na figura (2.1), um fio bidimensional

está conectado a um reservatório de part́ıculas à temperatura T . O confinamento

transversal das part́ıculas leva à quantização dos ńıveis de energia associados ao

movimento nesta direção, mas, por simplicidade, assume-se que existe um único

modo transversal. Este modo transversal único tem velocidade de grupo v =

∂E/∂(~k), onde E é a energia total da part́ıcula e k é o número de onda descrevendo

os modos longitudinais. Sendo L o comprimento do fio, estes modos longitudinais

estão espaçados por ∆k = 2π/L. Assumindo que apenas part́ıculas com energia

total no intervalo entre E e E + δE, com δE � E, participam da condução, tem-se

N = δE/(v~∆k) = LδE/hv estados de 1-part́ıcula no guia.
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Como todas as part́ıculas têm a mesma velocidade v, o tempo de transmissão

pode ser reescrito como τ = L/v, que implica N = τδE/h. A distribuição de

contagem P (n) pode, então, ser obtida calculando-se a probabilidade de o guia ter

seus N modos longitudinais ocupados por n part́ıculas. A partir deste ponto, deve-

se tratar fótons e elétrons separadamente, pois suas diferentes descrições estat́ısticas

levam a resultados distintos para P (n). No equiĺıbrio térmico com um reservatório

à temperatura T — situação descrita por um ensemble canônico — um estado de

n part́ıculas cada uma com energia E tem peso exp (−nE/kBT ). Para obter P (n),

basta multiplicar esse fator exponencial pelo número de modos distintos em que os

N modos do guia podem ser preenchidos por n part́ıculas. Para fótons, o número

Figura 2.1: Parte superior: reservatório de férmions conectado a um guia de com-
primento L. Cada estado de 1-part́ıcula tem número de ocupação máximo igual
a 1. Parte inferior: reservatório de bósons conectado a um guia de comprimento
L. Neste caso, tem-se um número ilimitado de part́ıculas em um mesmo estado
quântico. Adaptado da referência [38].
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de possibilidades é
(

N+n−1
n

)

. Assim, Pfótons é dado por:

Pfótons(n) =

(

N + n− 1

n

)

e−nE/kBT , (2.1)

onde kB é a constante de Boltzmann. Analogamente, para elétrons, tem-se:

Pelétrons(n) =

(

N

n

)

e−nE/kBT . (2.2)

Além da estat́ıstica descrevendo o processo, a detecção de elétrons difere da

detecção de fótons no que se refere à conservação do número de part́ıculas: fótons

são absorvidos em fotodetectores, ao passo que a conservação da carga impede que

isto aconteça com elétrons. Assim, sempre que um fóton é detectado, sua energia ~ω

é tirada do campo de radiação, tornando fotodetectores insenśıveis às flutuações de

ponto zero do campo. Por outro lado, a medição de corrente elétrica acontece sem

alterar a energia do sistema, o que faz das flutuações de ponto zero uma componente

importante de todas medições elétricas.

Nesta dissertação, estudaremos a estat́ıstica de contagem de carga de condu-

tores mesoscópicos difusivos.

2.2 Formulação Matemática da Estat́ıstica de Con-

tagem de Carga

Ao invés de lidar com P (n), a probabilidade de n elétrons serem transmitidos através

de uma amostra mesoscópica durante o tempo de observação τ , é mais conveniente

trabalhar com Pτ (Q), a probabilidade de uma carga Q medida em unidades da carga

elétrica fundamental, e, ser transmitida no intervalo de tempo τ . Introduz-se, ainda,
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a função geratriz χ(λ), também conhecida por função caracteŕıstica, definida como:

χ(λ) =

∞
∑

n=0

einλPn = χ(λ + 2π), (2.3)

onde −π ≤ λ < π e os Pn são probabilidades de contagem de elétrons. A função

χ(λ) é, assim, 2π-periódica no campo de contagem λ, cuja relação com o dispositivo

de medição de carga será explicitada na seção seguinte. De (2.3), segue que as

probabilidades Pn se relacionam com a função geratriz χ(λ) via transformada de

Fourier:

Pn =

∫ π

−π

χ(λ)e−inλ dλ

2π
. (2.4)

Da condição de normalização das probabilidades de contagem de elétrons, resulta

ainda:

χ(0) = 1 =

∞
∑

n=0

Pn. (2.5)

Por completeza, convém listar a equação abaixo:

Pn = 〈δ(Q(τ) − n)〉 , (2.6)

onde a média é calculada sobre o estado quântico do sistema.

2.2.1 Momentos e Cumulantes de uma Distribuição de Prob-

abilidade

Esta subseção é baseada no caṕıtulo 4 da referência [39]. Seja X uma variável

estocástica1 discreta definida em um espaço amostral S. O espaço S pode ser trans-

1Colocado simplesmente, uma variável estocástica é aquela cujo valor depende do resultado de
um experimento. No caso da contagem de carga, esta variável é a carga elétrica transmitida no
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formado em um espaço de probabilidades quando se associa uma probabilidade pi a

cada valor xi que X pode assumir. O conjunto {pi} é a distribuição de probabilidade

de S e satisfaz as condições pi ≥ 0 e
∑N

i=1 pi = 1. Define-se, ainda, uma função

densidade de probabilidade PX(x):

PX(x) =
N
∑

i=1

piδ(x− xi). (2.7)

Uma vez determinado PX(x), tem-se todas as informações posśıveis sobre X.

Contudo, isto nem sempre é uma tarefa simples e os momentos de X dão uma boa

idéia da forma de PX(x). O n-ésimo momento de X é definido como:

〈xn〉 =

∫ ∞

−∞
xnPX(x) dx. (2.8)

Como destacado na referência [39], o primeiro momento 〈x〉 é o valor médio da

variável estocástica X. O segundo momento 〈x2〉, por sua vez, é uma quanti-

dade equivalente ao momento de inércia da mecânica clássica, descrevendo o “espal-

hamento” da distribuição em torno da média de X. Por fim, o terceiro momento é

uma medida da helicidade de PX(x), isto é, 〈x3〉 fornece informações sobre a sime-

tria/assimetria da distribuição em torno da origem.

É conveniente definir a função caracteŕıstica correspondente à variável es-

tocástica X:

fX(k) =

∫ ∞

−∞
eikxPX(x) dx =

N
∑

i=1

eixikpi =
∞
∑

n=0

(ik)n 〈xn〉
n!

. (2.9)

intervalo de tempo τ .
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PX(x) e 〈xn〉 podem ser obtidos de fX(k) através das seguintes relações:

PX(x) =

∫ ∞

−∞
e−ikxfX(k)

dk

2π
, (2.10)

〈xn〉 = lim
k→0

(−i)n∂
nfX(k)

∂kn
. (2.11)

Finalmente, os cumulantes de X (também conhecidos por momentos irre-

dut́ıveis) são definidos implicitamente pela expansão abaixo:

fX(k) = exp

( ∞
∑

n=1

(ik)n

n!
Cn(X)

)

, (2.12)

onde Cn(X) é o n-ésimo cumulante da distribuição2. Invertendo (2.12), obtém-se:

Cn(X) = lim
k→0

(−i)n∂
n ln fX(k)

∂kn
. (2.13)

Relações entre os 〈xn〉 e os Cn(X) são obtidas através da expansão de (2.12) em

uma série de potências de k; igualando os coeficientes de mesma potência em k

desta expansão e de (2.9), resulta:

C1(X) = 〈x〉 , (2.14)

C2(X) =
〈

x2
〉

− 〈x〉2, (2.15)

C3(X) =
〈

x3
〉

− 3 〈x〉
〈

x2
〉

+ 2〈x〉3, (2.16)

C4(X) =
〈

x4
〉

− 3
〈

x2
〉2 − 4 〈x〉

〈

x3
〉

+ 12〈x〉2
〈

x2
〉

− 6〈x〉4. (2.17)

Para obter relações envolvendo termos de ordem superior, basta prosseguir com a

expansão em (2.12).

2É comum encontrar a notação 〈〈Xn〉〉 no lugar de Cn(X).
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No apêndice B, são apresentadas as distribuições de probabilidade mais

freqüen- tes, assim como as funções geratrizes correspondentes; as expressões para

alguns cumulantes também são obtidas.

2.2.2 Momentos e Cumulantes da Estat́ıstica de Contagem

de Carga

Ao retomar-se a estat́ıstica de contagem de carga, as seguintes associações são ime-

diatas:































X −→ Q(τ);

pi −→ Pn;

PX(x) −→ Pτ (Q);

fX(k) −→ χ(λ).

Os momentos de Pτ (Q) são, de acordo com estas associações e com a equação (2.11),

dados por:

〈nm〉 = lim
λ→0

(−i)m ∂
mχ(λ)

∂λm
. (2.18)

Já os cumulantes são definidos como:

Φ(λ) = − lnχ(λ) = −
∞
∑

k=1

(iλ)k

k!
Qk, (2.19)

Qk = lim
λ→0

(−i)k ∂
kΦ(λ)

∂λk
. (2.20)

Φ(λ) é chamada função caracteŕıstica dos cumulantes. Tendo em vista as associações

supracitadas e a equação (2.20), é fácil perceber que (2.20) é, de fato, uma forma

particular de (2.13).
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As relações entre os momentos e os cumulantes de Q seguem de (2.14)–(2.17):

Q1 = 〈Q〉 ,

Q2 =
〈

Q2
〉

− 〈Q〉2,

Q3 =
〈

Q3
〉

− 3 〈Q〉
〈

Q2
〉

+ 2〈Q〉3,

Q4 =
〈

Q4
〉

− 3
〈

Q2
〉2 − 4 〈Q〉

〈

Q3
〉

+ 12〈Q〉2
〈

Q2
〉

− 6〈Q〉4.

2.3 A Fórmula de Levitov-Lesovik

Na referência [40], Levitov e Lesovik deduziram a seguinte expressão para a função

caracteŕıstica de um condutor multicanal arbitrário a temperatura nula:

χ(λ) =
N
∏

n=1

[

1 + τn(eiλ − 1)
]M

, (2.21)

onde M = eV t0/h é o número de tentativas de transmissão no tempo de observação

t0, V é a tensão aplicada e N é o número de canais abertos. Esta expressão é

conhecida na literatura como fórmula de Levitov-Lesovik. De (2.20) e (2.21), segue

que os cumulantes (adimensionais) da estat́ıstica de contagem de carga são dados

por[41]:

Q` =

N
∑

n=1

D`−1
τ

∣

∣

τ=τn
τ ; Dτ ≡ τ (1 − τ)

d

dτ
. (2.22)

Os quatro primeiros cumulantes são:
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Q1 =
∑

n

τn = g, (2.23)

Q2 =
∑

n

τn(1 − τn) = p, (2.24)

Q3 =
∑

n

τn(1 − τn)(1 − 2τn) =
∑

n

(τn − 3τ 2
n + 2τ 3

n), (2.25)

Q4 =
∑

n

τn(1 − τn)(1 − 6τn + 6τ 2
n) =

∑

n

(τn − 7τ 2
n + 12τ 3

n − 6τ 4
n).

(2.26)

Como esperado, Q1 é idêntico à expressão para a condutância adimensional, já obtida

em (1.55), e Q2 é a expressão para a componente de freqüência nula da potência do

rúıdo de disparo, calculada em (1.65).

2.4 Medição da Estat́ıstica de Contagem

Em uma descrição quântica de qualquer processo de medição, é necessário incluir o

sistema de detecção explicitamente no hamiltoniano do sistema. No caso da medição

de uma corrente elétrica, um modelo de galvanômetro bastante utilizado foi proposto

por Levitov, Lee e Lesovik na referência [42], que consiste de um spin-1/2, localizado

na interface entre a amostra e os guias de onda, que se acopla ao campo magnético

gerado pela corrente. Para uma discussão detalhada deste esquema de medição,

consultar a referência [43].

Do ponto de vista semiclássico, sabe-se que um momento magnético na pre-

sença de um campo magnético estático e uniforme B precessiona em torno deste com

velocidade angular ω = eB/mec, onde me é a massa do elétron e c é a velocidade da
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luz no vácuo. Se este campo é gerado por uma corrente elétrica, tem-se ω ∼ B e,

por sua vez, B ∼ I. Em outras palavras, o momento magnético funciona como um

galvanômetro analógico cujo ângulo de precessão, θ(t) =
∫ t

0
ω(t′) dt′ , é proporcional

à carga transmitida, Q(t) =
∫ t

0
I(t′) dt′ .

No problema inteiramente quântico, o acoplamento spin-corrente pode ser

descrito pela inclusão de um potencial vetor fict́ıcio relacionado ao spin no hamilto-

niano eletrônico:

A(r) =
λΦ0

4π
σz∇θ(f(r) − f0), (2.27)

onde σz é uma matriz de Pauli, Φ0 = hc/e e θ(x) = 1, se x > 0, e θ(x) = 0, se x < 0.

Vale notar que (2.27) descreve uma interação elétron-spin localizada na superf́ıcie S
definida por f(r) = f0. O hamiltoniano de interação é obtido de (2.27) através de

Ĥint = −1
c

∫

j · A dr :

Ĥint = −1

c

∫

j · A dr = −λΦ0σz

4πc

∫

j · ∇θ(f(r) − f0) dr

= −λΦ0σz

4πc

∫

S

j · dS = −λ~

2e
σzIS , (2.28)

onde IS =
∫

S
j · dS. O próximo passo é calcular a dinâmica do spin na presença da

corrente flutuante, encontrar sua distribuição de ângulos de precessão e interpretá-la

como uma distribuição de carga transmitida.

A fim de calcular a evolução temporal do sistema spin-corrente, admite-se

que a interação seja ligada durante o intervalo de tempo 0 < τ < t. Em τ = 0, a

matriz-densidade do sistema é

ρ̂(0) = ρ̂e(0) ⊗ ρ̂s(0), (2.29)
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onde ρ̂e é a matriz-densidade dos elétrons e ρ̂s é a matriz-densidade descrevendo o

spin. No instante t, a matriz-densidade é dada por

ρ̂(t) = eiĤt/~ρ̂(0)e−iĤt/~ = eiĤt/~(ρ̂e(0) ⊗ ρ̂s(0))e−iĤt/~, (2.30)

sendo Ĥ o hamiltoniano total do sistema. Desta equação segue a expressão para

ρ̂s(t), a matriz-densidade associada ao spin logo após este ser desconectado do sis-

tema:

ρ̂s(t) = Treρ̂(t) = Tre(e
iĤt/~ρ̂e(0) ⊗ ρ̂s(0)e−iĤt/~). (2.31)

Aqui, Tre designa o traço parcial, calculado sobre os estados eletrônicos.

Antes de prosseguir, deve-se notar que Ĥ é diagonal no espaço de spin, uma

vez que (2.28) é diagonal em {| ↑>, | ↓>}, base de autovetores de σz:

<↑ |Ĥ| ↑>= Hλ;<↓ |Ĥ| ↓>= H−λ;<↑ |Ĥ| ↓>= 0 =<↓ |Ĥ| ↑>, (2.32)

onde Hλ = H(pλ, r), pλ ≡ p − e
c
A. Observando que:

eiĤt/~ = eiHλt/~| ↑><↑ | + eiH−λt/~| ↓><↓ |,

ρ̂s(0) = ρ↑↑| ↑><↑ | + ρ↑↓| ↑><↓ | + ρ↓↑| ↓><↑ | + ρ↓↓| ↓><↓ |,

a equação (2.31), após algumas manipulações matriciais, fica:

ρ̂s(t) =





ρ↑↑ χ(λ)ρ↑↓

χ(−λ)ρ↓↑ ρ↓↓



 , (2.33)

onde χ(λ) =< e−iHλt/~eiH−λt/~ >e e < ... >e indica a média sobre o estado quântico
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inicial dos elétrons.

Sabe-se, por outro lado, que a rotação da matriz-densidade ρ̂s por um ângulo

θ em torno do eixo ẑ é dada por:

Rθ(ρ̂s) = e−iθσz/2ρ̂se
iθσz/2, (2.34)

que em forma matricial fica:

Rθ(ρ̂s) =





ρ↑↑ e−iθρ↑↓

eiθρ↓↑ ρ↓↓



 . (2.35)

Substituindo (2.3) em (2.33), resulta:

ρ̂s(t) =
∑

n

PnRθ=nλ(ρ̂s). (2.36)

Assim, Pn pode ser interpretado como a probabilidade de que um ângulo de precessão

θ = nλ seja observado, correspondendo à passagem de n cargas pela interface.

Isto completa o segundo caṕıtulo desta dissertação, em que os fundamentos

da estat́ıstica de contagem de carga foram apresentados.
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Caṕıtulo 3

Teoria de Circuitos e Estat́ıstica

de Contagem de Carga a

Temperatura Nula

Este caṕıtulo trata de um conjunto de situações de grande interesse prático, em que

um ou mais condutores difusivos de formatos arbitrários ligam-se a dois guias ideais

através de uma gama de conectores diferentes, como pontos de contato quânticos e

junções de tunelamento. Esses guias ideais, por sua vez, estão ligados a reservatórios

de elétrons via contatos sem reflexão.

Como de praxe nesta dissertação, o formalismo de Landauer-Büttiker — em

que as propriedades de transporte eletrônico são calculadas a partir dos autovalores

de transmissão do sistema — é empregado. Nesse esṕırito, os observáveis de trans-

porte podem ser obtidos através da fórmula de Levitov-Lesovik, equação (2.22) do

caṕıtulo 2:

Q` =
N
∑

n=1

D`−1
τ

∣

∣

τ=τn
τ ; Dτ ≡ τ (1 − τ)

d

dτ
,

53



54

donde segue que:

Q1 =
∑

n

τn = g,

Q2 =
∑

n

τn(1 − τn) = p

e assim por diante. Em termos da densidade média de autovalores de transmissão,

definida como:

ρ(τ) =
N
∑

n=1

〈δ(τ − τn)〉 , (3.1)

onde τn é o n-ésimo autovalor de transmissão do sistema, a condutância, g, e a

potência do rúıdo de disparo, p, podem ser reescritos como:

g =

∫ 1

0

dτ τρ(τ), (3.2)

p =

∫ 1

0

dτ τ(1 − τ)ρ(τ). (3.3)

Assim, o problema de encontrar os cumulantes da distribuição de carga consiste em

calcular ρ(τ).

Entretanto, o cálculo de ρ(τ) na maior parte dos casos de interesse é bastante

dif́ıcil. Beenakker et al.[31, 44] realizaram progressos consideráveis em sistemas com

geometria quasi-unidimensional, isto é, fios cujas dimensões transversais encontram-

se entre o comprimento de onda de Fermi, λF , e o livre caminho médio, `e. Para

esses sistemas, ρ(τ) pode ser calculado usando a equação DMPK[45, 46], que é uma

equação de escala válida para um número arbitrário finito, N , de canais propagantes.

A fim de resolver o problema para condutores com geometrias arbitrárias

no limite semiclássico, Nazarov[47] propôs um método de elemento finito conhecido
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como teoria de circuitos. Esse método consiste em substituir o sistema original

por um grafo cujas arestas são conectores e cujos vértices são nós ou terminais,

analogamente à teoria de circuitos clássica de Kirchhoff. Na teoria de Nazarov,

define-se um pseudopotencial complexo, Φ, que tem valores fixos nos terminais e

valores desconhecidos nos nós. Define-se, ainda, a corrente espectral, I (∆Φ):

I(∆Φ) ≡
N
∑

n=1

〈

τnsen(∆Φ)

1 − τnsen2(∆Φ/2)

〉

= sen(∆Φ)F (∆Φ), (3.4)

onde:

F (∆Φ) =

∫ 1

0

dτ
τρ(τ)

1 − τsen2(∆Φ/2)
. (3.5)

Se ∆Φij é a queda do pseudopotencial ao longo do conector (i, j), I (∆Φij) é

a corrente espectral que o atravessa. A partição inicial do sistema deve ser tal que

as relações fase-corrente sejam conhecidas para cada elemento do circuito. Uma lei

de conservação da corrente espectral nos nós — demonstrada na referência [47] —

fornece um número suficiente de equações para a determinação dos pseudopotenciais.

Determina-se, assim, a corrente espectral total que atravessa o circuito e, a partir

desta, calcula-se a densidade média de autovalores de transmissão, ρ(τ).

Na primeira seção deste caṕıtulo, apresenta-se uma extensão da teoria de

circuitos de Nazarov, realizada por Macêdo na referência [48]. Em seguida, na seção

3.5, os efeitos de interações fracas entre os elétrons são inclúıdos na teoria como

ferramenta usada para estabelecer a conexão entre a estat́ıstica de contagem de

carga e a teoria de circuitos. Depois disso, como um dos resultados da dissertação,

discutem-se alguns circuitos de grande interesse prático e teórico, em que são obtidas

as funções geratrizes de suas estat́ısticas de contagem de carga. Enfatiza-se, neste

ponto, uma interpretação estocástica para os resultados obtidos. Por fim, é discutida
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a formação de modos de Fabry-Perot entre os conectores, associados à aparição de

uma singularidade do tipo inverso de raiz quadrada em ρ(τ).

3.1 Versão Estendida da Teoria de Circuitos

Considere-se uma rede de dois terminais com M obstáculos. O pseudopotencial

assume os valores Φ1 = 0 e Φ2 = φ nos terminais, sendo θi seu valor no i-ésimo

nó. A formulação de Macêdo baseia-se no modelo sigma não-linear supersimétrico

para o cálculo de ρ(τ) em cada conector e no seguinte teorema, apresentado nas

referências [48] e [49].

Teorema Seja I0(φ) a corrente espectral através de uma rede auxiliar obtida do cir-

cuito original negligenciando a queda de potencial ao longo dos elementos difusivos.

Então a corrente espectral original satisfaz:

I(φ,R) = I0(φ−RI(φ,R)), (3.6)

onde R é a resistência total adimensional da parte difusiva do circuito. �

A fim de entender o significado desse teorema, vale a pena discutir em detalhes o

caso M = 3. A discussão deste e dos casos M = 1, 2 é feita detalhadamente na

referência [50].
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Caso M=3

Considere-se o caso M = 3, mostrado na figura (3.1). Impondo a conservação da

corrente espectral a este circuito, obtém-se:

I(φ) = I1(θ1) =
θ2 − θ1
R1

= I2(θ3 − θ2) =
θ4 − θ3
R2

= I3(φ− θ4). (3.7)

1 2
Φ1= 0 Φ2= φ

θ1

RR

θ2 θ3 θ4

I3I1 2I

Figura 3.1: Circuito com três conectores e dois elementos difusivos.

Definindo θ = θ1 + θ3 − θ2, pode-se ser reescrever (3.7) como:

I(φ) = I1(θ1) = I2(θ − θ1) =
θ3 − θ

R1
=
θ4 − θ3
R2

= I3(φ− θ4), (3.8)

a qual descreve adequadamente a conservação da corrente espectral no circuito da

figura (3.2).

θ
1= 0 Φ2= φ

θ1

R2R1I2

θ3 θ4

I3I1Φ

Figura 3.2: Circuito intermediário.

Agora que os dois elementos difusivos estão em contato direto, eles podem ser con-

siderados um único elemento difusivo de resistência total R = R1 + R2. Dessa
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maneira, a conservação da corrente leva a:

I(φ) = I1(θ1) = I2(θ − θ1) =
θ4 − θ

R
= I3(φ− θ4). (3.9)

A variável θ4 é dada por:

θ4 = θ +RI1(θ1), (3.10)

o que permite reescrever (3.9) como:

I(φ) = I1(θ1) = I2(θ − θ1) = I3(φ− θ −RI1(θ1)) =
θ4 − θ

R
. (3.11)

Definindo θ′ = φ−RI1(θ1), chega-se a:

I(φ) = I1(θ1) = I2(θ − θ1) = I3(θ
′ − θ) =

φ− θ′

R
, (3.12)

que corresponde ao circuito mostrado na figura (3.3).

’
1= 0

θ1

I2
Φ2= φ

I3I1

θ

R

θ
Φ

Figura 3.3: Circuito equivalente ao da figura (3.1).

A conservação da corrente no circuito sem os elementos difusivos é então:

I0(θ
′) = I1(θ1) = I2(θ − θ1) = I3(θ

′ − θ). (3.13)
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Logo:

I(φ) = I0(θ
′) =

φ− θ′

R
, (3.14)

donde:

θ′ = φ− RI(φ). (3.15)

Inserindo (3.15) na primeira igualdade de (3.13), obtém-se:

I(φ) = I0(φ−RI(φ)), (3.16)

que é o resultado do teorema enunciado anteriormente.

A prova para um número qualquer de conectores pode ser obtida por indução

matemática. O teorema (3.6) implica que dado um circuito constitúıdo por M

obstáculos intercalados por (M − 1) condutores difusivos, pode-se, no limite

semiclássico, substitúı-lo por um circuito equivalente em que os conectores estão

concentrados em uma das extremidades do circuito. Esta construção permite que o

limite R −→ 0 seja tomado e o sistema se transforme em um ponto quântico com

dinâmica caótica. A eliminação das partes difusivas leva a um circuito auxiliar para

o qual também vale uma lei de conservação da corrente espectral.

3.2 Conectores Especiais

Nazarov determinou, nas referências [47] e [51], as relações de fase-corrente em dois

casos bastante importantes, a saber o ponto de contato quântico e a junção de

tunelamento.

• Ponto de Contato Quântico: Os autovalores de transmissão são tais que

Tn = 1, para n = 1, ..., N , e Tn = 0, caso contrário. A relação fase-corrente é
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dada por:

F (φ) =
N

cos2(φ/2)
; I(φ) = 2N tan(φ/2). (3.17)

• Junção de Tunelamento: Os autovalores de transmisão são tais que Tn �
1 ; ∀n. Neste caso, I(φ) vale:

F (φ) ≈
N
∑

n=1

Tn ; I(φ) = senφ

N
∑

n

Tn. (3.18)

Macêdo[48, 49] determinou, usando o modelo σ não-linear supersimétrico, a

relação fase-corrente para um conector arbitrário, com um conjunto de autovalores

de transmisão {T1, T2, . . . , TN}. A relação fase-corrente é então:

I(φ) =

N
∑

n=1

senφTn

1 − Tnsen2(φ/2)
. (3.19)

Nos limites apropriados, (3.19) reduz-se a (3.17) e (3.18). Essas informações são

resumidas na tabela (3.1). A inclusão de barreiras de transparência arbitrária é uma

das vantagens da versão estendida da teoria de circuitos em relação à de Nazarov.

Conector Conjunto de Autovalores de Transmissão I(φ)
Pto. de Contato Quântico Tn = 1 , n = 1, . . . , N ; Tn = 0 , n > N 2N tan(φ/2)

Junção de Tunelamento Tn � 1 ; ∀n senφ
∑N

n Tn

Barreira arbitrária {T1, . . . , TN}
∑N

n=1
senφTn

1−Tnsen2(φ/2)

Tabela 3.1: Relações fase-corrente para os diferentes conectores.
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3.3. CÁLCULO DA DENS.MÉDIA DE AUTOVALORES DE TRANS. 61

3.3 Cálculo da Densidade Média de Autovalores

de Transmissão

A fim de usar a teoria de circuitos para calcular os observáveis de transporte, é

necessário relacionar a corrente espectral, I(φ), com a densidade média de

autovalores de transmissão, ρ(τ).

É conveniente definir a função h(z):

h(z) ≡
∫ 1

0

dτ ′
τ ′ρ(τ ′)

1 − zτ ′
, (3.20)

que se relaciona com F (φ) por:

F (φ) = h
[

sen2(φ/2)
]

. (3.21)

Fazendo z = (τ ± iη)−1, com η → 0+, obtém-se:

h

(

1

τ ± iη

)

=

∫ 1

0

dτ ′
τ ′(τ ± iη)ρ(τ ′)

τ − τ ′ ± iη
. (3.22)

Usando a identidade:

1

τ − τ ′ ± i0+
= P

(

1

τ − τ ′

)

∓ iπδ(τ − τ ′), (3.23)

onde P indica o valor principal de Cauchy, resulta que:

h

(

1

τ − i0+

)

− h

(

1

τ + i0+

)

=

∫ 1

0

dτ ′ττ ′ρ(τ ′) [2πiδ(τ − τ ′)] . (3.24)
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Logo, a densidade média de autovalores de transmissão pode ser escrita como:

ρ(τ) =
1

2πiτ 2

[

h

(

1

τ − i0+

)

− h

(

1

τ + i0+

)]

ρ(τ) = − 1

πτ 2
=
{

h

(

z =
1

τ + i0+

)}

. (3.25)

3.4 A Densidade Média de Nı́veis e a Pseudocor-

rente K(x)

Efetuando a mudança de variáveis τ = sech2(x/2) ; dτρ(τ) = dxν(x),

0 ≤ x <∞, (3.5) fica:

F (φ) =

∫ ∞

0

dx
ν(x)

cosh2(x/2) − sen2(φ/2)

= 2

∫ ∞

0

dx
ν(x)

cosh x+ cosφ
, (3.26)

onde ν(x) ≡
∑N

n=1 〈δ(x− αn)〉, com τn = sech2(αn/2), é a densidade média de ńıveis.

Através de um procedimento análogo ao que levou à equação (3.25), obtém-se:

ν(x) =
senhx

4πi

[

F (ix+ π + 0+) − F (ix− π − 0+)
]

. (3.27)

A fim de relacionar ν(x) e ρ(τ), basta notar que:

τ =
1

cosh2 x
=⇒ cosh x =

1√
τ

; senh x =

√

1 − τ

τ
,

dx

dτ
=

1

2

τ−3/2τ 1/2

√
1 − τ

=
1

2τ
√

1 − τ
.
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Como ρ(τ)dτ = ν(x)dx, segue que:

ρ(τ) =
ν(x)

2τ
√

1 − τ

∣

∣

∣

∣

x=cosh−1(1/
√

τ)

. (3.28)

A Pseudocorrente K(x)

É conveniente, às vezes, trabalhar com a pseudocorrente K(x)[52]:

K(x) =
senh2x

2

N
∑

n=1

〈

1

cosh2 2x + senh22αn

〉

≡ i

2
I(−2ix). (3.29)

Após algumas manipulações, K(x) fica:

K(x) = senh2x

N
∑

n=1

〈

1

cosh 2x+ cosh 2αn

〉

= senh2x

∫ ∞

0

dx′
ν(x′)

cosh 2x+ cosh 2x′
. (3.30)

Notando que:
senh2x

cosh 2x + cosh 2y
=

∫ ∞

0

dk
senhkx cos ky

senh (kπ/2)
, (3.31)

pode-se inverter (3.30) e escrever:

ν(x) =
2

π
=
[

K(x + iπ/2 − i0+)
]

. (3.32)

Vale salientar que K(x) satisfaz a uma lei de conservação semelhante àquela

obedecida por I(φ). No circuito mostrado na figura (3.4), esta lei pode ser escrita
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como:

K(x) = K01(x− y1) = K12(y1 − y2) = . . . = KM−1,M(yM−1 − yM) = KM,M+1(yM).

(3.33)

X
K K

M,M+112K01K

y
M−1

y
M

y1 2y
X = x = 0

M−1,M

Figura 3.4: Conservação da pseudocorrente K(x) em um circuito arbitrário.

Das equações (3.19) e (3.29), segue que a relação fase-corrente para uma

barreira de transparência arbitrária é dada por:

K(x) =

N
∑

n=1

senh2x

cosh 2x + coshαn
. (3.34)

Em termos da variável x, definida implicitamente por τ = sech2(x/2), a fórmula de

Levitov fica:

Q` =

N
∑

n=1

D`−1
x

∣

∣

x=xn
sech2x ; Dx ≡ −1

2
tanh x

d

dx
. (3.35)

3.5 Conexão com a Estat́ıstica de Contagem de

Carga

A conexão entre a teoria de circuitos e a estat́ıstica de contagem de carga é facilmente

estabelecida no contexto em que uma interação fraca entre os elétrons está presente.
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Esta interação pode ser introduzida através da seguinte equação de fluxo, deduzida

por Kindermann e Nazarov na referência [54]:

dτn(E)

d lnE
= 2zτn (1 − τn) = E

dτn(E)

dE
. (3.36)

Essa equação é obtida através de um procedimento de Grupo de Renormalização que

tem como conseqüência a dependência dos autovalores de transmissão com a energia,

τn(E). Partindo de (3.36), pode-se estender a teoria de circuitos que foi desenvolvida

até então ao caso interagente, como feito na subseção 3.5.1. Na subseção 3.5.2,

estabelece-se, enfim, a conexão desejada.

3.5.1 Extensão da Teoria de Circuitos para o Caso Intera-

gente

Densidade Média de Autovalores de Transmissão

Seja a variável ξ, definida como:

ξ =

(

E

Λ

)2z

; dξ =
2z

Λ

(

E

Λ

)2z−1

dE, (3.37)

onde Λ é um cut-off relacionado à energia de Thouless do condutor, que é uma

medida do inverso do tempo de permanência. Obtém-se:

E
d

dE
= 2zξ

d

dξ
. (3.38)

Inserindo (3.37) e (3.38) em (3.36), obtém-se:

ξ
dτn(ξ)

dξ
= τn(ξ) [1 − τn(ξ)] . (3.39)
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Integrando a equação (3.39), resulta:

∫ τn

τn(E)

dτ ′n
τ ′n (1 − τ ′n)

=

∫ 1

ξ

dξ′

ξ′
=⇒ τn(E)

τn(E) − 1
= ξ

τn
τn − 1

τn(E) =
ξτn

1 + (ξ − 1)τn
; 0 ≤ ξ ≤ 1, (3.40)

onde τn é o autovalor de transmissão independente da energia obtido quando E =

Λ ⇔ ξ = 1, o qual corresponde ao caso não-interagente.

A densidade média de autovalores de transmissão é definida como:

ρE(τ) ≡
N
∑

n=1

〈δ (τ − τn(E))〉 . (3.41)

Mostra-se facilmente que ρE(τ) e ρ(τ) relacionam-se por:

ρE(τ) =
ξ

[ξ + (1 − ξ)τ ]2
ρ

[

τ

ξ + (1 − ξ)τ

]

. (3.42)

Dessa forma, a densidade média de autovalores de transmissão do caso interagente,

ρE(τ), pode ser obtida a partir da densidade do caso não-interagente, ρ(τ).

Densidade Média de Nı́veis

Fazendo a mudança de variáveis τn = sech2αn, mostra-se que:

E
dαn(E)

dE
= −z tanhαn(E). (3.43)

Sendo ε ≡
(

E
Λ

)z
, (3.43) fica:

ε
dαn(E)

dε
= − tanhαn(E), (3.44)
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que ao ser integrada dá

senhαn(E) = ksenhαn, (3.45)

donde:

coshαn(E) =

√

senh2αn(E) + 1 =
√

k2senh2αn + 1, (3.46)

sendo k ≡ 1/ε =
(

Λ
E

)z
. Com anteriormente, αn corresponde ao caso não-interagente.

A densidade média de ńıveis é definida como:

νE(x) ≡
N
∑

n=1

〈δ (x− αn(E))〉 . (3.47)

Analogamente à equação (3.42), mostra-se que:

νE(x) =
cosh x

√

k2 + senh2x
ν
[

senh−1(k−1senhx)
]

. (3.48)

A densidade média de ńıveis no caso interagente, νE(x), pode, dessa forma, ser

obtida da densidade no caso não-interagente, ν(x).

Corrente Espectral

A corrente espectral no caso interagente, KE(x), é obtida através da substituição de

αn por αn(E) na equação (3.29):

KE(x) ≡ 1

2
senh(2x)

N
∑

n=1

〈

1

cosh2 x+ senh2(αn(E))

〉

. (3.49)

De (3.45) e (3.49), segue que:

KE(x) =
N
∑

n=1

〈

senh2x

1 − k2 + cosh 2x+ k2 cosh 2αn

〉

, (3.50)
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onde αn diz respeito ao caso não-interagente. Por fim, com o aux́ılio de (3.47), (3.49)

pode ser reescrita como:

KE(x) = senh(2x)

∫ ∞

0

dx′
νE(x′)

cosh 2x+ cosh 2x′
. (3.51)

3.5.2 Conexão com a Estat́ıstica de Contagem de Carga

Como visto na seção 2.3, a função caracteŕıstica para a transmissão através de um

conector arbitrário é dada pela equação (2.21):

χ(λ) =
N
∏

n=1

[

1 + τn(eiλ − 1)
]M

,

onde M = eV t0/h� 1, V é a tensão aplicada e N é o número de canais abertos. A

função caracteŕıstica dos cumulantes é então:

Φ(λ) = −M
N
∑

n=1

ln
[

1 + τn(eiλ − 1)
]

. (3.52)

A função S(λ) é, por definição, a média de (3.52):

S(λ) ≡ 〈Φ(λ)〉 = −M
∫ 1

0

dτρ(τ) ln[1 + τ(eiλ − 1)]. (3.53)

Visto que, por (2.20), Q` = (−i)` ∂`Φ(λ)
∂λ`

∣

∣

∣

λ=0
, define-se q` como:

q` ≡ 〈Q`〉 = (−i)` ∂
`S(λ)

∂λ`

∣

∣

∣

∣

λ=0

. (3.54)
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Define-se a função:

q(λ) ≡ i
∂ S(λ)

∂ λ
, (3.55)

que pode ser escrita como:

q(λ) = Meiλ

∫ 1

0

dτ
τρ(τ)

1 + τ(eiλ − 1)
. (3.56)

Seja a função g(ε):

g(ε = e−µ/2) =
1

M
q(λ = iµ), (3.57)

ou equivalentemente:

g(ε) =
1

M
q(λ)|eiλ=ε2 , (3.58)

onde 0 ≤ ε ≤ 1. Por fim, de (3.56), segue que:

g(ε) = ε2

∫ 1

0

dτ
τρ(τ)

1 − τ(1 − ε2)
. (3.59)

Fazendo a transformação τ → τ
ε2+(1−ε2)τ

, a equação (3.59) fica:

g(ε) =

∫ 1

0

dτ τρε(τ), (3.60)

onde a equação (3.42) foi usada. Esse resultado mostra que g(ε) definida em (3.57)

é exatamente a condutância adimensional do sistema no caso interagente, o que

estabelece a conexão entre a teoria de circuitos e a estat́ıstica de contagem de carga.

Em termos da função F (φ) da teoria de circuitos, definida em (3.4), juntamente com

(3.59), obtém-se:

g(ε) = ε2 F (φ)|cos(φ/2)=ε . (3.61)
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É útil, ainda, relacionar as funções F (φ) e K(x), usando as equações (3.5) e (3.29):

K(x) ≡ i

2
I(−2ix) =

1

2
senh(2x)F (−2ix), (3.62)

donde:

F (φ) =
2

senh(2x)
K(x)

∣

∣

∣

∣

x=iφ/2

. (3.63)

Logo, o cálculo de S(λ) = 〈Φ(λ)〉 resume-se à integração da seguinte equação:

Mg
(

ε = eiλ/2
)

= i
∂S(λ)

∂λ
. (3.64)

Como Φ(0) = 0, deve-se impor a condição inicial S(0) = 0 à essa equação.

Na seção seguinte, aplica-se a teoria desenvolvida neste caṕıtulo a situações

de grande interesse prático e teórico. Alguns dos resultados já haviam sido obtidos

por Belzig através da versão de Nazarov da teoria de circuitos, na referência [58].

Outros, contudo, não podem ser alcançados no contexto da teoria de Nazarov, sendo

necessário usar a versão estendida apresentada nesta dissertação para obtê-los.

3.6 Estat́ıstica de Contagem de Alguns Casos de

Interesse

Nesta seção, as funções geratrizes das estat́ısticas de contagem de alguns casos de

interesse são obtidas. Para tanto, é necessário primeiro aplicar a teoria de circuitos

a esses sistemas a fim de calcular quantidades que permitem fazer a conexão com a

estat́ıstica de contagem.
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3.6.1 Junção de Tunelamento Única

Na ausência de interação, tem-se:

ρ(τ) = N δ(τ − T ). (3.65)

Usando a equação (3.42), obtém-se:

ρε(τ) = N δ(τ − T (ε)) ; T (ε) =
ε2T

1 + (ε2 − 1)T
. (3.66)

De (3.60) e (3.66), segue que:

g(ε) =

∫ 1

0

dτ τρε(τ)

=
N ε2T

1 + (ε2 − 1)T
. (3.67)

Como o conector em questão é uma junção de tunelamento, pode-se fazer T � 1:

g(ε) = NTε2. (3.68)

Inserindo (3.68) em (3.64), vem:

i
∂S(λ)

∂λ
= M g(ε)|ε=eiλ/2 ; M ≡ eV t0

h
� 1

i
∂S

∂λ
= MNTeiλ =⇒ dS = −iMNTeiλdλ,

que integrada leva a:

S(λ) = MNT (1 − eiλ). (3.69)
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A função geratriz χ(λ) pode ser obtida da seguinte equação:

S(λ) = 〈Φ(λ)〉 = −〈lnχ(λ)〉 ≈ − ln 〈χ(λ)〉 . (3.70)

Assim:

〈χ(λ)〉 = exp
[

MNT (eiλ − 1)
]

, (3.71)

que corresponde a um processo de Poisson, como mostrado no apêndice B:

Pn(t0) = e−MNT (MNT )n

n!
. (3.72)

Esta equação será interpretada semiclassicamente na seção 3.7.

3.6.2 Ponto Quântico Conectado a Dois Contatos Ideais

Neste caso, representa-se o ponto quântico com dois contatos ideais pelo diagrama

abaixo:

= 01 N2

y
X21X = x

N

Figura 3.5: Ponto quântico ligado a dois guias através de contatos pontuais.

A pseudocorrente Kj(x) para o j-ésimo contato ideal é dada por:

Kj(x) =
i

2
Ij(−2ix) = iNj tanh(−ix) = Nj tanh x, (3.73)
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que segue das equações (3.17) e (3.29).

Da conservação de K(x) no único nó do diagrama, resulta:

K(x) = N1 tanh(x− y) = N2 tanh y. (3.74)

Da identidade

tanh(x− y) =
tanh x− tanh y

1 − tanh x tanh y

e definindo a ≡ N2

N1

, η = tanh x e ξ = tanh y, a equação (3.74) fica:

η − ξ

1 − η ξ
= aξ =⇒ aξ − aη ξ2 − η + ξ

1 − η ξ
= 0. (3.75)

Assumindo η ξ 6= 1, tem-se:

ξ± =

(

a+ 1

2aη

)

(

1 ±
√

∆
)

; ∆ ≡ 1 − 4aη2

(a+ 1)2 . (3.76)

Definindo a constante η2
0 ≡ 4a

(a+1)2
< 1 e substituindo (3.76) em (3.74), resulta:

K±(x) = N2ξ± =
N1 +N2

2

[

1 ±
√

1 − tanh2 x tanh2 x0

]

coth x ; η0 = tanhx0.

(3.77)

Da identidade

π

4

1 −
√

1 − tanh2 x tanh2 x0

senh2x
=

∫ x0

0

dy
tanh y

√

tanh2 x0

tanh2 y
− 1

cosh 2x+ cosh 2y
,

pode-se escolher a raiz f́ısica da equação (3.75) como sendo ξ−:

K(x) = K−(x) =
N1 +N2

2

[

1 −
√

1 − tanh2 x tanh2 x0

]

cothx. (3.78)
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Comparando (3.30) e (3.78), encontra-se que a densidade média de ńıveis é dada

por:

ν(x) = ν−(x) =
N1 +N2

π

√

tanh2 x0 − tanh2 x ; 0 < x < x0. (3.79)

Note que a raiz com significado f́ısico foi escolhida tomando ν(x) positivamente

definida. Por fim, das equações (3.25) e (3.79), obtém-se:

ρ(τ) =
N1 +N2

2πτ

√

τ − τ0
1 − τ

, (3.80)

onde τ0 ≡
(

N1−N2

N1+N2

)2

, com τ0 ≤ τ ≤ 1. Vale notar que ρ(τ) aqui encontrado apre-

senta uma singularidade do tipo inverso de raiz quadrada em τ = 1. O significado

f́ısico dessa singularidade será discutido na seção 3.8.

Da equação (3.63), obtém-se:

F (φ) =

(

N1 +N2

2

)

1

sen2(φ/2)

[
√

1 +
4N1N2

(N1 +N2)2
tan2(φ/2) − 1

]

. (3.81)

Inserindo (3.81) em (3.61), obtém-se:

g(ε) =
ε2(N1 +N2)

2(1 − ε2)

[
√

1 +
4N1N2(1 − ε2)

ε2(N1 +N2)2
− 1

]

. (3.82)

Fazendo N2 = aN1 e N1 = N , g(ε) pode ser reescrito como:

g(ε) =
Nε

2(1 − ε2)
[
√

ε2(a− 1)2 + 4a− ε(a+ 1)]. (3.83)
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Substituindo (3.83) em (3.64) e realizando a integração, resulta:

S(λ) = k − iMN

2

[

|a− 1|
∫

dλ
√
eiλ + b

e−iλ/2 − eiλ/2
− (a + 1)

∫

eiλdλ

1 − eiλ

]

, (3.84)

onde b ≡ 4a/(a − 1)2. A constante de integração k pode ser determinada a partir

de S(0) = 0. A equação (3.84) é um pouco complicada, sendo conveniente tratar

apenas o caso em que os contatos são simétricos, a = 1. Neste caso, (3.84) fica:

S(λ) = −2MN ln
[

(eiλ + 1)/2
]

. (3.85)

Como na subseção anterior, pode-se fazer a seguinte aproximação a fim de obter a

função geratriz χ(λ):

S(λ) = 〈Φ(λ)〉 = −〈lnχ(λ)〉 ≈ − ln 〈χ(λ)〉 . (3.86)

Dessa maneira, tem-se:

〈χ(λ)〉 =

(

eiλ/2 + 1

2

)2MN

. (3.87)

Vale notar que:

〈χ(λ + 2π)〉 =

(

1 − eiλ/2

2

)2MN

6= 〈χ(λ)〉 , (3.88)

diferentemente do exigido pela equação (2.3). O fato de 〈χ(λ)〉 não apresentar a

periodicidade em 2π esperada para χ(λ) (ver equação (2.3)) deve-se ao processo de

promediação.

Na subseção 3.7.2, é apresentada uma interpretação baseada em processos

estocásticos clássicos para os resultados obtidos nesta subseção, inclusive para o

expoente 1/2 em 〈χ(λ)〉.
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3.6.3 Ponto Quântico Conectado a Duas Barreiras Simétricas

O circuito equivalente, neste caso, é mostrado na figura (3.6). De maneira análoga

ao que foi feito na subseção anterior, mostra-se que:

Ki(x) = Ni
senh2x

cosh 2x+ cosh 2α
; T ≡ sech2 (α/2) . (3.89)

T y
X21X = x = 0

N N

T

Figura 3.6: Ponto quântico conectado a dois guias através de contatos ideais.

Uma vez que

2senh2x

cosh 2x+ cosh 2α
= tanh(x + α) + tanh(x− α),

(3.89) pode ser reescrita como:

Ki(x) =
Ni

2
[tanh(x+ α) + tanh(x− α)] . (3.90)

Aplicando a conservação da corrente espectral, resulta:

K(x) = K1(x− y) = K2(y) (3.91)
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tanh(x− y + α) + tanh(x− y − α) = tanh(y + α) + tanh(y − α). (3.92)

Usando a identidade

tanh(a± b) =
tanh a± tanh b

1 ± tanh a tanh b
(3.93)

e definindo ξ ≡ tanh y, η ≡ tanh x e ζ ≡ tanhα, (3.92) fica:

(

η ξ2 − 2ξ + η
) [

ζ2 ξ2 + (1 − ζ2)η ξ − 1
]

= 0. (3.94)

Escolhendo a raiz com significado f́ısico como no caso anterior, obtém-se:

ξ =
1

η

(

1 −
√

1 − η2
)

= coth x− cossechx. (3.95)

Substituindo (3.95) em (3.91), resulta:

K(x) =
N(ζ2 − 1)senhx(cosh x− 1)

ζ2(cosh x− 1)2 − senh2x
. (3.96)

Mas 1 − ζ2 = T , o que permite reescrever (3.96) como:

K(x) =
NT senhx

2 − T + T cosh x
. (3.97)

Usando a equação (3.32), obtém-se que a densidade média de ńıveis é:

ν(x) =
2N

π

T (2 − T ) cosh x

4(1 − T ) + T 2 cosh2 x
. (3.98)
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Inserindo (3.98) em (3.28), vem:

ρ(τ) =
ν(x)

2τ
√

1 − τ

∣

∣

∣

∣

x=cosh−1(1/
√

τ)

=
2N

2πτ
√

1 − τ

1√
τ

1 − ζ4

4ζ2 + (1 − ζ2)2/τ

ρ(τ) =
N

π
√

τ(1 − τ)

(1 − ζ4)

(ζ2 − 1)2 + 4ζ2τ
; 0 ≤ τ ≤ 1. (3.99)

Note-se que (3.99) também apresenta singularidade do tipo inverso de raiz quadrada

em τ = 1.

Usando (3.63), mostra-se facilmente que:

F (φ) =
N

cos(φ/2)

T [1 − cos(φ/2)]

sen2(φ/2) + (1 − T )[cos(φ/2) − 1]2
, (3.100)

sendo g(ε) calculado de (3.61) e (3.100):

g(ε) =
NTε(1 − ε)

(1 − ε2) + (1 − T )(ε− 1)2
. (3.101)

De (3.64), segue que:

S(λ) = −2MN ln

[

T

2
(eiλ/2 − 1) + 1

]

, (3.102)

sendo, como de praxe, M = eV t0/h� 1. Assumindo a validade da equação (3.70),

resulta:

〈χ(λ)〉 =

[

T

2
(eiλ/2 − 1) + 1

]2MN

. (3.103)

Como no caso de dois contatos ideais, tem-se 〈χ(λ+ 2π)〉 6= 〈χ(λ)〉.
A equação (3.103) é reobtida na subseção 3.7.2 no contexto de uma inter-

pretação estocástica.
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3.6.4 Ponto Quântico Conectado a Duas Junções de Tunela-

mento

A relação fase-corrente para a i-ésima junção de tunelamento é dada por:

Ki(x) =
1

2
NiTisenh2x, (3.104)

onde Ti = sech2(αi/2) � 1.

Fazendo N1 = N = N2 e definindo r ≡ 2x, s ≡ 2y e γ ≡ T2/T1, a conservação

da corrente espectral leva a:

senh(r − s) = γsenhs, (3.105)

donde se obtém a solução:

senhs =
senhr

√

1 + 2γ cosh r + γ2
. (3.106)

Substituindo (3.106) na equação de conservação da pseudocorrente, (3.91), resulta:

K(x) =
NT1T2senh2x

2
√

T 2
1 + T 2

2 + 2T1T2 cosh 2x
. (3.107)

Inserindo (3.107) em (3.28), encontra-se a densidade média de ńıveis, ν(x):

ν(x) =
2NT1T2

π(T1 + T2)

senhx
√

tanh2 x− tanh2 x0

, (3.108)
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onde tanh x0 = |T1−T2|
T1+T2

, x > x0. Enfim, de (3.25) e (3.108) segue que:

ρ(τ) =
NT1T2

π(T1 + T2)

1

τ 3/2
√
τ0 − τ

, (3.109)

sendo τ0 = 1 − tanh2 x0 = 4T1T2/(T1 + T2)
2, 0 < τ < τ0. Como nos dois casos

anteriores, (3.109) apresenta uma singularidade do tipo inverso de raiz quadrada em

τ = 1, desde que T1 = T = T2.

De (3.107) e (3.63), segue que:

F (φ) =
NT1T2

√

T 2
1 + T 2

2 + 2T1T2 cosφ
. (3.110)

Aplicando (3.61) a essa equação, resulta:

g(ε) =
Nε2T1T2

√

(T1 − T2)2 + 4T1T2ε2
. (3.111)

Finalmente, inserindo (3.111) em (3.64) com a condição inicial S(0) = 0, obtém-se:

S(λ) =
−MN

2
[
√

(T1 − T2)2 + 4T1T2eiλ − (T1 + T2)]. (3.112)

Convém, agora, analisar os casos T1 = T = T2 e T1 � T2 separadamente.

Caso T1 = T = T2

Neste caso, tem-se:

S(λ) = −MNT (eiλ/2 − 1), (3.113)

〈χ(λ)〉 = eMNT (eiλ/2−1). (3.114)
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Mais uma vez, 〈χ(λ+ 2π)〉 6= 〈χ(λ)〉.

Caso T1 � T2

S(λ) = −MNT1(e
iλ − 1), (3.115)

〈χ(λ)〉 = eMNT1(eiλ−1) = 〈χ(λ+ 2π)〉 . (3.116)

Isto corresponde a um processo poissoniano em que a carga transmitida é e:

Pn(t0) = e−MNT1
(MNT1)

n

n!
. (3.117)

Os resultados desta seção são reobtidos na subseção 3.7 no contexto de uma

interpretação semiclássica apresentada por de Jong na referência [55].

3.6.5 Ponto Quântico Conectado a Duas Barreiras de Transparências

Arbitrárias

O sistema é representado pelo seguinte circuito:

N y
X21X = x = 0

T1 T2

N

Figura 3.7: Duas barreiras de transparências arbitrárias.

Por se tratar essencialmente da repetição dos cálculos feitos anteriormente, os de-
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talhes serão omitidos nesta subseção. Dessa maneira, mostra-se que g(ε) é dado

por:

g(ε) = NT2
ε

k

ξ

1 + (1 − T2)ξ2
, (3.118)

onde ξ = tan(θ/2), η = cotan(φ/2) = ε/k ; k =
√

1 − ε2. ξ é solução da seguinte

equação quártica:

T1(1 − T2)εkξ
4 + [T1(2 − 3T2)ε

2 + T2 − T1 + T1T2]ξ
3 + 3T1T2εkξ

2

+ [T1(2 + T2)ε
2 + T2 − T1 − T1T2]ξ − T1εk = 0. (3.119)

Antes de tratar do caso mais geral, convém analisar o caso em uma das

barreiras é substitúıda por um contato ideal, o que equivale a tomar um dos T ’s

igual a 1.

Ponto Quântico Conectado a um Contato Ideal e a uma Barreira de

Transparência Arbitrária

Fazendo T1 = 1 (contato ideal) e T2 = T na equação (3.119), vem:

(kξ + ε)[ε(1 − T )ξ3 + (2T − 1)kξ2 + ε(1 + T )ξ − k] = 0. (3.120)

A raiz com significado f́ısico vem do segundo fator, o qual pode ser reescrito como:

ξ3 + a1ξ
2 + a2ξ + a3 = 0, (3.121)

onde:

a1 =
(2T − 1)k

ε(1 − T )
; a2 =

1 + T

1 − T
; a3 =

−k
ε(1 − T )

.
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A equação (3.121), através da substituição ξ → y − a1/3, pode ser reescrita como:

y3 + p y + q = 0 , (3.122)

com p = 1
3
(3a2 − a2

1) e q = 1
27

(2a3
1 − 9a1a2 + 27a3). Define-se, ainda:

∆ ≡ q2

4
+
p3

27
=
T (2 − T )3ε2 + (1 − 2T )3

27ε4(1 − T )4
, (3.123)

que pode ser convenientemente reescrita como:

∆ =
ε2 − ε2

0

27ε4(1 − T )4/T (2 − T )3
; ε0 ≡

(2T − 1)3/2

√
T (2 − T )3/2

. (3.124)

Sendo:

A = 3

√

−q
2

+
√

∆ ; B = 3

√

−q
2
−

√
∆, (3.125)

as ráızes de (3.122) são:

y = A+B ; −(A +B)

2
+

(A− B)

2

√
−3 ; −(A+B)

2
− (A− B)

2

√
−3. (3.126)

A escolha da solução com significado f́ısico se dá em termo do parâmetro T , como

mostrado a seguir.

• Caso T < 1/2

Para T < 1/2, tem-se:

T < 1/2 =⇒ ε0 < 0 =⇒ ∆ > 0.

Neste caso, há uma raiz real e duas ráızes complexas conjugadas. A raiz com
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significado f́ısico é a raiz real, dada por:

ξ = A+B − a1

3
, (3.127)

que inserida em (3.118) dá a seguite expansão em série de potências para g(ε):

g(ε) =
NT

1 − 2T
ε2 − NT 2(6T 2 − 8T + 3)

(1 − 2T )4
ε4 + O(ε6). (3.128)

S(λ) é, então, dada por:

S(λ) ≈ MNT

1 − 2T
(1 − eiλ) +

MNT 2(6T 2 − 8T + 3)

2(1 − 2T )4
(e2iλ − 1) + · · · (3.129)

Levando em conta apenas o primeiro termo, a função 〈χ(λ)〉 fica:

〈χ(λ)〉 = e−
MNT
1−2T exp

[(

MNT

1 − 2T

)

eiλ

]

= 〈χ(λ+ 2π)〉 . (3.130)

• Caso T = 1/2

Para T = 1/2, tem-se:

T =
1

2
=⇒ ∆ =

1

ε2
> 1.

Como no caso anterior, tem-se apenas uma raiz real, que inserida em (3.118)

leva a seguinte expansão em série de potências para g(ε):

g(ε) =
N

21/3
ε4/3 − N

2
ε2 − N

25/3
ε8/3 +

5N

21/36
ε10/3 + O(ε4). (3.131)
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Considerando apenas o primeiro termo de (3.131), S(λ) fica:

S(λ) =
3MN

24/3
(1 − e2iλ/3), (3.132)

〈χ(λ)〉 = e−µ exp(µe2iλ/3) 6= 〈χ(λ + 2π)〉 ; µ ≡ 3MN

24/3
(3.133)

O expoente 2/3 que aparece em (3.133), ao contrário do 1/2 encontrado na

equação (3.103), tem uma dif́ıcil interpretação em termos de processos es-

tocásticos clássicos. O aparecimento desse expoente é discutido à luz da

formação de modos de Fabry-Perot entre as barreiras, conforme discutido na

referência [49] e na seção 3.8 desta dissertação.

• Caso T > 1/2

Para T > 1/2, vem:

T > 1/2 =⇒ ε0 > 0 =⇒ ∆ < 0 para ε < ε0

de modo que existem três ráızes reais. Escolhendo a raiz com siginificado f́ısico,

obtém-se:

g(ε) ≈ N
√

2T − 1ε ; ε� ε0. (3.134)

As funções S(λ) e χ(λ) são dadas por:

S(λ) = 2MN
√

2T − 1(1 − eiλ/2), (3.135)

〈χ(λ)〉 = e−µ exp
[

µeiλ/2
]

6= 〈χ(λ+ 2π)〉 ; µ ≡ 2MN
√

2T − 1.

(3.136)
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Caso Geral: T1 e T2 arbitrários

Para analisar o caso geral, é conveniente definir as seguintes variáveis:

ζ ≡ T − 2

T1
(1 + T1) ; ζ0 ≡

1 + T1

1 − T1
. (3.137)

Essas equações podem ser invertidas para dar:

T1 =
ζ0 − 1

ζ0 + 1
; T2 =

ζ(ζ0 − 1)

2ζ0
. (3.138)

Como no item anterior, analisa-se a estat́ıstica de contagem de carga do caso

geral em diferentes intervalos de interesse.

• 0 < ζ < 1

Neste caso, mostra-se que:

g(ε) =
NT1T2

T1 − T2 − T1T2

ε2

− NT2T
2
1 (2T 2

2 + T 3
2 − 2T1T2 − 4T1T

2
2 − 2T1T

3
2 + 2T 2

1 + 2T 2
1 T

2
2 + T 2

1 T
3
2 )

(T1 − T2 − T1T2)4
ε4 + O(ε6).

(3.139)

Tomando apenas o primeiro termo da expansão acima, obtém-se:

S(λ) = µ(1 − eiλ), (3.140)

〈χ(λ)〉 = e−µ exp
[

µeiλ
]

= 〈χ(λ+ 2π)〉 ; µ ≡ MNT1T2

T1 − T2 − T1T2
.

(3.141)

• ζ = 1
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Para ζ = 1, tem-se a seguinte expansão em série de potências para g(ε):

g(ε) ≈ N

(

T 2
1

2

)1/3

ε4/3, (3.142)

donde segue que:

S(λ) =
3MN

2

(

T 2
1

2

)1/3

(1 − e2iλ/3), (3.143)

〈χ(λ)〉 = exp

[

3MN

2

(

T 2
1

2

)1/3

(e2iλ/3 − 1)

]

. (3.144)

• 1 < ζ < ζ0

Para ζ entre 1 e ζ0, tem-se a seguinte expansão em série de potências para

g(ε):

g(ε) ≈ N

√

(T1T2)2 − (T1 − T2)2

T1 + T2 − T1T2
ε. (3.145)

As funções S(λ) e 〈χ(λ)〉 ficam, então:

S(λ) = 2MN

√

(T1T2)2 − (T1 − T2)2

T1 + T2 − T1T2
(1 − eiλ/2), (3.146)

〈χ(λ)〉 = exp

[

(2MN)

√

(T1T2)2 − (T1 − T2)2

T1 + T2 − T1T2

]

(eiλ/2 − 1) 6= 〈χ(λ+ 2π)〉 .

(3.147)

• ζ = ζ0

Neste caso, mostra-se que:

g(ε) ≈ N

(

T 2
2

2

)1/3

ε4/3, (3.148)
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donde segue que:

S(λ) =
3MN

2

(

T 2
2

2

)1/3

(1 − e2iλ/3), (3.149)

〈χ(λ)〉 = exp

[

3MN

2

(

T 2
2

2

)1/3

(e2iλ/3 − 1)

]

6= 〈χ(λ+ 2π)〉 . (3.150)

• ζ > ζ0

Por fim, para o caso em que ζ > ζ0 tem-se a seguinte expansão em série de

potências para g(ε):

g(ε) =
NT1T2

T2 − T1 − T1T2
ε2

− NT2T
2
1 (2T 2

2 + T 3
2 − 2T1T2 − 4T1T

2
2 − 2T1T

3
2 + 2T 2

1 + 2T 2
1 T

2
2 + T 2

1 T
3
2 )

(T1 − T2 − T1T2)4
ε4 + O(ε6).

(3.151)

As funções S(λ) e 〈χ(λ)〉 são dadas por:

S(λ) = µ(1 − eiλ), (3.152)

〈χ(λ)〉 = e−µ exp
[

µeiλ
]

= 〈χ(λ+ 2π)〉 ; µ ≡ MNT1T2

T2 − T1 − T1T2
.

(3.153)

Na seção 3.8, mostra-se que o aparecimento do expoente 2/3 nas equações

(3.144) e (3.150) está relacionado a um processo de mistura estat́ıstica de processos

de um e dois passos.
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3.7. INTERPRETAÇÃO ESTOCÁSTICA DOS RESULTADOS 89

3.7 Interpretação Estocástica dos Resultados

Os resultados obtidos para a estat́ıstica de contagem de carga via teoria de circuitos

podem ser interpretados à luz de processos estocásticos clássicos. Como mostrado

por de Jong na referência [55], no caso espećıfico de junções de tunelamento, o

transporte eletrônico pode ser descrito por taxas de transição clássicas. No caso de

barreiras simétricas, a interpretação estocástica é posśıvel através do formalismo de

integrais de trajetória de Büttiker et al., apresentada na referência [56].

3.7.1 Junções de Tunelamento

Junção de Tunelamento Única

Seja uma junção de tunelamento simples com um único canal aberto e coeficiente

de transmissão γ � 1. Pn(t), a probabilidade de que exatamente n elétrons sejam

transmitidos no tempo de observação t, é um processo de Poisson e portanto obedece

à seguinte equação mestra (ver apêndice A):

dP0(t)

dt
= −γP0(t), (3.154)

dPn(t)

dt
= −γ(Pn(t) − Pn−1(t)); n ≥ 1, (3.155)

sujeita à condição inicial Pn(0) = δn,0. A solução de (3.154) é imediata:

P0(t) = exp(−γ t). (3.156)

Seja ψ(t) a densidade de probabilidade por unidade de tempo de que um
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elétron seja transmitido ao final de um tempo t:

ψ(t) ≡ −dP0

dt
= γe−γt = γP0(t). (3.157)

Se Gn(t) denota a probabilidade de que pelo menos n elétrons sejam transmitidos

durante t, pode-se escrever:

Pn(t) ≡ Gn(t) −Gn+1(t). (3.158)

Gn(t), por sua vez, pode ser calculado de acordo com:

Gn(t) =

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2 · · ·
∫ t

tn−1

dtn ψ(t1)

× ψ(t2 − t1) · · · ψ(tn − tn−1). (3.159)

Calculando a transformada de Laplace dessa equação, obtém-se:

G̃n(s) =
1

s

[

ψ̃(s)
]n

=
1

s

γn

(s+ γ)n
, (3.160)

onde se usou que:

ψ̃(s) =

∫ ∞

0

dt e−stψ(t) =
γ

s+ γ
. (3.161)

Em termos das transformadas de Laplace, (3.158) pode ser reescrita como:

P̃n(s) = G̃n(s) − G̃n+1(s), (3.162)
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que, juntamente com (3.161), leva a:

P̃n(s) =
1

s

[

γn

(s+ γ)n
− γn+1

(s+ γ)n+1

]

=
1

s

[

1 − γ

(s+ γ)

]

γn

(s+ γ)n
(3.163)

=⇒ P̃n(s) =
γn

(s + γ)n+1
. (3.164)

Calculando a transformada inverssa, obtém-se:

Pn(t) =
(γt)n

n!
e−γt, (3.165)

que é uma distribuição de Poisson, correspondente a processos de transmissão de

elétrons descorrelacionados. A função caracteŕıstica corresponente é dada por:

χ(λ) = exp[γ t(eiλ − 1)]. (3.166)

A equação (3.166) pode ser facilmente generalizada para o caso de uma junção

com um número arbitrário de canais, bastando assumir que a transmissão através

de cada um deles é independente. A função caracteŕıstica fica então:

χ(λ) = exp[2Nγt(eiλ − 1)], (3.167)

já obtida em (3.71).

Duas Junções de Tunelamento

Seja γi, i = 1, 2, a taxa de tunelamento através da i-ésima barreira. Considerando

junções com um único canal aberto, o prinćıpio de Pauli restringe a 0 ou 1 o número
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3.7. INTERPRETAÇÃO ESTOCÁSTICA DOS RESULTADOS 92

de elétrons entre as junções. Dessa forma, em t = 0, duas condições iniciais são

posśıveis: não há nenhum elétron na cavidade, com probabilidade γ2/(γ1 + γ2), ou

tem-se um elétron entre as junções, com probabilidade γ1/(γ1 + γ2). Assim, pode-se

escrever:

Pn(t) =
γ2

γ1 + γ2

P (0)
n (t) +

γ1

γ1 + γ2

P (1)
n (t), (3.168)

onde P
(j)
n (t) começa com j elétrons na junção em t = 0. As transformadas de

Laplace, G̃
(j)
n (s), das probabilidades de que n ou mais elétrons sejam transmitidos

durante o tempo t são dadas pela convolução de eventos de transmissão indepen-

dentes:

G̃(0)
n (s) =

1

s

(

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
)n

=
1

s

(γ1γ2)
n

(s+ γ1)n(s+ γ2)n
, (3.169)

G̃(1)
n (s) =

1

s
ψ̃2(s)

(

ψ̃1(s)ψ̃2(s)
)n−1

=
1

s

γn−1
1

(s+ γ1)n−1

γn
2

(s+ γ2)n
; n ≥ 1, (3.170)

G̃
(1)
0 (s) =

1

s
. (3.171)

sendo ψ̃j(s) =
γj

s+ γj
, j = 1, 2. Lembrando que P̃

(j)
n (s) = G̃

(j)
n (s) − G̃

(j)
n+1(s), vem:

P̃ (0)
n (s) =

(γ1γ2)
n (s+ γ1 + γ2)

(s+ γ1)n+1(s+ γ2)n+1
; n ≥ 0. (3.172)

P̃ (1)
n (s) =

γn−1
1 γn

2 (s+ γ1 + γ2)

(s+ γ1)n(s+ γ2)n+1
; n ≥ 1 ; P̃ 1

0 (s) =
1

s+ γ2

(3.173)

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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Por fim, a transformada de Fourier de (3.168) fica:

P̃0(s) =
γ2

γ1 + γ2

s+ γ1 + γ2

(s+ γ1)(s+ γ2)
+

γ1

γ1 + γ2

1

s+ γ2
, (3.174)

P̃n(s) =
(γ1γ2)

n(s+ γ1 + γ2)
2

(γ1 + γ2)(s+ γ1)n+1(s+ γ2)n+1
; n ≥ 1. (3.175)

A função de distribuição Pn(t) pode ser obtida via transformada de Laplace

das equações (3.174) e (3.175). Embora isto seja complicado para γ1 e γ2 quaisquer,

pode ser facilmente realizado no caso de junções simétricas, γ1 = γ = γ2:

P0(t) =

(

1 +
1

2
γt

)

e−γt, (3.176)

Pn(t) =

[

(γt)2n−1

2(2n− 1)!
+

(γt)2n

(2n)!
+

(γt)2n+1

2(2n+ 1)!

]

e−γt; n ≥ 1, (3.177)

como demonstrado na referência [55].

Para γ1 e γ2 arbitrários, é mais fácil calcular a função caracteŕıstica direta-

mente das equações (3.174) e (3.175). Para tanto, vale notar que:

χ(λ, t) =
∞
∑

n=0

Pn(t)einλ, (3.178)

donde:

χ̃(λ, s) =

∫ ∞

0

dt e−stχ(λ, t) =
∞
∑

n=0

P̃n(s)einλ. (3.179)

Inserindo (3.174) e (3.175) em (3.179), resulta:

χ̃(λ, s) =
1

γ1 + γ2

[

(s+ γ1 + γ2)
2

(s+ γ1)(s+ γ2) − eiλγ1γ2
− 1

]

. (3.180)
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Calculando a transformada inversa de (3.180), obtém-se

χ(λ, t) = exp

[

−1

2
(γ1 + γ2)t

]{

cosh

[

1

2
β(λ)t

]

+

(

β(λ)

γ1 + γ2

− 2γ1γ2(e
iλ − 1)

β(λ)(γ1 + γ2)

)

senh

[

1

2
β(λ)t

]}

(3.181)

onde:

β(λ) =
√

(γ1 + γ2)2 + 4γ1γ2(eiλ − 1) (3.182)

No limite de tempos longos,t� 1, (3.181) fica:

χ(λ, t) ≈ 1

2
exp

[

1

2
(β(λ) − γ1 − γ2)t

]{

1 +
γ2

1 + γ2
2 + 2γ1γ2e

iλ

(γ1 + γ2)β(λ)

}

. (3.183)

Como feito anteriormente, (3.181) pode ser generalizada para junções com

um número arbitrário de canais, N , bastando para isso assumir a independência

desses:

χ(λ, t) = exp [−N(γ1 + γ2)t]

{

cosh

[

1

2
β(λ)t

]

+

(

β(λ)

γ1 + γ2

− 2γ1γ2(e
iλ − 1)

β(λ)(γ1 + γ2)

)

senh

[

1

2
β(λ)t

]}2N

. (3.184)

Já tomando o limite de tempos longos, t � 1, obtém-se que a função S(λ) é dada

por:

S(λ) = − lnχ(λ) ≈ Nt

2
[(γ1 + γ2) −

√

(γ1 + γ2)2 + 4γ1γ2(eiλ − 1)]. (3.185)
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Escolhendo γj =
eV Tj

h
, a equação (3.183) pode ser reescrita como:

S(λ, t) =
−MN

2
[
√

(T1 − T2)2 + 4T1T2eiλ − (T1 + T2)], (3.186)

onde M = eV t0/h. Esta equação coincide com a equação (3.112).

3.7.2 Cavidade com Barreiras Simétricas

Dando continuidade às abordagens semiclássicas para a interpretação da estat́ıstica

de contagem de carga, apresenta-se agora o formalismo de integrais de trajetória es-

tocásticas de Büttiker[56]. Na notação do apêndice A, foi mostrado nessa referência

que:

P (Q, t) =

∫ π

−π

dλ

2π
χ(λ, t)e−iλQ, (3.187)

onde:

χ(λ, t) =

∫

DQc

∫

Dλc exp

[
∫ t

0

dτ
(

iλcQ̇c +K(λ, λc, Qc)
)

]

(3.188)

e

K(λ, λc, Qc) = K1

(

λc −
1

2
λ, fc

)

+K2

(

λc +
1

2
λ, fc

)

. (3.189)

Os Kj, j = 1, 2, que aparecem na equação acima são funções caracteŕısticas de

processos elementares do tipo considerado por Levitov-Lesovik:

Kj(λ, fc) =
Nj

h

∫

dε ln [1 + (eiλ − 1)Γjfc(ε)(1 − fj(ε))

+ (e−iλ − 1)Γjfj(ε)(1 − fc(ε))]. (3.190)

Fisicamente, isto corresponde a um processo trinomial bidirecional, em que elétrons
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são transmitidos para a direita com probabilidade p1 = Γjfc(ε)(1 − fj(ε)), buracos

são transmitidos para a direita com probabilidade p2 = Γjfj(ε)(1 − fc(ε)) e com

probabilidade p3 = 1 − p1 − p2 de que nenhuma carga seja transmitida[57]. (Ver

apêndice B).

Os ı́ndices 1,2 e c que aparecem nas equações (3.187)-(3.190), bem como no

que segue, referem-se a quantidades nos guias 1 e 2 e na cavidade(c). (Ver figura

(3.8).)

Figura 3.8: f1, f2 e fc são as funções de distribuição dos elétrons nos reservatórios
1 e 2 e na cavidade, respectivamente. Além disso, Γ1 e Γ2 são as transparências das
barreiras.

As correntes médias, mostradas na figura (3.8), são dadas por:

〈Ij〉 =
eGj

h

∫

dε (〈fc(ε)〉 − fj(ε)) ; Gj = NjΓj. (3.191)

Assumindo que µ1 > µ2 de tal forma que a T = 0 o intervalo de transporte

relevante seja µ2 < ε < µ1, com f1(ε) = 1, f2(ε) = 0 e 〈fc(ε)〉 = 〈fc〉 = constante.

Sendo µ1 − µ2 = eV , onde V é a voltagem aplicada, segue que:

〈I1〉 =
e2V

h
G1(〈fc〉 − 1), (3.192)

〈I2〉 =
e2V

h
G2〈fc〉. (3.193)
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A conservação da carga implica que:

〈I1〉 + 〈I2〉 = 0, (3.194)

donde segue que:

G1(〈fc〉 − 1) +G2〈fc〉 = 0

∴ 〈fc〉 =
G1

G1 +G2

. (3.195)

A corrente que atravessa o sistema é, assim:

〈I〉 = 〈I2〉 = −〈I1〉, (3.196)

〈I〉 =
e2V

h

G1G2

G1 +G2

. (3.197)

De (3.197), obtém-se que a condutância adimensional é dada por:

g =
G1G2

G1 +G2
=⇒ g−1 =

1

G1
+

1

G2
. (3.198)

A grande separação das escalas de tempo envolvidas no processo é o ponto

fundamental na abordagem presente. A discreteza da carga elétrica faz com que I1

e I2 flutuem muito rapidamente na escala de tempo de τ0 ∼ ~/eV . Estas flutuações,

por sua vez, causam a variação lenta da função de distribuição na cavidade, fc, na

escala do tempo de permanência (em inglês, dwell time), τd, que é definido como:

τd =
2π}nF

G1 +G2

, (3.199)
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sendo nF = 1
∆

a densidade de estados na cavidade no ńıvel de Fermi e ∆ o

espaçamento médio entre ńıveis. As flutuações em fc afetam as correntes I1 e I2, o

que gera correlações entre elas. Para tempos τ0 � ∆t� τd, fc pode ser considerada

constante no tempo.

A conservação da carga é dada por:

I1 + I2 = −dQc

dt
, (3.200)

onde:

Qc ≡ e

∫

dε n(ε)fc(ε) = e2nFV fc (3.201)

é a carga na cavidade. A dinâmica de Qc é descrita na equação (3.188). A temper-

atura nula, pode-se escrever (3.190) como:

K1(λ, f) =
eV N1

h
ln
[

1 + (e−iλ − 1)Γ1(1 − fc)
]

,

K2(λ, f) =
eV N2

h
ln
[

1 + (eiλ − 1)Γ2fc

]

. (3.202)

Assumindo que o número de estados na cavidade satisfaz Nc = nF eV � 1

(limite semiclássico), é posśıvel calcular a equação (3.188) usando o método do ponto

de sela. Definindo o momento canônico Pc ≡ iλc e o hamiltoniano H(Pc, Qc;λ) ≡
−K(λ, λc, Qc) |λc=−iPc, segue que a lagrangeana é dada por:

L(Qc, Q̇c;λ) ≡ PcQ̇c −H(Pc, Qc;λ). (3.203)

Dessa equação, pode-se definir a ação S([Qc];λ):

S([Qc];λ) = −
∫ t

0

dτ L(Qc, Q̇c;λ). (3.204)
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3.7. INTERPRETAÇÃO ESTOCÁSTICA DOS RESULTADOS 99

A equação de ponto de sela é obtida da condição de extremo δS = 0, que leva à

equação de Euler-Lagrange:
d

dt

∂L
∂Q̇c

=
∂L
∂Qc

(3.205)

Alternativamente, pode-se usar as equações canônicas:

Q̇c =
∂H

∂Pc
; Ṗc = − ∂H

∂Qc
. (3.206)

Para escalas de tempo tais que t� τd, a dinamica torna-se estacionária, isto

é, Q̇c = 0 = Ṗc. Assim:
∂H

∂Pc
= 0 =

∂H

∂Qc
. (3.207)

Em termos das variáveis originais, K, λ e fc, (3.207) fica:

∂K

∂λc
= 0 =

∂K

∂fc
, (3.208)

onde:

K(λ, λc, fc) =
eV

h

{

N1 ln
[

1 + (e−i(λc−λ/2) − 1)Γ1(1 − fc)
]

+ N2 ln
[

1 + (ei(λc+λ/2) − 1)Γ2fc

]}

, (3.209)

implicando:

∂K

∂λc
=

eV

h

{

N1
−iΓ1(1 − fc)

1 + (e−i(λc−λ/2) − 1)Γ1(1 − fc)

+ N2
iΓ2fc

1 + (ei(λc+λ/2) − 1)Γ2fc

}

= 0 (3.210)

∴
G1(1 − fc)

1 + (e−i(λc−λ/2) − 1)Γ1(1 − fc)
=

G2fc

1 + (ei(λc+λ/2) − 1)Γ2fc
. (3.211)
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Além disso, (3.209) leva a:

∂K

∂fc
=

eV

h

{

− G1(e
−i(λc−λ/2) − 1)

1 + (e−i(λc−λ/2) − 1)Γ1(1 − fc)

+
G2(e

i(λc+λ/2) − 1)

1 + (ei(λc+λ/2) − 1)Γ2fc

}

= 0 (3.212)

∴
G1(e

−i(λc−λ/2) − 1)

1 + (e−i(λc−λ/2) − 1)Γ1(1 − fc)
=

G2(e
i(λc+λ/2) − 1)

1 + (ei(λc+λ/2) − 1)Γ2fc

. (3.213)

As estat́ısticas de contagem de carga de uma cavidade acoplada a dois con-

tatos ideais, obtida em (3.87), e de uma cavidade acoplada a barreiras simétricas de

transparências arbitrárias, (3.103), são casos particulares da função χ(λ) da equação

(3.188).

Cavidade Acoplada a Contatos Ideais: Γ1 = 1 = Γ2 ; G1 = N = G2

A solução é λc = 0 e fc = 1/2, de maneira que:

S([Qc];λ) ≈ −tK(λ, λc = 0, fc = 1/2) (3.214)

ou ainda:

S([Qc];λ) ≈ −2NeV t

h
ln

(

1

2
+

1

2
eiλ/2

)

. (3.215)

Das equações (3.188) e (3.215), obtém-se:

χ(λ, t) = e−S([Qc];λ) ≈
(

eiλ/2 + 1

2

)2MN

; M =
eV t

h
, (3.216)

que está em perfeito acordo com o resultado obtido via teoria de circuitos, (3.87).
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Cavidade Acoplada a Barreiras Simétricas: Γ1 = Γ = Γ2; G1 = NΓ = G2

Como no caso anterior, a solução é λc = 0 e fc = 1/2. Logo:

S([Qc];λ) ≈ −2MN ln

(

1 − Γ

2
+

Γ

2
eiλ/2

)

, (3.217)

que leva a:

χ(λ, t) =

[

Γ

2
(eiλ/2 − 1) + 1

]2MN

, (3.218)

em concordância com o resultado obtido através da teoria de circuitos, (3.103).

3.8 Formação de Modos de Fabry-Perot

Nesta seção final, será apresentada uma breve discussão sobre a formação de mo-

dos de Fabry-Perot entre as barreiras conectadas à cavidade caótica que tem sido

estudada. Como destacado na referência [49], o aparecimento desses modos está

ligado à singularidade do tipo inverso de raiz quadrada que aparece em ρ(τ) para

τ = 1. Nesse contexto, discute-se ainda uma transição quântica cont́ınua associada

ao surgimento desses modos. Por fim, interpreta-se o aparecimento do expoente 2/3

na função caracteŕıstica das equações (3.133) e (3.144), por exemplo.

A formação de modos de Fabry-Perot entre as barreiras constitui um fenômeno

puramente ondulatório, que pode ser facilmente compreendido no caso de duas

junções de tunelamento em série, com Γ1,Γ2 � 1. Como destacado nas referências

[8] e [25], os autovalores de transmissão através desse sistema são dados por:

τn =
Γ1 Γ2

2 − Γ1 − Γ2 − 2
√

1 − Γ1 − Γ2 cosφn

, (3.219)
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sendo φn a fase acumulada na viagem de ida e volta entre as barreiras. Tendo em

vista o caráter caótico da dinâmica no interior da cavidade, é razoável assumir que

os valores posśıveis de φn se distribuem uniformemente entre 0 e 2π, o que leva à

seguinte expressão para a densidade média de autovalores de transmissão:

ρ(τ) =
NT1T2

π(T1 + T2)

1

τ 3/2
√
τ0 − τ

, (comparar com a equação (3.109))

onde τ0 = 4Γ1Γ2/(Γ1 + Γ2)
2. Para Γ1 = Γ2 ⇔ τ0 = 1, indicando o aparecimento de

modos de Fabry-Perot para τ = 1.

Vale notar que sob a transformação τ = sech2x a singularidade em τ = 1 é

regularizada, ou seja, ν(x) é finito em x = 0 se ρ(τ) apresenta uma singularidade

em τ = 1. No caso de uma cavidade ligada a duas junções de tunelamento, tem-se:

ν(0) =







NT/π ; T1 = T = T2,

0 ; T1 6= T2,
(3.220)

estando a singularidade ausente no caso em que T1 6= T2, como evidenciado em

(3.109). Visto que ν(0) é finito apenas quando surgem modos de Fabry-Perot, pode-

se interpretá-lo como uma densidade desses modos na cavidade.

O sistema mais simples em que ocorre a transição quântica supracitada é o de

uma cavidade caótica acoplada a um contato ideal e a uma barreira de transparência

T . Neste caso, tem-se:

ν(0) =







(2N/π)
√

2T − 1 ; 0.5 < T < 1,

0 ; 0 < T ≤ 0.5.
(3.221)

ν(0) assume, assim, o papel similar ao de um parâmetro de ordem em uma transição
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de fase de segunda ordem.

No caso de barreiras de transparências arbitrárias, ν(0) é dado por:

ν(0) =
2N

π







√
ζ0(ζ−1)(ζ0−ζ)

ζ+ζ0
; 1 < ζ < ζ0,

0 ; caso contrário,
(3.222)

onde ζ e ζ0 são os mesmos parâmetros definidos na equação (3.137). As equações

ζ = 1 e ζ = ζ0 representam linhas de transição na figura (3.9), retirada da

referência [49]. Pontos entre as linhas definidas por essas equações tem ν(0) finito,

demonstrando a existência de modos de Fabry-Perot na cavidade. Esta é a chamada

fase estendida ou ainda fase Fabry-Perot (1 < ζ < ζ0). Pontos externos a essa

região, por outro lado, têm ν(0) = 0 e representam estados em que não há modos

ressonantes de Fabry-Perot na cavidade. São as chamadas fases localizadas (0 <

ζ < 1 e ζ > ζ0).

Antes de tratar dos regimes de transporte, convém definir a função resolvente G(z):

G(z) ≡
∫ ∞

0

dx
ν(x)

z − senh2x
, (3.223)

que pode ser expressa em termos da pseudocorrente K(x) como:

G(z) =
−K(cosh−1(

√
−z))

√

z(1 + z)
. (3.224)

Há cinco regimes de transporte diferentes neste caso geral, os quais podem
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T1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T2

0.0
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0.6

0.8

1.0

Figura 3.9: Diagrama representando os regimes de transporte como uma função das
probabilidades de transição. A fase estendida ocorre entre as linhas cheias. Retirada
da referência [49].
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ser descritos pelo comportamento da densidade ν(x):

ν(x)



















∼ ν(0) ; x→ 0 (fase estendida)

∼ x1/3 ; x → 0 (linhas de transição)

= 0 ; x < x0 (fases localizadas)

Sendo t ≡ ζ − ζc, onde ζc denota a posição de uma linha de transição (ζc = 1 ou

ζc = ζ0), pode-se introduzir os expoentes cŕıticos β, δ e γ, através das seguintes

relações: (i) G(0) ∼ |t|−γ (fases localizadas); (ii) ν(x) ∼ x1/δ (linhas de trasição);

(iii) ν(0) ∼ |t|β (fase estendida). Encontra-se β = 1/2, δ = 3 e γ = 1, de modo que

esses expoentes obedecem à “relação de escala de Widom”, γ = β(δ−1), coincidindo

com a teoria de campo médio clássica de transições de fase de segunda ordem.

Interpretação do Expoente Anômalo de g(ε): Barreiras Arbitrárias

Como discutido na referência [60], o comportamento da condutância do caso intera-

gente no limite de baixas energias é dado por uma lei de potência, g(ε) ≈ Aεα, onde

tanto o coeficiente A quanto o expoente α dependem de em que regime o sistema

se encontra. Uma interpretação f́ısica simples para o valor numérico do expoente α

pode ser obtida definindo o número médio de passos para que ocorra a transferência

completa de carga como n̄ = 2/α. Para junções de tunelamento, por exemplo,

tem-se n̄ = 1, descrevendo o fato de que o elétron atravessa o ponto em um único

salto. Para uma cavidade ligada a barreiras simétricas, tem-se n̄ = 2, implicando

um processo de dois passos, cujo mecanismo dominante é o tunelamento ressonante

elástico através dos modos de Fabry-Perot formados entre as barreiras. No caso

geral, tem-se: (i) Fases Localizadas: αloc = 2; (ii) Linhas de Transição: αc = 4/3;

(iii) Fase Fabry-Perot: αFP = 1.
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De acordo com a classificação proposta na referência [54], nas fases local-

izadas, αloc = 2 implica n̄loc = 1 e a cavidade comporta-se como uma barreira única.

Na fase Fabry-Perot, o expoente αFP = 1 implica n̄FP = 2, sugerindo que o elétron

atravessa as barreiras em dois passos ressonantes. Nas linhas de transição, tem-se

αc = 4/3, de modo que n̄c = 3/2 = (n̄loc + n̄FP )/2. Fisicamente, isto significa que

o processo é uma mistura estat́ıstica balanceada de processos de um passo e de dois

passos. Isto explica também o aparecimento do expoente 2/3 na função 〈χ(λ)〉 .
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Caṕıtulo 4

Teoria de Circuitos e Estat́ıstica

de Contagem de Carga a

Temperatura Finita

Neste caṕıtulo final, os efeitos de temperatura finita são considerados para o cálculo

da estat́ıstica de contagem de carga de sistemas semelhantes aos do caṕıtulo anterior,

ou seja, condutores metálicos acoplados a guias ideais através de conectores especiais,

no limite semiclássico em que o número de canais é muito grande, N � 1.

Na primeira seção, é apresentada a versão de Nazarov da teoria de circuitos,

que, conforme será visto, tem o inconveniente de envolver grandezas matriciais

em sua formulação. Como mostrado na seção 4.2, essa estrutura matricial não é

necessária, podendo ser, sem perda de conteúdo, substitúıda por uma versão escalar

desenvolvida por Macêdo e Souza na referência [60]. Em seguida, calculam-se as

funções geratrizes de alguns circuitos de interesse e, na seção 4.4, apresenta-se a

chamada “abordagem cascata” — um método semiclássico poderoso que possibilita
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calcular os cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga. Por fim, discute-se um

método alternativo para o cálculo dos cumulantes da corrente.

4.1 Versão de Nazarov da Teoria de Circuitos

Esta seção tem como objetivo apresentar a teoria de circuitos de Nazarov. Uma base

teórica importante para compreensão dessa teoria é a teoria das funções de Green

de Keldysh, cujos principais aspectos são abordados na subseção 4.1.1. É apenas

na subseção 4.1.2 que se trata especificamente dessa teoria de circuitos, válida —

como já destacado no ińıcio do caṕıtulo 3 — para estudar sistemas mesoscópicos

no limite semiclássico. Segue-se, nesta seção, uma revisão recente de Belzig, feita

na referência [58]. Os exemplos resolvidos adiante são retirados, em parte, dessa

referência.

4.1.1 Teoria das Funções de Green de Keldysh

Conforme discutido na seção 2.4, é necessário fornecer uma descrição quântica com-

pleta do processo de medição de carga, isto é, uma descrição que inclua o dis-

positivo de medição explicitamente no hamiltoniano do problema. Nazarov et al.

demonstraram na referência [61] que a função geratriz pode ser escrita como:

e−Φ(λ) = 〈T e−i λ
2e

R t0
0

dtI(t)T̃ e−i λ
2e

R t0
0

dtI(t)〉 , (4.1)

onde T indica o ordenamento temporal, enquanto T̃ representa o antiordenamento

temporal. Além disso, Î(t) é o operador corrente através de uma seção reta dada.

O valor esperado indicado na equação (4.1) deve ser calculado usando o

contorno de Keldysh, mostrado na figura abaixo, retirada da referência [58]:
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t0

CK

C1

C2

H (t)1

H (t)2

tt=0

Figura 4.1: O contorno de Keldysh, CK. H1(t) e H2(t) são os diferentes hamiltoni-
anos introduzidos para as duas partes do contorno.

Seja A(t) um observável qualquer, expresso no quadro de Heisenberg:

A(t) = U †(t, t′)A(t′)U(t, t′), (4.2)

em que U(t, t′) = T exp(−i
∫ t

t′
dτH(τ)) é o operador de evolução temporal ordenado

no tempo e U †(t, t′) = T̃ exp(−i
∫ t′

t
dτH(τ)), o operador de evolução temporal an-

tiordenado no tempo. São introduzidas duas variáveis de tempo, (t1, t2), associadas

às partes superior e inferior do contorno, (C1, C2). Além disso, estabelece-se um

ordenamento ao longo do contorno CK, que é efetuado através do operador TK.

Define-se a função de Green ordenada no contorno, ĜCK
(t, t′):

ĜCK
(t, t′) = −i〈TKΨ(t)Ψ†(t′)〉 , (4.3)

que é comumente mapeada em um espaço matricial, chamado de espaço de Keldysh.

Para tanto, as variáveis t1 e t2 são consideradas formalmente independentes:

Ǧ(t, t′) ≡





Ĝ11(t, t
′) Ĝ12(t, t

′)

−Ĝ21(t, t
′) −Ĝ22(t, t

′)



 . (4.4)
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Em termos dos hamiltonianos H1(t) e H2(t), (4.4) pode ser reescrita como:

−i





〈T ΨH1
(t)Ψ†

H1
(t′)〉 〈Ψ†

H1
(t′)ΨH2

(t)〉
−〈ΨH2

(t)Ψ†
H1

(t′)〉 〈T̃ ΨH2
(t)Ψ†

H2
(t′)〉



 . (4.5)

Geralmente, faz-se H1 = H2 e, após algumas manipulações, chega-se à seguinte

expressão para a função de Green de Keldysh:

Ḡ(t, t′) =





Ǧr(t, t′) ǦK(t, t′)

0 Ǧa(t, t′)



 , (4.6)

onde:

Ǧr(a)(t, t′) = ∓iΘ(±(t− t′))
〈{

Ψ(t),Ψ†(t′)
}〉

, (4.7)

ǦK = −i
〈

[Ψ(t),Ψ†(t′)]
〉

. (4.8)

A fim de relacionar a estat́ıstica de contagem de carga às quantidades que

aparecem na teoria de campos, é necessário estudar a resposta do sistema à seguinte

perturbação dependente do tempo:

Hc(t) =
λ

2e
Ic(t) = ∓ λ

2e

∫

d3xΨ†(x, t)ĵc(x)Ψ(x, t) , (4.9)

em que o sinal + corresponde à porção inferior do contorno de Keldysh, ao passo

que o sinal − à parte superior. ĵc(x) é o operador da corrente que atravessa a seção

c do condutor.

O sistema não-perturbado é descrito pelo hamiltoniano Ĥ =
∫

drΨ†(r)ĥ0(r)Ψ(r),

em que ĥ0(t) é o hamiltoniano de 1-part́ıcula do sistema. A evolução temporal do
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sistema sujeito à perturbação dada em (4.9) é descrita pela seguinte equação:

[

i~
∂

∂t
− ĥ0(x) +

λ

2e
τ̄3ĵc(x)

]

Ǧ(x, t;x′, t′;λ) = δ(t− t′)δ(x − x′) , (4.10)

onde τ̄3 é a representação no espaço de Keldysh da matriz de Pauli σ3. A conexão

entre o formalismo de funções de Green de Keldysh desenvolvido até aqui e a es-

tat́ıstica de contagem de carga é posśıvel através de uma expansão diagramática em

λ:
∂Φ(λ)

∂λ
=
it0
e
I(λ) , (4.11)

onde t0 é o tempo da medição da corrente. A corrente de contagem, I(λ), pode ser

escrita como:

I(λ) =

∫

d3x Tr
[

τ̄3ĵc(x)Ǧ(x, t;x′, t;λ)
]∣

∣

∣

x→x
′

. (4.12)

As expressões obtidas até então são bastante gerais, podendo ser aplicadas para

calcular Φ(λ) em um sistema arbitrário, embora seja muito dif́ıcil calcular a função

de Green para o caso geral.

A aplicação desse formalismo ao transporte em sistemas mesoscópicos é par-

ticularmente simples, desde que o sistema seja dividido em duas partes: a primeira

consistindo de dois terminais, em que são impostas as condições de contorno, e a

segunda parte consistindo do condutor em si. No limite semiclássico, em particular,

esta abordagem da estat́ıstica de contagem via funções de Green de Keldysh leva à

teoria de circuitos de Nazarov, que é apresentada na próxima subseção.

4.1.2 Teoria de Circuitos

Finalmente, após apresentar as bases da teoria das funções de Green de Keldysh,

chega-se à formulação de Nazarov da teoria de circuitos [47, 51], cuja idéia princi-

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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pal, como já destacado na introdução do caṕıtulo 3, é representar um dispositivo

mesoscópico por elementos discretos.

Como na teoria de circuitos clássica, apresentada por Kirchhoff em 1845,

tem-se na teoria de circuitos de Nazarov três tipos de elementos, a saber, terminais,

nós e conectores. O circuito assim formado liga-se a reservatórios externos através

dos terminais, que podem ser constitúıdos por metais normais ou supercondutores.

É nos terminais que são especificadas as condições de contorno do problema, como

voltagens, correntes ou tensões aplicadas. Os conectores são objetos que ligam dois

reservatórios, dois nós, ou um reservatório e um nó.

Considera-se uma representação em termos de um circuito de um ponto

quântico com duas barreiras de transparências arbitrárias, Γ1 e Γ2, como mostrado

na figura abaixo.

c

1

G

^

1

I

^

1

Γ1

I

^

G

^

2

f2fc Γ2

2
G

^

f

Figura 4.2: Circuito que representa um ponto quântico conectado a duas barreiras
arbitrárias.

f1 e f2 são as funções de distribuição de equiĺıbrio dos reservatórios, ao passo que fc

é uma distribuição de não-equiĺıbrio, isotrópica nos espaços de momentum e posição

e constante no tempo.

As funções de Green de equiĺıbrio nos dois reservatórios são dadas por:

Ǧj(ε) =





1 − 2fj(ε) −2fj(ε)

−2(1 − fj(ε)) 2fj(ε) − 1



 , (4.13)
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com Ǧ2
j(ε) = 1̌, que podem ser obtidas a partir de um modelo de elétrons não-

interagentes. A presença do campo de contagem, λ, modifica Ǧ1(ε) de acordo com:

Ǧ1(ε, λ) = eiλσ̌3/2Ǧ1(ε)e
−iλσ̌3/2, (4.14)

onde σ̌3 é uma matriz de Pauli.

Cada conector é descrito por uma corrente matricial, dada por:

Ǐj =
NΓj[Ǧj, Ǧc]

4 + Γj(
{

Ǧj, Ǧc

}

− 2)
, (4.15)

sendo Ǧc a função de Green no nó, que pode ser determinada a partir da lei de

conservação da corrente:

Ǐ1 + Ǐ2 = 0. (4.16)

A determinação de Ǧc(ε, λ) permite calcular a função geratriz S(λ) ≡ 〈Φ(λ)〉,
através da seguinte relação:

q(λ) = i
∂S(λ)

∂λ
=

t0
2h

∫

dεTr
(

σ̌3Ǐ1(ε, λ)
)

. (4.17)

Regras da Teoria de Circuitos de Nazarov

As propriedades de transporte de um circuito complexo, constitúıdo por diferentes

conectores e um número arbitrário de terminais, podem ser calculadas observando

as seguintes “leis” de circuito:

1. As funções de Green dos terminais são conhecidas, ao passo que elas são

desconhecidas nos nós. Contudo, tem-se Ǧ2
j = 1̌ para as funções de Green

em cada nó j.
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2. A corrente matricial total em um determinado nó é conservada, o que fornece

um número suficiente de equações para calcular as funções de Green

desconhecidas nos nós.

4.1.3 Aplicações Simples da Teoria de Circuitos de Nazarov

Como ilustração do poder da teoria de circuitos de Nazarov, serão determinadas a

estat́ıstica de contagem de carga de alguns circuitos de dois terminais simples, a

saber, a junção de tunelamento única, a cavidade caótica conectada a duas junções

de tunelamento, a cavidade conectada a dois contatos ideais e a cavidade acoplada

a duas barreiras simétricas.

Junção de Tunelamento Única

Neste caso, o sistema é representado pelo seguinte circuito:

Γ

^

1

f1

I

^

G

^

2

f2

G

Figura 4.3: Circuito representando uma junção de tunelamento única.

Fazendo Γ � 1 na equação (4.15), obtém-se:

Ǐ(ε, λ) =
NΓ

4
[Ǧ1(ε, λ), Ǧ2], (4.18)
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que substitúıda em (4.17) leva a:

q(λ) =
Nt0Γ

8h

∫

dεTr
(

σ̌3 [Ǧ1(ε, λ), Ǧ2]
)

. (4.19)

Definindo os operadores de projeção P̌+ e P̌−:

P̌+ ≡





1 0

0 0



 ; P̌− ≡





0 0

0 1



 , (4.20)

de modo que:

eiλσ̌3/2 = eiλ/2P̌+ + eiλ/2P̌−. (4.21)

Das equações (4.20) e (4.21) e sendo σ̌3 = P̌+ − P̌−, resulta:

[σ̌3, Ǧ1(λ)] = 2(eiλP̌+Ǧ1P̌− − e−iλP̌−Ǧ1P̌+), (4.22)

que inserida em (4.19) implica:

q(λ) = t0(e
iλN1→2 − e−iλN2→1), (4.23)

Ni→j =
NΓ

4h

∫

dεTr(P̌+Ǧi(ε)P̌−Ǧj(ε)), (4.24)

sendo Ni→j uma taxa de transição. Inserindo (4.13) em (4.24), segue que:

Tr(P̌+ǦiP̌−Ǧj) = 4fi(ε)(1 − fj(ε)). (4.25)

Usando esse resultado, obtém-se:

Ni→j =
NΓ

h

∫ ∞

−∞
dε fi(ε)(1 − fj(ε)). (4.26)

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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De (4.17), (4.23) e (4.26), resulta:

S(λ) = −t0[N1→2(e
iλ − 1) +N2→1(e

−iλ − 1)] = − ln 〈χ(λ)〉 , (4.27)

〈χ(λ)〉 = exp[µ(eiλ − 1)] exp[ν(e−iλ − 1)]. (4.28)

Isto corresponde a um processo poissoniano bidirecional, onde:

µ ≡ t0N1→2 ; ν ≡ t0N2→1, (4.29)

como mostrado no apêndice B. Vê-se que o efeito de temperatura corresponde a

transformar o processo poissoniano unidirecional da equação (3.72), obtida para

T = 0, em um processo poissoniano bidirecional. Isto se deve ao efeito de ativação

térmica, que possibilita que elétrons oriundos do reservatório 2 desloque-se no sentido

contrário ao da corrente.

Junção de Tunelamento Dupla

Como no caso anterior, tem-se:

Ǐj(ε, λ) =
NΓj

4
[Ǧj(ε, λ), Ǧc] , j = 1, 2. (4.30)

Da conservação da corrente, segue:

Ǐ1 + Ǐ2 = 0 =
N

4

(

Γ1[Ǧ1, Ǧc] + Γ2[Ǧ2, Ǧc]
)

. (4.31)

Definindo:

Ǩλ ≡
{

Ǧ1(λ), Ǧ2

}

= Ǧ1(λ)Ǧ2 + Ǧ2Ǧ1(λ), (4.32)
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obtém-se:

Ǩλ = (4Jλ + 2)1̌, (4.33)

onde:

Jλ(ε) = (eiλ − 1)f1(ε)(1 − f2(ε)) + (e−iλ − 1)f2(ε)(1 − f1(ε)). (4.34)

A fim de encontrar Ǧc que resolve a equação (4.31), tenta-se o seguinte ansatz :

Ǧc = A(Γ1Ǧ1 + Γ2Ǧ2), (4.35)

onde A é uma constante que pode ser determinada a partir da condição Ǧ2
c = 1̌.

Obtém-se:

A = ((Γ1 + Γ2)
2 + 4Γ1Γ2Jλ)

−1/2. (4.36)

Logo:

Ǐ1(λ) =
NΓ1

4
[Ǧ1(λ), Ǧc] =

NAΓ1Γ2

4
[Ǧ1(λ), Ǧ2]. (4.37)

De (4.17) e (4.37), obtém-se:

q(λ) = − it0
h

∫

dε
NΓ1Γ2J

′
λ(ε)

√

(Γ1 + Γ2)2 + 4Γ1Γ2Jλ(ε)
, (4.38)

donde:

S(λ) = −Nt0
2h

∫

dε
√

(Γ1 + Γ2)2 + 4Γ1Γ2Jλ(ε). (4.39)
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Cavidade Caótica Ligada a Dois Contatos Ideais

Fazendo Γ1 = Γ = Γ2 em (4.15), resulta:

Ǐj = N
[Ǧj, Ǧc]

2 +
{

Ǧj, Ǧc

} , (4.40)

com j = 1, 2. A conservação da corrente leva a:

0 =

[

Ǧ1, Ǧc

]

2 +
{

Ǧ1, Ǧc

} +

[

Ǧ2, Ǧc

]

2 +
{

Ǧ2, Ǧc

} . (4.41)

Para resolver essa equação, tenta-se o seguinte ansatz :

Ǧc = A(Ǧ1 + Ǧ2), (4.42)

donde segue que:

Ǐ1 =
AN

2

[Ǧ1, Ǧ2]

1 + 2A(1 + Jλ)
= −Ǐ2, (4.43)

com:

A =
1

2
√

1 + Jλ

. (4.44)

De (4.17) e (4.43), obtém-se:

q(λ) = − iNt0
h

∫

dε
J ′

λ(ε)
√

1 + Jλ(ε)(1 +
√

1 + Jλ(ε))
, (4.45)

S(λ) = −2Nt0
h

∫

dε ln[1 +
√

1 + Jλ(ε)]. (4.46)

A temperatura nula, a equação (4.46) reduz-se a:

S(λ) = −2MN ln
[

(eiλ + 1)/2
]

, (4.47)
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onde M = eV t0/h é o número de tentativas de transmissão no tempo t0. Este

resultado é idêntico àquele da equação (3.85), obtido através da teoria de circuitos

estendida.

Cavidade Caótica Acoplada a Barreiras Simétricas

Fazendo Γ1 = Γ = Γ2 em (4.15), vem:

Ǐj =
NΓ[Ǧj, Ǧc]

4 + Γ(
{

Ǧj, Ǧc

}

− 2)
, ; j = 1, 2. (4.48)

Da conservação da corrente, segue que:

Ǐ1 + Ǐ2 = 0 =
[Ǧ1, Ǧc]

2(2 − Γ) + Γ
{

Ǧ1, Ǧc

} +
[Ǧ2, Ǧc]

2(2 − Γ) + Γ
{

Ǧ2, Ǧc

} . (4.49)

Usando o ansatz :

Ǧc =
Ǧ1 + Ǧ2

2
√

1 + Jλ

, (4.50)

obtém-se:

Ǐ1 =
NΓ

4
√

1 + Jλ

[Ǧ1, Ǧ2]

2 − Γ + Γ
√

1 + Jλ

= −Ǐ2. (4.51)

Por fim, das equações (4.17) e (4.51), resulta:

q(λ) =
−iNt0Γ

h

∫

dε
J ′

λ(ε)
√

1 + Jλ(ε)(2 − Γ + Γ
√

1 + Jλ(ε))
(4.52)

S(λ) = −2Nt0
h

∫

dε ln(2 − Γ + Γ
√

1 + Jλ(ε)). (4.53)

A temperatura nula, S(λ) fica:

S(λ) = −2MN ln

[

Γ

2
(eiλ/2 − 1) + 1

]

; M =
eV t0
h

, (4.54)
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como obtido em (3.102).

A apresentação da teoria de circuitos de Nazarov neste ponto da dissertação

tem por objetivo contrastá-la com a surpreendente simplificação alcançada por sua

contrapartida escalar, discutida nas próximas seções.

4.2 Teoria de Circuitos Escalar a Temperatura

Finita

Esta seção segue a derivação apresentada na referência [60]. A teoria de circuitos

escalar a temperatura finita é obtida considerando um sistema de elétrons intera-

gentes. Em linguagem de 2a quantização, o hamiltoniano que descreve a dinâmica

no interior de um ponto quântico isolado é dado por:

Ĥ =

∫

Ω

drψ†(r)

(

p2

2m
+ U(r)

)

ψ(r) +

∫

Ω

dr

∫

Ω

dr′ u(r, r′)ψ†(r)ψ†(r′)ψ(r′)ψ(r),

(4.55)

onde Ω representa o espaço de configurações do ponto, ψ(r) é o operador de campo

eletrônico, U(r) é o potencial de uma part́ıcula e u(r, r′) é o potencial de muitos

corpos geral.

No formalismo de Keldysh, a dinâmica no interior do ponto é descrita por

três funções de Green de tempo real de 1-part́ıcula:

gr(x, x′) = −iΘ(t− t′)
〈

{ψ(x), ψ†(x′)}
〉

, (4.56)

ga(x, x′) = iΘ(t′ − t)
〈

{ψ(x), ψ†(x′)}
〉

, (4.57)

gK(x, x′) = −i
〈

[ψ(x), ψ†(x′)]
〉

, (4.58)
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onde x = (r, t/~). Como mostrado em (4.6), é comum representar essas três funções

de Green matricialmente:

ḡ =





gr gK

0 ga



 (4.59)

A função de Green ḡ descreve, assim, a dinâmica do ponto quântico interagente

isolado.

Considere-se, agora, a dinâmica no interior de um ponto quântico aberto, que

conecta-se a reservatórios de elétrons através de guias ideais. Em uma das interfaces

guia-ponto, existe um dispositivo de contagem de carga com um campo de contagem

associado λ, como o descrito no caṕıtulo 2. A fim de eliminar os guias, pode-se usar

a técnica de projeção (ou função memória), que, na ausência do campo de contagem,

leva à seguinte equação de Dyson:

Ḡ = ḡ + ḡΣ̄Ḡ = ḡ + ḠΣ̄ḡ, (4.60)

sendo Σ̄(x, x′) a função de autoenergia, que retém a informação sobre os guias. A

presença do dispositivo de contagem de carga deve, como na seção 2.4, ser levada

em conta de maneira expĺıcita no problema. Isto é posśıvel através da seguinte

transformação de calibre:

Āλ(x, x′) = eiāλ(x) Ā(x, x′) e−iāλ(x), (4.61)

onde:

āλ(x) =
1

2
σ̄λ(t)Θ(F (r)). (4.62)

Na equação (4.62), F (r) = 0 especifica a interface guia-ponto em que está localizado
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o detector. Além disso,

σ̄ =





0 1

1 0



 (4.63)

é uma das matrizes de Pauli. Considerando que a contagem é feita entre os instantes

0 e t0, pode-se escrever o campo de contagem, λ(t), como:

λ(t) = Θ(t)Θ(t0 − t)λ+ δλ(t), (4.64)

onde δλ(t) vai de zero a −λ fora do intervalo de contagem. Assume-se ainda, como

fica evidente da equação (4.64), que λ(t) assume um valor constante, λ, durante a

medição. Neste novo calibre, a função de Green transformada obedece à seguinte

equação:

Ḡλ = ḡ + ḡΣ̄λḠλ = ḡ + ḠλΣ̄λḡ, (4.65)

em que Σ̄λ é a autoenergia transformada.

Como demonstrado por Macêdo na referência [63], a função caracteŕıstica

dos cumulantes para o ponto quântico interagente acoplado aos guias é dada por:

Φ(λ) = Tr ln[1 + Ḡλ(Σ̄λ − Σ̄)]. (4.66)

Após discussão apresentada na referência [60], chega-se ao seguinte resultado:

Φ(λ) = −t0
h

∫ ∞

−∞
dE Tr ln[1 + Jλ(E)A(E)], (4.67)

sendo a função escalar Jλ(E) definida como:

Jλ(E) = (eiλ − 1)f1(E)(1 − f2(E)) + (e−iλ − 1)f2(E)(1 − f1(E)) (4.68)
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e a matriz A(E) dada por:

A(E) = Γ1G
r(E)Γ2G

a(E). (4.69)

Para o caso não-interagente, pode-se usar o modelo de Mahaux-Weidenmüller para

descrever a dinâmica do elétron na cavidade:

Γi = 2πWiW
†
i , (4.70)

Gr,a(E) = [E −H ± i

2
(Γ1 + Γ2)]

−1, (4.71)

t(E) = −2πiW †
1G

r(E)W2. (4.72)

Substituindo (4.70)-(4.72) em (4.67), obtém-se:

Φ(λ) = −t0
h

∫ ∞

−∞
dE Tr ln[1 + Jλ(E)t(E)t†(E)]. (4.73)

4.2.1 Conexão com a Estat́ıstica de Contagem de Carga

A fim de usar a teoria de circuitos para calcular a estat́ıstica de contagem de carga

para o caso de temperatura finita, deve-se definir a seguinte função:

q(λ) = i
∂S(λ)

∂λ
; S(λ) ≡ 〈Φ(λ)〉 . (4.74)

Inserindo (4.73) em (4.74), fica:

q(λ) = − it0
h

∫ ∞

−∞
dE

〈

Tr
J ′

λ(E)t(E)t†(E)

1 + Jλ(E)t(E)t†(E)

〉

. (4.75)
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Em termos da função h(z), definida como:

h(z) ≡
〈

Tr

(

t(E)t†(E)

1 − zt(E)t†(E)

)〉

, (4.76)

a equação (4.75) pode ser reescrita como:

q(λ) = − it0
h

∫ ∞

−∞
dE Jλ(E) h[Jλ(E)]. (4.77)

A condutância do caso interagente é dada pela fórmula de Landauer renormalizada:

g(ε) =
N
∑

n=0

τn(ε) = ε2

〈

Tr
t(E)t†(E)

1 − (1 − ε2)t(E)t†(E)

〉

. (4.78)

De (4.76) e (4.78), segue que g(ε) pode ser escrito como:

g(ε) = ε2 h(z)|z=1−ε2. (4.79)

Da equação (3.63), subseção 3.5.2, h(z) e K(x) — a pseudocorrente do sistema

não-interagente a temperatura nula — relacionam-se por:

h(z) =
2

senh(2x)
K(x)|cosh x=

√
1−z,

donde se obtém:

g(ε) =
ε√

ε2 − 1
K(x)

∣

∣

∣

∣

cosh x=ε

. (4.80)

Note-se, ainda, que:

g(ε)

ε2

∣

∣

∣

∣

ε=
√

1+Jλ

=
1

√

Jλ(1 + Jλ)
K(x)

∣

∣

∣

∣

∣

cosh x=
√

1+Jλ

. (4.81)
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Finalmente, chega-se à seguinte equação para a conexão entre a estat́ıstica de con-

tagem de carga a temperatura finita e a teoria de circuitos a temperatura nula:

q(λ) = − it0
h

∫ ∞

−∞
dE

J ′
λ(E)

√

Jλ(E)(1 + Jλ(E))
K(x)

∣

∣

∣

∣

∣

cosh x=
√

1+Jλ(E)

. (4.82)

A simplicidade dessa equação escalar deve ser contrastada com as equações

correspondentes da teoria de Nazarov, que são matriciais. Na seção seguinte, a

equação (4.82) é usada para calcular as funções de distribuição de alguns circuitos

interessantes.

4.3 Estat́ıstica de Contagem de Alguns Casos de

Interesse

Antes de resolver os exemplos propostos, convém listar algumas fórmulas úteis,

envolvendo os comulantes de S(λ). Sendo qj ≡ 〈Qj〉, onde Qj é o j-ésimo cumulante

de Φ(λ), tem-se:

qj = (−i)j ∂jS(λ)

∂λj

∣

∣

∣

∣

λ=0

. (4.83)

De (4.74) e (4.83), vem:

q1 = q(0), (4.84)

q2 = −i q′(0), (4.85)

q3 = −q′′′(0) (4.86)
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e assim por diante. Os cumulantes da “corrente” são dados por:

〈

Ĩ
〉

=
h

t0
q1 ; 〈I〉 =

G0

e

〈

Ĩ
〉

; G0 =
2e2

h
, (4.87)

〈〈

Ĩ2
〉〉

=
〈

Ĩ2
〉

−
〈

Ĩ
〉2

=
h

t0
q2 ;

〈

I2
〉

= I0
G0

e

〈〈

Ĩ2
〉〉

; I0 =
2e

t0
, (4.88)

〈〈

Ĩ3
〉〉

=
〈

Ĩ3
〉

− 3
〈

Ĩ
〉〈

Ĩ2
〉

+ 2
〈

Ĩ
〉3

=
h

t0
q3 ;

〈

I3
〉

= I2
0

G0

e

〈

Ĩ3
〉

. (4.89)

As corrente I (sem o til) são as correntes f́ısicas.

4.3.1 Ponto Quântico Conectado a Duas Junções de Tunela-

mento

Conforme demonstrado em (3.107), a pseudocorrente K(x), neste caso, é dada por:

K(x) =
NT1T2senh2x

2
√

T 2
1 + T 2

2 + 2T1T2 cosh 2x
,

onde Ti é a transparência da i-ésima barreira. Inserindo essa equação em (4.82),

obtém-se:

q(λ) = − it0
h

∫ ∞

−∞
dE

NT1T2 J
′
λ(E)

√

(T1 + T2)2 + 4T1T2Jλ(E)
, (4.90)

donde segue, após integração, que:

S(λ) = −Nt0
2h

∫ ∞

−∞
dE
√

(T1 + T2)2 + 4T1T2Jλ(E). (4.91)

Este resultado coincide com o obtido usando a teoria de ciruitos de Nazarov, equação

(4.39).

A fim de calcular os cumulantes, basta calcular as derivadas de q(λ) em λ = 0.
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Para q1, tem-se:

q1 = q(0) =
Nt0
h

T1T2

T1 + T2

∫

dE (f1(E) − f2(E)) , (4.92)

donde segue que:

〈

Ĩ
〉

=
G1G2

G1 +G2

∫

dE (f1(E) − f2(E)) , (4.93)

em que se usou Gi = NTi. Para q2, tem-se:

q2 = −iq′(0) =
t0NT1T2

h

∫

dE

[

f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))

T1 + T2

− 2T1T2(f1(E) − f2(E))2

(T1 + T2)3

]

. (4.94)

Tem-se, para
〈〈

Ĩ2
〉〉

, a seguinte expressão:

〈〈

Ĩ2
〉〉

=
G1G2

G1 +G2

∫

dE [f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))]

− 2G2
1G

2
2

(G1 +G2)3

∫

dE [f1(E) − f2(E)]2. (4.95)

Por fim, vale notar que no limite T = 0, (4.91) fica:

S(λ) =
−MN

2
[
√

(T1 − T2)2 + 4T1T2eiλ − (T1 + T2)], (4.96)

já obtido em (3.112).
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4.3.2 Ponto Quântico Conectado a Dois Contatos Ideais

Neste caso, como demonstrado no caṕıtulo anterior, K(x) é dado por:

K(x) =
N1 +N2

π

[

1 −
√

1 + tanh2 x tanh2 x0

]

coth x, (4.97)

onde tanhx0 = η0 ; η2
0 = 4a

(a+1)2
. Tomando N1 = N = N2 e substituindo essa

equação em (4.82), resulta:

q(λ) = − it0
h

∫

dE
NJ ′

λ(E)
√

1 + Jλ(E)(1 +
√

1 + Jλ(E))
, (4.98)

que pode ser integrada em λ para dar:

S(λ) = −2Nt0
h

∫ ∞

−∞
dE ln(1 +

√

1 + Jλ(E)). (4.99)

Este resultado coincide com aquele obtido usando a teoria de circuitos de Nazarov,

equação (4.46).

Como na subseção anterior, os cumulantes podem ser calculados diretamente

de q(λ):

q1 =
Nt0
2h

∫

dE (f1(E) − f2(E)), (4.100)

q2 =
Nt0
h

∫

dE

[

f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))

2

−
(

3

8

)

(f1(E) − f2(E))2

]

. (4.101)
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De (4.100) e (4.101), vem:

〈

Ĩ
〉

=
N

2

∫

dE (f1(E) − f2(E)), (4.102)

〈〈

Ĩ2
〉〉

=
N

2

∫

dE [f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))]

− 3N

8

∫

dE [f1(E) − f2(E)]. (4.103)

Por fim, verifica-se que no limite de temperatura nula (4.99) fica:

S(λ) = −2MN ln
[

(eiλ + 1)/2
]

, (4.104)

que é o resultado já obtido em (3.77).

4.3.3 Ponto Quântico Conectado a Duas Barreiras Simétricas

Conforme já calculado em (3.97):

K(x) =
NT senhx

2 − T + T cosh x
, (4.105)

que substitúıda em (4.82) leva a:

q(λ) = − it0
h

∫

dE
NTJ ′

λ(E)
√

1 + Jλ(E)(2 − T + T
√

1 + Jλ(E))
. (4.106)

Note-se que este resultado coincide com o obtido usando a teoria de Nazarov, equação

(4.52).
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Para os dois primeiros cumulantes da distribuição, tem-se:

q1 =
Nt0T

2h

∫

dE (f1(E) − f2(E)), (4.107)

q2 =
Nt0T

2h

{
∫

dE [f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))]

− 1

2

(

1 +
T

2

)
∫

dE [f1(E) − f2(E)]2
}

. (4.108)

Além disso, obtém-se:

〈

Ĩ
〉

=
NT

2

∫

dE (f1(E) − f2(E)), (4.109)

〈〈

Ĩ2
〉〉

=
NT

2

{
∫

dE [f1(E)(1 − f2(E)) + f2(E)(1 − f1(E))]

− 1

2

(

1 +
T

2

)
∫

dE [f1(E) − f2(E)]2
}

. (4.110)

4.4 Interpretação Semiclássica

Como no caso de temperatura nula, espera-se que exista uma interpretação semiclássica

para os resultados obtidos a temperatura finita. Uma das primeiras abordagens

propostas neste sentido foi a de correlação mı́nima, de Beenakker et al.[64]. A abor-

dagem de correlação mı́nima é um método semiclássico que se propõe a calcular

todos os cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga de cavidades caóticas no

regime semiclássico. Este método — baseado na hipótese de que as flutuações da

função de distribuição dos elétrons na cavidade e as flutuações da corrente que a

atravessa estão relacionadas apenas através da condição de conservação do número

de part́ıculas — funciona bem até o segundo cumulante, mas chega a resultados

incorretos a partir do terceiro.
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Além das correlações impostas pela já citada conservação do número de

elétrons, devem ser consideradas ainda as correções devidas aos cumulantes de or-

dens inferiores sobre os de ordens superiores, chamadas, por isso, de correções em

cascata (do inglês, cascade). O “cascade approach” trata-se, então, de um método

semiclássico poderoso que permite calcular os cumulantes da estat́ıstica de contagem

de carga[65].

Conforme bem discutido na referência [66], o mecanismo de formacão dessa

cascata é o seguinte: as flutuações da função de distribuição na cavidade, que ocor-

rem na escala de tempo de permanência τd (ver equação (3.199)), são muito lentas

na escala do tempo de correlação das flutuações da corrente. Dessa forma, as flu-

tuações em fc não afetam os cumulantes da corrente diretamente, mas há um efeito

residual, que aparece exatamente nas correções dos cumulantes superiores devido à

influência dos de ordem menor. Na referência [65], considera-se o limite T = 0 e

mostra-se que o terceiro e o quarto cumulantes coincidem com o cálculo via teoria de

circuitos de Nazarov. Aqui, demonstra-se que que o terceiro cumulante da corrente a

temperatura finita coincide com o resultado obtido através da teoria de circuitos es-

tendida. Embora o cálculo não seja realizado aqui, espera-se que o quarto cumulante

a T finita do “cascade approach” concorde com o obtido usando uma abordagem

quanto-mecânica.

O sistema tratado é o mesmo da figura (3.8), em que uma cavidade caótica

é acoplada a dois reservatórios de elétrons através de contatos de transparências

Γi, i = 1, 2. Assume-se que os elétrons têm suas fases aleatorizadas ao entrarem

na cavidade, de modo que a função de distribuição na cavidade dependa apenas da

energia. Dessa forma, a cavidade é considerada como um sistema essencialmente
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semiclássico, com função de distribuição média dada por:

fc(ε) =
G1

G1 +G2
f1(ε) +

G2

G1 +G2
f2(ε). (4.111)

Os reservatórios são fontes independentes de rúıdo descritos pelas funções carac-

teŕısticas de Levitov-Lesovik (eq. 2.21):

χj(λ, t) = exp

{

tNj

h

∫

dε ln
[

1 + (eiλ − 1)Γjfc(ε)(1 − fj(ε))

+ (e−iλ − 1)Γjfj(ε)(1 − fc(ε))
]

}

; j = 1, 2. (4.112)

Os cumulantes da estat́ıstica de contagem dos elétrons transmitidos através do con-

tato j são definidos pela expansão:

Φj(λ, t) = −
∞
∑

k=1

(iλ)k

k!
Q

(j)
k (t) = − lnχj(λ, t), (4.113)

de modo que:

Q
(j)
k (t) = − ∂k

∂(iλ)k
Φj(λ, t)|λ=0 , (4.114)

onde Qk indica o cumulante de ordem k. O primeiro cumulante fica, então:

Q
(j)
1 (t) = i

∂

∂λ
Φj(λ, t)|λ=0 =

tNjΓj

h

∫

dε (fc(ε) − fj(ε)) . (4.115)

A corrente de rúıdo média é definida como:

〈Ĩj〉 =
Q

(j)
1 (t)

t/h
= Gj

∫

dε (fc(ε) − fj(ε)) ; Gj ≡ NjΓj (4.116)
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que pode ser reescrita como:

〈Ĩj〉 =

∫

dε 〈Ĩj〉ε, (4.117)

〈Ĩj〉ε = Gj (fc(ε) − fj(ε)) . (4.118)

O segundo cumulante é dado por:

Q
(j)
2 (t) =

∂2

∂λ2
Φj(λ, t)|λ=0 =

t

h
〈〈Ĩ2

j 〉〉 =
t

h

(

〈Ĩ2
j 〉 − 〈Ĩj〉2

)

, (4.119)

onde:

〈〈Ĩ2
j 〉〉 =

∫

dε 〈〈Ĩ2
j 〉〉ε (4.120)

e

〈〈Ĩ2
j 〉〉ε = Gj

[

fj(ε)(1 − fc(ε)) + fc(ε)(1 − fj(ε)) − Γj(fj(ε) − fc(ε))
2
]

. (4.121)

A conservação de carga implica flutuações de baixas freqüências da função

de distribuição na cavidade, fc, de modo que as flutuações de corrente são dadas

por:

δIj = Ĩj +Gj∆fc, (4.122)

com ∆fc =
∫

dε δfc(ε). A conservação da corrente leva a:

δI1 + δI2 = 0. (4.123)

Inserindo (4.122) em (4.123), obtém-se

Ĩ1 + Ĩ2 + (G1 +G2)∆fc = 0, (4.124)
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donde:

∆fc = − Ĩ1 + Ĩ2
G1 +G2

. (4.125)

Substituindo (4.125) em (4.122), resulta:

δI1 = Ĩ1 −
G1

G1 +G2
(Ĩ1 + Ĩ2) =

G2Ĩ1 −G1Ĩ2
G1 +G2

, (4.126)

δI2 =
G1Ĩ2 −G2Ĩ1
G1 +G2

. (4.127)

As equações (4.126) e (4.127) levam a:

〈δI1〉 =
G2

G1 +G2
〈Ĩ1〉 −

G1

G1 +G2
〈Ĩ2〉 (4.128)

〈δI2〉 =
G1

G1 +G2
〈Ĩ2〉 −

G2

G1 +G2
〈Ĩ1〉 (4.129)

Inserindo (4.116) nas equações (4.129), vem:

〈δI1〉 =
G1G2

G1 +G2

∫

dε (f2(ε) − f1(ε)) (4.130)

〈δI2〉 =
G1G2

G1 +G2

∫

dε (f1(ε) − f2(ε)) = −〈δI1〉. (4.131)

que são expressões similares à fórmula de Landauer, onde G1G2/(G1 +G2) é justa-

mente a condutância adimensional do sistema:

g =
G1G2

G1 +G2
. (4.132)

Sendo G1 = NΓ1 e G2 = NΓ2, obtém-se:

g = N
Γ1Γ2

Γ1 + Γ2
(4.133)
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De (4.129), pode-se mostrar que:

〈(δI1)2〉 =
1

(G1 +G2)2

(

G2
2〈Ĩ2

1 〉 +G2
1〈Ĩ2

2 〉 − 2G1G2〈Ĩ1〉〈Ĩ2〉
)

, (4.134)

〈(δI2)2〉 =
1

(G1 +G2)2

(

G2
2〈Ĩ2

1 〉 +G2
1〈Ĩ2

2 〉 − 2G1G2〈Ĩ1〉〈Ĩ2〉
)

, (4.135)

em que foi empregada a independência de Ĩj, j = 1, 2, como fontes de rúıdo:

〈Ĩ1Ĩ2〉 = 〈Ĩ1〉〈Ĩ2〉. (4.136)

Assim, o segundo cumulante, definido como:

〈〈(δI1)2〉〉 ≡ 〈(δI1)2〉 − 〈δI1〉2, (4.137)

fica:

〈〈(δI1)2〉〉 =
G2

2〈Ĩ2
1 〉 +G2

1〈Ĩ2
2 〉

(G1 +G2)2
. (4.138)

Esta equação pode ser reescrita como:

〈〈(δI1)2〉〉 =

∫

dε 〈〈(δI1)2〉〉ε, (4.139)

onde:

〈〈(δI1)2〉〉ε =

(

G2

G1 +G2

)2
〈〈

Ĩ2
1

〉〉

ε
+

(

G1

G1 +G2

)2
〈〈

Ĩ2
2

〉〉

ε
, (4.140)
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sendo
〈〈

Ĩ2
1

〉〉

ε
e
〈〈

Ĩ2
2

〉〉

ε
dados, por sua vez, por:

〈〈

Ĩ2
1

〉〉

ε
= G1[f1(ε)(1 − fc(ε)) + fc(ε)(1 − f1(ε)) − Γ1(f1(ε) − fc(ε))

2],

(4.141)
〈〈

Ĩ2
2

〉〉

ε
= G2[f2(ε)(1 − fc(ε)) + fc(ε)(1 − f2(ε)) − Γ2(f2(ε) − fc(ε))

2].

(4.142)

Inserindo (4.111) em (4.141) e (4.142), pode-se mostrar que:

〈〈

Ĩ2
1

〉〉

ε
=

2G2
1

G1 +G2
f1(1 − f1) +

G1G2

G1 +G2
[f1(1 − f2) + f2(1 − f1)]

− G1Γ1G
2
2

(G1 +G2)2
(f1 − f2)

2, (4.143)

〈〈

Ĩ2
2

〉〉

ε
=

2G2
2

G1 +G2

f2(1 − f2) +
G1G2

G1 +G2

[f1(1 − f2) + f2(1 − f1)]

− G2Γ2G
2
1

(G1 +G2)2
(f1 − f2)

2. (4.144)

Assim,
〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

ε
é dado por:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

ε
=

2G2
1G

2
2

(G1 +G2)3
[f1(1 − f1) + f2(1 − f2)]

+
G1G2(G

2
1 +G2

2)

(G1 +G2)3
[f1(1 − f2) + f2(1 − f1)]

− G1G2(Γ1G
3
2 + Γ2G

3
1)

(G1 +G2)4
(f1 − f2)

2. (4.145)
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Substituindo (4.145) em (4.139), resulta:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

=
2G2

1G
2
2

(G1 +G2)3

∫

dε [f1(1 − f1) + f2(1 − f2)]

+
G1G2(G

2
1 +G2

2)

(G1 +G2)3

∫

dε [f1(1 − f2) + f2(1 − f1)]

− G1G2(Γ1G
3
2 + Γ2G

3
1)

(G1 +G2)4

∫

dε (f1 − f2)
2. (4.146)

Após alguma álgebra, (4.146) pode ser reescrita como:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

=
G1G2

G1 +G2

∫

dε [f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]

−G1G2[G
2
1(2G2 + Γ2G1) +G− 22(2G1 + Γ1G2)]

(G1 +G2)4

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
2.

(4.147)

Convém considerar, agora, casos particulares desta equação.

• Junções de Tunelamento: Γ2G1 � 2G2, Γ1G2 � 2G1

Neste caso, a equação (4.147) reduz-se a:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

=
N

2

∫

dε [f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]

− 3N

8

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
2, (4.148)

em perfeito acordo com a equação (4.95), obtido via teoria de circuitos.

• Contatos Ideais: G1 = N = G2, pois Γ1 = Γ = Γ2
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Neste caso, tem-se:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

=
N

2

∫

dε [f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]

− 3N

8

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
2, (4.149)

em acordo com a equação (4.103).

• Barreiras Simétricas de Transparências Arbitrárias: G1 = NΓ = G2

Por fim, obtém-se:

〈〈

(δĨ1)
2
〉〉

=
NT

2

∫

dε [f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]

− NT (2 + T )

8

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
2, (4.150)

em perfeita concordância com o resultado obtido em (4.110).

Para obter o terceiro cumulante, toma-se k = 3 em (4.114):

Qj
3(t) = −i ∂3

∂λ3
Φj(λ, t)

∣

∣

∣

∣

λ=0

=
t

h

〈〈

Ĩ3
j

〉〉

, (4.151)

onde:
〈〈

Ĩ3
j

〉〉

≡
〈

Ĩ3
j

〉

− 3
〈

Ĩj

〉〈

Ĩ2
j

〉

+ 2
〈

Ĩj

〉3

. (4.152)

A equação (4.152) pode ser reescrita como:

〈〈

Ĩ3
j

〉〉

=

∫

dε
〈〈

Ĩ3
j

〉〉

ε
, (4.153)

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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sendo
〈〈

Ĩ3
j

〉〉

ε
dado por:

〈〈

Ĩ3
j

〉〉

ε
= Gj(fc(ε) − fj(ε)) {1 − 3Γj[fc(ε)(1 − fj(ε)) + fj(ε)(1 − fc(ε))]

+ 2Γ2
j(fc(ε) − fj(ε))

2
}

. (4.154)

O valor de correlação mı́nima, que se relaciona com a conservação da corrente,

é dado por:

〈〈

(δI1)
3
〉〉

cm
=
G3

2

〈〈

Ĩ3
1

〉〉

−G3
1

〈〈

Ĩ3
2

〉〉

(G1 +G2)3
, (4.155)

que, como já enfatizado no ińıcio dessa seção, não é capaz de descrever todas as

correlações quânticas residuais. Como demonstrado na referência [65], existe uma

correção em cascata relacionada às flutuações de fc(ε):

〈〈

(δI1)
3
〉〉

cascata
= 3

∫

δ 〈〈(δI1)2〉〉
δfc(ε)

〈δfc(ε)δI1〉 , (4.156)

onde o δ em (4.156) indica derivação funcional. O terceiro cumulante total é, assim,

dado por:
〈〈

(δI1)
3
〉〉

=
〈〈

(δI1)
3
〉〉

cm
+
〈〈

(δI1)
3
〉〉

cascata
. (4.157)

Da equação (4.140), obtém-se:

δ〈〈(δI1)2〉〉ε
δfc(ε)

=
G1G2

G1 +G2
{G1[1 − 2f2(ε) + 2Γ2(f2(ε) − fc(ε))] (4.158)

+ G2[1 − 2f1(ε) + 2Γ1(f1(ε) − fc(ε))]} . (4.159)

Das equações (4.125):

δfc(ε) = − 1

G1 +G2
[(Ĩ1)ε + (Ĩ2)ε] (4.160)
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e (4.126):

(δI1)ε =
G2

G1 +G2
(Ĩ1)ε −

G1

G1 +G2
(Ĩ2)ε, (4.161)

juntamente com a definição:

〈〈δfc(ε)δI1〉〉ε = 〈δfc(ε)(δI1)ε〉 − 〈δfc(ε)〉 〈(δI1)ε〉 , (4.162)

obtém-se:

〈〈δfc(ε)δI1〉〉ε =
G1

G1 +G2

〈〈

Ĩ2
2

〉〉

ε
− G2

G1 +G2

〈〈

Ĩ2
1

〉〉

ε
. (4.163)

〈〈

Ĩ2
j

〉〉

ε
aparecendo e nessa equação é dado por:

〈〈

Ĩ2
j

〉〉

ε
= Gj[fj(ε)(1 − fc(ε)) + fc(ε)(1 − fj(ε)) − Γj(fj(ε) − fc(ε))

2]. (4.164)

Isto tudo pode ser rearranjado usando o Maple para obter:

〈〈

(δI1)
3
〉〉

=
G1G2

G1 +G2

∫

dε [f2(ε) − f1(ε)] +

− 3G1G2

(G1 +G2)4
[G2

1(2G2 + Γ2G1) +G2
2(2G1 + Γ1G2)]

×
∫

dε {(f2(ε) − f1(ε))[f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]}

+
2G1G2

(G1 +G2)7
[Γ2

2G
6
1 + Γ2

1G
6
2 + 2Γ2(3 − Γ2)G2G

5
1 + 2Γ1(3 − Γ1)G1G

5
2

+ 3(2 + Γ2)G
2
2G

4
1 + 3(2 + Γ1)G

2
1G

4
2 + 3(4 − Γ1 − Γ2 + 2Γ1Γ2)G

3
1G

3
2]

×
∫

dε [f2(ε) − f1(ε)]
3. (4.165)

Para o caso particular em que as barreiras têm o mesmo número de canais, G1 = NΓ1

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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e G2 = NΓ2, resulta:

〈〈

(δI1)
3
〉〉

=
NΓ1Γ2

Γ1 + Γ2

∫

dε [f2(ε) − f1(ε)]

− 3NΓ2
1Γ

2
2

(Γ1 + Γ2)4
[Γ2

1 + Γ2
2 + 2(Γ1 + Γ2)]

×
∫

dε {(f2(ε) − f1(ε))[f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]}

+
2NΓ3

1Γ
3
2

(Γ1 + Γ2)7
[Γ4

1 + Γ4
2 + 6Γ2

1Γ
2
2 − 2Γ1Γ2(Γ

2
1 + Γ2

2) + 6(Γ3
1 + Γ3

2) + 6(Γ1 + Γ2)
2]

×
∫

dε [f2(ε) − f1(ε)]
3, (4.166)

que concorda com o resultado obtido em (4.173).

4.5 Cálculo dos Cumulantes

Em determinadas situações, o cálculo da função S(λ) = 〈Φ(λ)〉 é bastante compli-

cado. Entretanto, mesmo nesses casos é posśıvel calcular os cumulantes da estat́ıstica

de contagem de carga. A partir da equação (4.73) é posśıvel expressar os cumulantes

da corrente como:
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〈

Ĩ
〉

=
∑

n

〈τn〉
∫

dε[f1(ε) − f2(ε)], (4.167)

〈〈

Ĩ2
〉〉

=
∑

n

〈τn〉
∫

dε [f − 1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]

−
∑

n

〈

τ 2
n

〉

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
2, (4.168)

〈〈

Ĩ3
〉〉

=
∑

n

〈τn〉
∫

dε[f1(ε) − f2(ε)]

− 3
∑

n

〈

τ 2
n

〉

∫

dε {(f1(ε) − f2(ε))[f1(ε)(1 − f2(ε)) + f2(ε)(1 − f1(ε))]}

+ 2
∑

n

〈

τ 3
n

〉

∫

dε [f1(ε) − f2(ε)]
3, (4.169)

onde τn são os autovalores de tt†. Além disso, gk ≡
∑

n

〈

τk
n

〉

relaciona-se com a

pseudocorrente K(x) através da expressão:

gk+1 =
(−1)k2k+1

k!

dk

d(cos 2x)k

K(x)

senh 2x

∣

∣

∣

∣

x=0

; k = 0, 1, 2, . . . (4.170)

Para barreiras com mesmo número de canais de transmissão, N , e transparências

arbitrárias, T1 e T2, mostra-se usando a teoria de circuitos que:

g1 = N
T1T2

T1 + T2
, (4.171)

g2 = N
T 2

1 T
2
2

(T1 + T2)4
[T 2

1 + T 2
2 + 2(T1 + T2)], (4.172)

g3 = N
T 3

1 T
3
2

(T1 + T2)7
[T 4

1 + T 4
2 + 6T 2

1 T
2
2 − 2T1T2(T

2
1 + T 2

2 ) + 6(T 3
1 + T 3

2 ) + 6(T1 + T2)
2].

(4.173)
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Tomando f1(ε) = [eβ(ε−eV ) + 1]−1 e f2(ε) = [eβε + 1]−1, as integrais aparecendo nas

equações (4.167)-(4.169) podem ser calculadas usando o Maple para dar:

〈I〉 = g1G0V = GV ; G ≡ G0g1, (4.174)

〈I2〉 = I0G0V (g1 − g2) coth
(

βeV
2

)

+ 2I0G0g2

(

kBT
e

)

. (4.175)

Convém, agora, analisar alguns limites da equação (4.175). No limite de baixas

temperaturas, eV � kBT , tem-se:

coth (βeV/2) ≈ 1

∴
〈

I2
〉

= I0G0V (g1 − g2) =
4e3V

ht0
(g1 − g2), (4.176)

que é proporcional ao rúıdo de disparo obtido em (1.65), bastando substituir g1 =
∑

n 〈τn〉 e g2 =
∑

n 〈τ 2
n〉:

g1 − g2 =
∑

n

〈τn(1 − τn)〉

∴
〈

I2
〉

=
4e3V

ht0

∑

n

〈τn(1 − τn)〉 . (4.177)

Para temperaturas altas, kBT � eV ,tem-se coth
(

eV
2kBT

)

≈ 2kBT
eV

+ 1
3

(

eV
2kBT

)

+ · · · :

〈〈

I2
〉〉

≈ 4kBT

eV
I0G0V g1 =

4kBT

t0
G, (4.178)

que é proporcional ao rúıdo térmico obtido em (1.63).

Por fim, considera-se o terceiro cumulante, 〈〈I3〉〉. Repetindo o procedimento
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4.5. CÁLCULO DOS CUMULANTES 144

anterior, obtém-se:

〈〈I3〉〉 = I2
0G0g1V − 3I2

0G0

e
g2

[

eV coth2

(

βeV

2

)

− 2kBT coth

(

βeV

2

)]

+
2I2

0G0

e
g3

[

eV coth2

(

βeV

2

)

+
eV

2
cossech2

(

βeV

2

)

− 3kBT coth

(

βeV

2

)]

; β ≡ 1

kBT
. (4.179)

No limite de temperaturas baixas, onde eV � kBT , vale a aproximação coth
(

βeV
2

)

≈
1 e cossech2

(

βeV
2

)

≈ 0 e assim:

〈〈I3〉〉 ≈ I2
0G0(g1 − 3g2 + 2g3)V =

8e3V

ht20
(g1 − 3g2 + 2g3) (4.180)

e, para temperaturas altas, onde eV � kBT , tem-se coth
(

βeV
2

)

≈ 2kBT
eV

+ eV
6kBT

e

cossech2
(

βeV
2

)

≈ 2kBT
eV

− eV
12kBT

:

〈〈I3〉〉 ≈ I2
0G0(g1 − g2)V =

8e3V

ht20
(g1 − g2). (4.181)

Assim, o terceiro cumulante aproxima-se de uma constante à medida que a tem-

peratura aumenta, podendo ser usado para medir a carga efetiva dos portadores da

corrente elétrica. Na verdade, esta é uma propriedade de todos os cumulantes de

ordem ı́mpar, como destacado na referência [67].

Por fim, no equiĺıbrio, as funções de distribuição são dadas por f1 = f = f2;

f =
1

eβε + 1
, donde:

f(1 − f) = −kBT
∂f

∂ε
(4.182)
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que substitúıdo em (4.167)-(4.169) leva a:

〈I〉 = 0, (4.183)

〈〈I2〉〉 =
4kBT

t0
G, (4.184)

〈〈I3〉〉 = 0. (4.185)

A equação (4.184) é claramente a expressão do teorema da flutuação-dissipação no

sistema, ao passo que 〈I〉 = 0 = 〈〈I3〉〉 é decorrente do seguinte: como as funções

de correlação ı́mpares da corrente dependem de seu valor absoluto e também de sua

direção, elas mudam de sinal sob reversão temporal. Sendo o sistema invariante sob

reversão temporal, segue que todas as funções de correlação de ordem ı́mpar são

nulas no equiĺıbrio térmico.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação, aplicamos uma versão estendida da teoria de circuitos de Nazarov

ao estudo da estat́ıstica de contagem de carga de pontos quânticos conectados a

barreiras de transparências arbitrárias. Até recentemente, este estudo havia se

restringido a alguns casos particulares, como o de pontos conectados a contatos

ideais, uma vez que a utilização da teoria de Nazarov no caso geral não havia sido

justificada. Estudamos nos caṕıtulos 3 e 4 os limites de temperatura nula e de

temperatura finita, respectivamente, reobtendo resultados originalmente derivados

usando a versão de Nazarov da teoria de circuitos e obtendo alguns resultados novos.

No caṕıtulo 3 apresentamos o formalismo de temperatura nula, baseado no

modelo sigma não-linear supersimétrico. Este modelo permite calcular as relações

fase-corrente para os diferentes tipos de conectores a partir de uma teoria mi-

croscópica. Os resultados obtidos neste caṕıtulo são interpretados através de pro-

cessos estocásticos clássicos. No caso de junções de tunelamento, esta interpretação

é posśıvel se considerarmos que o elétron possui taxas clássicas de transição. En-

tretanto, no caso de barreiras simétricas de transparência arbitrária, é necessário
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usar um método baseado em integrais de trajetória estocásticas. A estat́ıstica de

contagem, neste caso, é dada pela aproximação de ponto de sela dessa integral de

trajetória, cujas flutuações são suprimidas no regime semiclássico.

Ainda a temperatura nula, discutimos o surgimento do expoente 2/3 na

função caracteŕıstica dos cumulantes, S(λ). Esse expoente ocorre exatamente so-

bre as linhas de transição de um diagrama de fases recentemente descoberto. Esta

transição — que está associada à formação de modos de Fabry-Perot entre as bar-

reiras — pode ser explicada como resultado de um processo que é a mistura es-

tat́ıstica equilibrada de processos de um e de dois passos.

No caṕıtulo 4, em que foram tratados os efeitos de temperatura finita,

apresentamos, em linhas gerais, a teoria de circuitos de Nazarov. Esta teoria tem

natureza matricial, sendo a resolução de problemas simples uma tarefa por vezes

complexa. Isto deve ser contrastado com sua contrapartida escalar, que é muito

mais simples e tem função geratriz calculada diretamente da pseudocorrente, K(x),

a temperatura nula. Em seguida, usamos a versão escalar para calcular a estat́ıstica

de contagem de algumas situações de interesse f́ısico. Discutimos, ainda, uma in-

terpretação semiclássica bastante útil, o cascade approach, que permite calcular os

cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga sem a necessidade de conhecer sua

função geratriz. Nesse método, o efeito residual das flutuações da função de dis-

tribuição dos elétrons na cavidade é levado em conta através das correções dos cumu-

lantes de ordens inferiores sobre os de ordens superiores, conhecidas como correções

em cascata. Encerrando a dissertação, introduzimos um método de cálculo dos

cumulantes da estat́ıstica de contagem que prescinde do conhecimento da função

geratriz, com o qual encontramos os cumulantes da corrente de um ponto quântico

conectado a barreiras de transparências arbitrárias.
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Uma perspectiva imediata de nosso trabalho é o cálculo do quarto cumulante

da corrente a temperatura finita, o que pode ser feito no contexto das correções em

cascata ou no da teoria de circuitos. Prováveis desenvolvimentos futuros incluem a

extensão da teoria de circuitos para sistemas em que os reservatórios podem estar em

outros estados da matéria condensada, como ferromagnetos, por exemplo. (Isto já foi

feito para supercondutores, em particular.) Além disso, a aplicação do formalismo

para sistemas multiterminais é desejável.
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Apêndice A

Teoria de Processos Estocásticos

Markovianos

Seja P (Q, t) a distribuição de probabilidade de um processo markoviano arbitrário.

Em termos de P (Q, t+ δt | Q0), que é uma densidade de probabilidade condicional,

P (Q, t) pode ser escrita como:

P (Q, t+ δt) =

∫

dQ0 P (Q, t+ δt | Q0)P0(Q0), (A.1)

onde P (Q, t+ δt | Q0) obedece à equação de Chapman-Kolmogorov:

P (Q, t+ δt | Q0) =

∫

dQ1 P (Q, t+ δt | Q1)P (Q1, t | Q0), (A.2)

Fazendo t = Nδt, a equação (A.2) fica:

P (Q, t | Q0) =

∫

dQN−1

∫

dQN−2 . . .

∫

dQ1 P (Q, δt | QN−1)

× P (QN−1, δt | QN−2) · · ·P (Q, δt | Q0), (A.3)
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que substitúıda na equação (A.1) leva a:

P (Q, t) =

∫

dQN−1

∫

dQN−2 . . .

∫

dQ0 P (Q, δt | QN−1)

× P (QN−1, δt | QN−2) · · ·P (Q, δt | Q0)P0(Q0). (A.4)

No limite em que N −→ ∞ e δt −→ 0, obtém-se a equação de Kramers-Moyal:

∂P (Q, t)

∂t
=

∞
∑

k=1

(

− ∂

∂Q

)k

D(k)(Q, t)P (Q, t), (A.5)

onde D(k)(Q, t) são coeficientes arbitrários.

A.1 Casos Especiais da Equação de Kramers-Moyal

A.1.1 Equação de Fokker-Planck

A equação de Fokker-Planck é obtida da equação (A.5) fazendo D(k≥3)(Q, t) = 0, de

modo que:

∂P (Q, t)

∂t
=

[

− ∂

∂Q
D(1)(Q, t) +

∂2

∂Q2
D(2)(Q, t)

]

P (Q, t). (A.6)

A.1.2 Equação Mestra para Processos de um Passo

A equação mestra para processos de um passo pode ser obtida da equação (A.5)

tomando:

D(k)(Q, t) =
qk

k!

[

γ(Q, t) + (−1)kξ(Q, t)
]

, (A.7)
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donde:

∂P

∂t
=

∞
∑

k=1

1

k!

[

(

−q ∂

∂Q

)k

γ(Q, t)P (Q, t) +

(

q
∂

∂Q

)k

ξ(Q, t)P (Q, t)

]

∴
∂P

∂t
=
(

e−q ∂
∂Q − 1

)

γ(Q, t)P (Q, t) +
(

eq ∂
∂Q − 1

)

ξ(Q, t)P (Q, t). (A.8)

Usando a identidade:

e±q ∂
∂Q f(Q) = f(Q± q), (A.9)

obtém-se o seguinte:

∂P

∂t
= γ(Q− q, t)P (Q− q, t) + ξ(Q+ q, t)P (Q+ q, t)

− [γ(Q, t) + ξ(Q, t)]P (Q, t). (A.10)

Se Q assumir apenas valores discretos, Q = nq, pode-se escrever:



















γn(t) ≡ γ(Q = nq, t)

Pn(t) ≡ P (Q = nq, t)

ξn(t) ≡ ξ(Q = nq, t)

, (A.11)

que inseridas na equação (A.10) levam a:

dPn(t)

dt
= γn−1(t)Pn−1(t) + ξn+1(t)Pn+1(t) − [γn(t) + ξn(t)]Pn(t). (A.12)

A equação (A.12) pode ser colocada na forma mais familiar da equação mes-

tra, bastando definir a matriz de transição Wnn′(t):

Wnn′(t) ≡ ξn′(t)δn,n′−1 + γn′(t)δn,n′+1 − δnn′ [ξn(t) + γn(t)] . (A.13)
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Usando as equações (A.12) e (A.13), chega-se a:

dPn(t)

dt
=
∑

n′

Wnn′(t)Pn′(t). (A.14)

Decompondo Wnn′(t) em termos das taxas de transição Wnn′(t):

Wnn′(t) = Wnn′(t) − δnn′

∑

n′′

Wn′′n(t), (A.15)

a equação (A.14) fica:

dPn(t)

dt
=
∑

n′

(Wnn′(t)Pn′(t) −Wn′n(t)Pn(t)) , (A.16)

que é a forma usual da equação mestra.

Em processos estocásticos de um único passo, é comum definir a função

geratriz, χ(λ, t):

χ(λ, t) =
∑

n

eiλnPn(t). (A.17)

A distribuição de probabilidade Pn(t) pode ser obtida via transformada de Fourier

inversa:

Pn(t) =

∫ π

−π

dλ

2π
χ(λ, t)e−iλn. (A.18)

Vale a pena considerar alguns casos particulares da equação (A.16).

Processo de Poisson Unidirecional

Neste caso, deve-se tomar:

ξn(t) = 0 ; γn(t) = γ. (A.19)
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Inserindo (A.19) em (A.16), vem:

dPn(t)

dt
= γ [Pn−1(t) − Pn(t)] ; Pn(0) = δn,0;n = 0, 1, 2, . . . (A.20)

A solução para n = 0 é imediata:

dP0(t)

dt
= −γP0(t) =⇒ P0(t) = e−γt;P0(0) = 1 (A.21)

Usando (A.17) e (A.20), encontra-se a seguinte equação diferencial:

∂χ(λ, t)

∂t
= γ

(

eiλ − 1
)

χ(λ, t) ; χ(λ, 0) = 1, (A.22)

com solução:

χ(λ, t) = exp
[

(eiλ − 1)γt
]

. (A.23)

Da equação (A.18), calcula-se que Pn(t) é dado por:

Pn(t) =
(γt)n

n!
e−γt ; n = 0, 1, 2, . . . (A.24)

Caminhada Aleatória

Este processo corresponde a um processo de Poisson bidirecional simétrico. Neste

caso, escolhe-se:

ξn(t) = γ = γn(t), (A.25)

que substitúıdo na equação (A.16) leva a:

dPn(t)

dt
= γ [Pn+1(t) + Pn−1(t) − 2Pn(t)] ;Pn(0) = δn,0;n = 0,±1,±2, . . . (A.26)
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Como no caso anterior, chega-se facilmente à seguinte equação diferencial:

∂χ(λ, t)

∂t
= γ(eiλ + e−iλ − 2)χ(λ, t) ; χ(λ, 0) = 1. (A.27)

Integrando essa equação, obtém-se:

χ(λ, t) = exp
[

(eiλ + e−iλ − 2)γt
]

. (A.28)

Das equações (A.18) e (A.28), vem:

Pn(t) = e−2γtIn(2γt). (A.29)

onde In(x) é a função de Bessel modificada.

É conveniente, agora, passar ao limite do cont́ınuo. Fazendo x = na e con-

siderando a função caracteŕıstica:

P̃ (k, t) = 〈eikx〉t = 〈eikna〉t =
∑

n

eiknaPn(t),

P̃ (k, t) = e−2at
∑

n

In(2at)eikna = χ(ka, t), (A.30)

que fica:

P̃ (k, t) = exp
[(

eika + e−ika − 2
)

γt
]

. (A.31)

No limite em que a −→ 0, γ −→ ∞, com D ≡ a2γ mantido fixo, vem:

P̃ (k, t) = e−k2Dt. (A.32)

Assumindo a existência de uma densidade de probabilidade P (x, t) para uma
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variável aleatória cont́ınua x, tem-se:







P̃ (k, t) =
∫∞
−∞ dx eikxP (x, t),

P (x, t) = 1
2π

∫∞
−∞ dk e−ikxP̃ (k, t).

(A.33)

A substituição da equação (A.32) na última equação de (A.33) leva a:

P (x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−ikxe−k2Dt =

1√
4πDt

e−x2/(4Dt), (A.34)

que é a solução do processo de Wiener:

∂

∂t
P (x, t) = D

∂2

∂x2
P (x, t), (A.35)

com condição inicial P (x, 0) = δ(x).

A.2 Solução por Integrais de Caminho

Seja o processo de Wiener da equação (A.35), cuja solução pode ser escrita como:

P (x, t) =

∫

dx0 P (x, t | x0)P0(x0). (A.36)

A densidade de probabilidade condicional satisfaz a equação de difusão:

∂

∂t
P (x, t | x0) = D

∂2

∂x2
P (x, t | x0), (A.37)

com condição inicial P (x, 0 | x0) = δ(x− x0). A solução da equação (A.37) é:

P (x, t | x0) =
1√

4πDt
exp

(

−(x− x0)
2

4Dt

)

. (A.38)

Tese de Mestrado - Departamento de F́ısica - UFPE
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Usando a equação de Chapman-Kolmogorov, podemos escrever a equação (A.36)

como:

P (x, t) =

∫

dxN−1

∫

dxN−2 . . .

∫

dx0 P (x, δt | xN−1)

× P (xN−1, δt | xN−2) . . . P (x1, δt | x0)P0(x0). (A.39)

Usando (A.38), chega-se a:

P (x, t) =

∫ N−1
∏

i=0

dxi√
4πDδτ

exp

(

−
N−1
∑

i=0

(xi+1 − xi)
2

4Dδτ

)

P0(x0). (A.40)

Como δt é muito pequeno, pode-se fazer:

xi+1 − xi ' ẋ(ti)δτ, (A.41)

de forma que:
N−1
∑

i=0

(xi+1 − xi)
2

4Dδτ

−−−−−→
N → ∞ 1

4D

∫ t

0

dτ [ẋ(τ)]2. (A.42)

Define-se, ainda:

Dx(τ) ≡ lim
N→∞

N−1
∏

i=1

dxi√
4πDδτ

, (A.43)

que pode ser usado para reescrever a solução de (A.35) como:

P (x, t) =

∫

dx0 P (x, t | x0)P0(x0), (A.44)

onde:

P (x, t | x0) =

∫

Dx(τ) exp

[

− 1

4D

∫ t

0

dτ [ẋ(τ)]2
]

. (A.45)
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A.2. SOLUÇÃO POR INTEGRAIS DE CAMINHO 157

Vale lembrar que devem ser impostas as condições de contorno x(0) = x0 e x(t) = x.

Para mais detalhes sobre os assuntos tratados neste apêndice, consultar a referência

[68].
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Apêndice B

Algumas Funções Caracteŕısticas

Importantes

B.1 Processo Poissoniano

Um processo poissoniano é descrito pela distribuição de probabilidade abaixo:

Pn =
µne−µ

n!
, (B.1)

onde n = 0, 1, 2, . . .. Da equação (2.3), a função caracteŕıstica associada é dada por:

χ(λ) =
∞
∑

n=0

e−µ(µeiλ)n

n!
= e−µ exp [µeiλ], (B.2)

que pode ser reescrita como:

χ(λ) = exp[µ(eiλ − 1)]. (B.3)
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De (2.20) segue que a função caracteŕıstica dos cumulantes fica:

Φ(λ) = − lnχ(λ) = −µ(eiλ − 1). (B.4)

Usando a expansão em série de potências de eiλ, isto pode ser expresso como:

Φ(λ) = −µ
∞
∑

k=1

(iλ)k

k!
, (B.5)

donde:

Qk = µ; ∀k, (B.6)

sendo Qk o cumulante de ordem k da distribuição, calculado usando a equação

(2.20).

B.2 Processo Binomial

No caso de um processo binomial, tem-se:

Pn =

(

M

n

)

pnqM−n; p+ q = 1. (B.7)

Aplicando a equação (2.3) à última expressão, resulta:

χ(λ) =
M
∑

n=0

(

M

n

)

(eiλp)nqM−n = (eiλp+ q)M . (B.8)

De (2.20) e de (B.8), vem:

Φ(λ) = − lnχ(λ) = −M ln (eiλp+ q) = −M ln (eiλp+ 1 − p), (B.9)
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donde seguem os cumulantes da distribuição binomial:

Q1 = Mp, (B.10)

Q2 = Mp(1 − p), (B.11)

Q3 = Mp(1 − p)(1 − 2p). (B.12)

Os demais cumulantes são calculados de maneira análoga.

B.3 Processo Poissoniano Bidirecional

O processo poissoniano bidirecional é obtido da equação (A.12) fazendo γn(t) = γ e

ξn(t) = ξ, de modo que a função de distribuição satisfaz:

Ṗn = ξPn+1 + γPn−1 − (ξ + γ)Pn ; Pn(0) = 1. (B.13)

A função caracteŕıstica associada é:

χ(λ) = e−µ−ν exp (µeiλ) exp (νe−iλ), (B.14)

onde µ = ξt e ν = γt. A função caracteŕıstica dos cumulantes é então:

Φ(λ) = −µ(eiλ − 1) − ν(e−iλ − 1), (B.15)

donde são obtidos os cumulantes da distribuição:

Q2l+1 = µ− ν, (B.16)

Q2l = µ+ ν. (B.17)
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B.4. DISTRIBUIÇÃO TRINOMIAL BIDIRECIONAL 161

B.4 Distribuição Trinomial Bidirecional

Neste último exemplo, a função caracteŕıstica é:

χ(λ) = [1 + p1(e
iλ − 1) + p2(e

−iλ − 1)]M . (B.18)

A função caracteŕıstica dos cumulantes fica:

Φ(λ) = −M ln [1 + p1(e
iλ − 1) + p2(e

−iλ − 1)]. (B.19)

Sendo a ≡ p1 − p2 e b ≡ p1 + p2, os três primeiros cumulantes da distribuição são:

Q1 = Ma, (B.20)

Q2 = M(b− a2), (B.21)

Q3 = Ma(1 − 3b+ 2a2). (B.22)
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[48] A. M. S. Macêdo, Scaling theory of phase-coherent metallic conductors, Phys.

Rev. B 66, 033306 (2002).
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