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Resumo

Nesta dissertacao estudamos o hamiltonianano estendido de Hubbard através
do método de diagonalizacao exata de Lanczos, em condi¢ao de contorno
periddica, com foco na caracterizagao das propriedades magnéticas e de conducgao
do estado fundamental da cadeia quantica AB2, nos diferentes regimes (forte,
intermedidrio, fraco) de repulsao coulombiana local U e inter-sitio V, em semi-
preenchimento da banda. Seguindo o mesmo procedimento caracterizamos o
estado fundamental para a cadeia linear, comparando nossos resultados testes
com aqueles ja reportados na literatura. A inclusao da interacao V, nao consid-
erada em estudos anteriores na cadeia AB2, deu origem a um novo diagrama de
fases no plano (U,V), o qual exibe uma similitude nao trivial com o diagrama
obtido para a cadeia linear. No regime de acoplamento coulombiano U2>5t e
para V<U/4, nosso sistema estd numa fase ferrimagnética (FERRI), com a
carga homogeneamente distribuida em cada sub-rede, e magnetizacoes locais
<S4 >=-0.25e < 5% >=0.75. Para V2U/4, o sistema se encontra em uma
fase onda de densidade de carga com ordem ferromagnética (ODCF), tal
que < S > =0e < S% > =0.5, exibindo um defeito na distribugao de carga.
No regime de acoplamento coulombiano U<5t, o sistema exibe uma fase in-
termediaria com correlagao magnética tipo Espiral. Neste regime o spin salta
do valor 1/2 por célula unitaria, na fase FERRI, para zero na fase Espiral,
e de zero ao valor de 1/2 por célula unitiria na fase ODCF. Nossa andlise de
escala de tamanho finito indica que as duas transicées sao de primeira ordem
no campo de spin. Examinamos também a natureza das fases mencionadas
com respeito as propriedades de conducao, assim como a ocorréncia de um

ponto multi-critico na linha VaU/4 para U=sbt.



Abstract

In this Dissertation we study the extended Hubbard Hamiltonian using the
exact Lanczos method of diagonalization, with periodic boundary conditions,
focusing on the characterization of magnetic and conduction properties of the
ground state of the AB2 chain in different regimes of local U and inter site
V Coulombian repulsion and half-filled band. Following the same procedure
we characterize the ground state of the linear chain, comparing our results
with those already reported in the literature. The inclusion of the interaction
V., not considered in previous studies on the AB2 chain, gave origin to a new
phase diagram in the (U,V) plane, which exhibits a non trivial similarity with
the one obtained for the linear chain. In the regime U 2 5t and for V < U/4,
our system is in a phase with homogeneous charge distribution in both sub
lattices, FERRI, and local spin averages < S% > = -0.25 and < S} > = 0.75.
For V 2 U/4 the system is in a phase (ODCF) such that < S% > =0 and
< S% > =0.5 exhibiting a charge defect. In the regime U < 5t the system
presents an intermediary phase with magnetic correlation of spiral type, with
spin jumps of 1/2 by unitary cell in the FERRI phase to zero in the spiral
phase, and from zero to 1/2 by unitary cell in the ODCF phase. Our finite
size scaling analysis indicates that the two transitions are of first order in the
spin field. We also examine the nature of the phases mentioned with repect to
the conduction properties, as well as the ocurrence of a multicritical point in

the line V ~ U/4 for U ~ 5t.
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Introducao

Neste trabalho estamos particularmente interessados em caracterizar o estado
fundamental da cadeia AB2, (veja Figura 1), cuja topologia é de interesse no
contexto de polimeros ferrimagnéticos e ozocuprates [1]. Esta cadeia tem sido
estudada pelo modelo de Hubbard e t-J [2, 3, 18, 23], Heisenberg quéntico
[5, 18], Heisenberg cléssico e Ising [6]. O Hamiltoniano de Hubbard estendido
que serd introduzido no capitulo 1 apresenta trés termos: um termo cinético —t,
chamado termo de hopping, que é a amplitude de probabilidade de tunelamento
dos elétrons entre sitios primeiros vizinhos da rede, uma interagao coulombiana
intra-atomica ou local U, e uma interacao coulombiana entre elétrons primeiros
vizinhos V. Esta tltima interacao nao foi considerada em estudos anteriores

na cadeia AB2.

SO re

B»
Figura 1: Cadeia AB2 do tipo metal ligante.

Usando técnicas de teoria de grupos, as quais iremos expor no capitulo
2, diagonalizamos o hamiltoniano de Hubbard estendido para aglomerados

atomicos simples, como o dimero, o trimero e o triangulo, estendendo os resul-



tados obtidos por Macédo [11]. Esta diagonalizagao é apresentada no capitulo
3 como preliminar ao estudo feito para a cadeia AB2.

A inclusdo da interacdo V no hamiltoniano de Hubbard d4 origem a novas
fases para a cadeia AB2. O seu diagrama de fases no plano (U,V) apresenta
uma semelhang¢a nao-trivial com o diagrama do modelo de Hubbard estendido

da cadeia AB (ou linear), veja Figura 2.

A B
O | O @

Figura 2: Cadeia do tipo AB.

No capitulo 4 apresentamos nossos resultados teste obtidos para a cadeia
linear. Em semi-preenchimento da banda, ela apresenta uma transicao de fase
quantica de onda de densidade de spin a onda de densidade de carga (SDW-
CDW) [9, 12, 20, 21, 22]; no regime de acoplamento coulombiano fraco, a
transigao € continua, e no regime de acoplamento coulombiano forte a transicao
é de primeira ordem. O ponto tricritico estimamos estar na regiao 3t<U<6t.
Uma nova fase (BOW, bond order wave na nomenclatura inglesa) é evidenciada
como o produto da dimerizagao dos spins [12, 20, 21, 22]. Durante aproximada-
mente 21 anos procura-se determinar o diagrama de fases deste sistema, tarefa
nao trivial que ainda hoje é objetivo de pesquisa.

Nossa motivagao inicial para este trabalho foi estudar a estabilidade da
fase ferrimagnética evidenciada no regime V=0 (veja Figura 3), e esbogar o di-
agrama de fases no plano (U,V) da cadeia AB2, diagonalizando o hamiltoniano
de Hubbard estendido através do algoritmo de Lanczos para diferentes regimes
de acoplamento coulombiano U (forte, intermedidrio, e fraco). As propriedades
desta cadeia estao fortemente relacionadas a topologia da célula unitaria e a

forte correlacao eletronica.
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Figura 3: Estado ferrimagnético da cadeia AB2 no regime V=0 e semi-
preenchimento da banda.

Para U>0, finito, V=0, e semi-preenchimento da banda, o teorema de Lieb
prevé para a cadeia AB2 um spin total igual a:
_|[Na=Ng| N

= T @

ou spin 1/2 por célula unitdria. Este resultado foi confirmado por técnicas
numéricas tais como Hartree-Fock(HF), Monte Carlo quéntico [2] e diagonal-
izagdo exata [2, 18, 23]. No capitulo 5 apresentamos nossos resultados obtidos
para a cadeia AB2. Fazendo uma andlise de tamanho finito caracterizare-
mos as diferentes transi¢oes de fase exibidas pelo sistema (no campo de carga
e de spin) nos diferentes regimes de interacdo coulombiana U, e em semi-
preenchimento da banda. Para U2 5t e V<U/4 o sistema estd numa fase tipo
FERRI, e para V2U/4 o sistema posui elétrons nos sitios B ferromagneti-
camente correlacionados numa fase onda de densidade de carga com ordem
ferromagnética (ODCF). No regime de acoplamento coulombiano fraco, U<
5t, o sistema exibe uma fase intermediaria que posui correlacao magnética tipo
E'spiral. Neste capitulo reportaremos a similitude entre os diagramas de fases
no plano (U,V) de nosso sistema com o diagrama obtido na referéncia [22] para

a cadeia linear.



Capitulo 1

O MODELO DE HUBBARD

1.1 Hamiltoniano

Um sistema de N, elétrons interagentes numa rede cristalina pode ser repre-

sentado pelo seguinte hamiltoniano [11]:

ﬁ:ﬁo—i—f{l, (11)
onde
A K,

i

é a soma da energia cinética dos N, elétrons da rede com a energia devido ao

potencial periddico gerado pelos niicleos atomicos, e

2

~ 1 e
H = 2; Z_% (1.3)
é a energia de repulsao coulombiana entre os elétrons.
Nossa base no espaco de Hilbert é um conjunto completo de fun¢oes de uma
particula, centradas em cada um dos N sitios da rede, denominadas funcées

de Wannier, que admitiremos ser de um so6 tipo:



1.1 Hamiltoniano )
d5(F— X) =< 7IX >, (1.4)
onde X representa o sitio da rede. A condi¢ao de normalizagao é:
<N > = bgp (1.5)
Usando a relacao de clausura [10]:
Hy =Y " |X>< XHolfi >< fil. (1.6)

Xi

Onde os elementos de matriz < X|I:I0|,E >=t35;, para X # [i, sio as chamadas

integrais de hopping, e a sua interpretacgao fisica é uma amplitude de probabil-

idade de tunelamento dos elétrons entre sitios da rede. Os elementos diagonais

< MHg|X > = € determinam o centro de gravidade dos estados eletrénicos.

Nossa escolha é €y=0, de modo que

onde

Usando operadores de segunda quantizacao

T T
o= 3 1504 O

X0

(1.7)

(1.8)

(1.9)

onde C’;U(C’XU) cria(destréi) um elétron no sitio X com componente de spin o
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e satisfazem as seguintes relacoes de anticonmutagao:

{CZTUCja’} = 6ij500'a
{CiCip} = {CLCI ) = 0. (1.10)

A segunda parte do hamiltoniano que representa a interacao elétron elétron
s, 1
é determinada por integrais do tipo < )\ﬁ\EWﬁ >:

“(R) (R ) ———os(R)py(RdRAR . 1.11
| 50 g on(Ryont ) (1.11)

Usando a relagéo de Clausura, temos
ﬁ = E ‘/\u > )\(1,‘—1 |U > v (1 12)
1 R p Pl, .

-
NiTF

ATP

e em segunda quantizagao,

w1
> < Nt 5|75 > ct Ol Cppr Cio. (1.13)

Dado o caréter localizado das fungdes de Wannier (1.4), na interagdo coulom-
1
biana entre os elétrons o termo dominante é a integral < [L’ﬁ|§| fiji >, ou seja

a interacao coulombiana intra-atomica ou local U:

v=1 / 65(R) 64— () pul I¥) R d (1.14)
) i i |ﬁ— l%'| i i . .

Além disso, se consideramos apenas orbitais tipo s, que podem acomodar no

maximo dois elétrons, temos finalmente em segunda quantizacao

N
H =U) ngns, (1.15)
X
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onde N34 é o operador nimero de elétrons no sitio A com spin 1 (nxT:C; TCX L)'
Podemos considerar também a interacao coulombiana entre elétrons de
sitios primeiros vizinhos. Em segunda quantizacao, esta parte do hamiltoniano

S€ escreve

H =V ) nzgng, (1.16)

onde V representa a magnitude da interacao coulombiana e < Xﬁ > representa
a soma entre primeiros vizinhos. Esta interagao é independente da componente
z dos spins nos sitios primeiros vizinhos, pois eles nao estao obrigados a cumprir
o principio de exclusao de Pauli. Rotulando os sitios da rede por i e j em vez

de X e ji, o hamiltoniano total se escreve na forma:

N
I:I = Z tijCZ-TUCjU + UZTL,‘TRQ +V Z nin;. (1.17)
ijo i=1 <ij>
Quando o termo de hopping inclui apenas primeiros vizinhos, temos t;; = —t;

o hamiltoniano abaixo é conhecido como modelo de Hubbard estendido:

N
I‘:r = —1 Z CZTUC]'U + UzniTnZlL +V Z N;1;. (1.18)
=1

<ij>0 <17>
1.2 Observaveis e Simetrias

O parametro fundamental do Modelo de Hubbard é o numero total de elétrons

que ocupam a rede [18]; este pardmetro é autovalor do operador

Ne = > (nir + may). (1.19)

i

Uma quantidade de importancia é a densidade de elétrons na rede, p =

(%) . Como

[H,N,] = 0, (1.20)
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N, é uma quantidade conservada. Além de N, temos a conservacao do spin

total e da componente z (simetria SU(2)):
[H,S*] = [H,S? = 0. (1.21)

Temos também
1

Gr — §Z(n” — ) = ZSf, (1.22)

%

5% = (S%)? + (9Y)* + (57)%, (1.23)
ST =) S8 => 9, (1.24)
5P = LT+ 50) ST = (ST -5, (1.25)
S = CLCiy; S; = Cl Cy, (1.26)

- 1
S; = §(C:¢Ci¢+CJ¢CiT)a

1
Sy = 2_Z,(czgcu_cglcn), (1.27)

onde S;"(S;") é o operador levantamento (abaixamento), que aumenta (diminui)
S* de uma unidade [10].
Entao, para o Modelo de Hubbard, o conjunto de observaveis que comu-

tam é { H, N,, S#, S? }, sendo possivel diagonaliza-los mutuamente.

1.2.1 Simetria Particula Buraco

A simetria particula buraco é uma ferramenta que permite obter o espectro de
energias do hamiltoniano no regime p > 1, conhecendo-se as energias no regime

p < 1[18]. Do ponto de vista de particulas, os estados do sistema sao obtidos
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a partir da agao do operador de criacao CZTU no estado |0 >, interpretado como
vacuo. Ao operar C’;'U em |0 >, estamos criando uma particula no sitio i com
componente de spin 0. Na visdo de buraco, o estado |0 > representa 0 maximo
preenchimento, e o estado com N, = 2N representa o estado de vacuo [0 >,
sendo N o numero de sitios da rede. Nessa ordem o sistema pode se representar

como uma composicao de N, elétrons ou
2N —-N,=N (1.28)

buracos.

A transformacao que preserva S*? entre ambas as representagoes é

Cieg — b . (1.29)

Vamos fazer a transformacao particula buraco para as redes bipartidas linear
e AB2. Uma rede bipartida é aquela que pode ser separada em dois conjuntos
disjuntos A e B de modo que: t;; #0sei€ Aeje€ B,oui€ Bej€A,;t;=
0 se i e j pertencem ao mesmo subconjunto.

Nestas redes bipartidas vamos fazer a seguinte transformacao particula

buraco:

Ci. g — bl ,sei € A,
Ci_y — —bl_,sei € B. (1.30)

Sob esta operagao, para uma cadeia linear, o hamiltoniano (1.18) transforma-



1.2 Observaveis e Simetrias 10

Se eImn:

Hy = t Y bil, +U Y biybfbidl,

<ij>o

+ VY (bugb], + bisbl) (bisryblyy, + biidl o). (1.31)

Usando as relagoes de anticomutagao (1.10), temos [15]:

Hy = —t > blobig+UD (1—ig))(1 — fiay)

<ij>o L
+ V 2(2 — Ry — Mip) (2 — Rigay — Risay),
H, = —t Z b;r-(,big + UzﬁiTﬁi,L+ Vzﬁ’iﬁﬂ-l + U(N-N)
<ij>o i @

+ 4V(N — N), (1.32)

onde n; é o operador niimero total de buracos no sitio .

Para a cadeia bipartida AB2 o hamiltoniano (1.18) transforma-se em

Hy = —t > blobig + U iy + VD fae(fipre + fipae) + fiae(fipie—t + fipae—1)} +
i ¢

<ij>o

U(N — N) + V16N, — 4N — 4i4),

onde / ¢ o indice da célula unitaria da cadeia e n4 o operador nimero total de
buracos nos sitios A. Vemos que o termo que inclui U fica da mesma forma ao
da rede linear, pois é uma interacdo local. Como os buracos A ndo sao uma
constante de movimento, entao podemos ver que esta cadeia nao apresenta a
dita simetria.

Sejam |—t,U,V, N, >, os autoestados do hamiltoniano (1.18), isto é,

A

H|-t,U,V,N,> = En, (—t,U,V)|—t,U,V,N, > . (1.34)

(1.33)
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Projetando (1.32) em |—t,U,V, N, >, teremos:
Hy|~t,U,V,N, > = Eg(~t,U, V) +U(N, — N) + 4V (N, — N). (1.35)

Como a fisica do sistema pode ser descrita através de particulas ou buracos,

obtemos para a cadeia linear

En,(=t,U,V) = Eg(=t,U,V) + U(N, — N) + 4V (N, = N), (1.36)



Capitulo 2

Teoria de grupos

2.1 Introducao

Um grupo matematico é um conjunto de elementos que satisfazem as seguintes
propriedades [7]:

I) O produto de elementos do grupo pertence ao grupo: se Ry, Ry € G
entdao R;.Ry=R3 € G .

IT) No grupo existe o elemento identidade: E.R=R.E=R

I1T) A multiplicacao é associativa: R;(RyR3)=(R1R2)Rs.

IV) Cada elemento tem um inverso ou reciproco: R' é o inverso de R
logo deve satisfazer R.R " '=R 'R=E.

Neste trabalho estamos interessados no grupo de simetrias do hamiltoniano
de Hubbard para aglomerado atomicos:

i) O grupo de simetrias do hamiltoniano é um conjunto de transformagoes
que levam o hamiltoniano nele mesmo.

ii) O nimero de elementos do grupo de simetria é denominado ordem do
grupo e vai ser representado pela letra h.

Os grupos de simetria do hamiltoniano de Hubbard para o dimero, o

trimero e o tridngulo incluem as seguintes operacoes de simetria: a identi-

12
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dade, que denotaremos por E; reflexoes, que denotaremos por o e rotacoes de

um angulo WW denotadas por Cy.

2.2 Representacoes

A forma mais comum de representar as diversas operagoes de simetria perten-
centes a um grupo é a forma matricial. Estas matrizes devem ter a mesma
tabela de multiplicacdo do grupo; a ordem das matrizes é igual a dimensdo da
representagao.

Denotaremos a matriz associada a operacao R na i-ésima representagao
irredutivel por D'(R) e D! (R) o elemento de matriz m-n na i-ésima repre-
sentacao irredutivel de dimensao ¢;. O produto de duas operacoes de simetria

é o produto matricial das matrizes associadas:

R3 = Ri.Ry = D(Rs) = D(Ry)D(R,) = Dyj(Rs) = Y _ Dy (R1) Dy;(Ry).
* (2.1)
E importante ressaltar que existe uma representacao comum a todos os
grupos de simetria na qual todas as operagoes sao representadas pelo nimero 1,
como veremos na diagonalizacao de nossos aglomerados. Esta representacao é
chamada unidade. Uma definicdo importante é a de caractere de uma operacao;

definido como o trago da matriz D(R) :

Xi(R) = Tr(D'(R)) = ) Diy(R). (2.2)

Dentro do grupo de simetria do hamiltoniano existem operagoes que po-
dem se relacionar mediante uma transformacao de tipo unitdrio U~' R;U=R,,
onde U é uma matriz unitdria ( UT=U""). Estes tipos de operacdes de simetria
pertencem a uma mesma classe; dentro do grupo de simetrias do hamiltoniano

encontramos diferentes tipos de classes. E importante ressaltar que o traco é
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invariante sob uma transformacao unitaria, isso faz com que todas as operagoes
de uma mesma classe tenham o mesmo trago dentro da i-ésima representacao
irredutivel.

Nosso objetivo é tornar a representacao matricial do hamiltoniano de Hub-
bard numa forma bloco diagonal, na qual podemos diagonalizar separadamente

em cada um dos sub-espacos.

2.2.1 Teorema da Grande Ortogonalidade

O teorema da Grande Ortogonalidade é expressado na seguinte forma:

REG \% til;

Se i é igual a j temos:

S (D (B (D) = oGt (2.4

ReG ?

Uma consequéncia do teorema da grande ortogonalidade é

> & =h, (2.5)

que ¢ de grande utilidade no teste de nossas escolhas. Uma outra consequéncia
importante do teorema da grande ortogonalidade é que o nimero de repre-
sentacoes irredutives de um grupo ¢ igual ao nimero de classes.

Podemos tambén encontrar uma relacao de grande ortogonalidade para os

caracteres:

)N (B) = Y (Di(R)" Y (DL(R),

k s

(X'(R)'X'(R) = ) (Di(R)"(D4(R)), (2.6)

ks
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onde para poder fazer uso do teorema (2.3) vamos somar sob todas as operagoes

do grupo, isto é,

Y R)OAR) = YD (Dik(R) (DL (R),

SO ) = Y b &5

pois na i-ésima representagao k e s coincidem /¢; vezes.
Se x(R) é o trago da operagao R numa representacao redutivel e x*(R) é

0 traco na i-ésima representacao irredutivel, temos:

xX(R) = Zaixi(R),
SR XB) = D ai Y (F(R)X(R),

ReG % ReG
Y R X(R) = ) ahdij,
ReG %

o = 1 SR X(R). (28)
Re@

Sabemos que numa representacgao redutivel do grupo, a representacao irre-
dutivel i pode aparecer a; - vezes. Vamos denotar os estados das representacoes
irredutives por |¥% > onde i representa a i-ésima representagao irredutivel e s
o estado dentro dessa representagao. Os P! > sdao um conjunto ortonormal

de dimensao ¢;. Agora, seja R uma operagao do grupo

= R|®} >= Y Di,(R)[®] > . (2.9)
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Multiplicando por Dg,t,(R) e somando em todas as operagoes do grupo temos:

Z(D w(R))*R|®, > = ZZ v ( (Dy(R))|®;, >

ReG s ReG
h .
Z(D 't’( )) R|(I)Z > = Zzés’sét’tdij|q)i >,
ReG s ¢
h .
> (DL (R)R|®; > = 7 0013 | B >, (2.10)
ReG ¢
Entao,
Z *
- 2> (DY (R)'R (2.11)
ReEG

é um operador que projeta estados na j-ésima representagao irredutivel. Em
nosso trabalho vamos usar o operador (2.11) para gerar a base da j-ésima
representacao irredutivel. Nesta base o hamiltoniano adquire a forma bloco
diagonal, ou seja, H tera elementos de matriz nao nulos somente entre estados

da mesma representacdo irredutivel [18].



Capitulo 3

Diagonalizacao do modelo de
Hubbard estendido em

aglomerados atomicos simples

3.1 Dimero

a b

o ©

Figura 3.1: dimero

Usando técnicas de teoria de grupos, vamos diagonalizar o hamiltoniano
do dimero, (veja Figura 3.1), para diferentes densidades eletronicas. A idéia é
estender os resultados obtidos por Macédo [11], incluindo no hamiltoniano a
interacao coulombiana entre elétrons de sitios primeiros vizinhos. O dimero é

um aglomerado de dois atomos representado pelo seguinte hamiltoniano:

H=—t Z(a:f,bg +blas) + U(ngn{ + ninj) + V(nn). (3.1)

17
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Para o dimero temos definidas duas operacoes de simetria:

a a a b
E = o = . (3.2)
b b b a
A tabela de multiplicacao do grupo é:
Ok
E E Ok
Ok | Ok E

Para este grupo, h=2 e o nimero de classes é 2, entao o niumero de repre-
sentagoes irredutives é dois. Usando (2.5) sabemos que as duas representacoes

A; e Ay sdo unidimensionais:

111 1]-1

1(11{1|1]-1

111} -1|-1]1

Note que as duas representagoes irredutives tém a mesma tabela de multi-
1. ~ . ~ . . . . i
plicacao que a do grupo; no caso das representagoes unidimensionais x*(R) co-
incide com a propria representacao. A representac¢ao irredutivel A; é chamada
de representacao unidade. Para diferentes densidades, vamos agora diago-
nalizar o hamiltoniano do dimero usando as técnicas do capitulo 2, verificare-
mos que o tamanho das matrizes a diagonalizar diminui consideravelmente

quando o hamiltoniano é levado a forma bloco diagonal:

1)N,=0,5*=0,E=0.
g

DN, =1, 5% = .

) 2

A base para o hamiltoniano (3.1) é
1>=al|0>;|2>=0[0>. (3.3)

Nesta base temos:

okl >=2>;052 >= |1 >. (3.4)
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A tabela de caracteres da representagao redutivel I'; é

Edk
0

Os coeficientes que determinam a dimensdo dos sub-espacos A; e Ay (2.8) sdo

= SO ENE) + X @0x(on),

a; = 1,

= SOCENE) + X enx(on),

a, = 1. (35)

Fazendo a soma direta:

Os operadores que vao projetar os estados em cada um dos sub-espacos sao

P4t e P42 respectivamente:

1

Pt = §(XA1(E)E +x™" (or)ok) o< (B + ay),
P = %(XAQ(E)E +x(0r)or) o (B = o). (3.7)

No sub-espaco de A; temos:
Uy >= P >=[1>4]2>. (3.8)
No sub-espago de As:

[Ty >= P21 >=]1>—[2>. (3.9)



3.1 Dimero 20

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

FI“I’l >= —t|\I’1 >,

H|Ty >= 1|0, >, (3.10)

obtemos as autoenergias:

Ey=t. (3.11)

3) Ne =2, S*=0.
Quando V=0, E =t -t = 0. Para V diferente de 0, temos E=V.
4) N, =2, 5*=0.

A base para o hamiltoniano (3.1) é
11 >=alal|0 >; |2 >=blal|0 >;|3 >=alb[0 >; |4 >=b]blj0> .  (3.12)
Nesta base, temos:
k|l >=1[4>;0%]2 >= |3 >;043 >=[2 >; 044 >= |1 > (3.13)

A tabela de caracteres da representacao redutivel I'; é

EO’]c
410

Os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'; sao

1
a = S(14)=2

4 = %(1.4):2. (3.14)
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Fazendo a soma direta
Os operadores de projecao sao
PM o« (E + 0y),
P* o (E — oy). (3.16)
No sub-espago de Ay, temos,
Uy >=PY[1>=|1>4[4>; |[Uy>=PA2>=(2>+[3>. (3.17)
No sub-espago de As:
Uy >= P21 >=|1>—[4>; |U,>=P22>=2>—[|3>. (3.18)
Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:
HU, > —2t|Wy > +U|T; >,
ﬁ'qlg > —2t|\pl > +V|\IJ2 >,
H|U, > Uy >,
H|U, > VW, > . (3.19)
Diagonalizando no sub-espaco de A, temos as seguintes autoenergias:
V+U VV24U2-2U0V + 16¢2
El = + )
2 2
V+U V24+U? -2UV + 16t?
B, = VIU_VV+ 07 (3.20)

2

2
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E no sub-espago A,:

3.2 Trimero

a b ¢

o O ©o

Figura 3.2: trimero

O trimero é um aglomerado de trés atomos, (veja Figura 3.2), representado

pelo seguinte hamiltoniano:

H =Y (al by +bla, + by +chby) +U(nin§ +nln! +nsnf) + V (n"n® +n'ne).

g

(3.22)
As operacgoes de simetria sao
a a a c
Elbl=]|blsoc|b]l=1]0]- (3.23)
c c c a

O grupo de simetria é igual ao do dimero, logo a tabela de multiplicagao do
grupo e as representagoes irredutives sao iguais.
Novamente vamos a diagonalizar o hamiltoniano de Hubbard usando as

técnicas do capitulo 2. No trimero poderemos reduzir matrizes quadradas de



3.2 Trimero 23
até dimensao 9:
1)Ne=0,5=0,F=0.
2) Ne=1,5z:g.
A base para o hamiltoniano (3.22) é
1>=al|0>;]2>=0]|0>;[3>=cl|0>. (3.24)
Nesta base, temos,
okl >=1[3>;0k2 >= |2 >;0%[3>= |1 > (3.25)
A tabela de caracteres da representagao redutivel I'y é
E Ok
31
Os coeficientes de expansao da representagao redutivel ['; sao
1
a, = 5(1.3 +1.1) =2,
1
ay = 5(1.3 -11)=1 (3.26)
Fazendo a soma direta, temos,
Fl == 2A1 D 1A2, (327)
e os operadores de projecao sao
PY o (E+oy),
P2 o (E - oy). (3.28)
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No sub-espago de Aj,
[Ty >= P41 >= |1 > +|3 >; [T, >= PH1]2>=22 > . (3.29)

No sub-espago de A,:
|U5 >= P21 >=|1 > —|3 >. (3.30)

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

ﬁ“l’l > = —2t‘\112 >,
I‘AI‘\IJQ > = —t‘\pl >,
HUs;> = 0. (3.31)

Diagonalizando no sub-espago de A, temos as seguintes autoenergias:

El = \/Eta
E, = —V/2t. (3.32)
No sub-espaco de A,, temos,
E; =0. (3.33)

3) Ne=2, S =o0.

A base para o hamiltoniano (3.22) é
1>=albl[0>;|2>=alcl|0>;|3 >=blcl|0>. (3.34)
Nesta base, temos,

ok|l >= —[3 >;04]2 >= —|2 >;04|3 >= —[1 > . (3.35)
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A tabela de caracteres da representagao redutivel I'; é:

EO’]c
3| -1

e os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'y sao

1
a = ;(13-11)=1,
1
ay = 5(1.3 +1.1)=2. (3.36)
Fazendo a soma direta,

e os operadores de projecao sao

PY o (E+oay),

P2 o (E —oy). (3.38)
No sub-espaco de Aj,
[Ty >=PH[1>=|1>—[3>. (3.39)
No sub-espaco de As:
Ty > = P22>=2> 42> [2 >,
Ty > = P2[1>=[1>+[3>. (3.40)

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos, obtemos:

ﬁ“l’l > = V“I’l >,
If.’|\112> = —t|\113 >,

HUs > = —2t{0y > +V[Uy > . (3.41)
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No sub-espago A; temos a autoenergia:
Diagonalizando no sub-espago A; temos as seguintes autoenergias:
n _V Vs
2 = )
2
V —vV2 482
4) N, =2, 5*=0.
A base para o hamiltoniano (3.22) é
1>= a$a1|0 > [2>= biaUO > [3>= c1a1|0 >,
[4>=alb|0>; |5 >=0bb][0>; [6>=clb]]|0>,
|7 >= aicmo > [8>= bici|0 > 9 >= C$CI|O > . (3.44)
Nesta base, temos
okl >=19>; 0kl2>=1(8>; o0k|3 >=|7>,
o4 >=16>; oxlb >=|5>; 0x6 >= |4 >,
op|T>=13>; 0xl8>=12>; 0x|9>=]1>. (3.45)

A tabela de caracteres da representacao redutivel I'; é
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e os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'y sao

1
a = (19+11)=5
1
ay = 5(1.9 —-1.1)=4. (3.46)
Fazendo a soma direta,

e os operadores de projecao sao

PY o (E+o0y),

P2 o (E —oy). (3.48)
No sub-espaco de Aj,

U5 > = PAU1>=|1>4+]9>,
Wg > = PM2>=2> +|8>,
W, > = PM3>=[3> 4|7 >,

Ug > = PMd>=[4>+|6>,

Wy > = PU5E>=1[5>. (3.49)
No sub-espaco de A,:

Ty > = PR21>=[1>-]9>,

Wy > = P22>=1[2>—[8>,

W3 > = P23>=3>—|7>,

Uy> = P2d>=4>—6>. (3.50)
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Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos, obtemos:

HU, >
H|W, >
HU, >
H|U, >
HU; >
H|Ug >
H|U, >
H|Ug >

IA{|\I’9>

= —tUy > —t|Uy > +U|¥; >,

= —t“ljg > —t|‘111 > +V|\I]2 >,

= —t|WUy > 41|V, >,

= —t|U; > +t|T3 > +V [Ty >,

= —t|\116 > —t|\118 > +U|\115 >,

= —2t|\1’g > —t|\I’5 > —t|\1’7 > +V‘\I’6 >,

= —t|Us > —t| Vg >,

= —2t|\119 > —t|‘115 > —t|\I/7 > +V“I’8 >,

= —t|Ug > —t|Vg > +U|Tg > .

Introduzindo as defini¢oes (no sub-espago A,):

Obtemos:

|901 >
lpg >
lp3 >

|€04 >

A

H|901>
I:[|903>
ﬁ|€02>

A

H|904>

Uy > — [0y >,
¥y >,
(W3 >,
Wy > +[Uy >

—2t|p3 > +V]p1 >,
_t|901 >a
—t|ps > U]y >,

—2t|py > +V ]y > .

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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Diagonalizando no sub-espago A, temos as seguintes autoenergias:

&::V+@?ﬂﬁj
&::V—ﬁ?ﬂﬁ,
B, — U/+U%+¢V”;U”+&2—ﬂ”c
G/+U}—¢V1+UW+&2—2UV_

2

E, = (3.54)

Introduzindo as defini¢oes(no sub-espago A;):

1> = Ve > —|¥g >,
(2> = |U5 > —|W¥g >,
(3> = |V > +[Ug >,
s> = [U5 > +2[Tg >,

s > = [U7>; (3.55)
Obtemos:

ﬁ|ﬁ01 > = Vg >,

ﬁ|€02 > = Ulps >,

Hips > = —2t|ps > 2[5 > +V]p3 >,
Hlpys> = —3tlps > +Ulps >,

Hlps > = —tlps>. (3.56)



3.2 Trimero 30

Diagonalizando no sub-espago A; temos as seguintes autoenergias:

Es =V,

E6:Ua

E; = 2 —Qcos(g)-l—U;LV,

0+ 27 U+V

Eg = 24/—Q cos( 3 )+ 3
0+4 U+V
Ey = 24/—Q cos( ha 7T) + i , (3.57)
3 3
onde, F;, Fg, e Ey sao as solucoes da equacao de autovalores:
E? 4+ B>+ a,E + a9 =0, (3.58)
com
o = —(U + V),
a, = —82-UV),
a = 2t°U, (3.59)
e as relagoes:
382 —-UV)+(U+V)?
Q = - 9 )
R — QU + V)82 —UV) —54U2 +2(U + V)3
B 54 ’
0 = cos '( R )- (3.60)
—Q3
5) Ne=3,Sz:37U,E:2V
6) N, =3, 5" = 2.
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A base para o hamiltoniano (3.22) é
1 >= a$b$a1|0 > 2 >= a$c$a1|0 > |3 >= 6101(11\0 >;
|4 >=alblbl]0 >; |5 >=alc]bl|0 >; |6 >=blc[b]|0 >;
|7 >= a$b$01|0 > |8 >= a$c¥ci|0 > |9 >= b$c$cl|0 > . (3.61)
Nesta base, temos:
k|l >=—[9>; 0x|2 >=—[8>; 0|3 >=—|7 >;
oxld >= —[6 >; 0k|b >=—[5>; 0|6 >= —|4 >;
ok|T>=—[3>; 0%l8>=—]2>; 0|9 >=—]1>. (3.62)
A tabela de caracteres da representagao redutivel I'y é
E Ok
9 -1
e os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'; sao
1
a, = 5(1.9 —1.1) =4,
1
ay = 5(1.9 +1.1) =5. (3.63)
Fazendo a soma direta,

e os operadores de projecao sao

P o (E+o0y),

PA2 o (E —oy).

(3.65)
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No sub-espago de A;, temos,

Uy > = PM1>=1>—|9>,

Wy > = PH2>=1[2>—[8 >,

W3 > = PM3>=[3>—|7>,

Ty> = PMd>=4>—6>. (3.66)
No sub-espaco de A,:

U5 > = P2[1>=|1>+[9>,

Wg > = P212>=2>+|8>,

Uy > = P®3>=3>+|7>,

(Tg > = PR24>=[4>+[6>,

Ty > = P25>=5>. (3.67)

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

HU, > =
HU, > =
HU3 > =
HU, > =
HY; > =
HVg > =
HY, > =
HVg > =

I:I|\I/9> =

=Wy > —t|¥y > +(U +2V) [Ty >,

—t U3 > —t|¥y > +U[Ty >,

—t|Uy > +t|Ty > +2V U3 >,

—t|Uy > +t[T3 > +(U +2V) |9, >,

—t U > —t|¥g > +(U + 2V) [ T35 >,

—2t|Wg > —t|¥5 > —t|¥; > +U|¥g >,

—t|We > —t|Wg > +2V U7 >,

—2t|Wg > —t|W5 > —t|V; > +(U + 2V)| Vg >,

—t|\I/6 > —tl\pg > +2V|\119 > .

(3.68)
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No sub-espaco de A;, as autoenergias sao as raizes da equacao de autovalores:
E* + a3FE® 4+ aaE* + a,F + ag = 0, (3.69)
com os seguintes coeficientes:

a3 = (—6V —3U),

ay = (—4t2+12V2 414UV + 3U?),

ap = (128%V + 662U — 20UV? — 8V3 — 10VU? — U?),

ap = —8PV?—10£°UV — 2£2U* + 4¢* + 8UV?® + 8U*V? + 2VU?(3.70)

No sub-espago de A,, as autoenergias sdo as raizes da equacgao de autovalores:
E5 + a4E* + a3E® + asF* + a1 E + ag = 0, (3.71)

com os seguintes coeficientes:

ag = —(8V +3U),

as = —(8t* —24V? — 20UV — 3U?),

ay = —(—148°U — 40’V + 32V> 4+ 48UV? + 16VU” + U?),

ap = —(6t°U? + 64t°V? + 502UV — 48UV? — 16V* — 28V2U? — 4VU?),

ap = 12VE2U? +44°UV? + 32£°V3 — 16UV — 16V2U? — 4V2UP.  (3.72)

3.3 Triangulo

O tridngulo é um aglomerado de trés dtomos, (veja Figura 3.3), com condigao
periddica de contorno, correspondente ao trimero. Este aglomerado é repre-

sentado pelo seguinte hamiltoniano:



3.3 Triangulo 34

Figura 3.3: triangulo

H = Z(“Lba +alcy +blay +blc, + cla, +clb,)
g

+ U(ngn{ + ninf + nsnf) + V(n®n® + n"n® + nn’). (3.73)

As operacgoes de simetria sao

a a a a a c a b
Elo|l=|0o];00|b|=]c|so2|b|=]|b|ios|b|=]|a];
c c c b c a c c
a c a b
Cilof=lal:Cs|b|=]c]|- (3.74)
c b c a

Para este grupo de simetrias, temos definidas 3 classes (E, 30, 2C), logo temos 3
representagoes irredutives. Usando (2.5) sabemos que: ¢1=~F(,=1, {3=2. Temos
entao duas representacoes unidimensionais e uma bidimensional.

Sabemos que x;(R) é igual para todo R que pertence a uma mesma classe,

entao vamos escrever a tabela de caracteres das classes do triangulo:
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E | 30 | 2C;
Ay 1 1
Ay -1 1
Eq 0 -1

onde A; e A, sdao as representacoes irredutives unidimensionais e E; é a rep-

resentacdo bidimensional.

Novamente vamos diagonalizar o hamiltoniano do aglomerado com as

técnicas do capitulo 2; neste caso é um trabalho de mais cuidado pela quan-

tidade de operagoes que existem, mas confirmaremos a utilidade da teoria de

grupos para reduzir o tamanho das matrizes.

1)N.=0,8*=0,E = 0.

o)
)N, =1,8"=—.
) 2

A base para o hamiltoniano (3.73) é

1>=al|0>; [2>=0b]|0>;[3>=cl[0>.

Nesta base, temos,

1|1 >=11>; 012 >=[3 >; 01]3 >= |2 >;

C3l1 >=2>; G312 >=[3>; C3(3 >=[1 >

A tabela de caracteres na representagdo redutivel I'y é

E

30

2C;

1

0

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'; sao

B = SO EIXE) + 35 ()x(o) + 2N (CX(E)),

ap = 1,

m = SOCR(EIXE) + 35" ()x(0) + 2 (CX(E),

a; = 0,

i = SOEXE) + 8 (0)x(0) + 2 (CN(C),

o (3.78)

Fazendo a soma direta:

e os operadores de projecao sao

P o (E+o0y+0y+03+Cs+C3),
PE' o (2E - Cs5—C2). (3.80)

No sub-espaco de A;, temos:
[Ty >= P41 >= 1> +2> +[3>. (3.81)
No sub-espaco de Ej:

Wy > = PE1>=2[1>—2>—|3>,
|‘113> = CL|\I/2>+bC32|\I/2 >,

U3 > = [2>+|3>. (3.82)
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Nesta ultima equagao usamos:

(Us]W3) = 1,

(U3]T3) = 0; (3.83)
Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

ﬁ‘\Ill > = —215“111 >,
ﬁ|\112> = t|\112 >,

HUy > = t]T3>. (3.84)

Entao a autoenergia no sub-espaco A; é

FE, = -2t. (3.85)
E no sub-espaco de E; sao

E2 = t:

E; =t (3.86)

)N, =2, 5% =o0.

A base para o hamiltoniano (3.73) é
1>=albl|0>; [2>=alcl|0>; |3>=0blcl 0> . (3.87)
Nesta base, temos,
ol >= 2> 02>=|1> 01|13 >=—|3 >. (3.88)

C3|]1 >=13>; C3]12>=—|1 >; (5|3 >= —[2 > . (3.89)
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A tabela de caracteres da representagao redutivel I'; é
E |30 | 2C;5
-1 0
1
a; = 6(1'3 —3.1.1+2.1.0) =0,
1
ay = 6(1.3 +3.1.1+2.1.0) =1,
1
az = 6(2.3 —-3.01-2.1.0)=1. (3.90)
Fazendo a soma direta:
e os operadores de projecao sao
PA2 o (E—01—0'2—0'3+03+C§),
P® o (2E — Cs— C3). (3.92)
No sub-espago de As, temos,
Uy >= P21 >=1>—2>+[3>. (3.93)

No sub-espaco de Ej:

Wy > = PR1>=2[1> 42> -3 >,

U3 > = [2>+|3 >;

(3.94)
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Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

FA[|‘I’1 > = 2'”‘1’1 > +V|\I]1 >,
f{|\pg > = —t|\I]2 > +V|‘I’2 >,

HUs> = —t|U3>+V|T3 > . (3.95)

O valor da autoenergia no sub-espaco A, é

E,=2t+V. (3.96)
E no sub-espaco de E; sao
E2 = —t+ ‘/,
E; = —t+ V. (3.97)

HN,=2,8°=0

A base para o hamiltoniano (3.73) é

11>=dalaf|0>; 2>=0blal0>; [3>=clal|0>;
[4>=albl0>; [5>=0blb]|0>; [6>=clb]|0>;

7>=dalcf|0>; [8>=blc]j0>; 19>=clcfj0>. (3.98)
Nesta base, temos,

o1 >=|1>; 01]2>=3>; 01|83 >=2 >;
o1|l4 >=|7>; 01|15 >=9>; 01|6 >= |8 >;

o|7T>=14>; 0118 >=16>; 019 >=5>; (3.99)
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C31>=9>; C212>=|7>; C3|3>=8>;
C2l4>=3>; C25>=|1>; C2|6 >=2 >;

C7>=6>; C28>=[4>; Ci|9>=15>.

A tabela de caracteres da representagdo redutivel I'y é

E |30 | 2Cs
1 0

e os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'; sao

1

a = (19+311+210)=2,
1

ay = £(19-311+210)=1,

1
a5 = £(29+301-21.0)=3.
Fazendo a soma direta:
I'=2A4, 1A, ® 3E,
e os operadores de projecao sao

P4 o« (E+o0y+0y+03+Cs+C2),
PA2 o8 (E—0'1—02—0'3+03+C§),

PEY o« (2E - C3— C3).
No sub-espaco de A;, temos,

U, > = PY[1I>=[1>+]5>+|9 >,

Wy > = PU2>=12> 43> +[8> +[4> +[6 > +|7 > .

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)



3.3 Triangulo 41
No sub espaco de As:
W3 > = P22>=12> 3> 8> —|4>+[64+|7>. (3.105)

No sub espago de F; temos a seguinte base [11]:

Uy > = PE1>=21>—|5> 9>,

Us> = 2(6>+428>—2>—3>—[4>—|7>,

Weg> = 2(6>-2[8>—[2> —[7T>+[4>+|3 >,

U7, > = [5>—[9>,

Wg > = [4>+2>—[7T>—|3 >,

Wy > = [4>—[3>—[2> +[T>. (3.106)

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos, obtemos:

H|U, >
H|U, >
H|U; >
HU, >
H|U5 >
H|Ug >
H|U; >
H|Ug >

H|Uy >

—2t| Uy > +U ¥, >,
—4t| Wy > +(V = 2t)[T; >,
(V + 2t)|¥3 >,

tUs > +U|¥, >,

2|0y > +(t+ V)| U5 >,
(V = 1)|¥ >,

—t|Ws > +(V +U)|¥7 >,
—2t|U7 > +(t+ V)| ¥g >,

(V = 1)|Wy > .

(3.107)
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No sub-espago de A; temos as seguintes autoenergias:

U+V —2t+V3612+ V2 4+ U2 — 4tV — 2UV + 4tU

El = 2 )
U4V —2t—+/36t2 4+ V2 +U? — 4tV — 2UV + 4tU
B = =& V362 + 2+ Y (3.108)
enquanto no sub-espaco de A, temos:
E;=2t+V. (3.109)

No sub-espago de E; temos as seguintes autoenergias:

VA4t+U+VV24+92+2VE+ U2 —2VU — 2tU

E4 = 9 5
n — V+t4+U—-VV24+92 +2Vi4+U? —2VU - 2tU
5 — 92 )
Eﬁ = V—t,
P t+2V +U + /92 — 20Ut + U2
7 = 5
2
g _ tT2V+U -V 20U+ U
8 — 9 )
Ey, = V-t (3.110)
3
5)Ne:3,SZ:§,E:3V

g
Ne: ) f=
6) 3,8 =7

A base para o hamiltoniano (3.73) é

11 >= a$b¥ai|0 > 2 >= a$c$ai|0 > 3 >= b;chi\() >;
4 >=alblb]|0 >; |5 >=alclbl|0>; |6 >=blclb][0 >

|7 >= cﬂb}cmo > |8 >= a*c}cﬂo > |9 >= b}ckUO >, (3.111)
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Nesta base, temos:

o1 >=12>; o1]2>=11>; 01]3 >=—|3 >;
o1/4>=18>; 01|b >=|7>; 01]6 >= —|9 >;

a|7T>=15>; o|8>=14>; 019 >=—6>. (3.112)

C21>=—[8>; C22>=—[9>; C3[3>=|7>;
C3la>=—]2>; C%5>=—[3>; C36>=1>;

CT>=—|5>; C28>=—16>; C3]9>=4>. (3.113)

A tabela de caracteres da representagao redutivel I'; é

E |30 | 2Cs
91-11 0

e os coeficientes de expansao da representacao redutivel I'; sao

1

a = (1.9-311+21.0)=1,
1

@ = £(19+311+210)=2,

1
a5 = £(29-301-210)=3 (3.114)

Fazendo a soma direta:
T'=14, ® 24, ® 3E,, (3.115)
e os operadores de projecao sao

P4 o« (E4o0y+0y+034+Cs+C2),
PA2 o8 (E—0'1—0'2—0'3+03+C§),
PP o« (2E — Cs3— C3). (3.116)
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No sub-espago de A; temos:
Uy > = PUI>=1>42>+6>—]4> —|8> —[9>. (3.117)
No sub-espaco de A,:

Ty > = PEI>=[1>+4>+6>+9>—[2> —[8>,

Ty > = PR23>=[3>+7T>—|5>. (3.118)
No sub-espago de F; [11]:

Wg > = PP|1>+|9>)=2(1>+2(9> +[8> +[2> —|4 > —[6 >,
Wy > = PR5E>=2/5> 47> +|3 >,

U, > = Cs|Ug>= 12> +[4 > 46 > +[8 >,

U5 > = PP9> —[1>)=2(9> +[2> —[4> —2[1 > +[6 > —[8 >,
Uy > = C5|Us>=12> 44> —|6 > —|8 >,



3.3 Triangulo 45

Operando o hamiltoniano em cada uma das bases dos sub-espacos:

HU, > = (U+2V)|[¥ >,

HU, > = (U+2V)|0, >,

HUs > = 3V|T; >,

HUy > = |05 >+(U +2V)|0, >,

H|Us > = 3t|0, > +6t|Tg > +(U + 2V)|T5 >,

H|Ug > = |05 > +3V|Tg >,

H|U7 > = =2ty > +(U +2V)|[T7 > —t| Wy >,
ﬁ'qlg > = —3t|\117 > +(U + 2V)|\Ilg >,
H|Uy > = —3t|0; > +3V|T > . (3.120)

No sub-espago de A; temos as seguintes autoenergias:

E, = U+2V. (3.121)

enquanto no sub-espaco de Ay temos:

Ey = 3V. (3.122)

Es = 24/—Q cos( 3 )+ 5
0+4
Es = 24/—Q cos( —; 7T) v ; V, (3.123)
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que sao solucdes da equacao de autovalores:
E?+ ayE? + aE + ay = 0, (3.124)
onde
oy = —(7V + QU),
a = —(92 — 10UV — 16V?* - U?),
ag = 6t°U + 21V —3VU? — 120V? — 12V3, (3.125)

e as relagoes:

3(9t2 — 10UV — 16V2 — U2) — (TV + 2U)?

Q = - )
9
R - 9(7V +2U) (9 — 10UV — 16V? — U?) — 27(6t2U + 21tV — 3VU? — 12U0V? — 12V3)
B 54
2(7V +2U)3
54 ’
6 = cos—l(i). (3.126)
—Q3
As outras trés autoenergias sao
0
E; = 2 —Qcos(g) + U;V,

0+ 2w U+V

Eg = 2¢/—Q cos( 3 )+ 3
4
Ey = 2 —Qcos(e_; 7T)+ U:,:V,

que sao solucoes da equacao de autovalores:

E3 +CL2E2+(Z1E+G/0 = O,

(3.127)

(3.128)
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com

oy = —(7V + QU),
a, = —(9 — 10UV — 16V? - U?),
ag = 6t°U + 21V —3VU? — 120V? — 12V3, (3.129)

e as relagoes:

3(9t2 — 10UV — 16V2 — U2) — (7V + 2U)?

Q = - )
9

R - 9(7V 4 2U)(9¢> — 10UV — 16V? — U?) — 27(6t2U + 212V — 3VU? — 12U0V? — 12V3)

B 54

N 2(7V +2U)3

54 ’
R

f = cos™ (—). (3.130)



Capitulo 4

Cadela Linear

Neste capitulo vamos apresentar e discutir nossos resultados testes obtidos
através da diagonalizacao exata do modelo de Hubbard estendido para a cadeia
linear em semi-preenchimento da banda. Nesta cadeia caracterizamos o estado
fundamental e esbocamos seu diagrama de fases no plano (U,V). Os tamanhos
das cadeias para os quais diagonalizamos o hamiltoniano foram N=12,8,6.

Durante mais de duas décadas foram feitos esforcos para entender as pro-
priedades do estado fundamental da cadeia linear. E bem estabelecido que para
V<U/2 o sistema exibe uma fase de onda de densidade de spin (SDW, spin
density wave na nomenclatura inglesa), enquanto que para V22U/2 uma fase
de densidade de onda de carga (CDW, charge density wave na nomenclatura
inglesa) é observada. A transigao de fase em VaU/2 é continua para acopla-
mento coulombiano fraco, e de primeira ordem para acoplamento coulombiano
forte.

Em nosso estudo caracterizamos a transicao de fase SDW-CDW para os
diferentes regimes de U. Esta analise j4 foi feita por diferentes métodos: monte
carlo quantico [9, 22|, density matriz renormalization group, (DMRG) [20,
21], e diagonalizacao exata [12]. Alguns deles serdo comparados com 0s nossos
resultados.

Para estabelecer um entendimento basico do mecanismo responsédvel pela

48



49

referida transi¢do de fase, podemos fazer alusao ao dimero [21], tratado no
capitulo 3. No caso N.=2 ou p=1 e U=40t o estado fundamental estd repre-

sentado por

4
40 — V + /1616 — 80V + V2

[Wgs >={ (U1 >} + [0 >, (4.1)

com

Uy >= aiaUO > +b¥bi|0 >,

Ty >=bla|0 > +alb]|0 > . (4.2)
Vamos agora definir a dupla ocupacgao no estado fundamental:
cd>= ) < > (4.3)
= N i UL . .

Podemos analisar os coeficientes de expansao do estado fundamental obtendo

os seguintes resultados: no limite V >> U, temos,
|Wgs >oc [y >, (4.4)
que é uma superposi¢ao de dois estados com < d >=0.5; no limite V — 0,
|Wgs >oc Uy >, (4.5)

que é uma superposi¢ao de dois estados com < d >=0.
Na Figura 4.1 estao representadas as duas fases do dimero.

Para determinar a ordem da transicao, nés vamos adotar o método da re-
feréncia [20], examinando a derivada da energia por sitio do estado fundamen-
tal com respeito a U. Usando o teorema de Hellman-Feynman [20], podemos

demonstrar que esta derivada esta dada pelo valor esperado da dupla ocupacao



a0

P+Oﬂ CDW
H'FH SDW

Figura 4.1: Esquema das fases do dimero.

< d > no estado fundamental.

Nas Figuras 4.2 e 4.3, apresentamos a dupla ocupac¢ao < d > versus V para
U=40t e U=20t, na vizinhanga do ponto V=U/2, para os diferentes tamanhos
da cadeia. Para U=40t, N=12 e N=8, < d > salta de zero ao valor 0.5
abruptamente. Para N=6, < d > faz uma passagem menos abrupta entre ditos
valores. Claramente para U=40t temos uma transi¢ao de primeira ordem, e a
forma da curva para N=6 ¢é interpretada como uma consequéncia do tamanho
da rede. Para U=20t vemos que < d > segue representada por uma funcao
descontinua na vizinhan¢a do ponto V=U/2. Na Figura 4.3 podemos ver que
< d > nao chega ao valor 0.5, o que ¢é justificado por uma maior competicao
entre U e V, mas para este valor de U seguimos tendo uma transicao de primeira
ordem.

Existe uma forma qualitativa de entender a transi¢cdo de fase no regime
de forte acoplamento [9]. Para U e V grandes podemos desprezar o efeito de
t. Logo, podemos imaginar o estado fundamental como um conjunto de pares
ocupando sitios alternados da rede com energia total E=NU/2, ou todos os
sitios da rede com simples ocupagao e com uma energia total E=NV. Entao,
a transicao vai ocorrer em V=U/2.

Nas Figuras 4.4 e 4.5 apresentamos < d > versus V para U=12t e U=6t,
novamente na vizinhanga do ponto V=U/2. Podemos ver que para N=12 e

N=8, < d > segue representado por uma funcao descontinua na vizinhanga
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Figura 4.2: Dupla ocupacao < d > versus V para U=40t e N=12,8,6. O regime
de acoplamento coulombiano é forte e a transicao de primeira ordem no limite
termodinamico.

<d>

Figura 4.3: Dupla ocupacao < d > versus V para U=20t e N=12,8,6. O regime
de acoplamento coulombiano é forte e a transicdo de primeira ordem no limite
termodinamico.
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de V=U/2. Para N=6 vemos que < d > segue representado por uma fun¢ao
continua. No6s damos preferéncia a andlise para N=12 e N=8, pois sao val-
ores mais préximos ao limite termodindmico. Logo, para estes valores de U, a

transicao ainda é de primeira ordem.

<d>

Figura 4.4: Dupla ocupagao < d > versus V para U=12t e N=12,8,6. Para este
regime de acoplamento coulombiano intermedidrio, a transicao é de primeira
ordem no limite termodinamico.

Uma ultima andlise é feita para U=3t e U=2t. Nas Figuras 4.6 e 4.7,
observamos que a funcao ja nao apresenta uma descontinuidade bem definida
na vizinhanca de V=U/2, e que a inclinagao e a aparente descontinuidade
diminuem com o numero de sitios da cadeia. Além disso, na medida que U
diminui, a inclinag¢ao da curva diminui para um N fixo. Logo, para estes valores
de U, evidenciamos uma transicao SDW-CDW continua.

O ponto tricritico, no qual a transicao muda de continua para primeira
ordem, foi analisado por diferentes técnicas [9, 20, 22, 19]. Com nosso estudo
teste podemos sugerir que ele esta na regiao 3t<U<6t.

Na Figura 4.8 apresentamos a forma semi-quantitativa de evidenciar a

ordem da transicdo. Analisamos a magnitude da descontinuidade da dupla
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Figura 4.5: Dupla ocupacao < d > versus V para U=6t e N=12,8,6. Para este
regime de acoplamento coulombiano intermedidrio a transicao ¢ de primeira
ordem no limite termodinamico. Observe a diminui¢ao da magnitude da de-
scontinuidade de < d > na transicao quando U diminui.

Figura 4.6: Dupla ocupacao < d > versus V para U=3t e N=12,86. O
regime de acoplamento coulombiano é fraco, a parte vertical na vizinhanca de
V=U/2 desaparece, e a inclinagdo da curva depende do nimero de sitios da
cadeia. Para este valor de U temos uma transicao de fase continua no limite
termodinamico.
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Figura 4.7: Dupla ocupacao < d > versus V para U=2t e N=12,8,6. O regime
de acoplamento coulombiano é fraco, a inclinagao da curva depende do ntiimero
de sitios da cadeia. Para este valor de U temos uma transicao de fase continua
no limite termodinamico

ocupagao, A<d>, para os diferentes regimes de interacao coulombiana U. Es-
peramos que no regime de acoplamento coulombiano fraco a magnitude da
descontinuidade, A<d>, tenda a zero no limite termodinamico (valores nega-
tivos de A<d> no limite (1/N)—0, utilizando a hipétese de escala linear com
1/N). Estes resultados sugerem que para U=3t e U=2t temos uma transi¢io
de fase continua. Para U=6t, no limite de acoplamento coulombiano inter-
mediario, os resultados sugerem que a descontinuidade apresenta um valor
finito no limite termodinamico. Logo, vamos ter uma transicao de fase de
primeira ordem para U> 6t.

Na tabela abaixo apresentamos os valores de V.(U) para diferentes tenta-

tivas de caracterizagao da transicao SDW-CDW, incluindo a nossa.
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Figura 4.8: A<d> no limite termodindmico. Vemos que para U2 6t, A<d>
tem um valor finito e diferente de zero, logo, nesta regiao a transicao de fase é de
primeira ordem. Para U=3t, e U=2t, A<d> é zero no limite termodinamico,
logo, a transi¢cdo é continua.

U || Vi(nosso trabalho) | V.(Ref [21]) || V.(Ref [20]) || V.(Ref [9])
2 1.03 1.046(2) 1.125 1.15

3 1.56 1.578(9) 1.640 1.675

6 3.10 3.129(7) 3.155 3.158
12 6.10 6.111(1) 6.115

20 10.07

40 20.03

Com os dados obtidos podemos apresentar na Figura 4.9 nosso diagrama
de fases no plano (U,V). Note que neste diagrama de fases apresenta-se sé a
transicao SDW-CDW. E importante ressaltar que nos ultimos anos se abriu
um debate sobre a existéncia de outra fase (BOW, bond order wave na nomen-
clatura inglesa), que é o resultado da dimerizagdo dos spins da rede [16, 17,
19, 20, 21, 22|, mas a sua localizagdo no diagrama de fases ainda é motivo de
controvérsia e nao trivial de caracterizar.

Na Figura 4.10 apresentamos o diagrama de fases obtido na referéncia [20].
Observe que nesta referéncia a BOW existe sobre a linha de coexisténcia, na

regiao 4t SU<8t.
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Figura 4.9: Diagrama de fases para a cadeia linear, N=12. O ponto tricritico
estd na regido 3t<U<6t. Para V<SU/2 o sistema apresenta uma fase SDW.
Para V2U/2 o sistema apresenta uma fase CDW. No regime de acoplamento
coulombiano fraco a transicao é continua, e no regime de acoplamento coulom-

biano forte a transicdo é de primeira ordem.

Figura 4.10: Diagrama de fases no plano (U,V) para a cadeia linear obtido
na referéncia [20]. A linha grossa representa a BOW. Na nossa andlise ndo

estudamos o significado da linha horizontal.
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Na Figura 4.11 apresentamos o diagrama de fases obtido na referéncia [22].
Veja que neste estudo a BOW existe acima do valor de U no qual a ordem da
transicdo muda de continua a primeira ordem, concordando com a referéncia
[20]. Mas a BOW também existe abaixo deste valor de U. E evidente que nio

é trivial esbocar este diagrama de fases e que ainda é hoje motivo de pesquisa.
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5 — PR I W |l gl

Do BT RO ORI
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B BOW-CTVW; firet—ardes (0T
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>
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Figura 4.11: Diagrama de fases no plano (U,V) para a cadeia linear obtido na
referéncia [22]. Ndo detalhe as duas linhas que cortam o eixo U.



Capitulo 5

Resultados

5.1 Cadeia AB2

Neste capitulo vamos apresentar e discutir os resultados obtidos através da
diagonalizacao exata do modelo de Hubbard estendido para a cadeia bipar-
tida AB2 em semi-preenchimento da banda, e para diferentes regimes de in-
teracao coulombiana U. Nesta cadeia, caracterizamos o estado fundamental e
esbogamos seu diagrama de fases no plano (U,V). Os tamanhos das cadeias
estudadas foram N=12 e N=18.

Nas Figuras 5.1 e 5.2 apresentamos a dupla ocupagao < d >, e a densidade
de particulas nos sitios A e B, < nyg > e < ng >, respectivamente, versus V/,
para U=40t e U=20t. Na vizinhanga do ponto V=U/4, < d > apresenta uma
descontinuidade. Da mesma forma, a densidade de particulas nos sitios A e B
é representada por fun¢oes descontinuas na vizinhancga de dito ponto. Clara-
mente, para estes valores de U, vemos que o estado fundamental apresenta
uma transi¢ao de fase de primeira ordem no campo de carga.

Podemos fazer uma andlise qualitativa para entender a transicao. Neste
regime, U e V sao muito maiores que t. Quando ¢ for zero e V<<U/4, o es-

tado fundamental tem todos os sitios da rede com simples ocupagao, energia

o8
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Figura 5.1: Dupla ocupacgao < d > versus V para U=40t e N=12,18. O regime
de acoplamento coulombiano é forte e a transi¢ao de primeira ordem no campo
de carga no limite termodinamico. A densidade de particulas é representada

por funefes deceantinnac na vizinhanea da nanta V=1T7/4
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Figura 5.2: Dupla ocupacao < d > versus V para U=20t e N=12,18. O regime
de acoplamento coulombiano é forte e a transicao de primeira ordem no campo
de carga no limite termodinamico. A densidade de particulas é representada
por fungbes descontinuas na vizinhanga do ponto V=U/4.
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E=4VN,, e sem ordenamento magnético. Quando V>>U/4, o estado fun-
damental tem uma dupla ocupacgao por célula unitaria, sem ter ordenamento
magnético, e com energia E=N_U. Logo, a transi¢io vai ocorrer em VaU/4.
Quando t for diferente de zero, e para V=0, os spins correlacionam-se de forma
a adquirir uma ordem ferrimagnética (FFERRI) de longo alcance, ou seja, seus
parametros de ordem ferromagnético e antiferromagnético (AF), representados

por < §% >/N, e < S*(r) >/N,, respectivamente, sdo nao nulos [23], onde

< S%(7) >= Zeiejgi.gj, € =1lseie A,—1sei € B, (5.1)

<8 >=> 5.5 (5.2)

Note nas Figuras 5.3 e 5.4 que < S? > e < S%(7w) > sdo quase constantes
na medida que V aumenta de zero até o valor de VaU/4. Logo, podemos
afirmar que na regido 0<V<U/4 o sistema estd numa fase FERRI.

Quando t for diferente de zero, e V2> U/4, vamos ter N, duplas ocupagoes
nos sitios B, sendo que duas delas agrupam-se numa célula unitdria formando
um defeito de carga, e N, simples ocupagdes também nos sitios B. Estes N,
elétrons desemparelhados estao correlacionados ferromagneticamente, o que
faz que a cadeia esteja novamente numa fase com o spin de Lieb. Nas Figuras
5.3 e 5.4, vemos que para V2U/4 o parametro de ordem (AF) tende ao valor do
parametro ferromagnético. Isto pode-se explicar observando que nas Figuras
5.1 e 5.2, a densidade de particulas nos sitios A nesta regiao tende a zero.
Logo, nao temos correlagao entre as duas sub-redes.

E importante ressaltar que a cria¢io do defeito na carga gera uma que-
bra da simetria global de translacao da cadeia. Na fase FERRI, o sistema

Ne

encontra-se no sub-espa¢o de simetrias (-)"° (veja apéndice B), com a carga

[a¥)

homogeneamente distribuida em cada sub-rede, e magnetizagées < S5 > =

-0.25 e < S% > = 0.75 (veja Figuras 5.5, 5.6). Apés a transi¢io, o sistema
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encontra-se no sub-espago de simetrias (+)(-)Ye7t (

veja apéndice B), com mag-
netizagbes < S% > =0 e < S% > =0.5, ou seja, a ordem (AF) foi suprimida,
como podemos ver nas Figuras 5.7, 5.8. Doravante vamos chamar esta fase de

onda de densidade de carga com ordem ferromagnética (ODCF).
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Figura 5.3: U=40t. O spin total permanece constante apés a transicao, e S%(r)
tende ao valor de S? pois na fase ODCF os sitios A estdo desocupados.

Na Figura 5.9, apresentamos um possivel esquema da fase de ODCF e de
seu primeiro estado excitado de spin. Observamos a quebra de simetria global
de translagao como uma consequéncia do defeito na carga. No caso V=0, e no

regime de acoplamento coulombiano forte, o gap de spin é [23]

Ag = 1,76J, (5.3)

onde J=412/U. Logo, para U=40t e U=20t, temos Ag = 0.176 e Ag = 0.352,

respectivamente, (veja Figura 5.10). No caso V # 0, e V2U/4, o gap de spin
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Figura 5.4: U=20t. O spin total permanece constante apés a transicao, e S%(r)
tende ao valor de S? pois na fase ODCF os sitios A estdo desocupados.
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Figura 5.5: Fase ferrimagnética para U=40t e V=25. Na figura a) apresenta-
mos o spin local e a carga local para a cadeia de N=18 sitios. Cada nimero
na horizontal representa um sitio da rede, iniciando pelo sitio A da primeira
célula com o numero 1, e os sitios B; e By da mesma célula com o ntiimero 2.
Na figura b), sao apresentadas as mesmas quantidades para a cadeia de N=12
sitios. Note que nesta fase o estado fundamental encontra-se no sub-espaco de
simetrias (-)e.
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Figura 5.6: Fase ferrimagnética para U=20t e V=1. Na figura a), apresentamos
o spin local e a carga local para a cadeia de N=18 sitios. Cada ntimero na
horizontal representa um sitio da rede, iniciando pelo sitio A da primeira célula
com o nimero 1, e os sitios By e By da mesma célula com o nimero 2. Na
figura b), sdo apresentadas as mesmas quantidades para a cadeia de N=12
sitios. Note que nesta fase o estado fundamental encontra-se no sub-espaco de
simetrias (-)Me.
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Figura 5.7: Fase de ODCF para U=40t e V=15. Na figura a), apresentamos
o spin local e a carga local para a cadeia de N=18 sitios. Vemos o defeito
de carga gerado nesta fase, ou seja, as quatro cargas acumuladas na primeira
célula unitdria nos sitios By e Bs. Na figura b), sdo apresentadas as mesmas
quantidades para a cadeia de N=12 sitios. Vemos também o defeito de carga
gerado na primeira célula. Nesta fase o estado fundamental encontra-se no
sub-espaco de simetrias (+)(-)Ye~!, quebrando com a simetria de translagio
global da cadeia.
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Figura 5.8: Fase de ODCF para U=20t e V=13. Na figura a), apresentamos
o spin local e a carga local para a cadeia de N=18 sitios. Vemos o defeito
de carga gerado nesta fase, ou seja, as quatro cargas acumuladas na primeira
célula unitdria nos sitios By e Bs. Na figura b), sdo apresentadas as mesmas
quantidades para a cadeia de N=12 sitios. Vemos também o defeito de carga
gerado na primeira célula. Nesta fase o estado fundamental encontra-se no
sub-espaco de simetrias (+)(-)Ye~!, quebrando com a simetria de translagio
global da cadeia.

pode ser representado pela funcao linear
Asg = 4V -U, (5.4)

como pode-se deduzir dos esquemas do estado fundamental e do primeiro es-
tado excitado de spin da fase de ODCF'. Esta fungao representa a energia
necessaria para levar a cadeia a um estado com spin uma unidade maior.
Varias quantidades podem ser definidas para se analisar as caracteristicas
de transporte de um sistema eletronico no limite termodindmico. As mais
utilizadas sao o gap de carga, A.=E(N.+1)+E(N.-1)-2E(N,), onde E(N,) ¢é a

energia do estado fundamental de N, elétrons, e o peso de Drude [§]

D_ "7
ap?

onde ¢ é o fluxo magnético através do sistema fechado em forma de anel.

Recentemente [13, 14], uma quantidade relacionada com o valor esperado do
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-
-

Figura 5.9: Esquema da fase de ODCF. Na figura a) apresentamos um es-
quema do estado fundamental. Neste esquema os spins down, apresentados
em vermelho, estdo compartindo-se entre a célula na que sdo apresentados e
as suas células vizinhas. Na figura b) apresentamos um esquema do primeiro
estado excitado de spin da cadeia, um dos spins down é levado a outro sitio
com spin invertido.

Figura 5.10: Gap de spin em fun¢ao de V no regime de acoplamento coulom-
biano forte. Para V=0, Ag = 1.76J. Apds a transicao, Ag = 4V-U.
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operador de posi¢ao e com a polarizagao (caracteristica de isolantes) do sistema

i2mqy 1 X;

Z1 =< Ulexp( N

0 >, (5.6)

foi introduzida como um novo critério de medida das caracteristicas de conducao
de sistemas eletronicos. Zjvc X ¢ a soma das posicoes das particulas, e a con-
stante g é tal que N./N.,=p/q, onde p e ¢ sao inteiros e a fracao p/q é irredutivel.
Para condutores, | Z9 | -0 quando N tende a infinito, e em sistemas finitos
apresenta valores pequenos. Para um isolante, | Z? | =1 quando N tende a in-
finito, e em sistemas finitos seus valores sao relativamente grandes | Z9 | 20.1.
Para o comportamento de Z? em sistemas finitos, veja a referéncia [13]. No
nosso caso, a densidade ¢ 1, logo, temos g=1. Nas Figuras 5.11 e 5.12, vemos
que | Z | cresce com o tamanho do sistema e apresenta valores relativamente
grandes, ou seja, o sistema é isolante antes e depois da transicao. Note que o
efeito de tamanho finito é mais dramatico na fase ODCF'.

Nas Figuras 5.13 e 5.14, apresentamos a dupla ocupagao < d >, e a
densidade de particulas nos sitios A e B, < ng > e < ng >, respectivamente,
versus V, para U=8t e U=T7t, na vizinhanga do ponto V=U/4. Podemos
ver que, para os dois tamanhos da cadeia, todas estas quantidades seguem
representadas por funcdes descontinuas na vizinhanca de dito ponto, embora
a magnitude da descontinuidade seja menor que no regime de acoplamento
coulombiano forte. Isto se justifica por uma maior competicao entre U e V. E
importante ver que todas estas quantidades ainda independem do nimero de
sitios da cadeia, como acontece para U=20t e U=40t.

Para U=8t, N=12, e para U=7t, N=12, N=18, o sistema apresenta duas
transigbes de fase: uma de primeira ordem no campo de carga (veja Figuras
5.13 e 5.14) e no spin (veja Figuras 5.15 e 5.16), da fase FERRI a uma fase
intermedidria; e outra transi¢ao da fase intermedidria a fase de ODCF (veja

Figuras 5.15 e 5.16). Para U=8t e N=18 o sistema apresenta s6 uma transigao
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Figura 5.11: | Z | em funcao de V, para U=40t. Observe que | Z | aumenta
quando o tamanho do sistema aumenta. Nas duas fases o sistema apresenta
caracteristicas de um isolante.
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Figura 5.12: | Z | em funcao de V, para U=20t. Observe que | Z | aumenta
quando o tamanho do sistema aumenta. Nas duas fases o sistema apresenta
caracteristicas de isolante.
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Figura 5.13: Dupla ocupacao < d > versus V para U=8t e N=12,18. O
regime de acoplamento coulombiano é intermedidrio e a transi¢ao de primeira
ordem no campo de carga no limite termodinamico. Observe a diminui¢do da
magnitude da descontinuidade de < d > na transicao quando U diminui.
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Figura 5.14: Dupla ocupacdo < d > versus V para U=7t e N=12,18. O
regime de acoplamento coulombiano é intermedidrio e a transi¢do de primeira
ordem no campo de carga no limite termodinamico. Para este valor de U, a
descontinuidade diminui ainda mais.



5.1 Cadeia AB2 69

FERRI-ODCF de primeira ordem no campo de carga.
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Figura 5.15: U=8t. Para N=12 o spin salta do valor de Lieb, na fase FERRI,
a zero na fase intermediaria; e de zero ao valor de Lieb na fase de ODCF.
As duas transi¢oes sao de primeira ordem no campo de spin. Para N=18 o
sistema nao apresenta esta transicao no spin.
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Figura 5.16: U=Tt. Para N=12 e N=18 o spin salta do valor de Lieb na fase
FERRI a zero na fase intermediaria, e de zero ao valor de Lieb na fase de
ODCF. As duas transigoes sao de primeira ordem no campo de spin. Entre-
tanto, verificamos a forte tendéncia da nao existéncia da fase intermedidria no
limite termodinamico.

Podemos fazer uma andlise da ocorréncia da fase intermedidria usando

a mesma forma semi-quantitativa utilizada para a cadeia linear. Desta vez
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analisamos a largura da fase, AV, no limite termodinamico, para os diferentes
regimes de interacdo coulombiana U (veja Figura 5.17). Na Figura 5.18 apre-
sentamos AV em funcdo de U. Podemos ver que, para U=8t e N=18, a fase
intermediaria ja nao existe. Para U=7t e N=18 a fase intermedidria é muito pe-
quena, quase zero. Para U=5t e U=4t a largura AV diminui de forma notavel
com o aumento do tamanho do sistema de N=12 a N=18. Para U=3t, U=2t,
U=1t, a largura AV apresenta certa estabilidade com o aumento do tamanho

do sistema. No limite termodinamico espera-se que a fase intermediaria feche

em U =5t.
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Figura 5.17: Largura da fase intermedidria AV, para os diferentes regimes
de interacao coulombiana. Para U=T7t e U=5t prevé-se que no limite ter-
modinamico esta fase nao existe.

Para caracterizar a fase intermedidria vamos apresentar na Figura 5.19 seu

fator de estrutura magnético
1 2 = :
S(q) = N ZE < S(£).S(m) > exp(ig(t —m)), (5.7)

onde q=27¢/N,, £=0......N.-1 e §(€) é o spin total da célula £. Note que S(q)
apresenta um maximo em q=27/N,, indicando que a fase intermedidria é do
tipo Espiral. Para N, tendendo a infinito temos q=0. Logo, no limite ter-

modinamico esta fase poderda apresentar um momento magnético nao nulo.
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05— T T T T T
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Figura 5.18: Ocorréncia da fase intermedidria em funcao de U. Prevé-se que
para UZ25t esta fase ja nao exista no limite termodinamico.

Doravante vamos chamar a fase intermedidria de fase Espiral. Além disso,
na fase Espiral, U=3t, e V=0.78, | Z | ~0.34 para N=18, e | Z | ~0.24 para

N=12, sendo esta também uma fase isolante.
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Figura 5.19: Fator de estrutura magnética na fase intermedidria. O maximo
da fung¢éo em q=27/N, mostra que a fase é do tipo Espiral.

Na Figura 5.20 apresentamos a dupla ocupacao < d > versus V para U=3t,
na vizinhanga do ponto V=U/4. Na transi¢ao de fase FERRI-Espiral < d >
é representada por uma funcao descontinua. Na transicao Espiral-ODCF,
< d > apresenta uma pequena descontinuidade que diminui com o tamanho

da rede.
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Para evidenciar a ordem da transicao FERRI-Espiral e Espiral-ODCF
no campo de carga, novamente vamos adotar o critério semi-quantitativo us-
ado para a cadeia linear. Analisamos a magnitude da descontinuidade da
dupla ocupacao, A<d>, no limite termodinamico, para os diferentes valores
de interacao coulombiana U no regime fraco (veja Figuras 5.21 5.22). Esta
andlise semi-quantitativa sugere que, para estes valores de U, a transigao
de fase FERRI-Espiral é continua no limite termodinamico. A transi¢ao
Espiral-ODCF preserva ainda pequena descontinuidade de <d> no limite
termodindmico. Logo, podemos sugerir que a transicao Espiral-ODCF' seréd
de primeira ordem, embora a magnitude da descontinuidade e a quantidade
de pontos usados na extrapolagao faca desta sugestao o ponto inicial de um

futuro debate
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Figura 5.20: Dupla ocupacao < d > versus V para U=3t e N=12,18. O
regime de acoplamento coulombiano é fraco. Sugerimos que, no limite ter-
modinamico, a transicao F'ERRI-Espiral é continua no campo de carga, en-
quanto a transicao Espiral-ODCF é de primeira ordem. As pequenas descon-
tinuidades sao indicadas com setas, preta para N=12 e vermelha para N=18§;
veja que o tamanho da descontinuidade diminui quando tamanho da rede au-
menta.

Para as transi¢oes no campo de spin veja a Figura 5.23. Observamos
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Figura 5.21: Descontinuidade A<d> na transicaio FFERRI-Espiral. Vemos
que para estes valores de U, A<d> é zero no limite termodinamico. Prevé-se

uma transi¢ao continua no campo de carga.
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Figura 5.22: Descontinuidade A<d> na transicdao Espiral-ODCF. Vemos que
para estes valores de U, A<d> é diferente de zero no limite termodinamico.

Preveé-se uma transigao de primeira ordem no campo de carga.
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que, para os dois tamanhos da cadeia, o spin salta do valor de Lieb a zero, na
transicdo FFERRI-Espiral, e de zero ao valor de Lieb novamente, na transicao
Espiral-ODCF. Estas duas transicoes sao de primeira ordem pois ndao encon-

tramos um spin intermediario entre o valor de Lieb e zero.
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Figura 5.23: U=3t. N=12 e N=18. O spin salta do valor de Lieb na fase
FERRI a zero na fase Espiral, e de zero ao valor de Lieb na fase de ODCF'.
As duas transicoes sdo de primeira ordem no campo de spin.

Na Figura 5.24 apresentamos a dupla ocupacao < d > versus V para U=2t,
na vizinhanca do ponto V=U/4. Na transi¢ao de fase FERRI-Espiral, < d >
é representada por uma funcao descontinua, a magnitude da descontinuidade
diminui com o tamanho da rede e com o valor de U. No limite termodinamico
prevé-se uma transicao continua no campo de carga. Na transicao Espiral-
ODCF, < d > apresenta uma pequena descontinuidade, a qual diminui com
o tamanho da rede e permanece quase constante com o valor de U. No limite
termodinamico nossa andalise de tamanho finito sugere que a transi¢ao seja de
primeira ordem.

As transi¢oes no campo de spin continuam sendo de primeira ordem, como

é apresentado na Figura 5.25.
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Figura 5.24: Dupla ocupacao < d > versus V para U=2t e N=12,18. O
regime de acoplamento coulombiano é fraco. Sugerimos que, no limite ter-
modinamico, a transicao F'ERRI-FEspiral é continua no campo de carga, en-
quanto a transicao Espiral-ODCF é de primeira ordem. As pequenas descon-
tinuidades sao indicadas com setas, preta para N=12 e vermelha para N=18§;
veja que o tamanho da descontinuidade diminui quando tamanho da rede au-

menta.
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Figura 5.25: U=2t. N=12 e N=18. O spin salta do valor de Lieb na fase
ferrimagnética a zero na fase Fspiral, e de zero ao valor de Lieb na fase de

ODCEF. As duas transicoes sao de primeira ordem no campo de spin.
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Com os dados obtidos podemos finalmente apresentar nosso diagrama de
fases no plano (U,V) (veja Figura 5.26). Veja a similitude deste diagrama com
o diagrama de fases obtido para a cadeia linear na referéncia [22]. Com nosso
estudo podemos sugerir que o ponto multicritico estd na regiao 4t<U<6t. E
mais evidente a existéncia da fase intermediaria em nosso sistema pois sofre

uma transi¢ao de fase no campo de spin.
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Figura 5.26: Diagrama de fases para a cadeia AB2, N=18. Naregiado VS U/4 a
cadeia apresenta uma fase FERRI. A fase magnética intermediaria é Espiral,
que se estende até Uss5t no limite termodinamico. Para VZ U/4 o sistema
apresenta uma fase de onda de densidade de carga (ODCF). A natureza do
ponto multicritico dependera da ordem da transicao Espiral-ODCF .



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho estudamos as propriedades magnéticas e de conducdo (fase
metalica ou isolante) do estado fundamental da cadeia quantica AB2, com
motivacao experimental em polimeros ferrimagnéticos e oxocuprates, diag-
onalizando o hamiltoniano estendido de Hubbard nos diferentes regimes de
interagao coulombiana U.

Para U 2 5t e V < U/4, verificamos que o sistema estd numa fase fer-
rimagnética (FERRI) com spin total 1/2 por célula unitéria, carga homoge-
neamente distribuida em cada sub-rede, magnetizacoes locais < S% > = -0.25
e < Sj >=0.75e gap de spin Ag = 1.76J, em concordancia com o calculo
da Ref. [23] no limite Heisenberg, onde J=4t2/U. Logo, para U=40t e U=20t,
temos Ag = 0.176 e Ag = 0.352, respectivamente. Para analisar as pro-
priedades de transporte de nosso sistema eletronico estudamos a quantidade
complexa Z. Na fase FERRI | Z | ~1 quando N aumenta, caracterizando
uma fase isolante. Para V 2 U/4, o sistema se encontra em uma fase onda de
densidade de carga com ordem ferromagnética (ODCF), com < S4 > =0e
< 8% > =0.5, exibindo um defeito na distribugao de carga como consequéncia
da quebra de simeria global de translacao da cadeia. Nesta fase o gap de spin
pode ser representado pela func¢do linear Ag = 4V-U, como pode ser deduzido

a partir de uma imagem intuitiva do estado fundamental. Para N=12 e N=18

7
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a quantidade complexa | Z | é 2 0.25, e cresce com N, indicando que o sis-
tema é isolante. Para estes valores de U (2 5t), o estado fundamental apreseta
uma transicao de fase FERRI-ODCF de primeira ordem no campo de carga,
evidenciada pela descontinuidade do valor médio da dupla ocupacao <d>.
Par U < 5t, o sistema exibe uma fase intermediaria com correlagao magnética

tipo E'spiral. Neste regime o spin muda do valor 1/2 por célula unitaria (Lieb)
na fase FERRI, para zero na fase Espiral, e de zero ao valor 1/2 por célula
unitaria na fase ODCF. Nossa andlise de escala de tamanho finito indica
que as duas transi¢oes sao de primeira ordem no campo de spin. Para U=3t e
V=0.78,| Z | ~ 0.34 para N=18, e | Z | = 0.24 para N=12. Logo, a fase Espiral
também é uma fase isolante. No limite termodinamico a transicao FERRI-
Espiral é continua no campo de carga e estimamos que a transicao Espiral-
ODCF seja de primeira ordem, embora a magnitude da descontinuidade,
A<d>, e a quantidade de pontos usados na extrapolagao faga desta sugetao o
ponto inicial de um futuro trabalho. Com nosso estudo podemos afirmar que o
ponto multicritico situa-se na regiao 44<U<6t e a sua natureza dependera da
ordem da transicao Espiral-ODCF'. Finalmente, salientamos que o diagrama
de fases obtido para nosso sistema apresenta uma similitude nao-trivial com o

diagrama do modelo de Hubbard estendido da cadeia linear.



Apeéndice A

O ALGORITMO DE
LANCZOS

Faremos uma pequena referéncia ao algoritmo de Lanczos usado na diago-
nalizagdo de nossas cadeias [4]. O algoritmo representa uma mudanca de
base para o hamiltoniano d-dimensional. Os novos estados serao represen-
tados por {|0 >,|1 >,[2 > ... |d — 1 >}, gerados a partir do estado ar-
bitrario [0 >, com < 0|0 >=1. A base de H estd formada pelos autoestados

{leo >, |e1 >, ea > ...... lea >}, com €y < €1 < €...... Nesta base,
0>= aile; > . (A.1)
i
Para contornar o problema definimos:

11 >= 51 (H|0 > +al0 >), (A.2)

1
com [; constante de normalizacao, e a fazendo com que

1

|51|2(< H? > +0® + 2a < H >) (A.3)

<11 >=
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seja minimo, e com < i|H"|i >=< H™ >. Derivando < 1|1 > com respeito a

o temos:

a = —< H >i= «a,
1
1> = B—(H|0>—<H>0\0>),
1
61> = < H?>q—aj. (A.4)

Se 81 € R, entdo 1 =/< H >% —a3= < 0|H|1 >.

Continuando nosso processo de criar estados ortogonais, temos:

2 5= ,; (H[1> —all > B0 >). (A.5)

2

Com a condicao de que < 2|2 > seja minimo, obtemos:

/B = /Bla
a = < H>= o1,
fo = <2/H|1>. (A.6)
Se 52 € R, entao:
1
12 >= ﬂ—((H— < H >1)|1 > =510 >). (A7)
2

Seguindo com o procedimento, |3 > vai ser:
1
13 >= 5_((H_ < H >3)[2 > —[5]1 > +7]0 >). (A.8)
3

Usando os resultados obtidos para os autovetores |1 > e |2 >, e minimizando

o produto < 3|3 >, podemos ver que y=0. Entao |3 > sé serd expandido em
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termos de |1 > e |2 >. Para o i-ésimo vetor, teremos a seguinte dependéncia:

: 1 :
i0>= 2 ((H = )i = 1> —fis), (A.9)
com
o = <i|Hli>,
B = <i—1|H|i>, (A.10)

terminando este processo quando todo o espaco de Hilbert seja coberto. Na

base de lanczos, H terd a seguinte representacao matricial tridiagonal:

0)

(a0 0 0 0 0 0
Bi v B2 0O 0 O 0
0 B as B3 0 0 0
0 0 B3 a3 B4 0 0

\0 0 0 .. . . .0

Na i-ésima interacao, H terd uma representagao tridiagonal de dimensao 7+ 1
com um polinémio caracteristico P;(x). A relacdo de recorréncia para ditos
polinomios é:

Px) = (x — a)Pra(z) — BPrs(a). (A11)

Se no passo ¢ — 1 e ¢ — 2 a menor energia for igual, dentro da precisao
desejada, quer dizer, P;_1(€) = 0 = P,_5(€p), entdo ¢ também serd a menor
raiz de P; e de todos os outros polinémios seguintes [18]. Assim, se estamos
interessados no estado fundamental, é s6 gerar a base até que a menor ener-
gia da matriz nos ultimos dois passos tenha convergido para um unico valor.

Usando os polinomios também podemos calcular os autoestados de H:

L p)os, (A.12)

i >= —
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com Py(H)=1, e

< €jli >= €;) < €j]0 > (A.13)

1
E—— A
a componente do autoestado de energia €j na diregao |i >. Teremos todas as
componentes proporcionais a < 0|¢; >, ou seja, o estado ndo normalizado é:

d—1

1
6 >=>" ﬂa(q)\o > . (A.14)

i=0 ~ k=0

Se a energia converge no passo dgy, todos os polindomios com ¢ > dy serdo nulos.
Portanto, quando a menor energia convergir, nao precisamos de mais nenhum

estado da base para sabermos o estado fundamental.



Apéndice B

SIMETRIA
CARACTERISTICA DA
CADEIA AB2

Como ja vimos no capitulo 1, o hamiltoniano do modelo de Hubbard esten-
dido comuta com os operadores {N,, S%, SY, S* e S?}, para qualquer tipo de
rede. Portanto podemos diagonalizar o hamiltoniano por subespacos com N,
e S* fixos (como foi feito no capitulo 3). A grande dificuldade em se lidar
com o modelo de Hubbard consiste no crescimento exponencial do espaco de
Hilbert com o ntimero de sitios do sistema, dimensdo=4". Se diagonalizamos
o hamiltoniano por blocos com N, e S* fixos, a dimensao do espaco de Hilbert
serd
(V)2

R T AT AT AT (B-1)

onde N.=(N4+N;) e S* = (N4 - N})/2. Para p=1 em um sistema com
18 sitios, teremos dim~22,4x10°, ndo existindo maquinas capazes de realizar
essa diagonalizacao em um intervalo de tempo 1til para nossos propdsitos. Os

resultados desta dissertacao foram obtidos gragas a utilizagdo de uma simetria
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local caracteristica da cadeia AB2: invariancia do hamiltoniano pela troca dos
sitios B numa mesma célula. Essa operacdo de troca possui dois autovalores,
+1 (sitios B com paridade par) e -1 (sitios B com paridade impar). Nés diag-
onalizamos o hamiltoniano por subespacos dos possiveis arranjos de paridade
entre as células. No texto, denotamos um arranjo com m células de paridade
par e N.-m com paridade impar por (+)™(-)"e~™. Além disso, alguns destes
arranjos estao ligados através do operador de translagao. Desta forma, sé
precisamos relizar o calculo em um destes subespagos, visto que o hamiltoni-
ano é translacionalmente invariante. A dimensao de cada um dos sub-espacos

diagonalizados para N=18 ¢ dim~20-40x10°.
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